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Tiber das Gleichgewicht und die Bewegung, insbesondere die
Diffusion von Gasgemengen.

Von J. Stefan,

wirklichem. Mitgliede der bais. Adkademie der Wissenschaften.

Die Gesetze, welche in der Mechanik fitr das Gleichgewicht
mnd die Bewegung von Fliissigkeiten abgeleitet werden, gelten
suntichst nur fiir einfache Flissigkeiten, d. 1. solehe, welehe aus-
lauter gleichartigen Molectilen bestehen. Sie gelten anch noch
fiir zwei oder mehrere an einander liegende Fliissigkeiten, wenn
sich diese micht mischen konnen. Ist aber eine Fliissigkeit ein
Gemenge, also aus verschiedenen Arten von Molecitlen zusammen-
gesetzt, oder sind Flissigkeiten an einander gelagert, welche sich
zu mischen vermogen, so storen die Erscheinungen der Diffusion
die nach den Gesetzen der Hydrostatik wnd Hydrodynamik berech-
neten Zustinde des Gleichgewichtes und der Bewegung. Sollen
die wirklichen Vorgsinge in einem Gemenge berechnet werden, so
gentigt es nicht mehr, dasselbe als einen einheitlichen Korper zu
- bétrachten, wie es die gewdhnliche Mechanik thut, es missen
Gleichungen aufgestellt werden, welche die Bedingungen des
Gleichgewichtes und die Gesetze der Bewegung fiir jeden ein-
zelnen Bestandtheil in dem Gemenge enthalten, |

Namentlich gilt dies fitr Gase, welche alle sich gegenseitig
zu durchdringen vermégen. Die Aufstellung der Gleichungen fiir
das Gleichgewicht und .die Bewegung von Gasgemengen, die
Anwendung dieser Gleichungen zur Berechnung der Erscheinun-
gen der Gasdiffusion, die Priffung derselben durch den Vergleich
rwischen Rechnung und Versuch, bilden den (regenstand dieser
Abhandlung.

Es werden im ersten Abschnitte derselben auf Grund des.
Erfabhrungssatzes, dass der Druek eines Gasgemenges gleich
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ist der Summe der Partialdritcke der Bestandtheile, nach dem
Principe: In einem Gemenge wird jedes einzelne Gas
so gedriickt, als es selber dritckt, die Gleichungen des
(leichgewichtes fiir die einzelnen Bestandtheile eines Gasge-
menges abgeleitet. Die Gleichungen sind die némlichen, zu welchen
das Dalton’sche Princip fithrt. Die Ubereinstimmung derselben
mit der Erfahrung ist bekannt,

Die aus ihnen nach demD’Alemb ert’schen Princip folgenden
Gleichungen der Bewegung stehen jedoch mit der Erfahrung in
grobem Widerspruch. Dieser wird behoben, wenn man obigem
fiir das (eichgewicht geltenden Satze folgende Erginzung gibt:
In einem Gemenge erfiihrt jedes einzelne Theilchen
eines Gases, wenn es sich bewegt, von jedem andern
Gase einen Widerstand proportional der Dichte
dieses Gases und der relativen Geschwindigkeit
beider. Auf die Einheit des Volumens kommt also ein dem. Pro-
ducte der Dichtender beiden Gase und ibrer relativen Geschwindig-
keit proportionaler Widerstand in Rechnung. Besteht das Gemenge
aus mehr Gasen, so ist der Widerstand fiir jedes einzelne gleich der
Summe der Widerstéinde, mit denen ihm die andern, jedes fitr sich
gedacht, entgegenwirkten. Auf Grund dieser Annahme werden im
zweiten Absclnitte dic Gleichungen filr die Bewegung cines Gemen-
- ges von zwel und mehr Gasen abgeleitet.  Die Gleichungen fiir cin
Gemenge von zwel Gasen stimmen der Form nach tiberein mit
jenen, welche Maxwell auf Grund einer specicllen Hypothese
tiber die innere Constitution der Gase abgeleitet hat. Den Schluss
dieses Abschnittes bildet ein Lxcurs iiber die Natur des Wider-
standes und eine auf das analoge Verhalten der Elektricitiiten im
galvanischen Strom hinweisende Note. _

Im dritten Abschuitte werden die fiir ein Gemenge von zwei
Grasen geltenden Gleichungen in derselben Weise, wie es schon
von Maxwell geschehen, auf die Berechnung der freien Mengung
zweier in ein Rohr eingeschlossener (tase angewendet. Die zur
Berechnung dienende Gleichung ist von derselben Form, wie die
Gleichung fir die Verbreitung der Wirme durch Leitung. Ftir die

Abhiingigkeit des dem Leitungsvermégen entsprechenden , Diffu- -

sionscoéfficienten” von Temperatur, Druck und den Dichten der
Gase fiihrt die Theorie zu denselben Gesetzen, welche schon von
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Uber das Gleichgewicht u, d. Diffusion von Gasgemengen. 65

Herrn Prof. Loschmidt auf experimentellem Wege gefunden
worden sind. Die directe Proportionalitit des Diffusionscoéffi-
cienten mit dem Quadrate der absoluten Temperatur, die ver-
kehrte mit dem Druck liefert ‘die Theorie unmittelbar. Fir die
Abhiingigkeit von den Dichten der Gase gibt die Theorie kein
bestimmtes Gesetz, sie bezeichuet aber von den moglichen als
das einfachste das der reciproken Quadratwurzel aus dem Pro-
ducte der Dichten der beiden Gase.

Im vierten Abschnitte werden die fiir ein Gemenge von drei
Gasen geltenden Gleichungen angewendet zmr Berechnung der
Mengung zweier Gase, denen ein drittes gleichartig beigemischt
ist. Es folgt, dass die Greschwindigkeit der Diffusion, auf denselben
Druck bezogen, durch das dritte Gas nicht veriindert wird, wenn
es gleichartic mit einem der beiden andern, dass sie aber flir
jedes der beiden Gase vergrossert oder verkleinert wird, wenn
das specifische Gewicht des beigemengten Gases unter oder iiber
dem des andern der zwei Gase liegt. Das dritte Gas bleibt dann
nicht gleichférmig vertheilt, sondern wird anfinglich auf die
Seite des specifisch leichteren getrieben und kehrt zum Sehluss
wieder in die gleichformige Vertheilung zurtick. Diese von der
Theorie vorausgesagten Erscheinungen sind durch die Versuche
von Herrn Wretschko bestitigt worden.

Zur Berechnung der Erscheinungen der Diffusion in einem
Gemenge von drei und mehr Gasen fordert die Theorie nur die
Kenntnis jener Constanten, welche die Diffusion je zweier der -
Gase im Gemenge eharakterisiven. Mit Hilfe dieser werden im
fiinften Abschnitte nach Formeln, welche sich durch approxima-
tive Integration der fir ein Gemenge von drei Gasen geltenden
@leichungen ergeben, alle von Herrn Wretschko ausgefithrten
Versuche berechnet und stehen die berechneten und beobachteten
Daten in unerwarteter Ubereinstimmung.

Tm sechsten Abschnitte werden nach den niimlichen Formeln:
die von Herrn Benigar iiber die Diffusion eines Gemenges von
swei Gasen in ein einfaches drittes ausgeftihrten Versuche be-
rechnet mit demselben der Theorie giinstigen Erfolg.

Im siebenten Abschnitte wird der Einfluss der Feuchtigkeit

“auf die Diffusion berechnet und den Versuchen entsprechend . klem

Bitzb. d. mathem.-naturw, Cl, LXIII. Bd, 11, Abth. . ]
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gefunden. Daran schliessen sich einige Bemerkungen #iber das
Verhalten des Wasserdampfes in der Luft.

Der achte und letzte Abschnitt enthilt die Anwendung der
@leichungen fiir die Bewegung von Gasgemengen auf die Theorie
der Diffusion der Gase durch porése Winde. Die Gleichungen
werden dadurch diesem Falle angepasst, dass der pordse Korper
in dieselben ehenfalls als Gas, aber als éin unbewegliches, ein-
gefiihrt wird. Ftir den einfachen Durchgang gines Gases durch
eine Wand folgt das von Bunsen aufgestellte Gesetz, dass die
austretende Gasmenge dem Uberdruck proportional ist. Fir den
Diffusionscoéfficienten ergibt sich analog dem fiir zwel Gase
gefundenen Gesetze das der reciproken Quadratwurzel aus der
Dichte des Gases. Es wird zugleich auf die Ab#nderung hinge-
wiesen, welche dieses Gresetz erleiden muss, wenn die Wand Gase
zu absorbiren vermag. Fiir den Fall der entgegengesetzten Bewe-
gung zweier Gase durch ein Diaphragma weicht die Theorie von
der Bunsen’schen ab. Es folgt auch aus ihr das Graham’sche
Gesetz des constanten Verhiltnisses der ausgetauschien Gas-
mengen ; doch ergeben sich die absoluten Mengen bei demselben
Uberdrucke kleiner, als beim einfachen Durchgang und nicht blos
yon den Differenzen, sondern auch von den absoluten Werthen
der Driicke abhéingiz. Es wiid nachgewiesen, dass der Wider-
stand, welchen das Diaphragma der Bewegung der Gase ent-
gegensetzt, von derselben Ordnung ist, als jener, mit dem sich die
bewegten Gase gegenseitig verzogern oder jener, welcher aus der
Beimengung eines dritten Gases zu den zwei diffundirenden
entspringt. : | |

I. Die Gleichungen des Gleichgewichts.

Piir das Gleichgewicht von Gasgemengen hat schon Dalton
eine gentigende Correction der Hydrostatik gefunden. Sie besteht in -

dem D alton’schen Satze, dass in einem Gaggemenge jedes ein-
zelne Gas nur gegen sich selber driickt, gegen die iibrigen Be-
standtheile des Gemenges aber weder einen Druck austibt noch
von denselben cinen Druck erfihrt. | |

Dalton, von der Ansicht Newton’s ausgehend, dass der
Druck keines Gases aus abstossenden Kriften zwischen den ein-
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Uber das Gleichgewicht u. d. Diffusion von Gasgemengen. 67

zelnen Theilchen entspringe, sprach urspriinglich seinen Satz in
der Form aus, dass abstossende Kriifte nw’ zwischen Theilchen
eines und desselben Gases thitig sind, dass aber Theilchen zweier
verschiedener Gase in gar keiner Wechselwirkung zu einander
stehen.

So vwidersprechend dieser Satz den gewdhnlichen physi-
kalischen Ansichten erscheinen mag, so stimmen doch die daraus
gezogenen Folgerungen mit der Erfahrung. Der Dalton'sche
Satz ist als eine allerdings wenig passende Umschreibung eines
Erfahrungssatzes zu betrachten, niimlich des Satzes, dass sich in
einem Gasgemenge jeder Bestandtheil fiir sich so ing Gleich-
gewicht stellt, als ob er allein in dem vom Gemenge erftillten
Raume vorhanden wire und in dieser bescheideneren Form aus-
gesprochen, hiitte er von Anfang an nicht den Widerspruch
erfahren, der ihm zu Theil wurde, noch auch so manche irrige
Auffassung veranlasst.

Dass sich Gasgemenge nach dem D alton’schen Satze ins
(leichgewicht stellen miissen, ist zuerst durch die moderne Gas-
theorie erlklirt worden. Da nach dieser die Molecille eines Gases
in sehr raschen progressiven Bewegungen begriffen sind, so ist
ein Gleichgewicht, welches aber. immer nur ein dynamischer
Beharrungszustand ist, nur dann maglich, wenn jedes Gas fiir
gich in gleichformiger Vertheilung gich befindet, vorausgesetzt,
dass keine susseren Kuiifte auf das Gas wirken. Sind aber solche
vorhanden, so #ndern sie die Gleichformigkeit der Vertheilung,
aber fiir jedes Gas in separater Weise.

~ Man kann aber ein dem Dalton’schen Hquivalentes Gesetz,
ohne von einer bestimmten Hypothese tiber die innere Constitution
der Gase auszugehen, unmittelbar ableiten als Tolge des be-
kannten Erfahrungssatzes: der Gesammtdruck eines Gasgemenges
gegen jede beliebige in demselben gedaéhte Fliche ist gleich der
Summe der Partialdricke, welche die cinzelnen Bestandtheile des
Gemenges ausiiben wiirden, wenn dieselben.jeder fiir sich allein
in dem vom Gemenge erfiillten Volumen ansgebreitet wiren.

Die Gleichungen des Gleichgewichtes einer Fliissigkeit
werden bekanntlich auf folgende Weise gewonnen. Man betrach-
tet die in einem Elemente des von der Fliissigkeit erftillten

Raumes befindliche Masse als einen festen Korper, sucht die
B
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Driicke, welche die umgebende Flissigkeit anf die Flichen des
Elementes austibt, und die #usseren Krifte, welche auf dieses
Massenelement wirken. Die Bedingungen, 1111te1 welchen sich die
Dritcke und fusseren Krifte an diesem unendlich kleinen Korper
das Gleichgewicht halten, sind die Gleichgewichtsgleichungen und
diese miissen filr jedes einzelne Fliissigkeitselement erfiillt sein,
wemn sich die ganze Fliissigkeit im Gleichgewichte befinden soll.

Als Raumelement wird bei Beniitzung eines orthogonalen
Coordinatensystems ein kleines Parallelepiped gewd#hlt, dessen
Kanten d, dy, dz den Coordinatenaxen parallel laufen. Die erste
der Gleichgewichtsgleichungen, welche besagt, dass die auf das
Fliissigkeitselement parallel der Axe der @ wirkenden Kriifte die
Resultante Null haben, 1st

[Z‘p . K )
oXdwdydsz — dudydz=0.

Darin bedeutet p die Dichte der Flissigkeit, X die auf die
Einheit der Masse reducirte, nach der Axe der a geschitzte
sussere Kraft, p den Druek. Das zweite Glied der Gleichung
stellt die Kraft dar, welche die zwei gegen einander gerichteten
Dritcke auf die Vorder- und Hinterfliche dydz des Parallelepipedes
erzeugen. " |

Handelt es sich nun um die Bedingungen des Glelchgewwhtes
eines Gemenges, 50 muss eine analoge Betrachtung fiir jeden eio-
zelnen Bestandtheil dés Gemenges geftibrt werden. S

Die Theilchen in dem gewihiten Raumelemente, welche dem
ersten Bestandtheil des Gemenges angehren, milssen fiir sich zu
einem Massenelement dieses ersten Bestandtheils verbunden ge-
dacht werden. Es bildet einen unendlich kleinen portsen Korper,
weleher in dem Fliissigkeitsgemenge schwimmt, Es sind daher
vor allem die Driicke aufzusuchen, welche auf diesen Dlemental-
korper wirken, und dann die fusseren Krifte. \

Was die ersteren anbetrifft, so betrachten wir zuerst (he auf
die Vorderfliche dydz des Elementarkorpérs wirkenden. Auf
dieses Flichenstiick entfillt fiir alle Bestandtheile des Gremenges
zusammen der Druck pdydz. Von diesem Drucke kommt aber auf
den in Betrachtung stehenden Elementar korper nur ein Theil als
bewegende Kraft. Wie gross dieser Theil, folgt ans dem Principe,

dass im Gleichgewichte Druck und Gegendruck gleich sind, dass
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algo das herausgehobene Element des ersten Bestandtheils in der
Tliche dydz ebenso stark gedriickt wird, als es selbst gegen
dieses TFlichenstiick driickt. Der von dem ersten Bestandtheile
des Gemenges gegen die Fliche dydz ausgeiibte Druck ist aber
nach dem oben angefihrten Satze p dydz, unter p, den Partial-
druck verstanden, welclien dieser erste Bestandtheil ausitben
wirde, wire er allein in dem Volumen dadydz vorhanden. Es
wird also auch der betrachtete Elementarktrper in der Fliche
dydz so gedriickt, alg wire 1 der erste Bestandtheil des Gas-
semenges allein vorhanden. Dasselbe gilt aber auch beziiglich
des Druckes auf irgend eine heliebige Fliche, welche den Ele-
mentarkdrper begrenzt oder welche durch denselben gelegt wird.
Die driickenden Krifte sind dieselben, als wiire nur das dem Ele-
mentarkorper gleichartige Gas allein in dem Raume vorhanden.

~ Parallel zur Axe der @ ist also, da sich die Dritcke im Innern
gegenseitig aufheben, nur auf der Vorderfliche dydz des Elementes
die Kraft

pydydz

auf der gleich grossen Hinterfliiche die Kraft

/ ‘
— P}i—'i—% da:') dydx

in Rechnung zu bringen und bleibt -

| | ' ——%d{vdydz
als Resultante.

Was nun die dusseren Kriifte anbetrifft, so sind in dem Falle,
dass die Gase dem Mariotte’schen Gesetze folgen und bei der
Mengung keinerlei Contraction erfahren, keine specifischen Weeh-
selwirkungen zwischen den cinzelnen Theilchen des Gemenges
zu heriicksichtigen und bleiben nur solche dussere Kriifte, welche
auf den herausgehobenen Elementarkdrper auch wirkfen, wenn
or allein in dem vom Gemenge erftillten Raume vorhanden wire.

Bezeichnet man daher mit X, die zur Axe der x parallele

Componente der auf die Masseneinheit des ersten Gemengtheils
wirkenden Husseren Kraft, mit g, die Dichte dieses Gemengtheils,

- g0 ist der oben angefthrten Resultante der Driicke noch die

bewegende Kraft

+

o, X, dwdyds
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hinzuzufiigen und somit wird die erste der Gleichgewichtsglei-
chungen ‘

ap\ , .o, 0
(1) | (F1X1—’ dm)da,dydz__ 7
oder nach Weglassung des Factors dedyds
. d
Pixi"”'(—?;‘;ﬁo'

i

7n dieser kommen noch zwei analoge Gleichungen, welche
die Kriifte und Druckgefille nach den zwei andern Coordinaten-
axen zerlegt enthalten. \

Wie fiir das erste erhiilt man auch filr jedes andere Gas im
- Gemenge ein #hnliches System von Gleichungen. Ist z. B.'p, die
Dichte, p, der Partialdruck des zweiten Gases, X, die auf die
Einheit seiner Masse wirkende #ussere Kraft nach der Axe der
x geschiltzt, so ist |

dp,
paXy— dr 0
die der obigen analoge Gleichgewichtsbedingung flir das zweite
Gas. Eine solche gilt fiir das dritte u. s. f. und diese Gleichungen
sind nichts anderes als der analytische Ausdruck des Dalton’
schen Satzes in der ihm oben schon gegebenen Form, dass jeder
Bestandtheil in ecinem Gemenge sich unter denselben Bedin-
gungen ins Gleichgewicht stellt, als wire er allein in dem Raume
vorhanden. .

Die Ubereinstimmung dieses Satzes mit der Erfahrung ist so
vielfach bewiesen, dass tiber die Richfigkeit der aufgestellten
Gleichungen kein Zweifel bestehen kann. Sie gelten aber natiir-
lich nur innerhalb jener Grenzen, innerhalb welcher das Gesetz
von Mariotte als giltig betrachtet wird.

II. Die GlleiChungen der Bewegung. | !

Der Dalton’sche Satz flihrte zu den richtigen Gleichungen
des Gleichgewichtes eines Gemenges von Gasen. Nicht denselben
Dienst aber leistet er fiir die Probleme der Bewegung. Es ist
durch ihn die definitive Gleichgewichtsstellung der Gase bestimmt,
nicht aber die Art und Weise, wie sich das Gleichgewicht, wenn

e
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es noch nicht besteht, herstellt. Nach dem Dalto n’schen Satze
mitsste die Mischung zweler Gtase mit grosser (Geschwindigkeit
stattfinden, wihrend sie der Erfahrung gemiss nur sehr langsam
vor sich geht. | ‘

Diese Thatsache ist von jeher als Waffe gegen den
Dalton’schen Satz gebraucht worden, sie spricht aber nur gegen
den falsch ausgedriickten, fiber die Grenzen seiner Giltigkeit ausge-
debnten Satz, nicht aber gegen den Satz in der Form, wie er im
vorhergehenden ausgesprochen wurde.

Es ist mir nicht bekannt, ob frither schon der Versuch ge-
macht worden ist, dem Dalton’schen Satze jene Erginzung zu
geben, welche seine Anwendung auf die Probleme der Bewegung
eines Gemenges von Gasen gestattete, oder ob frither schon
Gleichungen fiir die Gesetze, nach denen die Bewegung zweier
Gase durch einander erfolgt, abgeleitet worden sind.

Erst in der neuesten Zeit hat Maxwell eine Theorie der
Diffusion der Gase und damit die fir (Gasgemenge geltenden
hydrodynamischen Gleichungen entwickelt, mnd zwar auf Grund-
lage der neueren Gastheorie. Er hat die Theorie der Diffusion in
swei Abhandlungen behandelt. '

Tn der erstent gebt er von der Annahme aus, dass ein Gas
als ein System von elastischen Kugeln zu betrachten sei, welche
in sehr raschen, nach allen Richtungen vertheilten progressiven
Bewegungen sich befinden und sucht das Gesetz, nach welchem
ein solches System dureh oin Hhnliches zweites hindurch gich
verbreitet. Maxwell selbst hat die in dieser Abhandlung ge-
filhrten Betrachtungen spiter als nicht richtig bezeichnet. Er hat
aber auch die hier bentitzte Annalme tiber die Constitution der
Gage anfgegehen, zunichst, weil sie zur Erklirung der inneren
Reibung in Gasen angewandt fiir die Abhiingigkeit der Reibungs-
constante von der Temperatur ein Gesetz lieferte, welches mit den
von ihm angestellten Versuchen nicht stimmte.

In der zweiten Abhandlungz tber die Theorie der Gase
betrachtet Maxwell ein Gas als ein System von materiellen
Punkten, welche in sehr raschen progressiven Bewegungen be-

1 Philosophical Magazine (4). XIX. 19. und XX. 21.
2 Phil. Mag. (4). XXXV. 129, :




2 . Stefan,

griffen sind und mit abstossenden, der fiinften Potenz der Ent-
fernung verkelrt proportionalen Kriiften auf einander wirken.
Dieses Kraftgesetz wurde von Maxwell gewiihlt, weil unter
Annahme desselben die Rechnungen sich verhiltnissmitssig leicht
fithren lassen und fir die Constante der inneren Reibung cinen
Ausdruek liefern, welcher mit der Erfabrung stimmt.

Die aus derselben Hypothese iiber die Wechselwirkung der
einzelnen Theilchen zweier verschiedener Gase abgeleitete Theorie
der Diffusion fithrt zum Resultate, dass die Geschwindigkeit der
Mischung zweier Gase durch eine Constante, die sogenannte
Diffusionsconstante bestimmt und dass ~diese, was zunichst
‘ihre Abhfingigkeit von der Temperatur betrifft, dem Quadrate der
absoluten Temperatur proportional ist. Dieses Gesetz ist durch
die Versuche von Herrn Prof. Loschmidt bestétigt worden, und
ist zu hemerken, dass auch in diesem Falle die erste Max-
well’sche Theorie ein anderes Verhiltniss zwischen Diffusions-
constante und Temperatur geliefert hat.

Auch ein anderes Gesetz, dass die Diffusionsconstante dem
Gesammtdruck der beiden diffundirenden Gase verkehrt propor-
tional ist, hat durch die erwihaten Versuche seine Bestiitigung
gefunden. | |

Die Maxwell’sche Formel fiir die Diffusionsconstante gibt
ferner noch die Abhiingigkeit dieser von den Dichten der beiden
diffundivenden Gtase und von der Grisse der abstossenden Kraft
zwischen zwei Gastheilchen in der Einheit der Entférnune. Mit
diesem Theile der Maxwell’schen Formel lassen sich jedoch die
Versuche von Herrn Prof. Loschmidt nicht in ﬁbereinstimmung
bringen, wenn man nicht eine ganz unmotivirte Annahme iiber die
Abhingigkeit der Kraft in der Einheit der Entfernung von den
‘Dichten der beiden Gase macht. '

Abgesehen von diesem letzten Punkt gentigt’ die Max-
well'sche Theorie allen Anforderungen, es lassen sich nach ihr
alle Erscheinungen, welche sich auf die Mischung zweier ein-
facher Gase beziehen, rechnen. Das Studium der Maxwellsclien

“Abhandlung ist nicht leicht. Die in derselben gemachte Annahme

tiber die innere Constitution der Gase verlangt sehr complicirte

1 Sitzungsberichte LXT, 867 und LXITI. 468.
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Betrachtungen. Sie ist aber auch geeignet, von vorncherein abzu-
schrecken und selbst gegen die aus ihr gezogenen Consequenzen
Misstrauen zu erregen.

Ich habe es daher unternommen, ebenso wic die (leichungen
fiir das Gleichgewicht auch die Gleichungen fiir die Bewegung
von Gasgemengen auf anderem, empiristischem Wege abzuleiten,
auf Grund eines einfachen Princips, durch welches allerdings
das Resultat einer auf die innere Constitution der Gase zu ha-
girenden Theorie anticipirt wird, welches aber so einfach ist, dass
es sich wie von selbst darbietet.

Dadurch wird es moglich, nicht nur die Gleichungen fiir die
Bewegung eines Gemenges von zwei Gasen sehnell zu gewinuen,
sondern auch dieselben unmittelbar ant den I'all eines Gemenges
mehrerer Gase zu erweitern. Auch der Ubergang zur Theorie der
Diffusion der tropfbaren Fliissigkeiten ist damit angebahnt.

‘Endlich erhiilt die Theorie der Diffusion gine Gestalt, welche

dieselbe ih den gewdhulichen Lehreurs der Hydrodynamik ein-

" gufiigen gestattet. In Hhulicher Weise sind auch die dureh die

innere Reibung der Fliissigkeiten bedingten Modificationen der
hydrodynamischen Gleichungen lingst in diese eingefiihrt worden,
ohne dass man auf eine die Reibung aus der inneren Constitution
der Fliissigkeiten ableitende Theorie sich gestiitzt hiitte.

Das Princip, welehes der Theorie zu Grunde gelegt werden
soll, ist folgendes: In einem Gasgemenge erfilnt jedes einzelne
Theilchen eines einfachen Gases, wenn es sich bewegt, von jedem
andern einfachen Gase einen Widerstand, welcher der Dichte
dieses anderen Gases und der relativen Geschwindigkeit der
beiden gegen einander proportional ist.

Mit Hilfe dieser Annahme gelangt man aus den oben fiir die
einzelnen Gase eines Gemenges abgeleiteten Gleichgewichts-
gleichungen auf gewshnliche Weise zu den Bewegungsgleichungen.
Man hat némlich in jeder Gleichung der Art, wic die Gleichung (1),
su der Husseren und der aus der Druckdifferenz herrithrenden
Kraft noch den Bewegungswiderstand hinzuzuftigen, und die
Summe dieser Krtifte dem Producte aus der Masse des Elementes
und seiner Beschleunigung gleich zu setzen. Bezeichnet man
den nach der Axe der x geschiitzten Widerstand mit W),
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die zur selben Axe parallele Beschleunigung des aus dem ersten
Gase gebildeten Elementarktrpers mit &, so wird

( p. X dlpi) dodyde — W, = p,& dadydz.

Was nun die Grosse W, anbetrifft, so hat der Widerstand
fir jedes einzelne Molectil des ersten Gases in dem Elemente
dwdydz einen der Dichte des zweiten Gases und der Differenz der
nach derselben Axe gerichteten Geschwindigkeiten der "beiden
Gase, welche mit «, und u, bezeichnet werden mogen, also dem
Producte p, (w,—u,) proportionalen Betrag. Auf alle in dedydsz
enthaltenen Theilchen kommt daher eine Kraft zu berechnen,
deren Grosse der Anzahl dieser Theilchen oder der in dedydz ent-
haltenen Masse des ersten Gases proportional wird, so dass man

W, = Ay, (uy —tt,y) dvdyds.

setzen kanm, worin 4,, eine von der Natur der beiden Gase ab-
hiingige Constante bedeutet. Die Gleichung fiir die Bewegung
parallel zur Axe der @ hat daher fiir das erste Gas die Gestalt
'° d

R R

dz

Auf dieselbe Weise findet man den Widerstand W,, welchen
die in dzdyds enthaltenen Theilchen des zweiten Gases bei ihrer
Bewegung erfahren

A12P192 (uy— 1)

| W, = A,“pip2 (uy—u, ) dedydz.
und die Bewegungsgleichung flir das zweite Gas wird in ana-
loger Art |
pbr =Xy — %
Da die mit W, und W, bezeichneten Krifte aus Wechsel-
wirkungen zw1chen den im Elemente dzdydz zur selben Zeit
befindlichen Theilchen des ersten und zweiten Gases entspringen,

so #dndern sie die Bewegung des Schwelpunktes dieses Ele-
mentes nicht. Es ist also

Ayopye (14— “2) ~+ Ay py g (1 — u)=0

— Ay 04y (Up —10y)-

oder es ist
C A=Ay !
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so dass die Bewegungsgleichungen fiir die beiden Gase nunmehr
so geschrieben werden knnen

dp
piby = p Xy — (7:;}1 — szFipz(""l ——1Uy)

d (2)
=X, — ?1%"‘ Ajgpipe (Ug— )

und diese zwei Gleichungen sind der Form nach dieselben, welche
Maxwell aus seiner Theorie der Gase abgeleitet hat.

Handelt es sich um ein Gemenge von mehr als zwei Gasen,
so kommt zu dem Widerstande, welchen ein Theilehen des ersten
Gases in seiner Bewegung vom zweiten Gase erfihrt, der vom
dritten, vierten Gase w. 8. w. hinzu, so dass man z. B. flir ein
Gemenge von drei Gasen die Gleichungen hat

' d
0.6 = £ Xy — '[fa'l,l’_—Aizﬂ py (4 — Uup)— 43010 (v —1tg)
‘ d,
Pabe == peXs— }%‘ — A o010 (U —14y) — Apa0s¥3 (uy,—1ty) (3)
dpq

g sbg= pgXs— de Ay3ps05 (ug— ;) — Aga0904 (1, — )

worin die Bedeutungen der mit dem Index 3 versehenen Grossen
nach den eingefithrten Bezeichungen ohne weiters klar sind.

7u diesen Gleichungen kommen noch analog gebaute, welche
sich auf die nach den Axen der y und =z entfallenden Theilbewe-
gungen beziehen, Durch das System dieser Gleichungen sind aber
die Bewegungen .der einzelnen Gase noch nicht bestimmt. Es
muss noch, wie in der gewdlmlichen Hydrodynamik, die Con-
tinuititsgleichung, nnd zwar fiir jedes einzelne Gas im Gemenge
muss eine solche Gleichung hinzukommen, welche den Zuwachs
von Masse jedes Gases im Elemente dodydz durch die zu- und ab-
fliessende Menge desselben ausdriickt. Sie ist, unter «,, v, w, die
nach den Coordinatenaxen geschiitzten Componenten der Ge-
schyindigkeit des ersten Gases verstanden, |

dp, | d(pry) d(pyvy) , dlpwy) —0 4
at " Tdw dy TTde (%)

fiir das erste Gas, und eine dbnliche gilt fiir das zweite, dritte
w 8. £, ‘
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Damit sind die allgemeinen, flir Qin (‘emenge von Gasen
geltenden hydrodynamischen Gleichungen gewonnei.

Was die Natur des hier in die Rechnung gezogenen Wider-
standes anbetrifft, so hesteht derselbe in einer Ubertragung vou
Bewegung von den Theilchen des cinen auf die Theilchen des
andern Gases. Man kann sich davon Velsclnedene Vorstellungen

machen, z. B. die folgende |

Trifft ein Theilehen des ersten Gases, welches die Masse m,
haben soll, auf ein Theilehen des zweiten Gases von der Masse
m,, so verliert das erstere dabei die Geschwindigkeit ¢, das
sweite gewinut die Geschwindigkeit ¢,, so dass die Bewcgung des
Schwerpunktes der beiden Theilchen dadurch nicht gedndelt wird,
Es besteht dann die Gleichung

M€y =Mylye .

Ein der artiger Verlust von Geschw111dlo'ke1t tritt fiir das
Theilchen o, in einer Zeit « so vielmal ein, als es Theilchen des
sweiten Gases in dieser ' Zeit trifft. Sel die Azzabl dieser
getroffenen Theilehen 7,, so ist anf die Zeit « der Geschwindig-
keitsverlust », ¢, zu berechnen und diesem entspricht eine den- |
selben bedingende Kraft von der Grisse

m, ey,

Sind in dem Volumenelemente dadydz vom ersten Gase N,
Theilchen vorhanden, so entfillt auf diese alle zusammen ge-
nommen die Kraft | -

N, ey P101 Ny

dwdydy

wenn N,m, == g dady sz gesetzt wird.
Das Theilchen m, erfihrt beim Zusammentr effen mit den
Theilchen m, natiirlich nicht nur eine Anderung seiner Geschwin-
‘digkeit in der Richtung seiner Bewegung, sondern . erhilt im
allgemeinen auch noch transversale Bewegungen, welche sich
aber bei den vielen auf einander folgenden Zusammenkiinften auf
“alle moglichen Richtungen vertheilen und wechselseitig aufheben
werden, 50 dass man von ihnen absehen darf. | |
Denkt man sich der Einfachheit wegen, dass die Theilchen
des zweiten Gases ruben und die des ersten mit der relativen
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Gesechwindigkeit der beiden Gase w,—u, sich durch dieselben
bewegen, nimmt man ferner an, die Theilehen m, und m, seien
Kugeln, so wird die Zahl », auf folgende Art gefunden. Man
heschreibe mit der Summe der Radien der beiden Kugeln zn, und m,
einen Kreis. Die Fliche dieses Kreises heisse ¢. Zu dieser Fliche
als Grundfiiche construire man einen Cylinder von der Hohe
(u,—u,) 7, die Zahl der Theilehen des zweiten Gases, welche in
diesem Cylinder liegen, ist n,. Den Werth von », gibt die Pro-
portion .
ngmy 3 6 (1, — ) T=py : 1
also wird
A

Hy=—
2
My

Wird diese Formel in den oben abgeleiteten Ausdruck fiir
den Widerstand eingesetzt, so erhiilt man fiir denselben
ce
},ﬂl p,py (0, — ty) dwdyde = A;y0,0, (1, — u,) dedyde
2 .
worin 4, fiir %1 gééetzt worden ist. Da
. 2
|
m, M

)

so kann man auch

A= jf} = ’Jl/, .
B m, M,
setzen und ist durch die letzte Formel 4,, als symmetrische Function
der die beiden Gase bestimmenden Constanten ausgedriick.
Damit dieser Werth von 4,, mit den Ergebnissen der Erfahrung,
auf welche im Folgenden wird hingewiesen werden, stimme, ist

Ve,e, als eine von u, und u, unabhingige Grosse zu betrachten.
Sie ist anch wabhiingig von der Temperatur der Gase und variirt

das Prothlct.al‘/cl'c2 fiir verschiedene Paare von (Gtasen nur wenig.

Auf eine derartige Formel fir 4,, kiime man auch dann,
wenn man die Theilchen m, und m, von anderer als der Kugel-
gestalt voraussetzte. Nur hiitte dann ‘o eine andere Bedeutung.
Die Kugelgestalt ist im vorhergehenden nur als das einfachste
Beispiel genommen worden. - | |
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Anders gestaltet sich die Ableitung der Zahl n, nach der
neueren Gastheorie. Nach dieser besitzen die einzelnen Theilehen
m,, m, in Folge ihver Temperatur so grosse Geschwindigkeiten,
dass gegen dieselben die Geschwindigkeiten =, und wu, keinen
merklichen Einfluss auf die Anzahl der Zusammenstosse der

Theilchen iiben. Es wird dadurch n, von w,—u, unabhiingig.

Daflir aber wird der Geschwindigkeitsverlust ¢ als dieser Differenz
u,—u, proportional in Rechnung gezogen, so dass fiir den Wider-
stand wieder eine Formel von derselben Art, wie die oben ge-
bl'allchte; resultirt.

Diese Andeutungen dtirften geniigen zur Darstellung eines
Bildes von der Natur des angenommenen Bewegungswider-
standes. Diesen Widerstand wirklich zu erkléiven ist hier nicht
dic Absicht, da der eigentliche Zweck, der in dieser Abhandlung
angestrebt wird, nur die Aufstellung von Gleichungen ist, durch
welche die Erscheinungen in einer der Erfahrung entsprechenden
Weise berechnet werden konnen.

Noch eine, allerdings nicht zum Gegenstande dieser Abhand-
lung gehtrende Bemerkung will ich hier beiftigen.

Dass bei der Bewegung zweier Flilssigkeiten durch einander
fiir jede ein dem Producte aus den Dichten und der relativen
Geschwindigkeit proportionaler Widerstand in Rechnung zu
ziehen sei, dieses CGesetz gilt nicht nur fiir gasférmige, sondern
auch fir tropfhare Fliissigkeiten. Es gilt auch fiir die in entgegen-
gesetzten Richtungen stromenden positiven und negativen Elek-
tricitiiten. Der Widerstand, den diese in einem Leiter finden, ist
ebenfalls dem Producte der Dichten der zwei Elektricititen und
ibrer relativen Geschwindigkeit proportional. Da in einem
elektuschen Strom die Dichten der beiden Elektricititen gleich,
ebenso die Geschwindigkeiten gleich aber entgegengesetzt sind,

so kann man auch sagen, der Widerstand ist dem Quadrate der

Diehte und der Geschwindigkeit der positiven Elektricitiit propor-
tional und der Proportionalfactor nur von der Natur des Leiters
abhiingig. Es ist mir nicht bekannt, ob dieser Satz schon ausge-
sprochen worden. Er vermittelt in der einfachsten Weise den
Ubergang von der Elektrostatik zur Lehre von der Bewegung der
Elektricitdt. Auch die Definition der elektromotorischen Kraft in
der Theorie der Induction gewinnt durch diesen Satz einen
klareren Ausdruck.

i
{
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111. Uber die Diffusion eines Gemenges von zwei
Gasen.

Maxwell hat die fiir ein Gemenge von zwei Gasen abge-
leiteten Gleichungen (2) angewendet zur Berechnung des ein-
fachen Falles, in welchem in zwei Theilen einer an beiden Enden
geschlossenen, gleichweiten Rohre zwei Gase unter demselben
Druck zu Beginn des Versuches getrennt sich befinden und dann
frei in einander diffandiren. In der Art sind von Graham einige
Versuche angestellt worden und dann in ausgedebnterer und
exacterer Weise von Herrn Prof. Loschmidt.

Da spiiter bei Behandlung complicirterer Kille dieser ein-
fachste als Leitfaden dient, so will ich in Kiirze die darauf sich
beziehende Rechnung mittheilen.

Von #usseren Kriften soll abgesehen, ferner angenommen
werden, dass innerhalb der Rohre der Gesammtdruck der beiden
Gase tberall constant sei, also auch unabhiingig von der Zeit. Es
hat dann das Gemenge als Ganzes keine fortschreitende Bewe-
gung, Auch die Beschleunigungen der einzelnen Elemente der
beiden Gase sollen vernachliissigt werden, wozu die Langsam-
keit, mit der-die Mischung vor sich geht, die Berechtigung gibt.

Die Gleichungen (2) reduciren sich somit auf

i .
Epj —+ Ayppy 2y (1&1 — ) = 0
dp,

de AizpiP_z (g —12y)=0

zu denen noeh die beiden fiir die Continuitiit, nimlich

f_l_&.__‘_ d(tgiui) —0

df - dx
dog d(Pz“a) —
T Tdr 0

hinzu kommen. Dabei ist vorausgesetzt, dass die Bewegung der
Gase nur parallel zur Rthrenaxe, welche die Axe der ax ist,
stattfindet.

Fir die weiteren Entwicklungen ist es bequemer, in diese

EGleichungen an die Stelle der Dichten iberall die Drticke als




g0 | " Stefan.

Variable einzufithren. Die Diehten der beiden Gase unter dem Nor-

maldrucke p, und bei der Temperatur Null der Cels if?% hen Scala

seien d, und o, Die absolute, nach dem Luftthermometer gemes-
sene Temperatur des Eispunktes soll mit 7}, die absolute Tempe-
ratur der beiden Gase mit 7" bezeichnet werden. Dann ist nach
dem Gesetze von Marioftte und Gay-Lussac

Zur Abkiirzung werde

d,d, T —
”pﬂpng 12

P =G Pty =1y Py =Pr=P |
gesetzt, so nehmen dann die obigen Gleichungen folgende Ge-
stalt an:

) K

d
fi"*biz(f)zh P1Q2>—O
(6) dp |
[5; by, (P14, _ —Ppq1) =0
dp, dq,
dt T qw ="
@ oy, dgy_,
At de

oty und pu, Dedeuten die auf die Einheiten der Zeit und des
Querschunittes bezogenen Stromungsmengen der beiden Gase.
Diese werden daher zugleich durch ¢, und ¢, gemessen.
Addirt man die beiden letzten Gleichungen und berticksich-
tigt, dass
Aprp)_dp_,
dte 7 df
so folgt
(g, + 72)-=0
dee
also nach der ganzen Rolne .‘Zrl—qa constant Da aber durch_die

" geschlossenen Enden der Rohre kein Austritt von Gas stattfindet,
so ist daselbst, also auch in der ganzen Réhre

(5) : Q’i+92—0

S
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Demzufolge vereinfachen sich die Gleichungen (6) in

dp |

'[EI ~+ by, P =0 )
d | (9
[qu = by, pgy, =0

und wenn man aus denselben mit Hilfe der Gleichungen (7
g, und g, elimirt, in

dp, 1 d*p, 7 &*py
At bp dat  odet 10
([p2 1 fl—-&zk% }}\ ( )
dt by,p da* da®

und darin heisst & die Diffusionsconstante der betrachteten Com-
bination der beiden Gase.

Ist p, den Anfangs- und Grenzbedingingen gemiiss gefun-
den, so folgt der Ausdruck fir p, anch aus p,—p—p;-

Die den Versuchen von Herrn Prof. Loschmidt entspre-
‘chenden Anfangsbedingungen sind, weénn « die ganze Linge des
Diffusionsrohrs bedeutet,

A
py==p VoD =0 bis =75 ‘
“ fiir ¢ =0.
p=o0vVon r=g bis =0«

—d

Die Grenzbedingungen sind

ilf—i — 0 fiir =0, a—a und jedes £.
.o : dx
Diesen Bedingungen entspricht folgendes Integral der fiir p,
gegebenen Differentialgleichung

1 2 _ ﬂ?'kf ra ) ‘ _ E}—ﬁ_if n
—p|=Ze ® (08 — — o & (pg = ... (11
p=p 2 9w a 3 a ( )
Die nach der Zeit ¢ in der ersten Hélfte der Rghre befindliche
Menge des ersten Gases ist, wenn mit @ der Querschnitt der Rohre
bezeichnet wir d bestimmt durch ‘
Sitzb. d. madhem.-natury. Cl. TXIII, Bd. 11, Abth. : 6
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die in der zweiten Halfte befindliche hingegen ist

{1'. 9 .TH g M J

———

i~

wliy

Die Differenz dieser beiden Grossen ist

Comke Ot
40ap | - 1 53
p="0 | —%w L

hat, welche, wenn das Verhiiltniss von D zu S experimentell be-
stimmt worden ist, zur Berechnung von % verwendet werden
kann. Wird # nicht zu klein gewiihlt, so kann man sich auf das
erste Glied der Reihe beschriinken und es sind nach der Formel

et
(12) D _8.,-%

auch die Diffusionsconstanten aus den Versuchen von Herrn Prof '

Loschmidt berechnet worden.

Es haben nun die mit ein und derselben Gascombination bei

versehiedenen Temperaturen und unter verschiedenen Driicken
ausgefuhrten Versuche gelehrt, dass erstens k dem Quadrate der
absoluten Temperatur direct und zweitens, dass k dem Gesammt-
druck der beiden diffundivenden Gase verkehrt proportional ist.
Diese Relationen sind in dem Ausdr ucke, welcher abkitrzend
wit % bezeichnet worden ist, unmittelbar 01'51chthch.
Es ist niimlich

T
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und ist 4,, als eine von der Temperatur unabhiingige, nur von
der chemischen Natur der Gase abhiingige Grosse zu betrachten.

Die mit verschiedenen Gascombinationen ausgefiilirten Ver-
suche haben ferner erkennen lassen, dass % der Quadratwurzel
aus dem Producte der Dichten der beiden Gase verkehrt proportional
ist. Doch gilt diese Beziehung nur niherungsweise. Auch auf diese
Beziehung wird man durch die fiir # geltende Formel gefiihrt.
‘Wie bemerkt, ist 4, von der chemischen Natur der beiden Gase
abhéngig, und zwar von beiden Gasen in gleicher Weise, so dass
4,, eine symmetrische Function der die chemische Beschaffenheit

der beiden Gase bestimmenden Grossen sein muss. Aus der Be-
deutung des Ausdruckes

A1y (4 —1%,)

welcher in der Gleichung (2) dem Producte aus einer Dichte und
einer Beschleuniging homogen ist, folgt, dass' 4,, selbst der reci-
proke Werth des Productes aus einer Dichte und einer Zeitgrisse
sein muss. Da aber 4, von den Dichten der beiden Gase in glei-
Weise abhiingen muss, so ist es ein Bruch, dessen Nenner eine
Function der beiden Diehten ¢, und o, und zwar eine Function

erster Dimension ist und die einfachste solehe Function ist Vd,d,.
Dann folgt aber auch % dieser Quadratwurzel aus dem Producte
der Dichten der beiden Gase verkehrt proportional.

Die von Herrn Prof. Loschmidt gefundenen Werthe von %
bezogen auf die Temperatur 0°C und den Normaldruck einer
‘Quecksilbersiiule von 760 Mm. sind z. B. fiir die Combinationen

Wasserstoff — Sauerstoff . . . 0-260
Wasserstoff — Kohlensiiure . . . 0-200
Sauerstoff — Kohlensdure . . . 0-0561

Die reciproken Werthe der Diffusionsconstanten, oben mit
b,p bezeichnet, welche in den spiteren Entwicklungen werden
gebrancht werden, sind fiir die Combinationen

.'Wa,sserstoff — Saunerstoff . . . 35:846
Wasserstoff — Kobhlenséiure . . 5-000
Saunerstoff — Kohlensiure . . . 19-608

Diesen Zahlen liegt das Meter als Lingen-, die Stunde als
Zeiteinheit zu Grunde. Wie aus der Gleichung |
6k
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D kfl—zw—i

dt da*
ersichtlich ist, bedentet % eine Flidche divi dirt durch eine Zeit
and ist nach diesem Verhiltniss die Umrechnung der obigen Zah-
len in Bezug auf andere Masseinheiten auszufiilren.

Die 1)hyq1kah‘sche Bedeutung der Grosse k ergibt sich aus
den Gleichungen (9). Es ist jedoch, wm fiir & einen einfachen Aus-
druck zu gewinnen, nothwendig, die in der Zeiteinheit durch die
Einheit des Querschnittes gehenden Mengen der Gase, nicht wie
es oben geschehen, durch die Grssen ¢, und ¢, zu messen, sondern.
dureh die Volumina, welche diese (fasmengen unter dem Normal-
drucke p, tnd bei der Temperatur des Versuches ecinnehmen.
Bezeichnet man mit s, die Dichte des einen Gases unter diesem.

Drucke und bei der Beobachtungbtcmpm atur, so ist

g

Po
g1 =Pty =7 Ay
'[ El
«und die Gasmasse pju, wird, wenn ihr dieDichte s; gegeben wird,

ein Volumen v, einnehmen, so dass -

Pt == 084
. wird. Demnach ist |
7 == PoY
und setzt man diesen Welth in die erste der Gleichungen (9),
so wird

dp,

dx

~+byappyr; =0

oder, wenn man fiir 4 ,p den reciproken Werth von % einsctzt,

p, e 0Py

P, d’

- Denkt man sich ein prismatisches Gefiss, dessen Quer-
schnitt ein Quadratmeter, dessen Linge ein Meter, an dessen
erster Seite der Druck des ecinen Gases p, constant = p,, auf der
anderen Seite constant — O gehalten wird, so ist & das in einer
Stunde durch dieses Gefiiss gehende Volumen des einen Gases.
Ein gleich grosses Volumen geht vom zweiten Gase in der ent-
gegengesetzten Richtung und fitr dieses zweite Gas ist p, con-
stant = O auf der einen und constant = p, auf der zweiten Seite.
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Tiir die drei obigen Combinationen sind also die auf solehe

Weise in einer Stunde durchgehenden Gasmengen 0-260, 0-200,
0-061 Kubikmeter.

“

1V. Uber die Diffusion eines Gemenges von drei Gasen,

Durch die Versuche von Herrn Prof. Loschmidt ist be-
wiesen, dass der Vorgang der Diffusion zweier (tase durch einander
dareh die Differentialgleichung

2
Ay 0
dt da*
so weit genau dargestelltwird, dass keineiiber die Grenzen der mig-
lichen Beobachtungsfehler gehenden Abweichungen sich ergeben,

wie man auch die Dauer der Diffusion, denDruck und die Tempe-

ratur der Gase variiren mag. Was nun die Differentialgleichung
selbst anbetrifft, so tritt dieselbe auch in der Theorie der Wirme-
leitung aunf, man hat sie auch zur Berechnung der Vorginge bel
der Hydrodiffusion angewendet. s misst p, in dem betrachteten
(temenge gewissermassén die Concentration dieses Gemenges in
Bezug auf das erste Gas und obige Gleichung besagt, dass die
durch die Einheit des Querschnittes geftihrte Gasmenge der Con-
centrationsdifferenz proportional ist. Die hervorgehobene Uber-
einstimmung zwischen Erfahring und Theovie kann demnach
nicht als ein Beweis fiir die Richtigkeit der ibr zu Grunde liegen-
den Amschauungen betrachtet werden, da man zu der in Reda
stehenden Differentialgleichung auch auf anderem Wege gelan-
gen kanu.

Es erschien daher nothwendig, zur Priifung dieser Anschanun-
gen noch andere Fille zu antersuchen und mussten die anf Ge-
menge von mehr als zwei Gasen erweiterten Gleichungen dazu
als besonders geeignet betrachtet werden, weil sie zu Folgerun-
gen fiihren, die man z. B. aus dem eben erwilnten Prineip, dass
dic diffundirenden Gasmengen dureh die Concentrationsdiife-
renzen bestimmt sind, nicht ableiten kann.

Der einfachste Tall, der sich zuerst darbietet, ist der Fall
der Diffusion in einem (Gemenge von drei Gasen, in welchem zu
Beginn des Versuches das dritte Gas zwei andern im Diffusions-
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rohr getrennten zu gleichen Theilen beigemengt ist. Dieser Fall
wurde schon durch die Frage nahe gelegt, welchen Einfluss die
Feuchtigkeit auf die Vorgiinge der Diffusion nimmt.

Tiir die Diffusion eines Gemenges von drei Gasen gelten mit
Vernachldssigung der Beschleunigungen und dusseren Kritfte die
Gleichungen

d

51 A 0,0, (1 —n Uty ) - AxaFiPa (uy—uy) =10
d; .

‘[% A0, (ug—1t)) ~— Agapepy (1 —115) == 0
dp, .

[}’J; —+ 30,05 (ug—u,) ~+ Aypp5 (g —11,)=0.

Fibrt man an Stelle der Dichten itherall die Driicke als
Variable ein und analog dem im vorhergehenden Abschnitte ge-
brauchten Bezeichnungen ¢,, ¢, und &,, die Bezeichnungen Tis Qor
(3 Dyps 13 byg, S0 nehmen diese Gleichungen folgende Gestalt an

dp
—(?—13% =by (plﬁ —Pay) + Ui (D195 — P47,)

- 3 .
13) 3%2 =b1p (D201 —P102) + 023 (P03 —P30)
dy _,
o
Zu diesen kommen noch die drei COntinuitiitsgleichungén;
nédmlich

13 (D3l —P145) + byy (P41, — Dy05)

dpl dg1
W dz
: dp, dq,

(14) ‘ At -+ e 0

dp,  dq,

&t a0
welche, da wieder s
(15) PP Py=p
von x und ¢ unabhingig ist, die Relation
(16) !-'lt‘*"]z‘*‘?:s;“’“’—-"’0=

liefern.
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Dicse Formeln geben nun unmittelbar das merkwiirdige
Resultat, dass das dritte Gas, welches zu Beginm des Versuches
gleichformig durch das ganze Diffusionsrohr vertheilt ist, withrend
der Diffusion der zwei anderen Gase nicht in gleichférmiger Ver-
theilung bleiben kann. Die Gleichformigkeit der Vertheilung
bedingt ndmlich die Gleichungen

dp,

dr

=0, gg_—_.O

unter dieser Voraussetzing gibt aber die dritte der Gleichun-
- gen (13)

, bysy - Dyyy = 0 _ (17
hingegen folgt ans der Gleichung (16)
gt =0 (18)

welche zwei Gleichungen neben einander nur bestehen kinnen,
wenn ¢, und g, fir sich Null sind, d. b. das ganze (rasgemenge
bereits im Zustande des Gleichgewichtes sich befindet.

In welcher Art die Storung der gleichen Vertheilung des
dritten Gases vor sich geht, ersieht man aus den zwei ersten der
(leichungen (13).

Eliminirt man aus der ersten mit Hilfe der Gleichungen (15)
und (16) die Grossen p, und g,, so folgt ‘

P bpg, (b by0) (Psti—P19s) (19)

dx )
Diese Gleichung verwandelt sich fiir den Fall, dass
by =by3

dass also das erste Gas gegen das zweite denselben Diffusions-
cosfficienten besitzt wie gegen das dritte, in die erste der Glei-
chungen (9), d. b. das erste Gas diffundirt in das zweite mit der-
selben Geschwindigkeit, als dies ohne Anwesenheit des dritten
Gages und unter einem dem Gesammtdrucke der Gase gleichen
Drucke geschieht. Dieser Fall tritt immer ein, wenn das dritte
Gas identisch ist mit dem zweiten. Es gehort dann dieser Fall
eigentlich unter den vorher behandelten der Diffusion von zwei
Gasen, nur sind die Anfangsbedingungen andere.

e T e .
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Setzt man in der Gleichung (19) ¢, = o und betrachtet dem-
gemiiss p, als constant, so verwandelt sie sich zunfichst in

d
[f,; —[byop — by — b)) 3]

und in Verbindung mit der zugehirigen Continuititsgleichung in
| dpy 1 - d*p,

(20) dt ™ bygp — (byp—byy) py de®

Fine derartige Gleichung erhdlt man auch fiir das zweite
Gas. Sie ergibt sich aus dieser, wenn man an Stelle der Indices
1 und 2 die Indices 2 und 1 setzt, und ist

~ \ 2

1) c P — 1__ﬂ 42

dt byp—(byy——by3)py d
. Diese zwei Gleichungen besagen, dass jedes der beiden
ersten Gase nach den Gesetzen eines einfachen Diffusionsvor-
ganges sich bewegt, die Diffusionsgeschwindigkeit aber fiir jedes
der beiden Gase in anderer Weise durch die Anwesenheit des drit-
ten Gases beeinflusst wird. Die Diffusionsconstante, welehe, wenn

die beiden ersten GGase allein mmter dem Drucke p diffundiren,
den Werth

L 1
bp
hat, wird jetzt fiir das erste Gas
1

@2 k= ,
( ) bigp— (b1 —=b13)p5

und fiir das zweite Gas
1 o
biop— (bp—be)py
Es ist k' grosser als &%, -wemn b, kleiner ist als 5,, und es
wird dann auech das dritte Gas wihrend der Diffusion auf jene
Seite getrieben, anf welcher das erste Gas sich urspriinglich
befand. Die Bedingung 4, ist kleiner als &,, heisst, dass der
Diffusionscoéfficient des dritten Gases gegen das erste grosser
sei, als gegen das zweite und da sich die Diffusionsco&fficienten
nahezu nach' den Wurzeln aus den Dichten stellen, so kann man

kurz sagen, das dritte Gas wird auf dle Selte des specifisch
leichteren getrieben. : '

(23) k=
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Aqs der Formel fitr k' geht ferner hervor, dass &' grisser
und kleiner sein kann als %, je nachdem b, grosser oder kleiner
als b,, ist. Bs tritt also eine Vergrosserung der Diffusionsgeschwin-
digkeit fir das erste Gas ein, wenn sein Diffusionscoéfficient
gegen das . dritte heigemengte Gas grosser ist, als gegen das
sweite. Kurz, aber allerdings nur nitherungsweisc richtig kann
man sagen, ein beigemengtes drittes Gas vergrissert oder ver-
kleinert die Diffusionsconstante fiir jedes der zwei diffundirenden
Gase, je nachdem sein specifisches Gewicht unter oder iiher dem
des anderen der zwei Gase liegt.

Zur Priifung dieser aus den Gleichungen (13) gezogenen
Folgerungen sind von Herrn Wretsehko? Versuche iiber die
Diffusion von (Gemengen aus Wasserstoff, Sanerstoff und Koblen-
sijnre angestellt worden. :

Dic erste Reihe der Versuche (1 bis D) betriftt solche Fiille,
in welchen das dritte beigemengte Gas identisch ist mit einem
der zwei diffundirenden. Die Versuche bestitigten das Ergebniss
der Theorie, dass eine solche Beimengung den Diffusionscoéfti-
cienten nicht Hndere. Die -aus diesen Versuchen berechneten

1osfficienten weichen von den aus den Versuchen von Herrn Prof.
Loschmidt abgeleiteten nicht mehr ab, als diese auch unter sich
abweichen, doch sind sie alle etwas kleiner, als die oben angege-
benen Mittelwerthe. Auch fiir alle itbrigen von Heyrn Wretschko
angestellten Versnche gilt dasselbe, dass die oben angegebenen
Werthe im Vergleiehe zu ihnen etwas zu gross erscheinen.

Die drei andern Reihen von Versuchen bezichen sich auf solche
Fiille, in welchen das dritte Gas von den zwei andern verschieden
ist. Zur Vergleichung der nach den Formeln fiir £ und & gereeh-
neten Constanten mit denen aus den Beobachtungen abgeleiteten,
ist nun zu bemerken, dass die Darstellung der Diffusion der Gase
1 und 2 in Gegenwart des dritten nach der Gleichung fiir eine
einfache Diffusion zwischen zwel Gasen nur nitherungsweise riek-
tig ist, weil dabei g,=0 gesetut worden ist. Diese Annahme,
gleichbedeutend mit der Amnahme ¢, -} ¢, = o ist nun, wie aus
den beiden Gleichungen (17, 18) ersichtlich, um so mehr erlaubt,
je weniger b, und by, von einander verschieden. Die Abweichung

t 8jtzungsberichte LXIL 570.
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zwischen den aus den Beobachtungen unter der Voraussetzung,
dass dieselben den Gesetzen eines einfachen Diffusionsvorganges
~entsprechen, abgeleiteten und den nach den Formeln (22, 23)
berechneten Werthen wird daher bei einem Gemenge von Wasser-

~ stoff, Sauerstoff und Kohlens#ure am kleinsten sein, wenn Was-

serstoff als drittes Gas den beiden andern beigemischt ist.

Andererseits lehrt die Formel (19), dass die Vernachlissi-
gung von g, und der Verinderlichkeit yon p; um 80 geringeren
Einfluss anf das Resultat iben kann, je kleiner die Differenz
b,—b,, wird und diese wird bei der angenommenen Combination
der Gase am kleinsten, wenn Wasserstoff das als erstes Gas
bezeichnete ist. _

In einem solchen Falle wird die Abweichung zwischen dem
flir dieses Gtas gerechneten k& uind dem beobachteten kleiner sein,
als fitr das andere Gas. |

Alle diese Bemerkungen erscheinen in der folgenden Tabelle
bestitigt. Die Bedeutung der in den einzelnen Columnen stehen-
den Zahlen dtirfte durch die Uberschriften wohl geniigend erlcliirt

~sein. Die Buchstaben 0 und Uin der zweiten Columne bedeuten
die obere und die untere Hilfte des Diffusionsrohrs.
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Um jedem Missverstiindnisse iiber die Bedeutung des oben
gebrauchten Ansdruckes, durch Beimengung eines leichteren dritten
Gases zu zwel andern wird der Diffusionscoétficient vergrossert,
vorzubeugen, will ich noch besonders hervorheben, dass dies
nur so zu verstehen ist, dass die beiden Gase fiir sich unter den

nimlichen Druck gebracht, unter  welchem das Gemenge aller

drei Gase steht, langsamer diffundiren. Die Diffusion erfolgt hin-
segen ohne das beigemengte dritte Gas schneller, wenn die beiden
diffindirenden Gase allein in dem Diffusionsrohr sich befinden,
aber nur nnter jenem Drucke, welcher nach Wegnahme des dritten
Gages noch iibrig bleibt, Fir diesen Fall wird n#imlich der Dif-
fusionscoéfficient
. 1
' by (P—Pa);
welcher Werth immer grosser ist als
. 1
by p—(b1y— by3) Py

Zur Erlduterung diene folgendes Beispie].‘ An dem einen

Ende eines Canals von einem Meter Linge und einem Quadrat-

e

k!

meter Querschnitt werde eine Atmosphiire von Sauerstoff bei dem

Drucke %‘—' gehalten, an dem andern Ende unter demselben Drucke

eine Atmosphire von Stickstoff. Der Druck des Sauerstoffes am
zweiten Ende ebenso der des Stickstoffes am ersten Ende des
Canals sei constant—=o. Den Diffusionscoé&fficienten fiir Sauer-
stoff und Stickstoff nehmen wir —=0-062, wenn beide Gase unter
dem Drucke p, stehen. In unserem Fall ist aber der Druck nur
halb so gross, also der Diffusionscoéfficient doppelt so gross. Da
aber die Differenz der Partialdriicke der beiden Gase von einem
zum andern Ende nur% ist, so bleibt die in der Stunde dureh
den Canal gehende Menge des einen oder des andern Gases 0-062
Kubikmeter. ,

- Es werde nun beiden Gasen Wasserstoff beigemischt, so dass
der Druck tiberall auf p, steigt. Da Luft und Sauerstoff sich bei
der Diffusion nahe gleich verhalten, kann man dies auch fiir
Stickstoff und Sauverstoff annehmen und die Gleichungen (20, 21,

i
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29) gelten dann streng. Der Diffusionscoéfficient & wird, nach
(22) bel'echnet, —0-110 und da die Differenz der Partialdriicke

+ ) hd + L]
wieder i_}‘l, s0 ist die in der Stunde durch den Canal gehende Gas-

menge 0:065 Kubikmeter.

Wird statt Wasserstoff Kohlenstiure beigemischt, so wird
' — 0-056 und jetzt gehen in der Stunde nur mehr 0-028 Kubik-
meter durch den Canal.

V. Approximative Integration der Gleichungen fir
‘die Diffusion eines Gemenges von drei Gasgen.

Die im vorhergehenden Abschnitte ausgefithrten Rechnungen
konmen nur dann alg eine hinreichend gendlierte Losung der
Aufgabe betrachtet werden, wenn das den zwei diffandirenden
Gasen beigemischte dritte Gas gegen die beiden nur wenig ver-
schiedene Diffusionscoéfficienten besitzt, oder wenn die Diffusions-
constante des dritten (Gases gegen das erste nicht viel ver-
schieden ist von der des zweiten gegen das erste. In den tibrigen
Fiillen sind die gemachten Voraussetzungen 2l weit von der
Witklichkeit entfernt, so dass dic Reehnung mit der Beobachtung
nicht stimmen kann. Aber immerhin haben aueh fiir diese Fille
die abgeleiteten Formeln den Werth, dass sie alsogleich die Art
der Verinderungen, welche die Beimengung des dritten Gases
erzeugt, erkennen lassen.

Viele Versuche, streng giltige Relationen zwischen den
Variablen der Gleichungen fiir die Diffusion eines GGemenges von
drei Gagen zu gewimnen, blieben ohne Resultat. Es lassen sich
jedoch diese Gleichungen annithernd integriren, so dass die
erhaltenen Formeln nicht nur zur Berechnung der besprochenen
Versuche geniigend genan sind, sondern auch zur Berechnung
aller mit einem Gemenge von drei Gasen in dem Diffusionsrohr
ausfiihrbaren Versuche angewendet werden- knuen.

Eliminirt man aus den zwei ersten der Gleichungen (13) mit
Hilfe der Relationen (15) und (16) py nnd ¢,, so nehmen sie
folgende Gestalt an:
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/

P by pgy 4+ (Biy—b13) (Pogy— Pott)
e £ w

% —bya s —+ (b1o— byq) (PG — P10s)-

Es soll nun vorausgesetst werden, dass sich p, und p,, inso-
fern sie von # abhiingen, durch ]_Jel'lOdISChG Reihen ausdriicken
lassen, und zwar darch Reiben von der Form
(25) | p,=40~+-A1 Cosﬁa:—+~A200.9?ﬁm—l—

pe="B,~+ B, Cospa—+ B,Cos2Bw +

Darin bedeuten 4, 4,, 4,..., feiner B, B,, B,... von »

unabhiingige Glossen , welche nur noch Funetionen von ¢ sein

kénnen.
Da sowohl fiir #=¢ als anch 2 =«

dpl d]’z —0
dr da x

sein muss fiir jedes ¢, so ist

{3 i3
“
71t wihlen.

Aus den Continuitétsgleichungen folgen
dg,  dd, d4, re dA, 2ra

de ™ (lt-__ﬁfﬁcosﬁ_ﬁcos @
somit ' . |
92=——%w—§%- 'in’fg - dAﬂSno’f

Zu jedem dieser Ausdriicke hiitte noch eine Integrationscon-
stante zu kommen; sie entfillt jedoch, weil fiir #= ¢ sowohl 7,
als ¢, Versahmnden miissen. Diese zwei Gréssen miissen abel
auch noch fiir # =« verschwinden, es muss also

dA, dB,
=0 =0

sein. Es sind A4, und B, reine Constante.
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Von den Functionen 4., B,, 4,, B,.. soll angenommen
werden, dass, wie bei der gewthnlichen Diffusion zweier (iase
die Factoren des dritten, vierten Gliedes der Reihe sehr klein
werden gegen die ersten Glieder, sobald die Zeit ¢ einen nicht zu
kleinen Werth besitzt. Handelt es sich nur um die geniherte
Berechnung der Glieder 4,, B, so kann man nach der Substi-
tution der Werthe von p,, p,, q,, ¢, dic Gleichungen (24) znsam-
menziehen auf

=* ‘ d4d .. dB
- —E‘Ai = [1’1319_" (”1:-: _'bw) Bn] “Fl} -t (bw_"‘]’ia) An“T[l
| dB, dA,
agB = [by, P ("2{ byy) 4, ] “4‘(]’21 hyg) By—7+ ”

Der Kiirze halber setze man

bigp—(by3—by3)B, ==
bagp — (hog—by) 4y =P (26)
(hiy3— b;z)Ao =7
([)23“_ bIE)BU =30
und in den Gleichungen .

| Ty gt B
(12 1 ]t / t |
S4B, 4, 27

gubstituire man

).‘.:-'3 At
Ai :IPL?—- Ft} Bl == Qc_ ;".t’
so folgt -
' P= A2P -390
0 =20+ )P
oder

P(1—ad) =)0

0(1 — B2) =23P.

Eliminirt man P und Q aus diesen zwei Gleichungen, so
folgt alg Bestimmungsgleichung fiir 2

" (1)) (1—f2) = o2

(B )22— (a—B)A-+1 =10 (29)

(28)

- oder
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welche Gleichung zwei Werthe fiir X liefert, von denen der grissere
mit A’, der kleinere mit 1* bezeichnet werden mdge. Diesen
zwei Werthen von ) entsprechen auch zwei Paare der Constanten
Pund @, sie sollen P’, Q' und P, (" sein, demnach hat man

ey REN!
fj'l — ‘P.' L’; al + Pu (,’ foo
= wih!!

| Ty _
B=Q'e¢e ¥ +Q'¢ ¢

und die Werthe von p, und p, werden

= i na
I)I:—AU“F"(PJH “ ' Pe @ )Cos PRt

Y N
_Ih — T

=B +|0'e ¢ 4-0'¢ % |0os— ...
Dy 0 0 Q p

(30)

Zur DBestimmung der Constanten A4,, P', P', By, 0", 0*
fithrt die Bemerkung, dass flir f=o0 die Aunsdriicke filr p, und p,
mit den entsprechenden Gliedern der periodischen Reihen, durch
welche die anfingliche Vertheilung der beiden Gase dargestellt
werden kann, tibercinstimmen miissen.

Handelt es sich-um die Fiille, in welchen zwei Gasen zu
gleichen Theilen ein drittes beigemischt ist, so ist fir t=1o der
Druck p, des ersten Gases ein Bruchtheil des Gesammtdruckes p
in der ersten Hilfte des Diffusionsrohrs etwa ep, in der zweiten
Hiilfte aber Null und der Druek p, des zweiten Gases ist Null in
der ersten, ep in der zweiten Hilfte. Aus dem Vergleiche mit

) 1_}__20 "
== £ - - 08 —_— s s
Py 74 2 77«

1 20 e '
g=—=—P| 7=—-0CO8 — —+— .. ..
-[2,1 P\ T 7 )

mit den fiir f=o0 aus den Formeln (30) resultirenden Werthen
von p, und p, folgt :

| 1 1
| Aoz::'ésp, BO:EEP .
(31 9 >
. P’—FP”::E}), Q'»—f—g":m:;p.

ie .
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Dazu. kommen noch aus (28) die Bestimmungsgleichungen
flir @' und Q" ndmlich:

31

1 —ad' 2
Q0'= mY Py Q' =—— (32)

7A
durch deren Anwendung man z. B. flir P’ die Formel

, 2 A (1 —eh” ==92") ‘
P _—ﬂsp A—AT (33)

13

: 2 .o s
gewinnt, Der Factor von = ep in dieser Formel wird im Folgenden
. w

mit B’ bezeichnet werden, so dass

Pl 2 R|

CE=LEP (34)
gesetzt wird. Auch die Constanten P*, @', 0° werden als Pro-

duete von T—chp und gewissen Zahlen erscheinen, welche im Fol-
genden mit R fiir P*, mit §' und §* fiir ¢' und 0" bezeichnet
werden. ‘ |

Die Vergleichung zwischen Beobachtung und Theorie kann
in der Weise geschehen, dass man aus den Werthen b,,p, bp,
b,,p, welche aus den Versuchen tiber die Diffusion von zwei ein-
fachen Gasen bekannt sind, die Wmzeln 1/, A* und ebenso die
Coéfficienten P', P*, 0', Q' und mit Hilfe dieser die nach einer
bestimmten Zeit aus der einen Hilfte des Diffusionsrohres in die
andere ilbergetretenen Mengen des einen und des anderen Gases
berechnet, oder was auf dasselbe hinauskommt, die Differenzen.
der Gasmengen in der einen und andern Hilfte des Rohres. Da die
Summen von vorneherein gegeben sind, so sind dadurch auch die
Antheile in den beiden Hilften bestimmt.

Fiir das Verhiltniss der Differenz D, der vom ersten Grase
in den zwei Rohrhiilften enthaltenen Mengen zur Summe derselben
erhiilt man auf dieselbe Art, wie die Formel (12) abgeleitet wurde,
den Ausdruck |

D 8 g T
mglz;j(ﬂ e T 4+R'e © ) (35)
und fiir das Verhiiltniss zwischen der analogen Differenz D, und

Summe S, des zweiten Gases den Ausdruck
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl, LXIIT, Bd, II. Abth. 1
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D, 8fq —%Ht . =Tht
(36) 1"5‘_225 S'e + S )

Es folgt nun zuniichst eine Zusammenstellung der nach den
Formeln (29, 31, 32, 33) berechneten Werthe von 1*, 1%, B', R",
S, &' fiir die verschiedenen von Herrn Wretschlo ausge-
fiilhrten Versuche. |

In der zweiten Reihe, die Versuche 6, 7, 8, 9 umfassend,
" betrachte ich I als erstes, €O, als zweites Gtas, das beiden bei-
gemengte dritte ist 0. Es ist dann

byop = 5000, by,p = 3846, byyp = 19-608

fiir die Versuche 6 und 7 ist e= ;-1- und man findet

2
2= 0237 1" = 0063
R'= 0983 R'= 0017
S'=-—0306 8§ =-—0694
fitr die Versuche 8 ‘und 9 ist s—_—i—_ und man findet

A= 0221 i'= 0072
BR'= 0980 R'= 0020
S l'=-------0'5E)9 S":——-0441.

In der dritten Reihe, die Versuche 10, 11, 12 umfassend,

betrachte ich H als erstes, O als zweites Gas, das beiden bei-

gemengte dritte ist C0,. Es ist dann
bigp = 8-846, b,yp=5-000, b,yp=19-608

fir die Versuche 10 und 11 ist ¢ =% und man findet -

Py 0217 A '=—0063
R'= 1017 R'—_—0017
§'=—0863 §°*'=-—0637

l

fiir den Versueh 12 ist s::’..—z— und wan findet |

A= 0233 1'= 0071
R’ 1-017 R"=—0-017
§'=—0639 § =-—0361
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In der vierten, die Versuche 13, 14, 15, 16, 17 umfassenden
Reihe ist das dritte beigemengte Gas H und ich nehme O als
erstes, €O, als zweites. Dann ist

byop==19:608, b,,p=>3846, byyp==5-000

fiir den Versuch 13 ist s:i—, man findet

A '=0229 1A'= 0121
‘R'==0126 R'=—‘ 0874
S'=—0098 §'=—1093

fiir die Versuche 14 und 15 ist a._—__%v, man findet

A '=0-227 ‘= 0083
R f— 0'041 _R' — 0‘959
§'=0035 §°=—1035

fiir die Versuche 16 und 17 ist s:'z- und es ergibt sich

% '=0226 A= 0063
R'=0013 R'= 0-937
$'=0012 S§'=-—1012
Aus den aufgefiihrten Werthen der Grissen 2, B, S ergibt
sich, dass fiir die zweite und dritte Versuchsreihe, fiir welehe H als
erstes Gas genommen wurde, der Coéfficient R* immer viel
kleiner ist als B'. Dies bedeutet, dass die Bewegung des Wasser-
stoffgases nahezu wie bei einem einfachen Diffusionsvorgange
gwischen zwei Gasen vor sich geht und zwar mit einer der
Diffusionsconstante )’ entsprechenden Geeschwindigkeit. Fiir die
vierte Versuchsreihe sind R* und §* gross gegen R’ und S'; in
diesen Fillen diffundiren die beiden Gase nahezu mit gleichen,
aber der Diffusionsconstante A* entsprechenden Geschwindig-
keiten. |

Fin Blick auf die oben mitgetheilte Tabelle ldsst die darin
enthaltene {Tbercinstimmung mit dem so eben Gesagten erkennen.
Die dort fiir H angefiihrten Diffusionsconstanten in der zweiten
und dritten Reihe fallen mit den entsprechenden Werthen von 2/,
die in der vierten Reihe berechneten Diffusionsconstanten fiir 0
und €O, fallen mit den entsprechendenWerthen von . sehr nahe

Zusammen.
T#
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Zur B.erechnungkvon IS—)l und g—% nach den Formeln (35) und
1

2
(36) ist noch zu bemerken, dass die Wurzeln der Gleichung (29)

%' und »" die Bedeutung von Diffusionscoéfficienten haben und in -

der nimlichen Weise wie diese von Druck und Temperatur ab-
hingig sind. Sic missen daher, wenn sie zur Berechnung eines
bestimmiten Versuches verwendet werden, auf jenen Druck und
jene Temperatur corrigitt werden, welehe fiir diesen Versuch
celten. Hingegen sind die Coéfficienten R', B*, §', §° reine
Zahlen, von Druck und Temperatur unabhanglg

Die folgende Tabelle enthélt nach den Nummern des Ver-
suches in drei Columnen die Vertheilung der Gase in der oberen
und unteren Hilfte des Diffusionsrohrs, wie selbe vor der Diffusion
hergestellt war, dann die Temperatur und den Barometerstand,
wie sie bei jedem Versuche beobachtet wurden. In den mit A’
und ' iberschriehenen Columnen sind die auf die Temperatur
und den Druck jedes Versuches corrigirten Werthe der im vorher-
gehenden mitgetheilten, mit denselben Buchstaben bezeichneten
Grossen. Die Vertheilung der Gase nach der Diffusion ist in der
zehnten, dreizehnten und sechzehnten Columne enthalten, neben
jeder dieser Columnen sind in der ersten Reihe die Differenzen
der beobachteten Antheile jedes Gases im oberen und unferen
Rohr und unter der Rubrik ,berechnet* die nach den Formeln
(35, 36) bestimmten Werthe dieser Differenzen enthalten. Bei
Berechnung dieser Differenzen ist vorausgesetzt, dass die Gase
in den durch die zweite, dritte und vierte Columne angegebenen
Verhiltnissen gemischt ins Diffusionsrohr eingebracht waren.
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Die Abweichungen zwischen den beobachteten und berechne-
ten Differenzen sind nur bei dem Versuche Nr. 11 bedeutend. In
allen tihrigen Fillen betragen sie im Durchschnitte 0-006. Sie
sind jedoch nicht bald positiv, bald negativ, sondern befolgen
eine bestimmte Ordnung. Die Differenzen sind niimlich fiir die
als Gas 1 nnd Gas 2 bezeichueten (fase direct berechnet, und die
Differenz fiir das Gas 3 ergibt sich dann aus den zwei andern.
Die fiir die Gase 1 und 2 berechneten Differenzen sind immer
kleiner als die fiir dieselben Gase beobachteten, so Dei den
Versuchen 6, 7, 8, 9 fiir H und €0,, bei den Versuchen 10, 11, 12
fir H wnd O und bei den fiinf letzten fir 0 und €0,. Die Ursache
‘davon konnte darin liegen, dass das eingeschlagene Verfahren
bei der Integration der Differentialgleichungen nicht die néthige
Amndherung liefert. Es kann aber die Ursache davon auch darin
liegen, dass die bei der Berechnung zu Grunde gelegten Werthe
der Diffusionsecoéfficienten fiir die Combinationen H— 0, H—C0,,
0—CO0, etwas zn gross sind. Es ist schon oben bemerkt worden,
dass die von Herrn Wretschko fiir diese Combinationen gefun-
denen Coéfficienten durchwegs kleiner sind, als die unserer Rech-
nung zu Grunde gelegten. Um den Einfluss einer Herabsetzung
dieser Coéfficienten anf die Grosse der Differenzen kennen zu
lernen, habe ich statt der Zahlen 0-260, 0-200, 0-051 probeweise
die Werthe 0-250, 0-192, 0-049 zur Berechnung verwendet. Es
ergibt sich, dass die Differenzen statt wie frither zu klein, nun im
Mittel um ebenso viel zu gross. werden. ,

Es ist nun noch nothwendig, auf die Fehler der Versuche
- selbst einzngehen. Diese stammen aus der nicht richtig getroffenen
Mischung der Gase und aus den nicht richtig gemachten Ana-
lysen. Die Versuche gestatten nicht, die Griossen der aus jeder
dieser Quellen entspringenden Fehler zu bestimmen. Sie sind
nicht zahlreich genug und dann sind die Analysen des (Gremenges.
- nur auf zwei Gase gefithrt, als Antheile des dritten sind die Er-
gdnzungen der Summe der fiir die zwei anderen Gase gefundenen
Zablen zur Einheit genommen. Man darf jedoch annehmen, dass
die Fehler der Analysen grosser sind, als bei jenen Versuchen, -
bei welchen nur Gemenge von zwei Gasen zn priifen waren. Es
haben aher z. B. die Analysen der Gemenge aus Kohlenstiure und
Wasserstoff Fehler, welche im Durchschnitt 0-004 betragen, im
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Txtrem selbst bis 0-009 steigent und zwar liegen die Fehler alle
nach einer Richtung, so dass sie die Diffusionscotfficienten ver-
gTissern.

Auch die vorliegenden Versuche laboriren an constanten
Fehlern. Nimmt man z. B. die Summen der in der oberen und
unteren Hilfte des Diffusionsrohrs enthaltenen Mengen von Sauer-
stoff, so sind sie bis auf einen Fall (Nr. 10) immer grosser aly die
angenommenen Mischungszahlen und zwar im Durchschnitte um
mehr als 0-005. Andererseits sind die Summen fiir Kohlenséure
wieder kleiner und zwar durchschnittlich nm 0-003.

Nach diesen Erwigungen kinnen die Abweichungen zwi-
schen Beobachtung und Rechnung nicht als der Art bezeichnet
werden, dass man nicht zu dem Ausspruche berechtigt wire:
die Ubercinstimmung der in dieser Abhandlung entwickelten
Theorie der Diffusion von Gasgemengen mit der Erfahrung ist
_eine hinreichende, nund speciell gewihrt auch das eingeschlagene
Niiherungsverfahren bei der Integration der Gleichnngen eine ge-
niigende Genauigkeit. Die grosse Abweichung beim Versuche 11
kann wohl nicht als Beweis dagegen -gebraucht werden. Die
Ursache derselben muss ich dem Versuche zuschreiben. Denn bei
Jem mit demselben Gemenge gemachten Versuche Nr. 10 stimmt
die Beobachtung mit der Rechnung und ist auch fiir den Ver-
quch Nr. 11 die Abweichung zwischen Beobachtung und Rech-
nung -fiir das Wasserstoffgas gering, nur fiir die beiden andern
Gase bedeuntend. Dies lisst sich so erkliren, dass die auf Wasser-
stoff gemachte Analyse richtig, die zweite auf Kohlensiure ge-
machte aber fehlerhaft ist, wodurch natiirlich auch die Angaben
fir Sanerstoff den gleich grossen, aber entgegengesetzten Fehler
erhalten. ITn der Art ist dann auch die Abweichung zwischen
Beobachtung -und Rechnung fiir diese zwei Gase nahe gleich
gross und entgegengesetzt. | |

1 Qitzungsberichte LXI. 375.
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VI. Uber die Diffusion eines Gemenges von zwei Gasen
in ein einfaches drittes Gas.

Eine andere Reihe von Versuchen, welche auch nach den im
vorhergehenden befolgten Nitherungsverfahren berechnet werden
konnen, hat Herrr Benigart ausgefithrt. Sieben von diesen
‘beziehen sich auf die Diffusion eines Gemenges von Wasserstoff
und Sauerstoff gegen Kohlensiure und zwei auf ein Gemenge
von, Sauerstoff und Kohlensdure gegen Wasserstoff. Die vorhin
abgeleiteten Gleichungen gelten alle auch fiir diese Versuche, bis
auf die Formeln fiir die Constanten. Nimmt man die zwei urspriing-
lich in der einen Hilfte des Diffusionsrohrs befindlichen Gase als
erstes und zweites Gtag, so hat man fiir ¥ =0 von x=o bis w:%
den Druck p, = einem Bruchtheil von p, etwa ep, hingegen

Ppy==0 von w:% bis #=a. Der Druck p, ist ebenfalls Null in

dem letzteren Intervall, hingegen in dem ersteren = (1—e)p.
Dlesen Bedingungen entsprechen die Relhenentwmklungen

1
p1 p{—i- Cos‘fi;f—.....

o

po=(1—e)p [1+2 Cos 2 — . .. }

und es miissen demnach

11
4=z, By=5(1—<)p

1 ¥ 2 ’ 1 [ 2 '
P+P :;E]), Q -I—Q :;(1———5)})

gesetzt werden. Die zur Berechnung von P’ dienende Formel *
mmmt jetzt folgende Gestalt an
. _ '_ 2 1«

P __“_Epl' X l—ear' —

1 Sitzungsberichte LXTI,
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Es moge wieder der Factor von gep in diesem Ausdrucke
. T
mit R', der analoge Factor in P* mit R’ bezeichnet werden.
2
Hingegen sollen S' und §* die Factoren von —(1—¢)p in den
Fy

Ausdriicken fiir Q' und Q" bedeuten.

Tir die ersten sieben Versuche soll A als erstes, 0 als zwei-
tes Gtas genommen werden, €O, ist das dritte. Es ist dann

byop==8+846, b,yp==5"000, by,p =19-GOS.

Tiir den ersten Versuch ist Em%, man findet

A= 0210 2'=0072
R'— 0973 R"=0-027
§'=—0644 §'==1-644.

Ttir den zweiten und dritten Versuch ist ¢ == g,- man findet
A= 0212 ) *=0-069
S'=—05H28 §"=1-H28.

Fiir die Versuche 4 und b ist s:::.l? und man erhilt
)\ ' 0217 }°=0-063
R'= (0966 R'=0-03b
S'=—0341 §'=1-34L

Fiir die Versuche 6 und 7 ist ¢ =—-i~, man findet
A= 0222 1 * =056
R'—= 0962 R'=0038
§'=—0144 §°=1-144.

Die Versuche 8 und 9 betreffen die Diffusion eines (emen-
ges von 0 und CO, gegen H. Wird O als erstes, €O, als zweites,
also H als drittes Gas genommen, S0 ist

byyp— 19608, b= 3-846, byyp =5-000.

Tiir beide Versuche ist e::%— and mit diesen Werthen findet

o

man
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VII Uber den Emﬂuss der Feuchtigkeit auf die
- Diffusion. :

{Tber den Einfluss der Feuchtigkeit auf die Geschwindigkeit
der Diffusion wurden von Herrn Prof. Loschmidt drei Ver-
suche angestellt iiber die Diffusion von Kohlensiure gegen Luft,
in welchen beide Gase in ganz feuchtem Zustande zur Anwen-
dung kamen. Das Resultat dieser Versuche war, dass die Feuch-
tigkeit keinen bestimmbaren Einfluss auf die Grosse der Diffu-
sionscoéfficienten ausiibe.

Andererseits weist aber die im vorhergehenden entwickelte
Theorie der Diffusion dreier Gase darauf hin, dass dureh die An-
wesenheit des Wasserdampfes als eines gegen Luft und gegen
Kohlenstiure leichteren Gases der Diffusionscoéfficient eine Ver-
grosserung erfahren miisse, und zwar ldsst sich diese wenigstens
angeniihert auf theoretischem Wege bestimmen.

Dazu ist vor allem die Kenntniss der Diffusionscoéfficienten
des Wasserdampfes gegen Luft und Kohlensiiure nothwendig.
Versuche, aus denen sich diese ableiten liessen, sind keine ge-
macht. Die einzigen von Jungk t tiber die Diffusion des Wasser-
dampfes durch trockene atmosphiirische Luft gemachten Ver-
suche lassen eine Berechnung nicht zu. Man kann aber beiliufige
Werthe der gesuchten Cogfficienten auf folgende Art gewinnen.
Es ist der Diffusionscosfficient zweier Gase der Quadrat-
wurzel aus dem Producte der Dichten dieser Gase verkelrt pro-
portional und zwar der Art, dass man die Dichten durch die
Atomzahlen ausdrtickend, also fiir Wasserstoff, Sauerstoff, Koh-
lenséiure durch die Zahlen 1, 16, 22, in den reciproken Werthen
der Wurzeln aus den Producten je zweier dieser Zahlen hinrei-
chend geniherte Werthe der Diffusionscoéfficienten fiir die drei
Combinationen dieser Gase erhiilt. Da. die Versuche keinen
sicheren Unterschied zwischen der Diffusion von Sauerstoff gegen

Kohlenséiure nund jener von Luft gegen letzteres ‘Gas ergeben

- haben, so kann auch in den folgenden Betrachtungen Sauerstoff
als Vertreter der Luft genommen werden.

t Pogg. Ann, (XXX. 1. "

T
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Die Dichte des Wasserdampfes ist nach dem adoptirten
Magse durch die Zahl 9 bestimmt. Es kfu;n daher der Diffusions-

coéfficient fir - s LTI ey W
R s R 5 R T o

Wasserdampf — Wasserstoff = 5=—===0-333

, V9.1
Wasserdampf — Sauerstoff — -——1-,___::: 0-083

V916

1

Wasserdampf — Kohlenséinre = —=—=——===0-071

Vax 22

gesetzt werden und die reciproken Werthe dieser Coéfficienten
sind

3.000 12:000 14071 Y 423 i2
Die erwihnten Versuche wurden bei einer Temperatur von
947 °(. im Mittel angestellt und kann bei dieser der Partialdruck
des gesittigten Wasserdampfes = 0-03 des Barometerstandes
genommen werden. Die relativ kleine Menge des beigemischten
Wasserdampfes gestattet die Diffusion der feuchten Gase als
nach den durch die Gleichungen (20) und (21) bestimmten Ge-
setzen vor sich gehend zu betrachten. Die Berechnung der Diffu-
sionscotfficienten der feuchten Gase hat also nach den Formeln
(22) und (23) zn geschehen, in denen der Wasserdampf als
drittes Gas mii dem Partialdrucke p,=0-08p und den soeben
aufgefiihrten Zahlen fiir b,,p, b,,p einzusetzen ist.
| Man erhiilt so fiir die Diffusion feuchten Sauerstoffes gegen
feuchte Kohlensiiure anf die Temperatur 0° und den Druck von
760 Mm. bezogen die Diffusionscoétficienten

fiir Sauerstoff &’ = 0-0016
fiir Kohlenstinre & = 0-0514

wihrend der Cobfficient fur die trockemen Gase k=001 ge-
nommen wurde. Die Abweichung zwischen & und & bleibt unter
den Grenzen der moglichen Versuchsfehler und konnte daher in
den wenigen Versuchen nicht erkannt werden.

Grijsser ist der Einfluss der Feuchtigkeit auf die Diffusion
des Wasserstoffes gegen Kohlensiure und des Wasserstoffes
gegen Sauerstoff. Man erhiilt unter denselben Voraussetzungen
wie oben, fiir die erstere Combination ‘ '
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fitr Wasserstoff &' = 0202
fiir Kohlenséure & — 0-190
gegen k== 0" “OO fiir die trockenen Gase.
Tiir die Combination Wasserstoff — Sauerstoff erh Alt man
’ fiir Wasserstoff &' —= 0-262
fiir Sauerstoff k' = 0-244
gegen k = 0- 260 fiir die trockenen Gase.

Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, aus den angenomme-
nen Diffusionscoéfficienten fiir Wasserdampf- Sauerstoff einige
Zahlen abzuleiten, welche sich aus den oben abgeleiteten For-

~meln mit Leichtigkeit ergeben und geeignet sind, eine Vorstel-.
lung von der Geschwindigkeit, mit welcher sich der Wasserdampf
in der Luft verbreitet, zu geben. |

Die Formel (11)

1 92 _= T

2
P=p g e a CosW—.....

gibt den Druck eines 'Gases in den verscliiedenen Theilen des
Diffusionsrohrs nicht nur, wenn dieses Gas zu Beginn des Ver-
suches allein in der einen Hilfte des Rohrs gich befindet, sondern
auch dann, wenn es in dieser Hilfte mit dem zweiten Gase
‘gleichartig gemischt ist. Nur ist in diesem Falle unter p der
Partialdruck dieses Gases, unter welchem es zu Beginn des Ver-
suches in der einen Hiélfte des Rohrs steht, zu verstehen. Diese
Formel kann also beniitzt werden znr Berechnung des Dampf-
druckes in den verschiedenen Theilen eines Rohrs, von dem zu
Beginn die eine Hilfte mit feuchter, die andere Hilfte mit
trockener Luft geftillt war. Setzt man die Lénge des Rohres —
1 Meter, so wird z. B, der zur Zeit ¢ am oberen Ende des Rolrs,
also fiir w#= a=1 stattfindende Dampfdruck p, im Verhiliniss
zu dem urspriinglichen Sittigungsdrucke p gegeben sein durch
2)1 1 2 — 008372 _
—_— = ——¢ S
p 2 = « :

wenn die Temperatur der Luft — 0° angenommen wird, Man
findet fiir -

¢ -+ 1 3 2

Y 008 0-22 0-31 0-38
dle Zeit ¢ in Stunden ausgedmckt |

A
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Withrend der Wasserdampf aus der feuchten in die urspriing-
lich trockene Hiilfte der Rohre iibergeht, tritt eine Hquivalente
Menge Luft aus der trockenen in die feuchte Rihre, so dass die
Summe aus dem Drucke der Luft und dem Drucke des Dampfes
tiberall gleich bleibt. Ich hebe dies hier hervor, weil das analoge
Verhalten des Dampfes und der Luft in der freien Atmosphiire
picht immer richtig erfasst wurde. Die Ansicht z. B., dass der
beobachtete Barometerstand durch Abzug des Dampfdruckes am
Beobachtungsorte zu corrigiren sei, ist aus der falschen Anwen-
dung des Dalton’schen Satzes, welcher, wie frither gezeigt
worden, wohl fiir das bestehende Gleichgewicht gilt, nicht aber
fiir das sich erst bildende, hervorgegangen. Ein so corrigirter
Luftdruck hat eine rein locale Bedeutung im engsten Sinne, er
kamn innerhalb kleiner Distanzen betriichtlich variiren.

VIII '("Iber die Diffusion der Gaée durch porodse
Wande.

Die von Graham entdeckten Erscheinungen der Diffusion
der Gase durch portse Diaphragmen sind viel hiufiger Gegen-
stand der experimentellen Untersuchung gewesen, als die der
freien Mengung. Aueh wurden schon in den ,gasometrischen
Methoden® von Bunsen Gleichungen aufgestellt, welche die Be-
wegung von Gasen durch pordse Diaphragmen zu berechnen
gestatten. Bunsen hat auch einige aus diesen Gleichungen
gezogene Folgerungen durch Versuche bestitigt.

‘Die Theorie der Bewegung von Gasen durch portse Korper
lisst sich aber als ein specieller Fall der in dieser Abhandlung
entwickelten allgemeinen Theorie der Bewegung von Gasgemengen
behandeln. Die oben entwickelten Gleichungen kénnen auf den
vorliegenden Fall unmittelbar angewendet werden, man hat nur
die pordse Substanz an die Stelle eines Gtases treten zu lassen
und diesem die Eigenschaft beizulegen, dass seine Theilchen
unbeweglich sind. Die Ausfilhrung dieses Gtedankens bildet den
Inhalt dieses letzten Abschnittes. ‘

Der einfachste von den zu untersuchenden Fillen ist der, in
welchem nur ein einzelnes einfaches Gas durch einen pordsen
Korper sich bewegt. Bunsen geht bei der Betrachtung dieses
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Falles von der Annahme aus, dass die in der Zeiteinheit durch
ein Diaphragma durchgepresste Gasmenge dem Unterschiede
des Gasdruckes vor und hinter dem Diaphragma proportional ist.
Die Zuldssigkeit dieser Annahme hat er auch durch Versuche
bewiesen. |

Dieser Satz folgt nun auch aus den Gleichungen fiir die
Bewegung zweier Gase durch einander. Setzt man in

]91 — A12P1P2 (u’i ) =0

dx

die Geschwindigkeit w,= o0, d. h. betrachtet man das Zweite

Gas als unbeweglich, so bleibt flir die Bewegung des ersten die
(Hleichung |

(37) {ii, ~+ A0y, = 0.

Da p,u, dié in der Zeiteinheit durch die Einbeit des Quer-
schnittes tretende Gasmenge bedeutet und da % der Differenz
der Driicke vor und hinter dem Diaphragma proportional gesetzt
werden kann, go ist diese Gleichung im Wesen dieselbe wie die
von Bunsecn angewandte. Um diese Gleichung auf die gebriiuch-
liche Form zu bringen, soll wieder fiir die aussfromende Gas-
menge p,u, als Mass das Volumen angewendet werden, welches
dieselbe unter dem Normaldrueke p, bei der Temperatur des
Versuches einnehmen wiirde. Bezeichnet man mit v, dieses
Volumen und mit s; die Dichte des Gases unter dem Normal-
drucke und bei der Versuchstemperatur, so ist

, - U= 80
und man hat

dp,

-. I +Ay,p48 0, =0

Der Druck des Gases vor dem Diaphragma sei P,, hinter
demselben P’ die Dicke des Diaphragma’s heisse A, so kann man
dpi o P 1""‘“P L
dv A
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setzen, unter « eine von der Natur des Diaphragmas abhingige
7Zahl verstanden. Demnach geht die vorhergehende (leichung
in folgende tiber

!\
Py — “ P-l"_P1
| R °

Apafaby A

Der Factor von P,—P,’ in dieser Formel wird gewthulich
der Diffusionscoéfficient des Gases gegen das angewendete
Diaphragma genannt. Ich will jedoch, damit die Grosse Diffusions-
coéfficient anch in dem jetzigen Falle von derselben Dimension
sei, wie ein Diffusionscoéfficient zweier Gase gegen einander, den
Factor

T =h (38)
12251
den Diffusionscoéfficienten des Gases gegen das Diaphragma
nennen. Die vorhergehende Gleichung nimmt dann folgende
(testalt an

2 |
v, = ks . b= (39)
Do A

~ Die Gleichung (58) lisst erkenmen, in welcher Weise der
Diffusionscoéfficient von der Beschaffenheit und Temperatur des
Gases abhinglg ist. Wie ndmlich fir die auf zwei Gase sich
beziehende Constante 4,, als das einfachste Gesetz erschlossen
wurde, dass sie der Quadratwurzel aus dem Producte der Dichten
der beiden Gase proportional ist, so bietet sich anch jetzt das
einfache Gesetz dar, dass fiir ein und dasselbe Diaphragma die
Diffusionscoéfficienten verschiedener Gase den Quadratwurzeln
aus ihren Dichten verkehrt proportiomal sind. Es st dies das
von Graham aufgestellte Gesetz. Was die Abhiingigkeit des
Diffusionseoéfficienten von der Temperatur anbetrifft, so kann man
von der Veriinderlichkeit der Dichte des Diaphragmas absehen,
zuniichst s, allein aly mit der Temperatur variabel betrachten.
Bezeichnet man mit 7' die absolute Temperatur des Gases, T die
des Eispunktes, mit ¢, die Dichte des (Gases bei letzterer Tem-
peratur und dem Drucke p,, 80 ist

31‘—_‘11';93

Zi1zb. d. mathem.-naturw, €}, LXIIT. Bd. II. Abth. 8
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es wird somit £, der absoluten Temperatur direct proportional,
withrend der Diffusionscoéfficient zweier Gase zum Quadrate der-
selber im directen Verhiiltnisse steht. |

Es ist jedoch zu bemerken, dass der Diffusionsco&fficient von
der Temperatur unabhiingig erscheinen wird, wenn man die Gas-
mengen nicht durch ihre Volumina bei der Beobachtungstem-
peratur und unter dem Drucke p,, sondern durch die Volumina
bei der Temperatur o° € und dem Drucke p, misst. Bedeutet nim-
lich v, das letstere Volumen, so tritt an die Stelle von s, das von
der Temperatur unabhiingige &, in die. Formel (38). Diese neue
Definition von %, mag vielleicht zweckméssiger scheinen, es ist
aber die durch die Gleichung (38) gegebene angenommen worden
der Gleichartigkeit wegen, weil sie diejenige ist, welcher die
Definition des Diffusionscoéfficienten zweier Gase unmittelbar
entsprieht. , ’

Die soeben gemachten Bemerkungen tiber die Abhiingigkeit
des Diffusionscoéfficienten von der Dichte und Temperatur des
Gases gelten unter der Voraussetzung, dass « eine von der Natur
des Gases und auch von der Temperatur unabhiingige Zahl ist.
Was das erste anbetrifft, so ist dies immer der TFall, wenn der
portise Korper gegen die verschiedenen Gase keine gpecifischen
Anziehungen ausiibt. Es ist dies z. B. der Fall bei Diaphragmen .
aus Gyps, Thon, Graphit. Was die Abhiéngigkeit der Zahl « von
der Temperatur anbetrifft, so ist diese von derselben Art, wie die

Abhiingigkeit der Dichte p, von der Temperatur, so dass - als
, : £y
von der Temperatur unabhingig betrachtet werden kann, aber

wieder nur in dem Falle, dass keine mit der Temperatur verinder-
liche Anziehungen zwischen den Gasen und der Substanz des
Diaphragma bestehen. - '

Man kénnte glauben, es sei tiberhaupt «=1 d. h.

{?371 A .
zu setzen. Is ist jedoch folgendes zu tiberlegen.
Befindet sich in einem von Gas erfiillten Raume ein pordser
- Korper, so dringt das Gas auch in diesen so lange, bis der Druck
des in den Poren befindlichen Gases gleich sein wird dem
Drucke des freien Gases. Dies ist fiir grosse Poren unmittel-
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bar klar, man kann es auch fiir selr kleine annchmen. Wenn
aber um den Druck gefragt wird, welchen das in dem
porosen Korper ecingeschlossene Gas gegen die Flicheneinheit
ausiibt irgendwo im Inneren des pordsen Korpers oder auch auf
geiner Oberfliiche, so ist dieser nicht gleieh dem Drucke, welchen
das freie Gas gegen dic Einheit der Fliiche iibt. An der Ober-
fliche des pordsen Karpers wird einem Theile des Druckes des
freien Gases von den festen Theilchen dieses Korpers Gleieh-
gewicht gehalten und dem anderen Theile von dem Gase, welelies
im portsen Korper sich befindet. s ist demnach auch dem
pordsen Korper ein Druck zuwzuschreiben, die Summe aus
diesem und dem Drucke des eingeschlossenen Gases ist gleich
dem Drucke des freien Gases. Nur unter diesem Gesichtspunkte
ist die Anwendung der Gleichungen fitr die Diffusion zweier
Gase auf den Fall der Diffussion durch ein Diaphragma ge-
stattet.

Ist z. B. der Druck des freien Gases P, so wird der Druck
des im pordsen Korper eingeschlossenen Gases p =« P, sein

~und es gibt

yif!

P,

das Verhiiltniss der Porenriitume zu dem ganzen Volumen des
porvsen Korpers, wenn keine Condensation des Gases in diesem
stattgefunden lat. In diesem Falle ist damm « eine von der
Natur des Gases unabhiingige Constante und eine um so kleinere
Zahl, je dichter der portse Korper ist.

Anders verhiilt sich jedoeh die Sache, wenn der porbse
Korper Gas absorbirt im gewthnlichen Sinne dieses Wortes. Man
kann in diesem Falle und auch in dem idhnlichen, wenn ein nicht
porvser Korper Gase auf seiner Oherfliche verdichtet, die Sache
so nelmen, als wire ein solcher Korper nicht im Stande gegen
ein Gas ebenso zu driicken, als er von demselben gedriickt wird.
Es muss dann in seine Poren cine grossere Menge von Gas ein-

&

treten, damit dadurch ein so grosser Zuwachs von Druck eintreten

kaun, als zum Gleichgewicht nach aussen nothig ist. Dann ist «
nicht mehr ein kleiner Bruch, sondern kann selbst vielmal grisser
werden als die Binheit und ist auch abhéngig von der Natur des

Gases in der Art, wie die Anziehungen zwischen den Theilchen
1 - S*
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des Absorbenten und des absorbirten Gases von der Natur des
letzteren abhingig sind.

Im Zusammenhalte mit dem Vorhergehenden ist nun zugleich
ersichtlich, dass der Diffusionscoéfficient filr absorbirende Sub-
stanzen mit dem Absorptionscoéfficienten steigen muss, er wird
" jedoch nicht porportional mit diesem gehen, weil er andererseits
in Folge des Bewegungswiderstandes auch nahe der Quadrat-
wurzel aus der Dichte des Gases verkehrt proportional sein wird.
Ein derartiges Verhalten lisst sich in den Versuchen von Graham
tiber den Durchgang von Gasen durch Kautschuk erkennen. Ich
will jedoch hier nicht auf das Problem der Bewegung von Gasen
in absorbirenden Medien niher eingehen, es soll den Gegenstand
einer eigenen Untersuchung bilden.

Fiir den Fall der Bewegung zweier Gase durch ein Diaphragma
wendet Bunsen fiir jedes der Gase eine Gleichung ven. der
Form der obigen (38) an. Nach der hier entwickelten Theorie
gestaltet sich die Sache anders. In diesem Falle miissen némlich
die Gleichungen, welche fiir die Diffusion eines Gremenges von
drei Gasen abgeleitet wurden, in der Art beniitzt werden, dass
eines der drei Gase, das Diaphragma, als fest angenommen wird.
Man hat daher in

dp

do A0,y () —uy) - Ay 0,04 (0 — 1) =0

die Geschwindigkeit w,=—0 zu setzen, so dass nunmehr die.
Gleichungen

dp,
(l{b
dy,
da

~+= Aoy pg Uy —ty) = Ayypy0, 0 =0
(40)

~t- Ao, 0 (Uy — 1) = Aygfiypp 4y =10

bleiben. Diese stimmen mit den Bunsen’schen iiberein, wenn
man die mittleren Glieder weglisst, d. h: wenn man die Wider- -
stiinde, welche die beiden Gase bei ihrer Durchdringung einander
entgegensetzen, vernachliissigt gegen die Widerstinde, welche
sie bei ihrer Bewegung vom Diaphragma erfahren.

[
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Ein Hauptgesetz der Diffusion, welches Bunsen aus seinen
Gleichungen abgeleitet und aunch durch die Versuche bewiesen
hat, folgt jedoch auch aus den vollstindigen Gleichungen (40).
Fs ist das Gesetz, dass bei constant gehaltenem Druck die durch
ein Diaphragma sich austauschenden Mengen zweier Gase in
einem constanten Verhiltniss stehen. Addirt man nimlich die”
Gleichungen (39), so gibt die Summe

A T ol Aggfafiatly = 0.

13

Hat nun die Smmme der Partialdriicke des ersten und zweiten
Gases vor und hinter dem Diaphragma denselben Werth, so kann
auch innerhalb desselben p, -+ p, constant, also |

dp dp, _
dx e 0

gesetzt werden. Es bleibt dann
Agyfrgpytty = AgyPapaty = 0, (41)
welche Gleichung nichts anders, als das angefiihrte (Gesetz

ausdriickt. .
Setzt man analog der (leichung (88)

' _f“_l)g____ “Py 2
A5y, =h Aps35, =k ()
so sind k, und &, die Diffusionscoéfficienten des ersten und zweiten
Gases gegen das Diaphragma, wird ferner |
-yl == 80y Lty T 5l
gesetst, so verwandelt sich die Gleichung (42) in
vy vy .
R -I- R =0 | | (43)
d. h. das Verhiliniss der ausgetauschten Mengen der beiden Gase
- ist gleich dem Verhiltniss ibrer Diffusionscoéfficienten gegel das
Diaphragma und diese ist nahe gleich dem reciproken Verhalt-
niss der Quadratwurzeln aus den Dichten der beiden Gase.
Iech fiihre nun auch in die Gleichungen (40) die neuen:
Variablen », und v, cin, S0 wird die erste derselben

dp.
cg; —+ Ay (pes1¥ — £1840g) + Ay o380 = 0.
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- Ersetzt man p,, p, durch die Drtteke p,, p, nach den Formeln

A

Py P2
py=281 =" fr=—398"
P DM _ |
o erhilf man . . L
- d, A ,8,8, o
" 2 L (P, — Py0y) = Aygpgs v =0

de P
Es ist aber, wenn der Diffusionseoéfficient der beiden Gase
beim Normaldrucke p, mit & bezeiclmet wird

1 4,838,
k Po
und wenn man auch noch den Coéfficienten %, einfithrt, so
verwandelt sich obige Gleichung in . |
dp, 1 N apy
(44) dr T E (szl'“l?lvz) +7‘1_ v, =0

und die zweite der Gleichungen (40) verwandelt sich auf dhnliche
Art in ' '
dp, 1 ap
E§+E(Zjlvz_132‘fl) “"'Ef”zzo‘ -
Teh will nun den Fall vornehmen, filr welchen p, + p, inner-
halb des Diaphragmas constant gesetzt werden kann, fiir welchen

also die Gleichung (43) gilt. Mit Hilfe dieser kann man damn

z. B. v, aus (44) eliminiven und erhiilt \
dp, (PR ok | Y
. —|—( 7 P F 0.

Bezeichnet man den Partialdruck des ersten Gases vor dem
Diaphragma, wie oben, mit P,, den hinter dem Diaphragma mit
P' und setzt in erster Anniherung
ap,_ P—P,

dv A

r

50 erhilt man
]ﬁ P —P,
A
(45) | v, = Lo
! . .Pikz"‘szl_ _
apk ‘
und eine dhnliche Gleichung erhiilt man auch fiir v,.
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- Diese Gleichung lehrt nun, wenn man sie mit (39) vergleicht,
dass durch dieselbe Scheidewand bei derselben Differenz der
Driicke P, und P, weniger Gas stromt, wenn zugleich noch ein
sweites Gas durch diese Wand in entgegengesetzter Richtung
getrieben wird and zwar um so weniger, je grosser die Diffusions-
cosfficienten der beiden Gase gegen das Diaphragma, nimlich
%, und %, im Vergleiche zu £ d. i. den Diffusionscosfficienten der
beiden Gase gegen einander sind, Schon Grahamt hat einige
Versuche angestellt, welehe diese Folgerung bestitigen.

Die Formel (45) lehrt ferner, dass bei derselben Differenz
der Partialdriicke das durchstromende Volumen jedes Gases noch
abhiinhig ist von der Zusammensetzung des Gemenges VoI und
hinter dem Diaphragma, da diese Formel die Driicke p, und p,
einzeln enthilt. Diese sind nun sumerhalb des Diaphragmas selbst
veriinderlich, man kann aber fiir p, und p, in erster Anniiherung
die Mittelwerthe derselben also

PP P, P/
p=a—F P4 P——
unter p den Gesammtdruck verstanden, und demnach
) ky P,—P
v Pq A )

' P+ P 46

]‘1}7‘”(151“—‘?"2)“1—?‘1” =
L 1
R kpy

setzen. Handelt es sich z B. um die Diffusion von Wasserstoff,
welches urspriinglich die Diffusionsrohre allein ausfiillt, gegen
eine dussere Atmosphire von Sauerstoff, so dass ausserhalb des
Diaphragmas der Partialdruck des Wasserstoffes P,' =0 gehalten
wird, so wird v, im Laufe des Versuches immer kleiner. Da in
diesem Falle k, grosser als k, wnd im Laufe des Versuches P
abnimmt, so wird der Nenner im obigen Ausdrucke immer grijsser
und bezeichnet man den ganzen Fagtor der Druckdifferenz als
Diffusionscoéfficient, so verhalt es sich demnach so, als wiirde
dieser im Laufe des Versuches immer kleiner.- Em derartiges
Verhalten zeigen aueh zum Theile die Versuche von Bunsen. '

1 Phil. Magaz. (3) IL. 189
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Wenn der Widerstand, welchen das Diaphragma den durch-
dringenden Gasen entgegensetzt, sehr gross ist, wenn also % und
k, sehr klein gegen k sind, so reducirt sich die Gleichung (45)
auf die einfache Formel (39), die Stérung durch den Gegenstrom
verschwindet. ’

Ist jedoch der Widerstand des Diaphragmas sehr klein,
g0 s0ll sich die Gleichung (46) reduciren auf jene, welche fiir die
Diffusion zweier Gase ohne Diaphragma gilt, dies findet um so
angeniiherter statt, je grosser %, und %, und je weniger sie von
einander verschicden sind. Nimmt man %, und %, unendlich gross,

‘und nicht gleich, so gibt die Gleichung (45) nicht mehr die
richtige Formel, man muss zur Gleichung (44) zurtickkehren,
in welche die fiir diesen Fall nicht mehr giltige Relation (43)
noch nicht eingefithrt ist.

Um den verzdgernden Einfluss, welchen die entgegengesetzt
gerichteten Stromungen zweier Gase innerhalb des Diaphragmas
auf einander anstiben, numerisch berechnen zu kinnen, ist vor
allem die Kenntniss der Diffusionscosfficienten %, und k, noth-
wendig. Um eine Vorstellung von der Grisse djeser Coéfficienten
zu gewinnen, habe ich folgenden Versuch écmacht Auf das eine
Ende einer Glasréhre von 480 Mm. Linge und 11 Mm. innerem
Durchmesser wurde eine porose Platte von 6 Mm. Dicke aufgekittet.
Die Platte war aus einem neunen fiir ein galvanisches Element
bestimmten parallelepipedischen Diaphragma ausgeschmtten

Die Glasrshre wurde mit ihrem offenen Ende in ein weites
mit Wasser gefiilltes Gefiiss getaucht, so dass ein 160 Mm. langes
Sttick unter dem Nivean des Wassers sich befand. Der Uberdruck
des Wassers ausser der Rohre treibt die Luft 1angsa1n aus der
Réhre hinaus, und man kann fiir jeden Zeitpunkt die aunsge-
triebene Luftmenge durch dic in der Rihre aufgestiegene
Wassersiiiile bestimmen. Die Beobachtung begann, nachdem |
schon eine kleine Menge Luft ausgetrieben war, und war die
Hohe der Wasserstiule in der Rohre |

zu Begimn- der Beobachtung . . . . . . 9 Mm. .
nach 4 Minuten. . . . . . . . . . .25 ,

e 1"

. 18 . A 1 "
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Da das Hussere Nivean des Wassers 160 Mm. iiber dem
unteren Ende der Rohre sich befand, so ergeben sich die zu
diesen Zeiten gehorigen driickenden Wassersiiulen durch Abzug
der angegebenen Hohen von 160 und sind der Reihe nach

161, 1345, 114, 91 Mm.

Zur Berechnung dieser Versuche ist die Gleichung (39)
anzuwenden, und zwar ist die in der Zeiteinheit austretende
Gasmenge

”1:(11% A AP1
su setzten, unter ¢ den Querschnitt der Réhre verstanden.
Bezeichnet man die Linge des ausser dem Wasser befindlichen
Rihrenstiickes mit «, die Hohe der driickenden Wassersiule zur
Zeit ¢ mit &, so ist zu dieser Zeit das Volumen g (a~+1) in der
Rohre mit Luft gefiilit. Bedeutet H die dem Barometerstande
wihrend des Versuches, H, die dem Normaldrucke P, ent-
sprechende Hohe der Wassersiule, so ist dieses Volumen auf den
Normaldruck reduecirt. '
H—7

HD

g (a-+h)

und o, ist die Abnahme dieses Volumens in der Zeit dt dividirt
durch diese Zeit, also

ferner ist - -

somit bleibt die Gleichung
d | | k.
— — ) =—h.
pr {(a —+ k) (H h)] -3 )
Es ist aber in dem 'Alusdrucke
(a-+ h)(H— Wy=aH—+ (H— a)h— I*
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I eine sehr kleine Zahl gegen H-—« und man kann' 2* gegen
(H—«)h vernachlissigen, S0 dass dann die einfache Gleichung

dh k, B
dt (H—a)A

iibrig bleibt. Bedeutet k, die zur Zeit t=1¢, gemessene Hohe 4,
so folgt aus dieser Gleichung die Relation

Logh,—Logh & (t—t)
Loge (H ﬂ) A
unter ¢ die Basis der nattirlichen Logarithmen verstanden. Wird
hy=181 und der Reihe nach’ |
h=1345, 114, 91

gesetzt tnd werden (ie zugehorigen Zeitdifferenzen d. i. 4, 10,
18 Minuten in Stunden ausgedrilckt, also
11 3

t"“‘”%”‘"""ﬁ: ”6”; 'if);

genommen, so erhilt man

—(-ﬂ—fm—l 736, 1-684, 1-686

im Mittel = 1-702.

Die nahe Ubereinstimmung LWISG]len den drei Quotlenten
ist zugleich ein Beweis fiir die Rmhtlgkelt der zur Berechnung
verwendeten Gleichung.

Der Barometerstand Wahrend der Beobachtung war 750 Mm.,
die diesem entsprechende Wassersiiule ist ‘

H=10-194 Meter
und die Dicke A = 0006 Meter, demnach wird
k,=0-104.

Um die Bedeutung dieser Zahl zu erliutern, will ich Wleder
ein Beispiel wihlen analog den oben gebrauchten. An dem einen
Ende eines Canals von einem Meter Linge und einem Quadrat-
meter Querschnitt werde Luft unter dem constanten Drucke p,,
an dem anderen Ende werde fortwithrend absolut leerer Raum,
also der Druck Null erhalten. Ist der Canal mit einer pordsen Masse
von der Beschaffenheit, wie sie bei dem sochben besprochenen
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Versuch in Verwendung kam, ausgefiillf, so geht in der Stunde
ein Volum von 0104 Kubikmeter durch die pordse Masse
hindurch. .

Man darf als angenihert richtig annehmen, dass der Diffusions-
cosfficient der Luft gegen das gebrauchte Diaphragma auch der
des Sauerstoffes und des Stickstoffes sei. Diffundiren diese zwei
Gase in entgegengesetzer Richtung durch das Diaphragma, so hat
man %, ==k, und die Formel (46) gibt
k, P,—P/

p, A
1+ kip.
kp,

Nehmen wirnun folgenden ¥all. An dem einenEnde desmitpo-
réser Masse ausgefiillten Canals von den angegebenenDimensionen
Lo
, 2
stant den Druck o, umgekehrt habe der Stickstoff an dem lefzteren

v

1:

habe der Saunerstoff constant den Druck £2, an dem anderen con-

Ende den constanten Druck,&) an dem ersteren den Druck o,
92

. ‘ _‘
. . p Yo s

so ist die Druckdifferenz P, — P ':%29 und aueh ; :%’, nimmt

man ferner fir % den schon oben gebrauchten Werth 0-062
50 wird

N

. v, = 0028

es gehen also jetzt beim Stattfinden der entgegengesctzien
Stromungen 0-028 Kubikmeter Sanerstoff in der Stunde in der
einen, ehenso viel ‘Stickstoff in der entgegengesetzten Richtung.
Es ist dies zufillig dic Zahl, welche oben (Seite 93) fur die
unter denselben Verhiltnissen der Partialdriicke gehaltenen
Gase Sauerstoff und Stickstoff, welchen zur Hilfte Kohlensiiure
beigeschmischt war, sich ergab. Der angenommene pordseKorper
and die Kohlensiure wirken also in diesem Falle in gleicher
Weise verzbgernd auf den Diffusionsstrom, und wiren von der
Kohlensiure mehr als 50°/, den Gasen beigemiseht, so wirde
sie den Diffusionsstrom mehr verzdgemn, alg- das porise Dia-
phragma. Das Resultat wiirde noch mehr zu Gunsten des letzteren
ausgefallen sein, wenn es einen grosseren Diffusionscoéfficienten
_ hiitte, also pordser wiire, als das angenommene. |
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Es erweisen sich hiemit in merkwitrdiger Art die Wider-
stinde, welche verhiltnissmissig dichte portse Substanzen dem
Durchgange der Gase entgegensetzen, beztiglich ihrer Grosse
von derselben Ordnung, wie die Widerstinde mit denen Gase
bei ihrer gegenseitigen Durchdringung auf einander wirken,
was wohl nur durch die ungemein feine Zertheilung der Materie
im gasformigen Aggregationszustande begreiflich wird.




