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falsch; und wiren sie sogar richtig, kénnte man dieselben,

) . dw
ebensoviel wie =0 und aus demselben Grunde, nicht inte-

griren, :
Aus der Integration der Gleichungen 7) hat Oppolzer
alle seine Folgerungen gezogen. Die letaten sind also zwei-
fach und sogar dreifach falsch, da die Gleichungen 5) selber
schon nicht vollkemmen richtig sind, weil dieselben ein mit
! multiplicirtes Glied zweiter Ordnung vernachlissigen,

IV.

Ueber das zuldssige Krliimmungsmaass des Raumes.
Von K. Schwarzschild,

Wenn ich mir hier erlaube, Ihnen einige Bemerkungen
vorzufragen, die weder von eigentlich praktischer Anwend-
barkeit, noch von erheblicher mathematischer Bedeutung sind,
so entschuldige mich das Thema, worauf sie sich beziehen,
welches gewiss auch auf viele von Ihnen eine besondere An- -
zichungskraft ansiibt, deshalb weil es eine Erweiterung unserer
Vorstellungsbilder weit iiber den Kreis der uns zuginglichen
Erfahrung hinaus darstelit ynd die merkwiirdigsten Perspec-
tiven fiir spitere mogliche Erfahrungen eréffnet. Dass es
ein vdlliges Sichlosmachen von gerade dem Astronomen
besonders fest eingewurzelten Anschauungen erfordert, er-
scheint nur als ein weiterer Vorzug fiir den, der von der
Relativitit aller unserer Kenntnisse lberzeugt ist.

Es handelt sich um die Annahme einer Kriimmung des
Raumes, Es ist Ihnen bekannt, dass sich neben der euklidi-
schen Geometrie im Laufe dieses Jahrhunderts andere —
nicht euklidische — Geometrien entwickelt haben, an deren
Spitze die Geometrie des sog. sphirischen und des sog.
pseudosphérischen Rauwms stehen, auf die wir uns hier vor-
nehmlich beziehen wollen, Man kann die Vorstellungen bis
ins Einzelnste ausbilden, wie die Welt in einem sphirischen
oder pseudosphiirischen, gekriimmten, eventuell endlichen und
in sich zurticklaufenden Raume aussehen wiirde, Ich brauche
Sie in dieser Beziehung nur auf Helmholtz’ Aufsatz: ,,Ueber
den Ursprung und die Bedeutung der geomctrischen Axiome*
zu verweisen, Man befindet sicn da — wenn man will — in
einem geometrischen Mirchenland, aber das Schéne an diesem
Mirchen ist, dass man nicht weiss, ob es nicht am Ende
doch Wirklichkeit ist. Es soll nun die Frage besprochen
werden, wie weit wir die Grenzen dieses Mirchenlandes zu-
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riickzuschieben haben, wie gering die Kriimmung des
Raumes ist, wie gross sein Kriimmungsradius min-
destens gewéihit werden muss,

Gewohnlich wird eine unzureichende Beantwortung dieser
Frage gegeben, wenigstens eine fiir den Astronomen unzu-
reichende., Wihrend in der euklidischen Geometrie die
Winkelsumme im Dreieck 2 R betrdgt, weicht sie in der nicht
euklidischen davon ab, um so mehr, je grosser das betreffende
Dreieck ist. Nun sagt man, selbst bei den grossten ge-
messenen Dreiecken, deren Spitze ein Fixstern und deren
Basis ein Erdbahndurchmesser ist, weiche die Winkelsumme
nicht merklich von 2  ab und darum miisse die Kriimmung
des Raumes ganz ausserordentlich gering sein. Dabei ist
aber vergessen, dass der Winkel am Stern nicht gemessen
ist, wnd dass die Entfernung des Sterns, die Grosse des
Dreiecks, unter Voraussetzung der euklidischen Geometrie
berechnet ist, deren Giltigkeit erst geprift werden soll,
Ausserdem wiirde es dem Astronomen nicht geniigen, zu
wissen, dass die Kriimmung des Raumes bis zn den néchsten
Fixsternen von messbarer Parallaxe vernachlissigt werden
‘kann, er muss Distanzen bis zu den schwiichsten, entferntesten
Sternen in Betracht ziehen, wenn er ein Bild vom Bau der
Sternenwelt entwerfen will,

Ich gehe an das Problem von einem Aunsgangspunkt
heran, der zugleich die erkenntnisstheoretische Stellung der
nichteuklidischen Geometrie einigermaassen beurtheilen léisst,
Ein Dreieck zwischen drei Punkten werde definirt durch den
Weg der Lichtstrahlen von einem Punkt zum andern, die
Seitenldngen e, 4, ¢ durch die Zeiten, die das Licht zu ihrer
Zurlcklegung braucht, die Winkel «, 8, y sollen mit einem
gewodhnlichen astronomischen Instrument gemessen sein. Die
Erfahrung lehrt uns die Giiltigkeit der ebenen Trigonometrie
innerhalb der Beobachtungsgenauigkeit bei allen Dreiecken,
von denen mehr als drei Stiicke gemessen worden sind. Man
nehme aber an, dass die gewohnliche Trigonometrie nicht
absolut genau sei und dass in Wirklichkeit ond Strenge zwi-
schen den Seiten und Winkeln die Gleichungen gelten:

2 in w:sin §:siny == sin <% sin 2 ssin 5
sin « : sin B :sin y == sin R"Smﬁ' in =

¢ a b .oa . b
b) - cosh—---lcosfcosjé--}-sm Esxlnmﬁcosy.

Dabei soll R eine gewisse gegebene sehr grosse Strecke sein,

die wir den ,Krimmungsradius des Raumes® nennen wollen,
- ” - b . . . -

ohne eine allzu enge Analogic mit dem Begriff des Kriim-
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‘mungsradius einer Fliche zu suchen. Es stimmen die vor-
stechenden Gleichungen iiberein mit den Grundformeln der
sphirischen Trigonometrie und dicse gehen bekanntlich in
die gewdhnlichen trigonometrischen Formeln liber, wenn die
Dreiecksseiten klein sind gegen den Kugelradius R. Setzt
man aber AR hinreichend gross an, so werden die Seiten je-
des beliebigen gemessenen Dreiecks als klein gegen R er-
scheinen; durch Vergrésserung von R kann man es daher
stets zu Wege bringen, dass innerhalb der Genauigkeit der
Beobachtungen die Formeln (¢) und (4) mit den gewdhn-
lichen trigonometrischen Formeln ibereinstimmen, d. h, die
Formeln (a) und (4} kénnen mit der Erfahrung nie
in Widerspruch kommen, wofern man nur R hin-
reichend gross wahlt, .

Die Frage rein mathematischer Natur, ob man ohne
inneren Widerspruch die Formeln (@) und (4) fiir jedes Raum-~
dreieck als giiltig annehmen kann, haben wir hier nicht zu
behandeln, sie ist bekanntlich in bejahendem Sinne geldst, und
es zeigt sich, dass durch die Fordérung der Giltigkeit der
sphirischen Trigonometrie fiir alle Raumdreiecke die Zu-
sammenhangsverhéltnisse des Raumes nicht einmal ein-
deutig bestimmt sind. Unter all den méglichen Raumformen
mit sphérischer Trigonometrie sind die einfachsten und be-
kanntesten der sog. ,sphirische Raum“ und der sog. ,ellip-
tische Raum®. TFar den sphirischen Raum und den ellip--
tischen Raum gemeinsam gelten folgende Eigenschaften: . Der
Raum ist endlich, er hat ein vom Krimmungsradius E ab-
hingiges angebbares Volamen. Geht man einem Lichtstrahl
folgend grade aus, so kommt man nach Durchlaufung einer
gewissen grossen Strecke wieder zum Ausgangspunkt zuriick.
Die Verhiltnisse in einer Ebene des Raumes sind ganz dhn-
lich den Verhiltnissen auf der Oberfliche einer Kugel nach
der gewdhnlichen Anschauung. Dabei ist eine Ebene im ge-
kriimmten Raum praktisch natiirlich, wie iiblich, definirt durch
alle Geraden, alle Lichtstrahlen, welche durch zwel sich schnei-
dende Lichtstrahlen. gehen, Jeder Geraden in der Ebene des
gekrimmten Raumes entspncht namlich ein grosster Kreis auf
der Kugel. Sucht man zwei Parallelen zu construiren, d, h.
Linien, die .eine dritte unter gléichen Winkeln z. B. recht-
wmkllg schneiden, so- entsprechen denselben etwa zwei Meri-
diane, die den Aequator rechtwinklig schneiden. Und wie
sich die Meridiane im Pol treffen, so treffen sich die Par-

. : T .
allelen im gekriimmten Raum in der Distanz P £K. Nun wird

.man sagen, dass sich in der Ebene des gekrummten Raumes
zwel Gerade stets zweimal schneiden miissen, wie zwel grosste

Vierteijahrsachr. d. Astronom, Gesellschaft. 38, 23
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Kreise auf der Kugel; diese Auffassung fithrt in ‘der That
zum Begriff des sphirischen Raumes. Ls ist .aber ebenso
wohl méglich, dass sich zwei gerade Linien nur einmal schnei-
den, und das ist die Voraussetzung, die fiir den ,elliptischen®
Raum czutrifit. Die Abbildung einer Ebene des gekriimmten
Raumes auf einer gewdhnlichen Kugel kann nidmlich in der
Weise erfolgen, dass jedem Punkt der Ebene nicht ein Ra-
dius, sondern ein Durchmesser und damit zwei diametrale
Punkte der Kugel zugeordnet werden., Wenn sich dann die
grossten Kreise, die durch einen Punkt der Kugel gehen,
im gegeniiberliegenden schneiden, so entspricht in der Ebene
des gekriimmten Raumes der Ausgangspunkt und der diame-
trale Punkt einem einzigen Punkt, und in diesem einzigen Punkt
schneiden sich die entsprechenden Linien. Zugleich folgt,
dass man auf einem Wege von der Linge = B (nicht z n R)
zum Ausgangspunkt zurlickkommt, und dass die grésstmog-
liche Distanz zwischen zwei Punkten gleich einem Quadranten
7;_‘.13 ist. Dieser elliptische Raum, der einfachste der
Raume mit sphérischer Trigonometrie, soll uns im Folgenden
beschiftigen., (Nur weil der Ausdruck bekannter und be-
ziehungsreicher ist, wurde oben zur vorliufigen Andeutung
vom sphédrischen Raum, statt vom elliptischen gesprochen.)
Zunichst ist indessen noch eine andere sehr einfache
Verallgemeinerung der euklidischen Geometrie zu erwihnen.
Ersetzt man in (@) und () & durch die rein imaginire Grosse
7 R, so erhilt man: '
. R JR, ¢
(a”) sin ¢:sin §:sin y = Sin —: Sin = Sin

£ £ R

(&) Cos%m Cos;-Cos—;;———Sin—l%-Sin%cosy,

wobei durch die grossen Anfangsbuchstaben die hyperboli-
schen Functionen bezeichnet werden sollen, Auch diese
Gleichungen gehen fiir wachsendes & in die FFormeln der
ebenen Trigonometrie {iber, und wieder giebt es eine ganze
Reihe von Raumformen, in welchen die durch (e’) nnd (4')
ausgedriickte Trigonometrie gilt. Die einfachste und be-
kannteste dieser Raumformen ist der sog. ,pseudo-
sphiarische* oder ,hyperbolische” Raum, Derselbe
ist unendlich, es giebt in ihm durch jeden Punkt ein ganzes
Biischel von Linien, welche eine gegebene Linie nicht schnei-
den, die Geometrie in einer seiner Ebenen ist analog zur
Geometrie auf der sog. Pseudosphére, einer Fliche constanter
negativer Kriimmung.
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Fiir die beiden Fille des elliptischen und des hyper-
bolischen Raumes wollen wir jetzt die Aufgabe der Paralil-
axenbestimmung behandeln. Jede Parallaxenbestimmung
kommt darauf hmaus dass der Winkel an der Erde AWISChen
den Richtungen nach zwei Sternen gemessen wird zu zwei
um ein halbes Jahr verschiedenen Zeiten. Zur Vereinfachung
werde angenommen, dass der eine der beiden Sterne S ge-
nau in der Rlchtung des betreffenden Erdbahndurchmessets,
der andere Stern .5, angenihert senkrecht dazu stehe. Smd
L, und Z, die Stellungen der Erde zu den beiden Zeiten, so
dass Ly /Z, = r den Erdbahndurchmesser bedeutet, so liefert
die Beobachtung die beiden Winkel S; 2.8, = ¢ und S, Z,S,=p

‘ " o—p0 o
und die Grosse pm—wzm Ist dasjenige, was man ge-

wohnlich als Parallaxe des Sterns S, bezeichnet, Die Auf-
gabe ist dann die, aus den drei Stiicken «, 8, 2+ die
Distanzen £,S8; = ¢ und L.S, ==& des Sterns S, von der je-
weiligen Erdstellung zu berechnen und zwar einmal unter Zu-
grundelegung der sphéirischen, das andere Mal der pseudo-
sphitrischen Trigonometrie. In Ricksicht darauf, dass die
Richtung nach S, ungefihr senkrecht zu Z,Z.S; stehen soll,
darf man a == b = 4 setzen, wo 4 kurz als Entfernung des
Sterns bezeichnet werden kann, und wenn man ferner be-
achtet, dass die Parallaxe p stets ein sehr kleiner Winkel ist
- und der Krimmungsradius des Raumes zweifellos als gross

gegen den Erdbahndurchmesser vorausgesetzt werden muss,
so erhalt man leicht als Formeln fiir die Distanzberechnung

im Falle des elliptischen Raumes:

cot d K 2 ode s d 7 )
g — = — oder m === c
R ]/[)2.[62-{'!
im Falle des hyperbohschen Raumes:
d R d r ‘
Cotg — == —+p oder Sm /
g R 7 s szﬁz__rz ¢ )

Auf Grund der letzten dieser Formeln ldsst sich der
hyperbolische Raum sehr leicht erledigen. Man bemerkt,
dass fiir jede reelle Distanz ¢ die Ungleichung p R > » gelten

c " /
muss, Demnach giebt es hier eine Minimalparallaxe p=

die jeder noch so weit entfernte Stern zeigen miisste. Da es
aber gewiss ist, dass viele Sterne keine Parallaxe von ol0s
haben, so muss der Werth dieser Minimalparallaxe unter 0”03
liegen, und es folgt daraus als untere Grenze fiir den Kriim-

mungsradius des hyperbolischen Raumes:
®

23
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R> a1 0703 oder R > 4 ooooco Erdbahnradien.

Hiermach ist die Krummung des hyperbolischen Raumes
jedenfalls so gering, dass sie fiir alle Messungen im Planeten-
system unmerklich bleibt, und da der hyperbolische Raum
ebenso unendlich ist, wie der euklidische, wiirden in ihm auch
keine ungewohnten Erscheinungen beim Anblick des Fixstern-
systems zu beobachten sein.

Der Betrachtung des elliptischen Raumes mochte ich
eine allgemeinere Bemerkung vorausschicken, Wie vor kurzem
von Prof, Seeliger gezeigt worden ist, besteht die verniinf-
tigste Ansicht, die man sich nach dem gegenwirtig vor-
handenen Beobachtungsmaterial von der Anordnung des
Sternsystems bilden kann, darin, alle sichtbaren Sterne, deren
Zahl auf nicht tiber 40 Millionen zu schitzen ist, innerhalb
eines Raumes von einigen hundert Millionen Erdbahnradien
Durchmesser enthalten zu denken, um den herumm dann eine
weite relative Leere folgt, Wenn schon diese Ansicht etwas
Beruhigendes hat, indem sie uns mit der vollstindigen Er-
forschung dieses begrenzten Sternsystems einen gewissen Ab-
schnitt in der Entwickelung unserer Welterkenntniss in Aussicht
stellt, so wiirde eine.solche beruhigende, die Vernunft sitti-
gende Wirkung in noch héherem Maasse eintreten, wenn wir
uns den Raum selbst als in sich geschlossen, an und fiir
sich endlich und ganz oder nahezu von diesem Sternsystem
ausgefiillt denken diirften. Denn wire dies der Fall, so
milsste eine Zeit kommen, wo der Raum durchforscht wire,
wie jetzt die Erdoberfliche, wo die makroskopische ]i‘orschumcr
aufhérte und nur die mlkroskoplsche fortzusetzen wire, Auf
dieser allerdings etwas weit gehenden Perspective scheint
mir ein wesentliches Stiick des Interesses zu beruhen, das der
Hypothese des elliptischen Raumes innewohnt.

Prifen wir jetzt die Parallaxenbestimmung im
elliptischen Raum. Aus der obigen Formel:

R

r

t 4

cotg 5 = < 7

erhilt man fiir jede gemessene Parallaxe p eine bestimmte
reelle, an und fiir sich nicht unmdgliche Sterndistanz 4,
welchen Werth man auch dem Kriimmungsradius &
zuschreiben mag. Wir erkennen es daraus sofort als
einen Irrthum, zu glanben, dass durch das blosse Ergebniss
der Parallaxenmessung an Fixsternen eine Grenze fiir R ge-
funden werden konne. Nach diesen Messungen konnte der
Raum so stark gekriimmt sein, dass man schon nach Durch-
laufung einer Strecke von -— sagen wir — 1000 mal der
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Distanz Hrde-Sonne, welche das Licht in wenigen Tagen zu-
riicklegt, zum Ausgangspunkt zurdckkime. XEs sind nicht
rein metrische, sondern erst physikalische Grinde, die zur
Annahme eines grosseren Krimmungsradius veranlassen,

Ein gar zu kleiner Kriimmungsradius wiirde freilich zu
metrischen Unstimmigkeiten im Planetensystem selbst fithren.
Da wir ohnehin alsbald eine héhere Grenze finden werden,
gentige hier die Angabe, dass bei einem Kriimmungsradius
von 30000 Erdbahnradien selbst fiir Dreiecke, die sich bis
zur Neptunsbahn erstrecken, der FEinfluss der Raumkrim-
mung unmerklich wéire, Dieser Kr{iimmungsradius entspricht
einer Strecke, welche noch nicht den 10. Theil der Distanz
bildet, die man gewdhnlich den nichsten Fixsternen szu-
schreibt.

Nehmen wir einmal & zu 30000 Erdbahnradien an und
berechnen nach (¢) die fiir verschiedene Parallaxen folgenden
Sterndistanzen, so erhalten wir:

R -
fir p = 1”0 d = 0.908 _\.2_7: = 42800 Erdbahnradien.
o1 0.991 R;-E- = 46700 5

R
0.0 1.000 —— = 47100 "

Dieses Resultat erweist sich sofort als ziemlich absurd. Es
mag 100 Sterne mit einer Parallaxe p > 0”1 geben, Diese
100 Sterne miissten ber Distanzen bis zu 46700 Erdbahn-
radien zerstreut sein, wihrend fiir die dbrigen Millionen
Sterne nur der Rest von 400 Erdbahnradien zur Vertiigung
stinde, Es wiirde die Sonne also in einem Raum von ganz
ausnahmsweise geringer Sterndichtigkeitstehen, wihrend iiberall
in einer bestimmten Entfernung von ibr eine ausserordentliche
Sternfille herrschen miisste. Um das Maass der Verdichtung
zu verdeutlichen, habe ich noch das Volumen des Raumes
von 46700 Erdbahnradien und das Volumen des verbleiben-
den Restes des ganzen Raumes berechnet und unter der
Annahme, dass es im ganzen rund 1oo Millionen Sterne
giebt, den mittleren Abstand zweier Sterne abgeleitet. Hs
fand sich fiir die verhéltnissmissig leere Umgebung der Sonne
der zulissige mittlere Sternabstand von 15000 Erdbahnradien,
withrend fiir den dicht erfiillten Rest des Raumes sich der-
selbe zu nur 40 Erdbahnradien ergab. Es ist ganz ausge-
schlossen, dass die Sterne so dicht stinden, ohne dass sich
jhre gegenseitigen physikalischen Einwirkungen verrathen
hitten, und daraus folgt, dass ein Kriimmungsradius von
30000 Erdbahnradien unbedingt zu klein ist.
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Es ist klar, dass man durch Vergrésserung von A diesen
Schwitrigkeiten aus dem Wege gehen kann, well sie ja fir
R = o, nach der gewdhnlichen Anschauung, nicht auftreten,
und es genigt schon, A& soweit zu vergrossern, dass die
angenommenen 100 Millionen Sterne mit Parallaxen unter o1
einen I Million mal grosseren Raum zur Verfiigung haben, als
die 100 Sterne mit Parallaxen iber o”:i. Eine einfache
Rechnung lehrt, dass dies der Fall ist tir: |

R = 160 Millionen Erdbahnradien

Bei einem derartigen Kriimmungsradius wiirde der ,,Weg um
die Welt  R' vom Licht etwa in 8oco Jahren zuriickgelegt
werden. Der zugehonge elliptische Raum wire noch immer
nicht so gross, wie die Dimensionen, die man dem Stern-
system bisher gewdhnlich zuschrieb, er entspriche etwa der
Ausdehnung, die Secliger fiir das endliche Fixsternsystem in
Anspruch nimmt. Awuch kénnte man A& noch auf die Hilfte
oder ein Drittel verkleinern, ohne eine anormale Sternleere
in der Umgebung der Sonne und eine libermissige Fille in
grosserer Entfernung von ihr zu erhalten.

Wir kommen demnach zum Schluss, dass sich kein
Widerspruch gegen eine Erfahrungsthatsache ergiebt, sobald
man etwa R == 100 Millionen Erdbahnradien annimmt. Fiir
ein R dieser Grossenordnung wire der ganze endliche Raum
durch die uns sichtbaren Stermmassen einigermaassen gleich«
‘mitssig erfitllt zu denken.

Nur ein Punkt ist dabei noch besonders zu beriicksich-
tigen. Jeder Lichtstrahl kehrt im elliptischen Raum, nach-
dem er ihn ganz umlaufen, zum Ausgangsort zuriick, Die
Lichtstrahlen, die von der uns abgewandten Seite der Sonne
in den Raum hinausgehen, treffen auf ihrem Riickweg nach
Umkreisung des ganzen Raumes zum Theil die Erde, und
miissen fiir uns ein der wirklichen Sonne genau gegeniiber-
stehendes Gegenbild derselben erzeugen, welches an und fiir
sich auch an Helligkeit der wirklichen Sonne nicht nach-
stiinde, da sich die Strahlen beim Zuriicklanfen zum Aus-
gangsort wieder ebenso condensiren, als ob sie direct aut
dem kirzesten Weg von der Lichtquelle herkimen. Da
thatsichlich kein derartiges Gegenbild der Sonne vorhanden
ist, so ist man zu der Voraussetzung gezwungen, dass das
Licht bei einem Umlauf um den Raum eine hinreichend
starke Absorption erfihrt, um das Gegenbild zu vernichten,
und- hierzu ist numerisch eine Absorption von gegen 40 Gréssen-
klassen erforderlich., Weitere Bedenken stehen der Annahme
einer derartigen, fiirirdische Distanzen betrachtet verschwindend
geringen Absorption nicht gegeniiber.

Zusammenfassend erhalten wir nun das Resultat: Man



345

darf, ohne mit Erfahrungsthatsachen in Wider-
sprm,h zu gerathen, die Welt enthalten denken
in einem hyperbolischen (pseudosphirischen)
Raum von eincm Krimmungsradius tiber 4000000
Erdbahnradien oder in einem endlichen, ellipti-
schen Raum von einem Krimmungsradius iiber
100000000 Erdbahnradien, wofern man noch in
letzterem Falle eine Absorption des Lichts von
40 Grossenklassen bei einem Umlauf um den Raum
annimimet,

Und hierbei wird es vorliufig bleiben miissen. Ich
sehe wenigstens nicht, wie mit Hiilfe der bisherigen For-
schungsmethoden ein principieller Fortschritt erzielt, also
bewiesen werden kdnnte, dass das Volumen des Raumes
gross gegen das Volumen des uns sichtbaren Sternsystems
wire, oder dass der Raum wirklich eine bestimmte positive
oder negative Kriimmung hitte, Indessen will ich Ueber-
legungen andeuten, die, wenn auch keineswegs zu einem
sicheren Entscheid, so doch zu einer Bevorzugung eines be-
stimmten Wertes R mnerhalb der oben gesteckten Grenzen
fithren konnten.

Man sucht bekanmhch itber die rdumliche Anordnung
der Fixsternc klar zu werden, indem man von mogllchbt
einfachen und verniinftigen Annahmen iiber ihre durchschnitt-
lichen Helligkeiten ausgeht, und sie dann derartig iiber die
verschiedenen Distanzen von der Sonne vertheilt, dass man
die richtigen, beobachteten Anzahlen fiir die Sterne jeder
Grossenklasse erhdlt.  Eine solche Untersuchung, deren
Hauptresultat schon oben erwihnt wurde, ist kirzlich von
Herrn Prof. Seeliger angestellt worden, und sie liesse sich in
ganz dhnlicher Weise auch fiir den pseudosphirischen oder
elliptischen Raum durchfilhren. Als ein einfaches Beispiel
habe ich mir berechnet, wie in diesen beiden Raumformen
die Sternanzahl von der Grdssenklasse abhidngt unter der
Voraussetzung, dass die Helligkeit aller Sterne gleich, und
ihre durchschnittliche Hiufigkeit in allen Theilen des Raumes
dieselbe sei, und habe gefunden, dass die Sternzahl mit der
Grossenklasse im pseudosphirischen Raum langsamer, im
elliptischen Raum rascher wichst, als unter denselben Vor-
aussetzungen im euklidischen Raum. In Wirklichkeit wichst
bekannthch die Sternzahl langsamer, als aus diesen einfachen
Hypothesen im euklidischen “Raum’ folgt, und man kénnte
versucht sein, daraus auf die Existenz des pseudosphérischen
Raumes zu schliessen. Nattrlich kommt aber diesem Bei-
spiel keine reale Bedeutung zu, weil die Vorausseizungen
gleicher Helligkeit und Hiaufigkeit der Sterne gewiss nicht er-
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fiillt sind. Indessen liesse sich, wic gesagt, die Theorie auf den-
selben allgemeinen Grundlagen, auf denen sie Herr Prof. Seeliger
fir den euklidischen Raum aufbaut, auch fiir den gekriimmten
Raum entwickeln, und die Vergleichung mit der Erfahrung
kénnte eventuell zeigen, dass sich das einfachste Bild fiir
die Vertheilung der Sterne unter Annahme eines Raumes von
einer bestimmten Kriimmung ergibe, Freilich steht kaum in
Aussicht, dass der Entscheid mit grosser Bestimmtheit fallen
wiirde, und so tritt uns schliesslich die bedauerliche Thatsache
entgegen, dass wenig Hoffnung ist, uns alsbald die Ueber-
zengung von der Endlichkeit des Raumes verschaffen zu
kdnnen, _

Nachtrag. Im Vorstehenden sind von all den Raum-
formen, in welchen ,freie Beweglichkeit starrer Korper't
stattfindet, nur die Stammtypen (nach Herrn F. Kleins
Ausdrucksweise) in Betracht gezogen worden. Zur vollstin-
digen Erledigung des Themas empfiehlt es sich, auch die
iibrigen Riéume dieser Eigenschaft mit der astronomischen
Erfahrung zu vergleichen. Ausschliessen mdéchte ich aber
dabei den ,sphirischen Raum‘* und tberhaupt die sogen,
,, Doppelrdume’, in welchen sich alles von einem Punkte aus-
gehende Licht noch in einem zweiten Punkte sammelt, da
man so complicirte Annahmen nicht ohne Néthigung ver-
folgen wird. Es bleiben dann die sogen. ,einfachen
Clifford-Klein’schen Raumformen* iibrig.

Eine ist besonders merkwiirdig von den Clifford-Klein-
schen Raumformen, indem sie auf die einfachste Weise zeigt,
dass mit der Giiltigkeit der euklidischen Geometrie keines-
wegs, wie das meistentheils angenommen wird, die Unend-
lichkeit des Raumes verbunden sein muss. Man denke sich
als das Resultat einer ungeheuer erweiterten astronomischen
Erfahrung, dass die ganze Welt ans unzihligen identischen
Wiederholungen unseres Milchstrassensystems bestehe, dass der
unendliche Raum in lauter Wiirfel gespalten werden konne,
deren jeder ein mit dem  unserigen absolut gleiches Milch-
strassensystem enthielte. Wiirden wir dann thatsdchlich bei
der Annahme unendlich vieler identischer Wiederholungen
desselben Weltganzen stehen bleiben? Um das als sehr ab-
surd zu erkennen, iiberlege man nur die Consequenzen dar-
aus, dass auch wir selbst, die beobachtenden Subjecte, in
uwnendlich vielen Wiederholungen vorhanden sein miissten.
Wir werden uns viel lieber der Anschauung zuwenden, dass
diese Wiederholungen nur scheinbare sind, dass in Wirklich-
keit der Raum so eigenthiimliche Znsammenhangsverhiltnisse
hat, dass wir, indem wir den betreffenden Wiirfel aufl einer
Seite verlassen, von selbst im Gradeausgehen durch die ge-
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geniiberliegende Seite wieder hereinkommen., Der Raum,
den wir hierbei supponiren, ist nichts Anderes, als die ein-
fachste der Clifford-Klein’schen Raumformen, ein endlicher
Raum mit euklidischer Geometrie, Man erkennt unmittelbar
die einzige Bedingung, welche die astronomische Erfahrung
diesem Clifford-Klein’schen Raum auferlegt: Da von (schein-
baren) Wiederholungen des Milchstrassensystems bisher noch
nichts bemerkt worden ist, so muss das Volumen des Raumes
grosser sein, als das Volumen, welches wir dem Milchstrassen-
system auf Grund euklidischer Anschauungen zuschreiben.

Die iibrigen einfachen Clifford-Klein’schen Raumformen
diirfen wir um so mehr in Kirze erledigen, als sie auch
mathematisch noch nicht vollstindig untersucht sind, Sie
entstehen simmtlich auf &#hnliche Weise durch scheinbare
identische Wiederholungen desselben Weltganzen, sei es nun
in einem euklidischen, elliptischen oder hyperbolischen Raum,
und die Erfahrung legt ihnen immer wieder die Bedingung
auf, dass ihr Volumen grosser sein muss, als das des sicht-
baren Sternsystems,

V.

Ueber die saecularen Stérungen der kleinen Planeten.
Von C. V. L, Charlier.

In der Vorherrschaft der Hansen’schen Theorie bei der
Berechnung der Stérungen der kleinen Planeten in den letzten
50 Jahren ist die Erklirung zu suchen, warum die systema-
tische Behandlung der saecularen Stérungen dieser Korper
wenig vorgeschritten ist. Es giebt in der That, soviel ich
weiss, iiber dieses Thema nur eine Abhandlung von New-
comb aus dem Jahre 1860, und zu jener Zeit waren nur
40 von den Asteroiden entdeckt.

In der letzten Zeit habe ich einige Untersuchungen iber
die saecularen Stdrungen der kleinen Planeten angestellt, da-
bei von einigen jungen Astronomen in Lund kriftiz unter-
stitzt, und ich wolite hier einen vorlidufigen Bericht {iber diese
Untersuchungen abgeben.

Die Bewegung der Bahnebenen der kleinen Planeten
habe ich iiberall auf die unverinderliche Ebene — wie
dieselbe durch die bekannten Untersuchungen von Stock-
well bestimmt wird — bezogen. Man erreicht hierdurch ge-
wisse Vortheile, die ich hier hervorheben will:

1) die Planetenclemente fiir verschiedene Zeiten werden
direct mit einander vergleichbar, '



