
Lokale elliptische Regularit�at in

Sobolev�R�aumen

Nadescha Gr�unberg

Diplomarbeit am Fachbereich Mathematik

der Johann Wolfgang Goethe�Universit�at

��� Februar ����



Inhaltsverzeichnis

Einleitung �

� Verallgemeinerte�Ableitungen �
��� Schwache Ableitungen � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� Sobolev�R�aume � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� Elliptische Lp�loc�	
� Regularit�at ��
��� Elliptizit�at und die Existenz einer C��Rnn�
 Parametrix � � ��
��� Faltungssatz und Anwendbarkeit auf die Parametrix � � � � � �

��
 Beweis des konstanten�Koe�zienten�Satzes � � � � � � � � � � ��

� Erweiterung des Regularit�atssatzes �	

�� Grundideen � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� Die Basisungleichung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 



�
 Ein Hilfssatz � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

�� Beweis des lokalen Regularit�atsatzes � � � � � � � � � � � � � � ��

A Faltungssatz 
�

B Literaturverzeichnis ��

�



Einleitung

Die vorliegende Arbeit besch�aftigt sich mit lokalen Regularit�atss�atzen in
Sobolev�R�aumen� Die Einleitung gliedert sich in drei Teile� Der erste Teil
beschreibt das Thema lokale Regularit�at� Der zweite Teil erkl�art die Bedeu�
tung elliptischer Operatoren im Zusammenhang mit lokaler Regularit�at� Die
Zielsetzung dieser Arbeit wird im dritten Teil vorgestellt�

lokale Regularit�at


Sei 	 eine o�ene Teilmenge von Rn� Bezeichnet Pk���D einen Di�erential�
operator der Ordnung k mit konstanten Koe�zienten und bezeichnet v eine
D��	
�Distribution� so wird durch

Pk���Du � v ����


eine partielle Di�erentialgleichung gegeben� Der L�osungsraum U ist dabei
als Menge aller Distributionen u de�niert� welche ����
 erf�ullen� Dabei ist es
nat�urlich nicht von vornherein klar� ob die vorgegebene Di�erentialgleichung
�uberhaupt eine L�osung besitzt� In vielen F�allen kann es sehr schwierig
werden zu einer gegebenen Distribution v� explizit eine L�osung u der
zugeh�origen Di�erentialgleichung anzugeben� Es kann daher schon hilfreich
sein herauszu�nden� welche abstrakten Eigenschaften �z�B Glattheit� schwa�
che Di�erenzierbarkeit
 eine Distribution u erf�ullen mu�� um als m�ogliche
L�osung der Di�erentialgleichung in Frage zu kommen� �Ublicherweise wird
man versuchen� direkt aus Eigenschaften der vorgegebenen Distribution v

auf entsprechende Eigenschaften der L�osung u zu schlie�en� L�age z�B die
Distribution v f�ur jede kompakte Teilmenge Y von 	 in dem Raum C��Y 
�
so sollte es m�oglich sein zu folgern� da� auch u in C��Y 
 liegt� Noch
st�arker w�are die M�oglichkeit zu zeigen� da� m�fache Di�erenzierbarkeit der
Distribution v in Y bereits um k erh�ohte Di�erenzierbarkeit der L�osung u

in Y liefert�
Sei s � N�� Jeder Di�erentialoperator der Ordnung k mit konstanten
Koe�zienten bildet den Sobolevraum Wp�s�k�	
 stetig in den Sobolevraum
Wp�s�	
 ab� W�ahlt man eine Distribution v � Wloc

p�s�	
 und betrachtet

�



die durch ����
 gegebene Di�erentialgleichung� so stellt sich erneut die
Frage nach m�oglicher lokaler Regularit�at der L�osung u� ��
� Folgt aus
v �Wloc

p�s�	
� da� die Distribution u bereits in dem Raum Wloc
p�s�k�	
 liegt�

Nicht jeder Di�erentialoperator wird solche Schlu�folgerungen zulas�
sen� Es zeigt sich� da� gerade elliptische Di�erentialoperatoren mit
konstanten Koe�zienten geeignet sind� um solche lokalen Regularit�atsaussa�
gen zu untersuchen� Dies soll anhand der letzten Fragestellung ��
 erl�autert
werden�

Elliptizit�at

Jeder elliptische Di�erentialoperator mit konstanten Koe�zienten besitzt ei�
ne Parametrix� Die Parametrix E ist eine zum Di�erentialoperator Pk���D

geh�orende D��Rn
�Distribution� welche folgende Gleichung erf�ullt�

E �Pk���Du � � � �

Dabei ist � eine Distribution� die durch eineC��Funktion repr�asentiert wird�
Mittels dieser Parametrix l�a�t sich eine L�osung u der Di�erentialgleichung
Pk���Du � v lokal �d�h� auf jeder kompakten Teilmenge Y von 	
 durch

u � E � �YPk���Du� � � �Y u ����


darstellen� Weiter gilt f�ur jeden Multiindex ��

��u � ��E � �YPk���Du� ��� � �Y u ���



�Y bezeichnet eine beliebige D�	
�Funktion� welche auf der kompakten
Menge Y identisch � ist� Dabei zeigt sich� da� die Distribution ��� � �Y u
stets durch eine C��Rn
�Funktion repr�asentiert wird�
Es ist m�oglich� zu jedem elliptischen Di�erentialoperator mit konstanten
Koe�zienten eine Parametrix zu konstruieren� die durch eine C��Rnn�
�
Funktion erzeugt wird� und deren Ableitungen einer wichtigen Ungleichung
gen�ugen� Die Existenz einer solchen Parametrix wird in �H�o� Kapitel ����
gezeigt� In dieser Arbeit �ndet man Satz und Beweis in Kapitel ����
Nach �H�o� Kapitel ���� erf�ullen die Ableitungen der Ordnung k dieser
speziellen C��Parametrix� die Voraussetzungen eines wichtigen Faltungs�
satzes �siehe Kapitel ���
� Der Faltungssatz sagt� da� unter bestimmten
Voraussetzungen �siehe ���
 die Faltung einer temperierten Distribution K

� hier� gegeben durch ��E� mit j�j � k 
 mit einer Distribution u � Lp � E �

in Lp liegt� Setzt man nun also Pk���Du � Wloc
p�s�	
 voraus und wendet die

Darstellung ���

 auf die Distribution �����u
� �j�j � k�j�j � s
 an� so liegen






daher alle Ableitungen der Ordnung k der Distribution ���u
��j�j � s

in Lp�Y 
� Dies gilt auch f�ur alle Ableitungen niedriger Ordnung und gilt
f�ur jede kompakte Teilmenge Y von 	� Daraus wird die die G�ultigkeit
der Regularit�atsaussage ��
 im Fall elliptischer Di�erentialoperatoren mit
konstanten Koe�zienten geschlossen� Diese Aussage wird in �H�o� Kapitel
���� als Satz formuliert� Er ist Grundlage der vorliegenden Arbeit �siehe
Kapitel ��

�
Satz ��
�� Sei 	 eine o�ene und beschr�ankte Teilmenge von Rn� Weiter sei
p� ��	�
�s � N� und es sei mit Pk���D ein elliptischer Di�erentialoperator
der Ordnung k mit konstanten Koe	zienten bezeichnet� Liegt u � D��	

und liegt Pk���Du in dem Raum Wloc

p�s�	
� so folgt sofort� da� u bereits in dem
Raum Wloc

p�s�k�	
 liegt�

Das Ziel dieser Arbeit

Betrachtet man elliptische Di�erentialoperatoren deren Koe�zienten durch
beliebige Funktionen a��x
 � 	 �	 Rn dargestellt werden� so stellt sich die
Frage f�ur welche a��x
 die Regularit�atsaussage von Satz ��
�� erhalten bleibt�
In �Fo� Kapitel �� wird gezeigt� da� jeder elliptische Di�erentialoperator der
Ordnung k� dessen Koe�zienten a��x
 s�amtlich in C��	
 liegen� im spezi�
ellen Fall p � � die Regularit�atsaussage des Satzes ��
�� erf�ullt� Man h�atte
nun auch gerne f�ur den Fall p 
� �� p � ��	�
 eine Erweiterung des loka�
len Regularit�atssatzes auf elliptische Di�erentialoperatoren der Ordnung k�
deren Koe�zienten in C��	
 liegen� Das Ziel dieser Arbeit ist es� einen
analogen lokalen Regularit�atssatz f�ur elliptische Di�erentialoperatoren mit
C��Koe�zienten f�ur alle p aus ��	�
 aufzustellen und zu beweisen� Dies
gelingt jedoch nur bedingt� Es zeigt sich� da� f�ur jedes p aus ��	�
 wenig�
stens unter der zus�atzlichen Annahme� da� u bereits in dem Raum Wloc

p�k�	


startet� aus Pk�x�Du �Wloc
p�s�	
 wieder u �W

loc
p�s�k�	
 gefolgert werden kann�

Diese Aussage wird in Kapitel 
�� gezeigt� Der Beweis dieses lokalen Re�
gularit�atssatzes orientiert sich im wesentlichen am Beweis des lokalen Re�
gularit�atssatzes aus �Fo� f�ur den Fall p � �� �siehe Kapitel 
��
� Zus�atzlich
wird auch der Faltungssatz verwendet� Der lokale Regularit�atssatz f�ur ellip�
tische Di�erentialoperatoren mit C��	
�Koe�zienten und p � ��	�
 wird
durch eine vollst�andige Induktion bewiesen� Der Beweis �ndet sich in Ka�
pitel 
�
� Die Induktionsverankerung erfolgt dabei durch die Startvorgabe�
u �Wloc

p�k�	
� Der Induktionsschritt wird mit Hilfe eines Satzes aus Kapitel

�
 durchgef�uhrt�
Satz 
�
��
 Sei Pk���D ein elliptischer Di�erentialoperator der Ordnung k

�



mit Cs�j�k��
b �	
 Koe	zienten und sei p � ��	�
 sowie j	 s � N� mit j � k�

Liegt u in Wloc
p�s�j�	
 und gilt Pk���Du �Wloc

p�s�j�k���	
 so folgt� da� u bereits

in Wloc
p�s�j���	
 liegen mu��

In den Beweis dieses Hilfsatzes 
�
�� �ie�en im wesentlichen zwei weiter
Hilfss�atze �
���� und 
�
��
 ein� Satz 
�
�� beschreibt� wann genau eine Dis�
tribution u aus Lp�R

n
 auch schon in Wp���Rn
 liegt�
Satz 
�
��
 Der RaumWp���Rn
 stimmt mit der Menge derjenigen Lp�Rn
 

Funktionen �ubereinstimmt� deren Di�erenzenquotient �h
���u�x�hej
�u�x


f�ur kleine h h
unabh�angig in der Lp
Norm abgesch�atzt werden kann�
Satz 
���� beschreibt eine wichtige Ungleichung� Diese wird als Basisunglei�
chung bezeichnet�
Satz 
���� Sei 	 eine beschr�ankte und o�ene Teilmenge von Rn� Sei Pk�x�D

ein auf 	 elliptischer Di�erentialoperator mit Cs
b�	

Koe	zienten� Weiter

sei s � N�� Dann gibt es eine Konstante C mit welcher f�ur jedes u aus
Wp�s�k�	
 welches kompakten Tr�ager in der Menge 	 besitzt� folgt�

kukp�s�k�� � C�kPk��Dukp�s�� � kukp�s�k��


Diese Basisungleichung wird in Kapitel 
�� bewiesen� In den Beweis dieser
Basisungleichung �ie�t wieder der bereits erw�ahnte Faltungssatz ein�

An dieser Stelle m�ochte ich Herrn Prof� Dr� J� Weidmann f�ur die freundli�
che Aufnahme in die Arbeitsgruppe ��� danken� Weiter bedanke ich mich
bei Herrn Priv�Doz�Dr� Peter Stollmann f�ur die sehr gute Betreuung der Di�
plomarbeit� Abschlie�end m�ochte ich mich noch bei Ralf f�ur die tatkr�aftige
Unterst�utzung bedanken�
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Kapitel �

Verallgemeinerte�Ableitungen

��� Schwache Ableitungen

Im ersten Abschnitt werden einige bekannte De�nitionen und S�atze�
bez�uglich des Begri�s der schwachen Ableitung wiederholt� die in den
n�achsten Abschnitten ben�otigt werden� Im allgemeinen werden S�atze und Zu�
sammenh�ange aus der Distributionentheorie als bekannt vorausgesetzt� S�atze
und De�nitionen �ndet man z�b in �H�o�	 �So��	 �Ma��	 �Ru���

Mit 	 sei im folgenden stets eine o�ene Teilmenge des Rn bezeichnet� Ist f
eine L��loc�	
� Funktion� so wird durch

�f�

� �

Z
�

f��

��
d�

eine lineare Abbildung auf der Menge D�	
 gegeben� Durch diese Abbildung
�f ist eine Distribution de�niert� Zu einer Distribution v kann es h�ochstens
eine Funktion f aus L��	
 geben� so da� v mit der Distribution �f �uber�
einstimmt� Statt mit �f wird die durch f repr�asentierte Distribution in der
Regel nur mit f bezeichnet� Ist v aus D��	
� dann �ndet man f�ur jede kom�
pakte Teilmenge K � 	 eine Konstante CK und eine Nat�urliche Zahl k� so
da� f�ur jede Testfunktion 
 aus D�	
 deren Tr�ager in K liegt und f�ur alle
Multiindizies � die folgene Absch�atzung gilt�

��u���
�x

�� � CK

X
j�j�k

k�����

k� � CK

X
j�j�k�j�j

k��
k�

Daher wird durch u�

 �� hv	 ��
i eine Distribution de�niert� Diese Distri�
bution u wird als ��te Ableitung ��v der Distribution v bezeichnet� Ist v aus

�



L��loc�	
� und gibt es ein g aus L��loc�	
� so da� f�ur jede Testfunktion 
�x


�g�

 � ���
j�j�f�
��



folgt� dann hei�t g die ��te schwache Ableitung� von f � Ein f aus L��loc�	

besitzt h�ochstens eine ��te schwache Ableitung� Eine Funktion f aus Ck�	
�
besitzt jede schwache Ableitung deren Ordnung kleinergleich k ist� Die schwa�
che Ableitung der Funktion f nach dem Multiindex � stimmt fast �uberall
auf 	 mit der klassischen Ableitung nach � �uberein� Ist das f aus Ck

b �	
 so
gilt daher f�ur jedes � mit j�j � k�

k��schw�fk��� � k��klass�fk���

Im folgenden wird mit ��u immer die Distributionenableitung bzw die schwa�
che Ableitung von u bezeichnet� Manchmal wird auch anstatt ��� der Aus�
druck D� �� ��i
j�j�� benutzt� F�ur den Umgang mit schwachen Ableitungen
sind die folgenden Bemerkungen n�utzlich�
Bemerkungen

�a
 Hat man zwei Funktionen f und g� welche auf der Menge 	 stetig sind
und durch �ej�f��g miteinander in Beziehung stehen� so folgt nach dem
Lemma von du Bois
Reymond� da� f nach j sogar stetig partiell di�eren

zierbar ist� und �ejf � g ist�
�b
 Existieren f�ur eine Funktion f alle schwachen Ableitungen der Ordnung
kleiner gleich K� so kann f�ur alle Multiindizies �i� welche j�� � ��� �mj � k

erf�ullen� die Reihenfolge der Di�erentationen nach den �i� beliebig vertauscht
werden� Die schwache Ableitung ���������mu

��
 wird daher durch ��������mu
gegeben�
Sei f eine Funktion� f�ur die alle schwachen Ableitungen der Ordnung k exi�
stieren� Es stellt sich die Frage� ob die Existenz aller schwachen Ableitungen
der Ordnung k� die Existenz der schwachen Ableitungen der Ordnung kleiner
k impliziert� In der Regel ist dies nicht der Fall� Es gilt jedoch der folgende
Satz� den man in �H��o� Kapitel � �ndet�

Satz
 ������ Sei p eine beliebige Zahl mit � 
 p 
 � und k eine beliebige
nat�urliche
Zahl� Liegt f�ur ein u aus D��	
 jede Ableitung der Ordnung k

in Lp�loc�	
� dann exestieren auch alle schwachen Ableitungen niedrigerer
Ordnung und diese liegen wieder in Lp�loc�	
�

Ist q 
� � und q � p� so liegt eine schwache Ableitung ��u der Ordnung
kleiner k sogar in Lq�loc�	
� wenn die folgende Ungleichung erf�ullt ist�

�

p
�

�

q
�

�k � j�j


n
����


�



��� Sobolev�R�aume

In diesem Abschnitt werden Sobolev�R�aume mit der Bezeichnung Wp�s�	

eingef�uhrt� und deren Struktureigenschaften vorgestellt� z�B� Vollst�andigkeit�
s ist dabei eine nat�urliche Zahl� und p liegt in ��	��� Diese R�aume beste�
hen aus allen Funktionen� deren schwache Ableitungen bis einschlie�lich der
Ordnung s existieren und in Lp�	
 liegen� Auf Wp�s�k�	
 wird eine Norm
de�niert� welche den Raum zu einen Banachraum macht� Es wird gezeigt�
da� f�ur den spezial Fall p � � und s aus N� die sogenannten Hs�R�aume
mit denWp�s�Rn
�R�aumen �ubereinstimmen� Schlie�lich werden dieWloc

p�s�	
�
R�aume eingef�uhrt� Die in diesem Abschnitt verwendeten De�nitionen und
S�atze stammen haupts�achlich aus �Ad� � �Foll� � �M�V o� sowie �Ma�

De�nition
 ������ Ist 	 eine Teilmenge des Rn und s eine Zahl aus N��
so wird f�ur jedes p aus ��	�� durch

Wp�s�	
� � fu � D��	
 j ��u � Lp�	
 f�ur alle j�j � sg

ein linearer Raum de�niert� F�ur p aus ��	�
 wird durch

k 
 kp�s�� �� f
X
j�j�s

Z
�

j���

jp d�g
�
p

eine Norm auf Wp�s�	
 de�niert� F�ur p �� wird durch

k 
 k��s�� �� max
��j�j�s

k�� 
 k���

eine Norm auf W��s�	
 gegeben� Die so de�nierten normierten R�aume hei

�en p
Sobolev R�aume der Ordnung s�

Es ist klar� da� k 
 kp�s�� die Normeigenschaften erf�ullt� da Wp�s�	
 mit
einer Teilmenge der direkten Summe

L
j�j�s

Lp�	
 identi�ziert werden kann� Es

ist klar� da� f�ur ein festes p die folgenden Inklusionen erf�ullt sind�

Lp�	
 � Wp���	
 �Wp���	
 � � � �Wp�m�	
 �Wp�m���	
 ����


Eigenschaften wie Separabilit�at� Vollst�andigkeit� sowie Re�exivit�at �ubertra�
gen sich von Lp�	
 auf Wp�s�	
� Es wird gezeigt� da� der Raum Wp�s�	

f�ur � � p � � ein Banach�Raum ist� f�ur � � p 
 � seperabel ist und f�ur
� 
 p 
� re�exiv ist�
Wp�s�	
 kann mittels der injektive Abbildung

I�Wp�s�	
 �	
M
j�j�s

Lp�	
��� u ��	 ���u
j�j�s

�



als linearer Teilraum von
L

j�j�s Lp�	
� aufgefasst werden� Versehen mit

k
	
L
kp�s�� �

��
�
f
P

j�j�s

R
�

��
�����p d�g �
p falls � � p 
� 	

max
��j�j�s

k 
��� k� falls p ���
wird die direk�

te Summe der Lp�	
 zu einem Banach�Raum � Diese Norm erzeugt gerade
die Topologie der direkten Summe� Die direkte Summe von Banach�R�aumen
ist bekanntlich wieder ein Banach�Raum� F�ur die entsprechenden p bleibt
unter der direkten Summe auch die Re
exivit�at � sowie die Seperabilit�at
des Raumes erhalten� Die oben de�nierte lineare Abbildung I ist injekiv�
Sie ist Norm erhaltend und damit auch stetig� sie ist jedoch nicht surjek�
tiv� Daher ist I�Wp�s�	

 ein echter Teilraum von

L
j�j�s Lp�	
 �und es gilt�

da� Wp�s�	
 � I�Wp�s��	

 ist� Wp�s�	
 ist genau dann ein Banach�Raum
wenn I�Wp�s�	

 einer ist� Der Raum I�Wp�s�	

 ist genau dann ein Banach�
Raum wenn er unter der Norm k
	

L
kp�s�� abgeschlossen ist� Um zu zeigen�

da� Wp�s�	
 ein Banachraum ist� wird jetzt die Abgeschlossenheit des Bildes
von I gezeigt� Sei un aus Wp�s�	
� Die Folge I�un
 konvergiert genau dann
gegen ein ��
j�j�s wenn f�ur jedes j�j � s die Komponente ��un in Lp�	

gegen ���� strebt� Nach Voraussetzung� folgen

lim
n���

kun � ����kp�s�� �	 � ���



lim
n���

k��un � ����kp�s�� �	 � ����


Die H�older�sche Ungleichung mit ���

 und mit der De�nition der schwachen
Ableitung liefert f�ur alle 
 aus D�	
�

limn �	� h��un	 
i� �
H�o 	 Def

���
�h����	 �
�
i� � ��������



Die H�oldersche Ungleichung mit ����
 liefert f�ur alle 
 aus D�	
�

limn �	� h��un	 
i� �
H�o
h����	 
i� � ������



Daher ist ������

 � ������

� und es folgt daraus ������ � ���� � Dies be�
deutet jedoch gerade ��
j�j�s � I���
� Damit ist gezeigt� da� Wp�s�	
 ein
Banachraum ist�
Da jede Teilmenge eines seperablen Banach� Raumes seperabel ist� ist
I�Wp�s�	

 seperabel wenn p in ��	�
 liegt� Da I ein Isomorphismus ist�
folgt die Seperabilit�at von Wp�s�	
 f�ur p � ��	�
�
Jeder abgeschlossene lineare Teilraum eines re�exiven Banach�Raumes ist
re�exiv �K�o��� Weil Wp�s�	
 � I�Wp�s�	

 ist� folgt daher Wp�s�	
� �
I�Wp�s�	

�� Es folgt weiter� Wp�s�	
�� � I�Wp�s�	

��� F�ur p aus ��	�

folgt wegen der Re�exivit�at von I�Wp�s�	

 die Re�exivit�at von Wp�s�	
�

�



�

Lemma
 ������ Sei L ein partieller Di�erentialoperator mit konstanten
Koe	zienten gegeben durch L� �

P
j�j�s

C�D
�� Dann bildet L den Raum

Wp�s�k�	
 stetig in den Raum Wp�s�	
 ab�

Beweis
 F�ur jedes u aus Wp�s�	
 folgt mit der Konstanten G �� max
j�j�k

C� und

der Konstanten C � �G
kP
i
o

ni
 die folgende Absch�atzung�

kLukpp�s�� � G
X
j�j�k

k��ukpp�s�� � G
X
j�j�k

X
j�j�s

k����ukpp�� � C
X

j�j�s�k

k��ukpp��

�

Umweitere Eigenschaften vonWp�s�	
�R�aumen z�B Einbettungss�atze bewei�
sen zu k�onnen� ist es sicherlich sinnvoll� nach eventueller Approximierbarkeit
der R�aume durch m�oglichst glatte Funktionen zu fragen� F�ur ein Wp�s�	

nimmt die spezielle Struktur der Menge Ein�uss auf die Approximierbarkeit�
In �Ad�� sowie in �Ma� �ndet man die folgenden S�atze�

Satz
 ������ �a� �Meyers� Serrin� Sei 	 Teilmenge von Rn und � � p 


� dann gilt�

Wp�s�	

T
C��	


k�kp�s��
� Wp�s�	


�b� Ist 	 beschr�ankt� sternf�ormig bzgl eines Punktes� so gilt bereits�

C��	

k�kp�s��

�Wp�s�	


Bemerkungen


�A� Auf Teil �b
 wird sp�ater im Beweis von Lemma 
���
 zur�uckgegri�en�

�B� F�ur 
�x
� u�x
 aus Cs�	
 gilt die mehrdimensionale Produktregel f�ur
die Di�erentation� die sogeannte Leibnizregel�

D��
u
 �
X
���

�D���

�D�u
 ����


Mittels einer Approximation zeigt man f�ur das Produkt �
u
 mit 
 �
Ck�	
 und u �Wp�k�	
� da� alle schwachen Ableitungen der Ordnung
kleiner gleich k existieren� f�ur diese Ableitungen ���
u
 gilt wie im
klassischen Fall die Leibnizregel ����
� Lemma ����� wird zeigen� da�
dieses Produkt 
u wieder in Wp�k�	
 liegt�

��



�C� F�ur eine Funktion 
 aus C��	
 und eine Distribution u aus D��	

wird durch 
u��
� � hu	 �
i f�ur alle Testfunktionen � aus D�	
 ei�
ne Distribution 
u de�niert� In �Ru� Kapitel � wird gezeigt� da� alle
Distributionen Ableitungen des Produktes 
u wieder durch die Leib�
nizregel gegeben werden� Einen Beweis �ndet man zum Beispiel in �Ru�
im Kapitel �

Ohne Beweise sollen einige Eigenschaften der W��s�Rn
� bzw der Hs�R�aume
aufgez�ahlt� um sp�ater auf die Unterschiede im lokalen Regularit�atssatz f�ur
elliptische Di�erentialoperatoren mit C��	
 �Koe�zienten im Fall p � �
und im Fall p 
� �� p � ��	�
 hinzuweisen� De�nitionen und S�atze �ndet
man unter anderem in �H�o� �Fol� �Ma�V� �Tr�

De�nition
 ����
� Sei p aus ��	�
 und s aus R� dann werden durch
Hp

s � fu � S��F������ jxj�

s
�Fu� � Lp�Rn
g lineare R�aume gegeben � Durch

kukHp
s
� � kF����� � jxj�


s
�Fu�kp werden auf diesen R�aumen Normen de


�niert� Diese normierten
 R�aume werden als Bessel�Potential�R�aume

bezeichnet�

F�ur p � � und s aus R stimmt die Menge aller u aus Hp
s� mit der

Menge fu � S�� �� � jxj�

s
�  u � L��Rn
g �uberein� Durch k 
 kHs�Rn �

���
�nk�� � jxj�

s
�F 
 k��Rn wird eine zu k 
 kHp

s
�aquivalente Norm de��

niert� Die Fouriertransformation setzt sich n�amlich als unit�arer Operator von
L� � L� auf ganz L� fort� Auf L� folgt daher� kFukL� � kukL�� Und es gilt�

kFF����� � jxj�

S
� Fu�kL� � ���
nkukH�

s
� Daher folgt die Norm ��Aquivalenz

und eine Distribution u liegt genau dann in H�
s� wenn �� � jxj�


s
�Fu in L�

liegt�
Bemerkung
 Ist s eine nat�urliche Zahl� so so sind die Normen k 
 kHp

s
und

k
ks�p�Rn f�ur jedes p � ��	�
 �aquivalent� F�ur jede nat�urliche Zahl s sind die
R�aume Wp�s�R

n
 und Hp
s daher gleich�

Im folgenden wird Hs� � H�
s gesetzt� Nach der obigen Bemerkung gilt f�ur

s � N�� W��s � Hs� F�ur jedes s aus ��	�
 folgt�

L��R
n
 � H� � ���Hs �Hs��

F�ur s aus ���	 �
 ist Hs die vollst�andige H�ulle von L��Rn
 unter der
Hs�Norm� Ist s aus ��	�
 so wird die Norm k
kHs durch das Skalarprodukt
hf	 gis �

R
Rn

�� � jxj�

s
�F�f
F�g
dx erzeugt� Die Hs R�aume sind daher f�ur

s � � Hilbertr�aume� und F ist eine Isometrie von Hs nach
L��Rn	 �� � jxj�


s
� 
� F�ur s aus ���	 t
 und t � � setzt sich die Einbettung

I � L� �	 L�� de�niert durch I�u
 � u� zu einer stetigen Einbettung
Ist �Ht �	Hs fort�

��



Sei s � �� Schr�ankt man das Skalarprodukt h
	 
iL��Rn� auf die Menge
Hs�L��Rn
 ein� so erh�alt man eine stetige Sesquilinearform�Begr�undung

Sei f � Hs und g � L�� Das Skalarprodukt der Fouriertransformierten Ff
und Fg ist nach dem Satz von Plancherell� gleich dem Skalarprodukt von
f und g� Das Produkt �Ff
�Fg
 kann als �Ff
�� � jxj�


t
� �Fg
�� � jxj�
�

t
�

geschrieben werden� Aus der H�olderschen Ungleichung f�ur p � �� folgt�

jhf	 gij � jhFf	Fgij � DkfkHskgkL�

F�ur jedes f aus Hs l�a�t sich die Abbildung Af�g
 � hf	 gi unter Erhaltung
der Stetigkeit auf H�s fortsetzen� Daraus folgt� da� sich die Sesquilinearform
hf	 gijH��L� unter Erhaltung der Stetigkeit auf Hs �H�s� fortsetzen l�a�t�

Jedes g aus H�t erzeugt durch f �	 hf	 giSes eine stetige lineare Abbildung
auf Ht� Ebenso erzeugt nat�urlich jedes g aus Ht durch f �	 hf	 giSes ei�
ne stetige lineare Abbildung auf H�t� Da die R�aume Hs f�ur jedes s � R�
Hilbertr�aume sind� gibt es f�ur jedes stetige lineare Funktional auf Hs nach
dem Riesz�schen Darstellungssatz eine Funktion vs� mit welcher f�ur alle f

aus Hs gilt� y�f
 � hvs	 fi� y wird also durch vs dargestellt� und aus
dem Riesz�schen Darstellungssatz folgt sogar kvskHs � kyk� Setzt man
g � F����� � jxj
sFvs�x��� so ist dieses g aus H�s� Mit dem Satz von Plan�
cherell folgt f�ur jede Funktion f aus Hs�

y�f
 � hvs	 fi �

Z
�Fg
�Ff
dx � hg	 fiSes

und es folgt weiter� kyk � kvskHs � kgkH�s� Daher wird jedes stetige lineare
Funktional auf Ht durch ein Element aus H�t erzeugt� und jedes stetige
lineare Funktional auf H�t durch ein Element aus Ht� Es folgt�

�H�t

� � �Ht
 �Ht


� � �H�t


und wegen kyk � kgkH�s sind die eben genannten Isomorphien sogar isome�
trisch�
Es ist m�oglich f�ur p 
� �� � 
 p 
 � auch f�ur s 
 � Wp�s�Rn
�R�aume
zu de�nieren� Man betrachtet die zugeh�origen Dualr�aume und versieht diese
mit den �ublichen Dualnormen� Diese R�aume sind nat�urlich wieder Banach
R�aume� F�ur s aus Z� ist W��s�Rn
 � Hs� Ist s 
 � und p 
� � so ist Wp�s�	

nicht mehr wie im Fall p � � die abgeschlossene H�ulle von Lp�Rn
� Der
Raum Lp�Rn
 ist in Wp�s�	
� s � Z� nicht einmal enthalten� Es zeigt sich

��



jedoch� da� Wp�s�Rn
�s � Z� als vollst�andige H�ulle von Lp��Rn
 unter k
kp�s
aufgefa�t werden kann�

Zum Abschluss dieses Kapitels wird eine lokale Version von Wp�s�	
 gege�
ben� Im lokalen Regularit�atssatz sind es gerade diese R�aume in denen die
Regularit�at der L�osung gezeigt wird�

De�nition
 ������ Sei 	 eine o�ene Teilmenge des Rn� Mit Wloc
p�s�	
 werde

die Menge der Distributionen u aus D��	
 bezeichnet� welche f�ur alle o�enen
und beschr�ankten Teilmengen B von 	 mit Abschlu� ganz in 	� im Raum
Wp�s�B
 liegen�

Nach dem Satz ����� stimmt Wloc
p�s�	
 f�ur � 
 p 
 � mit der Menge

fu � D��	
 j ��u � Lp�loc�	
	 j�j � sg �uberein�

Lemma
 ������ �a� Sei 	 eine o�ene Teilmenge von Rn� Ein u aus D��	

liegt genau dann in Wloc

p�s�	
� wenn f�ur jedes 
 aus D�	
 das Produkt

u in Wp�s�Rn
� � Wp�s liegt� Dabei soll das Produkt 
�x
u�x
 als
gew�ohnliches Produkt zweier Funktionen aufgefasst werden�

�b� Wp�s ist eine Teilmenge von Wloc
p�s�	
�

Zum Beweis
 Sei 	 eine beliebige o�ene Menge von Rn� Ist 
 aus Cs
b�	


so �uberf�uhrt die Abbildung u ��	 
u den RaumWp�s�	
 stetig in sich selbst�
F�ur jedes u aus Wp�s�	
 folgt n�amlich unter Anwendung der Leibnizregel auf
das Produkt 
u�

k
ukps�p�� �
X
j�j�s

k
X
���

c�����
���

���u
kpp��

�
X
j�j�s

X
���

k�����

kp���k�
�ukpp�� � K��s��kukp�s��

Dabei ist K��s�� eine Konstante� welche von der Wahl des u unabh�angig ist�
Ist Teil �a
 bereits gezeigt� so kann hieraus Teil �b
 gefolgert werden�
Zu �a
� f��g Sei Y eine beliebige kompakte Teilmenge von 	� Aus u �
Wloc

p�s�	
 folgt� u � Wp�s�Y 
� Ist 
�x
 aus C�
� �Y 
 so hat das Produkt 
u

einen kompakten Tr�ager in Y � Es gilt�

k
ukp�s�Rn � k
ukp�s�Y � K��s�Y kukp�s�Y

�





u liegt daher in Wp�s�
Zu �a
 � f��g W�ahlt man ein 
 aus D�	
 welches auf einer kompakten
Teilmenge Y von 	 identisch � ist� dann folgt auf dieser Menge Y � 
u � u�
Alle schwachen Ableitungen von 
u der Ordnung kleiner gleich s� stimmen
daher auf Y mit 
D�u �uberein� Dies ist ein direkter Schlu� aus der Leib�
nizregel� da alle Terme mit Ableitungen von 
� auf Y verschwinden� Also ist
u �Wp�s�Y 
� Weil Y beliebig gew�ahlt war liegt u somit in Wloc

p�s�	
�

�

Corolar
 ����	� Liegt u�x
 in Wp�s�	
 und liegt 
�x
 in Cs
b�	
 so ist auch

das Produkt 
u aus Wp�s�	
�

Beweis
 siehe Lemma ������
�

�

Bemerkung
 Sei u � Wp�s�	
 und 
 � L��loc� Die Distribution 
u wird
durch h
u	 �i ��

R
�
�
u
�dx gegeben� Ist 
 aus C��	
� so gilt� h
u	 �i �

hu	 
�i� u
 stimmt in diesem Fall mit der �ublichen De�nition des Produktes
einer Funktion 
 aus C� und einer beliebigen Distribution �uberein�
Ist 	 eine o�ene und beschr�ankte Teilmenge von Rn� so folgt f�ur u�x
 �
Wloc

p�s�	
 und 
�x
 � D�	
 nach Lemma ������ da� das Produkt 
u in Wp�s

liegt� Das Produkt 
u hat dabei kompakte Tr�ager in der Menge 	� Daher
wird die folgende De�nition verwendet�

De�nition
 ������ Mit W��tr
p�s �	
 wird die Menge fu �Wp�s mit Supp�u
 �

	g bezeichnet�

��



Kapitel �

Elliptische Lp�loc���� Regularit�at

��� Elliptizit�at und die Existenz einer

C��Rnn�� Parametrix

Ziel dieses Kapitels ist es� den lokalen Regularit�atssatz f�ur elliptische Di�e�
rentialoperatoren mit konstanten Koe�zienten vorzustellen und zu beweisen�
Beweis und Satz wurden aus �H�o� Kapitel ��� �ubernommen� Im ersten Ab�
schnitt dieses Kapitels werden zun�achst die grundlegenden Begri�e erkl�art�
anschlie�end wird durch die Einf�uhrung einer speziellen zum Di�erentialope�
rator geh�orenden Distribution� der Parametrix E� ein wichtiges R�ustzeug
f�ur den Beweis des konstanten Koe�zienten �Satzes geliefert� Eine Parame�
trix von Pk���D ist eine Distribution E f�ur welche eine C��Rn
 Funktion �

existiert� so da� die folgende Gleichung erf�ullt ist�

Pk���DE � � � �

Jede Fundamentall�osung ist eine Parametrix� und daher hat jeder Di�eren�
tialoperator mit konstanten Koe�zienten nach dem Existenzsatz von Mal�
grange Ehrenpreis eine Parametrix� Ein Satz aus �H�o� zeigt� da� jeder el�
liptische Di�erentialoperator mit konstanten Koe�zienten sogar eine Para�
metrix besitzt� die in C��Rnn�
 liegt und der Ungleichung

����D�F�E

�� �

C��� j�j
j�j�k�j�j gen�ugt� Diese Parametrix ist jedoch keine Fundamentall�osung

mehr�

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels wird ein wichtiger Faltungssatz �uber
die Faltung einer S��Distribution� die bestimmteVoraussetzungen erf�ullt� mit
L�
p�Distributionen besprochen� Der Satz besagt� da� die Faltung dieser Dis�

tributionen in Lp liegt� Der Satz wird jedoch aus Gr�unden der Komplexit�at

��



des Beweises erst im Anhang bewiesen�
Es zeigt sich� da� die ��ten Ableitungen der Ordnung k der C��Rnn�
�
Parametrix eines elliptischen Di�erentialoperators mit konstanten Koe�zi�
enten die Voraussetzung an die S��Distribution aus dem Faltungssatz erf�ullt�
Im lokalen Regularit�atssatz f�ur den elliptischen konstanten Koe�zienten�
Operator Pk���D soll gezeigt werden� da� f�ur eine Distribution u � D��	
 aus
Pk���Du � L

loc
p �	
� f�ur jedes � der Ordnung k bereits ��u � Lloc

p �	
 folgt� ��u
kann auf jeder kompakten Menge Y durch

f�x
 � ��E � �YPk�x�Du� �z �
�A�

dargestellt werden� Dabei ist f�x
 eine auf Rn unendlich oft stetig di�eren�
zierbare Funktion und �Y eine Funktion aus D�	
� welche auf der Menge Y
konstant � ist� ��E erf�ullt f�ur jedes � der Ordnung k die Voraussetzungen des
gezeigten Faltungssatzes� �YPk�x�Du liegt nach Voraussetzung in L�

p�	
� Der
Faltungssatz kann daher auf die Faltung ��E ��YPk���Du angewandt werden
und die Faltung liegt daher in Lp�Rn
� Die Funktion f�x
 liegt in C��Rn

und daher nat�urlich auch in Lp�Y 
� Da u�x
 auf der Menge Y durch �A

dargestellt wird� folgt� u�x
 � Lp�Y 
� Da die Wahl der kompakten Menge Y
beliebig war� folgt die Behauptung des lokalen Regularit�atssatzes�

Es sei Pk�x�D ein Di�erentialoperator der Ordnung k gegeben durch�

Pk�x�D� �
X
j�j�k

a��x
D
�

Die Koe�zienten a��x
 seien beliebige Funktionen und f�ur mindesten ein �

der Ordnung k sei a��x
 auf 	 nicht identisch Null� Die Summe der Terme
h�ochster Ordnung

Ph
k�x�D �

X
j�j
k

a��x
D
�

soll mit Hauptteil des Operators Pk�x�D bezeichnet werden� Das Polynom

Pk�x	 �
 �
X
j�j
k

a��x
�
� x � 	 � � Rn

wird mit charakteristisches Polynom von Pk�x�D bezeichnet �

��



De�nition
 ������ �a
� Ein Di�erentialoperator Pk�x�D hei�t elliptisch in
x�� wenn sein charakteristisches Polynom in der Menge

f�x�	 �
 j � � R
ng

h�ochstens den Punkt �x�	 �
 als Nullstelle besitzt� �b
� Er hei�t f�ur eine Teil

menge 	 des Rn� elliptisch auf ganz 	 � wenn �a
 f�ur alle x� aus 	 gilt�

Lemma
 ������ Ein Di�erentialoperator Pk�x�D ist genau dann elliptisch in
x�� wenn es eine positive Konstante Ax� gibt� so da� f�ur alle � aus Rn die
folgende Ungleichung erf�ullt ist���Pk�x�	 �


�� � Ax� j�j
k

Beweis f���g Folgt direkt aus der De�nition�
f���g Das Polynom Pk�x�	 �
 ist homogen vom Grad k� Daher folgt� f�ur

alle � aus Rn� da�
��Pk�x�	 �


�� � j�jk �
���Pk�x�	

	

j	j

���
 ist����Pk�x�	  �


��� ist auf x��Rn stetig und nimmt damit auf der kompakten Menge

f � j
��� ���� � �g � M ein Minimum an� Dieses mu� nat�urlich gr�o�er als � sein

und soll mit Ax� bezeichnet werden� Mit dieser Konstanten Ax� folgt f�ur alle
� aus Rn �

j�jk �

����Pk�x�	
�

j�j



���� � Ax� j�j
k

�

Corolar
 ������ Sei Y eine kompakte Teilmenge des Rn und Pk�x�D ein Dif

ferentialoperator mit C�Y 

 Koe	zienten� Ist Pk�x�D auf ganz Y elliptisch�
so folgt die Existenz einer positiven Konstanten AY � so da� f�ur alle x aus Y
und f�ur alle � aus Rn die folgende Ungleichung gilt���Pk�x	 �


�� � AY j�j
k

Beweis
 Da alle a��x
 auf Y stetig sind� ist
��Pk�x	 �


�� auf Y �Rn stetig�
Daraus folgt die Existenz von min

x�Y�	�M

��Pk�x	 �

�� welches gr�osser als � sein

mu�� Dieses Minimum ist die gesuchte Konstante AY �

�

Die Menge der Di�erentialoperatoren mit C��	
�Koe�zienten bildet den
Raum D��	
 stetig in sich selbst ab� Ist v eine D��	
� Distribution und
Pk�x�D ein Di�erentialoperator mit C��	
� Koe�zienten� so wird durch

Pk�x�Du � v

��



eine partielle Di�erentialgleichung gegeben� Der L�osungsraum U besteht da�
bei aus allen Distributionen u welche die Di�erentialgleichung l�osen� Da�
bei steht im allgemeinen nat�urlich nicht fest� da� die Di�erentialgleichung
�uberhaupt eine L�osung besitzt� Aus der Theorie der partiellen Di�erential�
Operatoren ist bekannt� da� jeder Di�erentialoperator Pk���D mit konstanten
Koe�zienten eine Fundamentall�osung besitzt� Siehe ������
 Satz von
Malgrange � Ehrenpreis� Eine Fundamentall�osung E von einem Pk���D ist
eine D��Rn
�Distribution f�ur welche gilt�

Pk���DE � � ����


Sei 	 eine Teilmenge des Rn und Y eine kompakte Teilmenge von 	� Wei�
man von einer Di�erentialgleichung Pk���Du � v� da� eine L�osung u existiert�
so kann eine L�osung u lokal� d�h auf jeder kompakten Teilmenge von 	� durch
v und durch die zu Pk���D geh�orende Fundamentall�osung E beschrieben wer�
den� W�ahlt man n�amlich ein beliebiges � aus C�

� �	
� welches auf der Menge
Y identisch � ist� so lassen sich alle Elemente u von D��	
 auf der Men�
ge Y durch �u � E � �Pk���D�u
 darstellen� �Pk���D�u
 ist eine Distribution
mit kompakten Tr�agern� Die Faltung einer Distribution E � D� mit einem
Element aus E � ist de�niert� und liegt wieder in D�� Daher folgt�

E � �Pk���D�u
 � � � �u � �u

W�ahlt man eine Distribution v mit kompakten Tr�agern� so ist die Di�eren�
tialgleichung Pk���Du � v stets l�osbar� Wendet man Pk���D auf die Faltung
E � v an� so folgt Pk���D�E � v
 � v� Die L�osung u ist hier also durch den
Faltungsterm E � v gegeben�
Bemerkungen
 Ist u aus D��Rn
 und v aus E ��Rn
� so gibt es genau
eine Distribution L � D��Rn
� welche f�ur alle 
 � D�Rn
 die Gleichung
L�

� � u � �v � 

 erf�ullt� Diese Distribution L wird als Faltung u � v der
Distribution u mit der Distribution v bezeichnet� Die Reihenfolge beim Fal�
ten ist vertauschbar d�h� es gilt u � v � v � u� Ist u aus D��Rn
 und v ein
Element aus S�Rn
� so wird durch u � v�y�� � u�v�y � 


 die Faltung einer
Distribution mit einer Schwarz�schen Funktion de�niert� Es zeigt sich da� die
Faltung u � v in C��Rn
 liegt�
Betrachtet man die Faltung einer Distribution u aus D��Rn
 mit einer Dis�
tribution �v aus E ��Rn
� welche durch eine Funktion v aus D�Rn
 erzeugt
wird� so kann gezeigt werden� da� die Faltung dieser beiden Distributionen
u � �v � �v � u durch die Distribution �u�v�y���� gegeben ist� Dabei liegt
die Funktion u�y � 

 als Faltung eines u aus D��Rn
 mit einem v aus S in
C��Rn


��



Beispiel
 ����
� Ist u aus D��	
 und Pk���D ein partieller Di�erentialopera

tor so� wird f�ur jede kompakte Teilmenge Y von 	 durch �YPk���Du eine Dis

tribution vY gegeben� Mit �Y soll dabei eine Funktion aus C�

� �	
 bezeichnet
sein� welche auf der kompakten Menge Y identisch � ist� Liegt die Distri

bution vY in C��Y 
� so wei� man bereits� da� die Distribution u auch in
C��Y 
 liegen mu�� Eine L�osung u kann n�amlich auf Y durch den Faltungs

term E��YPk���Du dargestellt werden� Aus den vorherigen Bemerkungen wei�
man� da� dieser Faltungsterm in C��Rn
 liegt� Damit liegt u in C��Y 
�

Aus Beispiel ����� folgt Lemma ������

Lemma
 ������ Sei u aus D��	
 und 	 eine Teilmenge des Rn� Liegt Pk���Du

in C��	
� so folgt bereits� da� u in C��	
 liegt�

In vielen F�allen kann die Darstellung von u durch E � �YPk���Du nicht
genutzt werden�

Beispiel
 ������ Sei 	 eine o�ene Teilmenge des Rn� Pk���D ein elliptischer
Di�erentialoperator mit konstanten Koe	zienten und u eine D��	

 Distri

bution� Im lokalen Regularit�atssatz ��
�� soll gezeigt werden� da� bereits alle
D�u mit j�j � k in Lp�Y 
 liegen� wenn die Distribution Pk���Du f�ur eine
kompakte Teilmenge Y von 	 in Lp�Y 
 liegt� Ist Y eine kompakte Teilmenge
von 	 und �Y eine Funktion aus D�	
 welche auf der Menge 	 identisch �
ist� so gilt f�ur alle � wieder�

D�u � �D�E
 � �YPk���Du

Man �ndet hier jedoch keinen Faltungssatz der einem sagt� da� f�ur zwei Dis

tributionen E und v mit E � D��Rn
 und v � E ��Lp�Rn
 die Faltung D�E�v
f�ur alle � mit j�j � k� stets in Lp�Y 
 liegt� Daher kann hier die Darstellung
von D�u durch den Faltungsterm gar nicht genutzt werden� Man wei� zu we

nig �uber die Fundamentall�osung E� Wei� man jedoch zum Beispiel �uber die
Fundamentall�osung E eines elliptischen Di�erentialoperators mit konstanten
Koe	zienten� da� diese von der Ordnung k ist� also in D�k liegt� dann kann
gefolgert werden� da� die Faltung D�E ��Pk���Du in C�Rn
 liegt� Siehe �H�o�
Kapitel ���� D�u liegt daher in diesem Fall in Lp�Y 
�

F�ur den elliptischen Di�erentialoperator Pk���D ist �uber die Fundamen�
tall�osung jedoch nur bekannt was sich aus dem Existenzsatz von Malgrange�
Ehrenpreis f�ur einen Di�erentialoperator mit Koe�zienten in C�Rn
 ergibt�
Dieser Satz soll hier doch einmal zitiert werden�

��



Satz
 ����	� �Malgrange
 Ehrenpreis�
Jeder partielle Di�erential
Operator mit konstanten Koe	zienten in C hat
eine Fundamentall�osung E� F�ur diese gilt

jE�

j � Ar�N
Z
�

d���


Z
Rn

j
�t� rw
j dt

wobei N der Grad des Operators und � das Ober
�achen
Ma� auf der Menge

! � fw j w � �ei��	 ��	 ei�n
� 
j � R �" � ��	 �	 n
g

ist�

Die Information �uber die Fundamentall�osung E� die man aus dem Satz
von Malgrange Ehrenpreis erh�alt� reicht nicht aus um

D�u � �D�E
 � �YPk���Du � Lp�Y 


folgern zu k�onnen� Fundamentall�osungen stellen also nicht immer ein ge�
eignetes Mittel dar� um Regularit�atsfragen zu behandeln� Der Begri� der
Fundamentall�osung wird nun wie folgt abgeschw�acht�

De�nition
 ������ Sei Pk���D Di�erential
Operator mit konstanten Koe	zi

enten der Ordnung k und E aus D��Rn
 � Gibt es ein � aus C��Rn
� so da�
E die Gleichung

Pk���DE � � � � ����


erf�ullt� so hei�t E eine Parametrix von Pk���D�

Ist 	 eine Teilmenge des Rn� so gilt f�ur jedes u aus D��	
 und f�ur jedes
� aus C��	
� welches auf einer kompakten Teilmenge Y von 	 identisch �
ist�

E �Pk���D�u � Pk���DE � �u � �u� � � �u ���



Da jede Fundamentall�osung auch eine Parametrix �f�ur � � �
 darstellt� wei�
man nat�urlich� da� jeder Di�erential�Operator mit konstanten Koe�zienten
eine Parametrix besitzt� Ist Pk���D jedoch elliptisch� so kann man sogar fol�
gende Aussagen tre�en� �H�o���

Satz
 ������ �Existenzsatz� Jeder elliptische Di�erential
Operator mit
Konstanten Koe	zienten hat eine Parametrix E � S�� und es gilt E � �g

mit g � C��Rnn�
 � Zus�atzlich erf�ullt E die folgende Ungleichung�

����D�F�E

�� � C��� j�j

j�j�k�j�j

��



Beweis
 Es sei Pk��	 �
� �
Pk

i
�P
i��	 �
� Da Pk���D elliptisch ist� gibt es

eine Konstante A� die gr�osser als � ist� mit der f�ur alle � aus Rn gilt���Pk��	 �

�� � A j�jk

Mit dieser Konstanten A folgt sofort

j�Pk��	 �
j � jPk��	 �
j � A j�jk � �
k��X
i
�

��Pi��	 �

��


Man kann eine Konstante B �nden� so da� die obige Ungleichung durch

A j�jk � �
k��X
i
�

��Pi��	 �

��
 � A j�jk �B�f

k��X
i
�

j�jig� �
 ����


weiter gef�uhrt werden kann� Ist R eine Zahl gr�osser als �� so ist f�ur alle � mit
j�j � R die Absch�atzung j�j

k
� Rk�i j�ji zul�assig� Es gibt daher ein R � ��

so da� ���

 f�ur alle � mit j�j � R durch

� A j�j
k �

A

�
j�jk �

A

�
j�jk

abgesch�atzt werden kann� Daher gilt f�ur alle � aus Rn
R� � RnnKR��
 die

folgende Absch�atzung�

jPk��	 �
j �
A

�
j�jk ����


Es ist klar� da� �Pk
�� in C��Rn
R
 liegt� Eine Induktion nach j�j zeigt� da�

auf dieser MengeRn
R � ��� �

Pk���	�

 � Q�	��

�Pk���	��j�j��
ist� wobeiQ��
� ein Polynom�

dessen Grad kleiner gleich �k��
 j�j ist� bezeichnet� Aus ����
 folgt� da� alle
� aus Rn

R die Ungleichung������D��
�

Pk��	 �




���� � ���ij�j��C��� j�j
j�j�j�j�k ����


erf�ullen� Dabei ist die Konstante C��� vom max
��j
j��

jg
j abh�angig� � Mit g


werden die Koe�zienten von Q��
� bezeichnet und � ist der Grad dieses
Polynoms�
 Weiter ist C��� von der Konstanten A abh�angig und nat�urlich
von den Multiindizies �� ��
W�ahlt man ein � � D�Rn
� welches auf ganz KR��
 identisch � ist� so folgt
auf ganz Rn� da�

f � �
� � ���


Pk��	 �

� L� � S��

��



ist� Alle Polstellen der Funktion �
Pk���	�

liegen in der Kugel KR��
 und treten
bei der Funktion f nur noch als hebbare Singularit�aten auf � Davon gibt es
insgesamt nur abz�ahlbar viele� und deshalb liegt f��
 in C��Rn
�
Die Fouriertransformation ist ein Isomorphismus auf S�� Somit gibt es ein v

aus S�� f�ur welches gilt� da� F�v
 � �f ist� Dieses v mu� mit der temperierten
Distribution F
�f �ubereinstimmen� denn es gilt�
F�F
�f
 � F��f � �f � Daher ist �f die Fouriertransformation der tempe�
rierten Distribution F
�f �
Es wird nun gezeigt� da� die so konstruierte Distribution F
�f eine Parame�
trix des Di�erentialoperators Pk���D ist� da� also Pk���DF
�f � � � � ist�
Sei �Pk���D�y der zu Pk���D duale Operator� F�ur diesen gilt �Pk���D�y � Pk����D�
wobei ��D
� durch ���
j�jD� de�niert wird� F�ur alle Testfunktionen 
 aus
S� gilt dann�

Pk���DF

��f 
�

 � h�f � F
��Pk���D�

y

i

� h�f � F��Pk��	��
F

i � h�f � �Pk��	 �
F



i

� �F
�f�	�Pk���	�
�

 � �F
����
�



Demnach ist also Pk��DF
�f � F
�����
� Da ���
 in D�Rn
 liegt folgt� da�
F
���
 in S liegt� Setzt man �� � F
���
� so folgt somit f�ur alle 
 aus S�

�F
����
�

 � h� � F

i � h���
 � F

i

und es folgt weiter� �F
����
�

 ��F�
���
 � ���

 � 
��
 � ���

�
Daher gilt� F
���� � � � � und F
�f ist eine Parametrix E des Di�e�
rentialoperators � Es bleibt nun zu zeigen� da� diese Parametrix E auch in
C��Rnn�
 liegt� Die noch zu zeigende Absch�atzung� ergibt sich direkt aus
Absch�atzung ����
� Die S� Distribution ��D�FE wird durch ��D�f erzeugt�
Mit ����
 gilt� wenn �B
 � j�j � j�j � k 
 �n erf�ullt ist�

k��D�FEkL� � C���

Z
Rn
R

j�jj�j�j�j�kd� 
�

Die Bedingung �B
 liefert n�amlich die Integrierbarkeit der rechten Seite�
Es wurde eben gezeigt� da� ��D�FE in L��Rn
 liegt� Die Fouriertransfor�
mation auf L��Rn
 erf�ullt folgende Inklusion� F�L�
 � C��
Da f aus L��Rn
 stammt� folgt F��f
 � �Ff � Daher sieht man da��

��



D���F�E �
S� Sinn

F���D�FE
 � C� ist� Somit ist auch D���E in C� und

Variation von j�j und j�j unter der Bedingung �B
 liefert D
E � C�Rnn�

f�ur alle Multiindizies �� also auch f�ur � � �� Aus D�E � Dej �D��ejE
 �
C�Rnn�
 folgt schliesslich E � C��Rnn�
 �

�

��� Faltungssatz und Anwendbarkeit auf die

Parametrix

Den folgenden Satz �ndet man in �H�o� Kapitel ���

Satz
 ������ Sei K eine S��Rn

Distribution deren Fouriertransformation
FK in L��loc�Rn
 liegt� F�ur eine nat�urliche Zahl s welche �s � n erf�ullt gebe
es eine R
unabh�angige Schranke C� so da� f�ur alle R � � gilt�

X
j�j�s

�

Rn

Z
R
� 
j	j
�R

��Rj�jD�F�K
��

��� d� � C 
�

dann gibt es f�ur jedes p mit � 
 p 
 � eine nur von p� C und s abh�angige
Konstante C�p� mit welcher f�ur alle u aus Lp�Rn
 � E � gilt�

kK � ukLp � C�p�kukLp ����


Die Abbildung A � L�
p �	 S� mit A�u
 � K � u ist demnach ein stetiger

linearer Operator von L�
p nach Lp� Wird mit � das Lebesgue
Ma� bezeichnet�

so folgt weiter� da� es eine Konstante G gibt� die nur von s und C abh�angig
ist und mit welcher f�ur alle u aus L��Rn
 � E � und f�ur alle � � � gilt�

��fx j jK � u�x
j � �g � GkukL� ����


Der Beweis dieses Satzes soll im Anhang der Arbeit gesondert betrachtet
werden�

Lemma
 ������ Sei E die Parametrix eines elliptischen Pk���D aus Satz
������
� Dann erf�ullt D�E f�ur alle � mit j�j � k die Voraussetzungen des
Faltungssatzes ������
 als temperierte Distribution K �

�




Beweis
 Aus dem Existenzsatz ������
 folgt� da� E in C� �L� liegt� Da
E in L� liegt� representiert E auch ein Element aus S�� Aus dem Beweis von
������
 folgt weiter�

FE �
� � ����


Pk��	��

� L��loc�R

n
 � sowie ��
�

���
D�FE
��� �z �

�A��

� C
�� j�j
j
j�j�j�k

�

F�ur j�j � j�j � k 
 �n� liegt �A
 daher in L��Rn
� Es gilt�

D�F�D�E

K

�

�B�z �� �
D����FE


FK

Wendet man die Leibnizregel auf Term �B
 an� und setzt man den ganzen
Ausdruck als D�K in den Summen�Integral Term aus Satz ������
� f�ur irgend
ein s � n

�
� ein� so ergibt sich�

X
j�j�s

R�j�j

Rn

Z
R
� 
j	j
�R

�����
X
���

C����D
�����
�D�FE


�����
�

d� ����


Der Kreisring f� j R
�

 j�j 
 �Rg soll mit � bezeichnet werden� Wendet

man auf die innere Summe von ����
 die Dreiecksungleichung an� so folgt mit
j�j � k aus ��

X
j�j�s

Z
	

R�j�j

Rn

��D�F�D�E

��� d� � X

j�j�s

Z
	

G�

R�j�j

Rn
fj�j�j�jg�d�

� �z �
�a�

Im Fall fn� � j�jg 
� � kann �a
 durch

�a
 � G
X
j�j�s

R�j�j

Rn
j�RR
�

rn��j�j

�n� � j�j

� C 
�

abgesch�atzt werden � Das C ist dabei unabh�angig von R� Im Fall fn�� j�jg �
� sch�atzt man �a
 durch den Logarithmus ab� Es folgt�

�a
 � G
X
j�j�s

R�j�j

Rn
j�RR
�
ln�r
 �

�j�j
n
M

Rn

Rn
fln�R
� ln�R
 � ln��
 � ln��
g 
��

Auch in diesem Fall gibt es eine R unabh�angige Schranke �

��



�

Bemerkung
 Sei 	 eine beschr�ankte Teilmenge von Rn� Weiter sei Pk�x�D

ein Di�erentialoperator der auf der Menge 	 elliptisch ist und dessen Ko�
e�zienten Funktionen sind welche auf dieser Menge beschr�ankt sind� F�ur
jeden Punkt x� aus 	 hat der Di�erentialoperator Pk�x� �D nach Satz �����
eine Parametrix Ex� und diese erf�ullt die Ungleichung�

����D�F�Ex�

�� � C��� j�j

j�j�j�j�k

Aus Satz ����
 und der Beschr�anktheit der Koe�zienten kann man folgern�
da� die Konstante C��� x��unabh�angig gew�ahlt werden kann� Daher kann
aus dem Beweis von Lemma ����� gefolgert werden� da� man eine Konstante
Z � � �nden kann� so da� f�ur jedes x� aus 	� sowie f�ur jedes R � � gilt�

X
j�j�k

Z
	

R�j�j

Rn

��D�F�D�Ex�
���
��� d� � Z

Mittels des Faltungssatzes gelingt es jetzt den lokalen Regularit�atssatz im
Fall konstanter Koe�zienten zu beweisen�

��� Beweis des konstanten�Koe�zienten�

Satzes

Den folgenden Satz �ndet man in �H�o�� Kapitel ���

Satz
 ������ Es sei 	 eine o�ene Teilmenge des Rn und Pk���D ein ellipti�

scher Di�erentialoperator�

�a� Bezeichnet p eine Zahl aus ��	�
� s eine Zahl aus N� und liegt Pk���Du

in Wloc
p�s�	
� so liegen f�ur j�j � k bereits alle D�u in Wloc

p�s�	
 �

�b� Nach Satz ������
 liegen damit auch alle D�u f�ur j�j 
 k in Wloc
p�s�	


und u liegt daher in Wloc
p�s�k�	
�

Beweis 

Zu �b

 Ist �a
 bereits gezeigt� so folgt f�ur alle j�j � k und f�ur alle j�j � s�
da� D���u in Lloc

p �	
 liegt� Also gilt D�u � Lloc
p �	
 f�ur alle j�j � s� k� Aus

������
 folgt f�ur alle j�j � s� k� D�u � Lloc
p �	
 � Daher liegt u in Wloc

p�s�k�	
�

��



Zu �a

 Sei Y eine kompakte Teilmenge von 	� Mit 
 seien die Testfunk�
tionen aus D�	
 bezeichnet� Man w�ahle ein � � D�	
 so� da� � � � auf Y
ist� Mit diesem � kann Pk���D��u
 als f� � f� geschrieben werden� Dabei ist
f� � �Pk���Du� und dieses liegt nach Voraussetzung in W�

p�s�R
n
� Das f� ist

damit auf der Menge Y identisch � � Wendet man in jedem Summanden von
Pk���D��u
 die Leibnizregel auf D���u
 an� folgt n�amlich� da� f� durch

f��

 �
X
j�j�s

���
j�jhu�
X
�
�

C�����
����
���

i�

gegeben ist� Da � auf Y identisch � ist� sind alle Ableitungen von � einge�
schr�ankt auf die Menge Y identisch �� Es ist somit klar� da� f�ur jede Test�
funktionen 
� deren Tr�ager in der Menge Y enthalten ist� f��

 verschwindet�
Sei E eine Parametrix die wie im Beweis von Satz ������
 konstruiert wurde�
Dann folgt�

E �Pk���D��u
 � Pk���DE � �u � �u� � � �u

und es gilt weiter� E��f��f�
����u � �u� f� ist auf der kompakten Menge
Y identisch � und daher kann �u auf Y durch �u � E � �Pk���Du � � � �u
dargestellt werden� Ist j�j � k und ist j�j � s so folgt�

D��D�u
 � D�E �D���Pk���Du
�D��D��
 � �u� �����


Nach Voraussetzung liegt D���Pk���Du
 in L�
p�	
 und nach Lemma �����

erf�ullt die Distribution D�E f�ur j�j � k die Voraussetzungen des Fal�
tungssatzes ������ Daher kann der Faltungssatz ������
 auf die Faltung
D�E �D���Pk���Du
 angewandt werden� Aus dem Faltungssatz folgt�

D�E �D���Pk���Du
 � Lp�R
n
�

Faltet man eine Distribution w aus C� � D��Rn
 mit einer Distribution v

aus E ��Rn
� so kann gezeigt werden� da� die durch die Faltung entstandene
Distribution v�w durch eineC��Rn
 Funktion erzeugt wird� F�ur den zweiten
Faltungsterm aus der Darstellung �����
 folgt deshalb�

�u �D���� � �u�D�����y � 


 � C��Rn
�

�u �D���� liegt daher in Lp�Y 
� Auf der Menge Y stimmen �D���u und
D���u �uberein� F�ur jeden Multiindex � mit j�j � s�k folgt daher aus �����
�
D�u � Lp�Y 
� Da dies f�ur beliebige kompakte Teilmengen Y von 	 gilt� folgt
die Behauptung des lokalen Regularit�atssatzes�

�

��



Kapitel �

Erweiterung des

Regularit�atssatzes

��� Grundideen

In Kapitel � wurde der folgende lokale Regularit�atssatz bewiesen�

Satz
 ����� Sei 	 eine o�ene und beschr�ankte Teilmenge des Rn� p

aus ��	�
 und Pk���D ein elliptischer Di�erentialoperator mit konstanten
Koe	zienten� Ist s eine beliebige Zahl aus N� und u eine D��	

Distribution�
so folgt aus Pk���Du �Wloc

p�s�	
� da� u bereits in Wloc
p�s�k�	
 liegen mu��

Es wird nun der Fall betrachtet� da� die Koe�zienten des Di�eren�
tialoperators Pk�x�D durch Funktionen a��x
 � 	 �	 R beschrieben werden�
Diese Funktionen a��x
 werden dabei nicht mehr als konstant vorausgesetzt�
Ist v aus Wloc

p�s�	
� so wird durch Pk�x�Du � v wieder eine Di�erentialglei�
chung gegeben� Es ist die zentrale Frage dieser Arbeit herauszu�nden� f�ur
welche Funktionen a��x
 die Regularit�atsaussage aus dem Satz ���
��
 erhal�
ten bleibt� In dem Buch von G�Folland Introduction to Partial Di�erential
Equation wird gezeigt� da� der folgende zu ���
��
 analoge Regularit�atssatz
gilt�

Satz
 ������ Sei 	 eine o�ene und beschr�ankte Teilmenge des Rn� s eine
beliebige reelle Zahl� und Pk�x�D ein Di�erentialoperator� der auf ganz 	 el

liptisch ist� und dessen Koe	zienten allesamt C��	
 
Funktionen sind� Wird
mit u eine D��	

Distribution bezeichnet� so folgt aus Pk�x�Du � Hloc

s �	
� da�
u bereits in Hloc

s�k�	
 liegt�

F�ur s aus N� stimmt der RaumHloc
s�k�	
 mit dem Raum Wloc

��s�k�	
 �ube�
rein� Der lokale Regularit�atssatz ���
��
 bleibt daher f�ur p � � f�ur alle auf

��



	 elliptischen Di�erentialoperatoren mit C��	
�Koe�zienten erhalten� Die
Frage nach der Regularit�at der L�osung im Fall p 
� � bleibt jedoch weiter
o�en� In diesem Kapitel wird versucht f�ur alle p aus ��	�
 einen lokalen Re�
gularit�atsatz der Form �
����
� aufzustellen und zu beweisen� indem man sich
an den Beweis von Satz �
����
 orientiert� Es zeigt sich� da� sich der lokale
Regularit�atssatz �
����
 zumindest unter diesem Verfahren nicht im vollen
Umfang auf Wloc

p�s�	
� R�aume verallgemeinern l�a�t� Man mu� eine starke

zus�atzliche Vorraussetzung an die L�osung u stellen� �Uber die L�osung u mu�
bereits bekannt sein� da� diese in demRaumWloc

p�k�	
 liegt� Unter der Annah�

me� da� u bereits in dem Raum Wloc
p�k�	
 liegt� kann aus Pk�x�Du �Wloc

p�s�	


wieder gefolgert werden� da� u bereits inWloc
p�s�k�	
 liegen mu�� Die Menge 	

wird wieder als o�en und beschr�ankt vorausgesetzt� Die Zahl s mu� hier aus
N� stammen� Die negativen Sobolev�R�aume� die als Dualr�aume der positiven
de�niert sind� kommen in diesem lokalen Regularit�atssatz nicht vor� Als Ko�
e�zienten des Di�erentialoperators werden Cs�k

b �	
 Funktionen gew�ahlt� In
dem Beweis dieses lokalen Regularit�atssatzsatzes wird auf den Faltungssatz
������
 zur�uckgegri�en� Weiter werden die Grundideen des Beweises des Sat�
zes �
����
 aus dem Buch von Folland herausgegri�en und benutzt� Deshalb
folgt zun�achst eine grobe Beschreibung des Beweises von Satz �
����
� wie
man ihn in �Fo� �ndet�
Beschreibung

Der Beweis des lokalen Regularit�atssatzes �
����
 erfolgt durch eine
vollst�andige Induktion� Man benutzt das Lemma ������
� da� auch f�ur
Hloc

s �	
 R�aume gilt und formuliert den lokalen Regularit�atssatz wie folgt
um�
Ist u eine beliebige Distribution aus D��	
 so folgt f�ur jedes 
 � D�	
 aus
Pk�x�Du � Hloc

s � da� 
u bereits in Hs�k liegt� Diese Behauptung wird durch
eine Induktion bewiesen� Um die Induktion durchf�uhren zu k�onnen� mu�man
nat�urlich wissen� wodurch die Induktionsverankerung� und der Induktions�
schritt gegeben werden�
Es zeigt sich� da� der Induktionsschritt unter Verwendung des folgenden
Hilfssatzes erfolgt�

Satz
 ������ Sei 	 eine pr�akompakte Teilmenge von Rn� Weiter sei Pk�x�D

ein Di�erentialoperator welcher auf ganz 	 elliptisch ist und dessen Koe	zi

enten in C��	
 liegen� F�ur jedes s aus R und jedes j aus R mit j � � folgt
aus u � Hloc

s�j�	
 und aus Pk�x�Du � Hloc
s�j�k���	
� da� u bereits in Hloc

s���j�	

liegen mu��

Im Beweis dieses Hilfssatzes 
���� werden im wesentlichen zwei weitere
Lemmata �
���
 und 
����
 verwendet� Lemma �
���

 liefert ein Kriterium
daf�ur wann genau eine Funktion aus Hs auch schon in Hs�� liegt�

��



Lemma
 ������ Sei s aus R� Eine Distribution u aus Hs liegt genau dann
bereits in Hs��� wenn man eine Konstante M � � und ein � � � �nden kann�
so da� f�ur alle h mit jhj � �

k
�

h
�u�x� hej
� u�x

kHs �M

folgt�

Lemma 
���� beschreibt eine wichtige Ungleichung� Diese soll im weiteren
als Basisungleichung bezeichnet werden�

Lemma
 ����
� Sei 	 eine o�ene und beschr�ankte Teilmenge des Rn� Der
Operator Pk�x�D sei auf der Menge 	 elliptisch und habe C��	
 
 Koe	zi

enten� Dann �ndet man f�ur jedes reelle s eine Konstante C� mit welcher f�ur
alle u aus H��tr

s�k�	
 die folgende Basisungleichung erf�ullt ist�

kukHs�k � C�kPk�x�DukHs � kukHs�k��
 �
��


Der Beweis der Basisungleichung �
��
 soll an dieser Stelle grob skizziert
werden�
Bemerkung
 Die Kugel K��x�
 �� fx j jxj 
 �g ist eine pr�akompakte
Teilmenge des Rn� Setzt man K

Q

� �x�
 �� K��x�
 � 	 so erh�alt man eine
pr�akompakte Teilmenge von 	 � Dieses KQ

� �x�
 wird im folgenden benutzt
werden�
Beweisskizze zu ����

 Der Beweis der Basisungleichung besteht aus meh�
reren Teilschritten�
Als erstes wird gezeigt das jeder elliptische Di�erentialoperator mit konstan�
ten Koe�zienten� der mit seinem Hauptteil zusammenf�allt� die Basisunglei�
chung erf�ullt� Daraus folgt die G�ultigkeit der Basisungleichung f�ur den Dif�
ferentialoperator Ph

k�x��D
� Dabei zeigt es sich� da� diese Konstante C �� Cx�

eigentlich nur vom Kehrwert der Konstanten Ax� aus Lemma ����� abh�angt�
Da Ph

k�x�D auf 	 elliptisch ist� und diese Menge kompakt ist� kann mit Lemma
����
 die Existenz einer Konstanten M gefolgert werden mit der f�ur jedes x�
aus 	 und jedes u aus Hs�k dessen Tr�ager in der Menge 	 liegt folgt�

kukHs�k �M�kukHs�k�� � kPh
k�x��D

ukHs


In diesem ersten Schritt wird also die Elliptizit�at des Di�erentialoperators
Pk�x��D benutzt� Dabei werden die Absch�atzungen ������
 und �����

 verwen�
det�
Die Dreiecksungleichung erlaubt es� jedes u aus Hs�k durch

kPh
k�x� �D

ukHs � k�Ph
k�x� �D

�Ph
k�x�D
ukHs� �z �

�
�

� kPk�x�DukHs� �
��


��



abzusch�atzen� Die Di�erenz Ph
k�x�D � Pk�x��D wird dabei durch den Opera�

tor
P
j�j
k

�a��x
� a��x�
�� beschrieben� Es kann die Existenz einer Konstan�

ten � � � gezeigt werden� mit welcher der Summand ��
 f�ur jedes u aus
H��tr

s �KQ
� �x�

 und f�ur jedes x� aus 	 durch

��
 � C���kukHs�k�� �
�

�
kuks�k �
�



abgesch�atzt werden kann� W�ahlt man n�amlich eine beliebige Funktion 
�x

aus D�K����

� die auf der Kugel K���
 identisch � ist und deren Funktions�
werte in ��	 �� liegen und liegt u�x
 in H��tr

s�k�K
Q

� �x�

� so kann a��x
��u�x
 �

�x�x�
a��x
��u�x
 gesetzt werden� Die Koe�zienten a��x
 sind nach Vor�
aussetzung auf der Menge 	 stetig� und dies impliziert die gleichm�assige
Stetigkeit der Koe�zienten auf jedem Kompaktum� Daher gibt es eine Kon�
stante C mit der gilt�

j
�x� x�
�a��x
� a��x�

j� �z �
�a�

� C jx� x�j

Der Ausdruck �a
 kann daher durch eine von der speziellen Wahl des x� un�
abh�angige Konstante nach oben beschr�ankt werden� Diese Konstante h�angt
vom Abstand � der Punkte x und x� ab� Jede Ableitung ��a��x
 ist ebenfalls
stetig und daher auf jedem Kompaktum beschr�ankt� Da ���a��x�

 gleich �
ist� gelingt es mit Hilfe der Leibnizregel den Ausdruck
k
�x � x�
�a��x
 � a��x�

kHjsj�n��

durch eine x��unabh�angige Konstante
nach oben abzusch�atzen� Sei � ein Multiindex der Ordnung k� F�ur ein belie�
biges s aus R gilt f�ur jedes u aus Hs�k und f�ur jede Funktion ��x
 aus S die
folgende Absch�atzung�

k���ukHs � �sup j��x
j
kukHs�k � Ck�kHjsj�n��
kukHs�k�� �
��


W�ahlt man � �� 
�x�x�
�a��x
�a��x�

� und wird der Radius � der Kugel
K��x�
 sehr klein gew�ahlt� so folgt Ungleichung �
�

 aus der Absch�atzung
�
��
 und den x��unabh�angigen Absch�atzungen f�ur die Koe�zienten�
Wendet man jetzt die x��unabh�angige Absch�atzung �
�

 auf den Aus�
druck ��
 an� so folgt f�ur jedes x� aus 	 mit Hilfe der Ungleichung
�
��
 die gew�unschte Basisungleichung � eingeschr�ankt auf die Menge
H��tr

s�k�K
Q
� �x�

 f�ur den Operator Ph

k�x�D�

Die kompakte Menge 	 l�asst sich durch endlich viele Kugeln K��x�
 �uber�
decken � Mittels einer Zerlegung der � kann die gew�unschte Basisunglei�
chung f�ur den Hauptteil des Di�erentialoperators Pk�x�D� auf ganz H

��tr
s�k�	



�



gezeigt werden�
F�ur jedes u aus H��tr

s�k�	
 gilt�

kPh
k�x�DukHs � k�Pk�x�D �Ph

k�x�D
� �z �
�	�

ukHs �Pk�x�D

Es gibt eine nur von 	 und s abh�angige Konstante N � mit welcher f�ur jedes
u aus Hs�k�	
� dessen Tr�ager in 	 liegt� durch

k��
ukHs � NkukHs�k��

abgesch�atzt werden kann� Daher folgt f�ur alle u aus H��tr
s�k�	
 die

Absch�atzung�

k�Ph
k�x�Du
kHs � NkukHs�k�� � kPk�x�DukHs

Durch diese Absch�atzung kann die Basisungleichung� die man bereits f�ur den
Hauptteil erhalten� hat weiter abgesch�atzt werden� und man erh�alt schlie��
lich die gew�unschte Basisungleichung f�ur den Operator Pk�x�D auf ganz
H��tr

s�k�	
�

Die n�achsten �Uberlegungen werden f�ur die Induktionsverankerung
ben�otigt�
Ist u aus D��	
� so liegt das Produkt u
 f�ur jede Testfunktion 
 in E �� Nach
einem Sobolev�schen Einbettungssatz gibt es f�ur jedes v aus E � ein r

aus Z� so da� dieses v in dem Raum Hr liegt�
Dies bedeutet gerade� da� E � � �

r�R
Hr ist� Das zur Distribution v geh�orende

r ist kleiner als ��
F�ur jedes 
 aus D�	
 und jede D��	
�Distribution u liegt also das Produkt
u
 in einem H��tr

r �	
�

u � H��tr

r �	
 soll als Startbedingung ��
 bezeichnet werden� Aus dieser
Startbedingung ��
 folgt die Induktionsverankerung im Beweis von Satz
�
����
�
Bemerkung

Im Beweis des lokalen Regularit�atssatz �
����
 wird also die Induktions�
verankerung durch ��
 gegeben� Es wird in einem Sobolevraum Hr mit
negativen r gestartet� Der Induktionsschritt erfolgt durch den Hilfssatz

�����
Bemerkungen
 Sei 	 eine o�ene und beschr�ankte Teilmenge von Rn� Man
kann zeigen� da� f�ur jeden auf 	 elliptischen Di�erentialoperator mit
Cs
b�	
�Koe�zienten und jedes s aus N�� die Basisungleichung �
��
 auf

W��tr
p�s�k�	
 erhalten bleibt�


�



Als erster Teilschritt im Beweis dieser Basisungleichung wird gezeigt� da� der
Di�erentialoperator Pk�x��D f�ur jedes x� � 	 die Basisungleichung mit glei�
chen C erf�ullt� Dabei wird unter Ber�ucksichtigung der Bemerkung zu Lemma
����� der Faltungssatz ����� auf die Darstellung

D��D�u
 � D�Ex� �D
���Pk�x��Du
�D��D��
 � �u

angewandt� Diese Darstellung wurde im Beweis des lokalen Regularit�ats�
satzes f�ur elliptische Di�erentialoperatoren mit konstanten Koe�zienten ge�
wonnen� Analog zum Beweis von 
���� wird anschlie�end gezeigt� da� man
einen Radius � �nden kann� so da� der Di�erentialoperator Pk�x�D die Basi�
sungleichung auf der Menge derjenigen Distributionen erf�ullt� deren Tr�ager
in einer Kugel �K��x

x�� liegen� Um diesen Zusammenhang zuzeigen� wird
wieder eine Ungleichung der Art �
��
 verwendet� Dieses Analogon zu �
��

ist wesentlich einfacher herzuleiten als die Ungleichung �
��
 selbst� Es wird
das Produkt einer Cs�k

b �	
�Funktion 
�x
 einer Distribution ��u �wobei�
u �Ws�k�	
 und j�j � k
 abgesch�atzt� Die Absch�atzung hat die Form�

k
��uks � D�kukp�s�k�� �D�kukp�s�k����

Dabei sind D� und D� nur von 
�x
� 	 und s abh�angige Gr�o�en� Durch diese
Ungleichung kann wie imHs� Fall gezeigt werden� da� alle u aus W��tr

p�s�k�	
�
deren Tr�ager in einer Kugel �K��x

x�� liegen� die Ungleichung

k�Pk�x��D �Pk�x�D
ukp�s�� �
�

�
kukp�s�k�� � C���kukp�s�k����

erf�ullen� wenn der Radius � sehr klein gew�ahlt wird� Aus dieser letzten Un�
gleichung kann wie im Beweis von 
���� die G�ultigkeit der Basisungleichung
auf der Menge W��tr

p�s�k�K��x�

 gefolgert werden� Analog zum Beweis zu

���� folgt die G�ultigkeit der Basisungleichung auf der Menge derWp�s�k�	
�
Distributionen mit beliebigen Tr�agern durch eine Zerlegung der ��
F�ur ein u aus Wp�s mit � 
 p 
� bleibt die Aussage von Satz 
���
 f�ur alle
s aus Z erhalten� Man ben�otigt dieses Analogon zu Satz 
���� jedoch nur f�ur
den Fall s � � und es wird hier auch nur f�ur diesen Fall bewiesen� Alle Lp�
R�aume sind f�ur p 
 � 
� re�exiv� Durch Ausnutzung der Re�exivit�at kann
der Beweis des Analogons zu Satz 
���
 besonders einfach gef�uhrt werden�
Die Re�exivit�at ist jedoch f�ur die G�ultigkeit dieses Satzes eigentlich nicht
ausschlaggebend�
Mittels der Wp�s�	
� Versionen der Basisungleichung und des Satzes 
���
�
kann eine sehr eingeschr�ankte Verallgemeinerung des Hilfssatzes 
���� auf
Wloc

p�s�	
 R�aume bewiesen werden� Im Kapitel 
 Satz 
�
�� wird gezeigt� da�
die Regularit�atssausage des Satzes 
���� zumindest dann f�ur alle s � N�


�



erhalten bleibt� wenn man j � k voraussetzt� Im Beweis wendet man die
Verallgemeinerte Basisungleichung auf eine Distribution u aus W��tr

p�s�j�	
 an�
Dies ist jedoch nur dann m�oglich� wenn j � k ist�
Begr�undung� Sei s � j � �s � j � k
 � k � �t � k� W�ahlt man j 
 k� so
gilt t 
 � f�ur s 
 k � j� Die Basisungleichung wurde jedoch im Fall p 
� �
nur f�ur t � N� gezeigt� Im Fall j 
 k kann die Basisungleichung daher nicht
verwendet werden� Mit Hilfe von 
�
�� ist man nun in der Lage eine lokale
Regularit�atsaussage f�ur Wp�s�	
�R�aume zu beweisen� Dieser verallgemeiner�
te lokale Regularit�atssatz wird analog zu Satz 
���� durch eine Induktion
bewiesen und der Induktionsschritt wird dabei durch den Hilfssatz 
�
�� ge�
geben� Die Regularit�atsaussage die so gezeigt werden kann lautet�
Sei Pk�x�D ein elliptischer Di�erentialoperator der Ordnung k mit Cs�k�	


Koe	zienten und s eine beliebige nat�urliche Zahl� Ist u eine Distributi

on aus Wloc

p�m�	
 und m eine nat�urliche Zahl gr�o�ergleich k� so folgt aus
Pk�x�Du �Wloc

p�s�	
 stets� da� u bereits in Wloc
p�s�k�	
 liegen mu��

In diesem Regularit�atssatz� mu� �uber die Distribution bereits bekannt sein�
da� diese in einemWloc

p�m�	
 mit m � k liegt� Dies liegt nat�urlich daran� da�
der Hilfssatz 
�
�� nur auf Distributionen angewandt werden kann die diese
Voraussetzung erf�ullen�
Trotz der Existenz eines adequaten Sobolev�schen Einbettungssatzes mu� da

her im Fall p 
� �� eine Startbedingung f�ur u vorgegeben werden� Die Start

bedingung mu�� u �Wloc

p�s�	
	 s � k hei�en�
Wahrscheinlich kann der lokale Regularit�atssatz f�ur p � ��	�
 gar nicht in
solch allgemeiner Form wie f�ur p � � formuliert werden�

��� Die Basisungleichung

Satz
 ������ Sei p � ��	�
� 	 eine o�ene und beschr�ankte Teilmenge des
Rn und mit Pk�x�D sei ein auf 	 elliptischer Di�erentialoperator mit Cs

b�	

Koe	zienten bezeichnet� Ist s � N�� so gibt es eine Konstante C mit� C� �
C�		 p	 s
� mit welcher f�ur alle u aus W��tr

p�s�k�	
 die folgende Ungleichung
g�ultig ist�

kukp�s�k�� � C�kPk�x�Dukp�s�� � kukp�s�k����


Die Basisungleichung bleibt dabei erhalten� wenn alle Koe	zienten des Dif

ferentialoperators aus C�	
 �W��s�	
 gew�ahlt werden�

Beweis

Erster Teilschritt
 Sei x� � 	� Als erstes wird gezeigt� da� eine Konstante
C� existiert� so da� f�ur jedes x� aus der Menge 	 und f�ur alle u ausW��tr

p�s�k�	








gilt�

kukp�s�k�� � C��kukp�s�k���� � kPk�x� �Dukp�s��


Der Di�erentialoperator Pk�x��D ist elliptisch und hat daher eine Parametrix
Ex�� Aus Lemma ������
 kann gefolgert werden� da� es eine Konstante Z � �
gibt mit welcher f�ur jedes x� � 	 und alle R � � folgt�

X
j�j�s

Z
	

R�j�j

Rn

��D�F �D�Ex�
���
��� d� � Z

Sei u aus W��tr
p�s�k�	
� und ein � � D�	
 sei so gew�ahlt� da� � identisch � auf

dem kompakten Tr�ager von u ist� Dann folgt aus dem Beweis von Satz 
����
f�ur alle j�j � k die Gleichung� D�u � �D�� � �u �D�Ex� � �Pk�x��Du und
es folgt f�ur alle j�j � s� k und f�ur alle j�j � k�

��
� D�u � D��� �D�� � �u�D�Ex� � �Pk�x��Du
 �

� D�� � �u�D�Ex� �D
�����Pk�x��Du


Da f�ur jedes u aus W��tr
p�s�k�	
 die Ungleichung

kukpp�s�k�� � kukpp�s�k���� �
X

j�j
s�k

kD�ukpp��

� �z �
���

erf�ullt ist� folgt f�ur ein festes �� welches j�j � k erf�ullt� mit Hilfe von ��
�

X
j�j
s�k

kD�ukpp�� � C�kuk
p
p���� �

X
j�j
s�k

kD�Ex� �D
�����Pk�x��Du
k

p
p��

� C�kuk
p
��p�� �

X
j�j
s

kD�Ex� �D
���Pk�x��Du
� �z �
�Lp�Rn��E �

kpp�Rn

Aus dem Faltungssatz ������
� folgt da� die Ungleichung f�ur jedes x� aus 	
durch

� C�kukp���� � C�

X
j�j
s

kD���Pk�x��Du
k
p
p�Rn� �z �

���


�



weiter gef�uhrt werden kann� Wegen der Tr�agereigenschaft ist �

 �
kD��Pk�x��Du
k

p
p��� und f�ur alle u ausW��tr

p�s�k�	
 ist die folgende Absch�atzung

kukp�s�k�� � �C� � �
� �z �
C�

kukp�s�k���� � C�kPk�x��Dukp�s��

zul�assig� Damit ist die G�ultigkeit der Basisungleichung f�ur den Operator
Pk�x��D gezeigt�
F�ur den zweiten Teilschritt ben�otigt man folgendes Hilfslemma �

Lemma
 ������ Sei Q � Cs
b�	
� und sei u � Wp�s�k�	
� W�ahlt man ein

� mit j�j � k� so folgt �da� QD�u in Wp�s�	
 liegt� Es folgt auch� da�
es eine Konstante B gibt� welche nicht von u abh�angt� so da� die folgende
Ungleichung auf Wp�s�k�	
 gilt�

kQD�ukp�s�� � kQk���kukp�s�k�� �B� max
o
j
j�s

kD
Qk���
kuks�k����

Das Lemma bleibt auch f�ur Q aus W��s�	
 g�ultig�

Beweis

Setzt man V �� D�u so gilt nat�urlich �

kQV kpp�s�� �
X
j�j�s

kQD�V kpp��

� �z �
�A�

� k�D��Q�V kpp�s��� �z �
�B�

Man sieht sofort� da�

�A
� � �kQk���kV kp�s��

p � �kQk���kukp�s�k��


p

Durch Anwendung der Leibnizregel erh�alt man f�ur den zweiten Summanden�
die Absch�atzung�

�B
� �
X
j�j�s

k
X
�
�

C����D
���Q
�D�V 
kpp�s�k�� � �

sX
i
�

ni

X
�
�
j�j�s

kC����D
���Q
�D�V 
kpp��

� ��
X

�
j
j�s

kC
D

Qkp���
kuk

p

p�s�k���� � C���� max
�
j
j�s

kQk���kuks�k����


Aus den beiden Absch�atzungen f�ur �A
 und �B
 folgt die Behauptung des
Lemmas�


�



�

Zweiter Teilschritt
 Sei x� � 	� Wendet man den Di�erentialoperator
Pk�x��D auf ein beliebiges u aus W��tr

p�s�k�	
 an� so folgt�

kPk�x��Dukp�s�� � k�Pk�x��D �Pk�x�D �Pk�x�D
ukp�s��

� k�Pk�x�D �Pk�x��D
ukp�s�� � kPk�x�Dukp�s��

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt daher nat�urlich sofort�

k�Pk�x�D �Pk�x��D
ukp�s�� �
X
j�j�k

k�a��x
� a��x�

D
�ukp�s��

Somit gilt also ��
�

kPk�x��Dukp�s�� �
X
j�j�k

k�a��x
� a��x�

D
�ukp�s�� � kPk�x�Dukp�s��

Angenommen die Distribution u liegt inWp�s�k�	
 und hat einen kompakten

Tr�ager in der MengeKQ
� �x�
� Ist 
�x
 eine Funktion aus C�

� �K����

� welche
auf der KugelK���
 identisch � ist und nur Werte in ��	 �� annimmt� so folgt�

�a��x
� a��xo


�x� x�
� �z �
Q�

D�u��z�
V�

� �a��x
� a��x�

D
�u

Dabei bezeichnet a��x
 die Koe�zienten des Di�erentialoperators� Q��x

liegt f�ur jedes � in Cs

��K���x�

 und daher liegt es auch in Cs
b�	
� Daher

kann kann Lemma �
����
 f�ur jedes � auf das Produkt Q�D
�u angewandt

werden� Aus �
����
 folgt�

kQ��V�
kp�s�k�� � ����kuks�k�� � ����kuks�k����

Zur Abk�urzung wurde ����� � kQ�k��� und ����� � B max
�
j
j�s

kQ�k��� gesetzt�

Da Q��x
 in Cs
b�	
 liegt� ist Q��x
 gleichm�a�ig stetig auf jedem Kompaktum

von 	� Daher �ndet man eine Konstante H� mit welcher f�ur jedes x� aus 	
und jedes � folgt� ��


���� � ka��x
� a��x�
k��K
Q
���x��

� H��


�



Weiter gilt�

max
x��

��D

�x� x�

�� � max

K���x��

��D

�x� x�

�� � max

K�����

��D

�x

��

F�ur jedes � mit j�j � s kann daher max
x��

��D

�x� x�

�� durch eine x��

unabh�angige Konstante nach oben beschr�ankt werden� Da alle D
a��x
 auf
	 beschr�ankte Funktionen darstellen� folgt die Existenz einer Konstanten M �
welche f�ur jedes j�j � s und f�ur jedes j�j � k den Ausdruck sup

x��

��D
a��x

��

nach oben beschr�ankt�
D
�a��x�

 ist gleich �� Wird auf D
�Q�V�
 die Leibniz Regel angewandt�
folgt daher�

���� � B max
�
j
j�s

fk
X
��


C��
�D

��
�x� x�

�D

�a��x

k���g

Da max
�

��D

�x� x�

�� und sup

�

��D
a�
�� x��unabh�angig abgesch�atzt werden

k�onnen� gibt es eine Konstante N � mit welcher der �����Ausdruck f�ur alle
j�j � k durch ��
� ���� � N unabh�angig von der speziellen Wahl des x� � 	
abgesch�atzt werden kann� Aus diesen beiden Absch�atzungen ��
 und ��
 folgt
mittels 
���� f�ur alle u �W

��tr
p�s�k�K

Q

� �x�

 und f�ur alle x� aus 	 die folgende
Ungleichung� ��


k�Pk�x�D �Pk�x��D
ukp�s�� � �
kX
i
�

ni


� �z �

�

��H�kukp�s�k�� �Nkukp�s�k����


ist� Da die Basisungleichung bereits f�ur den Operator Pk�x��D gezeigt wurde�
gilt�

kukp�s�k�� � C�kukp�s�k���� � C�kPk�x��Dukp�s��

Mit ��
 und mit ��
 folgt daraus�

kukp�s�k�� � C�kukp�s�k���� � C����H�kukp�s�k � C���Nkukp�s�k���� � kPk�x�Dukp�s��

Damit gilt f�ur alle u �W
��tr
p�s�k�K

Q

� �x�

 �

kukp�s�k�� � �C� � C���N
kukp�s�k���� � C�kPk�x�Dukp�s�� � C���H��kukp�s�k��

Setzt man � � �
�C�
�H

� subtrahiert auf beiden Seiten der Ungleichung

���kukp�s�k��
 und multipliziert anschliessend die Ungleichung mit �� so erh�alt

man� da� f�ur alle u aus W��tr
p�s�k�K

Q
� �x�

 die Ungleichung

kukp�s�k�� �Mkukp�s�k���� � C�kPk�x�Dukp�s��


�



g�ultig ist� Man setzt f�ur die weitere Verwendung C� �� max�C�	M
�
Dritter Teilschritt 

	 ist eine kompakte Menge� Der Radius � sei wie im zweiten Schritt gew�ahlt�
Jede Kugel K��x�
 hat den selben Radius �� Die Menge 	 kann daher durch
solche Kugeln �uberdeckt werden� Dabei gilt�

	 � �
x��

K��x


Da 	 kompakt ist reichen schon endlich viele solcher Kugeln f�ur die �Uber�
deckung und� es gibt eine Zerlegung der � aus endlich vielen 
i�x
 �
C�

� �K��xi

� i � ������m�� mit denen f�ur alle x aus 	 gilt�

mX
i
�


i�x
 � �

Sei u eine beliebiges Element aus W��tr
p�s�k�	
 dann l�asst sich dieses u

auf 	 durch u �
Pm

i
� 
iu darstellen� Jeder Summand 
i�x
u�x
 ist in

W�
p�s�k�K

Q

� �xi

� F�ur solche 
i�x
u�x
 wurde die Basisungleichung bereits

gezeigt� F�ur alle u �W��tr
p�s�k�	
 gilt daher

kukp�s�k�� �
�Ungl�

mX
i
�

k
i�x
u�x
kp�s�k��

Mit der Basisungleichung f�ur die 
iu folgt f�ur alle u �W
��tr
p�s�k�	
�

kukp�s�k�� �
mX
i
�

C��k
i�x
ukp�s�k���� � kPk�x�D�
i�x
u�x

kp�s��
�

Betrachtet man nun Pk�x�D�
i�x
u�x

� so ist klar� da�

Pk�x�D�
iu
 � 
iPk�x�Du� �Pk�x�D�
i�u

ist� Betrachtet man den Kommutator �Pk�x�D�
i� angewandt auf u mit Hilfe
der Leibnizregel� so erh�alt man �

�Pk�x�D�
i�u �
X
��k

a��x
D
��
i�x
u�x

�

X
j�j�k


i�x
a��x
D
�u�x


�
X
j�j�k

a��x
�
X
���

�D���
i�x

�D
�u�x

�

X
�j�k


i�x
a��x
D
�u


�



�
X
j�j�k

a��
X
�
�

�D���
i�x

�D
�u�x


�

Damit ist der Kommutator ein Operator der Ordnung k � �
mit Cs

��	
�Koe�zienten� Da Wp�s�k�	
 �Wp�s�k���	
 ist� folgt daher� da�
es eine Konstante G gibt� mit welcher f�ur alle u aus Wp�s�k�	
 gilt�

k�Pk�x�D�
i�x
�ukp�s�� � Gkukp�s�k����

Setzt man C � �C� � G
 so folgt f�ur alle u �W
��tr
p�s�k�	
 die Ungleichung

kukp�s�k�� � C�kukp�s�k���� � kPk�x�Dukp�s��


Damit ist die G�ultigkeit der Basisungleichung somit gezeigt�

�

��� Ein Hilfssatz

Sei 	 eine o�ene und beschr�ankte Teilmenge von Rn� p � ��	�
 und
Pk�x�D ein auf ganz 	 elliptischer Di�erentialoperator mit Cs�j�k��

b �	
�
Koe�zienten� In diesem Abschnitt soll gezeigt werden� da� f�ur s � N�

j � N� mit j � k � � aus u � Wloc
p�s�j�	
 und Pk�x�Du � Wloc

s�j�k���	


bereits u � Wloc
p�s�j���	
 folgt� Diese Behauptung ist die Verallgemeinerung

von Satz �
����
 aufWp�s�	
� R�aume� Diese Behauptung wird also den Induk�
tionsschritt im Beweis des lokalen Regularit�atssatzes f�ur elliptische Di�eren�
tialoperatoren mitCs�k

b �	
�Koe�zienten liefern� Im Beweis dieses Analogons
zu �
����
 wird die bereits gezeigte Basisungleichung verwendet� Weiter wird
folgende Charakterisierung von Wp���Rn
 benutzt�
Wp���Rn
 stimmt mit der Menge aller Lp�Rn

Funktionen u �uberein� f�ur die
man eine Konstante M und ein � � � �nden kann� so da� f�ur jedes h aus R
mit jhj � �� der Di�erenzenquotient �

h
�u�x�hej
�u�x

 in der k 
 kp
Norm

durch M nach oben beschr�ankt wird� Das n�achste Ziel dieses Abschnitts ist es
daher� diese Charakterisierung von Wp���Rn
 zu beweisen�

De�nition
 ������ Ist 
�x
 eine Funktion aus D�Rn
 und h aus Rn� so
wird durch 
�x � h
 die Translation �h
�x
 von 
�x
 de�niert� Liegt u in
D��Rn
� so folgt f�ur festes h� da� f�ur alle kompakten Mengen eine Konstante
CK existiert� und eine nat�urliche Zahl k so da� f�ur alle Testfunktionen 
�x
�
deren Tr�ager in K liegen� die folgende Absch�atzung

ju���h

j � CK

X
j�j�k

k��
�x� h
k� � CK

X
j�j�k

k��
�x
k�


�



erf�ullt ist� Daher wird durch �hu� � u���h

 eine Distribution de�niert� und
diese soll als Translation der Distribution u bezeichnet werden�

De�nition
 ������ F�ur eine Funktion 
 aus D�Rn
 und ein h aus R� gilt
k���
�x�hei
�
�x

k� � �k��
�x
k�� Daher kann gefolgert werden da� es
f�ur alle kompakten Mengen K eine Konstante CK und eine nat�urliche Zahl
k gibt� so da� f�ur alle Testfunktionen deren Tr�ager in K liegen

��heiu� u
�

 � CK

X
j�j�k

k��
�x
k�

gilt� Daher wird durch �i
hu� � �h
����heiu � u
 eine Distribution �i

hu �
D��Rn
 de�niert� Die so de�nierte Distribution hei�t Di�erenzenquotient
der Distribution u�

Es gilt das folgende Lemma �

Lemma
 ������ L�a�t man h gegen � laufen� so konvergiert die eben de�

nierte Distribution �i

hu im D��Rn

Sinn gegen die Distribution �iu�

Im Beweis von Lemma 
�
�
 wird das folgende Lemma benutzt�

Lemma
 ����
� Ist 
 eine Funktion aus D�Rn
 so konvergiert �i
h
� f�ur

jhj �	 � in der D�Rn

Topologie gegen die Funktion �i
�

Beweis 
�
��
 F�ur jeden Multiindex � und f�ur jedes 
 aus D�Rn
� kon�
vergiert D���i

h

 f�ur h gegen � punktweise gegen D���i

�
��
�x
 ist f�ur jeden Multiindex � gleichm�a�ig stetig und besitzt kompakte
Tr�ager� �

h
�
�x�hei
�
�x

 hat ebenfalls kompakte Tr�ager� F�ur eine beliebige

kompakte Umgebung V des Tr�agers Supp��i

 � K gibt es eine nat�urliche
Zahl n�� mit welcher f�ur jedes h mit jhj � n��� der Tr�ager Supp��i

h

 in der
Menge V liegt�

Weiter folgt �siehe �H�o� Kapitel ��
�

k�D��h
i 

�x
� �D��i

�x
k � kh���D�
�x� hei
� 
�x
� hD��i
�x

k

� sup
��t��

k��iD
�

�x� thei�� �iD

�
�x�k

Aus der gleichm�a�igen Stetigkeit der �

�x
� folgt f�ur alle � � � die Existenz
eines � � �� so da� aus kheik � jhj 
 � folgt� sup

��t��
k�

�x�thei���

�x�k 
 ��

Daher folgt�

lim
jhj���

�sup
Rn

kD���i
h

�x
� �D��i

�x
k
 � �

Damit konvergiert �i
h
 in D�Rn
�

��



�

Jetzt soll das Lemma 
�
�
 bewiesen werden�
Beweis �
�
�


 F�ur jede Testfunktion 
 folgt nach Lemma �
�
��
�

lim
jhj���

�i
h
 � �i


in der D�Rn
�Topologie� Daraus folgt�

lim
jhj���

u��i
h

 � u��i



Da h�i
hu � 
i � hu � �i

�h
i ist� erh�alt man�

lim
jhj���

h�i
hu	 
i � lim

jhj���
hu � �i

�h
i � �hu��i
i � h�iu�
i

Dies bedeutet gerade die D��Rn
� Konvergenz von �i
hu gegen �iu f�ur jhj

gegen ��

�

Jetzt soll die angek�undigte Charakterisierung von Wp���Rn
 gezeigt werden�

Satz
 ������ Sei p � ��	�
 und u aus Lp�Rn
� Die Ableitung �iu liegt genau
dann in Lp�Rn
� wenn man ein � � � und eine Konstante C � � �nden kann�
mit denen f�ur alle h aus Rn� welche jhj � � erf�ullen�

k�i
hukLp � C

folgt�

Um diesen Satz ohne gr�o�ere Umst�ande zu beweisen� greift man auf die
Re�exivit�at der Lp�Rn
 R�aume f�ur � 
 p 
 � zur�uck� und wendet den
folgenden bekannten Satz an�

Satz
 ������ Ein Banach
Raum E ist genau dann re
exiv� wenn die Ein

heitskugel ��E	E�

 kompakt ist�

Dieser Satz und sein Beweis k�onnen unter anderen in �K��o� oder auch in
�M�Vo� nachgelesen werden�
Zum Beweis des Satzes �
�
��
 � � ��� 
 Angenommen Es gibt ein C � �
und ein � � �� so da� f�ur alle jhj � � � k�i

hukLp � C gilt�
Ohne Einschr�ankung sei C � � � Im Beweis spielt es keine Rolle� ob man
anstelle von ��i

hu
h � das Netz � �
C
�i

hu
h nimmt�

��



Aus der Re�exivit�at des Raumes folgt� da� die Einheitskugel schwach kom�
pakt ist� F�ur jhj � � liegen alle �i

hu in der Einheiskugel des Lp� Das gerich�
tete System ��i

hu
h mit h � R und jhj � �� besitzt daher einen schwachen
Ber�uhrungspunkt g� und f�ur diesen gilt nat�urlich� kgkLp � �� Man w�ahle ein
Teilsystem ��i

wu
w aus� welches f�ur jwj gegen � in der ��Lp	Lq
 �Topologie
gegen g konvergiert� und lasse jwj gegen � laufen� F�ur alle 
 aus Lq�Rn
 folgt

lim
jwj���

h�i
wu�
i � hg�
i

Dies gilt nat�urlich auch f�ur alle 
 aus D�Rn
� da diese in Lq�Rn
 liegen� Mit
Lemma �
�
��
 folgt f�ur alle 
 aus D�Rn
� da� hg�
i � �hu��i
i �
h�iu�
i ist� Aus der Eindeutigkeit der Distributionenableitung folgt�
�iu � g � Lp�Rn

�� ��
 Angenommen �iu und u liegen in Lp�Rn
�
Der Mittelwertsatz liefert�����

Z
Rn

��i
hu

dx

���� �
����
Z
Rn

u jhjh��
Z �

�

�i
�x� thei
dtdx

����
Man gewinnt damit�

k��i
hu

kLp �

jhj

jhj

Z
Rn

�����
Z �

�

�iu�x� thei
dt



���� dx
Damit gilt weiter� k��i

hu

kL� �
R
Rn

R �

�
j�iu�x� thei
j

p
dtdxk
kLq � Die

Integrationsreihenfolge kann vertauscht werden� Man gewinnt durch die
Vertauschung der Integrale� k�i

hukLp� �� � �
�k�iu�x � thei
kLp
� Die�
se Absch�atzung ist unabh�angig von h� wegen der Translationsunabh�angig�
keit des Lebesgueintegrals� Damit erh�alt man f�ur alle Testfunktionen 
� die
Absch�atzung� k��i

hu

kL� � Ck
kLq� Es kann k�i
hukLp � C f�ur alle h ge�

folgert werden�

�

Man betrachte nun den folgenden Kommutator angewandt auf ein beliebiges
u �Wp�s�k�	
�

��i
h�Pk�x�D�u � �i

h�Pk�x�Du
�Pk�x�D��
i
hu


� �i
h�
X
j�j�k

a�D
�u
�

X
j�j�k

a�D
���i

hu


��



Es ist klar� da� ��i
h�D

� �u � � f�ur j�j � d und f�ur u � Wp�d�	
� ist� Daher
kann im rechten Summanden D� mit �i

h Vertauscht werden� Der Di�eren�
zenoperator �i

h kann im linken Summanden in die Summe gezogen werden�
Damit erh�alt man� ��


��i
h	Pk�x�D�u �

X
j�j�k

��i
h�a��D

�u

Wie bereits angek�undigt ist das eigentliche Ziel dieses Abschnitts� der Beweis
des folgenden Hilfssatzes�

Satz
 ����	� Der Di�erentialoperator Pk�x�D habe Cs�j�k��
b �	
 Koe	zien


ten� und er sei elliptisch auf einer beschr�ankten und o�enen Teilmenge 	
des Rn� Dann gilt f�ur alle s � N� und alle j � k� da� aus u � Wloc

p�s�j�	

mit f �Wloc

p�s�j�k���	
 und Pk�x�Du � f bereits u �Wloc
p�s�j���	
 folgt�

Beweis
 Es seien j und s nat�urliche Zahlen mit j � k� Zu zeigen ist�
da� f�ur alle 
 aus C�

� �	
 folgt� 
u in Wp�s�j�� liegt� Sei u � Wp�s�	
�
dann gilt Pk�x�D�
u
 � 
Pk�x�Du� �z �

���

� �Pk�x�D�
�u� �z �
�	�

� Dabei liegt ��
 nach

Voraussetzung in Wp�s�j�k��� Ebenso liegt auch ��
 in Wp�s�j�k��� denn
wie schon einige Male gezeigt ist der Kommutator ein Operator der Ord�
nung k�� mitCs�j�k��

� �	
 Koe�zienten� Also liegt ��
���
 inWp�s�j�k���

Die Di�erenzenquotienten �i
h�
u
 liegen f�ur alle h in Wp�s�j�	
� Es

gibt ein � � �� so da� f�ur alle h� deren Betr�age kleiner gleich � sind� die
Tr�ager der �i

h�
u
 in der Menge 	 liegen� Die Basisungleichung kann somit
f�ur kleine h auf �i

h�
u
 angewandt werden� h sei im folgenden so gew�ahlt�
da� jhj � � gilt� Man wendet die Basisungleichung 
����� an� Wegen der
kompakten Tr�ager in 	 k�onnen die Integrale aus der Basisungleichung �uber
ganz Rn gestreckt werden� Man erh�alt daher

k�i
h�
u
kp�s�j�Rn � C�kPk�x�D��

i
h�
u

ks�j�k�Rn � k�i

h�
u
kp�s�j���Rn


� C�k�i
h�Pk�x�D�
u

kp�s�j�k�Rn � k�Pk�x�D��

i
h�
ukp�s�j�k�Rn� �z �

���

� k�i
h�
u
kp�s�j���Rn
�

Mit der Kommutatorbetrachtung ��
 erh�alt man

k�Pk�x�D��
i
h��
u
kp�s�j�k�Rn �

�
�

�




X
j�j�k

k
�

jhj
��h�a�D

��
u

� a��h�D
��
u


kp�s�j�k�Rn �

Klammert man D��
u
�x�hei
 aus und wendet Lemma �
���� 
 an� so folgt
weiter

�
X
j�j�k

k��i
ha�
�h�D

��
u

kp�s�j�k�Rn

�
X
j�j�k

�B max
�
j
j�s�j�k

fkD
��i
ha�
k���gk
ukp�s�j���Rn

�k�i
ha�k���k
ukp�s�j�Rn
�

Dabei wurde benutzt� da� �D���h� � � ist� Weiter wurde die Translationsin�
variants des Lebesgue Integrals ausgenutzt� Da a��x
 in Cs�j�k��

b �	
 liegt�
folgt sofort� da� es f�ur die Ausdr�ucke

max
�
j
j�s�j�k

kD
��i
ha�
k��� und k�i

ha�k���

ein �� � � und ein M��� � � gibt� so da� f�ur jedes h� dessen Betrag kleiner
gleich �� ist� max

�
j
j�s�j�k
kD
��i

ha�
k��� �M��� und k�i
ha�k��� �M��� gilt�

Damit l�asst sich �Pk�x�D��i
h�
u in der k 
 kp�s�j�k�Rn �Norm f�ur kleine jhj� h�

unabh�angig absch�atzen� Man erh�alt f�ur jhj � min���	 �
�

k�Pk�x�D	�
i
h�
ukp�s�j�k � �

X
j�j�k

M���


� �z �
D

�k
ukp�s�j�Rn � k
ukp�s�j���Rn


Man setze die gesamte Absch�atzung f�ur den den Kommutator in den Aus�
druck �

 und fasse zusammen� Man erh�alt so die folgende Absch�atzung �

k�i
h�
u
kp�s�j�Rn � max�C	D
�k�i

h�Pk�x�D�
u

� �z �
���

kp�s�j�k�Rn � k
ukp�s�j�Rn

�
��


�k�i
h�
u
� �z �
���

kp�s�j���Rn


��



Es ist klar� da� �i
h�D

��
u

 � D���i
h�
u

 ist� Da ��
 nach Voraussetzung

inWp�s�j�k�� liegt� folgt daher aus Satz �
�

� ���
 die Existenz eines �� � �
und einer Konstanten M� � � mit denen f�ur alle h mit jhj � �� gilt�

k��
kp�s�j�k�Rn �M�

Da ��
 nach Voraussetzung in Wp�s�j liegt� folgt nach Satz �
�

� ���
 die
Existenz eines �
 � � und einer Konstanten M
 � �� mit denen f�ur alle
jhj � �
 gilt�

k��
kp�s�j���Rn �M


Aus der Ungleichung �
��
 folgt daher die Existenz einer KonstanteM � welche
f�ur jedes h mit jhj � � �� min���	 ��	 �
	 �
 den Ausdruck k�i

h�
u
kp�s�j nach
oben beschr�ankt� Nach Satz �
�

� ���
 liegt daher f�ur jedes � mit j�j � s�j
die Ableitung Dei �D��
u

 � D��ei �
u
 in Lp�Rn
� und somit liegt 
u in
Wp�s�j��� Dies sollte gezeigt werden�

�

Der eben gezeigte Satz soll nun� wie schon erw�ahnt� den Induktionsschritt
im Beweis des lokalen Regularit�atssatz� der jetzt endlich bewiesen werden
kann� liefern�

��� Beweis des lokalen Regularit�atsatzes

Satz
 ��
��� Sei 	 eine o�ene und beschr�ankte Teilmenge des Rn� Pk�x�D

habe Cs�k
b �	
 Koe	zienten und sei elliptisch auf der Menge 	� Ist s aus N�

und ist � 
 p 
 �� so folgt aus u � Wloc
p�k�	
 und aus Pk�x�Du � f mit

f �Wloc
p�s�	
� da� u bereits in Wloc

p�s�k�	
 liegen mu��

Beweis
 Es ist zu zeigen� da� f�ur alle 
 � D�	
 das Produkt 
u in
Wp�s�k liegt� Sei also 
�x
 aus D�	
� Man w�ahle eine beliebige kompakte
Obermenge V des Tr�agers von 
� die ganz in 	 liegt� Zu dieser Menge V
w�ahle man sich eine Funktion �

�
� aus D�	
 welche auf supp�
�x

 identisch

� ist�
Nach Voraussetzung liegt ��

�u in W�
p�k�	
� und ��

�u liegt daher erst

recht in Wp�k� Man de�niere induktiv N � � Funktionen �
�
� � � � � �

�
N�� aus

D�	
 die alle Supp��
j � fx���

j�� � �g erf�ullen� Dabei soll ��
N � 
 gesetzt

werden�
Es wird nun durch eine Induktion gezeigt� da� �

�
i u f�ur jedes � � i � N

��



in Wp�i liegt�

Verankerung
 f�ur j � k folgt das Gew�unschte aus der Voraussetzung�

Induktionsannahme
 Sei k � j � N � �� dann liegt ��
j u in Wp�j�

Dabei soll N � s� k gesetzt werden�

Induktionsschritt
 Es ist zu zeigen� da� aus ��
j u �Wp�j auch �

�
j��u �

Wp�j�� folgt� Auf der kompakten Menge Supp���
j��
 gilt Pk�x�D��

�
j u
 �

Pk�x�Du � f � Daher folgt�

Pk�x�D��
�
j��u
 � Pk�x�D��

�
j���

�
j u


� �
�
j��Pk�x�D��

�
j u
 � �Pk�x�D��

�
j���u

� �
�
j��f� �z �

�Wp�s�Wp�j�k��

� �Pk�x�D��
�
j����

�
j u� �z �

Wp�j�k��

Der Kommutator ist ein Operator der Ordnung k � � mit Cs�k
� �	
 Koe�zi�

enten� und die Funktion �
�
j u liegt in W�

p�j� Man erh�alt also

�
�
j��u �W

�
p�j�	
 �Wloc

p�j�	
 und Pk�x�D��
�
j��u
 �W

loc
p�j���k�	


Nach dem Hilfssatz 
�
�� folgt daher� da� �
�
j�� bereits in Wp�j���	
 liegt�

Setzt man nun N � � � s � k � �� so folgt die Behauptung des lokalen
Regularit�atssatzes�

�

Corolar
 ��
��� Der Di�erentialoperator Pk�x�D habe Cs�k
b �	
 Koe	zienten

und sei elliptisch auf der o�enen und beschr�ankten Teilmenge 	 des Rn� F�ur
beliebiges s � n

p
und � 
 p 
� folgt aus u �Wloc

p�k�	
 und Pk�x�Du � f mit

f �Wloc
p�s�	
� da� u sogar in Ck�loc�	
 liegt �

Zum Beweis wird das folgende Lemma � Vereinfachtes Sobolev�
Lemma� ben�otigt �

Lemma
 ��
��� Sei 	 � Rn beschr�ankt und sternf�ormig� F�ur n 
 p�s � k

und s � � folgt aus u �Wp�s�	
� da� u sogar in Ck�	
 liegt� Und es gilt die
folgende Absch�atzung� X

j�j�k

k��uk��� � Cs�pkukp�s��

Also ist f�ur n 
 p�s� k
 Wp�s�	
 stetig in Ck�	
 eingebettet�

��



Der Beweis
 orientiert sich an dem Beweis von Satz ������ aus �H�o����
Man nutzt die Approximierbarkeit des Raumes Wp�s�	
 durch C��	
�
Funktionen aus� Da 	 Pr�akompakt ist� kann man auf C�

� �	
� Funktionen
�ubergehen� Ist u in C�

� �	
� so folgt� da� �u in E � liegt� Sei E die Fun�
damentall�osung des Laplace�Operators � � dann gilt f�ur die Fundamen�
tall�osung� � siehe �H�o��� 
 �jE� � xj jxj

�n �
Cn

� Dabei ist Cn eine Konstante�

F�ur u kann nat�urlich E ��u � u auf 	 geschrieben werden� Ist j�j � k und
s � �� so folgt

j��u�h
jh�� �
nP
j
�

j��E � �j�ju���j �
nP
j
�

���R��h���E
��j�j���hu

dx
��� �

Die Faltungsdistribution wird durch die Faltung der Funktionen �kE und
�j�ju erzeugt� Man wende die Dreiecks�Ungleichung und die H�oldersche�

Ungleichung an� ��E � P �x�
jxjn � wobei P �x
 ein Polynom ist mit gradP �x
 �

k� Es folgt�

��
 � k jP �x�j
jxjn

kq����k��h��j�ju
kp���h � k
Dk�� � jxj
k

jxjn� �z �
�a�

kq����k�j�jukp��

Ist n 
 p�s � k
� so ist s � k � � und somit gilt�

�a
 � kDk���jxj�k���jxj�s�k

jxjn kq���� � kDk�� � jxj
kk������ �z �

�

k ���jxj�
s�k

jxjn kq���� �

n 
 p�s � k
 ist genau dann erf�ullt� wenn n � p

p����s � k � n
 � � ist� Da
p

p��
gerade gleich q ist� folgt daher die Beschr�anktheit von

k����jxj
��s�k� jxjn
��kq����� Demnach gibt es also eine Konstante Dp�s���
so da� die folgende Ungleichung f�ur alle u aus C�

� �	
 erf�ullt ist �

X
j�j�k

k��uk��� � Dp�s��kukp�s�� �
��


��



Es gilt also f�ur n 
 p�s � k
 und s � �� da� die Abbildung I mit
I � �C�

� �	
	 k
kLp
 �	 �Ck�	
	 k
k���
 gegeben durch I�u
 �� u stetig ist�
Der De�nitionsbereich ist die Menge C�

� �	
� Mit der Norm vonWp�s�	
 ver�
sehen� ist er ein dichter Teilraum von Wp�s�	
� Daher kann diese Abbildung
I unter Erhaltung von �
��
 auf ganz Wp�s�	
 fortgesetzt werden�

�

Damit kann dann Corollar 
���� gezeigt werden�

Beweis

����
Sei Q eine beliebige kompakte Teilmenge von 	 und u � Wloc

p�k�	
� Ist

�x
 eine C�

� �	
� Funktion deren Tr�ager in einer beliebigen Kugel K�i�xi

liegt� welche ganz in 	 enthalten ist� so folgt aus dem lokalen Regularit�atssatz�

u �Wp�s�k� Ist s �

n
p
so ist n 
 p�s�k�k
� Kugeln imRn sind sternf�ormig

und pr�akompakt� Aus �
���

 folgt daher� da� 
u sogar schon in Ck�K�i�xi


liegt� Die Kompakte Menge Q l�a�t sich durch Kugeln �uberdecken die ganz
in 	 liegen� Mittels Zerlegung der � folgt� u � Ck�loc�Q
�

�

��



Anhang A

Faltungssatz

Wie bereits angek�undigt wird nun der Beweis des Faltungssatzes ����� nach�
geholt� Beweis und Satz �ndet man in �H�o�� Kapitel ����

Bemerkung
 SeiK aus S� und u aus E �� dann gibt es bekanntlich genau eine
Distribution L welche f�ur alle 
 aus D�Rn
� die Gleichung L�

 � K � �u�


erf�ullt� Diese Distribution L wird dabei durch L�

 � K�F�u � 

 gegeben�
Man kann zeigen� da� L�

 � K�F�u � 

 auf ganz S stetig fortsetzbar ist�
Daher kann die Faltung einer S�� Distribution und einer E ��Distribution als
S��Distribution aufgefasst werden� Einen Beweis �ndet man zum Beispiel in
�H�o�� Kapitel ����

Beweis des Faltungssatzes
Sei � eine Funktion aus C�

� �K���

 � die auf K���
 identisch � ist� F�ur jedes
� aus Rn gibt es genau ein i aus Z� so da� �i�� � j�j � �i ist� Mittels Bildung
von Teleskop�Summen kann gezeigt werden� da�

� �

�X
��

�����i�
 � �����i�

 �A��


gilt� Die Konvergenz der Reihe ist punktweise� Mit  KR��
 wird die Funktion
����
� ����

� �z �

��D��	�

�FK�R��
 bezeichnet� Es ist nat�urlich klar� da� die so kon�

struierte Funktion in L�
� liegt� Mittels der Leibnizregel� angewandt auf

D��  KR��

� und mittels der Substitution �R� � y
 erh�alt man�

��



X
j�j�s

Z
Rn

���D�  KR��


���� d�

� �z �
�a�

�
X
j�j�s

X
���

Z
R
� �jyj��R

����C����D����D�
�

R
y

Rj�jD��FK�y�


����
�

R�ndy

� �z �
�b�

�A��


Integrationsgrenzen
 Da D����D� y
R

 � � in jyj 
 R

�
ist� und da der

Tr�ager von �D� y
R

 in der Menge fy j y � �Rg liegt� mu� nur �uber den den

Kreisring R
� � jyj � �R integriert werden�

Nach der Voraussetzung f�ur FK�y� wird der Ausdruck �b
 durch eine R�
unabh�angige Schranke B nach oben beschr�ankt� � Die Konstante B h�angt
nur von C und s ab 
 Aus �A��
 folgt daher f�ur alle R aus R��

X
j�j�s

Z
Rn

���D�  KR��

���� d� � B� �A�



Dies bedeutet gerade� da� die Funktion  KR��
 in H�
s liegt � Nach Vorausset�

zung ist s � n
� � Nach einem der Sobolev�schen Lemmata folgt f�ur s � n

� � da�

die Hs�Funktion  KR beschr�ankt ist� Es gilt n�amlich�

k  KRk��Rn � Gsk  KRkH�
s

�A��


Dabei ist Gs eine nur von s abh�angige Konstante� F�ur alle R aus R� ergibt
sich daher aus �A�

 und �A��
 die G�ultigkeit folgender Absch�atzung�

k  KRk��Rn � GsB �A��


Auf der Menge f� j j�j � �g gilt�
���  KR�x


��� � FK�R��� Diese Gleichheit� liefert

mit der R�unabh�angigen Absch�atzung �A��
� kFKk��Rn � GsB� Also liegt
FK in L��Rn
 � Die Me�barkeit ergibt sich da FK nach Voraussetzung in
L��loc�Rn
 liegt�
Jetzt wird die erste Aussage ����
 des Faltungssatzes f�ur den Fall p � � ge�
zeigt� Sei p � � und u eine Distribution� die durch eine L��Rn
 Funktion
gegeben ist� F�ur die Fouriertransformation der Faltung einer S�� Distributio�
nen K und einer E ��Distribution u gilt�

F�K � u
 � �FK
�Fu


��



F�ur jede Testfunktionen 
 folgt�

hK � u	 
i � hF
��FK
�Fu

	 
i � hFK�Fu
	F

i

�

Z
Rn

�FK
�Fu
�F


d�

Die Fouriertransformation Fu von einem u aus E � wird dabei durch die Funk�
tion Fu��� � u�e�ihx�	i
 gegeben� Die Funktion Fu��� liegt in C��Rn
� Hier
wird u durch eine L� � L� Funktion repr�asentiert� daher f�allt Fu mit der
gew�ohnlichen Fouriertransformation einer L� � L� Funktion zusammen�

Fu �

Z
e�ihx�	iu�x
dx

Es folgt daher mit Hilfe der Parseval�schen Gleichung�

kF
��FK
�Fu

k��Rn � MkF���FK
�Fu

k��Rn � Mk�FK
�Fu
k��Rn

� �MGsB
� �z �
C�

kFuk��Rn � C�kuk��Rn

Damit ist die erste Aussage des Faltungssatzes f�ur p � � gezeigt� � Dabei soll
C� �� C��� gesetzt werden�


Aus �A�

 folgte� da�  KR in Hs liegt� In �H�o� Kapitel ��� wird gezeigt� da�
die Fouriertransformation F den Raum Hs in den Raum L� abbildet� wenn
s � n

� ist� Also folgt hier aus der Voraussetzung s � n
� � da� F

 KR eine L��

Funktion ist� Man wei� also� da� sowohl  KR als auch die Fouriertransfor�
mation F  KR in L� liegen� Damit gilt die Fourierumkehrformel � und es
kann gefolgert werden� da� es eine Funktion KR aus C� �L� gibt welche  KR

als Fouriertransformierte besitzt� KR wird dabei durch F
  KR gegeben� Im
folgenden wird FKR anstatt  KR geschrieben� Aus der Umkehrformel folgt�R

jKRj dx � ���
�n
R ��R �D��
FK�R��ei	xd�

�� dx � GsB
R ��F���D

�� dx �
C �� wobei �D in S liegt� F�ur jedes R aus R� folgt also� kKR�x
k� � C ��
Weil L� � S� ist� ist die Distribution  KR aus S�� Da der Tr�ager von  KR in
der Kugel um � mit dem Radius � liegt� kann  KR f�ur ein 
 aus C�

� �K
��


welches auf der Kugel K���
 identisch � ist� durch 
  KR ertsetzt werden� Es
gilt dann�

F�FKR
 � F�
  KR
 � �F�KR
� �z �
�L��S�

� �F

� �z �
�S

��



Die Faltung einer Temperierten Distribution u mit einer Schwartz�schen
Funktion v� gegeben durch u � v�x� �� u��xF�v�y�
� liegt bekanntlich in C��
Daher liegt F��KR�x

�y� in C�� Und da diese Funktion mit der Funkti�
on KR��y
 �ubereinstimmt folgt damit� da� KR�x
 durch eine C� Funktion
repr�asentiert wird� Die Fourierumkehrformel und daraus folgende Eigenschaf�
ten wie �F�
�y� � v��y
 �ndet man zum Beispiel bei �M�V o� in dem entspre�
chenden Kapitel� Wendet man auf FKR die Hs �Norm an� so erh�alt man
unter Ber�ucksichtigung von �A�

�

kFKRkHs � f

Z
Rn

jKR���
j
� �� � j�j�
sd�g

�
� � AsB � C ��

Es ist klar� da�

kKR��
kL� �

Z
jKR���
j �� � j�j�


s
�� �z �

�a�

�� � j�j�
�
s
�� �z �

�b�

d�

ist� Nach Voraussetzung ist� s � n
�
� Deshalb liegt �b
 in L�� Das IntegralR

Rn�a
�b
d� kann daher als Skalarprodukt von �a
	 �b
 aufgefasst werden�
Wendet man die Cauchy�Schwarz�sche Ungleichung auf dieses Skalarprodukt
an� so erh�alt man die folgende Absch�atzung�

kKRkL� � kFKRkHsk�� � j�j�

�s
� kL� � C ��k�� � j�j�


�s
� kL� �A��


Mittels dieser Absch�atzung �A��
 folgt�Z
RnnK����

jKR�x
j dx � C ��f
R
RnnK����

�� � jxj�
�sdxg
�
�

F�ur die S��Distribution �jFKR gilt nat�urlich� F��jFKR
 � �DjF�KR�
�jFKR liegt inHs�L�� Weil s � n

� ist� liegt auch F��jFKR
 in L���DjF�KR

ist eineC��Funktion und damit ist sie auch in L��loc� Wegen der Eindeutigkeit
der Darstellung einer Distribution durch eine L��loc Funktion folgt die k 
 kL�
Gleichheit von �DjF�KR und F��FKR
� Daher liegt die Funktion �DjKR

in L� und es gilt� k �DjKRkL� � C�� Die Konstante C� ist dabei nur von C

und s abh�angig� Mit Hilfe des Mittelwertsatzes erh�alt man�

jKR�x� y
�KR�x
j� �z �
��R�y�x��

� jyj

Z �

�

jDjKR�x� ty�jdt

und daraus folgt sofort�

��



k�R�y�x
kL� � C� jyj �A��


F�ur eine Funktion f aus L� gilt bekanntlich�F�f�Rx

 � Ff � 	
R
� �
Rn � Daher

ist F�KR�Rx
Rn
 � FKR � 	
R
� und mit �A��
 folgt�

F�

mX
i
�m

K�i��
ix
�ni


� �z �
um

�

mX
i
�m

�����i
� �����i

FK��
�i

�i
�

Die Partial Summe liegt in L� � L� und konvergiert punktweise monoton
gegen FK� FK ist aus L�� F�ur jedes 
 aus S folgt daher� lim

m���
um�

 �

F�

� Also konvergiert um im S��Sinn gegen die Distribution FK� F�ur jedes

 aus S folgt weiter�

F��um�

 � um�F
��

 lim

m���
um�F

��

 � FK�F��

 � K�



Somit konvergiert
mP

i
�m
K�i��

i

�ni im S��Sinn gegen die Distribution K�

Mit I wird der folgende W�urfel bezeichnet�

I � fx j max
i������n�

jxij 
 �g

Mit M wird derjenige Teilraum von E � bezeichnet� dessen Elemente w durch
C�

� �I
 Funktionen repr�asentiert werden� die
R
I
w��
d� � � erf�ullen� Man

betrachte nun die Abbildung A � M �	 S� mit A�w
 � K � w� F�ur jedes

�x
 aus S gilt�
A�w
�
� � K�F�w � 

� Weiter folgt�

F��um�F
�w � 

 �

Z mX
i
�m

�K�i��
ix
�ni


Z
F�w�x� y

�y
dydx

F��um�F�w � 

 konvergiert f�ur m gegen unendlich gegen �K � w
�
�� Die
Integrationsreihenfolge kann vertauscht werden�
Daher konvergiert F��um�w�y � 


 f�ur fast alle y gegen K�w�y � 


� Die
Distribution K �w wird also durch die Funktion y �	 K�w�y�x

 erzeugt�
Es gilt das folgende Hilfslemma�

Lemma
 A���
� Es sei mit I� derjenige Quader bezeichnet� welcher die dop

pelte Kantenl�ange wie der Quader I besitzt� M sowie A seien wie eben de�

niert� Dann gibt es eine Konstante D mit welcher f�ur alle w aus M folgt�Z

RnnI�
jA�w
jdx � D

Z
Rn

jwj dx �A��


Dabei h�angt die Konstante D nur von s und C ab�

�




Beweis des Lemmas
 Wendet man den Satz von Fubini auf den Inte�
gralausdruck ��
 an� so folgt�

Z
RnnI�

Rn jKR�yR
 � w�y
�x�jdx

� �z �
�

� Rn

Z
jw�y
j dy

Z
jxj��

jKR�Rx
j dx

� �z �
�a�

Unter der Benutzung der Absch�atzung �A��
 ergibt sich�

�a
 �

Z
jw�y
j dy

Z
Rx��R

jKR�Rx
j d�Rx
 � C ����R

n
��s

Z
jw�y
j dy �A��


Der Integralausdruck � kann auch anders abgesch�atzt werden� und zwar
durch�

� � Rn

Z ����
Z

KR��x� y
R
w�y
�KR�xR
w�y
 �KR�xR
w�y
dy

���� dx� �z �
�b�

Nutzt man zuerst die Linearit�at des inneren Integrals von �b
 aus und wendet
anschliessend auf das �aussere Integral von �b
 die Dreiecksungleichung an� so
kann man weiter durch

�b
� Rn�

Z Z
jKR��x� y
R
�KR�xR
j jw�y
j dydx� �z �

�c�

�

Z
��������
Z

KR�xR
w�y
dy� �z �



��������
dx

absch�atzen� Dabei ist � nach Voraussetzung gleich � und f�allt daher weg� Mit
einer Substitution z � Rx und der Absch�atzung �A��
 erh�alt man schliesslich�

�c
 �

Z
I

jw�y
j jRyjC�dy � C�R�

Z
I

jw�y
j dy �A���


Hier wird nur noch �uber I integriert� da der Tr�ager von w in dem Quader I
liegt� Es gilt�

Z
RnnI�

jA�w
j �

Z
RnnI�

lim
m���

�����
Z mX

i
�m

�niK�i��
ix
w�y � x
dx

����� dy

��



Mit den beiden eben gezeigten Absch�atzungen f�ur
R
RnnI�

Rn jKR�xR
 � wj dy�

�A��
 und �A���
 ergibt sich�

Z
RnnI�

lim
i���

mX
i
�m

����
Z

�niK�i��
ix
w�y � x
dx

���� dy

� max�C�	 C
��


Z
jw�x
j dx�

X
�i���

��i�

n
� �

X
�i�
�

��i�



� �z �
�d�

� D

Z
jwj dx

�d
 besteht aus zwei konvergenten Reihen� daher ist die letzte Absch�atzung
zul�assig�

�

Damit ist das Lemma A���� gezeigt� Das n�achste Ziel ist es� erst einmal die
Aussage ����
 des Faltungssatzes ����� zu zeigen� Die G�ultigkeit von ����

wird im Beweis von ����
 ben�otigt� Im Beweis von ����
 wird ein Zerle�
gungslemma benutzt� Dieses Lemma soll daher vorgestellt werden� Man
�ndet es als Zerlegungslemma von Calderon und Zygmund in �H��o� Kapitel
����

Lemma
 A����� F�ur ein u aus L��Rn
 und eine positive reelle Zahl l� gibt es
eine Funktion W aus L��Rn
 und eine Folge wk�x
 �k � �	 �	 ���
 von L��Rn



Funktionen� so da� f�ur jedes x aus Rn die Gleichung u�x
 � W �x
�
�P
k
�

wk�x


erf�ullt ist� Dabei gilt�

kWkL� �
�X
k
�

kwkkL� � 
kukL� �A���


Die Funktion W �x
 wird durch �nl wesentlich beschr�ankt� Der Tr�ager jedes
wk�x
 liegt in einem W�urfel Ik und das Integral

R
wk�x
dx verschwindet� F�ur

die W�urfel Ik gilt�

Ij � Im � � wenn j 
� m

und die Ik erf�ullen die folgende Absch�atzung�

l

�X
k
�

��Ik
 � kuk� �A���


Hat u einen kompakten Tr�ager� so gibt es eine kompakte Menge Y � die alle
Tr�ager von wk und den Tr�ager von W enth�alt�

��



Es soll nun die Aussage ����
 gezeigt werden�
Sei u in L�

�� Liegt ein u in L�
� so liegt es auch in L�

�� Das Lemma von Calderon�
Zygmund kann daher auf u angewandt werden� Als l w�ahlt man jetzt � �
Die Zerlegungsfunktionen haben ihre Tr�ager alle in derselben kompakten
Obermenge und da W durch �n� wesentlich beschr�ankt wird� liegt W daher
in L�

�� Es wurde bereits gezeigt� da� die erste Aussage ����
 des Faltungssatzes
f�ur p � � gilt� Daher wei� man� da� K � u in L� liegt und man erh�alt die
Me�barkeit von jK � uj� Mit M� sei im Folgendem die Menge fx j jf j � �g
bezeichnet� Es ist klar� da�

Z
M�

jf j� dx �

Z
M�

��dx � ����M�


gilt� Setzt man � � �
� und f � jK �W j� so folgt daher�

�

Z
M �

�

jK �W j� dx � � ���M �
�



Wendet man ����
 f�ur p � � auf W an� und beachtet� kWk� � �n� � dann
folgt�

� ��fx j jK �W j �
�

�
g � �kK �Wk�L� � �C�kWk�L� � �C��

n�kWkL�

�A��



MitO soll die Vereinigung aller I�k bezeichnet werden� F�ur das Lebesgue Ma�
dieser Quader gilt nat�urlich ��I�k
 � �n��Ik
� Mit der Absch�atzung �A���

und der Tatsache� da� alle Ik untereinander disjunkt sind� folgt�

��O
 �
�

�
�nkukL� �A���


Mit C � O soll im folgenden das Komplement von O bezeichnet werden� Alle
wk�x
 erf�ullen die Anforderungen an die Funktion w�x
 aus dem Lemma
A����� Daher ist die Folgende Absch�atzung zul�assig�

�

�
��fx aus C � O � fx j

X
k

jK � wk�x�j �
�

�
g g
 � �

Z
RnnO

X
k

jK � wk�x�jdx

�A���


� �D

Z
Rn

X
k

jwk�y
j dx � �DkukL�

��



In ����
 soll gezeigt werden� da� es eine Konstante G � � gibt mit welcher
f�ur jedes � � � die folgende Absch�atzung zul�assig ist �

���fx j jK � uj � �g
 � GkukL�

Dabei soll G nur von s und C abh�angig sein� Setzt man f�ur u die Calderon�
Zygmund Zerlegung ein� so stellt man fest� da� wegen

� 
 jK � uj � jK �W �x�j�
X
k

jK � wk�x�j

durch�

jW �x
j �
�

�
oder

X
k

jwk�x
j �
�

�

eine notwendige Bedingung f�ur jK � u�x�j � � gegeben wird� Ein x aus Rn

liegt entweder in O oder im Komplement C � O� Die Menge O enth�alt die
Menge fx aus O j

P
k

jK � wkj �
�
�g� Man gelangt mit diesen �Uberlegungen

und den Absch�atzungen �A��

 � �A���
 �A���
 zu der folgenden Absch�atzung�

���x j
X
k

jK � wkj � �g
 � ���O
 � ���fx aus C � O j
X
k

jK � wkj �
�

�
g


����fx j jK �W j �
�

�
g
 � � �����n � ����D � �nC���

��
kukL� � GkukL�

Das G ist v�ollig unabh�angig von � � und die zweite Behauptung ����
 des
Faltungssatzes ist gezeigt�
Nun soll die erste Behauptung ����
 des Faltungssatzes f�ur p ungleich � be�
wiesen werden� Gilt �

p
� �

q
� �� so folgt p � q

q��� � und aus q � � folgt daraus

� 
 p 
 �� Zuerst wird gezeigt� da� die G�ultigkeit von ����
 f�ur ein p auch
die G�ultigkeit f�ur das zugeh�orige q impliziert� Anschliessend wird gezeigt�
da� ����
 f�ur jedes p aus ��	 �
 G�ultigkeit besitzt�

Sei 	 eine beschr�ankte Teilmenge von Rn� Die Menge 	 ist pr�akompakt�
F�ur � 
 p 
 � ist die Menge C�

� �	
 eine dichte Teilmenge von L�
p�	


bez�uglich der k 
 kLp�Norm� Im Faltungssatz wird vorausgesetzt� da� p in
��	�
 liegt� Angenommen Ungleichung ����
 gilt f�ur ein p aus ��	�
� Es
wird jetzt gezeigt� da� es unter dieser Annahme eine Konstante C�q� gibt die
nur von q und C und s abh�angt und mit der f�ur alle u�x
 aus C�

� �Rn
 folgt�

kA�u
kLq �� kK � ukLq � C�q�kukLq

��



Diese Ungleichung gilt dann nat�urlich auch eingeschr�ankt auf die Menge
C�

� �	
� Die Abbildung �A�u
 jC�
� ��� 	 k 
 kLq 
 �	 Lq kann unter Erhaltung

der Stetigkeit und der Konstanten C�q� auf L
�
q�	
 fortgesetzt werden� Da dies

f�ur jede Pr�akompakte Teilmenge 	 von Rn gilt� folgt daraus die G�ultigkeit
von ����
 f�ur q�
Seien u�x
 und v�x
 aus C�

� �Rn
� Da u�x
 und v�x
 kompakte Tr�ager haben
gilt f�ur die Faltung�

j�K � u
 � v���j � j�K � v
 � u���j

Von der Distribution K � v ist bereits bekannt� da� sie durch eine Lp � Funk�
tion repr�asentiert wird� Sie liegt in S� und kann wieder mit der E � � Distribu�
tion u gefaltet werden� Die Distribution� die dabei herauskommt� wird durchR
�K � v
�x
u�y � x
dx gegeben� Ausgewertet an der Stelle y � � folgt mit

Hilfe der H�older�schen Ungleichung f�ur alle v und f�ur alle u aus C�
� �Rn


j�K � v
 � u���j � j�K � u
 � v���j � kK � vkLpkukLq

Da die G�ultigkeit von ����
 f�ur p vorausgesetzt wurde� folgt weiter�Z
�K � u
�x
v��x
dx � C�p�kukLqkvkLp

Wegen der Dichtheit von C�
� �Rn
 in Lp folgt f�ur jedes u aus C�

� �Rn
�
kK � ukLp � C�p�kukLq � Der Faltungssatz ����
 gilt daher auch f�ur q�
Nun wird gezeigt das ����� f�ur p aus ��	 �
 gilt� Dabei wird die sogenannte
Interpolationsmethode von Marcinkiewicz benutzt� F�ur � � � spaltet man
die Funktion u aus L�

p mit p aus ��	 �
 in zwei Anteile u��� und u��� auf�
so da� u�x
 � u����x
 � u����x
 gilt� u��� und u��� sollen durch u����x
 �
�fxjjuj
�gu und durch u����x
 � �fxjju�x�j��gu gegeben sein� Mit � soll dabei
die charakteristische Funktion der angegebenen Menge bezeichnet werden�
Beide Funktionen u��i�x
 liegen in L�

� und es gilt� K �u � K �u����K �u����
Weiter ist die folgende Inklusion erf�ullt�

fx j jK � uj � �g � fx j jK � u���j �
�

�
g � fx j jK � u���j �

�

�
g

Mit der bereits gezeigten Ungleichung �A���
 und der bereits gezeigten zwei�
ten Aussage ����
 des Faltungssatzes folgt�

��fx j jK � uj � �g
 �M����ku���kL� � ���ku���kL�
 �A���


Dabei ist M eine Konstante� welche unabh�angig von p und unabh�angig von
� ist� F�ur eine Funktion f�x
 gilt�

kfkpLp � p

Z �

�

� p����fx j jf�x
j � �gd� 
 �A���


��



W�ahlt man die Faltung K � u�x�� als Funktion f�x
� so folgt� wenn man f�ur
das Ma� der Menge fx j jK � u�x�j � �g die Absch�atzung �A���
 anwendet�
mit der De�nition von u��� und u��� �

kK � ukLp � pM�

Z �

�

� p�
ku���k
�
L�
d�� �z �

�a�

�

Z �

�

� p��ku���kL�d� 
� �z �
�b�

�a
 �

Z �

�

� p�

Z
Rn

ju�x
j�fxjju�x�j
�gdxd�

�b
 �

Z �

�

� p��
Z
Rn

ju�x
j�fxjju�x�j��gdxd�

Es gilt�

�c
� �

Z
Rn

Z �

ju�x�j

ju�x
j
�
� p�
d�dx � ��p � �
����kukpp

�d
� �

Z
Rn

Z ju�x�j

�

ju�x
j � p��d�dx � �p � �
����kukpp

Die Funktionen ju����x
j
�
� p�
 und ju����x
j � p�� sind ��x	 � 
�me�bar� Daher

gilt� �a
 � �c
 und �b
 � �d
� Somit ist die erste Behauptung ����
 des
Faltungssatzes gezeigt�

�

��
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