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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit lokalen Regularitatssatzen in
Sobolev-Raumen. Die Einleitung gliedert sich in drei Teile. Der erste Teil
beschreibt das Thema lokale Regularitét. Der zweite Teil erklart die Bedeu-
tung elliptischer Operatoren im Zusammenhang mit lokaler Regularitit. Die
Zielsetzung dieser Arbeit wird im dritten Teil vorgestellt.

lokale Regularitét:

Sei () eine offene Teilmenge von R". Bezeichnet Py p einen Differential-
operator der Ordnung k£ mit konstanten Koeffizienten und bezeichnet v eine

D’(2)-Distribution, so wird durch
PkMDu =0 (01)

eine partielle Differentialgleichung gegeben. Der Losungsraum U ist dabei
als Menge aller Distributionen u definiert, welche (0.1) erfiillen. Dabei ist es
natiirlich nicht von vornherein klar, ob die vorgegebene Differentialgleichung
iiberhaupt eine Loésung besitzt. In vielen Féllen kann es sehr schwierig
werden zu einer gegebenen Distribution v, explizit eine Losung w der
zugehorigen Differentialgleichung anzugeben. Es kann daher schon hilfreich
sein herauszufinden, welche abstrakten Eigenschaften (z.B Glattheit, schwa-
che Differenzierbarkeit) eine Distribution w erfiillen muf}, um als méogliche
Losung der Differentialgleichung in Frage zu kommen. Ublicherweise wird
man versuchen, direkt aus Eigenschaften der vorgegebenen Distribution v
auf entsprechende Eigenschaften der Losung u zu schliefen. Lige z.B die
Distribution v fiir jede kompakte Teilmenge ¥ von € in dem Raum C*(Y),
so sollte es moglich sein zu folgern, dafl auch w in C*(Y) liegt. Noch
starker wére die Moglichkeit zu zeigen, dafl m-fache Differenzierbarkeit der
Distribution v in Y bereits um k erhohte Differenzierbarkeit der Losung u
in Y liefert.

Sei s € Ny. Jeder Differentialoperator der Ordnung k& mit konstanten
Koeffizienten bildet den Sobolevraum W, ;11({2) stetig in den Sobolevraum
W,(Q) ab. Wahlt man eine Distribution v € W¢(€)) und betrachtet
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die durch (0.1) gegebene Differentialgleichung, so stellt sich erneut die
Frage nach moglicher lokaler Regularitdat der Losung w. (&): Folgt aus
vE Wéog(ﬂ), dafy die Distribution u bereits in dem Raum Wéog_l_k(ﬂ) liegt?
Nicht jeder Differentialoperator wird solche Schlufifolgerungen zulas-
sen. Es zeigt sich, dafl gerade elliptische Differentialoperatoren mit
konstanten Koeffizienten geeignet sind, um solche lokalen Regularitétsaussa-
gen zu untersuchen. Dies soll anhand der letzten Fragestellung (&) erlautert
werden.

Elliptizitat

Jeder elliptische Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten besitzt ei-
ne Parametriz. Die Parametrix F ist eine zum Differentialoperator Py p
gehorende D'(R™)-Distribution, welche folgende Gleichung erfiillt:

E*Pkwpu = 5—|—w

Dabei ist w eine Distribution, die durch eine C*-Funktion reprasentiert wird.
Mittels dieser Parametrix 148t sich eine Lésung u der Differentialgleichung
P, pu = v lokal (d.h. auf jeder kompakten Teilmenge ¥ von Q) durch

u=FEx*xyPr pu—w*xyu (0.2)
darstellen. Weiter gilt fiir jeden Multiindex j3:
9%u = O°E « Xy P pu— 0%w * yyu (0.3)

Xy bezeichnet eine beliebige D(9)-Funktion, welche auf der kompakten
Menge Y identisch 1 ist. Dabei zeigt sich, daB die Distribution 9%w * yyu
stets durch eine C*(R")-Funktion reprasentiert wird.

Es ist moglich, zu jedem elliptischen Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten eine Parametrix zu konstruieren, die durch eine C*(R"\0)-
Funktion erzeugt wird, und deren Ableitungen einer wichtigen Ungleichung
geniigen. Die Existenz einer solchen Parametrix wird in [H6, Kapitel 7.1]
gezeigt. In dieser Arbeit findet man Satz und Beweis in Kapitel 2.1.

Nach [Ho, Kapitel 7.9] erfilllen die Ableitungen der Ordnung k dieser
speziellen C*-Parametrix, die Voraussetzungen eines wichtigen Faltungs-
satzes (siehe Kapitel 2.2). Der Faltungssatz sagt, dal unter bestimmten
Voraussetzungen (siehe 2.1) die Faltung einer temperierten Distribution K
( hier: gegeben durch O°E, mit || = k ) mit einer Distribution v € L, N &
in L, liegt. Setzt man nun also Py _pu € W]lfg(ﬂ) voraus und wendet die

)

Darstellung (0.3) auf die Distribution 9°(9%u), (|3| = k,Ja| < s) an, so liegen
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daher alle Ableitungen der Ordnung k& der Distribution (0%u),(Jo| < s)
in L,(Y). Dies gilt auch fiir alle Ableitungen niedriger Ordnung und gilt
fiir jede kompakte Teilmenge Y von . Daraus wird die die Giiltigkeit
der Regularitdtsaussage (&) im Fall elliptischer Differentialoperatoren mit
konstanten Koeffizienten geschlossen. Diese Aussage wird in [Ho, Kapitel
7.9] als Satz formuliert. Er ist Grundlage der vorliegenden Arbeit (siehe
Kapitel 2.3).

Satz 2.3.1 Sei Q) eine offene und beschrinkte Teilmenge von R™. Weiter sei
p€ (1,00),8 € Ng und es sei mit Py_p ein elliptischer Differentialoperator
der Ordnung k mit konstanten Koeffizienten bezeichnet. Liegt u € D'()
und liegt Py, pu in dem Raum Wéog(ﬂ), so folgt sofort, daf$ u bereits in dem
Raum W<, (Q) liegt.

Das Ziel dieser Arbeit

Betrachtet man elliptische Differentialoperatoren deren Koeffizienten durch
beliebige Funktionen a,(z) : & — R"™ dargestellt werden, so stellt sich die
Frage fiir welche a,(x) die Regularitatsaussage von Satz 2.3.1 erhalten bleibt.
In [Fo, Kapitel 6] wird gezeigt, daf} jeder elliptische Differentialoperator der
Ordnung k, dessen Koeffizienten a, () samtlich in C*(Q) liegen, im spezi-
ellen Fall p = 2 die Regularitdtsaussage des Satzes 2.3.1 erfiillt. Man héatte
nun auch gerne fiir den Fall p # 2, p € (1,00) eine Erweiterung des loka-
len Regularitétssatzes auf elliptische Differentialoperatoren der Ordnung k,
deren Koeffizienten in C*(Q) liegen. Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen
analogen lokalen Regularitédtssatz fiir elliptische Differentialoperatoren mit
C*-Koeffizienten fiir alle p aus (1,00) aufzustellen und zu beweisen. Dies
gelingt jedoch nur bedingt. Es zeigt sich, daf} fiir jedes p aus (1,00) wenig-
stens unter der zusédtzlichen Annahme, dafl u bereits in dem Raum Wéoz(ﬂ)
startet, aus Py, pu € W;OE(Q) wieder u € Wéog_l_k(ﬂ) gefolgert werden kann.
Diese Aussage wird in Kapitel 3.4 gezeigt. Der Beweis dieses lokalen Re-
gularitdtssatzes orientiert sich im wesentlichen am Beweis des lokalen Re-
gularitatssatzes aus [Fo| fiir den Fall p = 2. (siehe Kapitel 3.1). Zusatzlich
wird auch der Faltungssatz verwendet. Der lokale Regularitiatssatz fiir ellip-
tische Differentialoperatoren mit C*°(Q)-Koeffizienten und p € (1, 00) wird
durch eine vollstandige Induktion bewiesen. Der Beweis findet sich in Ka-
pitel 3.3. Die Induktionsverankerung erfolgt dabei durch die Startvorgabe:
u € Wéoz(ﬂ) Der Induktionsschritt wird mit Hilfe eines Satzes aus Kapitel
3.3 durchgefiihrt.

Satz 3.3.7: Sei Py, _p ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung k
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mit CZH_kH (Q) Koeffizienten und sei p € (1,00) sowie j, s € Ng mit 7 > k.
Liegt u in W]ljg_l_j(ﬂ) und gilt Py, pu € W;f§+j_k+1(ﬂ) so folgt, dafl u bereits
in W;fgﬂ_l_l(ﬂ) liegen mujfs.

In den Beweis dieses Hilfsatzes 3.3.7 flieBen im wesentlichen zwei weiter
Hilfssatze (3.2.1 und 3.3.5) ein. Satz 3.3.5 beschreibt, wann genau eine Dis-
tribution u aus L,(R") auch schon in W, 1(R") liegt.

Satz 3.3.5: Der Raum W, 1(R") stimmt mit der Menge derjenigen L,(R") -
Funktionen tibereinstimmt, deren Differenzenquotient (h)™*(u(x+he;)—u(x)
fiir kleine h h-unabhéingig in der L,-Norm abgeschitzt werden kann.

Satz 3.2.1 beschreibt eine wichtige Ungleichung. Diese wird als Basisunglei-
chung bezeichnet.

Satz 3.2.1 Sei Q eine beschrinkte und offene Teilmenge von R™. Sei Py, p
ein auf Q elliptischer Differentialoperator mit C3(Q)-Koeffizienten. Weiter
set s € Ng. Dann gibt es eine Konstante C mit welcher fiir jedes u aus

W, s4+k(Q2) welches kompakten Triger in der Menge ) besitzt, folgt:

[ellpstro < CUIPk.pullps0 + l[ullpstr-1)

Diese Basisungleichung wird in Kapitel 3.2 bewiesen. In den Beweis dieser
Basisungleichung flie}t wieder der bereits erwéhnte Faltungssatz ein.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. Dr. J. Weidmann fiir die freundli-
che Aufnahme in die Arbeitsgruppe 8.1 danken. Weiter bedanke ich mich
bei Herrn Priv.Doz.Dr. Peter Stollmann fiir die sehr gute Betreuung der Di-
plomarbeit. Abschliefend mochte ich mich noch bei Ralf fiir die tatkréftige
Unterstiitzung bedanken.



Kapitel 1

Verallgemeinerte-Ableitungen

1.1 Schwache Ableitungen

Im ersten Abschnitt werden einige bekannte Definitionen und Séatze,
beziiglich des Begriffs der schwachen Ableitung wiederholt, die in den
nachsten Abschnitten bendtigt werden. Im allgemeinen werden Sétze und Zu-
sammenhénge aus der Distributionentheorie als bekannt vorausgesetzt. Satze

und Definitionen findet man z.b in [H0], [So.], [Ma.], [Ru.].

Mit € sei im folgenden stets eine offene Teilmenge des R™ bezeichnet. Ist f
eine Ly j,.(Q)- Funktion, so wird durch

As(@): = /Q F(E)H(E)de

eine lineare Abbildung auf der Menge D() gegeben. Durch diese Abbildung
Ay ist eine Distribution definiert. Zu einer Distribution v kann es hchstens
eine Funktion f aus L;(Q) geben, so dal v mit der Distribution Ay {iber-
einstimmt. Statt mit Ay wird die durch f représentierte Distribution in der
Regel nur mit f bezeichnet. Ist v aus D’(€), dann findet man fiir jede kom-
pakte Teilmenge K C 2 eine Konstante C'x und eine Natiirliche Zahl &, so
daB fiir jede Testfunktion ¢ aus D(Q) deren Trager in K liegt und fiir alle
Multiindizies 3 die folgene Abschatzung gilt:

w(@6(2))] < Cx Y _1107(070)]loe < Cr D (1070
lo|<k [vI<k+|B]
Daher wird durch u(¢) := (v,0%¢) eine Distribution definiert. Diese Distri-

bution u wird als a’te Ableitung d%v der Distribution v bezeichnet. Ist v aus
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L1.10.(£2), und gibt es ein g aus L 1,.(£2), so daf} fiir jede Testfunktion ¢(x)

Ay(¢) = (=D)A;9%(9)

folgt, dann heifit g die o’te schwache Ableitung, von f. Ein f aus Ly j..(£2)
besitzt hochstens eine a’te schwache Ableitung. Eine Funktion f aus C*(1),
besitzt jede schwache Ableitung deren Ordnung kleinergleich k ist. Die schwa-
che Ableitung der Funktion f nach dem Multiindex a stimmt fast {iberall
auf Q mit der klassischen Ableitung nach a iiberein. Ist das f aus CF(2) so
gilt daher fir jedes a mit |o| < k:

Has([:hw.-]fHOOvQ = Hal?lass.fHoovQ

Im folgenden wird mit 9%u immer die Distributionenableitung bzw die schwa-
che Ableitung von u bezeichnet. Manchmal wird auch anstatt 9%, der Aus-
druck D := (—4)?l9* benutzt. Fiir den Umgang mit schwachen Ableitungen
sind die folgenden Bemerkungen niitzlich:

Bemerkungen:

(a) Hat man zwei Funktionen f und g, welche auf der Menge Q0 stetig sind
und durch 0% A;=A, miteinander in Beziehung stehen, so folgt nach dem
Lemma von du Bois-Reymond, dafi f nach j sogar stetig partiell differen-
zierbar ist, und 0% f = g ist.

(b) Existieren fir eine Funktion f alle schwachen Ableitungen der Ordnung
kleiner gleich K, so kann fir alle Multiindizies ~;, welche |y1 + ..+ vn| < k
erfillen, die Rethenfolge der Differentationen nach den ~v;, beliebig vertauscht
werden. Die schwache Ableitung 0™ (..(0"w))..) wird daher durch 9"y
gegeben.

Sei f eine Funktion, fiir die alle schwachen Ableitungen der Ordnung k exi-
stieren. Es stellt sich die Frage, ob die Existenz aller schwachen Ableitungen
der Ordnung k, die Existenz der schwachen Ableitungen der Ordnung kleiner
k impliziert. In der Regel ist dies nicht der Fall. Es gilt jedoch der folgende
Satz, den man in [H.0] Kapitel 5 findet:

Satz: 1.1.1. Sei p eine beliebige Zahl mit 1 < p < oo und k eine beliebige
natirliche-Zahl. Liegt fir ein u aus D'(Q) jede Ableitung der Ordnung k
in Lyioe(2), dann exestieren auch alle schwachen Ableitungen niedrigerer
Ordnung und diese liegen wieder in Ly j,.(£2).

Ist ¢ # oo und q > p, so liegt eine schwache Ableitung 0w der Ordnung
kleiner k sogar in Ly 1,.(Q), wenn die folgende Ungleichung erfillt ist:

L1, (b=a]
p q n

(1.1)



1.2 Sobolev-Raume

In diesem Abschnitt werden Sobolev-Raume mit der Bezeichnung W, ()
eingefithrt, und deren Struktureigenschaften vorgestellt, z.B. Vollstandigkeit.
s ist dabei eine natiirliche Zahl, und p liegt in [1, 00]. Diese Rdume beste-
hen aus allen Funktionen, deren schwache Ableitungen bis einschliellich der
Ordnung s existieren und in L,(2) liegen. Auf W, ;41(2) wird eine Norm
definiert, welche den Raum zu einen Banachraum macht. Es wird gezeigt,
daf fiir den spezial Fall p = 2 und s aus Ny die sogenannten H,-Réume
mit den W, ;(R")-Rdumen iibereinstimmen. Schliefilich werden die W]lfg(ﬂ)—
Raume eingefithrt. Die in diesem Abschnitt verwendeten Definitionen und

Satze stammen hauptsachlich aus [Ad] , [Foll] , [M.V o] sowie [Ma]

Definition: 1.2.1. Ist Q eine Teilmenge des R™ und s eine Zahl aus Ny,
so wird fir jedes p aus [1,00] durch

W,(Q):={ueD'(Q)| 0% € L,(Q) fir alle |a| < s}

ein linearer Raum definiert. Fir p aus [1,00) wird durch

Lo llpsa =1 /Q |07 (o) dé} ¥

lo|<s
eine Norm auf W, () definiert. Fir p = oo wird durch

@ locs0 = max [[0% e 0
0<al<s
eine Norm auf W, 5(Q) gegeben. Die so definierten normierten Riume hei-
fen p-Sobolev Riume der Ordnung s.

Es ist klar, dafl || e ||, s die Normeigenschaften erfiillt, da W, ;(2) mit

einer Teilmenge der direkten Summe @ L,(§) identifiziert werden kann. Es
|| <s
ist klar, daB fiir ein festes p die folgenden Inklusionen erfiillt sind:

L, (€) = Wy 0(2) D W1 (@) --- D W, () D Wy 014(8) (1.2)

Eigenschaften wie Separabilitdt, Vollstandigkeit, sowie Reflexivitat tibertra-
gen sich von L,(Q) auf W, ,(Q). Es wird gezeigt, da} der Raum W, ()
fiir 1 < p < oo ein Banach-Raum ist, fiir 1 < p < oo seperabel ist und fiir
1 < p < oo reflexiv ist.

W, 5(Q) kann mittels der injektive Abbildung

W, () — P L@ ur— (0°W)

|| <s



als linearer Teilraum von P, <, Lp(Q2)a aufgefasst werden. Versehen mit

|<s =P
{Ciee fo|o@] d6}r falls1<p<oo,
H.v @ HP,S,Q = max H ) Hoo falls p = oo. wird die direk-
0<|er|<s

te Summe der L,(€) zu einem Banach-Raum . Diese Norm erzeugt gerade
die Topologie der direkten Summe. Die direkte Summe von Banach-Réumen
ist bekanntlich wieder ein Banach-Raum. Fiir die entsprechenden p bleibt
unter der direkten Summe auch die Reflexivitit , sowie die Seperabilitit
des Raumes erhalten. Die oben definierte lineare Abbildung [ ist injekiv.
Sie ist Norm erhaltend und damit auch stetig; sie ist jedoch nicht surjek-

tivl Daher ist [(W, 5(Q)) ein echter Teilraum von @|a|<5 L,(Q) ,und es gilt,
dal W, () ~ [(W,,(9)) ist. W, () ist genau dann ein Banach-Raum
wenn [ (W, ;()) einer ist. Der Raum (W, ;()) ist genau dann ein Banach-
Raum wenn er unter der Norm ||e, &P ||,.s.o abgeschlossen ist. Um zu zeigen,
dal W, 4() ein Banachraum ist, wird jetzt die Abgeschlossenheit des Bildes
von [ gezeigt. Sei u, aus W, ;(2). Die Folge I(u,) konvergiert genau dann
gegen ein (A)ja|<s wenn fiir jedes |a| < s die Komponente 0%u,, in L,()
gegen A(,) strebt. Nach Voraussetzung, folgen

Tim [ — Aoyllpn — 0 (13)

nl_l{}nooHa Uy — )\(a)Hp757Q — 0 (1.4)

Die Holder’sche Ungleichung mit (1.3) und mit der Definition der schwachen
Ableitung liefert fiir alle ¢ aus D(2):

limn — oo (0%un, P)a (—=1)"( N0y, 0%d)a = aa/\A(O)(qb)
Die Holdersche Ungleichung mit (1.4) liefert fiir alle ¢ aus D(2):

limn — oo (0%u,, P)a o <)\(a)7 P)a = AA(Q)(@

Hé , Def

Daher ist 07Ay(¢) = Ay, (@), und es folgt daraus 0%A() = A(a) . Dies be-
deutet jedoch gerade (A)jaj<s = [(Ao). Damit ist gezeigt, dal W, () ein
Banachraum ist.

Da jede Teilmenge eines seperablen Banach- Raumes seperabel ist, ist
I(W,s(9)) seperabel wenn p in [1,00) liegt. Da [ ein Isomorphismus ist,
folgt die Seperabilitat von W, () fiir p € [1, o0).

Jeder abgeschlossene lineare Teilraum eines reflexiven Banach-Raumes ist
reflexiv [K6.]. Weil W, () ~ I(W,,(Q)) ist, folgt daher W, (Q) =~
I(W,(9)). Es folgt weiter: W, ()" ~ [(W,(92))". Fiir p aus (1,00)
folgt wegen der Reflexivitat von [(W, (1)) die Reflexivitat von W, ;(Q).
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Lemma: 1.2.2. Sei L ein partieller Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten gegeben durch L: = > C,D*. Dann bildet L den Raum

|| <s

W, s1k(Q2) stetig in den Raum W, () ab.

Beweis: Fiir jedes u aus W, () folgt mit der Konstanten ¢ := Tm'a)]gca und
al<

k
der Konstanten C' = (G n') die folgende Abschitzung:

allp 0 <G YUl 0 <G Y D N0 Pulig<C Y [07ullg

lo|<k lo| <k |B]<s Wl<s+k
U

Um weitere Eigenschaften von W, ;(Q)-Réumen z.B Einbettungssatze bewei-
sen zu kénnen, ist es sicherlich sinnvoll, nach eventueller Approximierbarkeit
der Rdume durch moglichst glatte Funktionen zu fragen. Fiir ein W, 4(Q)
nimmt die spezielle Struktur der Menge Einfluss auf die Approximierbarkeit.
In [Ad], sowie in [M«] findet man die folgenden Sitze:

Satz: 1.2.3. (a) (Meyers; Serrin) Sei Q Teilmenge von R™ und 1 < p <
oo dann gilt:

W, e = w, ()

(b) Ist Q beschrinkt, sternformig bzgl eines Punktes, so gilt bereits:

—ll*llp,s.0

C=(Q) = W,,(8)
Bemerkungen:

(A) Auf Teil (b) wird spéter im Beweis von Lemma 3.4.3 zuriickgegriffen.
(B) Fir ¢(x), u(x) aus C*(Q) gilt die mehrdimensionale Produktregel fiir

die Differentation, die sogeannte Leibnizregel:

D*(¢u) = Y (D"77)(D’u) (1.5)

B

Mittels einer Approximation zeigt man fiir das Produkt (¢u) mit ¢ €
CH() und v € W, (), daBl alle schwachen Ableitungen der Ordnung
kleiner gleich k existieren. fiir diese Ableitungen 0%(¢u) gilt wie im
klassischen Fall die Leibnizregel (1.5). Lemma 1.2.5 wird zeigen, daf
dieses Produkt ¢u wieder in W, () liegt.
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(C) Fiir eine Funktion ¢ aus C*(€2) und eine Distribution u aus D’({2)
wird durch ¢u(y): = (u, @) fir alle Testfunktionen ¢ aus D(Q) ei-
ne Distribution ¢u definiert. In [Ru] Kapitel 5 wird gezeigt, daf alle
Distributionen Ableitungen des Produktes ¢u wieder durch die Leib-
nizregel gegeben werden. Einen Beweis findet man zum Beispiel in [Ru]
im Kapitel 5

Ohne Beweise sollen einige Figenschaften der W5 ;(R™), bzw der H,-Raume
aufgezahlt, um spéiter auf die Unterschiede im lokalen Regularitétssatz fiir
elliptische Differentialoperatoren mit C*(9) -Koeffizienten im Fall p = 2
und im Fall p # 2, p € (1,00) hinzuweisen. Definitionen und Sétze findet
man unter anderem in [Ho] [Fol] [Ma,V] [Tr]

Definition: 1.2.4. Sei p aus (1,00) und s aus R, dann werden durch
H? = {u e S F ' (1+|z"): Fu] € L,(R")} lincare Riume gegeben . Durch
lullge: = ||FH(L 4 |2))2 Fu]||, werden auf diesen Riumen Normen de-
finiert. Diese normierten- Riume werden als Bessel-Potential-Rdume
bezeichnet.

Fir p = 2 und s aus R stimmt die Menge aller v aus H?, mit der
Menge {u € S;(1 + |z|))7t € L*R™} iiberein. Durch || o |[gsrr =
2m)7"|[(1 4 [2[*)3F o |[sre wird eine zu || o ||gr dquivalente Norm defi-
niert. Die Fouriertransformation setzt sich ndmlich als unitéarer Operator von
L; N Ly auf ganz Ly fort. Auf Ly folgt daher: || Fu|lL, = ||u]|L,. Und es gilt:
| FFH(1 + |:1;|2)§.7:u]HL2 = (27)"||u||gg2. Daher folgt die Norm -Aquivalenz
und eine Distribution u liegt genau dann in H2, wenn (1 + |z|*)?Fu in L
liegt.

Bemerkung: Ist s eine natiirliche Zahl, so so sind die Normen || o ||gr und
|| ®||s.p.mn fiir jedes p € (1,00) dquivalent. Fir jede natirliche Zahl s sind die
Réiume W, s(R") und H? daher gleich.

Im folgenden wird H,: = H? gesetzt. Nach der obigen Bemerkung gilt fiir
s € Nog: Wy o = H;. Fiir jedes s aus [0, c0) folgt:

LQ(Rn) — Ho o HS o H5_|_1

Fir s aus (—o0,0) ist H, die vollstindige Hiille von Ly(R"™) unter der
H,-Norm. Ist s aus [0, 00) so wird die Norm || @ ||i, durch das Skalarprodukt
(f,9)s = fRn(l + |2[*)2 F(f)F(g)dr erzeugt. Die H, Riume sind daher fiir
s > 0 Hilbertraume, und F ist eine Isometrie von Hy nach

Ly(R™, (1 + |2[*)%). Fiir s aus (—oo,) und ¢ < 0 setzt sich die Einbettung
T : Ly — L, definiert durch Z(u) = w, zu einer stetigen Einbettung
77 : Hy — H; fort.
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Sei s > 0. Schrankt man das Skalarprodukt (e, e)p,m») auf die Menge
H, x Ly(R"™) ein, so erhdlt man eine stetige Sesquilinearform. Begriindung;:
Set [ € Hy und g € Ly. Das Skalarprodukt der Fouriertransformierten F f
und Fg ist nach dem Satz von Plancherell, gleich dem Skalarprodukt von

f und g. Das Produkt (Ff)(Fg) kann als (Ff)(1 + |x|2)%(fg)(1 + |z*)~z
geschrieben werden. Aus der Hélderschen Ungleichung fir p = 2, folgt:

[(f,9)l = [KF S Fa)l < DI flllglle,

Fiir jedes f aus Hy 1aBt sich die Abbildung A;(g) = (f, g) unter Erhaltung
der Stetigkeit auf H_; fortsetzen. Daraus folgt, daf sich die Sesquilinearform
(f,9)|1,xL, unter Erhaltung der Stetigkeit auf Hy x H_;, fortsetzen 148t.

Jedes g aus H_; erzeugt durch f — (f, ¢)ses eine stetige lineare Abbildung
auf H;. Ebenso erzeugt natiirlich jedes g aus H; durch f — (f, g)ses €i-
ne stetige lineare Abbildung auf H_;. Da die Réume H; fiir jedes s € R,
Hilbertraume sind, gibt es fiir jedes stetige lineare Funktional auf H; nach
dem Riesz’schen Darstellungssatz eine Funktion vy, mit welcher fiir alle f
aus H, gilt: y(f) = (vs, f). y wird also durch v, dargestellt, und aus
dem Riesz’schen Darstellungssatz folgt sogar ||vs||lm. = |ly||. Setzt man
g = FH(1 + |z|)*Fuslz]], so ist dieses g aus H_;. Mit dem Satz von Plan-
cherell folgt fiir jede Funktion f aus H:

y(f) = (0s, f) = / (Fo)(FL)dx = (g, s

und es folgt weiter: ||y|| = ||vs||m. = ||g||m_.. Daher wird jedes stetige lineare
Funktional auf H; durch ein Element aus H_; erzeugt, und jedes stetige
lineare Funktional auf H_; durch ein Element aus H;. Es folgt:

(H_)' ~ (Hy) (Hy) ~ (H_)

und wegen |ly|| = ||g||m_. sind die eben genannten Isomorphien sogar isome-
trisch.

Es ist moglich fiir p # 2, 1 < p < oo auch fiir s < 0 W, (R")-Raume
zu definieren. Man betrachtet die zugehorigen Dualrdume und versieht diese
mit den iiblichen Dualnormen. Diese Rdume sind natiirlich wieder Banach
Réaume. Fiir s aus Z_ ist Wy ((R") = H,. Ist s < 0 und p # 2 so ist W, 4(Q)
nicht mehr wie im Fall p = 2 die abgeschlossene Hiille von L,(R"). Der
Raum L,(R™) ist in W, 4(Q), s € Z_ nicht einmal enthalten. Es zeigt sich
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jedoch, dal W, ;(R"),s € Z_ als vollstandige Hiille von L,/ (R"™) unter |||, s

aufgefaBft werden kann.

Zum Abschluss dieses Kapitels wird eine lokale Version von W, () gege-
ben. Im lokalen Regularitdtssatz sind es gerade diese Réume in denen die
Regularitét der Losung gezeigt wird.

Definition: 1.2.5. Sei Q eine offene Teilmenge des R™. Mit W]lfg(ﬂ) werde
die Menge der Distributionen u aus D'(Q2) bezeichnet, welche fiir alle offenen

und beschrinkten Teilmengen B von ) mit Abschluff ganz in Q, tim Raum
W, s(B) liegen.

Nach dem Satz 1.1.1 stimmt W¢(Q) fir 1 < p < oo mit der Menge
{u e D'(Q) | 0%u € L, 1,.(R), |a| = s} iiberein.

Lemma: 1.2.6. (a) Sei ) eine offene Teilmenge von R™. Fin u aus D'(Q)
liegt genau dann in Wéog(ﬂ), wenn fir jedes ¢ aus D(Q) das Produkt
ou in W, s(R"): = W, liegt. Dabei soll das Produkt ¢(x)u(x) als

gewohnliches Produkt zweier Funktionen aufgefasst werden.

(b) W, ist eine Teilmenge von W5(Q).

Zum Beweis: Sei () eine beliebige offene Menge von R™. Ist ¢ aus C;(12)
so iiberfithrt die Abbildung u — ¢u den Raum W, () stetig in sich selbst.

Fiir jedes u aus W, 4(9) folgt namlich unter Anwendung der Leibnizregel auf
das Produkt ¢u:

loulls,0 = Y1) es(@ 7o) (@ u)lly g

i<s <

<> D M) ol 0"l g < Kosallullsg

[v|<sB<y

Dabei ist Ky, eine Konstante, welche von der Wahl des w unabhéngig ist.
Ist Teil (a) bereits gezeigt, so kann hieraus Teil (b) gefolgert werden.

Zu (a): {==} Sei Y eine beliebige kompakte Teilmenge von Q. Aus u €
W]lfg(ﬂ) folgt: u € W, (V). Ist ¢(x) aus C(Y) so hat das Produkt ¢u
einen kompakten Trager in Y. Es gilt:

|oul]psmn = ||Ou][psy < Kooy |lullpsy
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ou liegt daher in W, ;.

Zu (a) : {<=} Wahlt man ein ¢ aus D(Q) welches auf einer kompakten
Teilmenge Y von () identisch 1 ist, dann folgt auf dieser Menge Y, ou = w.
Alle schwachen Ableitungen von ¢u der Ordnung kleiner gleich s, stimmen
daher auf Y mit ¢ D“u iiberein. Dies ist ein direkter Schlufl aus der Leib-
nizregel, da alle Terme mit Ableitungen von ¢, auf Y verschwinden. Also ist

u € W, (V). Weil Y beliebig gewéhlt war liegt u somit in W<(€).
0

Corolar: 1.2.7. Liegt u(x) in W, 5(Q) und liegt ¢(x) in C;(2) so ist auch
das Produkt ¢pu aus W, ().

Beweis: siche Lemma (1.2.6).
U

Bemerkung: Sei u € W, (Q) und ¢ € Ly ... Die Distribution ¢u wird
durch (pu, ) := [ (pu)pdx gegeben. Ist ¢ aus C=(Q), so gilt: (pu,¢) =
(u, ). ug stimmt in diesem Fall mit der iblichen Definition des Produktes
einer Funktion ¢ aus C* und einer beliebigen Distribution tberein.

Ist © eine offene und beschrankte Teilmenge von R”, so folgt fiir u(x) €
W]lfg(ﬂ) und ¢(x) € D() nach Lemma 1.2.6, dafl das Produkt ¢u in W, 4
liegt. Das Produkt ¢u hat dabei kompakte Trager in der Menge (). Daher

wird die folgende Definition verwendet.

Definition: 1.2.8. Mit W2 (Q) wird die Menge {u € W, ; mit Supp(u) C
Q} bezeichnet.
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Kapitel 2

Elliptische L, ,.(¢2)- Regularitét

2.1 Elliptizitit und die Existenz einer
C>*(R"\0) Parametrix

Ziel dieses Kapitels ist es, den lokalen Regularitiatssatz fiir elliptische Diffe-
rentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten vorzustellen und zu beweisen.
Beweis und Satz wurden aus [H6] Kapitel 7.9 {ibernommen. Im ersten Ab-
schnitt dieses Kapitels werden zunéchst die grundlegenden Begriffe erklart,
anschliefend wird durch die Einfithrung einer speziellen zum Differentialope-
rator gehorenden Distribution, der Parametrix F, ein wichtiges Riistzeug
fiir den Beweis des konstanten Koeffizienten -Satzes geliefert. Eine Parame-
trix von Py p ist eine Distribution E fiir welche eine C*(R") Funktion w
existiert, so daf} die folgende Gleichung erfiillt ist:

Pk,.,DE = (S —|— w

Jede Fundamentallosung ist eine Parametrix, und daher hat jeder Differen-
tialoperator mit konstanten Koeffizienten nach dem Existenzsatz von Mal-
grange Ehrenpreis eine Parametrix. Ein Satz aus [H0] zeigt, daf} jeder el-
liptische Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten sogar eine Para-
metrix besitzt, die in C*(R"\0) liegt und der Ungleichung ‘fﬁDa}—(E)‘ <
Cop |§||ﬁ|_k_ICYI geniigt. Diese Parametrix ist jedoch keine Fundamentallsung
mehr.

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels wird ein wichtiger Faltungssatz iiber
die Faltung einer S’-Distribution, die bestimmte Voraussetzungen erfiillt, mit
L)-Distributionen besprochen. Der Satz besagt, daB die Faltung dieser Dis-
tributionen in L, liegt. Der Satz wird jedoch aus Griinden der Komplexitét
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des Beweises erst im Anhang bewiesen.

Es zeigt sich, dal die o’ten Ableitungen der Ordnung k der C*(R"\0)-
Parametrix eines elliptischen Differentialoperators mit konstanten Koeffizi-
enten die Voraussetzung an die S’-Distribution aus dem Faltungssatz erfiillt.
Im lokalen Regularitatssatz fiir den elliptischen konstanten Koeffizienten-
Operator Py p soll gezeigt werden, daf} fiir eine Distribution v € D'() aus
Py pu € LLOC(Q), fiir jedes a der Ordnung k bereits 0°u € Léoc(ﬂ) folgt. 0%u
kann auf jeder kompakten Menge Y durch

flz) 4+ 0"E* xy Py, pu
(4)

dargestellt werden. Dabei ist f(x) eine auf R™ unendlich oft stetig differen-
zierbare Funktion und xy eine Funktion aus D(€2), welche auf der Menge Y
konstant 1 ist. 0°E erfiillt fiir jedes o der Ordnung k die Voraussetzungen des
gezeigten Faltungssatzes. xy Py e pu liegt nach Voraussetzung in L)(Q). Der
Faltungssatz kann daher auf die Faltung 0°E * xy Py, pu angewandt werden
und die Faltung liegt daher in L,(R"). Die Funktion f(x) liegt in C*(R")
und daher natiirlich auch in L,(Y). Da u(x) auf der Menge Y durch (A)

dargestellt wird, folgt: u(z) € L,(Y). Da die Wahl der kompakten Menge Y
beliebig war, folgt die Behauptung des lokalen Regularitatssatzes.

Es sei Py, p ein Differentialoperator der Ordnung k£ gegeben durch:

Pi.p: = Z ao(2)D?

|| <k

Die Koeffizienten a,(x) seien beliebige Funktionen und fiir mindesten ein o
der Ordnung k sei a,(x) auf © nicht identisch Null. Die Summe der Terme
héchster Ordnung

PZ,QL’,D = Z Cla(w)Da

lor|=k

soll mit Hauptteil des Operators Py, p bezeichnet werden. Das Polynom

Pi(2,8) =) au(2){" 2 €QEERT

|o|=F

wird mit charakteristisches Polynom von P . p bezeichnet .

16



Definition: 2.1.1. (a): Fin Differentialoperator Py . p heifsit elliptisch in
xg, wenn sein charakteristisches Polynom in der Menge
{(z0, ) [ £ € R"}

héchstens den Punkt (x0,0) als Nullstelle besitzt. (b): Er heifst fir eine Teil-
menge ) des R™, elliptisch auf ganz Q , wenn (a) fir alle vo aus Q gilt.

Lemma: 2.1.2. Ein Differentialoperator Py, , p ist genau dann elliptisch in
xo, wenn es eine positive Konstante A, g¢ibt, so daf fir alle & aus R™ die
folgende Ungleichung erfillt ist:

‘Pk(l'oaf)‘ > Axo |§|k

Beweis {<=:} Folgt direkt aus der Definition.
{:=1 Das Polynom P*(zg, £) ist homogen vom Grad k. Daher folgt, fiir

alle £ aus R", daf} ‘Pk(:po,f)‘ = |§|k (‘Pk(:po, é—|) ) ist.
Pk(xov 5)
{€]
und soll mit A, bezeichnet werden. Mit dieser Konstanten A, folgt fiir alle

¢ aus R :

ist auf g x R" stetig und nimmt damit auf der kompakten Menge

é‘ = 1} = M ein Minimum an. Dieses muf} natiirlich gréfier als 0 sein

1" (

Pk(xov %)‘ > Al’o |§|k

4

Corolar: 2.1.3. Sei Y eine kompakte Teilmenge des R" und Py, p ein Dif-
ferentialoperator mit C(Y)- Koeffizienten. Ist Py . p auf ganz Y elliptisch,
so folgt die Existenz einer positiven Konstanten Ay, so daf$ fir alle v aus 'Y
und fir alle £ aus R™ die folgende Ungleichung gilt:

[P, )] = Ay [¢]f
Beweis: Da alle a,(x) auf Y stetig sind, ist |P¥(z,¢)| auf ¥ x R" stetig.

Daraus folgt die Existenz von r}l;lgnM ‘Pk(:p,f)‘ welches grosser als 0 sein
TEY,EE€

muf. Dieses Minimum ist die gesuchte Konstante Ay.
O

Die Menge der Differentialoperatoren mit C*(Q)-Koeffizienten bildet den
Raum D’(Q) stetig in sich selbst ab. Ist v eine D’/(Q)- Distribution und
P, . p ein Differentialoperator mit C*(Q)- Koeffizienten, so wird durch

Pi.pu=v
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eine partielle Differentialgleichung gegeben. Der Losungsraum U besteht da-
bei aus allen Distributionen u welche die Differentialgleichung 16sen. Da-
bei steht im allgemeinen natiirlich nicht fest, dafl die Differentialgleichung
iiberhaupt eine Losung besitzt. Aus der Theorie der partiellen Differential-
Operatoren ist bekannt, daf jeder Differentialoperator Py p mit konstanten
Koeftizienten eine Fundamentalldsung besitzt. Siehe (2.1.5) Satz von
Malgrange - Ehrenpreis. Eine Fundamentalldsung £ von einem Py, p ist
eine D’(R"™)-Distribution fiir welche gilt:

P, pE =9 (2.1)

Sei ) eine Teilmenge des R™ und Y eine kompakte Teilmenge von Q. Weifl
man von einer Differentialgleichung Py pu = v, daB} eine Lésung v existiert,
so kann eine Losung u lokal, d.h auf jeder kompakten Teilmenge von €, durch
v und durch die zu Py p gehérende Fundamentallésung £ beschrieben wer-
den. W&hlt man namlich ein beliebiges y aus Cg (), welches auf der Menge
Y identisch 1 ist, so lassen sich alle Elemente u von D'() auf der Men-
ge Y durch xyu = E % (Py_pxu) darstellen. (P_pxu) ist eine Distribution
mit kompakten Tragern. Die Faltung einer Distribution £ € D’ mit einem
Element aus &£’ ist definiert, und liegt wieder in D’. Daher folgt:

E« (Pg. pxu)=08*yu= xu

Wié&hlt man eine Distribution v mit kompakten Trégern, so ist die Differen-
tialgleichung Py pu = v stets 16sbar. Wendet man Py p auf die Faltung
E % v an, so folgt Py p(E *v) = v. Die Losung u ist hier also durch den
Faltungsterm F * v gegeben.

Bemerkungen: Ist v aus D'(R") und v aus &'(R"), so gibt es genau
eine Distribution L € D'(R"), welche fiir alle ¢ € D(R") die Gleichung
L(¢): = u * (v * ¢) erfilllt. Diese Distribution L wird als Faltung u * v der
Distribution « mit der Distribution v bezeichnet. Die Reihenfolge beim Fal-
ten ist vertauschbar d.h, es gilt w* v = v * u. Ist v aus D'(R") und v ein
FElement aus S(R"), so wird durch u * v[y]: = u(v(y — o)) die Faltung einer
Distribution mit einer Schwarz’schen Funktion definiert. Es zeigt sich daf} die
Faltung u % v in C*(R") liegt.

Betrachtet man die Faltung einer Distribution u aus D’(R™) mit einer Dis-
tribution A, aus &'(R"), welche durch eine Funktion v aus D(R") erzeugt
wird, so kann gezeigt werden, dafl die Faltung dieser beiden Distributionen
u* Ay, = Ay * u durch die Distribution Ay(yy—)) gegeben ist. Dabei liegt
die Funktion u(y — @) als Faltung eines u aus D’(R™) mit einem v aus S in

C=(R")
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Beispiel: 2.1.4. Ist u aus D'(Q) und Py p ein partieller Differentialopera-
tor so, wird fir jede kompakte Teilmenge Y von Q durch xy Py, pu eine Dis-
tribution vy gegeben. Mit yy soll dabei eine Funktion aus Cg () bezeichnet
sein, welche auf der kompakten Menge Y identisch 1 ist. Liegt die Distri-
bution vy in C*(Y), so weifl man bereits, dafi die Distribution u auch in
C>=(Y) liegen muf8. Fine Losung u kann nimlich auf' Y durch den Faltungs-
term Exxy Py pu dargestellt werden. Aus den vorherigen Bemerkungen weifs
man, daff dieser Faltungsterm in C*(R™) liegt. Damit liegt u in C*=(Y).

Aus Beispiel 2.1.4 folgt Lemma 2.1.5:

Lemma: 2.1.5. Seiu aus D'(Q) und Q eine Teilmenge des R". Liegt Py pu
in C*(Q), so folgt bereits, daff u in C>(Q) liegt.

In vielen Féllen kann die Darstellung von u durch E * xy Py pu nicht
genutzt werden.

Beispiel: 2.1.6. Sei Q eine offene Teilmenge des R™, Py p ein elliptischer
Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten und v eine D'(Q)- Distri-
bution. Im lokalen Regularititssatz 2.3.1 soll gezeigt werden, daf$ bereits alle
DY mit o] = k in L,(Y) liegen, wenn die Distribution Py _pu fir eine
kompakte Teilmenge Y von Q in L,(Y) liegt. Ist Y eine kompakte Teilmenge
von Q und yy eine Funktion aus D(Q) welche auf der Menge Q identisch 1
ist, so gilt fiir alle o wieder:

D% = (DaE) * XypkMDu

Man findet hier jedoch keinen Faltungssatz der einem sagt, dafl fir zwei Dis-
tributionen E und v mit E € D'(R") und v € &'NL,(R"™) die Faltung D* Exv
fiir alle o mit |o] = k, stets in L,(Y') liegt. Daher kann hier die Darstellung
von D durch den Faltungsterm gar nicht genutzt werden. Man weifl zu we-
nig tber die Fundamentallosung E. Weiff man jedoch zum Beispiel iber die
Fundamentallosung E eines elliptischen Differentialoperators mit konstanten
Koeffizienten, daf$ diese von der Ordnung k ist, also in D'* liegt, dann kann
gefolgert werden, daff die Faltung D*E * xPy, pu in C(R") liegt. Siehe [Ho]
Kapitel 4.2. D*u liegt daher in diesem Fall in L,(Y").

Fiir den elliptischen Differentialoperator Py p ist iiber die Fundamen-
tallésung jedoch nur bekannt was sich aus dem Existenzsatz von Malgrange-
Ehrenpreis fiir einen Differentialoperator mit Koeffizienten in C(R") ergibt.
Dieser Satz soll hier doch einmal zitiert werden.
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Satz: 2.1.7. (Malgrange- Ehrenpreis)
Jeder partielle Differential-Operator mit konstanten Koeffizienten in C hat
eine Fundamentallosung E. Fiir diese gilt

E(é)] < Ar™ /

r

do(w) / |p(t + rw)|dt

wobei N der Grad des Operators und o das Oberflichen-Maf$ auf der Menge
D=A{w|w={(e".,€6");¢ e RVye(l,.,n)}

ist.

Die Information tiber die Fundamentallésung F, die man aus dem Satz
von Malgrange Ehrenpreis erhélt, reicht nicht aus um

D% = (D E)* xyPy pu € Ly(Y)

folgern zu koénnen. Fundamentallosungen stellen also nicht immer ein ge-
eignetes Mittel dar, um Regularitatsfragen zu behandeln. Der Begriff der
Fundamentallésung wird nun wie folgt abgeschwacht.

Definition: 2.1.8. Sei Py p Differential-Operator mit konstanten Koeffizi-
enten der Ordnung k und FE aus D'(R") . Gibt es ein w aus C*(R"™), so dafs
E die Gleichung

Pk,.,DE = (S +w (22)
erfillt, so heifst F eine Parametriz von Py p.

Ist Q2 eine Teilmenge des R", so gilt fiir jedes u aus D'(Q) und fiir jedes
x aus C*(Q), welches auf einer kompakten Teilmenge Y von € identisch 1
ist:

ExPy pyu=Pr pE*yu=xu+w:*yu (2.3)

Da jede Fundamentallosung auch eine Parametrix (fiir w = 0) darstellt, weif
man natiirlich, daf} jeder Differential-Operator mit konstanten Koeffizienten
eine Parametrix besitzt. Ist Py p jedoch elliptisch, so kann man sogar fol-
gende Aussagen treffen: [Ho.4]

Satz: 2.1.9. (Fuistenzsatz) Jeder elliptische Differential-Operator mit
Konstanten Koeffizienten hat eine Parametriz 2 € S', und es gilt K = A,
mit g € C(R™\0) . Zusdtzlich erfillt F die folgende Ungleichung:

P D F(B)| < C, 5 [¢]IP17F1
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Beweis: Fs sei Pi(.,&): = 0 Pi(.,€). Da Py_p elliptisch ist, gibt es

eine Konstante A, die grosser als 0 ist, mit der fiir alle £ aus R gilt:
[PH(6)] = Alelf

Mit dieser Konstanten A folgt sofort

P = P8 2 Al (3 [P

Man kann eine Konstante B finden, so dafl die obige Ungleichung durch

Al (X [POD = Al - BUY I+ 24

weiter gefithrt werden kann. Ist 12 eine Zahl grosser als 1, so ist fiir alle { mit
€] > R die Abschitzung |¢|* > RF7|€]" zulissig. Es gibt daher ein R > 1,
so daf} (2.3) fiir alle £ mit [{] > R durch

A A
> Al =Sl = S 1l

abgeschitzt werden kann. Daher gilt fiir alle ¢ aus Rj: = R"\Kg(0) die
folgende Abschatzung:

Pul O > 5 lel (2.5)

Es ist klar, daf} (Py)~" in C*(R%) liegt. Eine Induktion nach |a| zeigt, daB
auf dieser Menge R}, , 8“(Pk(1. g)) = (Pk?(gg)))TaHl ist, wobei Q(), ein Polynom,
dessen Grad kleiner gleich (k —1) || ist, bezeichnet. Aus (2.5) folgt, daB alle

¢ aus R% die Ungleichung

1

erfiillen. Dabei ist die Konstante C, 3 vom H|15|LX |gs| abhangig. ( Mit gs
0<]9|<y

werden die Koeffizienten von Q(¢), bezeichnet und v ist der Grad dieses

Polynoms.) Weiter ist C, g von der Konstanten A abhéngig und natiirlich

von den Multiindizies «, 3. B

Wéahlt man ein x € D(R"), welches auf ganz Kr(0) identisch 1 ist, so folgt

auf ganz R", daf}

2

)‘ < ‘_ilal‘ C..s |§||ﬁ|—|a|—k (2.6)

_1=x(9
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ist. Alle Polstellen der Funktion ﬁ liegen in der Kugel Kz(0) und treten
bei der Funktion f nur noch als hebbare Singularitdten auf . Davon gibt es
insgesamt nur abzdhlbar viele, und deshalb liegt f(£) in C>(R").

Die Fouriertransformation ist ein Isomorphismus auf §’. Somit gibt es ein v
aus S', fiir welches gilt, dafl F(v) = Ay ist. Dieses v mufl mit der temperierten
Distribution F>A; iibereinstimmen, denn es gilt:

F(F?A;) = F*A; = A;. Daher ist A; die Fouriertransformation der tempe-
rierten Distribution F2A;.

Es wird nun gezeigt, dafl die so konstruierte Distribution F*A; eine Parame-
trix des Differentialoperators Py p ist, daf also Py pF?A; = § + w ist.

Sei [Py, p|f der zu Py p duale Operator. Fiir diesen gilt [Py p]T = Py _p,
wobei (—D)* durch (—=1)1*ID® definiert wird. Fiir alle Testfunktionen ¢ aus
S’ gilt dann:

P pF (Af)(¢) = (As , FX([Pr.p]'0))
= (g, FAP(.,—6)F9)) = (s, (Pr(.,6)F’9))

= (F°Aseppe) (@) = (FPA1-)(0)

Demnach ist also Py pF?A; = F?(A;_,). Da (—x) in D(R") liegt folgt, daB
F3(—x) in S liegt. Setzt man w: = F>(—y), so folgt somit fiir alle ¢ aus S,

(FA)(0) = (1, FP) + ((—x) , ')

und es folgt weiter: (F*A;_)(¢) =[F?*¢](0) + Au(d) = ¢(0) + Au().

Daher gilt: F°A;_, = § + w und F>A; ist eine Parametrix £ des Diffe-
rentialoperators . Es bleibt nun zu zeigen, dafl diese Parametrix £ auch in
C>*(R"\0) liegt. Die noch zu zeigende Abschidtzung, ergibt sich direkt aus
Abschitzung (2.6). Die S’ Distribution £ D FE wird durch £°D* f erzeugt.
Mit (2.6) gilt, wenn (B): |3|— |o| — k < —n erfiillt ist:

16" D*FE|, < Cus / ]I g < o
Rn

R

Die Bedingung (B) liefert ndmlich die Integrierbarkeit der rechten Seite.
Es wurde eben gezeigt, dal £ D*FE in L;(R") liegt. Die Fouriertransfor-
mation auf L;(R"™) erfiillt folgende Inklusion: F(L;) C C,.
Da f aus L;(R") stammt, folgt F(Af) = Az . Daher sieht man daf,
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DPeFE = F(EPDFE) € Cy ist. Somit ist auch DP¢YFE in Cy und
S/

Sinn
Variation von |a| und |3] unter der Bedingung (B) liefert D’ E € C(R™\0)
fiir alle Multiindizies 6, also auch fir § = 0. Aus D"E = D9 (D""%F) €
C(R"\0) folgt schliesslich £ € C>~(R"\0) .

4

2.2 Faltungssatz und Anwendbarkeit auf die
Parametrix

Den folgenden Satz findet man in [Ho] Kapitel 7.9

Satz: 2.2.1. Sei K eine S'(R"™)-Distribution deren Fouriertransformation
FK in Ly 1o.(R") liegt. Fiir eine natirliche Zahl s welche 2s > n erfillt gebe
es eine R-unabhdingige Schranke C', so daf fir alle R > 0 gilt:

1 2
2 / R Do FK)(6)| dé < € < o0

lo|<s 2<|f|<2R

dann gibt es fiir jedes p mit 1 < p < oo eine nur von p, C' und s abhdngige
Konstante C,y mil welcher fiir alle v aus L,(R") N &' gilt:

K * uller < Cppylfuflrr (2.7)

Die Abbildung A : L) — S" mit A(u) = K  u ist demnach ein stetiger
linearer Operator von Lg nach L,. Wird mit X das Lebesque-Maf§ bezeichnet,
so folgt weiter, dafi es eine Konstante G gibt, die nur von s und C' abhdingig
ist und mit welcher fiir alle u aus Lo(R™) N E" und fiir alle 7 > 0 gilt:

Mo | | K *u(x)] > 7} < Gullw, (2.8)

Der Beweis dieses Satzes soll im Anhang der Arbeit gesondert betrachtet
werden.

Lemma: 2.2.2. Sei E die Paramelriz eines elliptischen Py p aus Salz
(2.1.9). Dann erfillt D°E fir alle 3 mit |3| = k die Voraussetzungen des
Faltungssatzes (2.2.1) als temperierte Distribution K .
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Beweis: Aus dem Existenzsatz (2.1.9) folgt, dal £ in C* N L., liegt. Da
FE in L, liegt, representiert F auch ein Element aus S’. Aus dem Beweis von
(2.1.9) folgt weiter:

1 —x(=¢)

il gy

€ Ly . (R™) , sowie (db):
€DV FE| < Cop [P
——
(4)
Fir || — |A| — k < —n, liegt (A) daher in L;(R"™). Es gilt:
(B)
—_———
D*F(D°E) = D*(¢°FE)
K FK

Wendet man die Leibnizregel auf Term (B) an, und setzt man den ganzen
Ausdruck als D°K in den Summen-Integral Term aus Satz (2.2.1), fiir irgend
ein s > 7, ein, so ergibt sich:

R2|a /
Lol¢l<2r

Der Kreisring {¢ | & < |¢] < 2R} soll mit © bezeichnet werden. Wendet
man auf die innere Summe von (2.9) die Dreiecksungleichung an, so folgt mit

|B] = k aus &:

Z/—MVWM%<Z/ e yeae

lor|<s lor|<s

2

dé (2.9)

S C (DTN (D FE)

v<o

|a|<s

(a)
Im Fall {n —2]a|} # 0 kann (a) durch

n—2|a|

RZ|oz
<GZ R _T — (<

~ (n—2al)

abgeschdtzt werden . Das C ist dabei unabhangig von R. Im Fall {n—2|a|} =
0 schitzt man (@) durch den Logarithmus ab. Es folgt:

2l
a) < G Z RRn |2§R In(r) < M—{ln( )—In(R) +1In(2) + In(2)} < oco.

la|<s 2|oz| n

Auch in diesem Fall gibt es eine R unabhéngige Schranke .
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4

Bemerkung: Sei {2 eine beschrankte Teilmenge von R". Weiter sei Py, p
ein Differentialoperator der auf der Menge Q elliptisch ist und dessen Ko-
effizienten Funktionen sind welche auf dieser Menge beschrankt sind. Fiir
jeden Punkt xq aus € hat der Differentialoperator Py, p nach Satz 2.1.9
eine Parametrix F,, und diese erfiillt die Ungleichung:

€7D F ()| < Cag 177

Aus Satz 2.1.3 und der Beschranktheit der Koeffizienten kann man folgern,
daB die Konstante C, g zg-unabhéngig gewdhlt werden kann. Daher kann
aus dem Beweis von Lemma 2.2.2 gefolgert werden, dal man eine Konstante
7 > 0 finden kann, so daf} fiir jedes xg aus (), sowie fiir jedes R > 0 gilt:

2/al ,
> [ I EO B e d < 2

|| <k

Mittels des Faltungssatzes gelingt es jetzt den lokalen Regularitdtssatz im
Fall konstanter Koeffizienten zu beweisen.

2.3 Beweis des konstanten-Koeffizienten-
Satzes

Den folgenden Satz findet man in [Ho], Kapitel 7.9

Satz: 2.3.1. FEs sei Q eine offene Teilmenge des R™ und Py p ein ellipti-
scher Differentialoperator.

(a) Bezeichnet p eine Zahl aus (1,00), s eine Zahl aus No und liegt Py,_pu
in W(Q), so liegen fir |o| = k bereits alle D*u in WPS(Q)

(b) Nach Satz (1.1.1) liegen damit auch alle D*u fiir |a| < k in W2(Q)

P,s
und u liegt daher in Wéog_l_k(ﬂ)

Beweis :
Zu (b): Ist (a) bereits gezeigt, so folgt fiir alle |o| = k und fiir alle |y| = s,
daB Dty in Le(Q) liegt. Also gilt DPu € Li*(Q) fiir alle [3| = s + k. Aus

(1.1.1) folgt fiir alle [3] < s+ k: DPu € Li>°(Q) , Daher liegt u in W2, (Q).
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Zu (a): Sei Y eine kompakte Teilmenge von . Mit ¢ seien die Testfunk-
tionen aus D(£2) bezeichnet. Man wihle ein x € D(Q) so, dal x =1 auf YV
ist. Mit diesem y kann Py _p(yu) als fi + f geschrieben werden. Dabei ist
f1 = xPy. pu, und dieses liegt nach Voraussetzung in W27S(R”). Das fy ist
damit auf der Menge Y identisch 0 . Wendet man in jedem Summanden von

P p(yu) die Leibnizregel auf D*(xu) an, folgt namlich, dal f; durch
Fa(d) = Y (=11 u, Y Cop(377X)(0°9)).

lor|<s f<a

gegeben ist. Da y auf Y identisch 1 ist, sind alle Ableitungen von y einge-
schrankt auf die Menge Y identisch 0. Es ist somit klar, daf fiir jede Test-
funktionen ¢, deren Trager in der Menge Y enthalten ist, f(¢) verschwindet.
Sei E eine Parametrix die wie im Beweis von Satz (2.1.9) konstruiert wurde.
Dann folgt:

Ex Py p(xu)=Pr pl*xu=xu+w*xu

und es gilt weiter: F*(fi+ f2) —w*yu = yu. fs ist auf der kompakten Menge
Y identisch 0 und daher kann yu auf Y durch yu = E * xPj pu — w * yu
dargestellt werden. Ist |a| = &k und ist |3] = s so folgt:

D¥(DPu) = D*E % D°(xPy. pu) — D°(D*w) * yu. (2.10)

Nach Voraussetzung liegt D?(xPy. pu) in Lg(ﬂ) und nach Lemma 2.2.2
erfilllt die Distribution D*FE fiir |a| = k die Voraussetzungen des Fal-
tungssatzes 2.2.1. Daher kann der Faltungssatz (2.2.1) auf die Faltung
D E x DP(\Py.,. pu) angewandt werden. Aus dem Faltungssatz folgt:

DYE x DP(xPy.. pu) € L,(R™).

Faltet man eine Distribution w aus C* N D'(R") mit einer Distribution v
aus E'(R"), so kann gezeigt werden, daf die durch die Faltung entstandene
Distribution v#w durch eine C*°(R™) Funktion erzeugt wird. Fiir den zweiten
Faltungsterm aus der Darstellung (2.10) folgt deshalb:

xu * Do = xu(D*Pu(y — o)) € C(R").

xu * D**Pw liegt daher in L,(Y). Auf der Menge Y stimmen x D**?u und
D+Py qiberein. Fiir jeden Multiindex v mit |y| = s+ folgt daher aus (2.10):
D7y € L,(Y). Da dies fiir beliebige kompakte Teilmengen Y von  gilt, folgt
die Behauptung des lokalen Regularitatssatzes.

4
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Kapitel 3

Erweiterung des
Regularitiatssatzes

3.1 Grundideen

In Kapitel 2 wurde der folgende lokale Regularitétssatz bewiesen:

Satz: 2.3.1 Seit Q) eine offene und beschrinkte Teilmenge des R™, p
aus (1,00) und Py, p ein elliptischer Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten. Ist s eine beliebige Zahl aus No und u eine D'(Q)-Distribution,
so folgt aus Py, pu € Wéog(ﬂ), dafy u bereits in Wéog_l_k(ﬂ) liegen mujfs.

Es wird nun der Fall betrachtet, dafl die Koeffizienten des Differen-
tialoperators Py, p durch Funktionen a,(x) : € — R beschrieben werden.
Diese Funktionen a,(x) werden dabei nicht mehr als konstant vorausgesetzt.
Ist v aus Wéog(ﬂ), so wird durch Py, pu = v wieder eine Differentialglei-
chung gegeben. Es ist die zentrale Frage dieser Arbeit herauszufinden, fiir
welche Funktionen a,(x) die Regularitatsaussage aus dem Satz (2.3.1) erhal-
ten bleibt. In dem Buch von G.Folland [Introduction to Partial Differential
Fquation wird gezeigt, dal der folgende zu (2.3.1) analoge Regularitatssatz
gilt:

Satz: 3.1.1. Sei Q eine offene und beschrinkte Teilmenge des R™, s eine
belicbige reelle Zahl, und Py, p ein Differentialoperator, der auf ganz Q el-
liptisch ist, und dessen Koeffizienten allesamt C* () -Funktionen sind. Wird
mit u eine D'(Q)-Distribution bezeichnet, so folgt aus Py, pu € H(Q), daf

u bereits in HI% (Q) liegt.

Fir s aus Ng stimmt der Raum Hlsflfk(ﬂ) mit dem Raum leog_l_k(ﬂ) iibe-
rein. Der lokale Regularitatssatz (2.3.1) bleibt daher fiir p = 2 fiir alle auf
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Q) elliptischen Differentialoperatoren mit C*()-Koeffizienten erhalten. Die
Frage nach der Regularitat der Losung im Fall p # 2 bleibt jedoch weiter
offen. In diesem Kapitel wird versucht fiir alle p aus (1, 00) einen lokalen Re-
gularitatsatz der Form (3.1.1), aufzustellen und zu beweisen, indem man sich
an den Beweis von Satz (3.1.1) orientiert. Es zeigt sich, daf sich der lokale
Regularitatssatz (3.1.1) zumindest unter diesem Verfahren nicht im vollen
Umfang auf W]lfg(ﬂ)— Raume verallgemeinern 1a8t. Man muf} eine starke
zusitzliche Vorraussetzung an die Losung u stellen. Uber die Losung u muf
bereits bekannt sein, dafl diese in dem Raum Wéoz(ﬂ) liegt. Unter der Annah-
me, daf} u bereits in dem Raum Wéoz(ﬂ) liegt, kann aus Py, pu € W;OE(Q)
wieder gefolgert werden, dafl u bereits in Wéog_l_k(ﬂ) liegen muf. Die Menge ()
wird wieder als offen und beschréankt vorausgesetzt. Die Zahl s muf} hier aus
Ny stammen. Die negativen Sobolev-Raume, die als Dualraume der positiven
definiert sind, kommen in diesem lokalen Regularitdtssatz nicht vor. Als Ko-
effizienten des Differentialoperators werden C;7*(Q) Funktionen gewihlt. In
dem Beweis dieses lokalen Regularitdtssatzsatzes wird auf den Faltungssatz
(2.2.1) zuriickgegriffen. Weiter werden die Grundideen des Beweises des Sat-
zes (3.1.1) aus dem Buch von Folland herausgegriffen und benutzt. Deshalb
folgt zunachst eine grobe Beschreibung des Beweises von Satz (3.1.1), wie
man ihn in [Fo] findet.

Beschreibung:

Der Beweis des lokalen Regularititssatzes (3.1.1) erfolgt durch eine
vollsténdige Induktion. Man benutzt das Lemma (1.2.6), daf auch fir
H!*(Q) Réume gilt und formuliert den lokalen Regularititssatz wie folgt
um:

Ist w eine beliebige Distribution aus D'(2) so folgt fir jedes ¢ € D(Q) aus
P.pu € HY daf ¢u bereits in H,yy, liegt. Diese Behauptung wird durch
eine Induktion bewiesen. Um die Induktion durchfithren zu kénnen, mufl man
natiirlich wissen, wodurch die Induktionsverankerung, und der Induktions-
schritt gegeben werden.

Es zeigt sich, dafl der Induktionsschritt unter Verwendung des folgenden
Hilfssatzes erfolgt:

Satz: 3.1.2. Sei Q eine prikompakte Teilmenge von R"™. Weiter sei Py, p
ein Differentialoperator welcher auf ganz Q0 elliptisch ist und dessen Koeffizi-
enten in C*(Q) liegen. Fir jedes s aus R und jedes j aus R mit j > 0 folgt
aus w € HYG(Q) und aus Pr, pu € HY 1 (Q), dafu bereils in HY, ()
liegen mufs.

Im Beweis dieses Hilfssatzes 3.1.2 werden im wesentlichen zwei weitere
Lemmata (3.1.3 und 3.1.4) verwendet. Lemma (3.1.3) liefert ein Kriterium
dafiir wann genau eine Funktion aus Hy auch schon in H,y; liegt:
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Lemma: 3.1.3. Sei s aus R. Fine Distribution u aus H; liegt genau dann
bereits in Hyy1, wenn man eine Konstante M > 0 und ein § > 0 finden kann,

so daf fir alle h mit |h| <6
1
I (ulx + hej) —u(@)) . < M

folgt.

Lemma 3.1.4 beschreibt eine wichtige Ungleichung. Diese soll im weiteren
als Basisungleichung bezeichnet werden:

Lemma: 3.1.4. Sei §) eine offene und beschrinkte Teilmenge des R". Der
Operator Py . p sei auf der Menge Q elliptisch und habe C>(Q) - Koeffizi-
enten. Dann findet man fir jedes reelle s eine Konstante C, mit welcher fir
0,tr

() die folgende Basisungleichung erfillt ist:
[l < CU[Prepulln, + [lulla.,. ) (3.1)

Der Beweis der Basisungleichung (3.1) soll an dieser Stelle grob skizziert
werden:
Bemerkung: Die Kugel ]&’5(:1;03 = {x | || < 8} ist eine prikompakte
Teilmenge des R™. Setzt man K (zo) = Ks(xo) N Q so erhdlt man eine
prikompakte Teilmenge von ) . Dieses K?(l‘o) wird im folgenden benutzt
werden.
Beweisskizze zu 3.1.4: Der Beweis der Basisungleichung besteht aus meh-
reren Teilschritten:

alle v aus H

Als erstes wird gezeigt das jeder elliptische Differentialoperator mit konstan-
ten Koeffizienten, der mit seinem Hauptteil zusammenfallt, die Basisunglei-
chung erfiillt. Daraus folgt die Giiltigkeit der Basisungleichung fiir den Dif-
ferentialoperator PZJ,mD. Dabei zeigt es sich, daf} diese Konstante C' := C,
eigentlich nur vom Kehrwert der Konstanten A, aus Lemma 2.1.2 abhéngt.
Da PZ,@’,D auf Q elliptisch ist, und diese Menge kompakt ist, kann mit Lemma
2.1.3 die Existenz einer Konstanten M gefolgert werden mit der fiir jedes zg
aus ) und jedes u aus Hyyj dessen Trager in der Menge () liegt folgt:

el < M(Jlulley, -, + 1Py, pulls.)

In diesem ersten Schritt wird also die Elliptizitdt des Differentialoperators
P;. .,.p0 benutzt. Dabei werden die Abschétzungen (2.1.2) und (2.1.3) verwen-
det.

Die Dreiecksungleichung erlaubt es, jedes u aus Hyyy durch

1P o pullir < [|(Ph .0 — Phop)ulla, + [Prenullm.. (3.2)

(%)
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abzuschatzen. Die Differenz PZ,@’,D — Py ., p wird dabei durch den Opera-

tor Y (aq(x) — as(x0)0 beschrieben. Es kann die Existenz einer Konstan-
|o|=kK

ten ¢ > 0 gezeigt werden, mit welcher der Summand (&) fiir jedes u aus

HS’”([&”?(:}CO)) und fiir jedes z¢ aus Q durch

1
() < Csallullar e + 5 llullsi (3.3)

abgeschitzt werden kann. Wahlt man ndmlich eine beliebige Funktion ¢(x)

aus D(Ky;5(0)), die auf der Kugel K;5(0) identisch 1 ist und deren Funktions-
werte in [0, 1] liegen und liegt u(x) in HSiZ(K?(mO)), so kann a,(x)0%u(x) =
oz —x0)aq(x)0%u(x) gesetzt werden. Die Koeffizienten a, () sind nach Vor-
aussetzung auf der Menge ) stetig, und dies impliziert die gleichméssige
Stetigkeit der Koeffizienten auf jedem Kompaktum. Daher gibt es eine Kon-

stante C' mit der gilt:

(e — o) (aa(@) — aa(w0))] < C'fz — 2
(a)

Der Ausdruck (a) kann daher durch eine von der speziellen Wahl des x¢ un-
abhéngige Konstante nach oben beschriankt werden. Diese Konstante hangt
vom Abstand § der Punkte x und x4 ab. Jede Ableitung 8ﬁaa(:1;) 1st ebenfalls
stetig und daher auf jedem Kompaktum beschrinkt. Da 9°(a, (o)) gleich 0
ist, gelingt es mit Hilfe der Leibnizregel den Ausdruck

|o(x — x0)(an(x) — aa(xo))HH|s|+n+2 durch eine zg-unabhingige Konstante
nach oben abzuschitzen. Sei v ein Multiindex der Ordnung k. Fiir ein belie-
biges s aus R gilt fiir jedes v aus Hyyj und fiir jede Funktion ¢ (x) aus S die
folgende Abschatzung:

[0 ul[m. < (sup [¢(@)))[ulla, + Ol e b, (3.4)

Wahlt man ¢ := ¢(x — x0)(aa(x) — as(w0)), und wird der Radius ¢ der Kugel
K;(xo) sehr klein gewihlt, so folgt Ungleichung (3.3) aus der Abschitzung
(3.4) und den zg-unabhéngigen Abschétzungen fiir die Koeffizienten.
Wendet man jetzt die xg-unabhéngige Abschitzung (3.3) auf den Aus-
druck (&) an, so folgt fiir jedes xy aus © mit Hilfe der Ungleichung
(3.2) die gewiinschte Basisungleichung , eingeschrankt auf die Menge
HSiZ(K?(mO)) fiir den Operator PZ%D.

Die kompakte Menge € ldsst sich durch endlich viele Kugeln Kjs(xg) iiber-
decken . Mittels einer Zerlegung der 1 kann die gewiinschte Basisunglei-

chung fiir den Hauptteil des Differentialoperators Py, p, auf ganz Hgig(ﬂ)
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gezeigt werden.

Fiir jedes u aus HS_&(Q) gilt:

1P pulla. < [[(Prep — P, p)ulla, + Prep

(@)

Es gibt eine nur von () und s abhéngige Konstante N, mit welcher fiir jedes
u aus Hy (), dessen Trager in Q liegt, durch

1(D)ulla. < Nl

abgeschatzt werden kann. Daher folgt fiir alle u aus HS_&(Q) die
Abschéatzung:

1P, )l < Nlulla,, oy + [Pl

Durch diese Abschatzung kann die Basisungleichung, die man bereits fiir den
Hauptteil erhalten, hat weiter abgeschédtzt werden, und man erhélt schlief3-
lich die gewiinschte Basisungleichung fiir den Operator Py, p auf ganz
H(Q).

Die nédchsten Uberlegungen werden fiir die Induktionsverankerung
benotigt:

Ist u aus D'(Q), so liegt das Produkt u¢ fiir jede Testfunktion ¢ in €. Nach
einem Sobolev’schen Einbettungssatz gibt es fiir jedes v aus &' ein r
aus Z, so daf} dieses v in dem Raum H, liegt.

Dies bedeutet gerade, dafl £ C URH,, ist. Das zur Distribution v gehérende
re

r ist kleiner als 0.

Fiir jedes ¢ aus D(2) und jede D’(€Q)-Distribution u liegt also das Produkt
u¢ in einem H%(Q).

ou € HY"(Q) soll als Startbedingung (#) bezeichnet werden. Aus dieser
Startbedingung (#) folgt die Induktionsverankerung im Beweis von Satz
(3.1.1).

Bemerkung:

Im Beweis des lokalen Regularitétssatz (3.1.1) wird also die Induktions-
verankerung durch (#) gegeben. Es wird in einem Sobolevraum H, mit
negativen r gestartet. Der Induktionsschritt erfolgt durch den Hilfssatz
3.1.2.

Bemerkungen: Sei Q) eine offene und beschrankte Teilmenge von R”. Man
kann zeigen, daB fiir jeden auf Q elliptischen Differentialoperator mit
C;(Q)-Koeffizienten und jedes s aus Ny, die Basisungleichung (3.1) auf

ng:_k(ﬂ) erhalten bleibt.

31



Als erster Teilschritt im Beweis dieser Basisungleichung wird gezeigt, daf der
Differentialoperator Py ,, p fiir jedes zg € ) die Basisungleichung mit glei-
chen C erfiillt. Dabei wird unter Beriicksichtigung der Bemerkung zu Lemma
2.2.2 der Faltungssatz 2.2.1 auf die Darstellung

D¥(DPu) = D* B,y + DP(XProy.pu) — D (DY) * yu

angewandt. Diese Darstellung wurde im Beweis des lokalen Regularitats-
satzes fiir elliptische Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten ge-
wonnen. Analog zum Beweis von 3.1.4 wird anschlielend gezeigt, da man
einen Radius ¢ finden kann, so daff der Differentialoperator Py, , p die Basi-
sungleichung auf der Menge derjenigen Distributionen erfiillt, deren Tréger
in einer Kugel (Ks(2)).eq liegen. Um diesen Zusammenhang zuzeigen, wird
wieder eine Ungleichung der Art (3.4) verwendet. Dieses Analogon zu (3.4)
ist wesentlich einfacher herzuleiten als die Ungleichung (3.4) selbst. Es wird
das Produkt einer C;™(Q)-Funktion ¢(z) einer Distribution 9%u (wobei:
u € Wi (Q) und | = k) abgeschatzt. Die Abschatzung hat die Form:

1607 ul|s < Dilfullp,str.0 + Dallllps+r-1.0

Dabei sind Dy und Dy nur von ¢(z), © und s abhéngige Groen. Durch diese
Ungleichung kann wie im H;- Fall gezeigt werden, daf} alle v aus ng:_k(ﬂ),
deren Tréager in einer Kugel (Ks())zeq liegen, die Ungleichung

1
|[(Przy.0 — Prop)ullpsa < §HUHp,s+k,Q + Csallullpstr-1.0

erfiillen, wenn der Radius ¢ sehr klein gewahlt wird. Aus dieser letzten Un-
gleichung kann wie im Beweis von 3.1.4 die Giiltigkeit der Basisungleichung
auf der Menge Wg:i:_k(Kg(xo)) gefolgert werden. Analog zum Beweis zu
3.1.4 folgt die Giiltigkeit der Basisungleichung auf der Menge der W, 11(92)-
Distributionen mit beliebigen Tragern durch eine Zerlegung der 1.

Fiir ein v aus W, , mit 1 < p < oo bleibt die Aussage von Satz 3.1.3 fiir alle
s aus Z erhalten. Man benétigt dieses Analogon zu Satz 3.1.2 jedoch nur fiir
den Fall s = 0 und es wird hier auch nur fiir diesen Fall bewiesen. Alle L,-
Réaume sind fiir p < 1 < oo reflexiv. Durch Ausnutzung der Reflexivitat kann
der Beweis des Analogons zu Satz 3.1.3 besonders einfach gefiithrt werden.
Die Reflexivitat ist jedoch fiir die Giiltigkeit dieses Satzes eigentlich nicht
ausschlaggebend.

Mittels der W, ;(€2)- Versionen der Basisungleichung und des Satzes 3.1.3,
kann eine sehr eingeschrankte Verallgemeinerung des Hilfssatzes 3.1.2 auf
W]lfg(ﬂ) Raume bewiesen werden. Im Kapitel 3 Satz 3.3.7 wird gezeigt, daB
die Regularitdtssausage des Satzes 3.1.2 zumindest dann fiir alle s € Ny
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erhalten bleibt, wenn man j > k voraussetzt. Im Beweis wendet man die
Verallgemeinerte Basisungleichung auf eine Distribution u aus WZ?ZI_](Q) an.
Dies ist jedoch nur dann méglich, wenn 5 > £ ist.

Begrindung: Sei s +j = (s+ 75— k) +k =+ k. Wihlt man j < k, so
gilt t < 0 fir s < k —j. Die Basisungleichung wurde jedoch im Fall p # 2
nur firt € Ng gezeigt. Im Fall j < k kann die Basisungleichung daher nicht
verwendet werden. Mit Hilfe von 3.3.7 ist man nun in der Lage eine lokale
Regularitatsaussage fiir W, ;(2)-Raume zu beweisen. Dieser verallgemeiner-
te lokale Regularitétssatz wird analog zu Satz 3.1.1 durch eine Induktion
bewiesen und der Induktionsschritt wird dabei durch den Hilfssatz 3.3.7 ge-
geben. Die Regularitétsaussage die so gezeigt werden kann lautet:

Sei Pp.p ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung k mit C*tF(Q)-
Koeffizienten und s eine belicbige natirliche Zahl. Ist u eine Distributi-
on aus Wéofn(ﬂ) und m eine natirliche Zahl grofiergleich k, so folgt aus
P .pu € W]lfg(ﬂ) stets, daff u bereits in Wéog_l_k(ﬂ) liegen mujfs.

In diesem Regularitdtssatz, muf} iiber die Distribution bereits bekannt sein,
daB diese in einem We (€1) mit m > k liegt. Dies liegt natiirlich daran, da
der Hilfssatz 3.3.7 nur auf Distributionen angewandt werden kann die diese
Voraussetzung erfiillen.

Trotz der Fristenz eines adequaten Sobolev’schen FEinbettungssatzes muf§ da-
her im Fall p # 2, eine Startbedingung fiir u vorgegeben werden. Die Start-
bedingung muf: u € Wéog(ﬂ), s >k heiffen.

Wahrscheinlich kann der lokale Regularitatssatz fiir p € (1,00) gar nicht in
solch allgemeiner Form wie fiir p = 2 formuliert werden.

3.2 Die Basisungleichung

Satz: 3.2.1. Sei p € (1,00), Q eine offene und beschrinkte Teilmenge des
R" und mit Py, p sei ein auf Q elliptischer Differentialoperator mit C; ()
Koeffizienten bezeichnet. Ist s € Ny, so gibt es eine Konstante €' mit: C: =
C(Q,p,s), mit welcher fir alle v aus ng:_k(ﬂ) die folgende Ungleichung
gililtig ist:

[ellp.stro < CUIPkepullps0 + [[ullpstr-1.0)

Die Basisungleichung bleibt dabei erhalten, wenn alle Koeffizienten des Dif-
ferentialoperators aus C(2) N W, () gewdhlt werden.

Beweis:
Erster Teilschritt: Sei xg € Q. Als erstes wird gezeigt, dafl eine Konstante

Cy existiert, so daf} fiir jedes z¢ aus der Menge 2 und fiir alle u aus ng:_k(ﬂ)

33



gilt:
[ellpstre < Colllullpstr—1.a + [Prws,ntlps.0)

Der Differentialoperator Py .., p ist elliptisch und hat daher eine Parametrix
E.,. Aus Lemma (2.2.2) kann gefolgert werden, daf es eine Konstante Z > 0
gibt mit welcher fiir jedes 2 € €2 und alle R > 0 folgt:

2laf )
ZL%\DQF(W%)KH d¢ <7

|| <s

Sei u aus ng:_k(ﬂ), und ein x € D(Q) sei so gewahlt, dafl x identisch 1 auf

dem kompakten Tréger von w ist. Dann folgt aus dem Beweis von Satz 3.2.1
fir alle |[y| = k die Gleichung: DYu = —D%w % yu + D"E,, * xPj ., pu und
es folgt fiir alle |a| = s 4+ &k und fiir alle |y| = k&:

() D% = D" (D"w* xu+ D"E, % xPg oo pu) =

= D * xu+ D"E,, * Da_W(XPk,xO,DU)

Da fiir jedes u aus ng:_k(ﬂ) die Ungleichung

HUHZSM,Q < HUHZSM—LQ + Z HDQUHZQ
|o|=s+k

(1)

erfiillt ist, folgt fiir ein festes v, welches |y| = & erfiillt, mit Hilfe von (&):

> ID7ulle <Cillulon+ > 1D Eay % D7 (xPro pu)l g
|o|=s+k lor|=s+k

< Cillullfpat Y 11D Eay % DY (XPhag.pu)I} g
—_———

|ﬁ|:5 eLp(Rn)ng/

Aus dem Faltungssatz (2.2.1), folgt dafi die Ungleichung fiir jedes o aus ©
durch

< Cillullpon+ Co > 1D (XPray. 0|2 g
|Bl=5
(o)

34



weiter gefiihrt werden kann. Wegen der Tragereigenschaft ist (o) =

| DP (P, Du)Hp o, und fiir alle u aus W +k(ﬂ) ist die folgende Abschatzung

[ellpstr0 < (Cr 4 Dllullpstr-1,0 + Col[Praspullps0
N—_——
Cs
zuldssig. Damit ist die Giiltigkeit der Basisungleichung fiir den Operator

Py .,.p gezeigt.
Fiir den zweiten Teilschritt benétigt man folgendes Hilfslemma .

Lemma: 3.2.2. Sei @ € C;(Q), und set u € W, 4£(Q). Wihit man ein
vy mit |y| = k, so folgt ,dafi QDVu in W, 4(Q) liegt. Fs folgt auch, dafs
es eine Konstante B gibt, welche nicht von u abhdingt, so dafs die folgende
Ungleichung auf W, s41() gilt:

10Dl s < Il allulhetin + B mas 10°Qllca)lullricr

Das Lemma bleibt auch fir @ aus W, 5(Q) giiltig.

Beweis:
Setzt man V:= D7u so gilt natiirlich :

IQVIE0 < D QD VI g + ITIDQIVIE, 4

|or|<s

(B)

(4)
Man sieht sofort, dafl

(A): < (1Qlleo.alVllps0)” < (1Qlcalltllp,strn)”

Durch Anwendung der Leibnizregel erhélt man fiir den zweiten Summanden,

die Abschétzung:

S

= D I Cap(DIQUD VI sy < (1) Y ICas(DPQND V)] g

|oz|§s B =1 B

lal=s
4 *
<NC Y CD QUL @l oy 0 < CW (max [1Qllec.allellsti-10)
0<|6|<s

Aus den beiden Abschitzungen fiir (A) und (B) folgt die Behauptung des

Lemmas.
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Zweiter Teilschritt: Sei xq € Q. Wendet man den Differentialoperator

Pj .,.p auf ein beliebiges u aus ng:_k(ﬂ) an, so folgt:

IPkwontlps = [(Przo.p — Praen + Prap)u|,se

S H(Pk,l’,D — Pk,l’o,D)qu,s,Q + HPk,w,Dqu,s,ﬂ

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt daher natiirlich sofort:

[(Pron = Praop)tillpon < D [l(ay(x) = ay(20)) D7ullp00
[v|<k

Somit gilt also (¢):

Praopttllpen < Y (ay(2) = ay(20)) D7 ullp s 0 + |Prwptlps0
[v|<k

Angenommen die Distribution u liegt in W, ;1£(€) und hat einen kompakten
Trager in der Menge K?(l‘o). Ist ¢(x) eine Funktion aus C5°(Kz5(0)), welche
auf der Kugel K;(0) identisch 1 ist und nur Werte in [0, 1] annimmt, so folgt:

(0 (2) = ax () — 20) D7 = (a1 () = s (0)) D"

Q ¥ VV

Dabei bezeichnet a.(z) die Koeffizienten des Differentialoperators. @, ()
liegt fiir jedes v in C§(Kys(xo)) und daher liegt es auch in C; (). Daher
kann kann Lemma (3.2.2) fiir jedes v auf das Produkt @, D”u angewandt
werden. Aus (3.2.2) folgt:

1@ (V) llp,s+r0 < [ llullstrn + 2l llullstr-1,0

Zur Abkiirzung wurde [1],: = ||@Q+ ]|, und [2],: = B H|lE|LX |Q |00 gesetzt.
0<|0|<s

Da @, (x) in C;(Q) liegt, ist Q.,(x) gleichmafig stetig auf jedem Kompaktum
von ). Daher findet man eine Konstante H, mit welcher fiir jedes ¢ aus 2

und jedes v folgt: (M)
[1]y < llay(x) = aw(xo)Hoo,K%(xo) < H2%
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Weiter gilt:

r;leag‘qux—xo)‘<KmaX ‘qux—xo‘—max ‘qu )‘

Fiir jedes § mit |§] < s kann daher maX‘Deqb(x—xo ‘ durch eine x¢-
z€

unabhiingige Konstante nach oben beschrinkt werden. Da alle D’a.(z) auf
Q0 beschrankte Funktionen darstellen, folgt die Existenz einer Konstanten M,

welche fiir jedes 6] < s und fiir jedes |y| < k den Ausdruck sup [D%a.(z)]
T€Q
nach oben beschrankt.

D%(a.,(xg)) ist gleich 0. Wird auf D?(Q.V,) die Leibniz Regel angewandt,
folgt daher:

2], = B max {]| Z Coo(D"p(x — 20))(DPay(2))] 000}
<6

0<|6|<s

Da méLX‘Deqb(l' — :1:0)‘ und sup ‘Deaw‘ ro-unabhédngig abgeschitzt werden
Q

konnen, gibt es eine Konstante N, mit welcher der [2],-Ausdruck fiir alle
|v| < k durch (#): [2], < N unabhéngig von der speziellen Wahl des xo €
abgeschitzt werden kann. Aus diesen beiden Abschatzungen (#) und (4) folgt
mittels 3.2.2 fiir alle u € Wg:i:_k(K?(on)) und fiir alle ¢ aus £ die folgende
Ungleichung: (V)

k
[(Pron = Praon)ttllpsn < OO n)2HS[ullpsrna + Nullporr-1.0)
1=0

——
Ro

ist. Da die Basisungleichung bereits fiir den Operator Py ., p gezeigt wurde,
gilt:
[ellpstre < Collullpsrr-1. + Col[Prag.ntflps0
Mit (©) und mit (o) folgt daraus:
[ellpstro < Collullpstr-ra + CoRoZHo[ullp,s1r + CoRoN|[ullp,str-1.0 + [[Prentllps0

Damit gilt fir alle u € Wg:i:_k(K?(xo)) :

Hqu,s—I—k,Q S (CZ + CONON)Hqu,s—I—k—LQ + COHPk,ac,Dqu,s,Q + CONOHQ(SHqu,s—I—k,Q

Setzt man 6 = subtrahiert auf beiden Seiten der Ungleichung

1
ACoNGH »
(3Julp,s4+#,0) und multipliziert anschliessend die Ungleichung mit 2, so erhélt

man, daf} fiir alle u aus Wg:i:_k(K?(on)) die Ungleichung

[ellpstre < Mllullpsr-10 + Col[Prepullps0
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gliltig ist. Man setzt fiir die weitere Verwendung C* := max(Cy, M).
Dritter Teilschritt :

) ist eine kompakte Menge. Der Radius d sei wie im zweiten Schritt gewahlt.
Jede Kugel K;(zo) hat den selben Radius 6. Die Menge Q kann daher durch
solche Kugeln tiberdeckt werden. Dabei gilt:

Qc U Kg(l‘)

€L

Da Q kompakt ist reichen schon endlich viele solcher Kugeln fiir die Uber-
deckung und, es gibt eine Zerlegung der 1 aus endlich vielen ¢;(z) €
Cy(Ks(x;)), 1 € [1,..,m], mit denen fiir alle & aus § gilt:

D dilx) =1

=1
Sei u eine beliebiges Element aus W i:k(ﬂ) dann ldsst sich dieses u
auf ©Q durch v = > 7, ¢;u darstellen. Jeder Summand ¢;(z)u(x) ist in

W S+k(KQ( ;). Fiir solche ¢;(z)u(x) wurde die Basisungleichung bereits

gezeigt. Fiir alle u € ng:_k(ﬂ) gilt daher

m

Hqu,erk,Q > Z ) |lp,s+5.9

n © =1

Mit der Basisungleichung fiir die ¢;u folgt fiir alle v € ng:_k(ﬂ)

lullp.srrn <D C(¢i(@)ellpsra+ [Prep(di@)u())]ps0).
=1

Betrachtet man nun Py, p(éi(x)u(x)), so ist klar, daf

Pi.p(oiw) = &;Pr.pu+ [Prep,di]u

ist. Betrachtet man den Kommutator [Py, p,¢;] angewandt auf v mit Hilfe
der Leibnizregel, so erhélt man :

[Phe.p,0i]u = Z o(@) D% (¢ Z bi(w “u(x)

a<k lo|<k

- S A be) ~  aie

BLa al<k
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= 3 @YD) u().

lal<k  f<a

Damit ist der Kommutator ein Operator der Ordnung k£ — 1
mit C(2)-Koeffizienten. Da W, 341(2) C W, 515-1(Q) ist, folgt daher, daf
es eine Konstante ¢ gibt, mit welcher fiir alle v aus W, ;11() gilt:

1[Prz0,0(2)]ullpsa < Gllullpsra-1.0

Setzt man C' = (C* + G) so folgt fiir alle u € ng:_k(ﬂ) die Ungleichung

[ellpstr0 < Cllwllpstr.0 + Prepullps0)

Damit ist die Giiltigkeit der Basisungleichung somit gezeigt.

3.3 Ein Hilfssatz

Sei 0 eine offene und beschrankte Teilmenge von R™, p € (1,00) und
P, p ein auf ganz Q elliptischer Differentialoperator mit CZH_kH (Q)-
Koeffizienten. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dafl fiir s € Ny
7 € Nomit j > k—1 aus u € W;fg_l_j(ﬂ) und Py, pu € Wi(jlfj_k_l_l(ﬂ)
bereits u € W;fgﬂ_l_l(ﬂ) folgt. Diese Behauptung ist die Verallgemeinerung
von Satz (3.1.2) auf W, ;(2)- Raume. Diese Behauptung wird also den Induk-
tionsschritt im Beweis des lokalen Regularitdtssatzes fiir elliptische Differen-
tialoperatoren mit CZ"’k (Q)-Koeffizienten liefern. Im Beweis dieses Analogons
zu (3.1.2) wird die bereits gezeigte Basisungleichung verwendet. Weiter wird
folgende Charakterisierung von W, 1(R") benutzt:

W, .1(R") stimmt mit der Menge aller L,(R"™)-Funktionen w iberein, fir die
man eine Konstante M und ein & > 0 finden kann, so daf fir jedes h aus R
mit |h| < 8, der Differenzenquotient 3(u(x + he;) —u(x)) in der || o ||,-Norm
durch M nach oben beschrdnkt wird. Das nachste Ziel dieses Abschnitts ist es
daher, diese Charakterisierung von W, 1(R") zu beweisen.

Definition: 3.3.1. Ist ¢(x) eine Funktion aus D(R") und h aus R", so
wird durch ¢(x + h) die Translation T,¢(x) von ¢(x) definiert. Liegt u in
D'(R"), so folgt fiir festes h, dafs fir alle kompakten Mengen eine Konstante
Ck existiert, und eine natirliche Zahl k so daf fir alle Testfunktionen ¢(x),
deren Trdger in K liegen, die folgende Abschditzung

[u(r-n)] < Crc Y 107 d(e = )l < Cx Y 1070(@)]loe

|or| <k |or| <k
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erfillt ist. Daher wird durch mpu: = u(7_p¢) eine Distribution definiert, und
diese soll als Translation der Distribution u bezeichnel werden.

Definition: 3.3.2. Fir eine Funktion ¢ aus D(R") und ein h aus R, gilt
|0%(P(x—hei) —d(2))||oo < 2||0%G(2)||0o. Daher kann gefolgert werden dafl es
fir alle kompakten Mengen K eine Konstante Cx und eine natirliche Zahl
k gibt, so daf fir alle Testfunktionen deren Trdiger in K liegen

(Theitt — u)(8) < Crc Y 10°()][o
|or| <k

gilt. Daher wird durch Niu: = (h)™(7he,u — u) eine Distribution Nu €
D'(R") definiert. Die so definierte Distribution heifit Differenzenquotient
der Distribution u.

Es gilt das folgende Lemma :
Lemma: 3.3.3. Ldfit man h gegen 0 laufen, so konvergiert die eben defi-
nierte Distribution Alu im D'(R™)-Sinn gegen die Distribution d;u.

Im Beweis von Lemma 3.3.3 wird das folgende Lemma benutzt.

Lemma: 3.3.4. Ist ¢ ecine Funktion aus D(R") so konvergiert Aié, fiir
|h| — 0 in der D(R™)-Topologie gegen die Funktion 0;¢.

Beweis 3.3.4: Fiir jeden Multiindex  und fiir jedes ¢ aus D(R™), kon-
vergiert DP( AL ) fiir h gegen 0 punktweise gegen D?(9;¢).
OP¢(x) ist fiir jeden Multiindex 3 gleichmifig stetig und besitzt kompakte
Triger. +(p(x+he;)—¢(x)) hat ebenfalls kompakte Trager. Fiir eine beliebige
kompakte Umgebung V' des Tragers Supp(0;¢) = K gibt es eine natiirliche
Zahl ng, mit welcher fiir jedes h mit |h] < ng' der Triger Supp(AL®) in der
Menge V' liegt.

Weiter folgt (siehe [Ho, Kapitel 1]):
(D5 AL)(w) — (DP0) @] = 5™ (D6 + hed) — pla) — hD Bi(a) |
< sup [(3:D7)[x + the] — 9, D" gla]|

Aus der gleichmifigen Stetigkeit der 3°¢(x), folgt fiir alle € > 0 die Existenz
eines § > 0, so daB aus ||he;|| = |h| < § folgt: sup ||0?p[z+the;]—d[z]|| < e.
0<t<1

Daher folgt:
lim (sup|| D”(A}¢)(x) — (D7 0i)(x)]]) = 0

[h|—0 " Rn
Damit konvergiert Al in D(R").
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Jetzt soll das Lemma 3.3.3 bewiesen werden.

Beweis (3.3.3): Fiir jede Testfunktion ¢ folgt nach Lemma (3.3.4):

lim Ald = did

|h|—0

in der D(R™)-Topologie. Daraus folgt:

lim w(20) = u(D,6)

|h|—0
Da (Aju , ¢) = (u, AL, ¢) ist, erhilt man:

lim <A2hu7¢> = |h1|1_r£1>0<u ) Al_h@ = _<u782¢> = <alu7¢>

|h|—0

Dies bedeutet gerade die D’'(R")- Konvergenz von A‘u gegen O;u fiir |h]
gegen 0.

O
Jetzt soll die angekiindigte Charakterisierung von W, 1 (R") gezeigt werden.

Satz: 3.8.5. Seip € (1,00) und u aus L,(R"). Die Ableitung O;u liegt genau
dann in L,(R™), wenn man ein & > 0 und eine Konstante C' > 0 finden kann,
mit denen fiir alle h aus R™, welche |h| < § erfillen,

1Al < €

folgt.

Um diesen Satz ohne groflere Umsténde zu beweisen, greift man auf die
Reflexivitat der L,(R™) Radume fiir 1 < p < oo zuriick, und wendet den
folgenden bekannten Satz an.

Satz: 3.3.6. Ein Banach-Raum E ist genau dann reflexiv, wenn die Ein-
heitskugel o(E,E')- kompakt ist.

Dieser Satz und sein Beweis kénnen unter anderen in [K.6] oder auch in
[M.Vo] nachgelesen werden.
Zum Beweis des Satzes (3.3.5) : ( <=: ) Angenommen Es gibt ein C' > 0
und ein & > 0, so daB fiir alle [2] <&, ||A%ullL, < C gilt.
Ohne Einschrankung sei ' = 1 . Im Beweis spielt es keine Rolle, ob man
anstelle von (A u), , das Netz (%A}Lu)h nimmt.

41



Aus der Reflexivitit des Raumes folgt, dafl die Einheitskugel schwach kom-
pakt ist. Fiir |h] < 6 liegen alle Alu in der Einheiskugel des L,. Das gerich-
tete System (Alu), mit A € R und |h| < &, besitzt daher einen schwachen
Berithrungspunkt g, und fiir diesen gilt natiirlich: ||g||r, < 1. Man wéhle ein
Teilsystem (A!,u),, aus, welches fiir |w| gegen 0 in der o(L,, L,) -Topologie
gegen g konvergiert, und lasse |w| gegen 0 laufen. Fiir alle ¢ aus L,(R") folgt

lim (Al u,¢) = (g.¢)
|w|——0

Dies gilt natiirlich auch fiir alle ¢ aus D(R™), da diese in L,(R") liegen. Mit
Lemma (3.3.2) folgt fiir alle ¢ aus D(R™), daf (g,¢) = —(u,0;¢) =
(Oiu,@) ist. Aus der Eindeutigkeit der Distributionenableitung folgt:
Ju=g € L,(R")
(: =) Angenommen J;u und u liegen in L,(R"™).
Der Mittelwertsatz liefert:

1
/ u |h|h_1/ O;p(x + the;)dtdx
n 0

| (@i

Man gewinnt damit:

. h
(2w, < 1

dx
h| Jrn

(/01 Oiu(x + the;)dt)o

Damit gilt weiter: |[(Aju)o|ln, < fR" fol |Oiu(x + the;)|” dtdx||¢||L,. Die

Integrationsreihenfolge kann vertauscht werden. Man gewinnt durch die
Vertauschung der Integrale: HAzuHLpg (1 = 0)(||0su(x + the;)||L,). Die-
se Abschitzung ist unabhéngig von h, wegen der Translationsunabhéngig-
keit des Lebesgueintegrals. Damit erhdlt man fiir alle Testfunktionen ¢, die
Abschitzung: ||[(ASu)o||L, < Cll9)lL,- Es kann HA%UHLP < (C fiir alle A ge-

folgert werden.

4

Man betrachte nun den folgenden Kommutator angewandt auf ein beliebiges

u € W, 1k(9Q):

(AL Proplu = Ay (Propu) — Prop(Aju)

= A}L( Z ao D) — Z aaDa(Azu)

|| <k || <k
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Es ist klar, daff [AL DPJu = 0 fiir |3| < d und fiir v € W, 4(Q), ist. Daher
kann im rechten Summanden D mit A} Vertauscht werden. Der Differen-
zenoperator /A¢ kann im linken Summanden in die Summe gezogen werden.
Damit erhdlt man: (&)

(A5 Proplu= Y [Ahas] D

|| <k

Wie bereits angekiindigt ist das eigentliche Ziel dieses Abschnitts, der Beweis
des folgenden Hilfssatzes:

Satz: 3.3.7. Der Differentialoperator Py . p habe CZH_kH (Q) Koeffizien-
ten, und er sei elliptisch auf einer beschrinkten und offenen Teilmenge
des R". Dann gilt fiir alle s € Ng und alle 7 > k, daff aus u € W (Q)

p,5+3

mit € W]ljg_l_j_k_l_l (Q) und Py, pu = f bereits u € Wj;jgﬂﬂ(ﬂ) folgt.

Beweis: Es seien j und s natiirliche Zahlen mit j > k. Zu zeigen ist,

daf fiir alle ¢ aus CF(Q) folgt, pu in W, o111 liegt. Sei u € W, (),

dann gilt Py, p(ou) = oPr.pu + [Prep,plu. Dabei liegt () nach
——— N———
(¥) (@)

Voraussetzung in W, s1;_r+1. Ebenso liegt auch (V) in W, o4, k41, denn
wie schon einige Male gezeigt ist der Kommutator ein Operator der Ord-

nung k—1 mit G () Koeffizienten. Also liegt ($)+(Q) in W o4 pp1.

Die Differenzenquotienten Al (pu) liegen fiir alle h in W, (). Es
gibt ein € > 0, so daf} fiir alle h, deren Betrdge kleiner gleich e sind, die
Trager der Al (éu) in der Menge § liegen. Die Basisungleichung kann somit
fiir kleine i auf A} (¢u) angewandt werden. h sei im folgenden so gewihlt,
daB |h| < € gilt. Man wendet die Basisungleichung 3.2.1. an. Wegen der
kompakten Trager in €} kénnen die Integrale aus der Basisungleichung iiber
ganz R" gestreckt werden. Man erhélt daher

1A (0w)][pstimrr < C(|Prap( A4 () sqjmrmr + | A4 () ||y s4j—1,R7)

< CUAL(Proep( @) |lpstiokry + I[Preps AL dullpsrirre 4+ [|AL(0U)]]pstj—1.R7)-
(¢)

Mit der Kommutatorbetrachtung (&) erhdlt man

I[P ke, 0s 5] (1) s j— kR E)
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Z H|}1L—|(Th(aaD“(¢u)) — aamh (D (du)))||post it rn-

|| <k

Klammert man D (¢u)(x + he;) aus und wendet Lemma (3.2.2 ) an, so folgt
weiter

= " (Ahan) 7 (D (61)) s i—br

|or| <k

< B DA a ) o L LRP
< DB max {0 (Ahea)llatéulssi-1n

|or| <k

+[ A aa ol Gl pstiRe)-

Dabei wurde benutzt, da§ [D*,7,] = 0 ist. Weiter wurde die Translationsin-
variants des Lebesgue Integrals ausgenutzt. Da a,(z) in CJH/ "1 (Q) liegt,
folgt sofort, dafl es fiir die Ausdriicke

e Do w50 s

ein 9 > 0 und ein M, > 0 gibt, so daf fiir jedes h, dessen Betrag kleiner

gleich & ist, max ||DY(A}an)]|een < My, und |AS auleon < My, gilt.
0<|6]<s+i—k

Damit lésst sich [Py..p,AL]éu in der || o ||p.s1j—xro-Norm fiir kleine |h|, h-
unabhéngig abschatzen. Man erhalt fiir || < min(dy, €):

1Prw.0s Alullpsrjcr < (O Mio)(||dullpesire + |$tlpatj1.rn)

|| <k

D

Man setze die gesamte Abschitzung fiir den den Kommutator in den Aus-
druck (e) und fasse zusammen. Man erhélt so die folgende Abschatzung :

125 (0u)|lp,stsmn < max(C, DAL (Prw,n(6)|lp.stjmnrr + [|0][pstjmen
(1)

(3.5)

+][ A} ()]l psti—1,R7)
S———
(2)
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Es ist klar, daff AL (DP(¢u)) = DP(AL(pu)) ist. Da (1) nach Voraussetzung
in W, s4—k41 liegt, folgt daher aus Satz (3.3), (=) die Existenz eines §; > 0
und einer Konstanten My > 0 mit denen fiir alle h mit |h| < §y gilt:

Il 54—k mn < Mo

Da (2) nach Voraussetzung in W, ;1 ; liegt, folgt nach Satz (3.3), (=) die
Existenz eines 3 > 0 und einer Konstanten M3 > 0, mit denen fiir alle

1) lp.sti-1mn < Ms

Aus der Ungleichung (3.6) folgt daher die Existenz einer Konstante M, welche
fiir jedes h mit |h] < & := min(8y, 82, 93, €) den Ausdruck ||A! (éu)l|,4; nach
oben beschrankt. Nach Satz (3.3), (<=) liegt daher fiir jedes § mit |3| < s+
die Ableitung D% (D?(¢u)) = D+ (¢pu) in L,(R"™), und somit liegt ¢u in
W, o+j11. Dies sollte gezeigt werden.

4

Der eben gezeigte Satz soll nun, wie schon erwéhnt, den Induktionsschritt
im Beweis des lokalen Regularitdtssatz, der jetzt endlich bewiesen werden
kann, liefern.

3.4 Beweis des lokalen Regularitatsatzes

Satz: 3.4.1. Sei Q eine offene und beschrinkte Teilmenge des R". Py, p
habe CZ"’k(Q) Koeffizienten und sei elliptisch auf der Menge Q). Ist s aus Ny
und ist 1 < p < oo, so folgt aus u € Wéoz(ﬂ) und aus Py, pu = f mit

J e WEe(Q), daf u bereits in W2 (Q) liegen mup.

Beweis: Es ist zu zeigen, daf fiir alle ¢ € D(Q) das Produkt ¢u in
W, 54k liegt. Sei also ¢(x) aus D(£2). Man wéahle eine beliebige kompakte
Obermenge V des Tragers von ¢, die ganz in €} liegt. Zu dieser Menge V
wahle man sich eine Funktion ;/)SS aus D(Q) welche auf supp(¢(x)) identisch
1 ist.
Nach Voraussetzung liegt ¢)Ju in W2 .(2), und wou liegt daher erst

recht in W, ;. Man definiere induktiv NV — 1 Funktionen ;/)f, Cy ;/)?V_l aus
D(Q) die alle Supp;bjS C {:1;:;/);5_1 = 1} erfiillen. Dabei soll @/}?V = ¢ gesetzt
werden.

Es wird nun durch eine Induktion gezeigt, dafl @/)jsu fiir jedes 0 <1 < N
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in W, ; liegt.
Verankerung: fiir j < k folgt das Gewiinschte aus der Voraussetzung.

Induktionsannahme: Sei k& < 7 < N — 1, dann liegt ;/)fu in W, .
Dabei soll N < s + k gesetzt werden.

Induktionsschritt: Es ist zu zeigen, dafl aus ;/)(bu € W, ; auch L/)J_Hu €

W, ;41 folgt. Auf der kompakten Menge Supp(;/)]_l_l) gilt Pk7w7p(¢f ) =
P . pu = f. Daher folgt:

Prop(¥lu) = Prop(? i)
= ¢]+1Pk1’D(¢ ) + [kaD7¢]+1]

= 77Z)‘7—|—1f‘ —I_ [Pk,l’,D7¢f+1]¢fu

EW, . CW pj—k+1 Wy i—kt1

Der Kommutator ist ein Operator der Ordnung k — 1 mit C5*(Q) Koeffizi-
enten, und die Funktion @/)(bu liegt in W .. Man erhalt also

;z;mu € W) .(Q) C W) und Pk,x,D(;z;]H u) € Wi 1(Q)

Nach dem Hilfssatz 3.3.7 folgt daher, daf ¢f+1 bereits in W .., (Q) liegt.
Setzt man nun N —1 = s + k — 1, so folgt die Behauptung des lokalen
Regularitétssatzes.

4

Corolar: 3.4.2. Der Differentialoperator Py, . p habe CiT*(Q)) Koeffizienten
und sei elliptisch auf der offenen und beschrinkten Teilmenge Q) des R™. Fiir

beliebiges s > 7 und 1 < p < oo folgt aus u € Wéoz(ﬂ) und Py, pu = f mit
fe WZOC(Q), daf} u sogar in C*'°¢(Q) liegt .

Zum Beweis wird das folgende Lemma ( Vereinfachtes Sobolev-
Lemma) benétigt .

Lemma: 3.4.3. Sei Q@ C R" beschrinkt und sternformig. Firn < p(s — k)
und s > 1 folgt aus u € W, ,(Q), daff u sogar in C*(Q) liegt. Und es gilt die
folgende Abschditzung:

Y o ullcn < Copllullpon

|or| <k

Also ist fiir n < p(s — k) W, ,(Q) stetig in C*(Q) eingebettet.

46



Der Beweis: orientiert sich an dem Beweis von Satz 4.5.8. aus [H0.7].
Man nutzt die Approximierbarkeit des Raumes W, (Q) durch C*(Q)-
Funktionen aus. Da @ Priakompakt ist, kann man auf Cg°(€)- Funktionen
tibergehen. Ist w in C5°(12), so folgt, dafl Au in & liegt. Sei E die Fun-
damentallésung des Laplace-Operators A | dann gilt fiir die Fundamen-
tallosung: ( siehe [H6.8] ) O;E: = a; |z|™" CLn . Dabei ist ), eine Konstante.
Fiir « kann natiirlich  * Au = u auf  geschrieben werden. Ist |a| < k und
s> 1, so folgt

9°u(lser < 35107 # 04500001 < 52 | oy (7B i)l

Die Faltungsdistribution wird durch die Faltung der Funktionen 9*E und
0;;u erzeugt. Man wende die Dreiecks-Ungleichung und die Holdersche-
Ungleichung an: 0°E = |(|n) , wobei P(x) ein Polynom ist mit grad P(z) <
k. Es folgt:

Di(1 + |
Pz k
(0) S NP lasallrn(@ssw)lpasn < 1= Fm—laaraldisellna

(a)

Ist n < p(s — k), so ist s — k > 0 und somit gilt:

(a) < || 2O AN oo <UD + o) o)l ST v

<oo

n < p(s — k) ist genau dann erfiillt, wenn n — p—( s+ k+mn)>0ist. Da
pp1 gerade gleich ¢ ist, folgt daher dle Beschranktheit von

(14 |2])~CHR) |2)™) 7|, 000. Demnach gibt es also eine Konstante D, , q,
so daf} die folgende Ungleichung fiir alle v aus C;°(9) erfiillt ist :

Z HaauHoovg S Dp,S,QHqu,S,Q (3'6)

|| <k
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Es gilt also fir n < p(s — k) und s > 1, daBl die Abbildung I mit
I: (CF(Q),[|elL,) — (C*(9),] ®]l.) gegeben durch I(u) := u stetig ist.
Der Definitionsbereich ist die Menge Cg°(£2). Mit der Norm von W, () ver-
sehen, ist er ein dichter Teilraum von W, ;(€2). Daher kann diese Abbildung
I unter Erhaltung von (3.2) auf ganz W, ;(Q2) fortgesetzt werden.

4

Damit kann dann Corollar 3.4.2 gezeigt werden.

Beweis:3.4.2

Sei @ eine beliebige kompakte Teilmenge von © und v € W% (Q). Ist
o(x) eine C(Q)- Funktion deren Trager in einer beliebigen Kugel K, (x;)
liegt, welche ganz in {2 enthalten ist, so folgt aus dem lokalen Regularitétssatz:
du € Wy Ist s > 2 soist n < p(s+k—k). Kugeln im R" sind sternférmig
und prikompakt. Aus (3.4.3) folgt daher, dafl ¢u sogar schon in C*(Kjs,(z;))
liegt. Die Kompakte Menge @) a8t sich durch Kugeln tiberdecken die ganz
in ) liegen. Mittels Zerlegung der 1 folgt: u € CH°¢(Q).

4
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Anhang A

Faltungssatz

Wie bereits angekiindigt wird nun der Beweis des Faltungssatzes 2.2.1 nach-
geholt. Beweis und Satz findet man in [Hdé], Kapitel 7.9.

Bemerkung: Sei K aus S’ und v aus £, dann gibt es bekanntlich genau eine
Distribution L welche fiir alle ¢ aus D(R"™), die Gleichung L(¢) = K *(u*¢)
erfiillt. Diese Distribution L wird dabei durch L(¢) = K(F*u * ¢) gegeben.
Man kann zeigen, daf} L(¢) = K(F*u * ¢) auf ganz S stetig fortsetzbar ist.
Daher kann die Faltung einer S’- Distribution und einer &-Distribution als
S’-Distribution aufgefasst werden. Einen Beweis findet man zum Beispiel in

[Ho], Kapitel 7.1.

Beweis des Faltungssatzes

Sei ¢ eine Funktion aus Cy°(K(0)) , die auf K;(0) identisch 1 ist. Fiir jedes
¢ aus R" gibt es genau ein i aus Z, so dafi 27! < [£] < 2¢ ist. Mittels Bildung
von Teleskop-Summen kann gezeigt werden, dafl

L= ((27°¢) — (2'7'¢)) (A1)

— 00

gilt. Die Konvergenz der Reihe ist punktweise. Mit IQ’R(f) wird die Funktion
(0(&) — V(20))(FK[RE]) bezeichnet. Es ist natiirlich klar, dafi die so kon-
——

PP (€)
struierte Funktion in LY liegt. Mittels der Leibnizregel, angewandt auf
DY(Kg()), und mittels der Substitution (R{ = y) erhélt man:
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3 / ‘D“AR

lor|<s

(a)

2

s(D°~ %( ) RPIDP(FKY)| R"dy  (A2)

<Z/

|o|<s B<a <|y|<2R

(%)

Integrationsgrenzen: Da D Pyl (4) = 0 in |y| < % ist, und da der

Trager von ;/)D(%) in der Menge {y | v < 2R} liegt, mufl nur iiber den den
Kreisring £ < |y| < 2R integriert werden.

Nach der Voraussetzung fiir FK[y] wird der Ausdruck (b) durch eine R-
unabhéngige Schranke B nach oben beschrankt. ( Die Konstante B héangt
nur von C' und s ab ) Aus (A.2) folgt daher fiir alle R aus R*:

Z/ ‘D“AR “d¢ < B. (A.3)

lor|<s

Dies bedeutet gerade, dafl die Funktion R’R(f) in H? liegt . Nach Vorausset-
zung ist s > 2. Nach einem der Sobolev’schen Lemmata folgt fiir s > %, daf

die H,-Funktion IQ’R beschréankt ist. Es gilt namlich:
|&nllome < Gullinlle: (A4)

Dabei ist (G5 eine nur von s abhéngige Konstante. Fiir alle R aus R* ergibt
sich daher aus (A.3) und (A.4) die Giiltigkeit folgender Abschatzung:

H[§7RHOO,R"‘ S GsB (A5)

Auf der Menge {£ | |¢£] = 1} gilt: ‘R’R(l')‘ = FK[R¢]. Diese Gleichheit, liefert

mit der R-unabhéngigen Abschitzung (A.4): || FK||wrr < GsB. Also liegt
FK in Lo (R") . Die Mefibarkeit ergibt sich da FK nach Voraussetzung in
L1 .(R") liegt.

Jetzt wird die erste Aussage (2.7) des Faltungssatzes fiir den Fall p = 2 ge-
zeigt. Sei p = 2 und u eine Distribution, die durch eine Ly(R") Funktion
gegeben ist. Fiir die Fouriertransformation der Faltung einer S’- Distributio-
nen K und einer £-Distribution wu gilt:

F(K «u) = (FK)(Fu)
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Fiir jede Testfunktionen ¢ folgt:
(K #u,¢) = (F((FK)(Fu)),¢) = (FK(Fu), F¢)

- [ FrRF0F

Die Fouriertransformation Fu von einem u aus & wird dabei durch die Funk-
tion Fulf] = u(e™""¢)) gegeben. Die Funktion Fu[¢] liegt in C*(R™). Hier
wird u durch eine Ly N Ly Funktion repréasentiert, daher fallt Fu mit der
gewohnlichen Fouriertransformation einer Ly N Ly Funktion zusammen:

Fu= /e_“x’@u(:z;)d:z;
Es folgt daher mit Hilfe der Parseval’schen Gleichung:
IF*(FENFu)lzre = MIF(FE)(Fu))lape = M| (FE)(Fu)ll2pe

< (MG B)||Ful2re = Ci]jull2rn
N———

C1

Damit ist die erste Aussage des Faltungssatzes fiir p = 2 gezeigt. ( Dabei soll
Cy =: C(y) gesetzt werden.)

Aus (A.3) folgte, daB A in H, liegt. In [H5] Kapitel 7.9 wird gezeigt, daB
die Fouriertransformation F den Raum H; in den Raum L; abbAildet, wenn
s > & ist. Also folgt hier aus der Voraussetzung s > 2, dal F Kr eine L;-

Funktion ist. Man weif} also, dafl sowohl Kg als auch die Fouriertransfor-
mation FAg in Ly liegen. Damit gilt die Fourierumkehrformel , und es
kann gefolgert werden, daf} es eine Funktion K'p aus Cy N Ly gibt welche IQ’R
als Fouriertransformierte besitzt. Kp wird dabei durch F3Kp gegeben. Im
folgenden wird F K anstatt Kr geschrieben. Aus der Umkehrformel folgt:

f|AR|dx = 2m)™ [ | [P FK[RE e de| do < Gy B [ |F~ 1P| de <
C', wobei P in S hegt Fir jedes R aus RY folgt also: ||Kgr(x)| < C".
Weil L; C S’ ist, ist die Distribution IQ’R aus S’. Da der Trager von IQ’R in
der Kugel um 0 mit dem Radius 2 liegt, kann Ag fiir ein ¢ aus Cr(Ks(0))
welches auf der Kugel K5(0) identisch 1 ist, durch ¢]§’R ertsetzt werden. Es
gilt dann:

F(FKg) = F(oKg) = (F*Kg) * (Fo)
N—_——

——
€L, cs’ €S
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Die Faltung einer Temperierten Distribution w mit einer Schwartz’schen
Funktion v, gegeben durch u  v[x] := u(7,.F?v[y]), liegt bekanntlich in C>.
Daher liegt F*(Kg(z))[y] in C*. Und da diese Funktion mit der Funkti-
on Kpr(—y) tibereinstimmt folgt damit, dal Kgr(x) durch eine C* Funktion
repréasentiert wird. Die Fourierumkehrformel und daraus folgende Eigenschaf-
ten wie (F?)[y] = v(—y) findet man zum Beispiel bei [M.Vo] in dem entspre-
chenden Kapitel. Wendet man auf FKp die H; -Norm an, so erhdlt man
unter Beriicksichtigung von (A.3):

Kl =4 1Kn(=€)F (1 + €y deht < A5 = ¢

Es ist klar, dafl

| Kn(E)ln, = / Kn(—6) (14 €[2)5(1 + [6f) 2de
(a) (®)

ist. Nach Voraussetzung ist: s > 2. Deshalb liegt (b) in Ly. Das Integral

Jrn(@)(b)dé kann daher als Skalarprodukt von (a),(b) aufgefasst werden.
Wendet man die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung auf dieses Skalarprodukt
an, so erhédlt man die folgende Abschitzung:

18RI, < IFERI+ 1677 L, < O+ 677 ||, (A.6)

Mittels dieser Abschatzung (A.6) folgt:

[ IBalo)] dx < O g o1+ o))
R™\K;(0)

Fiir die S’-Distribution £;F K gilt natiirlich: F({;FKgr) = —D,;F*Kg.
§;F KR liegt in H,NL*. Weil s > % ist, liegt auch F(&;F Kg) in L. —D;F*Kg
ist eine C*-Funktion und damit ist sie auch in Ly ;... Wegen der Eindeutigkeit
der Darstellung einer Distribution durch eine Ly j,. Funktion folgt die || o ||1,
Gleichheit von —D; F*Kpg und F((F KR). Daher liegt die Funktion —D; Kr
in Ly und es gilt: || = D; Kg||L, < Cs. Die Konstante C; ist dabei nur von C
und s abhingig. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes erhdlt man:

1
Kn(z + ) — Kn(o)] < Iyl / D, Kle + ty]] di
0

(Bry(2))

und daraus folgt sofort:
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ARy ()L, < Cslyl (A7)

Fiir eine Funktion f aus Ly gilt bekanntlich: F(f(Rx)) = ff[%]%. Daher

ist F(Kp(Rx)R") = FKpr [%] und mit (A.1) folgt:
e o oni S —i —i e 2

F(Y, Ku(e)2) = ) (627 — w27 )FE[ES]

T=—TN =—m

Die Partial Summe liegt in L., N Ly und konvergiert punktweise monoton

gegen FK. FK ist aus L. Fiir jedes ¢ aus S folgt daher: lim wu,,(¢) =
m——>0o0

F(¢). Also konvergiert w,, im S-Sinn gegen die Distribution FK. Fiir jedes
¢ aus S folgt weiter:

Flun(9) = un(F'0)  lim u,(F7'0) = FK(F'¢) = K(9)

Somit konvergiert > K,:(2')2" im S’-Sinn gegen die Distribution K.

Mit I wird der folgende Wiirfel bezeichnet:

I={z| max |z;| < d}
1€[1,..n]

Mit M wird derjenige Teilraum von & bezeichnet, dessen Elemente w durch
Cg° (1) Funktionen représentiert werden, die fiw(£)d{ = 0 erfiillen. Man
betrachte nun die Abbildung A : M — S’ mit A(w) = K * w. Fiir jedes
o(x) aus S gilt:

A(w)[¢] = K(F*w * ¢). Weiter folgt:

F  u (FPw x @) = / Z ([&’Qi(Zix)Z”i)/wi(x — y)o(y)dydx
F ', (F?w * ¢) konvergiert fiir m gegen unendlich gegen (K * w)[¢]. Die
Integrationsreihenfolge kann vertauscht werden.
Daher konvergiert F~'u,, (w(y — o)) fiir fast alle y gegen K (w(y — e)). Die
Distribution K *w wird also durch die Funktion y — K (w(y — x)) erzeugt.
Es gilt das folgende Hilfslemma:

Lemma: A.0.4. Es sei mit I* derjenige Quader bezeichnet, welcher die dop-
pelte Kantenlinge wie der Quader I besitzt. M sowie A seien wie eben defi-
niert. Dann gibt es eine Konstante D mit welcher fiir alle w aus M folgt:

/Rn\l* |A(w)| dz < D/n |w| dx (A.8)

Dabei hingt die Konstante D nur von s und C' ab.
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Beweils des Lemmas: Wendet man den Satz von Fubini auf den Inte-
gralausdruck ({) an, so folgt:

R\ Kr(yR) *w(y)lzl|de < R? w d Kr(Rz)| dx
Joo 7 KRy < wfelde < B [ ot dy [ (athe)

|z|>6

& (a)

Unter der Benutzung der Abschitzung (A.6) ergibt sich:

/|w |dy/ |Kr(Rz)|d(Rz) < C"(6R)>~* /|w ) dy (A.9)
Ra>86R

Der Integralausdruck < kann auch anders abgeschitzt werden, und zwar

durch:
o< R" / ‘/ Kr((z —y)R)w(y) — Kp(aR)w(y) + Kr(xR)w(y)dy| dx

(%)

Nutzt man zuerst die Linearitat des inneren Integrals von (b) aus und wendet
anschliessend auf das dussere Integral von (b) die Dreiecksungleichung an, so
kann man weiter durch

(b)< R ( / / Kn((x — y)R) — Kn(xR)| [w(y)] dydz + / / K (e Ryw(y)dy| da

() *

abschatzen. Dabei ist & nach Voraussetzung gleich 0 und féllt daher weg. Mit
einer Substitution z = Rx und der Abschétzung (A.7) erhélt man schliesslich:

< [t 1ol Cady < €5 |ty dy (A.10)

Hier wird nur noch iiber I integriert, da der Trager von w in dem Quader I
liegt. Es gilt:

dy

/ zm: 2" Ky (2 )w(y — x)da

i=—m

/ |A(w)] :/ lim
Rn\I* Rn\I* 70
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Mit den beiden eben gezeigten Abschatzungen fiir fR"\I* R"|Kr(zR) * w| dy,
(A.9) und (A.10) ergibt sich:

/Rn\l* fim >

1=—m

dy

/Z”i[&’zi(Zix)w(y — x)dx

< max(Cy, C") / |w(x)| da( Z (2°6)% + Z (2'6)) < D/ |w| dx

215>1 206<1

(d)

d) besteht aus zwei konvergenten Reihen, daher ist die letzte Abschatzun
g g
zuldssig.

4

Damit ist das Lemma A.0.4 gezeigt. Das nachste Ziel ist es, erst einmal die
Aussage (2.8) des Faltungssatzes 2.2.1 zu zeigen. Die Giiltigkeit von (2.8)
wird im Beweis von (2.7) bendtigt. Im Beweis von (2.8) wird ein  Zerle-
gungslemma benutzt. Dieses Lemma soll daher vorgestellt werden. Man
findet es als Zerlegungslemma von Calderon und Zygmund in [H.o] Kapitel
4.5.

Lemma: A.0.5. Fir ein u aus Ly (R") und eine positive reelle Zahll, gibt es
eine Funktion W aus Ly (R") und eine Folge wi(x) (k= 1,2,...) von L;(R")-

Funktionen, so daf fir jedes v aus R™ die Gleichung u(z) = W(xz)+ Y. wi(x)
k=1
erfillt ist. Dabei gilt:
W, + > llwill, < 3lfulle, (A.11)

k=1

Die Funktion W (x) wird durch 2" wesentlich beschrinkt. Der Triger jedes
wi(x) liegt in einem Wiirfel I, und das Integral [ wi(z)dx verschwindet. Fiir
die Wiirfel 1, gult:

ILNL, =9 wenn j #m

und die 1, erfiillen die folgende Abschitzung:

ML) < Jull (A.12)

Hat w einen kompakten Trdger, so gibt es eine kompakte Menge Y, die alle
Trdger von wy und den Trdger von W enthdlt.
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Es soll nun die Aussage (2.8) gezeigt werden.

Sei v in LY. Liegt ein w in L so liegt es auch in L. Das Lemma von Calderon-
Zygmund kann daher auf u angewandt werden. Als [ w&hlt man jetzt 7.
Die Zerlegungsfunktionen haben ihre Triger alle in derselben kompakten
Obermenge und da W durch 2”7 wesentlich beschrankt wird, liegt W daher
in LY. Es wurde bereits gezeigt, daB die erste Aussage (2.7) des Faltungssatzes
fiir p = 2 gilt. Daher weifl man, dafl K * uv in Ly liegt und man erhéalt die
Mefbarkeit von |K * u|. Mit M, sei im Folgendem die Menge { | |f| > o}
bezeichnet. Es ist klar, daf3

/ | f|? dx 2/ o*dr = a*\(M,)

gilt. Setzt man o = Z und f = |K * W/, so folgt daher:

2
4/ |K o« W|*dx > 72\ (M=)
Mg ’
Wendet man (2.7) fiir p = 2 auf W an, und beachtet: ||W|. < 2%7, dann
folgt:
PMa | K« W] > 2} S 4K« WR, < 4G, < 402" 7| W]l
(A.13)

Mit O soll die Vereinigung aller I} bezeichnet werden. Fiir das Lebesgue Maf
dieser Quader gilt natiirlich A(I}) = 2"A(I;). Mit der Abschétzung (A.12)
und der Tatsache, daf} alle I, untereinander disjunkt sind, folgt:

1
NO) < 22" ull, (A14)
Mit €' : O soll im folgenden das Komplement von O bezeichnet werden. Alle

wi(x) erfilllen die Anforderungen an die Funktion w(z) aus dem Lemma

A.0.4. Daher ist die Folgende Abschatzung zulassig:

%)\({x aus C: 0N {z | zk: K« wifz]| > %} } < z/Rn\Ozk: K wifz]| de
(A.15)

< 2D/ Z |wi(y)| de < 6D||u||L,
"k
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In (2.8) soll gezeigt werden, daf es eine Konstante G > 0 gibt mit welcher
fiir jedes 7 > 0 die folgende Abschatzung zuléssig ist :

TA({z [ [K v u] > 7)) < Gllul,

Dabei soll GG nur von s und €' abhéngig sein. Setzt man fiir « die Calderon-
Zygmund Zerlegung ein, so stellt man fest, daf} wegen

T <K su| < K« Wzl + ) |[K # wy[a]]
k

durch:
W (z) > Z oder Z |wg ()] > =

eine notwendige Bedingung fiir |K * u[z]| > 7 gegeben wird. Ein = aus R”
liegt entweder in O oder im Komplement €' : O. Die Menge O enthilt die
Menge {z aus O | > |K * wy| > 7}. Man gelangt mit diesen Uberlegungen

k
und den Abschatzungen (A.13) , (A.14) (A.15) zu der folgenden Abschétzung:

(2 | Z |K *wg| > 7} < 7AO)+ 7A({x aus C: O | Z |K * wy| > %})
k k

+rA{x | |[K « W[ > %}) < 7(7_12” +77%D + 2”0147'_1)”uHL1 < G||u||w,

Das G ist vollig unabhéngig von 7, und die zweite Behauptung (2.8) des
Faltungssatzes ist gezeigt.

Nun soll die erste Behauptung (2.7) des Faltungssatzes fiir p ungleich 2 be-
wiesen werden. Gilt zla + 5 =1, so folgt p = q%l, und aus ¢ > 2 folgt daraus
1 < p < 2. Zuerst wird gezeigt, dafl die Giiltigkeit von (2.7) fiir ein p auch
die Giiltigkeit fiir das zugehorige ¢ impliziert. Anschliessend wird gezeigt,

daB (2.7) fir jedes p aus (1,2) Giiltigkeit besitzt.

Sei 1 eine beschriankte Teilmenge von R”. Die Menge 2 ist priakompakt.
Fir 1 < p < oo ist die Menge C;°() eine dichte Teilmenge von L2(Q)
beziiglich der || ® ||p,-Norm. Im Faltungssatz wird vorausgesetzt, daff p in
(1,00) liegt. Angenommen Ungleichung (2.7) gilt fiir ein p aus (1,00). Es
wird jetzt gezeigt, dafl es unter dieser Annahme eine Konstante C', gibt die
nur von ¢ und €' und s abhéngt und mit der fiir alle u(x) aus Cg*(R") folgt:

[A() e, = 1K+ ullr, < Cglulle,
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Diese Ungleichung gilt dann natiirlich auch eingeschrankt auf die Menge
Ci (). Die Abbildung (A(u) |cx(@) 5] @ ||lL,) — Lg kann unter Erhaltung
der Stetigkeit und der Konstanten C(,) auf Ly(Q) fortgesetzt werden. Da dies
fiir jede Prékompakte Teilmenge @ von R” gilt, folgt daraus die Giiltigkeit
von (2.7) fir .

Seien u(x) und v(x) aus Cy°(R™). Da u(x) und v(z) kompakte Trager haben
gilt fiir die Faltung:

|(K *u) * v][0]] = [(K *v)* u[0]]

Von der Distribution K * v ist bereits bekannt, daff sie durch eine L, - Funk-
tion reprasentiert wird. Sie liegt in S’ und kann wieder mit der & - Distribu-
tion u gefaltet werden. Die Distribution, die dabei herauskommt, wird durch
J(K *v)(z)u(y — x)dx gegeben. Ausgewertet an der Stelle y = 0 folgt mit
Hilfe der Holder’schen Ungleichung fiir alle v und fiir alle v aus C5°(R™)

(K v) # uf[0]] = [(K + w) * o[0]] < [ K |, [[ull,

Da die Giiltigkeit von (2.7) fiir p vorausgesetzt wurde, folgt weiter:

[ < wi@pe(=epde < il o,

Wegen der Dichtheit von Cg7(R™) in L, folgt fiir jedes u aus Cg*(R"):

| K * ullL, < CuyllullL,. Der Faltungssatz (2.7) gilt daher auch fiir q.

Nun wird gezeigt das 2.2.7 fiir p aus (1,2) gilt. Dabei wird die sogenannte
Interpolationsmethode von Marcinkiewicz benutzt. Fiir 7 > 0 spaltet man
die Funktion v aus Lg mit p aus (1,2) in zwei Anteile u,; und u,» auf,
so dafl u(z) = ura(x) + uro(x) gilt. ur;y und wrg sollen durch w,(x) =
X{zllu|<rytt und durch u;5(2) = X{a|ju(@)>-11 gegeben sein. Mit x soll dabei
die charakteristische Funktion der angegebenen Menge bezeichnet werden.
Beide Funktionen w, ;(x) liegen in L und es gilt: K xu = K % u,; + K *u, 5.
Weiter ist die folgende Inklusion erfiillt:

{o | [K xul > 7} C{a | |K xwna] > ZHU{a | K xural > 5}

Mit der bereits gezeigten Ungleichung (A.14) und der bereits gezeigten zwei-
ten Aussage (2.8) des Faltungssatzes folgt:

Mz [|K xul > 7} < M(m7[Jura L, + 77 ezl (A.16)

Dabei ist M eine Konstante, welche unabhéngig von p und unabhéngig von
7 ist. Fiir eine Funktion f(z) gilt:

rumpzplmﬂ%uqxufwn>rwﬂ (A17)
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Wahlt man die Faltung K # u[z], als Funktion f(z), so folgt, wenn man fiir
das MaB} der Menge {x | |K * u[z]| > 7} die Abschédtzung (A.16) anwendet,

mit der Definition von u,; und u, 3 :

| K * ullg, §pM(/ Tp_?’HuﬂHidT—l-/ 772 ||ur o ||L, d7)
0 0

(a) (%)

/ / )| X alju(z) [z rydadT

— [ [ @ o tarde = ~(p -2Vl
S ()|
[u(z)
/ / Tp_szdl' =(p— 1)(_1)”uH£
Rr» Jo

Die Funktionen |uy ()| 7772 und |uy ()| 7772 sind A(x, 7)-mefibar. Daher
gilt: (a) = (¢) und (b) = (d). Somit ist die erste Behauptung (2.7) des

Faltungssatzes gezeigt.

Es gilt:

4
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