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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Uberblick iiber Inhalt und Ergebnisse

Wir werden uns in dieser Arbeit vorwiegend mit einem Modell befassen, das
Y. Peres, C. Kenyon, W. Evans und L.J. Schulman 1998 in ihrem Artikel
“Broadcasting on trees and the Ising-Modell” eingefiihrt haben.

In diesem Modell wird ein Signal, das die Werte +1 oder —1 annehmen kann,
von der Wurzel eines Baumes aus entlang der Aste eines unendlichgroBen Bau-
mes iibertragen. Die Kanten des Baumes agieren dabei als Ubertragungskanile
zwischen den Knoten. Jede Kante kann das Signal korrekt iibertragen oder es
flippen, das heifit, das Vorzeichen des Signals umkehren.

Das Ubertragungsverhalten der Kanten ist zufillig. Mit einer festen Wahr-
scheinlichkeit €, mit 0 < € < %, verfilscht eine Kante das Signal. Dies geschieht
an allen Kanten unabhéngig mit der gleichen Wahrscheinlichkeit. Es stellt sich
nun die Frage, wie grof diese Fehlerwahrscheinlichkeit héchstens sein darf, da-
mit das, was in der Krone des Baumes ankommt, noch etwas zu tun hat mit
dem, was in der Wurzel eingespeist wird. Mit anderen Worte: Sind die Signale
auf Knoten, die einen Abstand > n von der Wurzel haben, fiir n — oo asym-
ptotisch unabhéngig vom Signal in der Wurzel? Eine Moglichkeit, den Grad
der Abhé#ngigkeit zu messen, ist die sogenannte Information, der Kullback-
Leibler-Abstand von gemeinsamer Verteilung zur Produkt-Verteilung, die in
Definition 16 eingefiihrt wird.

Wir werden sehen, daf es eine kritische Schwelle €. ; fiir Informationsiibertra-
gung gibt. Ist die Fehlerwahrscheinlichkeit gréfler als e, so ist die Informa-



tion, die zwischen Wurzel und Krone iibertragen wird, 0. Ist die Fehlerwahr-
scheinlichkeit kleiner als €. s, so wird Information {ibertragen. Dieser kritische
Wert €. ; hdngt nur von der Branching-Number, einer Art mittleren Verzwei-
gungszahl, des Baumes (vgl. Definition 1) ab.

Wir werden sehen, dafl das Broadcasting-Modell eine elegante Formulierung
eines wohlbekannten Modells, des Ising-Modells, mit freien Randbedingungen,
ist.

Im Ising-Modell hat jeder Knoten des Baumes einen “magnetischen” Spin,
der entweder +1 oder —1 sein kann. Spins direkt benachbarter Knoten be-
einflussen sich, in dem sie versuchen, den gleichen Wert anzunehmen. Diesem
Effekt wirkt ein thermischer Einflul entgegen, der mittels eines als Temperatur
bezeichneten Parameters modelliert wird.

Die klassische Frage im Ising-Modell ist, ob Phaseniibergang stattfindet. Wir
wollen Phaseniibergang als das Phénomen verstehen, dafl die Wurzel des Bau-
mes die Vorgabe von Randbedingungen auf der Krone des Baumes spiirt. Ist
dies der Fall, so sagen wir, daf3 Phaseniibergang stattfindet. Auch dies ist eine
Form der gegenseitigen Beeinflussung zwischen Wurzel und Krone des Baumes.
Russel Lyons hat 1989 in seinem Artikel “The Ising-Model on trees and tree-
like Graphs” das Ising-Modell auf Bdumen untersucht und gezeigt, dafl es eine
kritische Temperatur t¢. fiir Phaseniibergang gibt. Ist die Temperatur hoher
als t., so spiirt die Wurzel nichts von den Randbedingungen der Krone; ist
die Temperatur geringer als t., so haben die Randbedingungen Einflu8 auf
die Wurzel. Auch hier hingt die kritische Temperatur nur von der Branching-
Number des Baumes ab.

In der Broadcasting-Formulierung des Modells ist der Flufl von Information
ein naheliegendes Werkzeug, um die Beeinflussung von Wurzel und Krone zu
messen, in der Ising-Formulierung ist die Existenz von Phaseniibergang ein
ebenso naheliegendes Werkzeug, ebendiesen Einflufl zu messen.

Wir werden die beiden Arten der Beeinflussung miteinander vergleichen und
konnen zeigen, daf fiir die Ubertragung von Information stets eine stirkere
Interaktion zwischen den Knoten notwendig ist, als fiir den Einflul der Rand-
bedingungen aus der Krone.

Als letztes Phdnomen werden wir untersuchen, ob es einen Pfad im Baum
gibt, der in der Wurzel startend nur Knoten gleichen Spins besucht und die
unendlich weit entfernte Krone erreicht. Wir bezeichnen dieses Phdnomen als



Spinperkolation.

Wir werden die Berechnung der kritischen Interaktion fiir Spinperkolation in
einem Bernoulli-Feld auf den Kanten rekapitulieren und dann zeigen, dafl die
Existenz eines Perkolationspfades nur von der Interaktionsstédrke des Modells
und nicht von etwaigen Randbedingungen abhéngt. Dabei kombinieren wir
Ergebnisse aus zwei Arbeiten von Lyons und die Erkenntnis, daf3 Broadcasting-
Modell und freies Ising-Modell identisch sind. Wir erhalten so einen neuen,
einfachen Beweis iiber die kritische Interaktion fiir Spinperkolation in der Plus-
Phase des Ising-Modells, die Lyons bereits in [7] berechnet hat.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 1 beschreiben wir kurz die Strukturen und Begriffe, die wir in den
spateren Beweisen verwenden werden. Es handelt sich dabei um Anleihen aus
den elektrischen Netzwerken auf Badumen, Perkolationen auf Baumen und den
Gibbs-Maflen und Markov-Feldern. Wir zitieren einige Ergebnisse, auf die wir
uns spéter beziehen werden.

Das zweite Kapitel stellt einige Hilfsmittel aus der Informationstheorie zu-
sammen. Wir fithren in Definition 16 den zentralen Begriff der gegenseitigen
Information von Zufallsvariablen ein, der als ein Abstandsbegriff fiir zwei Ver-
teilungen verstanden werden kann. Wir werden die gegenseitige Information
mit einem zweiten Abstandsbegriff, einer symmetrisierten Form des x? Ab-
stands, vergleichen.

In Definition 17 werden wir einen Dominanzbegriff fiir Paare von Zufallsvaria-
blen einfiihren, der sich an dem von Peres et al in [11] fiir Biume eingefiihrten
Dominanzbegriff orientiert und der es uns erméglichen wird, die gegenseitige
Information zwischen Zufallsvariablen abzuschétzen.

Der Kern der Arbeit befindet sich in Kapitel 3. Hier wird das Broadcasting-
Modell eingefiithrt und charakterisiert. Wir zeigen in Satz 12, dafl es eine kriti-
sche Interaktion fiir Information zwischen Spin der Wurzel und den Spins der
Krone gibt. Weiterhin zeigen wir, dal Broadcasting-Modell und Ising-Modell
mit freien Randbedingungen gleich sind, wenn man die Modellparameter ge-
eignet ineinander iiberfithrt. Wir berechnen in Satz 15 die kritische Interaktion
fiir Phaseniibergang und vergleichen diese in Satz 16 mit der kritischen Inter-
aktion fiir Informationsflufl.



Schliefllich betrachten wir das Phénomen der Spinperkolation und zeigen,
dafl es auch hier eine kritische Interaktion gibt. Die Aussagen aus Korollar
8 und Satz 19 zeigen, dafl Spinperkolation nicht von etwaigen Randbedin-
gungen abhéngt. Der Beweis von Satz 19 benutzt einige Eigenschaften des
Broadcasting-Modells und ist einfacher als der in [7], wo die gleiche Aussage
fiir die Ising-Formulierung des Modells gezeigt wird.

Im vierten Kapitel beweisen wir die Sétze, die Aussagen tiber die kritischen
Parameter fiir Phaseniibergang und Informationsflufl machen. Dazu geben wir
in Satz 20 eine untere Abschétzung der Information zwischen Spin der Wurzel
und den Spins der Krone mittels des effektiven Widerstandes eines Netzwerkes
an.

Satz 24 bietet eine obere Abschiatzung der Information zwischen Wurzel und
Krone, durch die Information im Broadcasting-Modell auf einer unabhdingigen
Version des Baumes.

Der Beweis von Satz 15, der eine Aussage iiber die kritische Interaktion fiir
Phaseniibergang macht, basiert auf der Beobachtung, dal wir den Einfluf} der
Plus-Randbedingungen auf einen Knoten durch den Einflul auf seine Nachfol-
ger ausdriicken konnen. Dies erméoglicht es uns dann, Fliisse zu konstruieren,
die den Einflufl des Randes auf die Wurzel abschétzen.

Im Anhang stellen wir noch den urspriinglichen Beweis von Lyons iiber ei-
ne kritische Interaktion fiir Spinperkolation in der Plus-Phase dar, der keine
Aussagen iiber das freie Ising-Modell verwendet.



Kapitel 2

Zufillige Prozesse auf
Biaumen

2.1 Bezeichnungen

Mit T = (K, Er) wird, sofern nicht ausdriicklich anders gesagt, stets ein
verwurzelter, lokal endlicher Baum mit Knotenmenge K1 und Kantenmenge
Er bezeichnet. Lokal endlich bedeutet hier, dafl jeder Knoten ¢ € T nur
endlich viele Nachbarn hat. Es gebe einen ausgezeichneten Knoten in T, die
Wurzel des Baumes, die mit r bezeichnet wird. o, 7, £ sind stets Bezeichnungen
fir Knoten des Baumes, Kanten werden mit e1, es, usw. benannt. Fiir zwei
benachbarte Knoten o und 7 sei e, ;) die Kante zwischen ¢ und 7.

Fir A C Kt definieren wir den Rand 0A von A als:
0A:={r € (Kt \A) : Jo € Amit e, ) € Bt}

Die Menge der endlichen Teilmengen von Kt bezeichnen wir mit C(T). Fiir
eine endliche Teilmenge B sei #B die Méchtigkeit der Menge.

Eine in r startende maximale Folge benachbarter Knoten, in der kein Kno-
ten mehrfach vorkommt, bezeichnen wir als Ast. Sofern nicht anders gesagt,
werden wir uns stets mit Biumen befassen, die keine endlichen Aste haben.

Ist T endlich, so bezeichnen wir die Krone von T als 9T. Die Krone ist dabei
die Menge aller Knoten in T, die, von der Wurzel aus gesehen, keine Nachfolger
in T haben. Einen Knoten der Krone bezeichnen wir als Blatt.



Da T zusammenhéngend ist, gibt es fiir je zwei Knoten o,7 € K1 mindestens
eine Folge benachbarter Knoten &1, - - - , &, mit £ = o und §,, = 7. Die kiirzeste
dieser Folgen bezeichnen wir als Pfad von ¢ nach 7, kurz Pfad(o, 7). Wir
schreiben fiir 0 € T auch Pfad(o) als Kurzform fiir Pfad(r, o).

Zu zwei Knoten ¢ und 7 wird mit o A7 der jlingste gemeinsame Vorfahre
von o und 7 bezeichnet. Dies ist der eindeutig bestimmte Knoten, der in
Pfad(o) N Pfad(7) am weitesten von der Wurzel entfernt ist.

Fiir 0 € K1,0 # r ist ‘@ der eindeutig bestimmte Vorginger des Knotens
o, also der Knoten, der auf dem Pfad von der Wurzel zu ¢ unmittelbar vor o
besucht wird. @ bezeichnet in ebendiesem Sinne die Menge aller Nachfolger

des Knotens o. Die direkten Nachbarn eines Knotens o bezeichnen wir als
N(o):={7}u7.

Abbildung 2.1: Ein Baum T mit einigen der benutzten Bezeichnungen

Auf T wird im kanonischen Sinne der Abstand eines Knotens o von der Wurzel
r definiert. Fiir 0 € T, 0 # rist |o| := |Pfad(o)| —1. Den Abstand einer Menge
A C K7 von der Wurzel definieren wir auf naheliegende Weise als:

|A| :==info € Ao
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Fiir Kanten e € Er definieren wir den Abstand von der Wurzel als:

le(e,o)| = 7|

Mit diesem Abstandsbegriff 1453t sich die Menge der Nachbarn von o als
N(o):={r € Ky:||o|—|r|| =1} (2.1)
schreiben. N (o) sei N(o)U {o}.

Eine Menge II C K fiir die gilt, dal jeder Ast genau einen Knoten mit II
gemeinsam hat, wird als Cutset bezeichnet.

Eine spezielle Art von Cutsets sind die Sphéren. Fiir n € N wird die n-Sphére
von T definiert als:

T" :={o € T||o| =n}

Zu jedem Cutset II ist das Innere (< II) C Kt definiert als die Menge der
Knoten, die zwischen der Wurzel r und den Knoten von II liegen. (< IT) wird
auf naheliegende Weise als (< II) := (< II) UII definiert. Fiir ¢ € Kr ist
T, C T der Teilbaum von T mit Wurzel o.

Die wichtigste Kenngrofle eines Baumes T im Rahmen des stochastischen Mo-
dells, das hier betrachtet wird und weit dariiber hinaus ist die Branching-
Number brT . Sie wurde von Russel Lyons in [7] eingefiihrt und kann als
mittlere Kantenzahl pro Knoten verstanden werden. Wir geben hier eine De-
finition unter Verwendung von Cutset-Summen an und beschreiben spéter
einige wichtige Zusammenh#nge zu anderen Prozessen auf Baumen.

Definition 1. Gegeben sei ein lokal endlicher Baum T. Die Branching-
Number brT ist definiert als

brT := sup {)\ >1: inf Z A O} (2.2)

TICK:
T Tell

2.2 Elektrische Netzwerke

Ein Modell, aus dem wir einige Anleihen machen werden, ist das der elektri-
schen Netzwerke auf Graphen, wie sie zum Beispiel in [2] und [9] betrachtet
werden. Wir fiihren die spéter auftretenden Groflen ein und zitieren die Aus-
sagen, die wir verwenden werden. Da wir uns nicht mit Irrfahrten auf Graphen
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beschiéftigen werden, verzichten wir weitgehend auf eine wahrscheinlichkeits-
theoretische Interpretation der Grofien. Hierfiir sei auf die oben erwéhnten Ar-
beiten, insbesondere auf das vorziigliche Buch von Doyle und Snell, verwiesen.
Wir beschrénken uns weitgehend auf den Spezialfall, dafy der zugrundeliegende
Graph ein Baum ist.

Unter einem elektrischen Netzwerk wollen wir einen Baum T mit einer positi-
ven Gewichtung seiner Kanten verstehen. Die Gewichte der Kanten verstehen
wir als elektrische Leitfdhigkeiten der Kanten. Wir definieren also:

Definition 2. Gegeben sei ein lokal endlicher Baum T. Weiterhin sei jeder
Kante e € Ev eine als Leitfahigkeit bezeichnete positive, reelle Zahl C(e)
zugeordnet. R(e) := 1/C(e) heifst Widerstand der Kante e. Die Menge aller
Leitfihigkeiten sei C := {C(e) : e € Ev}. Dann heifit (T,C) elektrisches
Netzwerk auf T'.

Wir fithren nun die Begriffe Strom ¢ und Spannung v ein und lassen uns dabei
ganz von der physikalischen Anschauung leiten.

Seien A und Z zwei disjunkte Mengen von Knoten aus T. Wir stellen uns nun
vor, dafl alle Knoten in A mit dem Plus-Pol einer Batterie, alle Knoten in
Z mit dem Minus-Pol einer Batterie verbunden werden. Dies fiihrt dazu, dafl
sich in den Knoten zwischen A und Z eine Spannung v einstellt und in den
Kanten zwischen A und Z ein Strom ¢ fliefit. Strom und Spannung erfiillen
dabei folgende Gesetze.

Ohmsches Gesetz
Falls die Knoten 7 und ¢ benachbart sind, gilt:

U<J) - U(T) - R<e(a,7)) : i(U, T)
Kirchhoffsches Gesetz

Fiir alle Knoten o ¢ AU Z gilt:

i(7,0)+ > ilo,7) =0
TET

Diese beiden Gesetze, zusammen mit den durch den Batterie-Anschluf} gege-
benen Randbedingungen, legen die Funktionen Spannung v : Kt — Ry o und
Strom ¢ : K1 x KT — R eindeutig fest. Beide haben, wenn man Irrfahrten auf
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T betrachtet, eine wichtige Interpretation. Wir verweisen wieder die ausfhrli-
che Darstellung in [9] und [2].

Die hier auftauchende Abbildung ¢ ist ein Flufl auf T. Fliisse werden in den
spater auftauchenden Beweisen eine wichtige Rolle spielen. Wir definieren da-
her ganz allgemein:

Definition 3. Seien A,Z C Kt zwei disjunkte Mengen. Wir nennen eine
Abbildung j : Krx K1 — R einen Fluf3 von A nach Z, wenn fiir alle 0,7 € K
gilt:

b j(UvT):_j 7—70—)
o j(‘o,0)+ > jlo,7)=0, fallsoc #r
TEDT

e j(o,7)=0, fallsT ¢ N(o)

Wir setzen j auf Kt fort:

jlo) = Z jlo,7)

Die Grifle

Strength(j) := Zj(a) (2.3)
oc€A

nennen wir die Starke des Flusses j. Ein Fluf$ der Stirke 1 heifst unit flow.

Im weiteren Verlauf betrachten wir meist Fliisse, die von der Wurzel des Bau-
mes zur Krone gehen. Da hierdurch eine Richtung ausgezeichnet ist, schreiben
wir fiir j('o,0) héufig j(es o)) oder j(e). Mit dieser Vereinbarung kénnen
wir kiirzer formulieren, welche charakteristische Eigenschaft ein Fluf hat:

j: T — Rist ein Flu auf T, wenn fiir alle 0 € K gilt:

(o)=Y i) (24)

Ist j ein FluB von der Wurzel r in die n-Sphére T", so gilt fiir alle Cutsets 11,
die zwischen r und T" liegen:

Zj(a) = j(r) = Strength(y) (2.5)

oell
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Wie bereits erwiihnt, erzeugt eine Spannungsverteilung v mit v]4 = v, (dabei
sei hier und im folgenden f1|4 die Einschrénkung von f auf A) und v]z =0
einen Strom 7 von A nach Z. i ist ein Fluf und erfiillt ¢ das Ohmsche und das
Kirchhoffsche Gesetz. Wenn wir v, nun so wéhlen, daf§ ¢ die Stédrke 1 hat, so
heif}t ¢ der unit current flow.

Eine wichtige Grofle in einem elektrischen Netzwerk ist der effektive Wider-
stand. Wir definieren diesen Begriff, dem physikalischen Pendant folgend, als:

Definition 4. Sei T;C ein elektrisches Netzwerk und seien A, Z C Kt zwei
disjunkte Mengen. v sei eine Spannungsverteilung mit v]g = vg und v|z = 0.
Weiterhin mdgen v und der von ihr erzeugte Strom i dem Ohmschen und dem
Kirchhoffschen Gesetz geniigen. Dann ist

> i(o)
Cor(A, Z) := 70— (2.6)
die effektive Leitfahigkeit zwischen A und Z. Ihr Kehrwert Reg heifst ef-
fektiver Widerstand zwischen A und Z.

Wir werden uns hauptséchlich mit Netzwerken befassen, bei denen ein Strom
von der Wurzel r zur unendlich weit entfernten Krone flieit. Wir definieren
die effektive Leitfdhigkeit als einen Grenzwert:

Definition 5. Sei T ein lokal endlicher Baum ohne endliche Aste. (T,C)
sei ein elektrisches Netzwerk und 11, C Kt sei eine Folge von Cutsets mit
IIL,,| — oo. v, sei eine Folge von Spannungsverteilungen, die den Randbedin-
gungen vy (r) = vy, v, |1, = 0 geniigen. Dann heifst

Ceg((T,C)) := Cegg(r,0T) := nh_{go Coeg (r, I1;,) (2.7)

effektive Leitfihigkeit von (T,C). Ihr Kehrwert Reg ist der effektive Wider-
stand von (T,C).

Es besteht ein fundamentaler Zusammenhang zwischen der effektiven Leit-
fahigkeit eines sehr einfach konstruierten Netzwerkes auf T und der Branching-
Number von T. Wir werden diesen Zusammenhang spéter wesentlich verwen-
den:
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Satz 1 ([9]). Sei T ein lokal endlicher Baum ohne endliche Aste und sei
A > 1 eine reelle Zahl. Jeder Kante e von T werde die Leitfihigkeit \I€l
zugewiesen. Das so entstandene Netzwerk wird kurz mit Ty bezeichnet. Dann

qgilt:
sup{A > 1 : Reg(Tr) < 00} = brT (2.8)

Ein durchaus einleuchtendes Ergebnis im Zusammenhang mit der effektiven
Leitfahigkeit eines Netzwerkes ist das Rayleigh-Prinzip. Es besagt, daf§ die
Erhohung der Leitfdhigkeiten von einzelnen Kanten die effektive Leitfahigkeit
des Netzwerkes hochstens erhdhen kann.

Satz 2 ([2] Rayleigh-Prinzip). Seien (T,C) und (T,C) zwei elektrische
Netzwerke auf T mit der Eigenschaft C(e) > C(e) fir alle e € Et. Dann
gilt:

Ceff((Ta C)) > Ceff((T¢ é))

— Reﬁ((Tvc)) < Reff((TaC))

Als letzten Begriff wollen wir die Energie eine Flusses einfithren. Wir definieren
diese so wie die in einem physikalischen Netzwerk umgesetzte Wéarmedissipa-
tion.

Definition 6. Gegeben sei ein elektrisches Netzwerk (T,C) und ein Fluf§ j
von A nach Z. Dann ist die Energie von j definiert als:

E(j):= ) j(e)*- R(e) (2.9)
ecET

Wir haben den Flufl mit Stiarke 1, der dem Ohmschen und Kirchhoffschen
Gesetz geniigt, als unit current flow eingefithrt. Der folgende Satz zeigt, dafl
dieser Flufl unter allen unit flows die geringste Energie hat.

Satz 3 (Thompson-Prinzip,[2]). Sei (T,C) ein elektrisches Netzwerk und
sei i der unit current flow von A nach Z. j sei ein anderer unit flow von A
nach Z. Dann gilt:

E(i) < E(j) (2.10)
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Eine wichtige Frage ist, ob die Energie eines Flusses endlich ist. Als letztes
Ergebnis geben wir einen Satz an, der hierzu eine Aussage macht.

Satz 4 ([9],Proposition 14). Sei(T,C) ein elektrisches Netzwerk und seien
wy, positive reelle Zahlen mit ), -, wy, < co. Weiterhin sei j ein Fluf$ auf T
mit der Eigenschaft j(e) < wje|. -

Dann hat j endliche Energie:

2.3 Perkolationen

Ein elementarer Prozef3 auf einem Baum ist der der Perkolation. Wir wer-
den uns hier ausschliefllich mit Bond-Perkolationen befassen. Man versteht
anschaulich unter einer Bond-Perkolation eines Baumes T das Entfernen von
Kanten.

Bei unendlichen Bdumen stellt sich im Zusammenhang mit einer Perkolation
die natiirliche Frage, ob es im perkolierten Baum noch unendlich grofle Zu-
sammenhangskomponenten gibt, insbesondere, ob es noch einen unendlichen
Pfad von der Wurzel aus gibt. Existiert ein solcher Pfad, so sagt man, daf}
Perkolation stattfindet. Wir definieren also:

Definition 7. Sei T ein Baum. T := {(K1,E) : E C Er} sei die Menge
aller Teilgraphen von T, die alle Knoten aus T haben. P sei ein Wahrschein-
lichkeitsmaf auf T. Dann heifit (T,P) eine Perkolation von T.

Fiir o € Ky sei T, die Zusammenhangskomponente von o in T. Weiterhin
sei fiir o,7 € K1 das Ereignis (o < 7) definiert als:

(c—71)={T:0eT,7eT}
Wie bereits gesagt, kénnen wir uns ein T € 7 immer so vorstellen, daB in T
(zuféllig) Kanten entfernt werden.

Eine der einfachsten Perkolationen ist die Bernoulli-Perkolation, bei der jede
Kante unabhéingig mit gleicher Wahrscheinlichkeit entfernt wird.

Definition 8. Wir nennen eine Perkolation (T,P),), bei der jede Kante mit
Wahrscheinlichkeit 1 — ps unabhdngig von allen anderen Kanten entfernt wird,
eine Bernoulli-Perkolation auf T mit Uberlebenswahrscheinlichkeit

Ps-

16



Ein elementarer Zusammenhang zwischen einer Bernoulli-Perkolation auf ei-
nem Baum und dessen Branching-Number wurde in [7] hergestellt. Es ist der
folgende

Satz 5 ([7], Theorem 6.2). Sei T ein lokal endlicher Baum ohne endliche
Aste und seien (T,P,,),ps € R, eine Familie von Bernoulli-Perkolationen auf
T mit den Uberlebenswahrscheinlichkeiten ps. Weiterhin sei:

pe :=pe(T) = sup{ps : Pp,[| Tf‘ | = o] =0}

Dann gilt:

pe(T) = — (2.11)

2.4 Markov-Felder und Gibbs-Mafle

Wir fassen hier einige Begriffe und Aussagen iiber Gibbs-Mafle und Markov-
Felder zusammen, die aus [10] und [6] entnommen wurden.

Im Rahmen dieser Arbeit werden wir uns im wesentlichen mit zufélligen Be-
legungen auf den Knoten eines Baumes T beschéftigen. Dabei wird jedem
Knoten o € T eine als Spin bezeichnete Zufallsvariable u, € {—1,+1} zuge-
ordnet. Fiir A C Kt bezeichnen wir die Menge aller moglichen Belegungen als

UA = {—1,+1}.

Fir A C B C Kr sei [A, B] definiert als die Menge der Belegungen auf T, die
auf A den Wert +1 annehmen und auf (B \ A) den Wert —1 annehmen:

[A,B] := {a e UXT : a] 4 = +1, alpay = —1}

Weiterhin sei [A] die Menge der Konfigurationen, die auf A den Wert +1
annehmen:

[A] == {a €URT : a]s = +1}

Ist B € C(T), so bezeichnen wir [A, B] als endlichdimensionalen Zylinder. Fiir
a € U2, b € UP schreiben wir kurz (a,b) fiir die Konfiguration aus U4 x UP
mit (a,b)]a = a und (a,b)|p =10

Wir werden nun UXT eine topologische Struktur geben. Dazu versehen wir
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zuniichst {—1,+1} mit der diskreten Topologie und U5T = {—1, +1}*T mit
der Produkttopologie. In der Produkttopologie sind die endlichdimensionalen
Zylinder offen, sie bilden sogar eine Basis offener Mengen. Mit A bezeichnen
wir die von den endlichdimensionalen Zylindern erzeugte o-Algebra auf U/5T.
Wie iiblich ist C'(U4%T) die Menge der stetigen Abbildungen von U*T nach R.
P(T), die Menge der WahrscheinlichkeitsmaBe auf (457, A), ist eine Teilmenge
des Dualraums von C(UXT). Wir geben P(T) eine Topologie, nimlich die
Relativtopolgie des Dualraums, die vage Topologie. Fiir Mafle P™, P € P(T)
gilt:

P" — P vage <= VYAeC(T),acUU?: P"us=a — Plus=ad]

Wir werden uns nur mit einer Klasse von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
(UXT, A) befassen, den Gibbs-MaBen und Markov-Feldern. Um die Definition
eines Gibbs-Mafles formulieren zu kénnen, miissen wir zunéchst sagen, was wir
unter einem Potential auf /X7 verstehen wollen.

Satz und Definition 1. Wir nennen eine Abbildung V', die fiir alle A € C(T)
jedem a € U2 eine reelle Zahl V (a) zuordnet, ein Potential auf UKT.
Zu jedem Potential V' gibt es ein ithm zugehdriges Interaktionspotential Iy
auf UKT. Fiir A C C(T),a € U4 ist Ty (a) definiert als:
Ty(a) := Y (=) V(a]x)

XCA

V(a) kann mit Iy dargestellt werden:
V(a)= > Ty(alx)
XCA

Falls ein Potential V' die Figenschaft erfillt

Iy(a) #0 = dJoe€ Kt mita¢€ {—17+1}{U,<7} ’
so heifit V (n#chstes) Nachbarschaftspotential auf /5T,

Das Potential V' modelliert die Interaktion zwischen den Spins der Knoten.
Das ihm zugeordnete Interaktionspotential gibt an, welche Teile eines Bereichs
miteinander interagieren. Tragen nur Paare von benachbarten Spins zum Po-
tential einer Konfiguration bei, so heifit V' ndchstes Nachbarschaftspotential.
Wir werden uns ausschliefilich mit Potentialen dieser Art beschéftigen.

Nun kénnen wir sagen, was wir unter einem Gibbs-Zustand verstehen wollen.
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Definition 9. Sei A C C(T),b € U4 und V ein Nachbarschaftspotential auf
K. Wir nennen FY : U# — [0, 1] mit

exp[V((a,b))]
> exp[V((e,b))]”

ceyA

Fb(a) := acUt

Gibbs-Zustand auf A mit Randbedingung b und Potential V.

Wir werden diesen Begriff verwenden, um zu definieren, was ein Gibbs-Maf3
auf T ist:

Definition 10. Sei V' ein Nachbarschaftspotential auf T. Ein Wahrschein-
lichkeitsmafl P € P(T) heifit Gibbs-Maf3 mit Potential V, falls gilt:

i) Fiir alle A € C(T),a € UA ist Plug = a] >0
ii) Fir alle A,A € C(T) mit AUOA C A und alle b € UM, a € U ist

Plus = alupa = b] = FY?4(a)

Fiir ein Potential V' bezeichnen wir die Menge aller Gibbs-Mafle mit Po-
tential V als Gy .

Eine zweite Art von Maflen auf (Y57, A) sind die Markov-Felder.

Definition 11. Fin Wahrscheinlichkeitsmafi P € P(T) heifit Markov-Feld,
falls gilt

i) Fir alle A € C(T) und alle a € U* ist Pluy = a] > 0.

ii) Fiir alle A,A € C(T) mit AUDA C A und alle b € UM, a € U gilt:

Plua = alupy\a = b = Plua = a|ugp = bloa]

Markov-Felder zeichnen sich dadurch aus, daf§ die Spinkonfiguration einer end-
lichen Menge nur durch die Spins direkt benachbarter Knoten beeinfluf3t wird.
Dies legt die Vermutung nahe, dafl es einen Zusammenhang zu den Gibbs-
Maflen gibt, bei denen auch nur direkte Nachbarn zum Potential einer Kon-
figuration beitragen. Tatséchlich sind Markov-Felder und Gibbs-Mafle im we-
sentlichen gleich, wie folgender Satz zeigt.
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Satz 6 ([10],Theorem 4.1). Sei P € P(T) ein Wahrscheinlichkeitsmafl
derart, daf fir alle A € C(T),a € U” gilt Plua = a] > 0. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent

i) P ist ein Markov-Feld.

ii) FEs gibt ein eindeutig bestimmtes Nachbarschaftspotential V', sodafi P ein
Gibbs-Mafs mit Potential V' ist.

Ein Gibbs-Maf legt das zu ihm gehorige Potential eindeutig fest. Umgekehrt
kann es aber zu einem Potential mehrere Gibbs-Mafle geben. Dieses Phanomen
wird als Phaseniibergang bezeichnet. Wir definieren diesen Begriff:

Definition 12. Sei V ein Potential auf T. Hat Gy, die Menge aller Gibbs-
Mafle zu V', mehr als ein Element, so sagen wir, daf$ Phaseniibergang fiir
V wvorliegt.

Wir geben nun noch ein Korollar an, das uns dabei helfen wird zu tiberpriifen,
ob ein Markov-Feld fiir ein gegebenes Potential in Gy liegt. Das Korollar ist
eine Kombination aus Definition 11 und Satz 6.

Korollar 1. Sei V' ein Nachbarschaftspotential auf Kr. P € P(T) sei ein
Markov-Feld. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

i) Pegy
ii) Fiir alle A,A € C(T) mit AUDA C A und alle a € UA,b € U gilt:

exp[V((a, b))]
2. exp[V((c,0))]

ceud4

Plug =a|upa =b] =

Dieses Korollar sagt, daf} es geniigt, die Verteilung auf endlichen Ausschnitten
zu untersuchen. Wir werden dies spéter benutzen, wenn wir zeigen, dafl das
Broadcasting-Modell eine Darstellung als Gibbs-Maf} hat.

Die iibliche Art ein Gibbs-Mafl zu definieren, verwendet den thermodynami-
schen Grenziibergang. Damit ist gemeint, dafl man zu einer Folge endlicher
Ausschnitte von T, die T aussschopfen, ein Folge von Maflen definiert. Das
Gibbs-Maf} auf T erhilt man dann als den Grenzwert dieser Folge von Maflen.
Daf3 diese Vorgehensweise Erfolg hat, besagt folgendes Lemma:
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Lemma 1 ([10], Lemma 5.1). Gegeben sei ein Nachbarschaftspotential V
auf T und eine T ausschopfende Folge endlicher Teilmengen A,, € C(T), kurz:
A, TT.

by, € U sei eine Folge von Randbedingungen. Wir definieren zur Folge
((An), (bn)) eine Folge p, € P(T) mit:

exp[V ((a,by))

e = 3 eV b fir a € UStr

pn(ue =+1)=1, falls 0 € OA,, by, = +1
pn(ue =—-1)=1, falls 0 € 0Ny, by ] = —1
tn(ueg =—1)=1, falls o ¢ Ay, UOA,

Dann konvergiert die Folge der u, gegen ein u € Gy .
Die gleiche Vorgehensweise bringt auch fiir Gibbs-Maf$e mit freien Randbedin-
gungen Erfolg. Sei eine Folge von Maflen 1y, definiert mit:

_ . exp[V(a)] <A,
Un(u<ap, =a) == S ep[V(e)] fallsa e U
cEUSAR
Up(ug =—-1) =1, falls 0 ¢< A,

Dann gilt 1, — b € G(V).

Wir werden nun zwei ausgezeichnete Mafle in der Menge aller Gibbs-Mafle zu
einem vorgegebenen Potential definieren.

Im folgenden sei V' ein fest gewihltes Nachbarschaftspotential auf T. Wir
fithren folgende Bezeichnungen ein:

P € Gy sei ein Gibbs-Mafl zum Potential V. Wir definieren die zu P gehorige
Korrellationsfunktion p : C(T) — [0, 1] mit p(A) := Plua = +1].

Fiir AC A € C(T) und z € U™\ sei:

PA(A) := Plua = +1|up\p = 2] = Plua = +1|ugr = 7]aa]
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und

T(A) := max p} = max p}

pA(A) = max pj = max py

Z(A):= min pX = min pj}

pa(A)i= min pj = min Py

Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir alle A C A € C(T):
pr(A) < p(A) < pi(A) (2.12)

In [10] wird gezeigt, da§ p, und pi monoton in A sind. Fiir alle A, A, A’ € C(T)
mit A C A C A/ gilt also:

pa(A) < pu(A)  und  py(A) > pi(A) (2.13)
Sei nun A,, eine Folge endlicher Teilmengen aus Kt mit A, T K7. Dann
existieren nach (2.13) fiir alle A € C(T) folgende Grenzwerte:

pr(A):= T py, (4)

T(A) = i T (A
pr(4) = lim p} (4)
In [10] wird weiterhin gezeigt, dafl es Male P, P~ € Gy gibt, sodaf fiir alle
A e C(T) gilt:

Plug=+1]=p"(A),P [ua =-1] = p (4)

Wir nennen P, P~ € Gy die Plus- bzw. Minus-Phase in Gy .

Aus dem bisher gesagten, insbesondere aus (2.12) folgt, dal Minus- und Plus-
Phase die Mafle sind, die dem Ereignis u 4 die kleinste bzw. gréfite Wahrschein-
lichkeit geben. In diesem Sinne sind sie extrem.

Man kann dariiber hinaus noch zeigen, dafl Gy, konvex und P* und P~ Extre-
malpunkte in Gy sind. Wir werden dieses Ergebnis allerdings nicht verwenden.

Wir formulieren eine spéter verwendete Aussage, die eine direkte Konsequenz
der obigen Uberlegungen ist, als Satz

Satz 7 ([10]). Sei V ein Nachbarschaftspotential auf T. Pt sei die Plus-
Phase in Gy, P~ sei die Minus-Phase in Gy. Dann gilt fir alle P € Gy und
alle A € C(T):

P [ua = +1] < Plug = +1] < PTug = +1]
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Die Aussage aus Satz 7 148t uns vermuten, dafl es einen engen Zusammenhang
zwischen dem Auftreten von Phaseniibergang und dem Zusammenfallen von
Minus- und Plus-Phase gibt. Dies wird im néchsten Satz konkretisiert.

Satz 8 ([10], Theorem 5.7).  Sei V ein ndichstes Nachbarschaftspotential
auf T. Pt und P~ seien die Plus- und die Minus-Phase in Gy. Dann gilt:

In Gy tritt Phaseniibergang auf <= PT#£P~

Satz 7 besagt, daBl Plus- und Minus-Phase extreme Wahrscheinlichkeitsmafle
in Gy sind. Wir werden nun eine Halbordnung auf Gy einfiihren, beziiglich der
P* und P~ das maximale bzw. minimale Element in in Gy ist.

Um sagen zu kénnen, was wir unter einer monotonen Abbildung von /%™ nach
R verstehen wollen, erklidren wir zunichst eine Halbordnung auf 25T,

Definition 13. Wir wollen fiir a,b € UKT sagen a < b, wenn fiir alle Knoten,
die in a den Spin +1 haben, gilt, daf sie auch in b den Spin +1 haben. Wir
definieren also:

a<b<={reKy:al,=1}C{re Ky : bl =1} (2.14)
Nun kénnen wir sagen, wann eine Abbildung von /%™ nach R monoton ist.

Definition 14. Auf UXT sei die Halbordnung aus Definition 13 erklirt. Wir
nennen die Menge M(UKT R) mit

MUET R) = {f :UST =R : Va,bcUET a < b= f(a) < f(b)} (2.15)
die Menge der monotonen Funktionen von UXT nach R.
Mit Hilfe dieser Menge kénnen wir nun eine Halbordnung auf Gy erkléren.

Definition 15. P und Ps seien zwei Wahrscheinlichkeitsmafe aus Gy . Wir
schreiben Py < Py, wenn fiir alle f € M(UKT R) gilt

/ fdP; < / fdPs (2.16)

Der folgende Satz besagt, dal die Plus- und die Minus-Phase beziiglich dieser
Halbordnung die maximalen und minimalen Elemente in Gy sind.

Satz 9 ([6], Korollar 1.30). Seien Pt und P~ die Plus- und die Minus-
Phase in Gy. Dann gilt mit der Halbordnung aus Definition 15 fir alle P € Gy :

P <P <P" (2.17)
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Kapitel 3

Dominanz und gegenseitige
Information

Wir fithren in diesem Kapitel einige Groflen ein, die wir zur Untersuchung
des Broadcasting-Modells benutzen werden. Alle Begriffe konnen in einem
allgemeineren Rahmen definiert werden, wir beschranken uns jedoch auf die
Spezialfille, wie sie uns im Laufe dieser Arbeit begegnen werden. Fiir eine
weitergehende Betrachtung der gegenseitigen Information zwischen Zufallsva-
riablen sei auf [1] verwiesen, wo sich auch die hier nicht aufgefithrten Beweise
befinden.

Im Broadcasting-Modell, welches wir im néchsten Kapitel einfithren, wird der
Spin der Wurzel eines Baumes T gleichverteilt aus {—1,+1} gezogen. Er be-
einflult die Spins der anderen Knoten und so stellt sich die Frage, wie stark
die Spinkonfiguration einer Knotenmenge A € C(T) vom Spin der Wurzel
abhingt. Eine Moglichkeit, diesen Einflul zu messen, bietet der Begriff der
gegenseitigen Information zwischen wu, und ua. Wir fithren die gegenseitige
Information in Definition 16 fiir allgemeinere Zufallsvariablen ein.

Sofern nicht anders gesagt, seien in diesem Kapitel X, Y, Z Zufallsvariablen auf
einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum. Das zugrundeliegende Wahr-
scheinlichkeitsmafl bezeichnen wir mit P. X, Y, Z m6gen nur endlich viele Wer-
te annehmen, ihre Wertebereiche seien X', Y bzw. Z.
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Definition 16. Seien X,Y Zufallsvariablen wie oben beschrieben. Dann ist
die gegenseitige Information zwischen X und Y definiert als:
PX =zY =y]
P[X = 2]P[Y =y

I[X,Y]:=) P[X=2Y =y log

reEX
yeY

Die gegenseitige Information ist der Kullback-Leibler-Abstand von gemein-
samer Verteilung zur Produktverteilung. Sie ist also ein Abstandsbegriff fiir
Verteilungen. Wir werden dies noch weiter ausfithren und einen weiteren Ab-
standsbegriff einfiihren. Zunéchst fassen wir jedoch einige elementare Eigen-
schaften der gegenseitigen Information in folgendem Lemma zusammen:

Lemma 2. Seien X,Y,Z und Y1,....,Y, Zufallsvariablen auf dem gleichen
Wahrscheinlichkeitsraum. Alle Zufallsvariablen mdégen nur endlich viele Werte
annehmen und es gebe alle im folgenden auftretenden gemeinsamen Verteilun-
gen. Mit diesen Voraussetzungen gilt:

(i) I[X,Y]>0
(i) IIX,Y] =0 = X,Y sind stochastisch unabhdngig
(iii) Falls X —Y — Z eine Markov-Kette ist, gilt
11X, Y] > I[X, Z]

Diese Aussage wird in der Informationstheorie und auch im weiteren
Verlauf dieser Arbeit als Data-processing-Lemma bezeichnet.

(iv) Falls Y1,---,Y, bedingt auf X unabhingig sind, so gilt fir die Informa-
tion zwischen X und dem Vektor (Y1,..Yy):

I[X, (Y1, ,Y,)] < iI[X,Y;]

Wir fithren nun einen Dominanz-Begriff fiir Paare von Zufallsvariablen ein,
der eine obere Abschétzung fiir die gegenseitige Information liefert.

Definition 17. Wir sagen, das Paar (X,Y) dominiert das Paar (X,Z),

wenn es eine Ubergangsmatriz D = (d(y, 2))vey gibt, sodap fir alle z € X
z€Z

und z € Z gilt

PlZ=z|X=a]=) dy,z2) PlY =y|X =z (3.1)
yey
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Dieser Dominanzbegriff orientiert sich an dem in [11] eingefiihrten Dominanz-
begriff fiir Bdume.

Der néchste Satz zeigt, dafl eine enge Beziehung zwischen der Dominanz eines
Paares und der Existenz einer Markov-Kette besteht. Diese Tatsache werden
wir uns bald zunutze machen, um die Information zwischen X und Y mit der
Information zwischen X und Z zu vergleichen:

Satz 10. Mit den Bezeichnungen von oben gilt:

(X,Y) dominiert (X, Z)

< Es gibt eine Markov-Kette X —Y — Z mit L(X,Z) = L(X, Z)

Beweis.

i) Wenn das Paar (X,Y) das Paar (X,Z) dominiert, definieren wir die
gemeinsame Verteilung von X,Y, Z als:

Damit gilt

P[Z=2Y =y, X =2
PlY =y, X = 2]

PZ=z|Y =y, X =z] =

= d(y7 Z)
_P(Z—:|Y —y

Demnach ist X — Y — Z eine Markov-Kette. Weiterhin stimmen auch
die Verteilungen von (X, Z) und (X, Z) iiberein, denn fiir alle z € X,
z € Z gilt:

PX=27Z=2=> dyz) PY=y|X=21]-PX =2
yey

=P[X =2,Z =]
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ii) Gibt es andererseits eine Markov-Kette X — Y — Z, sodaB das Paar
(X, Z) so verteilt ist wie das Paar (X, Z), so definieren wir die Eintriige
der Ubergangsmatrix D = (d(y, 2)) zex als:

d(y,z) =P[Z =2|Y =y]

Dann folgt sofort:

=Y d(y,2)-P[Y =y| X =]
yey

Also wird (X, Z) von (X,Y) dominiert.
U

Als eine einfache Folgerung aus diesem Satz erhalten wir ein Korollar, das die
Dominanz mit der gegenseitigen Information in Verbindung bringt.

Korollar 2. Wenn das Paar (X,Y) das Paar (X, Z) dominiert, gilt
X, Y] > 1X. 2]

Beweis. Nach Satz 10 folgt aus der Dominanz von (X,Y) iiber (X, Z), da8
es eine Markov-Kette X — Y — Z gibt mit £(X,Z) = £(X, Z). Damit ist
auch I[X, Z] = I[X, Z]. Das Data-processing-Lemma besagt nun

I[X,Y] >1[X, Z] =1[X, Z]
O

Wir beschreiben nun das Szenario, in dem uns die gegenseitige Information
beschéftigen wird, etwas genauer und fiihren einen zweiten Abstandsbegriff
ein.
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Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (5T, A), welches die Eigenschaft erfiillt:

Plur = +1] = Pl = ~1] = (3.3)

Wir fragen uns nun, ob wir anhand der Beobachtung einer Grofle S = S(ua),
die von der Spinkonfiguration auf A abhéngt, auf den Spin der Wurzel schlieflen
kénnen. Dies wird nur dann moglich sein, wenn sich die bedingte Verteilung
von uy gegeben u, = —1 von der bedingten Verteilung gegeben u, = +1
unterscheidet. Um dies zu untersuchen, benutzen wir zwei Abstandsbegriffe,
deren Definition einiger Bezeichnungen bedarf.

A € C(T) sei eine fest gewéhlte Menge von Knoten. S sei eine Abbildung von
U4 in eine endliche Menge X = S(U%), der Menge der Beobachtungen. In
den spéteren Anwendungen ist S zum einen die Spinkonfiguration selbst, zum
anderen eine gewichtete Summe der Spins in A. Fiir z € X sei:

v(z) :=Plug € S~(z)] (3.4)
v_(z) :=Plug € S (z) |u, = —1] (3.5)
vi(z) :=Plug € S x) |up = +1] (3.6)

Wegen (3.3) gilt fiir alle z € X:
1
v(z) = 3 v_(z) + 5 - vy(2)
Weiterhin seien f,g: X — [0, 2] definiert als:

f(z):=2 Plu, = +1|us € S7 (z)]
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Die gegenseitige Information zwischen w, und S(u4) liefert die erste Moglich-
keit, den Abstand zwischen v; und v_ zu messen:

Di(vy,v_) :=TIuy, S(ua)) (3.7)
_1 ve(@) (o (@] @) @]
2 ;[wx) lg[u@)]* V(2) lg[y@;)” ()
= % > [f(@)log[f ()] + g(=) loglg(x)] ] - v(x) (3.8)
reX

Dieser Abstand ist eine symmetrisierte Version des Kullback-Leibler-Abstands
von v_ und vy, oder, wie bereits erwdhnt, die relative Entropie der gemeinsa-
men Verteilung von w, und S(uy) zur Produktverteilung.

Eine andere Moglichkeit, den Abstand zwischen v und v_ zu messen, lie-
fert der y?-Abstand. Wir definieren ebenfalls eine symmetrische Variante des
iiblichen Begriffs als:

vylxr) — v\ 22
(Z (v )V@;) () ) 59)

= (Z(f(:v) —g(a))? u<x>> (3.10)

rzeX

Wir fassen in folgendem Lemma einige Eigenschaften dieser Abstédnde zusam-

men:
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Lemma 3. Mit den Bezeichnungen von oben gilt:

5 (Dx(vi, )P < Diwi,v) < (Dylws,v)) (3.11)

Ist weiterhin S : U — R, so gilt:

2 2
<Z 2 (Ve (o) - u(x») — (Z z- (f(x) - glx)) u<m>> (3.12)

reX

<4 (Z x%(x)> (Dy(vy,v))? (3.13)

zeX

Beweis. Wir werden eine allgemeinere Form der obigen Aussagen beweisen,
da dies aus technischer Sicht einfacher ist. Daher fithren wir hier kurz eine
allgemeinere Version der oben bereits definierten Gréfien ein. Nach Beendigung
dieses Beweises werden wir uns aber ausschliefllich auf die Begriffe beziehen,
wie sie oben (in der diskreten Version) eingefiihrt wurden.

Sei nun also X eine nicht mehr notwendigerweise endliche Menge und seien
vy und v_ zwel Verteilungen einer Zufallsvariable, die Werte in X annimmt.

Weiterhin definieren wir:

vty o duy _dv-
Vs 2 = dv’ 9= dv
Damit ist insbesondere
ftg=2 (3.14)

Wir definieren in diesem allgemeineren Szenario Dj(v4,v_) analog wie oben
als:

Difwrv-) = [ F@)loglf@)) + gla)loglg(a)ldv  (3.15)
X

Ebenso D, als:

Do) = | [(#@) = @) v (3.16)
X
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Damit gilt:

2
N e (3.17)
X
Die Aussage in (3.13) ist nun ein Spezialfall der folgenden Aussage
2 2
/;zc(dy+ _dvy| = /x(f(:v) _ (@) dv (3.18)
X X
<4 [ 2?dv-(Dy(vy,v_))?
/
_ /x2 dv - /(f(x) Cg@)dv (3.19)
X X

Die Aussage aus Gleichung (3.18) gilt nach Definition von f und g. Ein Ver-
gleich der rechten Seiten von (3.18) und (3.19) zeigt, dal die Richtigkeit dieser
Aussage durch die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung garantiert ist.

Wenden wir uns nun den Ungleichungen aus (3.11) zu. Wir fiihren eine Abbil-
dung ¢ : X — (—1,1) ein mit:

=19 (3.20)
Damit erhalten wir fiir D? aus (3.17) die Darstellung

(Dx (v, v /w (3.21)

Unter Verwendung von (3.14) und (3.20) 1a8t sich auch D; anders schreiben:

Di(vs,v) = / 1%‘”(:”) log[1 + 1 ()] + I_Tw(f”) log[l — (2)]dv  (3.22)

X

Damit nimmt die allgemeine Version von Gleichung (3.11) folgende Gestalt

/¢2d </ Y, og[l + ] +

—v log[l — ¥]dv < /wZ dv  (3.23)
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Wir werden die Richtigkeit dieser Aussage nachweisen, indem wir zeigen, daf3
die Integranden die entsprechenden Abschitzung punktweise erfiillen.

Fir y € (—1,1) gilt bekanntlich log[l 4+ y] < y. Damit erhalten wir fiir alle
T € X:

PV ot 1) + 2 toglt )
< L@ () + 1-9(@) (—(z))
2 2
= y(x)?

Diese Eigenschaft iibertrégt sich auf die Integrale und die rechte Ungleichung
aus (3.23) ist somit bewiesen.

0.6 -

0.5%x*x
+X)%(Lx)*log(1-x))

0.5-

0.4 -

0.3-

0.2 -

0.1-

I T JyuT T 1

-1 -N K n N\ 1

Abbildung 3.1: h(z) und i(z) aus dem Beweis der linken Ungleichung aus (3.23)

Um die Richtigkeit der linken Ungleichung zu erkennen, substituieren wir
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z := 1(x) und betrachten die Abbildungen:
52
h:(-1,1) = R, z+— h(z) =

1 1-—
i:(—=1,1) = R, z—i(z) = —;Zlog[l—i—z]—i- :

log[1 — z]

Einerseits ist 2(0) = 0 = i(0), andererseits gilt fiir die zweiten Ableitungen im
Intervall (—1,1):

R'(2) =1

1 1 1

1
== - 1
21tz 21-a

i"(2)

Damit ist fiir z € (—1,1) stets: h(z) < i(z), und dies ist nichts anderes als:

b@)? _ 1+ () 1 ()
2 = 2 2

log[1 + ()] + log[1 — ()]

Diese Eigenschaft gilt punktweise fiir € (—1,1) und iibertrigt sich somit auf
die Integrale in der linken Ungleichung aus (3.23). O
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Kapitel 4

Das Broadcasting-Modell

Wir fiithren in diesem Kapitel ein Modell ein, das das eigentliche Objekt unserer
Untersuchung ist und nennen mehrere Sitze, die sein Verhalten charakterisie-
ren. Einige ldngere Beweise haben wir in das néchste Kapitel verbannt.

4.1 Grundlegende Eigenschaften des Modells

Das folgende stochastische Modell wird in [11] eingefiihrt. Es gibt verschiede-
ne anschauliche Interpretationen des Modells, die wir im folgenden erldutern
werden.

Definition 18. T sei ein lokal endlicher Baum, der nur unendliche Aste
hat, und € sei eine als Fehlerwahrscheinlichkeit bezeichnete reelle Zahl mit
0<e< % Jeder Kante e € Et wird eine {+1, —1}-wertige Zufallsvariable 7.
zugeordnet. Die n, seien stochastisch unabhdngig und es gelte fiir alle e € E:

Pne=-1=¢ , Plpe=1=1—c¢

Jedem Knoten o € Kt wird eine als Spin bezeichnete Zufallsvariable u, mit
Werten in {—1,4+1} zugeordnet. Der Spin der Wurzel sei dabei uniform ver-
teilt. Fir jeden Knoten o € Kp,0 # 1 gelte weiterhin:

Uy = Uy H Ne (4.1)
e€P fad(r,0)

A sei die von den endlichdimensionalen Zylindermengen erzeugte o-Algebra
auf UKT. (UET, A, P)heifit dann Broadcasting-Modell mit Fehlerwahr-
scheinlichkeit e.
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Eine anschauliche Interpretation des Broadcasting-Modells ist die der Signal-
iibertragung. Dabei wird ein Signal, das +1 oder -1 sein kann, zufillig in die
Wurzel des Baumes gesetzt und entlang der Aste des Baumes von Knoten zu
Knoten weitergegeben. Die Kanten agieren als Ubertragungskanile zwischen
den Knoten. Jede Kante kann das Signal korrekt iibermitteln (dann, wenn der
Wert der ihr zugeordneten Zufallsvariable 1 ist), oder sie kann das Signal flip-
pen, also das Vorzeichen umkehren. Korrekte Ubertragung geschieht an allen
Kanten unabhéingig mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1 — e.

Abbildung 4.1 zeigt eine Realisierung des Modells. Dabei steht “x” genau an
den Kanten, an denen die Zufallsvariable der Kante —1 ist.

Wie wir spéter sehen werden, gibt es noch eine andere Mdoglichkeit dieses
Modell zu beschreiben, die ebenfalls eine anschauliche Interpretation hat.
Zunéchst untersuchen wir jedoch diese Darstellung.

Abbildung 4.1: Eine Realisierung des Broadcasting-Modells

36



Die Verteilung der u, ist natiirlich durch die Verteilung der 7, festgelegt. Aller-
dings ist die Verteilung der Spins nicht so einfach wie die der Zufallsvariablen
an den Kanten, insbesondere sind die Spins nicht unabhéngig.

Fiir den Spin der Wurzel gilt nach Konstruktion bereits, dal die Wahrschein-
lichkeiten fiir +1 und —1 gleich sind. Dies gilt allerdings auch fiir alle anderen
Knoten, wie folgende kurze Uberlegung zeigt:

Sei 0 € Kt ein Nachfolgeknoten von der Wurzel r. Dann gilt:

Plu, = 1] = (1 — €)P[u, = 1] + €P[u, = —1]

L]
)

N =

=(1-¢)-

Pluy = 1] = Pluy = —1] = - (4.2)

Das Broadcasting-Modell ist ein attraktives Modell in dem Sinne, daf§ die
Wahrscheinlichkeit fiir gleichen Spin in benachbarten Knoten gréfier oder gleich
der Wahrscheinlichkeit ist, dafl die Spins unterschiedlich sind. Gleichen Spin
haben die Knoten genau dann, wenn die Kante zwischen ihnen korrekt iiber-
mittelt, was mit Wahrscheinlichkeit 1 —e geschieht. Diese ist grofler oder gleich
der Wahrscheinlichkeit fiir eine fehlerhafte Kante.

Die Fehlerwahrscheinlichkeit € ist ein Maf3 dafiir, wie stark benachbarte Kno-
ten interagieren. Um dies ein wenig klarer zu machen, betrachten wir die zwei
Extremfille € = 0 und € = % Zwar wird der Fall ¢ = 0 in der Definition 18
nicht erfafit, aber wir konnen ihn als Grenzfall von ¢ — 0 betrachten.

Fiir e = 0 gilt fiir alle 0 € K7,0 # 1
P[ua = 1’“‘? = 1] :P[ua = _1|u‘7 = _1] :P[neo,‘ﬁ - 1] =1

Jeder Knoten hat P-fast-sicher den gleichen Spin wie sein Vorgéinger. Der Spin
der Wurzel ist gleichverteilt auf {—1,+1}, also haben im Fall € = 0 nur zwei
Konfigurationen auf T positive Wahrscheinlichkeit, ndmlich die Konfiguration,
in der alle Knoten Spin 4+1 haben und die, in der alle Knoten Spin —1 haben.
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Beide Konfigurationen haben unter P die Wahrscheinlichkeit % Der Falle =0
entspricht perfekter oder auch vollstindiger Interaktion. Solchen Interaktionen
werden wir im weiteren Verlauf allerdings nicht mehr begegnen.

Der Fall € = % entspricht, wie wir bereits erwarten, dem Fall keiner Interak-
tion oder der Entkoppelung. Die Spins benachbarter Knoten sind stochastisch
unabhéngig, denn es gilt fiir alle Knoten o € K,0 # r:

Pluy = 1|ug = 1] = Pluy = —1|ue = -1 =P, ., = 1] =

N =

Plu, = —1|u = 1] = Plug = —1|ur = 1] = Pl ,, = 1] = 5

DO | =

In diesem Fall ist der Zustand eines Knotens stochastisch unabhéngig vom
Zustand seines Vorgéngers.

Unter Beriicksichtigung von P[u, = 1] = Plu, = —1] = £ folgt, daf hier P die

Verteilung auf 5T ist, die jeder Konfiguration das gleiche Gewicht gibt.

Natiirlich sind diese beiden Extremfille nur von geringem Interesse. Daher
wollen wir uns insbesondere mit den Fillen 0 < € < % beschiéftigen. Um das
Broadcasting-Modell in einen allgemeineren Rahmen zu setzen und somit auch
allgemeine S#tze zu Rate ziehen zu koénnen, zeigen wir zunéchst, dafl es ein
Markov-Feld ist.

Eine erste Einsicht in die Verteilung der u,,c € K1 erhalten wir durch die Be-
trachtung des bedingten Ereignisses [u, = z |uy(,) = y], wobei x € {~1,+1}
und y € UM ist.

m sei die Gesamtzahl der Nachbarn von o, I(z,y) sei die Zahl der Nachbarn

von o, die gleichen Spin haben wie o und o(z,y) sei die Anzahl der Nachbarn
mit entgegengesetztem Spin:

Wa,y) = #{i|yi = v} (4.3)
o(x,y) = #{i|y; # =} 4.4

Weiterhin seien die Nachbarn von ¢ numeriert: N (o) = {71, -+ , 7}
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Mit diesen Bezeichnungen gilt:

Plu =T, Ury = Y1, ,Ury, = Y
P[UN(G):y|uJ:x]: [ o T]I?[u _x] T, m]
o =
1 _ —
_ 3P .y = xy1,'1" s Neqoryyy = TYm)] (45)
2
= P[ﬁe(gﬂ) = $y1] o P[ne(g’.,.m) = :cym] (46)

= (1 — ¢)!@Volzw)

Die Umformung von (4.5) nach (4.6) ist wegen der Unabhingigkeit der Uber-
tragung an den Kanten méglich. Mit einer analogen Rechnung erhalten wir
sofort:

Pluy(e) = y|ue = —a] = (1 — )"V el®v) (4.7)

Unter Verwendung des Satzes von Bayes erhalten wir nun die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit:

Plu, =z |une) =yl =

(1 _ E)l(f’f»y) Eo(x,y) L8
a (1 _ e)l(x,y) eo(@,y) + (1 _ e)o(ar,y) el(zy) ( ’ )

Wie wir bald sehen werden, wird das Broadcasting-Modell durch Gleichung
(4.8) charakterisiert.

Der folgende Satz wird das Broadcasting-Modell als ein Markov-Feld enttar-
nen.

Satz und Definition 2. Das Broadcasting-Modell ist ein Markov-Feld. Da-
bei gilt fiir alle Knoten o € K, mit x € {—1,+1}, a € UK\ und y := alN(o)
die lokale Charakteristik:

P[ucr = x|uKT\0' = (I] = P[ua = $|U'N(0') = y]

(1 — ¢)!@¥) eola) L9
o (1 _ E)l(m,y) eo(z,y) + (1 _ e)o(x,y) el(zy) ( ’ )
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Beweis. Sei 0 € K7, z € {—1,+1} und a € {—1,+1}KT\‘7. Weiterhin sei
a' = algp\N(o) und Y = aln(o)-

Eine Belegung von N (o) schreiben wir als u N(o) = (z,y), wobei dies so zu
lesen ist, daf uy = z und up(,) =y ist. Mit diesen Bezeichnungen gilt:

Plus = 2 |ug,\» = a] =

Plu, = 2]Plug\o = a|us = 2]

Pluy, = —2]Plug\o = a|us = —2] + Plug = 2|Plug o = a|us =

Plug,\» = a|u, = x]

Plug\o = a|us = —2] + Plug,\o = a|u, = 7]

Plug\5(0) = 0 UN(o) = Y e = )]

P[uKT\N(o) = al’uN(O') =Y, Us = _‘T} + P[UKT\N(U) = a/7uN(a) =Y, Us = l’)]

Plug sy = une) =yl Plug ) = (z,y)]
P[uKT\N(U) = a/,un(e) = Y] P[“N(g) = (—z,y)] + P[“N(g) = (z,y)]

P[UN(G') =Y, Us = 33]
P[“N(a) =Y Us = 7‘%] + P[U‘N(a) =Y, Us = LL’}

Plu, = z] - Plun(o) = y|uo = 2]
P[U’U = JJ] : P[“N(J) = y|ua = :E] +P[u0 = _aj] . P[UN(U) = y|ua = _aj]

=Plus =z |un() = Y]

(1 _ e)l(ﬂc,y) 6o(x,y)

o (1 _ E)l(w,y) 60(3:7y) + (1 _ 6)0(-'157'!/) €l(ac7y)

Wir haben in dieser Umformung verwendet, daf3 die Ereignisse

(U \fi(o) = @5 UN(@) =¥) und  (un(e) = Y, U = T)

stochastisch unabhéngig sind. Im linken Ereignis sind nur Kanten involviert,
die auBerhalb von N (o) liegen, im rechten Ereignis tauchen nur Kanten auf,
die zwischen o und seinen Nachbarn liegen. Da das Ubertragungsverhalten der
Kanten unabhéngig ist, sind es auch diese Ereignisse. O
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Die Erkenntnis, da3 das Broadcasting-Modell die Markov-Feld-Eigenschaft
erfiillt, wird uns bei vielen Rechnungen hilfreich sein. So auch in den Bewei-
sen des néchsten Satzes, der einige Eigenschaften des Broadcasting-Modells
zusammenfaflt.

Satz 11. Sei (UXT, A, P)das Broadcasting-Modell mit Fehlerwahrscheinlich-
keit €. o sei ein beliebiger Knoten, T™ sei die n-Sphdre. Dann gilt:

(i) E[uy - ug] = (1 — 2¢)l7l =: gl
(ii) Plupn = —1|u, = +1] < Plurn = +1|u, = +1] < (1 — )#T"
(iii) lim Plupn = +1] = lim Plupn = +1|u, = +1] =0

(iv) Mit der in Definition 16 eingefiithrten gegenseitigen Information gilt:

1w, us] < (Blupug])? = 621° (4.10)

Beweis.
(i)

E[UT'UU]ZE Up = Up - H e
ecPfad(r,0)

= E[“TQ] H E[ne]

ecPfad(r,0)

= (1—2¢)l°l

(ii) Die Attraktivitdt des Broadcasting-Modells liefert die erste Ungleichung.
Die zweite Ungleichung gilt, denn:

Plupn = +1|u, = 4+1] < Plupn = 41| upn—1 = +1,u, = +1]
= Plupn = 41 | upn-1 = +1]

= (1—#T"
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(iii) Wir beschéftigen uns nur mit Bdumen mit brT > 1. Daher gilt
lim #T" = oo
n—oo

Unter Verwendung der Symmetrie des Broadcasting-Modells folgt mit
der ersten Ungleichung aus (ii):

Plurn = +1|u, = —1] < Plurn = +1 | u, = +1]
Mit der zweiten Ungleichung aus (ii) erhalten wir:

1

n—oo
.
+ — - lim Plupn = +1|u, = —1]
2 n—oo

< lim (1 - e)#T" =0

n—oo

(iv) Die Aussage folgt unmittelbar aus (3.11), wo die gegenseitige Information
und der D,-Abstand miteinander verglichen werden.

Wir setzen A := o und S : U7 — {—1,+1} als die Identitét. Damit sind
v,v_, v, festgelegt. Fiir x € {—1,+1} ist:

vi(z) =Pluy = x| u, = +1]

v_(z) =Plusy = x| u, = —1]

Mit dieser Wahl ist:
Di(vy,v-) =Tup, us]
Andererseits zeigt eine elementare Rechnung;:
Dy(vs.v-) = Eluyu,)
Mit der Ungleichung (3.11) folgt:

Iur, ug] = Di(vy,v-) < (DX(’/+7V—))2 = E[uyu,)? = 6717

42



4.2 Der Interaktionsparameter o

Wie wir bereits gesehen haben, beschreibt die Fehlerwahrscheinlichkeit e die
Interaktion in dem Modell. Dabei entsprechen kleine e-Werte starker Interak-
tion und grofle e-Werte geringer Interaktion. Wir fithren nun einen Interakti-
onsparameter « ein, der eineindeutig mit € zusammenhéngt.

Alle Satze, die eine Aussage iiber eine Fehlerwahrscheinlichkeit € machen,
konnen demnach auch als eine Aussage iiber einen Interaktionsparameter o
formuliert werden. Wir werden meist beide dquivalenten Aussagen auffithren.
Der Grund fiir diese Ausfiihrlichkeit liegt darin, dal die Aussagen iiber die
Fehlerwahrscheinlichkeit € eine leichte Interpretation im Bild der Signaliiber-
tragung finden, die Formulierung als eine Aussage iiber die Interaktionsstérke
« jedoch den Vergleich verschiedener kritischer Parameter vereinfacht.

Dieser Vergleich motiviert, wie wir noch sehen werden, auch folgende

Definition 19. Se: % > € > 0 die Fehlerwahrscheinlichkeit im Broadcasting-
Modell auf T. Dann ist die durch € eineindeutig festgelegte Interaktions-
stidrke o definiert als:

1—c¢ 1

a(e) = - = e(a) = Ta

(4.11)

a wird im folgenden auch als Interaktionsparameter oder schlicht Inter-
aktion bezeichnet.

In Abbildung 4.2 sieht man die grafische Darstellung des Zusammenhangs
(4.11). « fillt streng monoton in € und es gilt:

lim a(e) = oo
e—0

lim a(e) =1
e—>%

Es gilt a € [1,00), wobei a = 1 dem entkoppelten Fall entspricht.

Die lokale Charakteristik 148t sich als Funktion der Interaktionsstarke o aus-
driicken. Die Kombination von (4.11) und (4.9) liefert:
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e

Abbildung 4.2: « als Funktion von €

Korollar 3. Im Broadcasting-Modell auf T mit Interaktionsstdirke o gilt fiir
alle o0 € K:

al(*rvy)_o(a:ﬂy)

P[uo- =t ’ UKT\O - a] - ao(a:,y)—l(ac,y) —|— al(:c,y)—o(ac,y)

_ (14 -t 12)

Dabei ist x € {—1,+1},a € {—1, +1}KT\U und y = aln(o)-

4.3 Kritischer Parameter fiir Informationsfluf3

Wie wir bereits gesehen haben, ist die Fehlerwahrscheinlichkeit € ein Mafl
dafiir, wie stark die Interaktion zwischen benachbarten Knoten ist. In unse-
rem Modell stellt sich die Frage, wie stark die Interaktion mindestens sein
muf}, damit weit entfernte Gebiete noch Einflul aufeinander nehmen. Diese
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vage Formulierung soll im Rahmen dieser Arbeit auf zwei Arten konkretisiert
werden. Wir werden dabei sehen, dafl es unterschiedlich scharfe Versionen des
Begriffs Finfluff nehmen gibt, zu denen auch unterschiedliche Mindestinterak-
tionen gehdoren.

Wie schon der Titel dieses Abschnitts vermuten 148t, werden wir uns hier mit
der gegenseitigen Information als Mafl des Einflusses beschiiftigen. Es gilt:

Satz 12. Sei (UXT, A, P)das Broadcasting-Modell auf T mit Interaktionsstr-
ke . T™ sei die n-Sphdre von T. Dann gilt fiir die Information zwischen Spin
der Wurzel und den Spins der n-Sphdre:

lim I[uy,urn] =0, falls o < o g (4.13)
lim I[uy, urn] >0, falls o > a1 (4.14)
wober
vbrT +1
opi= X T2 (4.15)
vbrT —1
18t.

Es gibt im Broadcasting-Modell eine kritische Interaktionsstérke o fiir In-
formationsflufl zwischen Wurzel und der unendlich weit entfernten Krone des
Baumes. Nach Lemma 2.(ii) ist diese Interaktion auch kritisch fiir die stocha-
stische Unabhéngigkeit von Spin der Wurzel und den Spins der n-Sphiére.

Der Beweis dieses zentralen Satzes befindet sich im néchsten Kapitel. Es han-
delt sich dabei um den Beweis aus [11], der mit Hilfe einer oberen und einer
unteren Abschétzung fir Iu,, wpn] zeigt, dal o, kritisch fiir Informationsflufl
ist.

Durch Einsetzen des Wertes aus Gleichung (4.15) in (4.11) erhalten wir die fiir
Informationsflul kritische Fehlerwahrscheinlichkeit, wie sie in [11] berechnet
wird:

Korollar 4. Die kritische Fehlerwahrscheinlichkeit fiir Informationsibertra-
gung zwischen Wurzel und Krone eine Baumes im Sinne von Satz 12 ist.

vbrT — 1
€] i= ———
o 2-+vbrT

Man bedenke, dafl € monoton fallend in « ist.

(4.16)
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4.4 Das Ising-Modell

Wie bereits angedeutet gibt es eine génzlich andere Darstellungsmoglichkeit
des Broadcasting-Modells. Es ist dies das Ising-Modell auf T, wie es zum Bei-
spiel in [7] betrachtet wird.(Die in [7] auftretenden Konstanten J und k, die
fiir die von uns betrachteten Phénomene keine Bedeutung haben, haben wir
zu 1 normiert).

Gegeben sei ein Baum T und eine als Temperatur bezeichnete positive re-
elle Zahl t. Den Knoten des Baumes sind {—1,+1}-wertige Zufallsvariablen
zugeordnet. Auflerdem sei ¢ : Kt x K1 — {0, 1} definiert als:

1 falls 7 und o benachbart sind

0 sonst

Wir definieren zunéchst, was die Energie einer Konfiguration sein soll.

Sei A C C(T) und a € Y. Dann ist die Energie von a definiert als:

H(a) := %U;A alr-als-c(o,T) (4.17)
H ist ein néchstes Nachbarschaftspotential auf T, denn nur benachbarte Spins
tragen zur Energie einer Konfiguration bei. H ist demnach geeignet, um ein
Gibbs-Maf3 zu definieren, was wir auch tun werden. Zunéchst wollen wir aber
noch zwei Eigenschaften von H erwéhnen.

Vergleicht man die Energie von zwei Konfigurationen, die sich nur dadurch
unterscheiden, dafl die Vorzeichen der Spins vertauscht sind, sieht man, daf3 H
ihnen die gleiche Energie gibt. H ist damit ein Ising-Potential (vgl. [10] S. 57
oder [3], S. 50). Weiterhin wird H maximal, wenn alle Knoten in A gleichen
Spin haben. Das Potential modelliert in diesem Sinne ein attraktives System.
Dieser Tendenz wirkt der Einflufl der Temperatur entgegen.

Die Baumstruktur ermoglicht es uns, die Energie von Konfigurationen auf
< T" kiirzer aufzuschreiben. Fiir a € UST" gilt:

Ha=; Y alo-aly

r#ce<Tn

Wir werden nun das Ising-Modell mit freien Randbedingungen auf T einfiihren.
Dabei gehen wir vor wie in Lemma 1.
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Zunichst definieren wir zu jeder n-Sphére T™ ein Wahrscheinlichkeitsmafl P"
und erhalten dann das Gibbs-Maf3 auf T als Grenzwert dieser Folge von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen.

Definition 20. Gegeben sei ein Baum T und eine als Temperatur bezeichnete
reelle Zahlt > 0. Jedem Knoten o € Kt wird eine {—1,+1}-wertige Zufallsva-
riable u, zugeordnet. A sei die von den endlichdimensionalen Zylindermengen
erzeugte o-Algebra auf UKT. Mit H aus (4.17) definieren wir zu jedem T™ ein
Wahrscheinlichkeitsmafl P™ wie folgt:

n _ 1. exp[H(a)] . <Tn
P"[u<Tn = a] := S explH(d)] firaeld
ceYs=T"
P'lu, =—-1]:=1, fir|o| >n

Nach Lemma 1 ist P’ := lim P"™ ein Gibbs-Maf auf T mit Potential H. Wir

n—oo

nennen (UXT, A, P") Ising-Modell auf T mit Temperatur ¢.

Wir kénnen dem Ising-Modell eine anschauliche Interpretation in einem physi-
kalischen Rahmen geben. Die Zufallsvariablen der Knoten représentieren ma-
gnetische Spins, die einen von zwei Zustdnden annehmen kénnen. Nur direkt
benachbarte Knoten beeinflussen sich in dem Sinn, daf§ ein Spin umso eher
einen Zustand annimmt, je mehr seiner Nachbarn diesen Zustand haben. Die-
sem Einflufl wirkt die Temperatur entgegen.

Wie schon in Gleichung (4.11) ist es auch hier moglich, die Temperatur des
Ising-Modells eineindeutig in eine Interaktionsstirke o’ umzurechnen. Dies
wird uns bald hilfreich sein, um Broadcasting-Modell und Ising-Modell mit-
einander zu vergleichen.

Definition 21. Im Ising-Modell auf T definieren wir die durch die Tempera-

tur eineindeutiq festgelegte Interaktionsstirke o/ als:

a/(t) := exp[2/t] = t(a) = (4.18)

Fiir die im Ising-Modell zulissigen Temperaturen ist o € [1,00). Der funk-
tionale Zusammenhang zwischen o’ und ¢ ist in Bild 4.3 dargestellt. o/ fillt
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streng monoton als Funktion von ¢, und:

%irr(l) a(t) = oo (4.19)
tlim d(t)=1 (4.20)

Hohe Temperaturen entsprechen geringer Interaktion zwischen den Spins. Dies
pafit zu unserer physikalischen Interpretation. Bei hohen Temperaturen iiber-
lagert die thermische Unordnung den gegenseitigen Einflufl der Spins.

Das Wahrscheinlichkeitsmafl P’ ist auf Grund seiner Konstruktion ein Gibbs-
MaB. Wegen des elementaren Zusammenhangs aus Satz 6 ist klar, dal P’ auch
ein Markov-Feld auf /X7 ist. Im folgenden Satz wird dies konkretisiert.

Satz 13. Das in Definition 20 beschriebene Wahrscheinlichkeitsmafl P’ ist
ein Markov-Feld auf Kt mit der lokalen Charakteristik:

P'lu, = x| URp\o = a) = P'lu, = x| UN (o) = Y] (4.21)

expl[1/t]!@y)—o(z.y)
expl[1/t]H@y)—o(z.y) 4 exp[1/t]ol@y)—l(zy)

-1
- (1 +exp[2 /t]f’(x’y)*’(x’y)) (4.22)

Dabei ist x € {—1,+1},a € {—1,+1}57\ ynd y = aln()- [(z,y) und o(z,y)
sind definiert wie in (4.3) und (4.4).

Beweis. Wegen des elementaren Zusammenhangs zwischen Gibbs-Maflen und
Markov-Feldern ist klar, dafl Gleichung (4.21) gilt. Es bleibt zu zeigen, dafl das
Ising-Modell die angegebene lokale Charakteristik hat.

Sei b = (v,a) € UKT die Belegung mit b], = = und bl kr\o = a, analog
b= (—z,a) € UXT. Insbesondere ist also b] g\ 0) = b (fp\0)- Mit diesen Be-
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zeichnungen gilt:

Pl[ua = ‘ UKt\o = a] -

P'lug =z, ug\» = a]

P,[UKT\O’ = a]

P'luy = 2, ug\» = a]

Py = 2, tgep g = a] + Pty = —2, ey, = d]

exp [—H [ur = b]] _
exp [—H [ur = b]] + exp [—H [ur = b]]

exp |1/t T bobr

= _ocT (4.23)
exp [1/75 > bobe | +exp {1/t - ]
ocT | oeT
exp |1/t < > byb >]
_ L TEN (o) (424)
exp ll/t < > b0b7> +exp |1/t < byb )]
TEN(0) TEN (o)

exp [1/¢]/@¥)—e@y)
exp [1/t]l(w,y)—0(w,y) +exp H/ﬂo(z,y)—l(m,y)

-1
= (1 + exp[2/t]o($’y)7l(x7y))

Die Umformung von (4.23) nach (4.24) benutzt die Funktionalgleichung der

Exponentialfunktion und die Eigenschaft b](g,\o) = bl (x1\0)- O
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Abbildung 4.3: Interaktionsstirke o/ als Funktion der Temperatur ¢

Natiirlich 148t sich auch im Ising-Modell die lokale Charakteristik durch die In-
teraktionsstérke o/ ausdriicken. Einsetzen des Zusammenhangs (4.18) in Glei-
chung (4.22) liefert:

Korollar 5. Im Ising-Modell mit Interaktionsstirke o/ gilt mit den Bezeich-
nungen aus Satz 13 fiir alle o € Kr:

a/l(zvy) —O(Q?,y)

/ _ _ _
P [Ua = | UKp\o = CL] - O/O(Ly)*l(ﬂf,y) N a/l(ac,y)fo(:v,y)

—1
— (14 a2t (4.25)

Der Vergleich der lokalen Charakteristika in Korollar 3 und Korollar 5 legt die
Vermutung nahe, dafl das Ising-Modell mit freien Randbedingungen und das
Broadcasting-Modell identisch sind. Dies trifft tatsdchlich zu:

50



Satz 14. Broadcasting-Modell und Ising-Modell sind identisch, wenn die Mo-
dellparameter Temperaturt und Fehlerwahrscheinlichkeit € wie folgt umgerech-
net werden.

B 1 2
~ 1+4exp 2] B

e(t) (4.26)

Beweis. Wir zeigen, daB die Uberfiihrung der Parameter gemif (4.26) be-
wirkt, daf3 die Wahrscheinlichkeiten endlicher Konfigurationen unter P und

P’ proportional zueinander sind.

Wir betrachten zunéchst Konfigurationen auf < T". Sei dazu n € N und
a € UST" fest gewdhlt. N sei die Anzahl der Kanten des Baumes, die zwi-

schen Wurzel und der n-Sphére liegen. Weiter seien

l::%'#{T,U e<T" : al, = al-}

1
0:=5 #{r,0 €<T" : al, # al:}
Damit ist N =1+ o. Mit diesen Bezeichnungen gilt:

1
Plu<tn =a] = 3 (1—e)le

Mit dem Wert von € aus (4.26) folgt:
exp[H (a)] = exp([1/1]' - exp[~1/1]°
176)l

€

—

Wenn wir noch die Normierungskonstante Z,, als

Zn:= Y exp[H(D)]

beU=T"
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einfithren, konnen wir die Wahrscheinlichkeit der Konfiguration a im Ising-
Modell wie folgt darstellen:

P'luctn = a] =

(l—zl

N

Fiir das Verhéltnis der Wahrscheinlichkeiten der Konfiguration a in den beiden
Modellen gilt nun:

() (9™ 2
()

_ %((1 —)eN?. 2, = cn (4.27)

¢y, ist nicht von der Konfiguration abhingig, Konfigurationen auf < T" ha-
ben also unter P und P’ proportionale Wahrscheinlichkeiten. Da P und P’
Wahrscheinlichkeitsmafle sind folgt aus 4.27:

1= Z P[’LLSTn:(I]

acUsT"

e Y Pl —a

acysT"
=cp-1
Dies bedeutet, da3 ¢, = 1 die Wahrscheinlichkeiten von Konfigurationen auf

< T"™ beziiglich P und P’ sogar gleich sind, wenn wir die Parameter geméif
(4.26) ineinander iiberfiihren.

Sei nun A € C(T) eine beliebige endliche Menge von Knoten und a € U eine
Konfiguration auf A. Weiterhin sei m € N so gewéhlt, dafl A C T ist. Dann
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gilt:

Plus =a] = > Plucrn =1

beU=T™ bl a=a

= ) Plucm =1

beU<T™ bl a=a

Die Wahrscheinlichkeiten aller endlichen Konfigurationen sind demnach unter
P und P’ gleich, wenn wir die Parameter geméfl (4.26) ineinander iiberfiihren.
Nach Korollar 1 werden P und P’ durch die Gewichte solcher Konfigurationen
festgelegt, und sind damit gleich. O

Es gibt also keine zwei Modelle, sondern lediglich zwei Darstellungen eines Mo-
dells. Das Broadcasting-Modell liefert eine neue Darstellung des Ising-Modells
mit freien Randbedingungen. Wir werden in einigen folgenden Rechnungen se-
hen, daf} die Beschreibung als Broadcasting-Modell einige Vorteile bietet, die
in der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen auf den Kanten begriindet ist. Be-
sonders bei der Untersuchung von Spinperkolation wird uns dies sehr hilfreich
sein.

Von nun ab unterscheiden wir nicht mehr zwischen P und P’ sowie zwischen
a und o, und wechseln die Darstellung je nach betrachtetem Aspekt.

4.5 Kritischer Parameter fiir Phaseniibergang

Eine wesentliche Frage im Ising-Modell ist, ob Phaseniibergang vorliegt. Ein
sicheres Indiz fiir Phaseniibergang sind nach Satz 8 unterschiedliche Wahr-
scheinlichkeiten des Spins in der Wurzel in der Plus- und in der Minus-Phase.
Das konnen wir als Einfluf§ der +1 bzw. —1-Randbedingungen am Rand von
T interpretieren. Dies ist die zweite Version des Begriffs Finfluf$ haben.

Wir definieren Minus- und Plus-Phase des Ising-Modells. Dabei gehen wir vor
wie bereits in Definition 20.
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Definition 22. Seien T, A und H definiert wie in Definition 20. Fir jedes
T™ definieren wir:

exp[H (a, upn = +1)]

P (ucyn =a) = , iiraeUd<T"
(et = ) = S b H e, e = +1)] /
ceu<T"
P"u, = +1]:=1, firoeT"
Pt u, =—1]:=1, fir o ¢<T"
-~ explH (a,upn = —1)] . <
P (uorn — a) — , lira el
(u<rn = a) S° explH(c,urn = +1)] f
cey<T"
P" ue=-1]:=1, fir o e T"
P" u, =—-1]:=1, fir o ¢<T"
Nach Lemma 1 gilt: lim P»~ =: P~ € Gy und lim P™" =: PT € Gy.

n—0oo n—oo

Wir nennen (UXT, A, P~) Minus-Phase des Ising-Modells und (U5, A, PY)
Plus-Phase des Ising-Modells.

Wir kénnen die oben auftauchenden Wahrscheinlichkeitsmafie P+ und P™~
auch anders darstellen. Mit P™ aus Definition 20 gilt fiir a € U<T":

P ucrn = a) = P"[ucrn = a|urn = +1] (4.28)

P [ucrn = a] = P"ucrn = a|upn = —1] (4.29)

Dies motiviert die Anschauung, dafl wir die Plus-Phase des Ising-Modells als
das freie Ising-Modell, bedingt darauf, dafl die Spins der Krone alle 41 sind,
verstehen wollen. Ebenso natiirlich die Minus-Phase als freies Ising-Modell
bedingt auf die —1-Randbedingung.

Die Darstellung aus (4.28) und (4.29) zeigt uns, dafl wir Minus- und Plus-
Phase richtig definiert haben, denn aus der Attraktivitit des Ising-Modells
folgt fiir alle y € U™ und fiir alle A C< T™

P'lug = 4+1|urn = —1] < P"ug = +1|umn = y] < P*"ug = +1|upn = +1]
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Plus- und Minus-Phase sind damit die in Gy ausgezeichneten Mafle, die in
Satz 7 erwahnt werden.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Wahrscheinlichkeit fiir den Spin +1 in der
Wurzel dadurch veréndert wird, da3 wir darauf bedingen, dafl die Spins am
Rand = +1 sind. Wir fragen also, wann P*[u, = +1] = P[u, = +1] ist. Die
Antwort gibt der folgende

Satz 15. Sei (UKT, A, P)das Ising-Modell mit Interaktionsstirke o.. Dann gilt:

Plu, =1 <PT[u, =1], falls o > o p (4.30)
Plu, =1 =P"[u, =1], falls o < o p (4.31)
Dabei ist
brT +1
eP = 4.32
B ¥ g (4.32)

Wir beweisen diese Aussage im néchsten Kapitel. Dabei werden wir den Beweis
so fithren, wie Lyons in [7] die kritische Temperatur fiir Phaseniibergang im
Ising-Modell berechnet hat.

Wir geben hier noch Lyons Aussage als Korollar an:

Korollar 6. Im Ising-Modell mit Temperatur t gilt:

Plu, =1 <PT[u, =1] , falls t < t. (4.33)
Plu, =1 =Pt[u, =1], falls t > t, (4.34)
Dabei ist
P (4.35)
¢ arcoth(brT) '

Beweis. Der Beweis besteht wieder nur aus dem Einsetzen des Wertes fiir ¢,
in (4.18), wobei wir verwenden, daf

(4.36)

1 1
arcoth(z) = 5 log [a: + ]

r—1
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ist. Damit gilt:

te = t(ac,P)

2

log (B4
_ /1brT+1\7"
\2brT—1

1
arcoth(brT)

O

Wir interpretieren Satz 15 so, da8 fiir Interaktionsstérken o unterhalb von o, p
die Wahrscheinlichkeit eines Spins in der Wurzel in der Plus-Phase gleich der
Wahrscheinlichkeit ohne Vorgabe einer Randbedingung ist. In diesem Sinne
hat der Rand fiir @ < o p keinen Einflufl auf die Wurzel . Fiir a > o, p gibt
die Plus-Phase den Spins in der Wurzel eine andere Wahrscheinlichkeit als P.
Wir verstehen dies so, dal die Randbedingung “Rand = +1” hier Einfluf} auf
den Spin der Wurzel ausiibt.

Laut Satz 8 sind die Aussagen aus Satz 15 oder Korollar 6 eine Aussage iiber
eine kritische Schwelle fiir Phaseniibergang. Dies halten wir in folgendem Ko-
rollar fest:

Korollar 7. Die oben angegebenen kritischen Parameter t. und o, p sind kri-
tisch fiir Phasentibergang im Ising-Modell auf T.
4.6 Vergleich der kritischen Interaktionsstirken

Nun werden wir die beiden Arten der EinfluBnahme des unendlich weit entfern-
ten Randes auf die Wurzel miteinander vergleichen. Dazu stellen wir zunéchst
die kritischen Interaktionsparameter gegeniiber. Dies wird uns dabei helfen,
die Unterschiede der Einfluinahmen zu erkennen.
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Satz 16. Im Broadcasting-Modell ist die kritische Interaktionsstirke fiir Pha-
sentibergang stets echt kleiner als die kritische Interaktionsstdarke fir Informa-
tionsfluf. Es gilt also stets:

Qe,p < Qg (4.37)
Beweis.
< PN brT + 1 < vbrT +1 +brT+1
o «o .
of =Sl brT — 1 VT —1 VbrT +1
- brT + 1 - (VbrT + 1)?
brT — 1 brT —1
<= brT + 1 < brT+1+2vbrT

O

Wir wollen die Aussage dieses Satzes ein wenig genauer betrachten und inter-
pretieren. Sei dazu im folgenden ein Baum T fest gewéhlt. o, p und o seien
die kritischen Interaktionsstirken aus Satz 15 und Satz 12. Wir unterscheiden
drei charakteristische Félle.

Sei zunéchst o < a. p. Nach Satz 15 findet fiir diese Interaktionsstérke kein
Phaseniibergang statt, Plus- und Minus-Phase sind identisch und damit gilt
insbesondere:

1
Pru, = +1] =P [u, = +1] = 3

Wir haben in Definition 22 P+ und P~ als die Mafle eingefiihrt, die als
Grenzfiille des thermodynamischen Limes fiir die Randbedingungen upn = +1
bzw. urn = —1 entstehen. Wir wollen nun Plus- und Minus-Phase in diesem
Sinne als die auf Rand = +1 bzw. Rand = —1 bedingten Wahrscheinlichkeits-
mafle verstehen.

Nach Satz 7 sind PT und P~ die Wahrscheinlichkeitsmafle, die dem Ereig-
nis u, = +1 die grofite bzw. kleinste Wahrscheinlichkeit zuweisen. Im Fall
a < agp splirt der Spin der Wurzel den EinfluB der extremen Randbedin-
gungen von Plus- bzw. Minus-Phase nicht, und damit auch nicht den Einfluf3
anderer Randbedingungen.
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Der Spin der Wurzel ist von den Spins der Krone des Baumes entkoppelt und
dies bedeutet insbesondere, dafl keine Information iibertragen wird.

Der Fall o > a s ist ebenso einsichtig. Damit die Information zwischen Spin
der Wurzel und den Spins der Krone positiv ist, diirfen diese nicht unabhéngig
sein. Es mufl demnach eine Belegung auf der Krone geben, so daf sich, gegeben
diese Konfiguration, die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir u, = +1 von der
bedingten Wahrscheinlichkeit fiir v, = —1 unterscheidet. Satz 7 besagt nun,
daf sich auch die extremen Randbedingungen der Plus-Phase und der Minus-
Phase bemerkbar machen. Also ist:

Ptu, = +1] # P [u, = —1]

Dies ist nach Satz 15 gleichbedeutend zu a > o p.

Die eigentliche Erkenntnis aus Satz 16 liegt darin, daf o p echt kleiner als o
ist. Es gibt Broadcasting-Modelle, in denen Phaseniibergang stattfindet, aber
keine Information zwischen Wurzel und Krone iibertragen wird. Wie kénnen

wir dies verstehen?

Betrachten wir dazu ein Broadcasting-Modell mit Interaktionsstarke a, wobei
e p < a < oy ist. Nach Satz 15 findet fiir diese Interaktion Phaseniibergang
statt. Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir v, = +1 gegeben “Rand = 41" ist
ungleich der bedingten Wahrscheinlichkeit fiir v, = +1 gegeben “Rand = —1”.

Andererseits ist bei dieser Interaktionsstéirke nach Satz 12 die Information
zwischen Spin der Wurzel und der Spinkonfiguration des Randes 0. Der Spin
der Wurzel und die Spins der Krone sind unabhéngig.

Wir verstehen dies so, dafl die extremsten Randbedingungen Rand = +1 bzw.
Rand = —1 zwar durchaus die bedingte Verteilung der Spins der Wurzel be-
einflussen, aber diese extremsten Randbedingungen im Broadcasting-Modell
nur mit Wahrscheinlichkeit 0 auftreten (wie dies Satz 11 (iii) besagt). Daher
tragen sie nichts zur Information zwischen Spin der Wurzel und den Spins des
Randes von T bei.

Damit die Information zwischen Spin der Wurzel und den Spins der Krone
positiv ist, muf eine Belegung der Krone, die im Broadcasting-Modell mit po-
sitiver Wahrscheinlichkeit auftritt, die bedingte Verteilung von u, beeinflussen.
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4.7 Spinperkolation

Wir werden nun das Phénomen der Spinperkolation im Broadcasting-Modell
untersuchen. Darunter verstehen wir die Existenz eines Pfades, der in der Wur-
zel startet, bis zum Rand reicht und nur Knoten gleichen Spins besucht. Es
stellt sich die Frage, ob die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses durch die
Vorgabe von Randbedingungen beeinflufit wird.

Es ist auf einfache Weise moglich, einen Zusammenhang zwischen einer Spin-
perkolation im Broadcasting-Modell und einer Perkolation des Baumes T her-
zustellen. Dieser wird dadurch geschaffen, dafl man in T alle die Kanten ent-
fernt, die zwei Knoten unterschiedlichen Spins verbinden.

Definition 23. Sei (UXT, A, P)das Broadcasting-Modell auf T. Fiir jede Be-
leqgung a € UKT sei:

E(a) :=={eo) € BT : al, = al:} und T(a) = (KT,E(a))
Weiterhin sei

T :={T(a) : a e UXT}

Die so erhaltene Perkolation (T, P) heifst freie Spinperkolation des Broad-
casting-Modells auf T. Entsprechend sind (T,P*) und (T,P~) mit P+
und P~ aus 22 als Spinperkolation in der Plus- bzw. Minus-Phase des
Broadcasting-Modells definiert.

In Bild 4.4 wird eine Realisierung einer Spinperkolation gezeigt. Die Frage,
ob es im Broadcasting-Modell einen Pfad gibt, der in der Wurzel beginnt, un-
endlich lang ist und nur Knoten gleichen Spins besucht, wird mit Definition
23 nun zu der Frage, ob in T die Zusammenhangskomponente der Wurzel, die
wir als T, bezeichnen, unendlich grof} ist. Dies ist die Frage danach, ob in T
Perkolation stattfindet. Wir werden im besonderen untersuchen, ob die Vorga-
be von Randbedingungen die Wahrscheinlichkeit eines unendlichen Pfades in
TT verandert.

Wenn wir im Broadcasting-Modell keine Randbedingungen vorgeben, ist die
Spinperkolation eine Bernoulli-Perkolation, denn es werden genau die Kanten
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Abbildung 4.4: Eine Belegung auf T und die zugehorige Spinperkolation

entfernt, die fehlerhaft iibertragen. Dies geschieht unabhéngig an allen Kan-
ten mit der Wahrscheinlichkeit €. Dank Satz 5 kénnen wir sofort eine kritische
Fehlerwahrscheinlichkeit €. peri. fiir Spinperkolation im Broadcasting-Modell
ohne Randbedingungen angeben:

Satz 17. Sei (7,P) die freie Spinperkolation im Broadcasting-Modell mit
Fehlerwahrscheinlichkeit €. Wie in Definition 7 bezeichnen wir die Zusam-
menhangskomponente der Wurzel in T als T,. Dann qgilt

P[|T,| =] =0, fiir € > €c perk.
PHTT = OO] =1, fﬁ’f’ € < €c Perk.
Dabei ist
bE)Tr"E 1 falls brT < 2
€c,Perk. —
% falls br'T > 2
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Beweis. Die freie Spinperkolation im Broadcasting-Modell ist eine Bernoulli-
Perkolation. Dabei ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit jeder Kante:

ps=Plec Bw)]=Plp.=1=1—¢
GemsifB Satz 5, der eine Aussage iiber die kritische Uberlebenswahrscheinlich-
keit fiir Bernoulli-Perkolationen macht, folgt:
I brT—1
brT ~ brT

€c,Perk. = 1- Pc = 1- (438)

€c,Perk. ist kritisch fiir Perkolation in T und somit auch kritisch fiir Spinper-

kolation im Broadcasting-Modell auf T.

Da wir im Broadcasting-Modell ausschlielich Fehlerwahrscheinlichkeiten € <

% betrachten, folgt aus Gleichung (4.38) unmittelbar die fast-sichere Existenz

von Spinperkolation fiir Bdume, deren Branching-Number 2 oder grofler ist.
Ul

€c,Perk. 188t sich wieder in eine kritischen Interaktionsparameter o peri. Um-
rechnen. Es gilt:

Korollar 8. Sei (7,P) die freie Spinperkolation im Broadcasting-Modell mit
Interaktionsstirke a. Dann gilt:

PHTT| = OO} — 0 3 falls a < ac,Perk.
PHTT’| = OO} =1 ) fallS o > ac,Perk.
Dabei ist
ﬁ falls brT < 2
Q¢ Perk. =
1 falls brT > 2

Bevor wir untersuchen, ob die Randbedingungen der Plus-Phase Einflufl auf
die Existenz von unendlichen Pfaden gleichen Spins ausiiben, wollen wir die
kritischen Interaktionen, die wir bisher berechnet haben, miteinander verglei-
chen.

Satz 18. Im Broadcasting-Modell auf T gilt fiir die kritischen Interaktionspa-
rameter:

Q¢ Perk. < Q¢ p < O, (4.39)
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Beweis. Nach Definition der kritischen Parameter ist Gleichung (4.39) fiir
brT < 2 dquivalent zu:

1 <brT+1<\/brT+1
brT —1  brT -1 vVbrT — 1

Die erste Ungleichung gilt, da br'T > 1 ist, die zweite Ungleichung haben wir
bereits in Satz 16 bewiesen.

Fiir brT > 2 gilt 4.39 ebenfalls, denn hier ist o, pert. = 1. ]

Nun betrachten wir die Spinperkolation in der Plus-Phase. Russell Lyons hat
dies in [7] in der Ising-Formulierung des Modells getan und dort eine kritische
Temperatur berechnet.

Wir geben zunéchst die kritische Interaktionsstéirke fiir Spinperkolation in der
Plus-Phase an, die sich leicht in eine kritische Temperatur umrechnen 148t.

Satz 19. Sei (7,P") die Spinperkolation in der Plus-Phase des Broadcasting-
Modells mit Interaktionsstirke . Dann gilt:

P™[|T,|=00] =0, falls o < o perk.
P+[|TT\ =00l =1, falls o> o perk.

Dabei ist o peri. die kritische Interaktionsstirke fiir freie Spinperkolation, wie
sie in Korollar 8 angegeben ist.

Bevor wir diesen Satz beweisen, geben wir noch in einem Korollar die kriti-
sche Temperatur fiir Spinperkolation in der Plus-Phase an. Wir erhalten sie
wieder, dank der eineindeutigen Beziehung zwischen Interaktionsstidrke und
Temperatur, durch einfaches Einsetzen:

Korollar 9. Im Ising-Modell auf T ist die kritische Temperatur t. per. fir
Spinperkolation in der Plus-Phase:

-1
(arcoth (QEIS;T)) falls brT < 2
tc,Perk. =
400 falls brT > 2
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Beweis. Sei zunichst brT < 2. Wir benutzen den Zusammenhang aus Glei-
chung (4.18) und die Darstellung des arcoth aus (4.36).

tc,Perk. - t(ac,PerkA)
2

In [brTlfl]

8 2 2 —brT 1\ !

2 M 22 brT 26T — 2

1 brT brT -1
(30 (520 +1)/ (525 1))

brT -1
arcoth [2 T + 1})

Im Fall brT > 2 gilt

tc,Perk. = (}él_)rnl t(Oé)

O

Lyons Beweis dieser Aussage ist deutlich komplexer als unser Beweis von Satz
19. Im Anhang befindet sich eine Variante von Lyons Beweis fiir den Fall
einer kritischen Interaktionsstéirke fiir Spinperkolation in der Plus-Phase des
Ising-Modells.
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Wir verwenden nun aber die bisherigen Erkenntnisse {iber das Broadcasting-
Modell um einen einfacheren Beweis zu fithren:

Beweis von Satz 19. Wir kénnen das Ereignis “Spinperkolation findet statt’
in die beiden disjunkten Ereignisse “Spinperkolation findet mit Spin +1 statt’
und “Spinperkolation findet mit Spin —1 statt” aufteilen. Wir schreiben dies
als:

{’TT| = o0} = {’Tr| =00, up = +1} U {’Tr| = 00, uy = —1}
= {|T}| = oo} U{|T; | = o0}

Aus den bereits erwidhnten Eigenschaften des Broadcasting-Modells, insbeson-
dere aus Satz 7, folgt, daBl unendliche Pfade mit Spin +1 in der Plus-Phase
mindestens ebenso wahrscheinlich sind wie unendliche Pfade mit mit Spin —1.
Also ist:

PH[|T| = o0] > PT[|T | = ] (4.40)
Sei nun « > . perk.. Die Abbildung

Lt =0}

ist im Sinne von Definition 14 monoton wachsend. denn ein zusitzlicher +1-
Spin erhdht die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses allenfalls.

P ist beziiglich der in Definition 15 auf Gy erklirten Halbordnung das ma-
ximale Element, also auch grofler als das zum freien Modell gehorige Wahr-
scheinlichkeitsmafl P. Die definierende Eigenschaft der Halbordnung erlaubt
die Abschétzung von (4.41) nach (4.42):

PH|T,| = co] > PH[|T}| = o]

— [ 1 ey 2P (4.41)
2/1{Tr|—oo} dP (4.42)
=P[|T/| = ]
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Die letzte Wahrscheinlichkeit ist echt positiv, weil fiir o > ., perg. in der frei-
en Spinperkolation Perkolation stattfindet, und das freie Broadcasting-Modell
keinen Spin in der Wurzel bevorzugt.

Das Ereignis {|T,| = oo} liegt im Tail-Field der u,. Fiir die Plus-Phase enthlt
dieses Tail-Field, nur Ereignisse, die mit Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 eintreten
(vgl. [7]). Damit findet fiir & > av perk. Spinperkolation P*-fast sicher statt.

Sei nun a < o, perk.- Damit ist nach Satz 18 auch o < a p. Bei solchen Inter-
aktionsstédrken findet kein Phaseniibergang statt, es gibt also nur ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf in Gy,. Demnach sind PT und P identisch. Mit Korollar 8
folgt nun

PH|T,| = oo] = P[] = 00] = 0 (4.43)
O

Der Vergleich von Korollar 8 und Satz 19 zeigt, da3 die Randbedingung der
Plus-Phase keinen Einflu8 auf den kritischen Parameter fiir Spinperkolation
ausiibt. Dies ist nicht trivial, denn Spinperkolation in der Plus-Phase unter-
scheidet sich durchaus von der freien Spinperkolation. Dies zeigt folgendes
Beispiel:

Gegeben sei das Broadcasting-Modell mit Fehlerwahrscheinlichkeit € auf einem
bindren Baum der Hohe n. Die freie Spinperkolation ist hier eine Bernoulli-
Perkolation mit Uberlebenswahrscheinlichkeit 1 — €. Jede Kante wird unab-
héngig von den anderen Kanten entfernt.

Die Vorgabe der +1-Randbedingung, also T" = +1, zerstort diese Unabhéngig-
keit. So miissen hier die Zufallsvariablen der zwei Kanten, die von den Knoten
unmittelbar vor der n-Sphére zum Rand laufen, die gleiche Belegung haben.
Fiir o = {7_177—2} gﬂt:

Pn’+[(7771 = +1) N (7772 = +1)] =1l—-e# Pn’+[7771 = +1]Pn’+[7772 = +1]

Pn7+[<77T1 =-1)NNp =-1)]=c# P"’+[77n = _1]Pn’+[7772 = —1]

Spinperkolation in der Plus-Phase ist, anders als die freie Spinperkolation,
keine Bernoulli-Perkolation. Trotzdem sind die kritischen Interaktionsstarken
fiir beide Perkolationen gleich.
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4.8 Zusammenfassung der Ergebnisse

Wir haben in diesem Kapitel das Broadcasting-Modell auf einem Baum T ein-
gefiithrt und gesehen, daf} es auch eine Darstellung als Ising-Modell hat.

Wir haben zwei Arten von Einflufnahme der Spins am Rand des Baums
auf die Wurzel charakterisiert. Zum einen haben wir danach gefragt, wann
im Broadcasting-Modell Information zwischen dem Spin der Wurzel und den
Spins am Rand des Baumes iibertragen wird. Wegen Lemma 2 ist dies auch
die Frage danach, wann die Belegung in der Wurzel des Baumes und die Be-
legungen am Rand des Baumes stochastisch unabhéngig sind.

Wir konnten zeigen, daf es einen kritischen Interaktionsparameter o  fiir In-
formationsflul im Broadcasting-Modell gibt. Fiir Interaktionen, die geringer
als dieser kritische Wert sind, wird keine Information iibertragen, oberhalb
der kritischen Interaktionsstérke ist die Information zwischen Spin der Wurzel
und den Spins am Rand echt positiv.

Die zweite Art der EinfluBnahme ist durch die Darstellung als Ising-Modell
motiviert. Wir haben uns dabei gefragt, ob die Wahrscheinlichkeit eines Spins
in der Wurzel in der Plus-Phase eine andere ist als unter freien Randbedin-
gungen. Wir haben dies als Einflufl der Randbedingung “Rand = 41”7 auf den
Spin der Wurzel interpretiert.

Auch fiir dieses Phinomen konnten wir einen kritischen Parameter o, p ange-
ben. Fiir Interaktionen, die geringer waren als der kritische Wert, hatten die
Spins in der Wurzel in der Plus-Phase gleiche Wahrscheinlichkeit wie unter
freien Randbedingungen. Oberhalb des kritischen Wertes war die Wahrschein-
lichkeit eines bestimmten Spins der Wurzel in der Plus-Phase # % Wir haben
dies so interpretiert, dal die extreme Randbedingung “Rand = +1” Einfluf}
auf die Wurzel ausiibt.

Schliellich haben wir die kritischen Parameter o, p und o, ; miteinander ver-
glichen und gezeigt, dafl . p stets kleiner als o ist. Wir haben dies so ge-
deutet, dafl der Einflufl der extremen Randbedingungen der Plus- und Minus-
Phase auf die Wurzel noch nicht geniigen, um Information zwischen Wurzel
und Rand zu iibertragen. Dies wird anschaulich klar, wenn man bedenkt, dafl
die Plus- und Minus-Phase als Randbedingungen so exotisch sind, daf} sie
keinerlei Gewicht im freien Modell erhalten. Daher kénnen sie nichts zum In-
formationsflufl zwischen Wurzel und Rand beitragen.
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Schliefllich haben wir das Phénomen der Spinperkolation im Broadcasting-
Modell untersucht. Wir haben uns gefragt, ob es Pfade gibt, die in der Wurzel
starten, bis zum Rand fithren und dabei nur Knoten gleichen Spins besuchen.
Wir haben insbesondere untersucht, ob die Wahrscheinlichkeit der Existenz
eines solchen Pfades in der Plus-Phase eine andere ist als im freien Modell.

Wir konnten zeigen, daf} es sowohl unter freien Randbedingungen als auch in
der Plus-Phase einen kritischen Parameter o, pe . fiir Spinperkolation gibt.
Unterhalb des kritischen Wertes haben Spinperkolationen die Wahrscheinlich-
keit 0, wihrend man oberhalb der kritischen Interaktion P-fast-sicher Spin-
perkolation im Broadcasting-Modell findet. Dies bedeutet, daf3 die Randbe-
dingungen keinen Einflufl auf die Existenz von Spinperkolationen ausiiben.

Alle kritischen Parameter hingen lediglich von der Branching-Number des
Baumes ab.

67



68



Kapitel 5

Weitreichende Einfliisse

Wir reichen in diesem Kapitel die noch ausstehenden Beweise der Sitze 12
und 15 nach. Diese sind zum Teil etwas umfangreicher und bendétigen einige
Lemmata.

5.1 Eine kritische Interaktionsstiarke fiir Informati-
onsfluf3

Wir werden in diesem Abschnitt den noch fehlenden Beweis von Satz 12 fiihren,
der die kritische Interaktionsstérke fiir Informationsflul benennt. Dazu bewei-
sen wir zwei Sitze, die den Informationsflufl zwischen Spin der Wurzel und
den Spins am Rand des Baumes nach oben und nach unten abschéitzen. Die
Kombination dieser Aussagen impliziert die Aussage iiber die kritische Inter-
aktionsstérke.

5.1.1 Information und effektive Leitfahigkeit

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen dem Broadcasting-
Modell und einem elektrischen Netzwerk auf T her. Er zeigt, daf3 die Informa-
tion zwischen Spin der Wurzel und den Spins auf einem Cutset II mit Hilfe des
effektiven Widerstandes, wie er in Definition 4 eingefiihrt wurde, abgeschéitzt
werden kann.
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Satz 20. Sei (UXT, A, P)das Broadcasting-Modell mit Interaktionsstirke o
(bzw. mit Fehlerwahrscheinlichkeit €) auf T und sei 0 := g—_ﬂ (bzw. = 1—2¢).
Jeder Kante e € T werde eine Leitfdhigkeit

p2lel
R

zugewiesen. Dann gilt fir jeden Cutset 11:

1 1

>_ .- 5.1
-2 1—|—Reff(7",1_[) ( )

I[wy, ur]
Der Beweis der Aussage basiert auf der Beobachtung, dafl es moglich ist,
einen Schitzer S, zu konstruieren, der unter Kenntnis der Spins im Cutset 1I
mit einer Wahrscheinlichkeit > % den Spin der Wurzel richtig schitzt. Wenn
dies moglich ist, so wird Information zwischen Wurzel und II iibertragen. Der
Schétzer S, wird dabei vermoge eines geeigneten Flusses u definiert, was die
Briicke zu den elektrischen Netzwerken schlédgt.

Wir fiihren zunéchst den schon erwdhnten Schitzer S, ein und zeigen einige
seiner Eigenschaften auf.

Lemma 4. Sei (U5, A, P)das Broadcasting-Modell auf T und (T,C) das in
Satz 20 beschriebene elektrische Netzwerk. Weiterhin sei I ein Cutset in T
und i ein Einheitsfluff von r nach I1. Wir definieren:

Sp=> o) (5.2)

o€ll ole!
Dann gilt
B[S, |u,] = u, (5.3)
E[S2] = E[S2|u,] = 1+ 3 R(e)u(e)? (5.4)
e€T
Es gilt insbesondere
min E[S2] = 1 + Reg (r, IT) (5.5)

m

Das Minimum wird angenommen, wenn u der unit current flow von r nach
IT 4st.
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Beweis. Wir erinnern noch einmal kurz an die Darstellung der v, im Broadcasting-
System. Jeder Kante e wird eine Zufallsvariable 7, zugeordnet. Dabei gilt:

En=1—-€e—e=90 (5.6)
Die u, sind dann:

Uy = Uy H Ne (5.7)

ecPfad(r,0)

Wir berechnen zunéchst E[u, | u,|, wobei wir die Darstellung aus (5.7) ver-
wenden:

E[ug|u,] = E |u, H Ne | Uy
e€Pfad(r,0)

= Uy H E[ne]

ecPfad(r,0)
= u, 01

Wir benutzen dieses Ergebnis und die Eigenschaft, dafl u ein Einheitsfluf}, und

damit Y p(o) =1 ist, und erhalten:
oell
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Unter Verwendung der Produktdarstellung aus (5.7) erhalten wir:

Elucu,] =B |u? ne || I

L ecPfad(r,0) ecPfad(r,7)

=E ur2 : H 7762 H Te H Tle
L ecPfad(r,oAT) e€Pfad(oAT,0) ecPfad(oAT,T)

= E H 776
| e€Pfad(o,7)

glolgll
- G2loNT|

In der Umformung von (5.8) nach (5.9) werden wir folgende Darstellung be-

nutzen:

1+ > Rle)=1+ Y o2l _g2d. g2

ecPfad(T) ecPfad(r)

=1+ Z g—2lel _ p—2(el-1)
ecPfad(7)

=1406727_1

— g2l
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Nun erhalten wir fiir den Erwartungswert von Sﬁ:

i 2
E[S)]=E < 3 “fﬁ?") ]

,U' uau’r
Z elale\TI

Il
=

p(o)p(r)
= UTZEH WE[uUuT]

- Z M02|0/\T\ (58)

o,7€ll

= > plo)ulr)- <1+ > R(e)) (5.9)

o,7ell ecPfad(oAT)

= > ployun)+ > plo)u(r)R(e)

O',TEH o,Tell
ecPfad(oAT)

=1+ Z (R(e) : Z l{eEPfad(am—)}:u(U)M(T)) (5.10)

ecT o,7€ll

Da Pfad(o A 7) = Pfad(o) N Pfad(7) ist, gilt:

Z 1{e€Pfad(0'/\‘r)}M(O-):u’(T)

o,rell

(Z Liceptad(o) (0 ) (Z Leeptad(r)p (T )>

ocll Tl
= p(e)u(e)

= p(e)’

Man erinnere sich daran, daf x4 ein Flufl von r nach IT ist und damit u(e) =0
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ist, falls e auBlerhalb von II liegt. Mit der obigen Umformung wird (5.10) zu:
E[S2] =1+ ) R(e)u(e)* =1+ E(u) (5.11)

ecT
wobei E(u) die in Definition 6 definierte Energie von g ist. Das Thompson-
Prinzip aus Satz 3 besagt, da} die rechte Seite von(5.11) vom unit current
flow minimiert wird. O

Beweis von Satz 20. Wir erwarten, dafl Information zwischen u, und up
iibertragen wird, wenn es moglich ist, einen Schétzer S,, zu konstruieren, der
u, anhand der Belegung in uyp mit einer Wahrscheinlichkeit > % schétzt. Die
Verbindung zwischen S, und der Information Ifu,,ur] schafft nun Lemma 3,
das die Information mit dem D,-Abstand in Verbindung bringt.

Wir setzen X := S, (U'). Damit werden v, v_ und v aus (3.4),(3.5) und (3.6)
Zu:

vi(2) =P[S (@) |ur = +1] , v-(2) =P[S; (2) |ur = ~1]

W(z) = gvs(@) + 3v-(x) = PS; (@)

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir aus der Kombination von Lemma 4
und Lemma 3:

1wy, un] = Dr(vy,v-) (5.12)

1
Z § 'D)2<(V+7V—) (513)

(5.14)

SE[S2]

N =
W
o
=

Y
DO |
—_
_l_
=
a@
R
=
=
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In den Umformungen von (5.12) zu (5.13) und (5.13) zu (5.14) haben wir die
Ungleichungen aus Lemma 3 benutzt, die einerseits Dy und Di miteinander
vergleichen und andererseits zeigen, daf3

2 (Zﬂw@—V@OQ

zeX
4 5 2?v(x)
zeX

ist. O

(Dx (v, v-))

Wir kénnen eine untere Schranke fiir den Informationsflufl zwischen Wurzel
und einem Cutset angeben. Die untere Schranke wird dabei durch den effek-
tiven Widerstand in einem elektrischen Netzwerk bestimmt, dessen Kanten
geeignete, von « abhéingige Widerstéinde haben. Man wird erwarten, dafl der
effektive Widerstand dieses Netzwerkes neben o wesentlich von der Branching-
Number des Baumes abhingt. Wir zeigen dies im Beweis von Satz 12.

5.1.2 Unabhéingige Version und Dominanz

Das folgende Lemma liefert eine obere Abschitzung fiir die Information im
Broadcasting-Modell. Wir werden diese Abschéitzung verwenden, um die kri-
tische Interaktion fiir Informationsflu8 zu berechnen.

Lemma 5. Sei (UK, A, P)das Broadcasting-Modell auf T mit Fehlerwahr-
scheinlichkeit € (bzw. Interaktionsstirke o).
Dann gilt fiir jeden Cutset II C (< T"):

I, ue] < Tup,ug) <Y 677 (5.15)

oell o€ell

Dabei ist 0 =1 —2¢ (bzw. § = g—ﬁ)

Um diese Aussage zu beweisen, betrachten wir eine verallgemeinerte Version
des Broadcasting-Modells. Bisher hatten die den Kanten zugeordneten Zufalls-
variablen 7, alle die gleiche Verteilung. In diesem Abschnitt heben wir diese
Einschrankung auf.

Sei dazu (1.), e € Et eine Familie unabhéingiger, aber nicht notwendigerweise
identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten in {—1,+1} und

Pln.=—-1]=e
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Wie bisher gilt fiir die Spins der Knoten:

Uy = Uy - H Ne (5.16)

ecPfad(r,0)

Auflerdem setzen wir wie immer:
O :=E[n.] =1-—2¢,. (5.17)

Wir bezeichnen das auf diesen Zufallsvariablen basierende Modell als verall-
gemeinertes Broadcasting-Modell auf T.

In den néchsten Sétzen seien die erwdhnten Broadcasting-Modelle stets sol-
che verallgemeinerten Versionen. Desweiteren meinen wir, wenn wir von einem
Baum sprechen, immer einen Baum mit einer den Kanten zugeordneten Fa-
milie von Zufallsvariablen 7.,e € Er, die durch die Flipwahrscheinlichkeiten
der Kanten festgelegt sind.

Eine Schwierigkeit in der Berechnung von I[u,, ut=| besteht darin, daf§ sich die
Knoten der n-Sphére nicht nur iiber die Wurzel beeinflussen. Bedingt auf den
Zustand der Wurzel, sind die Spins nicht unabhéngig, sie kénnen auch iiber
andere Knoten interagieren. Wir werden nun zeigen, daf} sich diese Informati-
on jedoch durch die Information im Broadcasting-Modell auf einem einfacher
handhabbaren Baum abschétzen l48t.

Zunichst sagen wir, was wir unter einer unabhéngigen Version eines Baumes
verstehen wollen.

Definition 24. Sei T ein endlicher Baum. Jeder Kante e von T sei eine
{—=1, +1}-wertige Zufallsvariable n. zugeordnet. Wir sagen dann, ein endlicher
Baum T mit Zufallsvariablen n; ist eine unabhiingige Version von T, wenn
folgendes gilt:

1. Fir alle 5,7 € 0T gilt: AT =7.

2. Fiir jeden Ast in T gibt es genau einen Ast in T, wobei die den Kanten
zugeordneten ns so verteilt sind wie die ne.

Offensichtlich sind die Spins der Krone von T, bedingt auf den Zustand der
Waurzel, unabhéngig. Wir werden auch erwarten, dafl die Information zwischen
ur und ugr kleiner ist als die Information zwischen wuz und wug,g, denn die
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€6 €7 €8

Abbildung 5.1: Ein Baum T und seine unabhiingige Version T

zusiitzlichen Kanten in T erzeugen eine grofere Zufilligkeit in der Verteilung
von uyg. Der Schliissel zum Beweis dieser Vermutung liegt in der Dominanz
des Paares (u,,uys) tiber das Paar (u,,usr).

Wir werden in Satz 24 nachweisen, dafl diese Dominanz tatséchlich gilt. Um
den Beweis des Satzes kurz zu halten und um das Beweisprinzip deutlicher
zu gestalten, zeigen wir zunéchst, dafl die gesuchte Eigenschaft in einfachen
Spezialfillen gilt.

Im ersten Satz befassen wir uns mit dem einfachsten Fall eines Baumes und
seiner unabhéngigen Version.

Satz 21. Seien S und S die Biume mit den den Kanten zugeordneten Fehler-
wahrscheinlichkeiten, wie sie in Abbildung 5.2 gezeigt sind. Dann dominiert
das Paar (ur,uyg) das Paar (u,,uas).

Wir haben in der Definition des Dominanz-Begriffs gefordert, daf} alle Zufalls-
variablen auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Im folgen-
den denke man dabei an das Produkt der Rdume, die durch die Broadcasting-
Modelle auf den beiden Baumen gegeben sind.

Beweis von Satz 21. Wir miissen zeigen, dafl es eine Ubergangsmatrix von
usg nach upg gibt, die die Eigenschaften aus Definition 17 erfiillt. Dazu setzten
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wir, wie in Gleichung (5.17) vereinbart:
0:=En]=1-2¢ 01 :=E[m]=1-2¢, 03:=E[n.,]=1-2¢

Auflerdem definieren wir

02

1 =
1+

)

q:= 5

p sei eine geeignet zu wihlende Wahrscheinlichkeit.

Wenn wir 2% und U als {(1,1),(1,-1),(—-1,1),(—1,-1)} anordnen, dann
garantiert folgende Ubergangsmatrix die gesuchte Dominanz von (ur, ugg)
iiber (u,,uss):

pt(1=plg (1-p)(1-q) 0 0
Do pt(1=p)(1-q  (1-pg 0 0
0 0 p+(1-p)1—q) (1-p)
0 0 (1=p)1=q) p+(1=p)

Bevor wir nun nachweisen, dafl eine geeignete Wahl von p sicherstellt, daf}
diese Matrix die in Definition 17 geforderten Eigenschaften erfiillt, wollen wir
kurz den zufélligen Mechanismus erklédren, der durch sie beschrieben wird.

Dazu sei z eine von den Spins unabhéngige Zufallsvariable mit Werten in
{=1,+1} und E[2] = z—f. Damit ist die Verteilung von z festgelegt:

P[z:+1]:%(1+9—1)=q
P[z:—l}:%(l—Z—i)zl—q

Wenn nun b = (by, bz) eine Belegung von ug ist, so beschreibt die Ubergangs-
matrix D, dafl mit Wahrscheinlichkeit p die Belegung von ugg ebenfalls b ist.
Mit Wahrscheinlichkeit 1 — p ist die Belegung (b1, z - b2). Wir schreiben dies
als:

(Usy, Usy) mit W’keit. p

(Us,,uz,) — (1", u2”) == (5.18)
(usy, 2z - uz,) mit Wkeit. 1 —p
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€1 €1 €2 \ €2 €1 | €1 €2 | €2

01 02 01 02

Abbildung 5.2: Die Béume S und S aus Satz 21

Der Spin von &1 wird stets {ibernommen, der Spin von 69 wird mit einer gewis-
sen Wahrscheinlichkeit iibernommen oder aber durch den Spin in o; ersetzt,
wobei vorher noch durch ein zusétzliches Experiment entschieden wird, ob er
geflippt wird. Die Wahrscheinlichkeit des Flippens héangt dabei davon ab, ob
ugz, gleich ug, ist oder nicht.

Die Ubergangsmatrix gleicht die gréfere Zufilligkeit in der Verteilung von u 53
aus. Sie tut dies so, dal die auf den Zustand der Wurzel bedingten Verteilun-

gen von ugs und uyg iibereinstimmen.
Es bleibt noch zu zeigen, daf§ D die in Definition 17 geforderten Eigenschaften
erfiillt. Wir miissen iiberpriifen, ob fiir ¢ € {—1,+1} und b € U gilt:
Plugs =blu, = (] = Y r(e,b) - Pluyg = c|u, = (]
ceuds

Wir benutzen dazu die Darstellung aus (5.18). Danach miissen wir zeigen, dafl
fir ¢ € {—1,41} die auf u, = ¢ bedingten Verteilungen von (u1*,us*) und
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(Ugy, Uy, ) libereinstimmen. Es geniigt, die Erwartungswerte entsprechender
Produkte zu betrachten. Wir verwenden die Produktdarstellung aus (5.16)
und erhalten:

Eu,] =0
Eus,] = 0 = Elu"]
Elu,,] =0
= Efus’]
= p- Elug,] + (1 - p) - E[z] - Efus,]

= Bluz] + (1= p) - 3 Blua,] = Bluo’]

E[urto, Ug,| = Eltr - trnete; + urmene,]
= E[u,”] - E[1¢’] - 616
= 0-E[nZ] - 6102
—0
Eluyui*ug*] = p - Eluyus, us,] + (1 — p) - Eluyus, - 2 - ug,]
= p - Elur - urnene, - urnene,] + (1 — p) - Eluy - urnene, - 2 - urnene,]
= E[u,’] - (p- Elnenenz,ne,] + (1 — p) - Elne’ne,” - 2])
=0
E[u,uq, ] = Eluy - upnene, | = E[uTQ] -00, = 00,
E[u,u1*] = Blu,us,] = Elu, - unene, ] = Elu,?] - 061 = 66,

Elu,uq,] = 002
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Eluq, to,] = Elurnene, - urnene,]

= E[u,”] - E[17] - 016

— 6,6, (5.19)
Elui*ue*] = p - Elus,uz,] + (1 — p) - Elug, - 2 - us,]

= p- Elummene, - urnene,] + (1 — p) - E[umnene, - 2 - upnene, |

0
=p- 6260105+ (1 —p) - 9—2 (5.20)
1
Damit auch die beiden Ausdriicke aus Gleichung (5.19) und Gleichung (5.20)
iibereinstimmen, miissen wir p geeignet wéhlen:

Elug, g, = Elus*us”]

0
— 0102 = p- 620165 + (1 — p) - 9—2
1
02 —1
S 21
= = g1 (5.21)

Die Matrix D erfiillt mit der Wahl von p aus (5.21) die in der Definition der Do-
minanz geforderten Eigenschaften, also dominiert (u,,u,g) das Paar (u,,uas).
Insbesondere kénnen wir fiir jede Wahl von €, €1, €5 eine solche Ubergangsma-
trix D = D¢, ¢, konstruieren, die die Dominanz gewéhrleistet. O

Fiir den einfachsten Fall einen Baumes und seiner unabhéngigen Version haben
wir gezeigt, dafl das Paar (u,,u,g) das Paar (u,,ups) dominiert. Korollar 2,
das die Dominanz mit der gegenseitigen Information in Bezug setzt, sagt, daf3
damit Ifu,, uyg] > Ifuy, usg] ist. Diese Abschitzung moéchten wir fiir beliebige
endliche Bédume nachweisen.
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Zunéichst wenden wir uns Biumen zu, die S und S sehr #hnlich sind.

Satz 22. Seien V und V' die Biume, die man erhdlt, wenn man an die Wurzel
jeweils den gleichen endlichen Teilbaum heftet. Dann gilt, (u,, ugy:) dominiert

(uTa UBV) .
Beweis. Wir bezeichnen die Kronen der angehefteten Baume als C' und C’,
wie dies in Abbildung 5.1.2 geschehen ist.

uc und ucr sind bedingt auf den Spin der Wurzel unabhéngig von den Spins
in den anderen Knoten der Krone. Auflerdem sind die Verteilungen von uc
und ucr gleich, da die Teilbdume, aus denen sie stammen, identisch sind.
Die Eintrige der gesuchten Ubergangsmatrix hingen also nur den Belegungen
auflerhalb von C' und C” ab.

Wenn wir U = U als {c1, ..., ¢, } anordnen und analog U2V = Y%V als
{(171761)7(17_1701)7(_171701)7(_17_1761)7(171762)7-"7(_17_17671)}

anordnen, ist

D 0 0

. . 0 D i :

D :=De¢g¢ e, := (5.22)
. . . 0
0 0 D

die Ubergangsmatrix, die die Dominanz von (u,,usy) iiber (u,,ugy) garan-
tiert. Dabei ist D die 4 x 4-Matrix aus dem Beweis von Satz 21.

D erfiillt die gesuchten Eigenschaften, denn die Verteilung von ugs wird nicht
verindert, und auf den anderen Knoten werden die Gewichte so umverteilt,
wie es die Untermatrix D beschreibt. Von D wissen wir aus Satz 21, daf} dies
auf die richtige Art geschieht. O

Ein #hnliche Uberlegung wie diese wird uns auch im néchsten Beweis hilfreich
sein. Wir werden dort zeigen, dafl die entsprechende Dominanz fiir jeden endli-
chen Baum T und seine um einen Pfad unabhdngigere Version gilt. Definieren

wir zunéchst, was wir darunter verstehen wollen:
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o1 o9 C

Abbildung 5.3: Die Baume V und V' aus Satz 22

Definition 25. Sei T ein endlicher Baum, der nicht gleich seiner unabhdngi-
gen Version ist. Sei 7 € T der der Wurzel am ndchsten gelegene Knoten, der
mehr als einen Nachkommen hat. Gibt es mehrere solcher Knoten, so sei T
ein beliebiger, aber fest gewdihlter. A seien die Bldtter in der Krone von T,
die von einem fest gewdhlten Nachfolger von T stammen. B seien die Bldtter
der Krone, die von den anderen Nachfolgern von T stammen und C seien die

Bldtter, die nicht von T abstammen.

Der Baum T’ habe in Bezug auf Grifle und Tiefe die gleiche Krone wie T.
Auch der Teilbaum mit Blittern C' sei identisch zu dem Teilbaum in T, der
die Krone C hat. Der Pfad von r zu T wird in T’ durch zwei identische Kopien
(in Bezug auf Pfadlinge und Flipwahrscheinlichkeiten der Kanten) von r zu
7' bzw. von T zu T ersetzt. An ' wird nun der Teilbaum aus T geheftet, dessen
Blitter A sind, an T wird der Teilbaum mit den Bldittern B geheftet.

Dann nennen wir T eine um einen Pfad unabhingigere Version von T.

Abbildung 5.4 zeigt einen Baum und seine um einen Pfad unabhéingigere Versi-
on. Ein Beispiel hierfiir haben wir bereits in Satz 22 kennengelernt. Dort haben
wir auch schon die Dominanz nachgewiesen, die wir nun allgemein feststellen:
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A B C Al B’ C’

Abbildung 5.4: Ein Baum und seine um einen Pfad unabhéngigere Version

Satz 23. Sei T ein endlicher Baum, der nicht gleich seiner unabhdngigen
Version ist. T' sei die um einen Pfad unabhdingigere Version von T. Dann

wird (uy, ugt) von (u,, ugr) dominiert.

Beweis: Bevor wir die Ubergangsmatrix von ug zu ugr angeben, wollen wir
die Verteilung dieser Zufallsvariablen etwas genauer betrachten. Wir definieren
dazu fiir ¢ € {—1,+1}:

€ :=Plu; # (lur = (] = Pluy # (|uy =] = Pluz # (u, =¢]  (5.23)

€ ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl das Signal der Wurzel in 7 geflippt
ankommt. Weiterhin definieren wir fiir a € U4, b € UE:

p+(a) == Plua = alur = +1] = Plua = a|uy = +1]
p—(a) :=Pluag =alu, = -1 =Plugy = a|u = —1]

q¢—(b) :=Plup =b|u, = —1] =Plup = b|us = —1]
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Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir

Plus = a,up = b|ur = —1]
= (1 —¢)-p-(a)g-(b) +€-py(a)g(b) (5.24)
7 (1= e)p—(a) + epr(a)) - (1 = €)g—(b) + eq1-(b)) (5.25)
=Plug = a,up =blu, = —1]

Da u¢ und uer bedingt auf den Spin der Wurzel unabhéngig von den Spins
der anderen Bléitter sind und ihre Verteilungen iibereinstimmen, gilt fiir jedes
ceU® und ¢ € {~1,+1}:

Plug = a,up = byuc = c|u, = (] # Pluar = a,up = b,ucr = c|u, = (|

Wie wir nicht anders erwartet haben, sind die auf v, = ¢ bedingten Vertei-
lungen von ugt und ugr nicht gleich. Es zeigt sich aber, daf3 die bedingten
Wahrscheinlichkeiten bestimmter Ereignisse gleich sind. Wir benutzen im fol-
genden mit a € U4, b € UB,c € U die abkiirzende Schreibweise:

{iaa ib} = {((1, b)? (a7 _b)a (_a7 b): (_av _b)}
{£a, £b,c} :={(a,b,c),(a,—b,c),(—a,b,c),(—a,—b,c)}
Die auf w, = ¢ bedingten Wahrscheinlichkeiten von ugr € {£a,+b,c} bzw.

ug € {*a,xb, c} sind gleich.
Dies zeigt die folgende Rechnung, die die Darstellung aus (5.24) verwendet:

Pl(ua, up) € {£a,£b} |uy = —1] (5.26)
= (1 —¢e)p—(a)g—(b) + epy(a)qy(b)

+ (1 —€e)p—(a)g-(=b) + ep4(a)q4 (—b)

+ (1 = €)p—(—a)g—(b) + ep+(—a)q(b)

+ (1= e)p-(—a)g-(=b) + epy(—a)q+(-b)

= p—(a)g-(b) + p-(a)q+(b) + p1(a)g-(b) + p1(a)q+ (D) (5.27)
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Auf T’ erhalten wir mit der Darstellung aus (5.25) in einer #hnlichen Rech-
nung:

P[(uy,us) € {*a, b} |u, = —1] (5.28)
= [(1 = e)p—(a) + epr(a)] - [(1 — €)g-(b) + eq1 (D))

+[(1 = e)p—(a) + epr(a)] - [(1 — €)g—(=b) + eq4 (=D)]

+ (1 = e)p-(=a) + epy(=a)] - [(1 — €)g-(b) + eqy.(b)]

+ (1 = e)p—(—a) +epy(=a)] - [(1 — €)g-(=b) + eq1(-b)]
= p-(a)q-(b) +p-(a)q+(b) + p1(a)q-(b) + p1(a)g4+ (D) (5.29)

Da u¢ und uer bedingt auf den Spin der Wurzel unabhéngig von den Spins
der anderen Bléatter sind, folgt:

Plugr € {+a, b, c} |u, = —1] = Plugr € {+a,£b,c}|u, = —-1]  (5.30)
Dies bedeutet, daB die gesuchte Ubergangsmatrix nur die Gewichte auf den
Ereignissen in {£a, +b, ¢} umverteilen muf.

Um die Ubergangsmatrix angeben zu konnen, miissen wir eine Anordnung der
Zusténde in UOT festlegen. Wir ordnen dazu U4 als {a1, —ay, ..., an, —an }, UP
als {b1, —b1, ..., by, —bp } und UC als {1, ..., ¢} an. UPT = U2’ das Produkt
dieser Mengen, ordnen wir als

uaT - {<a17 b17 Cl)7 (a17 _b17 Cl)7 (_a17 bl,Cl), (_a17 _61761)7 (CLl, bl) 62)7 }

an. U?T sei ebenso angeordnet.
Beziiglich dieser Anordnung hat die gesuchte Ubergangsmatrix die Form:

D:I:al,:i:bl 0 0
, 0 Dig, +b,
D = (5.31)
0
0 0 Dian,ibm
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Dabei sind die D4, +p, 4 X 4-Matrizen, deren Eintrédge nur von der Belegung
auf A und B bzw. A’ und B’ abhéingen.

Wir widmen uns nun dem Aufbau dieser Untermatrizen und werden dabei
sehen, daf} sie den Matrizen D aus Satz 21 entsprechen, wenn wir €, €1 und €
geeignet wahlen.

Seien a € UA, b € UB, c € UC fest gewiihlt. Wir definieren:

S X ) 0 =12 (5.32)

py(a) +pi(—a)’

q+(=b)
q+(b) + q+(=b)’

€9 1= Oy :=1—2¢ (5.33)

Durch Umbenennung von a zu —a bzw. von b zu —b ist es stets moglich, die
Bezeichnungen so zu wihlen, dafl 0 < e; < €9 ist. Sei diese Wahl geschehen.

Seien nun V und V' die Bdume aus Abbildung 5.1.2, wobei die Teilbdume
mit Krone C' bzw. C’ die entsprechenden Teilbdume aus T und T’ sind. Die
Flipwahrscheinlichkeiten an den iibrigen Kanten von V und V'’ seien € aus
Gleichung (5.23) sowie €1 und €3 aus den Gleichungen (5.32) und (5.33).

Dann sind folgende bedingte Wahrscheinlichkeiten auf V und T gleich:
P[Ucrl =Lus, =—1 ‘ Uy = 1]
= (1 — 6)(1 — 61)62 + 661(1 — 62)

—(1—¢ p+(a) ) q+(=b)
p+(a) +pi(—a) q+(b) + q+(-b)

p+(—a) . q+(b)

@ +p(—0) 41 () + 4 (D)

=Plug = a,up = —b| (ua,up) € {*a, £b},u, = 1]
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Diese Ereignisse haben auch auf T/ und V' die gleichen bedingten Wahrschein-
lichkeiten:

Pluy, = 1,up = —1|u, = 1]

1

= (1=l —e) +eer) - (1 - e)ea + (1 — €2))

(1. p+(a) . Pr(=a)
- (“ ) or(@ toe(a) | pala) +p+<—a>>

N ) 9+
<(1 q+(b) + g+ (=) " q+(b) + Q+(—b)>

= P[UA/ =a,up = —b| (UA/,UB/) € {:I:a, :I:b},ur = 1]

Wie auch zuvor, bedeutet dies fiir jedes ¢ € UC:

Pluy, = 1, ug, = —1,uc = c|u, = 1]

=Plua =a,up = —b,uc = c|u, =1, (ua,up,uc) € {£a, +b, c}]
Pluy, = 1,up = —1ucr = c|u, = 1]

=Pluy = a,up = —byucr = clu, =1, (ugr,upr,ucr) € {£a, +b, c}]

Die Gleichheit dieser bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt auch fiir alle anderen
Belegungen aus {+a,+b,c} und {£1,+1, ¢}, wenn wir die Zuordnungen

a1, b1

wiéhlen. Dies folgt mit ganz dhnlichen Rechnungen, ist aber auch nach Kon-
struktion von V und V' klar.

Die Dominanz von (u,,ugy’) tiber (u,,ugy) wird durch die Matrix D aus
(5.22) gewiihrleistet. Diese Matrix verteilt fiir ¢ € U jeweils die Gewichte
auf {£1,+1, ¢} um. Die Untermatrix D4, 4+, mufl die Gewichte genauso auf
{+a, £b, ¢} umverteilen wie die entsprechende Untermatrix in D.

Wir setzen also mit den Werten von €, €; und ez aus (5.23), (5.32) und (5.33):

D:I:a,:l:b = DE,El ,€2
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Wir zeigen nun, dafl diese Wahl die Dominanz gewé&hrleistet.

Wegen der Form von D aus (5.22) und D’ aus (5.31) gilt:

~

d(y) (]-a]-ac)) 75 0 = yE {ilvilvc}
Die oben gezeigte Gleichheit der bedingten Wahrscheinlichkeiten auf V und T
gestattet nun folgende Rechnung, bei der ¢ € {—1,+1} ist:
P[uaT = (CL, b7 C) |u7’ = CauaT € {ZlICL, ib: C}]
= Plugy = (1,1,¢) | ur = (]

= Y #y,(1,1,0) - Plugy: = y | up = (]

yeuav

= Z 7y, (1,1,¢)) - Plugy: = y | u, = (]

ye{£l,£1,c}

= Z r(y, (a,b,¢)) - Plugr = y|ur = (,ugr € {£a,+b, c}]
y€{ta,xb,c}

= Z r(y, (a,b,c)) - Plugr =y |u, = (,ugr € {xa,+xb,c}|] (5.34)

yeuaT/

Nun ist

P[uaT = (CL, b> C) |u1” = C] = P[U{)T = ((Z, ba C) ’UT = C)uaT’ € {:l:CL, :tba C}]

- Plupr € {+a,+b, c}]
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Da nach (5.30) die auf u, = ¢ bedingten Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse
ugr € {£a,+b,c} und vy € {+a,+b,c} gleich sind, folgt:

P[“@T = (a7 bv C) ’uT = C]

= Z d(y, (a,b,c)) - Plugr =y |uy = (,upr € {£a, £b, c}]
yeuaT/

’ P[uaT € {:l:a’ :l:b> C} | Uy = d

= Z d(y, (a,b,¢c)) - Plugr =y |uyr = ¢, ugr € {£a,+b,c}]

yeuaT/

- Plugr € {xa, b, c}|u, = (]

= Z d(y, (a,b,c)) - Plugr =y |u, = (]
yGZ/{BT/

Dies bedeutet, da (u,, ugr) von (u,,ugr) dominiert wird. O

Wir haben bewiesen, dafl die gesuchte Dominanz fiir jeden endlichen Baum
und seine um einen Pfad unabhéngigere Version gilt. Eine direkte Konsequenz
ist der folgende Satz.

Satz 24. Sei T ein endlicher Baum und T seine unabhingige Version. Dann
wird (U, ugt) von (ur,uyq) dominiert.

Beweis. Es gibt Biume Ty, ..., T, mit Ty = T und T,, = T, sodaBl T;1 eine
um einen Pfad unabhéngigere Version von T; ist. Nach Satz 23 gilt die gesuchte
Dominanz zwischen T; 41 und T;. Wir nennen die zugehorige Ubergangsmatrix
D;. Dann ist

D:=D;-...- D, (5.35)

eine Ubergangsmatrix von u o7 nach ugr, die die Dominanz von (u;, uyg) iiber
(ur, ugr) garantiert. O
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Als eine Folgerung aus Satz 24 erhalten wir die gesuchte obere Abschitzung
fir die Information zwischen Spin der Wurzel und den Spins der Krone auf
einem endlichen Baum:

Korollar 10. Sei T ein endlicher Baum und T seine unabhingige Version.
Dann gilt fiir die Spins in den Broadcasting-Modellen auf T und T:

I, ugr) < Tur,ugg) < O Tup,up] < ) 6717 (5.36)
cedT o€dT

Beweis. Nach Satz 24 dominiert das Paar (u,,uyq) das Paar (u,, ugr). Diese
Dominanz bedeutet mit Korollar 2, daf§ die Information zwischen u, und uy
grofler ist als die Information zwischen u, und ugp. Damit ist die erste Un-
gleichung bewiesen.

In T schneiden sich die Aste nur in der Wurzel. Bedingt auf den Spin der
Wurzel sind die u,/,0’ € T’ unabhiingig. Die zweite Ungleichung ist somit
eine Konsequenz aus Lemma 2.

In Satz 11 haben wir gezeigt, dafl im Broadcasting-Modell folgende Abschét-
zung fiir die Information gilt:

I[u,, uy] < Eluyu,)? = 6%°
Dies sichert die dritte Ungleichung. U

Nun kénnen wir den noch ausstehenden Beweis von Lemma 5 leicht fiihren.
Wir miissen nur einen geeigneten endlichen Ausschnitt in T, der jetzt wieder
ein Baum ohne endliche Aste ist, betrachten:

Beweis von Lemma 5. Sei II ein Cutset in T und n € N so gewéhlt, daf3
IT c<T™ ist.

Das Broadcasting-Modell ist ein Markov-Feld, und daher ist w, — u — wpn
eine Markov-Kette. Mit dem Data-processing-Lemma folgt:

Iup, upn] < Iy, urm] (5.37)

Wir stellen uns nun vor, daf§ alle Kanten und Knoten, die auflerhalb von II
liegen, aus T entfernt werden. Den so entstandenen endlichen Baum nennen
wir T, seine unabhéngige Version T\.
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Aus der Definition der unabhingigen Version folgt, daB die Krone von T, in
Bezug auf Anzahl und Tiefe der Knoten identisch zu II ist. Damit gilt:

Zl[ur,ug] = Z [ur, o]

UGH O'GBT*

Mit Korollar 10 folgt nun

Iy, un] = Iuy, ugr,] < Z I[uy, ug) = Zl[ur,ug] < Z g2l = Z g2l

o€dT. o€ll o€dT. oell

Die Kombination dieser Abschitzung mit (5.37) beweist die Behauptung:

Iup, upn] < Ty, un] < Z G
o€ll

O

Wir haben in diesem Abschnitt eine obere Abschitzung fiir die Information
zwischen dem Spin der Wurzel und den Spins der Knoten eines Cutset nach-
gewiesen. Da die n-Sphére T™ auch ein Cutset ist, haben wir damit auch eine
Abschétzung fiir Iu,, wpn].

Die obere Schranke ist eine Cutset-Summe, wie sie auch in der Definition
der Branching-Number (Definition 1) auftaucht. Wir kénnen also erwarten,
daf3 sich der kritische Wert fiir Informationsflufl durch die Branching-Number
ausdriicken 148t.
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5.1.3 Kritische Interaktion fiir Informationsflufl

Die Abschitzungen des Informationsflusses nach oben und nach unten ermogli-
chen es uns, nun die Aussage iiber die kritische Interaktion zu beweisen. Wir
rekapitulieren nocheinmal die zu beweisende Aussage:

Satz 13. Im Broadcasting-Modell mit Interaktionsstirke o gilt fiir die Infor-
mation zwischen Spin der Wurzel und den Spins der n-Sphdre:

lim Ifu,,urn] =0, falls o < o g
n—oo
lim Ifu,,urn] >0, falls o > o g
n—oo
wobei
vVbrT + 1
g = Y22 (5.38)
vbrT —1
1st.

Beweis. Wir erkldren kurz, wieso der Grenzwert von I[u,,us] fiir n — oo
existiert, bevor wir zeigen, dafl a. ; kritisch fiir Informationsflufl ist.

Die Markov-Feld-Eigenschaft des Broadcasting-Modells garantiert, dafl fiir
n,m €N mit n > m u, — upm — upn eine Markov-Kette ist. Das Data-
processing-Lemma liefert:

Iy, wpn] < Tup, upm|

I[uy, wpn] féllt monoton in n. Dies sichert die Existenz des Grenzwertes. Ins-
besondere ist wegen der Monotonie

inf Ifuy, upn] = lim I[u,, upn]
n>1 n—00

Wir zeigen, dafl obiger Grenzwert wesentlich von der Interaktionsstirke des
Modells abhéngt. Dazu verwenden wir die obere und untere Abschétzung aus
den Sétzen 20 und 5.

Sei o > ac,r = Y2 Damit ist

L a—1\"? [acr—1\?
0= = < | —— = brT
a+1 aer+1
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Nach Satz 1, der die Branching-Number eines Baumes mit einem elektrischen
Netzwerk in Verbindung bringt, hat das Netzwerk auf T, in dem jede Kante
die Leitfahigkeit

Cle) := (972)~lel = g2lel

erhilt, endlichen effektiven Widerstand. Vermoge des Rayleigh-Prinzips aus
Satz 2 hat das Netzwerk, in dem jede Kante die Leitfahigkeit

2le
Cle) := o2 > 02l = C(e)
1—62

erhilt, ebenfalls endlichen effektiven Widerstand Reg(r, OT). Mit Satz 20 gilt:

1 1
; > lm = - — &
Jm Tup, ups] 2 lim o -5 FRep (T 0

Sei nun a < a, . Damit ist 0 = g—ﬂ > brT~ /2 und 672 < brT. Mit der
Definition der Branching-Number folgt:

inf o2l = o
IICT

oell
Lemma 5 liefert:
lim Iu,,upn] = inf I[u,, upe] < inf 92l = ¢ (5.39)
n— o0 n>1 IIeT ool

O
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5.2 Eine kritische Interaktionsstiarke fiir Phaseniiber-
gang

Hier wollen wir uns etwas intensiver mit der Frage beschéftigen, wann die
Randbedingungen der Plus-Phase den Spin der Wurzel beeinflussen.

Wir werden sehen, dafi die beiden Fille P*[u, =1] = Plu, = 1] und
P*[u, = 1] > P[u, = 1] durch einen kritischen Parameter getrennt sind.

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, fithren wir eine Funktion ein, die wir

verwenden werden:

Lemma 6. Sei o > 1 und die Abbildung g, : RT™ — R definiert als:
ar +1

Jai @ galw):=— g (5.40)
Weiterhin sei 0 definiert als
a—1
0:= 5.41
a+1 ( )
Mit diesen Bezeichnungen gilt fir alle x > 1
1 <ga(z)<a (5.42)
zarr < go(z) < 2f (5.43)
Abbildung 5.5 zeigt eine Skizze von g, fiir « = 2.
Beweis. Betrachten wir zuerst einmal die Ungleichung (5.42). Es gilt:
r>1
— z(l—a)<1l-«
SSa r+aoa<ar—+1
ar +1
= 1< = 5.44
<2 @ (544
Weiterhin ist g, (z) fiir > 1 streng monoton wachsend, denn es gilt:
- 1 21
g;(x):a(x—l—oz) (arx+1)  «a >0 (5.45)

(x + «)? (x 4+ «a)?
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SchlieBllich erhalten wir als Grenzwert fiir x — oo
lim go(z) =« (5.46)
r—0o0

Insgesamt gilt also:

1 <ga(r) <

Wenden wir uns jetzt der Ungleichung (5.43) zu. Zunéchst ist:

( ) le%¥ 1
€T =
Jox r+aoa T+«
=2 4T gt (5.47)
T+« T+«
> gats . g Vate (5.48)
— pats

Die Umformung von (5.47) nach (5.48) verwendet eine gewichtete Form der
wohlbekannten Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem Mit-
tel, wie sie zum Beispiel in [4] zu finden ist.

Andererseits gilt fiir alle z > 1:
xr X

logga(x)Z/CZ(logga( ))dtzl/gal(t) - g (t) dt

1

€T

_/t+a a2—1_/ o? -1

S oat+1l (t+a)2 ) alt—1)2+ (a+1)%
1 1

T

o —1 / -1 1
- —dt
(a+1)2t a+1 t

/ —dt log 27
1
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Aufgrund der Monotonie der log-Funktion ist dies gleichbedeutend mit:

ga(l') < 5130

O

Wir werden nun die Aussage iiber die kritische Interaktionsstérke fiir Einflufl
der Plus-Phase beweisen und dabei auch die Plus-Phase des Ising-Modells bes-
ser kennenlernen. Zunéchst noch einmal die Aussage, die uns auf den néchsten
Seiten beschéftigen wird.

Satz 16. Sei (UK, A, P)das Ising-Modell mit Interaktionsstirke o und sei

 brT+1
Qb == brT —1
Dann gilt
1 +
Plu, =1] = 5 <PTu,=1], fallsa>ac.p (5.49)
1 +
Plu, =1] = 5= P u, =1], fallsa < acp (5.50)

Beweis. Die Vorgabe der Randbedingungen in der Plus-Phase beeinfluf3t die
Verteilung der 7.. Insbesondere geht die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen
verloren.

Wenn man eine Realisierung des Broadcasting-Modells mit der Randbedin-
gung der Plus-Phase (auf einem endlichen Baum) konstruieren will, wird man
mit den Kanten beginnen, die zum Rand fithren und sich dann rekursiv zur
Waurzel hinarbeiten.

Diese rekursive Vorgehensweise charakterisiert auch die folgende Beweisfiih-
rung. Wir werden den Einflu der Plus-Randbedingung auf einen Knoten o
als Funktion desselben Einflusses auf seine Nachfolger ausdriicken. Um die
Aussage des Satzes zu beweisen, schitzen wir diesen Einflu dann durch ge-
eignete Fliisse auf T ab, und kénnen so die Definition der Branching-Number
ausnutzen.

Wir rekapitulieren kurz, wie wir in Definition 22 die Plus-Phase des Ising-
Modells mit Temperatur t eingefithrt haben.
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Abbildung 5.5: Der Graph von g, fiir « = 2

Die Menge aller moglichen Konfigurationen des Broadcasting-Modells auf
(< T") mit der Randbedingung un = +1 ist:

U = {we {-1,+1}="" : wlp = 41}

Jeder Konfiguration aus U™* wird eine Energie H(w) zugeordnet:

Hw)=— Y wlowly

r<o<Tn

Die Zustandssumme aller Konfigurationen w € U™ ist:

ot = Z exp[—Hw] |

weyun+

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir die folgende Darstellung fiir P"™". Fiir
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A CU™T ist:

>_ exp[—H[w]]
Pn’+[A] _ weA

7n+
Die Interaktionsstidrke a zur Temperatur ¢ ist wie in Definition 21:
2
a= exp[;] (5.51)

Wir definieren nun eine Grée Z7 (o), die den EinfluB der +1-Randbedingung
auf den Zustand a im Knoten o mifit:

)= Y ew|; Y wluls

wel™+ o<T<S"

Diese Grofle wird uns helfen, eine Rekursionsgleichung aufzustellen, die den

Einfluf des Randes auf einen Knoten o durch den Einflu8 auf die Nachfolger
von ¢ ausdriickt. Es gilt ndmlich:

Zn(o) = Z exp % Z awl¢ + Z Wtauw ]+

weynt = (<rSn

wo=a

| =
(]
=

B
=

al

= % [ Mew|™k
wey™+ (ea t

wo=a

[ e

= Y | MTew |5 2z

ve{-1,+1}7 \ €T

11 (exp [GTH] 11(¢) +exp [GT_l] Z&(C)) (5.52)

cea

Wir sind im besonderen daran interessiert, wie das Verhéltnis der Randbedin-
gung auf die Spins +1 respektive —1 im Knoten ¢ ist und definieren daher fiir
alle Knoten o € (< T"):

o=
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Ist fn(o) = 1, so hat die Vorgabe der +1-Randbedingung auf der n-Sphire
keinen Einflul auf den Knoten o. f, ist also ein geeignetes Werkzeug, um den
Einfluf der Plus-Phase zu untersuchen. Mit Gleichung (5.52) und der Funktion
Jo aus Lemma 6 kénnen wir nun f, (o) folgendermaflen darstellen:

_ Zil(a)

fnlo) = z" (o)

1] exp[4] - 2%, (¢) + exp[—1] - 2", (¢)
cew exPl=7] - 211 (Q) + expl] - 27 (C)

1 (29)

¢ea

= H 9a(fn(Q)) (5.53)

Cea

Fiir die Wurzel r des Baumes T gilt mit den obigen Bezeichnungen:

_ ZTJZr1(7“)/Zn’Jr
Z(r)/Zm
P u, = +1]
- Pty = —1]

Fiir n — o0, also im thermodynamischen Grenziibergang, erhalten wir:

() = T fo(r) = oot =+

Jim = P, = —1| (5.54)

Zum Beweis der Aussage aus Satz 15 ist die Betrachtung von f lohnenswert,

denn es gilt:
1
P+[uT:+1]:§:P+[ur:—l] = f(r)=1

Wir werden bald sehen, daf3 das Verhalten von f wesentlich von der Interakti-
onsstéirke des Modells abhéingt, denn es gilt:

fr)=1 <  a<apr (5.55)

]
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Damit ist dann auch Satz 15 bewiesen.

Um die gesuchte Eigenschaft von f(r) nachzuweisen, werden wir f,, mittels
geeigneter Fliisse purp und ¢ auf T abschitzen. Wir werden dabei so vorgehen,
da wir fiir einen geeigneten Cutset II die Werte der Fliisse so vorgeben, daf3
die gesuchte Abschitzung gilt.

Sei zunéchst a < o p = Eﬁf}

Mit der Definition von 6 aus (5.41) und der Definition der Branching-Number
aus 1 folgt:

1

- inf lo] — )

a<oep = 0<i — chnKTZG 0 (5.56)
o€ll

Sei n € N fest gewéhlt und sei II C (< T") ein Cutset in T. Wir definieren

nun Ay : (< I1) — R wie folgt

=

o fir o €Il

hi(o) = (5.57)
H_) hr(7)? fir o € (< II)

Fiir o € II gilt unter Verwendung von Ungleichung (5.42):
9a(fn(0)) < o = hi(0)’ (5.58)
Fiir o € (< II) gilt weiterhin mit Ungleichung (5.43):

9o fn(0)) < ful0)" (5.59)

hr ist somit auf den Knoten, die zwischen r und II liegen, eine obere Abschét-
zung fir f,. Dies folgt aus den letzten beiden Ungleichungen, wenn man die
Darstellung von f, aus (5.53) benutzt. Damit gilt auch:

fu(r) < hu(r) (5.60)

Wir benutzen hyp, um einen Flufl pp von r nach II zu definieren:

pri(o) == 0" log by (o)
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prr ist ein Fluf auf (< II), denn fir o € (< II) gilt:

pni(o) = 61 log [H hH(T)al

TET

— gl <Z log [hn(r)9]>

TET

—glol.p. Z log[hm(7)]

TET
=Y pn(r)
TET
Wegen der Baumstruktur von T geniigt dies, um sicherzustellen, da} uy ein

Fluf3 von r nach II ist. Wir verwenden diese Eigenschaft von up und erhalten:

hu(r) = exp [pm(r)]

= exp Z MH(T)]

Lrell

= exp Z gl7! log[a%]]

LTell

(1/9 > 0|T>
= Tell

Wie in (5.56) bereits bemerkt, ist 6 fiir < a.p kleiner als brT~! und mit
der Definition der Branching-Number folgt damit:

<1/9 > 9IT> 0
: — 3 Tell — —
chnlf(T hr(r) = chn[f(T ! =a =1 (5.61)

Gleichung (5.60) gilt fur alle Cutsets II C (< T"). Fiir n — oo erhalten wir

somit:

1< f(r) = nhi& fulr) < HicmfgT hr(r) <1 (5.62)
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Insgesamt haben wir also gezeigt o < ac,p = f(r)=1.

Nun wenden wir uns der Riickrichtung der Aussage zu. Sei f(r) = 1 und
a € R die Interaktionsstéirke des Modells. Wir werden zeigen, dal o < a p
ist.

Sei agp € (0, a] und wie in (5.41) sei

ag— 1 1+ 6
0o := — =
0 o1 W=7y,

(5.63)

Wir werden zeigen, daf 6y < brT~! ist. Hieraus folgt mit (5.63) unmittelbar:

brT + 1

a0<brT—1

= Q¢ p

Wir gehen bei diesem Nachweis dhnlich vor wie bei der schon gezeigten Rich-
tung der Aquivalenzaussage. Wir werden einen Fluf ¢ definieren, dessen
Werte wir fiir einen geeigneten Cutset 1T vorgeben.

Wir befinden uns in der Plus-Phase des attraktiven Ising-Modells. Daher ist
fir alle 0 € T f(0) > 1. Die Voraussetzung in dieser Beweisrichtung der
Aquivalenz ist f(r) = 1. Mit der Rekursionsgleichung (5.53) folgt, daB fiir alle
o€ T gilt:
flo)=1 (5.64)
Wir hatten ag € (0, ] gewéhlt. Damit ist «c = 1. Da nun
lim f,(0) = f(0)) =1
n—oo
ist, folgt, daB es ein ng € N gibt, so da$ fiir alle n > ng und fiir alle ¢ € T!
gilt:
o

Im weiteren sei nun n > ng fest gewéhlt. Damit ist es moglich, einen speziellen
Cutset II zu wihlen, der folgende Eigenschaften erfiillt:

VUe(gﬁ): fn(fT)Sg
g

. o
Voell drpe 7 : fn(To)>a—
0
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Nach Konstruktion ist IT C (< T™).

Um eine untere Abschétzung hp fiir f, angeben zu kénnen, setzen wir

«
a(3)

Mit dieser Bezeichnung sei hg : (< 1) — R* definiert als:

a falls o eIl
hg(o) = ~ (5.65)
[T hp(m)?® falls o e< (1)
TET

Um zu zeigen, dafl hy eine untere Abschitzung fiir f;, ist, betrachten wir die
Félle 0 € IT und o € (< II) getrennt.

Sei o € II. Wir befinden uns in der Plus-Phase des Ising-Modells, daher gilt
fu(7) > 1 fiir alle 7 € T. Mit den Eigenschaften von g, aus Lemma 6 folgt:

Fa(0) = T 9a(£a()) = ga(fa(m0)) > a = hy(o) (5.66)

TET

Sei nun ¢ € (< II). Damit ist z := f,(0) > & und mit (5.43) folgt:

9o (fn(0)) = ga(®)

= fa(o)’ (5.67)

Die Kombination aus (5.66) und (5.67) zeigt, da8 fiir alle o € (< II) gilt:

hﬁ(g) < fn(a)

hj ist eine untere Abschitzung fiir f,,. Nun benutzen wir hg, um einen Fluf
¢ von r nach II zu definieren:

6(0) = 0y loglh(0)]
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¢ ist ein Fluf}, denn es gilt:

o5 = 0 ' log [hyy(0)]

= Gggl log [ H hﬁ(T)GO]

TET

=053 tog [y (1) |

TEDT

= 071" S loglhy(7)]

TET

= 3" 65 log[hy ()]

TET
= ¢5(7)
TET

Wir koénnen somit hg(r) wie folgt schreiben:

hiy(r) = exp [¢(r)]

=exp | > ég(7)
L rell

= exp Z Ggﬂ log(a)

| rell

(5
=a rell

Bei diesen Umformungen haben wir benutzt, dafl die Stérke eines Flusses gleich

der Summe des Flusses durch jeden Cutset ist. Fiir unsere spezielle Wahl des
Cutsets II gilt somit:

1< hg(r)= a(T§ﬁ9°T> < fu(r)
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Fiir n — oo wird dies zu

( E éO‘r>
1 <a\rel < flr)=1
Da a > 1 ist, bedeutet dies, dafl

S oy =0

rell

ist. Insbesondere verschwindet also das Infimum iiber alle Cutsets II C T

=|7|
. 7. 1 _
B =gt S () -0
Tell Tell

Nach Definition der Branching-Number ist nun sofort klar, daf % > brT ist,
womit auch ag < ag, p ist.

Wir haben gezeigt
f(r)=1 <= a<a.p

Nach Konstruktion von f ist damit die Aussage bewiesen. O
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Kapitel 6

Anhang

6.1 Lyons Nachweis der kritischen Interaktion fiir
Spinperkolation in der Plus-Phase

Wir geben hier einen zweiten Beweis von Satz 19 an, der die kritische Interak-
tionsstérke fiir Spinperkolation in der Plus-Phase des Ising-Modells benennt.
Dieser Beweis benutzt keine Aussagen iiber die kritischen Parameter im freien
Ising-Modell. Er entspricht dem Beweis, den Lyons in [7] fithrt, um eine kriti-
sche Temperatur fiir Spinperkolation in der Plus-Phase zu berechnen.

Im Fall freier Randbedingungen war es sehr einfach, die Aussage iiber den kri-
tischen Parameter fiir Spinperkolation zu beweisen. Dies beruhte auf der Tat-
sache, dafl in diesem Fall die Spinperkolation eine Bernoulli-Perkolation ist. In
der Plus-Phase ist die Spinperkolation allerdings keine Bernoulli-Perkolation
mehr, die Vorgabe von Randbedingungen zerstort die Unabhéngigkeit der 7.
Wir fithren eine groflere Klasse von Perkolationen ein, in der wir auch die
Spinperkolation in der Plus-Phase wiederfinden werden.

6.1.1 Quasi-Bernoulli-Perkolationen

Definition 26 ([7]). (7,P) heifit quasi-Bernoulli-Perkolation, wenn es
eine positive Zahl M gibt, so daf$ fiir alle o, 7 € K1 gilt:

Pllo—r),(tor)|(cAT<1)] <

<M-Pllo—=r)|[(cAT1r)]-Pl(r=r)|(c AT 1) (6.1)
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Die Bernoulli-Perkolationen sind natiirlich mit Gleichheit und M = 1 in der
Klasse der quasi-Bernoulli-Perkolationen enthalten.

Durch einfache Umformungen erhalten wir aus (6.1) zwei dquivalente Aussa-
gen, die wir spéater benutzen werden. Mit den gleichen Vorgaben wie oben gilt
fiir eine quasi-Bernoulli-Perkolation fiir alle o, 7 € K:

Pl(c—r)n(r—r)]-PloAnT 1] < MP[o < r|P[1T < 7]
— Plo=r] "Plrer]'"Pllc=r)N(ror))<M-PloAT ]!

Das folgende Lemma macht eine Aussage dariiber, wann eine unendlichgrofie
Zusammenhangskomponente der Wurzel in einer quasi-Bernoulli-Perkolation
positive Wahrscheinlichkeit hat:

Lemma 7 ([8], Theorem 3.1). Sei(7,P) eine quasi-Bernoulli- Perkolation.
Falls

inf Y Plowr]=0 (6.2)
o€ll
ist, dann ist P[|T,| < co] = 1.
Gibt es hingegen positive Zahlen wy, mit Y wy, < 0o, und gilt weiterhin
n>1

inf P .
in %ww [0 —=1]>0 (6.3)

so ist P[|T,| = c0] > 0.

Waihrend der erste Teil der Aussage leicht einsichtig ist und der Beweis nur aus
wenigen technischen Details besteht, ist die zweite Aussage nicht sofort klar.
Thr Beweis benutzt eine Aussage aus der Theorie der elektrischen Netzwerke
auf Graphen und folgende Aussagen iiber uniform integrierbare Folgen von
Zufallsvariablen:

Satz 26 ([12], 13.3a). FEine Folge (X,)nen von Zufallsvariablen ist uniform
integrierbar, falls es eine Zahl K € [0,00) und ein s > 1 gibt, so daf fiir alle
n € N gilt:

E[|X,°] < K (6.4)
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Satz 27 ([12], 13.7). Sei X eine Zufallsvariable und (X,)nen eine zufdllige
Folge. Dann gilt
E[|X,—-X|]|——0 (6.5)

genau dann, wenn beide folgenden Aussagen erfillt sind:

a) X, — X in Wahrscheinlichkeit (6.6)

b) Xy ist uniform integrierbar (6.7)

Beweis von Lemma 7. Aus (6.2) folgt, da es eine Folge {II,} von Cutsets
gibt, fiir die gilt:

ZP[O‘HT]—>O

o€ll, e
= E[[(T, NIL,)|]] —— 0 (6.8)
Mit dem Lemma von Fatou folgt aus (6.8):
lim inf (T, N1L,)| = 0 P-fast sicher
= IT,| < oo P-fast sicher (6.9)

Um die andere Aussage des Satzes zu beweisen, betrachten wir das elektrische
Netzwerk auf T, in dem jeder Kante die Leitfahigkeit

Cle(w,0)) = Plo < 1]

zugeordnet wird.
Sei p nun ein Einheitsflul von r zur Krone von T, der den durch die wy
gemachten Vorgaben p(e) < wy geniigt. Nach Satz 4 hat p endliche Energie:

E(u) =Y p(e)*R(e) = Y u(0)*Plo ]! < oo (6.10)
ecT ceT

Wir konstruieren nun eine Folge X,, von Zufallsvariablen, mit deren Hilfe wir
die gesuchte Aussage zeigen kénnen:

Xy = Z Lgeryp(0)Plo )t (6.11)
oeTn”
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Die Zufallsvariablen X, haben fiir alle n € N Erwartungswert 1:

E[Xn] =E Z 1{o'<—>r}:u'(O->P[0- A T]il
oeTn

= Z E [I{UHT}M(U)P[G A T]_l]
oceTn

— 3" Plo < rlu(o)Plo 1]
ocT™

= ulo)

oeTn
=1 (6.12)

Weiterhin hat X, auch ein beschrianktes zweites Moment:

2
E[X;] =E ( > liperpp(o)Plo — 7“]1)

oeTn

—E Z Li(gorn(reniu(o)u(r)Plo TP s ]!

o,7eT™

= Y wl@u(Plo < 1] Pl <] Plc o) n(r )] (6.13)

o,TeT™

<M w(o)u(T)Plo AT s 7]t (6.14)
o,7eT™

=M Y (Pt > uo)ulr))
[¥|<n o,7€T™ p=0NT

<M > Pl o] u(@)u) (6.15)
|[$|<n

< o0

Die Umformung von Gleichung (6.13) nach Gleichung (6.14) benutzt die Tat-
sache, dafl es sich um eine quasi-Bernoulli-Perkolation handelt. Die darauf
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folgende Umformung ist moglich, da p ein Flufl auf T ist.
Da die Folge X, ein beschrianktes zweites Moment hat, ist sie gleichmé&fig in-

tegrierbar.

Wir zeigen, dafl eine unendlichgrofle Zusammenhangskomponente der Wurzel
positive Wahrscheinlichkeit hat. Dies geschieht mit einem Widerspruchsargu-
ment.

Annahme: |T,| < co P-fast sicher.

Dann ist auch X,, — 0 P—fast sicher. Aus der uniformen Integrierbarkeit
der X,, folgt nun mit Satz 27 E[X,] —— 0. Dies steht im Widerspruch zu
n—oo

Gleichung (6.12), die besagt, dafl der Erwartungswert aller X, 1 ist.

Die Annahme war falsch, also ist:
P[|T,| =o0] >0 (6.16)
L]

Dieses Lemma gibt uns ein Kriterium an die Hand, um quasi-Bernoulli-Per-
kolationen nach unendlichgroflen Clustern zu untersuchen.

Im folgenden werden wir zeigen, dafl Spinperkolation in der Plus-Phase des
Broadcasting-Modells eine quasi-Bernoulli-Perkolation darstellt, und mit Hilfe
von Lemma 7 die Aussage iiber die Existenz von unendlichgrofien Zusammen-
hangskomponenten der Wurzel nachweisen.

6.1.2 Kiritische Interaktion fiir Spinperkolation

Wir beweisen die Aussage iiber die kritische Interaktionsstéirke fiir Spinper-
kolation in der Plus-Phase des Broadcasting-Modells, die in folgendem Satz
gemacht wird:

Satz 19. Sei (7,P™) die Spinperkolation in der Plus-Phase des Broadcasting-
Modells mit Interaktionsstirke a. Dann gilt

P*HTT] =00 =0, falls o < o perk.

P+HTT] =00l =1, falls o > o perk.

Dabes ist

1
Qc,Perk. — IMax { brT — 1’ 1}
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Beweis. Das Broadcasting-Modell ist, wie wir gesehen haben, ein Markov-
Feld, also iiben nur direkte Nachbarn Einflul aufeinander aus. Da T keine
Zyklen besitzt, gibt es genau einen Pfad, der zwei Knoten ¢ und 7 miteinander
verbindet.

Beide Eigenschaften zusammen bedeuten, dafl sich im Broadcasting-Modell
die Spins zweier Knoten allenfalls {iber den Spin des jiingsten gemeinsamen
Vorfahrens o A 7 beeinflussen kénnen.

Bedingt auf den Spin in diesem jiingsten gemeinsamen Vorfahren sind die
Ereignisse auf dem Pfad zwischen ¢ A 7 und ¢ unabhingig von denen auf
dem Pfad zwischen o A 7 und 7. Diese Eigenschaft hingt nicht von etwaigen
Randbedingungen ab, gilt also auch in der Plus-Phase. Daher ist:

Prlc=oAT)N(ToAT)]=PTlo—=oAT] - PTreant] (6.17)

Dies gewdihrleistet, dal die Spinperkolation in der Plus-Phase eine quasi-
Bernoulli-Perkolation ist, denn es gilt fiir alle o, 7 € Kr:

PT(c = r)N(rer)oAT 7] (6.18)
=P [(c=oAT)N(T < o AT)]
=Pflo—=onAT] PTreoAT]

=PtowrloNT = r|PTo—r|loAT <7

Wir kénnen also Lemma 7 verwenden, um die Spinperkolation in der Plus-
Phase zu untersuchen.
Wir leiten nun zuerst einen Ausdruck fiir P* [0 < 7| her:

Ptlo < r]=PTu, = +1] - H Pt lu, = +1|ue = +1]
T€Pfad(o)

+ P u,=-1]- [ P'ur=-1lur=-1 (6.19)
TePfad(o)
Die nichsten Uberlegungen werden das Ziel haben, einen Ausdruck fiir
Ptu; = +1|us = +1] und P*|u, = —1|ues = —1] abzuleiten. Wir definie-
ren:
Ptlu, = +1]

LA = P—" (6.20)
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1—e

Mit diesen Bezeichnungen und o = erhalten wir:

s =+1Nu,=+1] PTlu, = +1] - P ues = +1]u, = +1]
Ptlus =+1Nu;, = -1] Ptu, = —1] - PHusr = +1|u; = —1]

Ptlus = +1]u, = +1]
Ptlus = +1|u, = —1]

= f(7) -« (6.21)

= =—1Nu; =-1] Ptu, =-1]- Pt uer = —1|u, = —1]
Ptlue = —1Nu, = —1]  Ptu, = +1] - PHues = —1|u,; = +1]

1
= ° (6.22)

Unter Verwendung von (6.21) erhalten wir nun einen der gesuchten Ausdriicke:

P lu; = +1|ue = +1]

Ptu, = +1 Nues = +1]
Ptlus = +1]

Ptlu; = +1Nus = +1]
Ptlues = +1Nus = +1] + PHues = +1 Nuse = —1]

Pr [ue
PH{u+

+1Nu, = +1]
+1Nu, = —1]

Plus = +1Nus = +1] + PTus = +1 Nue = —1]\
Ptu, =1Nu; = —1]

R
LA S A— 6.23
f(r)-a+1 (6.23)
Mit einer analogen Rechnung unter Verwendung von (6.22) gilt:
f(r) '
Ptlu, =-1|usr =—-1]= 40— — 6.24
ur = =1 = —1) = D (624
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Unter Verwendung dieser Ergebnisse wird (6.19) zu

f(r) -«
Pflo < 7] =P [u, = +1] T —
T€Pfad(o ( ) a+l1
f)ha
+PTu, = —1] (6.25)
H ST T

Betrachten wir nun den Fall o < o perk.-

Da im Broadcasting-Modell die Interaktion stets grofler oder gleich 1 ist, be-
deutet o < a¢ perk., dal wir uns hier nur mit Baumen mit br'T < 2 beschifti-
gen, und somit o < ﬁ ist. Dies bedeutet:

« Q¢ Perk. _ 1
a+1  oacperk.+1  brT

(6.26)

Aus dem Vergleich der kritischen Interaktionsstéirken aus Satz 18 folgt, daf
a < ag,p ist. Fiir solche Interaktionen hat die Randbedingung der Plus-Phase
keinen Einflufl auf das Innere des Baumes, es gilt:

Plu, =+1] =Pt u, = 1] = % (6.27)

Demnach ist f(7) = 1 fir alle Knoten 7. Damit vereinfacht sich Gleichung
(6.25) zu

o 1] =Pt[u, = f(T)'Oé
PHoor] =P u, =1 [] f(

TePfad(o

A I VS e

TePfad(o

1 o 1 o
PR H oz—|—1+§. H a+1

T€Pfad(o) T€Pfad(o)

B (ﬁl)a

< brrll (6.28)
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Beriicksichtigt man nun die Definition der Branching-Number aus Definition

1, so folgt

. + . 7‘U| _
nrlIfZP [0 < 7] glrrllebrT 0
o€ell o€ell

Mit Lemma 7 folgt nun fiir o < . perk.:

PH[|T,| = o0] =0

Wenden wir uns nun dem Fall o > o peri. zu. Hier ist:

« Q¢ Perk. 1 1 1
> : =max{q —,—— ¢ > ——
a+1" acperk +1 2" brT brT

(6.29)

(6.30)

Da wir uns in der Plus-Phase eines attraktiven Modells befinden, gilt fiir alle
7€ K1 : Ptu, = +1] > 1, also auch f(7) > 1. Damit erhalten wir folgende

29

Abschétzung:

f(r)-a>a

. 1 <1
f(r)-a " a

— 4t gy lootld
f(r) -« o' o'

— ]__f_; _1> & >L
f(r) -« “a+1" brT

Verwenden wir dieses Ergebnis in Gleichung (6.25), erhalten wir:

R
Plo < 7] = PT[u, = +1] Y ———
TEPEE(O’) f(T) et

=P [u, = +1] H [1 + J‘(Tﬁ} i

T€Pfad(o)

1
> 5 . bI‘T_lo-‘
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Unter Beriicksichtigung der Definition der Branching-Number folgt nun:
1
i + =i —lol —
Hl_lleP [J<—>T}>2Hﬁf2brT T=0
oell o€ll

Daher ist es moglich, eine Zahl d so zu wihlen, daf§ # < 00 ist und:
n>1

+
mfZWP [0 —7r]>0
o€ll
Nach Lemma 7 folgt nun:

PH[|T,| = o] > 0

Die fast sichere Existenz einer unendlichgrofien Zusammenhangskomponente
folgt nun, da das Ereignis “|T,| = oo” im Tail-Field der u, liegt und die-
ses beziiglich der Plus-Phase nur Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit 0 oder 1
beinhaltet. (vgl [7]). O
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