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EinleitungZu Beginn des vorigen Jahrhunderts waren es insbesondere Experimente aus dem Berei
h der Mi-krophysik und der Optik, die zeigten, da� dem G�ultigkeitsberei
h der klassis
hen Physik Grenzengesetzt sind und zur Erkl�arung der gefundenen Ph�anomene Modi�kationen der klassis
hen Me-
hanik und der klassis
hen Feldtheorie hin zu einer quantenme
hanis
hen Bes
hreibung notwendigsind. Da nun eine quantenme
hanis
he Bes
hreibung im Gegensatz zur Bes
hreibung mit Hilfeder klassis
hen Physik unserem intuitiven Verst�andnis viel s
hwerer zug�angli
h ist, bleibt es trotzdes fundamentalen Charakters der Quantenme
hanik eine wi
htige Fragestellung der theoretis
henPhysik, in wel
her Beziehung diese beiden Bes
hreibungen stehen.Sowohl in den me
hanis
hen als au
h den feldtheoretis
hen Modellen besteht das Quantisie-rungsproblem darin, den klassis
hen Observablen, also den Funktionen auf dem klassis
hen Pha-senraum, quantenme
hanis
he Operatoren auf einem komplexen Hilbert-Raum zuzuordnen. Fernerdarf diese Zuordnung nat�urli
h ni
ht willk�urli
h ges
hehen, sondern mu� dem ri
htigen klassis
henLimes Re
hnung tragen, da die fundamentalere quantenme
hanis
he Bes
hreibung die klassis
heumfassen soll. Der wesentli
he Unters
hied zwis
hen den klassis
hen und quantenme
hanis
hen Ob-servablenalgebren besteht darin, da� erstere kommutativ wohingegen letztere ni
htkommutativ ist.In gewisser Weise ents
heidet hierbei das Verh�altnis von ~ zu einer f�ur das System 
harakteristis
henGr�o�e der Dimension Wirkung �uber das Ma� der Ni
htkommutativit�at der quantenme
hanis
henObservablenalgebra.Aufbauend auf den Ideen von Weyl, Moyal [82℄ und Berezin [9℄ stellt die Deformationsquanti-sierung in der Formulierung von Bayen, Flato, Fr�nsdal, Li
hnerowi
z und Sternheimer die Bereit-stellung der algebrais
hen Rahmenbedingungen, wel
he eine physikalis
h sinnvolle Quantisierungbesitzen soll in den Vordergrund, um diese von funktional-analytis
hen Fragestellungen, wie derDarstellung der Observablen als Operatoren auf einem Hilbert-Raum, zu trennen. Die grundle-gende Idee hierbei ist es, als den der quantenme
hanis
hen Observablenalgebra zugrundeliegendenVektorraum, den der klassis
hen Observablenalgebra zu benutzen und der Ni
htkommutativit�atder quantenme
hanis
hen Algebra dadur
h Re
hnung zu tragen, da� dieser Vektorraum mit ei-nem neuen, ni
htkommutativen Produkt versehen wird, das eine Deformation des urpsr�ungli
henklassis
hen Produktes ist. Dieses Produkt, wel
hes man Sternprodukt nennt, mu� dann, um demKorrespondenzprinzip zu entspre
hen, so konstruiert sein, da� der Kommutator zweier Funktionenauf dem Phasenraum in erster Ordnung in ~ dur
h das i~-fa
he der klassis
hen Poisson-Klammerdieser Funktionen gegeben ist. Au
h wenn die Bedingungen an die nullte und die erste Ordnungin ~ dieses Produktes lei
ht erf�ullt werden k�onnen, so zeigt si
h do
h, da� die Bedingung der As-soziativit�at des Sternproduktes tats�a
hli
h eins
hneidend ist und die Frage der Existenz sol
herDeformationen dur
haus auf ni
ht-triviale kohomologis
he Probleme f�uhrt.Na
h erfolgter Konstruktion eines sol
hen Sternproduktes besteht dann der n�a
hste S
hrittdarin, Darstellungen dieser Observablenalgebra auf einem Hilbert-Raum zu konstruieren und zustudieren. Der o�ensi
htli
he Vorteil, den diese Trennung von Observablenalgebra und Darstellungderselben mit si
h bringt, besteht nat�urli
h zum einen darin, da� klassis
her Limes und Korre-3



4 EINLEITUNGspondenzprinzip von vornherein ber�u
ksi
htigt sind und ni
ht na
h erfolgter quantenme
hanis
herFormulierung na
h einer Entspre
hung zwis
hen Operatoren auf einem Hilbert-Raum und Funk-tionen auf dem Phasenraum gesu
ht werden mu�, da diese Entspre
hnug (als Vektorraum) vonquantenme
hanis
her und klassis
her Observablenalgebra hier dur
h die Identit�atsabbildung aufdem Raum der Funktionen auf dem Phasenraum gegeben ist. Ferner lassen si
h Fragen na
h et-waiger Implementierbarkeit von klassis
h vorhandenen Symmetrien auf rein algebrais
hem Wegebeantworten.Na
h diesen allgemeinen Bemerkungen stellt si
h nun die Frage, wel
he physikalis
hen Syste-me mit der Methode der Deformationsquantisierung behandelt werden k�onnen. Um das Konzeptder Deformationsquantisierung de�nieren zu k�onnen, ben�otigt man ledigli
h die Existenz einerPoisson-Klammer auf den Funktionen auf dem klassis
hen Phasenraum, so da� im Prinzip sowohlfeldtheoretis
he als au
h Systeme der klassis
hen Me
hanik betra
htet werden k�onnen. F�ur Anwen-dungen in der Feldtheorie ist jedo
h s
hon die De�nition einer Poisson-Struktur, also der klassis
hnotwendigen Struktur auf den relevanten Observablen, ein ni
ht-triviales Problem, so da� nur sehrvereinzeilt Ans�atze f�ur feldtheoretis
he Anwendungen der Deformationsquantisierung diskutiertwerden. In der Tat werden haupts�a
hli
h Systeme der klassis
hen Me
hanik betra
htet, deren klas-sis
her Phasenraum dur
h eine symplektis
he Mannigfaltigkeit gegeben ist. Die ni
ht-triviale Fragena
h der Existenz von Sternprodukten ist f�ur diese Anwendung in voller Allgemeinheit von DeWil-de und Le
omte [32℄, Fedosov [42, 43, 44℄ und Omori, Maeda und Yoshioka [90℄ positiv beantwortetworden. F�ur den allgemeineren Fall einer Poisson-Mannigfaltigkeit hat Kontsevi
h die Existenz vonSternprodukten in [74℄ na
hgewiesen.Bei jeder Quantisierung etwa auf dem Phasenraum T �Rn stellt si
h, na
hdem man den Ortenund den Impulsen Operatoren zugeordnet hat, zwingend das Problem der Wahl einer Ordnungs-Vors
hrift. In der Deformationsquantisierung besitzt diese Freiheit der Wahl einer Ordnungs-Vor-s
hrift nat�urli
h eine Entspre
hung, die zu einem �Aquivalenzbegri� von Sternprodukten f�uhrt.Die �Aquivalenzklassen von Sternprodukten f�ur symplektis
he Mannigfaltigkeiten sind Gegenstandzahlrei
her Arbeiten von Nest und Tsygan [84, 85℄, Bertelson, Cahen, Gutt [11℄, Deligne [31℄ undanderen Autoren.Wir wollen nun einige Ziele dieser Arbeit nennen. Zun�a
hst wollen wir das Konzept der De-formationsquantisierung detailliert vorstellen und insbesondere eine der wi
htigen Te
hniken, dieFedosov-Konstruktion, zur expliziten Bestimmung von Sternprodukten analysieren. Hierbei ist ei-nes der Ziele, m�ogli
hst viele Informationen �uber die Struktur der Produkte bereits aus dieserKonstruktions-Vors
hrift zu gewinnen, ohne diese explizit angeben zu m�ussen. Weiter wollen wirweitgehend Aufs
hlu� dar�uber gewinnen, wie dur
h geeignete Modi�kation der Daten, von denendiese Konstruktion abh�angt, Ein
u� auf die resultierenden Produkte und deren �Aquivalenzklassegenommen werden kann. Hiermit er�o�net si
h dann aber au
h die M�ogli
hkeit, die Frage na
h derExistenz spezieller Sternprodukte, die mit zus�atzli
hen Strukturen, die vom physikalis
hen Stand-punkt tats�a
hli
h erforderli
h, wie z.B. die Existenz einer �-Involution, sind, versehen sind, lei
hteruntersu
hen und beantworten zu k�onnen. Ferner soll der Zusammenhang zwis
hen den �Aquivalenz-klassen von Sternprodukten und sol
hen zus�atzli
hen algebrais
hen Eigens
haften n�aher beleu
htetwerden. Als ein wi
htiges Beispiel, in dem au
h andere Methoden der Quantisierung, wie z.B. diegeometris
he Quantisierung sehr gut verstanden sind, geben wir eine vollst�andige Bes
hreibungaller Sternprodukte auf Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeiten, die die in der Quantenfeldtheorie Verwen-dung �ndende Wi
k-Ordnung verallgemeinern.In den einzelnen Kapiteln erhalten wir dabei folgende Resultate:Zum einen enth�alt Kapitel 1 eine �Ubersi
ht zum Themenkreis der Deformationsquantisierung alsau
h einige neue Resultate zur Deformationsquantisierung mittels der Fedosov-Konstruktion. Na
h-



EINLEITUNG 5dem wir in Abs
hnitt 1.1 das Quantisierungsproblem im allgemeinen diskutiert haben und am Bei-spiel des T �Rn vers
hiedene Quantisierungen verm�oge Operator-Ordnungs-Vors
hriften betra
htethaben, de�nieren und diskutieren wir in Abs
hnitt 1.2 den Begri� des Sternproduktes, dessen De-�nition wir dur
h Eigens
haften der Quantenprodukte auf T �Rn motivieren und der insofern eineAxiomatisierung der dort gefundenen Beispiele darstellt. In diesem Zusammenhang wird nebenExistenzaussagen f�ur Sternprodukte wiederum dur
h Verallgemeinerung der Situation im T �Rnein geeigneter �Aquivalenzbegri� f�ur Sternprodukte vorgestellt, der gewisserma�en in allgemeinemRahmen der Wahl vers
hiedener Ordnungs-Vors
hriften entspri
ht. In Abs
hnitt 1.3 stellen wir dieFedosov-Konstruktion vor, die mehr als ein blo�er Existenzbeweis ist, sondern eine sehr allgemeineKonstruktions-Vors
hrift f�ur Sternprodukte darstellt, die im Prinzip eine v�ollig explizite Angabevon Sternprodukten erm�ogli
ht. Hierbei nehmen wir gegen�uber der von Fedosov urspr�ungli
h ange-gebenen Konstruktion und der Darstellung in [109℄ einige Verallgemeinerungen vor, deren Ein
u�auf die explizite Gestalt der hiermit erhaltenen Produkte wir in Abs
hnitt 1.3.6 und 1.3.7 diskutie-ren. In Abs
hnitt 1.3.3 untersu
hen wir insbesondere in v�olliger Allgemeinheit die mit der Fedosov-Konstruktion erhaltenen Produkte hinsi
htli
h ihrer Bes
hreibung mittels Bidi�erentialoperatoren.Weiter geben wir im Rahmen der Fedosov-Konstruktion eine Bes
hreibung von �Aquivalenztransfor-mationen zwis
hen vers
hiedenen �aquivalenten Fedosov-Produkten und eine konkrete Konstruktionaller C [[�℄℄-linearer Derivationen eines Fedosov-Sternproduktes.Na
h diesem grundlegenden Kapitel wenden wir uns in Kapitel 2 der Klassi�kation von Stern-produkten bis auf �Aquivalenz zu. Na
h einigen Ausf�uhrungen in 2.1.1, die das Deformationsproblemin Verbindung zu kohomologis
hen Fragestellungen bringen, geben wir in Abs
hnitt 2.1.2 einen kur-zen �Uberbli
k �uber bekannte Resultate, die Bes
hreibungen von Automorphismen und Derivationenvon Sternprodukten geben, die wir f�ur den ans
hlie�enden Abs
hnitt, in dem wir die Klassi�kationvon Sternprodukten na
h Deligne vorstellen, ben�otigen. Dieses Klassi�kationss
hema er�o�net dieM�ogli
hkeit, einem Sternprodukt auf funktorielle Art und Weise eine formale Laurent-Reihe mitWerten in der zweiten de Rham-Kohomologie der zugrundeliegenden symplektis
hen Mannigfaltig-keit zuzuordnen, die die �Aquivalenzklasse dieses Sternproduktes eindeutig festlegt. In Abs
hnitt 2.3wenden wir dieses Konzept der Klassi�kation auf Fedosov-Sternprodukte an, die man mit dem ur-spr�ungli
h von Fedosov verwendeten faserweisen Produkt erh�alt. Insbesondere erhalten wir hiermitAufs
hlu� dar�uber, wel
hen Ein
u� die von uns vorgenommenen Verallgemeinerungen der Fedosov-Konstruktion in diesem Beispiel auf die �Aquivalenzklasse der erhaltenen Sternprodukte haben.Ans
hlie�end betra
hten wir in Abs
hnitt 2.4 Sternprodukte mit zus�atzli
hen algebrais
hen Eigen-s
haften und diskutieren den Zusammenhang dieser Eigens
haften mit der 
harakteristis
hen Klasseder jeweiligen Sternprodukte, wobei es si
h herausstellt, da� die Forderung sol
her zus�atzli
her Ei-gens
haften eins
hr�ankende Bedingungen an die 
harakteristis
he Klasse dieser Sternprodukte zurFolge hat. Insbesondere beantworten wir hierbei allgemein die Existenzfrage von Sternproduktenmit �-Struktur und weisen f�ur �aquivalente Sternprodukte die Existenz spezieller �Aquivalenztrans-formationen na
h, die mit den jeweiligen zus�atzli
hen algebrais
hen Strukturen vertr�agli
h sind,was etwa f�ur die Darstellungen dieser �aquivalenten Sternprodukte von weitrei
hender Bedeutungist. F�ur die Beantwortung der Existenzfrage spezieller Sternprodukte ma
hen wir uns dabei un-sere Ergebnisse aus Abs
hnitt 2.3 zunutze, mit denen wir sogar konkrekte Konstruktionen vonSternprodukten mit den gew�uns
hten Eigens
haften angeben k�onnen.In Kapitel 3 betra
hten wir die Deformationsquantisierung auf Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeiten.Na
h einem einf�uhrenden Abs
hnitt 3.1, der die di�erentialgeometris
hen Grundlagen dieser Bei-spielklasse von symplektis
hen Mannigfaltigkeiten zum Inhalt hat, geben wir in Abs
hnitt 3.2 wie-derum unter Verwendung der Fedosov-Konstruktion eine explizite Konstruktion von Sternproduk-ten an, die die gegen�uber einer beliebigen symplektis
hen Mannigfaltigkeit zus�atzli
he geometris
heStruktur der Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit ber�u
ksi
htigt. Eines der Hauptziele dieses Kapitels ist



6 EINLEITUNGes zu zeigen, da� man mit dieser von uns angegebenen Konstruktion alle Sternprodukte vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit erhalten kann. Als einen ersten S
hritt zeigen wir inAbs
hnitt 3.3, indem wir erneut das Klassi�kationss
hema von Deligne auf diese Produkte anwen-den, da� es mit unserer Konstruktion m�ogli
h ist, Sternprodukte jeder m�ogli
hen, vorgegebenen�Aquivalenzklasse zu erhalten. In Abs
hnitt 3.4 zei
hnen wir unter den konstruierten Sternpro-dukten diejenigen aus, die tats�a
hli
h die Eigens
haft besitzen, vom Wi
k-Typ zu sein, indem wirBedingungen an gewisse Gr�o�en, die in die Fedosov-Konstruktion eingehen, ableiten, die notwendigund hinrei
hend daf�ur sind, da� das resultierende Sternprodukt vom Wi
k-Typ ist. In Abs
hnitt3.5 gelingt es uns s
hlie�li
h, die Universalit�at der Fedosov-Konstruktion f�ur Sternprodukte vomWi
k-Typ na
hzuweisen. Hierzu stellen wir zun�a
hst einen Bezug zu den Untersu
hungen von Stern-produkten mit Separation der Variablen von A. Karabegov her und k�onnen f�ur die von uns kon-struierten Sternprodukte Eigens
haften na
hweisen, die diese vollst�andig bestimmen. Hierzu gebenwir einen Beweis daf�ur an, da� Sternprodukte vom Wi
k-Typ dur
h die Erf�ullung gewisser lokalerIdentit�aten vollst�andig festgelegt sind, der auf Argumenten mit Hilfe der Ho
hs
hild-Kohomologiebasiert und den Beweis des von A. Karabegov in [67℄ formulierten Satzes vervollst�andigt, der besagt,da� Sternprodukte vom Wi
k-Typ in Bijektion zu formalen Deformationen der Semi-K�ahler-Formsind.In Anhang A stellen wir die im Laufe dieser Arbeit ben�otigten De�nitionen und Ergebnisse zuformalen Potenzreihen zusammen und geben eine Formulierung des Bana
hs
hen Fixpunkt-Satzesan, dessen wir uns an vers
hiedenen Stellen der vorliegenden Arbeit bedienen.



Kapitel 1Deformationsquantisierung1.1 Quantisierung1.1.1 Das QuantisierungsproblemIn diesem einf�uhrenden Abs
hnitt wollen wir einige Aspekte der Problematik der Quantisierungdiskutieren, die als Motivation f�ur das mit der Deformationsquantisierung gew�ahlte Vorgehen die-nen sollen. Aufgrund der Viels
hi
htigkeit dieses Themenkreises erheben wir keinen Anspru
h aufVollst�andigkeit, sondern wollen vielmehr einen �Uberbli
k �uber vers
hiedene Aspekte der mit derQuantisierung verbundenen Problemstellungen geben.Ein m�ogli
her Ausgangspunkt zur mathematis
hen Bes
hreibung physikalis
her Systeme ist dieNewtons
he Me
hanik oder spezieller die Hamiltons
he Me
hanik. Eine Vielzahl physikalis
her Sy-steme zeigt jedo
h Ph�anomene, die dur
h diese klassis
he Bes
hreibung ni
ht vorhergesagt bzw.erkl�art werden k�onnen, so da� si
h eine klassis
he Bes
hreibung als ni
ht immer zul�assig erweist.Vielmehr verh�alt si
h die Natur na
h den Gesetzen der Quantenme
hanik, die somit als die fun-damentalere der beiden Theorien zur Bes
hreibung physikalis
her Ph�anomene angesehen werdenkann, so da� man von vornherein eine quantenme
hanis
he Bes
hreibung h�atte w�ahlen sollen. Nurunter zus�atzli
hen Voraussetzungen an das jeweilige physikalis
he System erweist si
h die Bes
hrei-bung dur
h die klassis
he Me
hanik als zul�assig. Nun steht man aber vor dem Problem, eine ausgrundlegenden Prinzipien abgeleitete quantenme
hanis
he Bes
hreibung f�ur ein beliebig vorgege-benes physikalis
hes System formulieren zu m�ussen. Dieses stellt nun aber in den meisten F�allenein gro�es wenn ni
ht sogar un�uberwindli
hes Hindernis dar, da eine direkte quantenme
hani-s
he Bes
hreibung der mens
hli
hen Ans
hauung im Gegensatz zur klassis
hen Bes
hreibung kaumzug�angli
h ist. Aus diesem Problem ergibt si
h die Fragestellung, ob ni
ht dur
h zus�atzli
he Annah-men aus der klassis
hen Bes
hreibung eines Systems, die konzeptionell (jedo
h h�au�g te
hnis
h)keinerlei S
hwierigkeiten darstellt, auf die quantenme
hanis
he Bes
hreibung ges
hlossen werdenkann. Diese Vorgehensweise wollen wir dann als Quantisierung bezei
hnen. Quantisieren bedeutethierbei keineswegs einem System, das den Gesetzen der klassis
hen Physik gehor
ht, eine Quanten-natur aufzupr�agen, vielmehr verh�alt si
h die Natur quantenme
hanis
h und es ist nur die klassis
heBes
hreibung, die unzurei
hend ist und deshalb modi�ziert werden mu�.Es stellt si
h nun umgekehrt die Frage, warum si
h die klassis
he Bes
hreibung in vielen F�allenals realistis
he Approximation der physikalis
hen Situation erweist. Dieses Ph�anomen des klassi-s
hen Limes kann man in gewisser Weise als Umkehrung der Quantisierung verstehen, wennglei
hes si
h hierbei tats�a
hli
h um ein physikalis
hes Ph�anomen handelt, wohingegen der Proze� derQuantisierung ein Hilfsmittel zur Formulierung einer m�ogli
hen quantenme
hanis
hen Bes
hreibungdarstellt. Die Existenz des klassis
hen Limes legt es nun nahe, die klassis
he Bes
hreibung ni
ht7



8 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGv�ollig zu verwerfen, obwohl sie im allgemeinen ni
ht von fundamentaler Bedeutung ist, sonderndiese nur um gewisse Quantenkorrekturen zu berei
hern, die dem quantenme
hanis
hen Verhal-ten Re
hnung tragen. Der Proze� des klassis
hen Limes er�o�net einem in gewissen Grenzen au
h,dar�uber zu ents
heiden, ob eine gew�ahlte, vermeintli
he quantenme
hanis
he Bes
hreibung einesSystems Aussi
ht auf Erfolg verspri
ht, indem man �uberpr�uft, ob sie einen sinnvollen klassis
henLimes besitzt. Ist dem ni
ht so, so ist diese wieder zu verwerfen.Wir wollen nun na
h diesen allgemeinen Bemerkungen die Gemeinsamkeiten und Unters
hiedevon klassis
her und quantenme
hanis
her Bes
hreibung herausarbeiten.Die hier gew�ahlte Formulierung stellt den Begri� der Observablenalgebra als zentrales Objektbeider Theorien in den Vordergrund. Unter einer Observablen versteht man eine Kenngr�o�e ei-nes physikalis
hen Systems, deren Wert bzw. Erwartungswert si
h dur
h eine Messung ermittelnl�a�t. Sowohl in der klassis
hen als au
h in der quantenme
hanis
hen Bes
hreibung ist die Observa-blenalgebra eine assoziative Algebra mit Eins �uber dem K�orper der komplexen Zahlen. In beidenF�allen sei diese Algebra mit einer �-Involution versehen, die ein antilinearer Antiautomorphismusdes jeweiligen assoziativen Produktes ist, so da� die tats�a
hli
h beoba
htbaren Elemente geradedie unter dieser Involution invarianten sind. Der wesentli
he Unters
hied zwis
hen klassis
her undquantenme
hanis
her Bes
hreibung liegt darin, da� die klassis
hen Observablen eine kommutativeAlgebra bilden, die quantenme
hanis
hen hingegen ni
ht. Betra
htet man zum Beispiel die funda-mentalen Observablen Ort und Impuls f�ur das einfa
hste physikalis
he System, dessen PhasenraumR2 ist, so vertaus
hen diese auf klassis
her Seite, wohingegen ihr quantenme
hanis
her Kommu-tator gerade dur
h das i~-fa
he des Einselementes gegeben ist. Insofern kontrolliert die Gr�o�e desPlan
ks
hen Wirkungsquantums die Ni
htkommutativit�at der quantenme
hanis
hen Algebra. Sindnun 
harakteristis
he Gr�o�en der Dimension Wirkung des Systems erhebli
h gr�o�er als ~, spieltdiese Ni
htkommutativit�at eine untergeordnete Rolle und die klassis
he Bes
hreibung des Systemsstellt eine realistis
he Approximation der physikalis
hen Verh�altnisse dar. Hiermit kommt manaber dem Verst�andnis des klassis
hen Limes n�aher, was zusammengefa�t so ausgedr�u
kt werdenkann, da� si
h die quantenme
hanis
he Algebra f�ur "~ = 0\ auf die klassis
he reduzieren soll. Essteht nat�urli
h au�er Frage, da� der tats�a
hli
he Wert von ~ in keinster Weise beein
u�bar ist,ges
hweigedenn auf 0 gesetzt werden kann, sondern die oben gew�ahlte S
hreibweise bedeutet nureine Kompatibilit�at zwis
hen klassis
her und quantenme
hanis
her Bes
hreibung, die besagt, da�die Quantenme
hanik die klassis
he Me
hanik umfassen soll und si
h im Grenzfall unter der obengenannten Bedingung auf diese reduziert.Neben dem Begri� der Observablen ist es au
h notwendig, den Zustand eines Systems bes
hrei-ben zu k�onnen. Ein System kann si
h in vers
hiedenen Zust�anden be�nden, die in einer gewissenzeitli
hen Abfolge dur
hlaufen werden. Hierbei bleibt die Observablenalgebra zu allen Zeiten ei-ne feste dem System zugeordnete Algebra. Aus der Kenntnis des momentanen Zustandes ist esm�ogli
h, klassis
h den Wert einer Observablen bzw. quantenme
hanis
h den Erwartungswert unddie Streuung um diesen Erwartungswert zu bestimmen. In der klassis
hen Me
hanik ist n�amli
h(idealisierterweise) die Streuung der Me�werte in einem reinen Zustand Null, wohingegen dies inder Quantenme
hanik in der Regel ni
ht der Fall ist und somit der tats�a
hli
he Me�wert vom Er-wartungswert vers
hieden sein kann. Pr�aziser formuliert liefert die Angabe eines Zustandes sowohlklassis
h als au
h quantenme
hanis
h eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung f�ur die m�ogli
hen Me�-werte, die man das Spektrum der Observablen nennt, einer Observablen. Also ist ein Zustand einWahrs
heinli
hkeitsma� auf der Menge der Spektralwerte. Der wesentli
he Unters
hied zwis
henden Zust�anden auf klassis
her und quantenme
hanis
her Seite besteht nun darin, da� es in derklassis
hen Me
hanik Zust�ande gibt, so da� das induzierte Wahrs
heinli
hkeitsma� f�ur alle Obser-vablen ein Punktma� ist, wohingegen dies in der Quantenme
hanik aufgrund der Heisenbergs
henUns
h�arferelation unm�ogli
h ist.



QUANTISIERUNG 9Als weiteres wi
htiges Konzept beider Theorien betra
hten wir die zeitli
he Entwi
klung einesSystems. Wir w�ahlen hier die Formulierung der zeitli
hen Entwi
klung f�ur die Observablen, wenn-glei
h diese au
h f�ur die Zust�ande eines Systems formuliert werden kann. Da si
h die Struktur derObservablen mit der zeitli
hen Entwi
klung ni
ht �andern soll, mu� diese dur
h einen zeitabh�angi-gen Automorphismus der jeweiligen Observablenalgebra gegeben sein. Zus�atzli
h mu� dieser Au-tomorphismus mit der jeweiligen �-Involution vertr�agli
h sein, denn eine observable Gr�o�e mu�unabh�angig von dem betra
hteten Zeitpunkt observabel sein, also unter der �-Involution stabilsein. In beiden Theorien werden diese Automorphismen dur
h eine Di�erentialglei
hung erzeugt,so da� die zeitli
he Entwi
klung dur
h eine dur
h die Zeit t parametrisierte Einparameter-Gruppevon �-Automorphismen gegeben ist. Die in�nitesimale Gr�o�e, mit der ein Automorphismus erzeugtwird, ist dur
h eine Derivation der Algebra gegeben. Im Fall der klassis
hen Me
hanik f�uhrt diesauf die Notwendigkeit einer zus�atzli
hen Struktur auf der Observablenalgebra n�amli
h der Poisson-Klammer, so da� die klassis
he Algebra zu einer Poisson-Lie-Algebra wird. Die zeitli
he Entwi
klungwird dann dur
h die Poisson-Klammer mit einem ausgezei
hneten Algebra-Element, der Hamilton-Funktion, erzeugt. In der Quantenme
hanik besteht aufgrund der Ni
htkommutativit�at ni
ht dieNotwendigkeit, eine �au�ere Derivation zur Bes
hreibung der Zeitentwi
klung heranzuziehen, son-dern diese wird verm�oge einer inneren Derivation n�amli
h dur
h das 1i~-fa
he des Kommutatorsmit dem Hamilton-Operator, der ein ausgezei
hnetes Element der quantenme
hanis
hen Observa-blenalgebra ist, vermittelt. Also besitzt die quantenme
hanis
he Observablenalgebra ebenfalls dieStruktur einer Lie-Algebra mit der Lie-Klammer, die dur
h das 1i~ -fa
he des Kommutators gegebenist. Das Vorhandensein der Poisson-Struktur auf der klassis
hen Seite und der Lie-Struktur aufder quantenme
hanis
hen Seite, die man mit Hilfe des Kommutators erh�alt, bildet nun einen An-kn�upfungspunkt zwis
hen beiden Theorien. Da beide Lie-Strukturen vertr�agli
h mit der jeweiligenAlgebra-Struktur sind, n�amli
h derivativ wirken, ist es naheliegend bei der Quantisierung eine Ent-spre
hung von Poisson-Klammern und einem Vielfa
hen des Kommutators anzustreben. Aus derkanonis
hen Vertaus
hungsrelation von Orten und Impulsen erh�alt man, da� der quantenme
hani-s
he Kommutator dem i~-fa
hen der klassis
hen Poisson-Klammer entspre
hen soll. Fordert mannun aber eine exakte Entspre
hung f�ur alle relevanten Observablen, so ist diese Forderung zu stark,da das Groenewold-van Hove-Theorem [1, Thm. 5.4.9℄ besagt, da� dies selbst in einfa
hsten F�allennur unter Verlust der Irreduzibilit�at der Darstellung zu errei
hen ist. Der Ausweg aus dieser Si-tuation, den man mit der Deformationsquantisierung w�ahlt, besteht darin die Entspre
hung vonKommutator und dem i~-fa
hen der Poisson-Klammer nur bis auf h�ohere Ordnungen in ~ zu for-dern, was mit dem klassis
hen Limes vertr�agli
h ist. Weiter ist nat�urli
h au
h eine Entspre
hungder �-Involutionen zumindest bis auf h�ohere Ordnungen in ~ aus Kompatibilit�atsgr�unden mit demklassis
hen Limes zu fordern. Stellt man si
h auf den Standpunkt, da� eine in der klassis
henMe
hanik observable Gr�o�e au
h in der Quantenme
hanik observabel sein soll, so ist hier sogareine exakte Entspre
hung der jeweiligen �-Involutionen zu fordern. Diese exakte Entspre
hung zuerrei
hen, erweist si
h im Rahmen der Deformationsquantisierung tats�a
hli
h als m�ogli
h.1.1.2 Quantisierung auf T �Rn via Ordnungs-Vors
hriftenAls erstes Beispiel betra
hten wir den Phasenraum T �Rn �= R2n mit der kanonis
hen symplekti-s
hen Form !0 = dqk ^ dpk und der hierdur
h induzierten Poisson-Klammer. Die klassis
he Ob-servablenalgebra ist also dur
h die glatten Funktionen auf R2n gegeben, zun�a
hst wollen wir unsjedo
h auf die Betra
htung von polynomialen Funktionen in den Orts- und Impulskoordinaten,d.h. Funktionen der Gestalt (q; p) 7! qi1 : : : qispj1 : : : pjt bes
hr�anken. Im weiteren bezei
hnen wirdiese Funktionen mit qi1 : : : qispj1 : : :pjt und fassen hierbei qi und pj als Funktionen auf R2n auf,



10 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGdie wir als Koordinatenfunktionen bezei
hnen. Wir wollen nun Funktionen dieser Gestalt in bi-jektiver Weise mit Di�erentialoperatoren auf den glatten Funktionen C1(Rnq) auf dem UnterraumRnq = Rn�f0g von R2n in Verbindung bringen. Zun�a
hst legen wir fest, auf wel
he Operatoren dieKoordinatenfunktionen qi, pj und die konstante Funktion 1 abgebildet werden sollen. Die von unsgew�ahlte Zuordnung entspri
ht gerade der kanonis
hen Quantisierungsregel, das hei�t wir de�nierendie Quantisierungsabbildung % dur
h % : 8<: 1 7! idqi 7! lqipj 7! ~i �qj ; (1.1)wobei lqi die Linksmultiplikation mit der Koordinatenfunktion qi bezei
hnet. Da nun die Opera-toren %(qi), %(pj) ni
ht miteinander kommutieren, sondern die kanonis
he Vertaus
hungsrelation[%(qi); %(pj)℄ = �~i Æij id erf�ullen, ist es notwendig, um diese Abbildung in wohlde�nierter Weiseauf Polynome h�oheren Grades ausdehnen zu k�onnen, eine Ordnungs-Vors
hrift zu w�ahlen. Wirents
heiden uns zun�a
hst f�ur die Standard-Ordnungs-Vors
hrift, wel
he darin besteht, vor der Er-setzung gem�a� der Abbildung % die Impulskoordinaten auf die re
hte Seite zu s
hreiben. Umgekehrtbedeutet das bei gegebenem Di�erentialoperator, der im Bild der so de�nierten Abbildung liegt,diesen so umzus
hreiben, da� alle Ableitungen auf der re
hten Seite stehen, um dann dur
h dier�u
kg�angige Ersetzung die entspre
hende in den Orts- und Impulskoordinaten polynomiale Funk-tion zu erhalten. Die somit auf diesen Funktionen erkl�arte Abbildung %Std ist o�ensi
hli
h injektivund es gilt %Std(qi1 : : : qispj1 : : :pjt) = �~i �t lqi1 :::qis �t�qj1 � � ��qjt : (1.2)Mit Hilfe der kanonis
hen Vertaus
hungsregel l�a�t si
h nun das Operatorprodukt der Bilder zweierPolynome unter %Std wieder in standard-geordneter Form s
hreiben, weshalb aufgrund der Injekti-vit�at von %Std f�ur zwei in den Koordinaten polynomiale Funktionen F;G dur
h das Zur�u
kziehendes Operatorproduktes eine assoziative Verkn�upfung ?Std dur
hF ?Std G := %�1Std(%Std(F )%Std(G)) (1.3)de�niert werden kann, wel
he ihnen wiederum eine in den Koordinaten polynomiale Funktion zu-ordnet, die zus�atzli
h polynomial von ~ abh�angt. Das so de�nierte assoziative Produkt auf den inden Koordinaten polynomialen Funktionen hat die folgende explizite GestaltF ?Std G = 1Xl=0 1l! �~i �l �lF�pi1 � � ��pil �lG�qi1 � � ��qil ; (1.4)wobei die Summe �uber l bei einem endli
hen Index abbri
ht, der von der Ordnung der Polynome Fund G abh�angt (vgl. [86, Abs
hnitt 2.5℄). O�ensi
htli
h kann man %Std als Darstellung der Algebrader in den Koordinaten polynomialen Funktionen mit dem Produkt ?Std aufgefa�t werden und wirdentspre
hend Standard-Darstellung genannt und ?Std das standard-geordnete Produkt. Wir bemer-ken zun�a
hst, da� F ?StdG in nullter Ordnung von ~ mit dem punktweisen Produkt �ubereinstimmtund da� die erste Ordnung in ~ des Kommutators (die nullte vers
hwindet) dur
h ifF;Gg gegebenist, womit tats�a
hli
h gezeigt ist, da� der Kommutator des Quantenproduktes zumindest bis aufh�ohere Ordnungen in ~ dem i~-fa
hen der Poisson-Klammer der entspre
henden klassis
hen Obser-vablen entspri
ht. Die Entspre
hung ist sogar exakt, wenn eine der beiden Funktionen h�o
hstenslinear in den Koordinatenfunktionen ist. Weiter gilt, da� das Produkt ?Std in jeder Ordnung in ~dur
h Bidi�erentialoperatoren bes
hrieben wird, die zudem in der Ordnung ~r von der Ordnung r in



QUANTISIERUNG 11jedem Argument sind. Zudem ist die konstante Funktion 1 o�ensi
htli
h das Einselement bez�ugli
h?Std.Zwar ist die Standard-Ordnung die einfa
hste Ordnungs-Vors
hrift, die man verwenden kannum polynomialen Funktionen auf T �Rn Operatoren zuzuordnen; aus physikalis
hen Gr�unden ist siejedo
h als Operatorordnung zu verwerfen. Um dies einzusehen s
hr�anken wir die dur
h %Std erhal-tenen Di�erentialoperatoren auf den Pr�a-Hilbert-Raum C10 (Rnq) der Funktionen mit kompaktemTr�ager mit dem �ubli
hen L2-Produkt bez�ugli
h des Lebesgue-Ma�es ein und bestimmen f�ur eine inden Koordinaten polynomiale Funktion F den zu %Std(F ) formal adjungierten Operator %Std(F )y,der f�ur �;  2 C10 (Rnq) dur
hZRnq (%Std(F )y�)(q) (q)dnq = ZRnq �(q)(%Std(F ) )(q)dnqde�niert ist. Dur
h sukzessive partielle Integration kann man zeigen, da� %Std(F )y folgenderma�enges
hrieben werden kann %Std(F )y = %Std(N2F ); (1.5)wobei der Operator N dur
hN = exp� ~2i�� mit � = �qk�pk (1.6)gegeben ist. O�enbar bildet N in den Koordinaten polynomiale Funktionen wieder auf sol
he abund ist bijektiv. Da nun %Std gem�a� (1.5) reelle Polynome ni
ht notwendigerweise auf formal selbst-adjungierte Operatoren abbildet, ist diese Ordnungs-Vors
hrift physikalis
h unbefriedigend. Glei-
hung (1.5) legt nun aber nahe, dur
h %Weyl(F ) := %Std(NF ) (1.7)eine andere Abbildung, die einer polynomialen Funktion einen Di�erentialoperator zuordnet, zude�nieren, da f�ur diese Zuordnung dann%Weyl(F )y = %Std(NF )y = %Std(N2NF ) = %Std(NF ) = %Weyl(F )gilt, womit reellen Polynomen dur
h %Weyl formal selbst-adjungierte Operatoren zugeordnet werden.Ferner stellt man fest, da� au
h hier %Weyl(qi) = lqi , %Weyl(pj) = ~i �qj und %Weyl(1) = id gilt, so da�die kanonis
he Vertaus
hungsrelation dur
h die obige Modi�kation erhalten bleibt, und %Weyl einedur
h eine andere Ordnungs-Vors
hrift aus der Zuordnung (1.1) de�nierte Abbildung ist. In der Tatkann man zeigen, da� %Weyl einer in den Orts- und Impulskoordinaten polynomialen Funktion geradedas vollst�andig symmetrisierte Polynom der Operatoren %(qi) und %(pj) zuordnet, was gerade derWeyls
hen Symmetrisierungs-Vors
hrift entspri
ht (vgl. [86, Abs
hnitt 2.5℄). Analog zur De�nitionvon ?Std erhalten wir nun, da %Weyl o�ensi
htli
h injektiv ist, da %Std injektiv ist und N bijektiv ist,ein neues Produkt ?Weyl dur
h F ?Weyl G := %�1Weyl(%Weyl(F )%Weyl(G)); (1.8)wobei die o�ensi
htli
he Tatsa
he eingeht, da� das Bild von %Weyl abges
hlossen unter Operatorver-kettung ist. Au
h hier ist das de�nierte Produkt ?Weyl wieder assoziativ und wir erhalten%Std(N(F ?Weyl G))= %Weyl(F ?Weyl G) = %Weyl(F )%Weyl(G) = %Std(NF )%Std(NG) = %Std((NF ) ?Std (NG));



12 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGso da� also wegen der Injektivit�at von %Std folgende Beziehung zwis
hen ?Weyl und ?Std besteht:F ?Weyl G = N�1((NF ) ?Std (NG)): (1.9)Das hei�t aber, da� N ein Algebra-Isomorphismus zwis
hen ?Weyl und ?Std jeweils auf den in denKoordinaten polynomialen Funktionen ist. In v�olliger Analogie zu der Situation f�ur %Std kannman %Weyl als Darstellung bez�ugli
h des Produktes ?Weyl au�assen, die man Weyl-Darstellung oderS
hr�odinger-Darstellung nennt. Bezei
hnet man mit �(F 
G) = FG die punktweise Multiplikation,so l�a�t si
h mit (1.9) und der expliziten Gestalt von ?Std zeigen, da� ?Weyl explizit dur
hF ?Weyl G = � Æ exp� ~2i ��pk 
 �qk � �qk 
 �pk�� (F 
 G) (1.10)gegeben ist (vgl. [86, Abs
hnitt 2.5℄). Anhand dieser Formel ma
ht man si
h sofort klar, da� dienullte Ordnung in ~ gerade das punktweise Produkt ist und die erste Ordnung in ~ dur
h i2fF;Gggegeben ist, so da� der Kommutator bez�ugli
h ?Weyl bis auf h�ohere Ordnungen in ~ dem i~-fa
hender Poisson-Klammer entspri
ht. Ferner wird ?Weyl ebenso wie ?Std in der Ordnung ~r dur
h Bi-di�erentialoperatoren der Ordnung (r; r) bes
hrieben und die konstante Funktion 1 ist wieder dasEinselement bez�ugli
h ?Weyl. Der ents
heidende Unters
hied, der zwis
hen ?Weyl und ?Std besteht,ist die Tatsa
he, da� die komplexe Konjugation ein antilinearer Antiautomorphismus von ?Weyl ist,wohingegen dies f�ur ?Std ni
ht der Fall ist. Diese Eigens
haft spiegelt die physikalis
h w�uns
hens-werte Eigens
haft von %Weyl wider, reelle Polynome in den Koordinatenfunktionen auf formal selbst-adjungierte Operatoren abzubilden, denn es gilt%Weyl(F ?Weyl G) = %Weyl(F ?Weyl G)y = (%Weyl(F )%Weyl(G))y = %Weyl(G)y%Weyl(F )y= %Weyl(G)%Weyl(F ) = %Weyl(G ?Weyl F );so da� wegen der Injektivit�at von %Weyl das behauptete Verhalten von ?Weyl unter komplexer Kon-jugation, also F ?Weyl G = G ?Weyl F (1.11)folgt.Der Vollst�andigkeit halber sei hier no
h erw�ahnt, da� man analog zur Standard-Ordnung dieAnti-Standard-Ordnung %AStd dadur
h de�nieren kann, da� man vor der Ersetzung gem�a� (1.1) alleImpulse auf die linke Seite s
hreibt. Das resultierende Produkt ?AStd, das man das anti-standard-geordnete Produkt nennt, besitzt dann die zu den Eigens
haften von ?Std und ?Weyl analogen Ei-gens
haften. Ebenso wie ?Std erf�ullt aber ?AStd die physikalis
h notwendige Glei
hung (1.11) ni
ht.Explizit erh�alt man F ?AStd G = 1Xl=0 1l! ��~i �l �lF�qi1 � � ��qil �lG�pi1 � � ��pil ; (1.12)woran die oben genannten Eigens
haften lei
ht �uberpr�uft werden k�onnen. Die Beziehungen zwi-s
hen den Produkten ?Std, ?Weyl und ?AStd sind in unseren Arbeiten [18, 19, 17, 86℄ und in derDissertation [109℄ ausf�uhrli
h diskutiert worden, wo wir deren Verallgemeinerungen auf beliebigeKotangentenb�undel behandelt haben. Die Produkte ?Std, ?Weyl und ?AStd besitzen no
h eine weiterespezielle Eigens
haft, die eine Verallgemeinerung auf beliebige Kotangentenb�undel zul�a�t. Hierzubetra
hten wir ~ als eine zus�atzli
he Variable, von der die betra
hteten Funktionen polynomialabh�angen und de�nieren den Di�erentialoperatorH := ~�~ + L�; (1.13)



QUANTISIERUNG 13wobei � = pi�pi das kanonis
he Liouville-Vektorfeld auf T �Rn bezei
hnet, wel
hes man unter Ver-wendung der kanonis
hen Einsform �0 = pidqi mit !0 = �d�0 dur
h i�!0 = ��0 de�niert. O�en-si
htli
h gilt dann L�!0 = !0 und anhand der expliziten Gestalt der Produkte ?Std, ?Weyl und ?AStdweist man lei
ht na
h, da� H eine Derivation dieser Produkte ist. Diese Eigens
haft kann man au
hlei
ht anhand der Eigens
haft der drei Darstellungen %Std, %Weyl und %AStd na
hweisen, indem manbea
htet, da� diese f�ur alle in den Koordinatenfunktionen und in ~ polynomialen Funktionen F diefolgende Homogenit�atseigens
haft besitzen:[~�~; %�(F )℄ = %�(HF ); (1.14)wobei � f�ur Std, Weyl oder AStd steht. Physikalis
h gedeutet bedeutet diese Homogenit�at, da� der derImpulskomponente pl entspre
hende Operator die physikalis
he Dimension eines Impulses besizt,wel
he mit der Dimension von ~ dividiert dur
h L�ange (der Dimension von qj) �ubereinstimmt.Ein letztes Beispiel, das wir an dieser Stelle anf�uhren wollen ist die in Anlehnung an die inder Quantenfeldtheorie Verwendung �ndende Normal- oder Wi
k-Ordnung de�nierte Ordnungs-Vors
hrift. Man bildet hierzu aus den kanonis
hen Koordinaten q1; : : : ; qn; p1; : : : ; pn von T �Rn �=R2n �= C n die komplexen Koordinaten z1; : : : ; zn bzw. z1; : : : ; zn dur
hzk = qk + ipk und zk = qk � ipk (1.15)und s
hreibt in den Koordinaten (q; p) polynomiale Funktionen in in den komplexen Koordinaten(z; z) polynomiale Funktionen um. Die kanonis
he symplektis
he Form !0 besitzt dabei in denkomplexen Koordinaten die Gestalt !0 = i2Ækldzk ^ dzl. Man betra
htet dann die Zuordnung% :8<: 1 7! idzi 7! lzizj 7! 2~�zj ; (1.16)wobei die Abbildungen auf der re
hten Seite dieser Zuordnung als Di�erentialoperatoren auf denantiholomorphen Funktionen auf C n verstanden werden. Die Wi
k-Ordnung besteht nun darin,in einer in den komplexen Koordinaten polynomialen Funktion zun�a
hst alle z-Koordinaten aufdie re
hte Seite zu s
hreiben und dann die Ersetzung gem�a� (1.16) vorzunehmen. Analog zurVorgehensweise f�ur ?Std erh�alt man dur
h Zur�u
kziehen der Operatorverkettung das Wi
k-Produktauf polynomialen Funktionen F;G dur
hF ?Wi
k G := %�1Wi
k(%Wi
k(F )%Wi
k(G)) = 1Xl=0 1l!(2~)lÆi1j1 : : : Æiljl �lF�zi1 � � ��zil �lG�zj1 � � ��zjl : (1.17)Au
h dieses Produkt erweist si
h als zum Weyl-Produkt isomorphes Produkt, wobei ein Algebra-Isomorphismus dur
h S = exp(~�0) mit �0 = Ækl�zk�zl (1.18)gegeben ist, mit dem f�ur alle Polynome F;GF ?Weyl G = S�1((SF ) ?Wi
k (SG)) (1.19)gilt. Da S o�ensi
htli
h reell ist, vertaus
ht S mit der komplexen Konjugation und ?Wi
k besitztebenso wie ?Weyl die Involutionseigens
haft bez�ugli
h komplexer Konjugation: F ?Wi
k G = G?Wi
kF .Weiter kann man wieder lei
ht veri�zieren, da� ?Wi
k ebenso wie die bisher in diesem Abs
hnittdiskutierten Beispiele alle Eigens
haften besitzt, die unseren Forderungen an ein Quantenproduktentspre
hen. Ferner l�a�t si
h in Analogie zur Anti-Standard-Ordnung au
h eine Anti-Wi
k-Ordnung



14 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGde�nieren, die wiederum auf ein sol
hes Quantenprodukt, das Anti-Wi
k-Produkt bzw. Produktmit Separation der Variablen ?SdV (vgl. [67℄) f�uhrt. Dieses ist explizit dur
hF ?SdV G = 1Xl=0 1l!(�2~)lÆi1j1 : : : Æiljl �lF�zj1 � � ��zjl �lG�zi1 � � ��zil (1.20)gegeben.Wir wollen nun darauf hinarbeiten, die in diesen Beispielen beoba
hteten Eigens
haften derQuantenprodukte so weit zu axiomatisieren, da� sol
he Produkte auf beliebigen symplektis
henMannigfaltigkeiten de�niert werden k�onnen. Das o�ensi
htli
h gr�o�te Hindernis bei der Verallge-meinerung der Produkte stellt die Tatsa
he dar, da� es auf einer beliebigen symplektis
hen Man-nigfaltigkeit keinen sinnvollen Begri� von polynomialen Funktionen gibt. Zwar kann man f�ur be-liebige Kotangentenb�undel den Begri� der in den Impulsen polynomialen Funktionen de�nierenund hiermit eine Verallgemeinerung der Konstruktion von ?Std, ?Weyl und ?AStd �nden, was wir inunserer Arbeit [87℄ ausf�uhrli
h diskutiert haben, aber damit ist man no
h immer weit von demFall einer beliebigen symplektis
hen Mannigfaltigkeit entfernt. Da es also im allgemeinen a priorikeine besonders ausgezei
hnete Funktionenklasse gibt, auf die man si
h bes
hr�anken kann, lassenwir alle glatten Funktionen auf der symplektis
hen Mannigfaltigkeit als der quantenme
hanis
henAlgebra zugrundeliegenden Vektorraum zu. Betra
htet man die expliziten Formeln (1.4), (1.10),(1.12), (1.17) und (1.20), so wird klar, da� hierdur
h f�ur beliebige glatte Funktionen im allgemei-nen keine wohlde�nierten Ausdr�u
ke mehr gegeben sind, jedo
h ma
hen die Produkte f�ur beliebigeglatte Funktionen Sinn, wenn man sie als formale Potenzreihe in ~ betra
htet. Andererseits istaber au
h ni
ht mehr zu erwarten, da man mit dem Borel-Lemma lei
ht zeigen kann, da� manimmer glatte Funktionen �nden kann, so da� die Ausdr�u
ke f�ur die Produkte ?Std, ?Weyl, ?AStd,?Wi
k und ?SdV f�ur jedes ~ 6= 0 divergieren. Trotz dieses unphysikalis
hen Verhaltens erweisen si
hdie formalen Potenzreihen als der ri
htige Weg zur Verallgemeinerung der obigen Produkte aufbeliebige symplektis
he Mannigfaltigkeiten. Insbesondere k�onnen viele algebrais
he Eigens
haftenwie beispielsweise die Assoziativit�at in diesem Rahmen bereits ents
hieden werden. In konkretenF�allen steht man dann na
h erfolgter Konstruktion eines Quantenproduktes im formalen Rahmenvor der Aufgabe gewisse Unteralgebren zu �nden, auf denen diese konvergieren. F�ur den Fall einesbeliebigen Kotangentenb�undels ist dies, wie wir in [18, 19, 86℄ gesehen haben, sehr einfa
h m�ogli
h.Das von uns im weiteren Verlauf der Arbeit betra
htete Konzept der Deformationsquantisierunger�o�net au
h die M�ogli
hkeit Produkte, die in enger Verwandts
haft zu den mit der Wi
k- bzw.Anti-Wi
k-Ordnung de�nierten Produkten stehen, auf beliebigen Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeitenzu de�nieren (vgl. Kapitel 3).1.2 Sternprodukte1.2.1 De�nition von SternproduktenDas Bestreben der De�nition von Sternprodukten ist eine Axiomatisierung der bei den speziel-len Quantisierungs-Vors
hriften auf T �Rn gefundenen Eigens
haften der induzierten Produkte, dieeine Formulierung der Deformationsquantisierung auf beliebigen Phasenr�aumen erlaubt. Hierbeistellen wir die algebrais
hen Aspekte in den Vordergrund, die eine physikalis
h sinnvolle Quantisie-rung besitzen soll, um diese von funktional-analytis
hen Fragestellungen, wie der Darstellung derObservablen als Operatoren in einem Hilbert-Raum, zu trennen. Die geometris
hen Eigens
haftendes Phasenraumes treten hierbei zun�a
hst in den Hintergrund und werden dur
h eine algebrais
heBes
hreibung abgel�ost, wennglei
h si
h einige topologis
he Eigens
haften des Phasenraumes bei



STERNPRODUKTE 15weitergehenden Untersu
hungen, wie der Klassi�kation von Sternprodukten, denno
h als wi
htigerweisen werden.Die grundlegende Idee der Deformationsquantisierung besteht darin, die zu �ndende quanten-me
hanis
he Observablenalgebra ni
ht als neues, abstraktes Objekt zu su
hen, um dann eine demKorrespondenzprinzip Re
hnung tragende Beziehung zu den klassis
hen Observablen herzustellen,sondern den Vektorraum der Funktionen auf dem Phasenraum mit einem neuen assoziativen Pro-dukt zu versehen, das dem quantenme
hanis
hen Operatorprodukt entspre
hen soll. Der ents
hei-dende Vorteil dieser Vorgehensweise besteht o�enkundig darin, da� die Korrespondenz zwis
henklassis
hen und quantenme
hanis
hen Observablen dur
h die Identit�atsabbildung auf dem Vek-torraum der Funktionen auf dem Phasenraum gegeben ist. Weiter k�onnen auf klassis
her Seitevorhandene Symmetrieeigens
haften des Phasenraumes in die quantenme
hanis
he Bes
hreibung�ubertragen werden, so da� man lei
ht formulieren kann, wel
he Bedingungen man an das neueProdukt stellen mu�, damit es die vorhandene Symmetrie des Phasenraumes respektiert, bzw.widerspiegelt.Hat man nun eine quantenme
hanis
he Observablenalgebra konstruiert, so besteht der n�a
hsteS
hritt in der Konstruktion von Darstellungen dieser Algebra in Hilbert-R�aumen, was den An-s
hlu� an die �ubli
he Quantenme
hanik darstellt. Im Rahmen der Deformationsquantisierung kannein erster S
hritt in diese Ri
htung mit einer Verallgemeinerung der GNS-Konstruktion getan wer-den, indem man aufbauend auf der Vorgabe positiver Funktionale auf der deformierten AlgebraPr�a-Hilbert-R�aume und die dur
h diese Funktionale auf diesen R�aumen induzierten Darstellungenbetra
htet.Eine o�enkundige S
hwierigkeit des angestrebten Konzepts der Konstruktion der Observablenal-gebra besteht in der ri
htigen Auswahl der betra
hteten Funktionen auf dem Phasenraum. In kon-kreten F�allen kann eine sol
he Auswahl zwar h�au�g physikalis
h motiviert werden, h�angt aberin der Regel zu spezi�s
h von der Situation ab, als da� man hierzu ein allgemeing�ultiges Kon-zept entwi
keln k�onnte. Deshalb sieht man si
h bei der Deformationsquantisierung im allgemeinenzun�a
hst gezwungen, alle glatten Funktionen auf dem Phasenraum zu betra
hten und erst na
herfolgter Konstruktion des deformierten Produktes eine Auswahl zu tre�en, indem man zus�atzli
heKonvergenzbedingungen stellt. In der Tat lassen si
h in der Regel die deformierten Produkte f�uralle glatten Funktionen nur im Rahmen formaler Potenzreihen de�nieren, wie wir es s
hon f�ur dieBeispiele auf T �Rn gesehen haben. Trotz dieser vom physikalis
hen Standpunkt unbefriedigendenEigens
haft erweist si
h die Deformationsquantisierung als rei
hhaltig genug, um in diesem for-malen Rahmen viele Aspekte der Quantisierung, die rein algebrais
her Natur sind, befriedigendherauszuarbeiten.Na
h diesen Vorbemerkungen geben wir nun die genaue De�nition eines Sternproduktes, wiees von Bayen, Flato, Fr�nsdal, Li
hnerowi
z und Sternheimer in [8℄ eingef�uhrt wurde, an. Wirbenennen den formalen Parameter mit �, und reservieren das Symbol ~ f�ur das Plan
ks
he Wir-kungsquantum, wobei in konvergenten Situationen � dur
h i~ zu ersetzen ist, so da� wir den for-malen Parameter als rein imagin�ar betra
hten. Diese Konvention birgt eher pragmatis
he dennphilosophis
he Gr�unde, da somit das h�au�ge Auftreten von i und die damit einhergehenden Vorzei-
henprobleme vermieden werden, wennglei
h diese Konvention in der Regel in der mathematis
henLiteratur Verwendung �ndet, wohingegen in den Arbeiten der Physiker der formale Parameter �verwendet wird, der in konvergenten Situationen direkt mit ~ zu identi�zieren ist, und somit alsreell angesehen wird.De�nition 1.2.1 ([8℄) Sei (M;!) eine symplektis
he Mannigfaltigkeit und bezei
hne f � ; � g dievon ! auf den glatten Funktionen C1(M) auf M induzierte Poisson-Klammer. Dann hei�t eine



16 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGC [[�℄℄-bilineare Abbildung ? : C1(M)[[�℄℄� C1(M)[[�℄℄! C1(M)[[�℄℄;die f�ur f; g 2 C1(M) als formale Reihe in �f ? g = 1Xr=0 �rCr(f; g)mit C -bilinearen Abbildungen Cr : C1(M)�C1(M)! C1(M) ges
hrieben werden kann, ein lokalesSternprodukt f�ur (M;!), falls folgende Eigens
haften erf�ullt sind:i.) ? ist assoziativ: f ? (g ? h) = (f ? g) ? h 8f; g; h 2 C1(M)[[�℄℄.ii.) ? ist eine Deformation des punktweisen Produktes: C0(f; g) = fg 8f; g 2 C1(M).iii.) ? ist eine Deformation in Ri
htung der Poisson-Klammer: C1(f; g) � C1(g; f) = ff; gg8f; g 2 C1(M).iv.) Die konstante Funktion 1 ist Einselement f�ur ?: f ? 1 = 1 ? f = f 8f 2 C1(M)[[�℄℄.v.) ? ist lokal: supp(Cr(f; g)) � supp(f) \ supp(g) 8f; g 2 C1(M); 8r 2 N.Anhand der expliziten Gestalt der Produkte ?Std, ?Weyl, ?AStd, ?Wi
k und ?SdV auf T �Rn ma
htman si
h lei
ht klar, da� diese gerade den Anforderungen der gema
hten De�nition gen�ugen, al-so Sternprodukte auf (T �Rn; !0) de�nieren. Insbesondere ist die Lokalit�at gew�ahrleistet, da diezugeh�origen Abbildungen Cr sogar Bidi�erentialoperatoren sind. Diese grundlegenden Beispielestellen die Motivation f�ur die folgende De�nition dar.De�nition 1.2.2 ([11, Def. 1.1℄) Ein lokales Sternprodukt im Sinne der De�nition 1.2.1 hei�tdi�erentielles Sternprodukt, falls die dort eingef�uhrten C -bilinearen Abbildungen Cr : C1(M) �C1(M)! C1(M) f�ur alle r 2 N Bidi�erentialoperatoren sind.Im weiteren Verlauf der Arbeit betra
hten wir auss
hlie�li
h di�erentielle Sternprodukte undvereinbaren daher zur Vereinfa
hung der Spre
hweise, den Terminus Sternprodukt synonym f�urdi�erentielles Sternprodukt zu verwenden, ohne diese Eigens
haft immer zu betonen.Weiter beoba
htet man an den Beispielen ?Std, ?Weyl, ?AStd, ?Wi
k und ?SdV, da� die Bidi�eren-tialoperatoren Cr in der r-ten Ordnung des formalen Parameters � in beiden Argumenten von derDi�erentiationsordnung r sind. Da die Di�erentiationsordnung eines Di�erentialoperators eine kar-tenunabh�angig de�nierte Gr�o�e ist, ist folgende Begri�sbildung au
h f�ur beliebige symplektis
heMannigfaltigkeiten sinnvoll.De�nition 1.2.3 ([104℄) Ein Sternprodukt hei�t vom Vey-Typ, falls die Bidi�erentialoperatorenCr f�ur alle r 2 N von der Ordnung (r; r) sind.Als ein erstes Ergebnis der in Abs
hnitt 1.1.2 betra
hteten Beispiele und der gema
hten De�-nitionen k�onnen wir nun folgende Proposition formulieren:Proposition 1.2.4 De�niert man f�ur f; g 2 C1(T �Rn) die Produkte ?Std, ?Weyl, ?AStd, ?Wi
k und?SdV dur
h die Glei
hungen (1.4), (1.10), (1.12), (1.17) und (1.20), indem man in diesen ~ dur
h�i� ersetzt, und setzt diese dur
h Forderung na
h C [[�℄℄-Bilinearit�at zu Produkten ?Std, ?Weyl, ?AStd,?Wi
k, ?SdV : C1(T �Rn)[[�℄℄� C1(T �Rn)[[�℄℄! C1(T �Rn)[[�℄℄ fort, so sind ?Std, ?Weyl, ?AStd, ?Wi
kund ?SdV di�erentielle Sternprodukte f�ur (T �Rn; !0) vom Vey-Typ.



STERNPRODUKTE 17Eine n�ahere Betra
htung der Beispiele ?Std, ?Weyl, ?AStd, ?Wi
k und ?SdV gibt no
h zu einigen wei-teren in allgemeinerem Rahmen formulierbaren speziellen Begri�en von Typen von SternproduktenAnla�. So l�a�t si
h das Verhalten von ?Weyl unter komplexer Konjugation und die Symmetrie bzw.Antisymmetrie der Operatoren Cr f�ur Sternprodukte auf beliebigen Mannigfaltigkeiten formulie-ren, was einen zum Begri� des Sternproduktes vom Weyl-Typ f�uhrt (vgl. Abs
hnitt 2.4.4). Weiterf�uhrt einen das Verhalten von ?Weyl, ?Wi
k und ?SdV unter komplexer Konjugation zur De�nitionvon Sternprodukt-Algebren mit �-Struktur (vgl. Abs
hnitt 2.4.2). Die Eigens
haft von ?Std, da� dieBidi�erentialoperatoren Cr im ersten Argument nur in Impulsri
htung di�erenzieren, l�a�t si
h aufbeliebigen Kotangentenb�undeln formulieren und f�uhrt zum Begri� des standard-geordneten Stern-produktes, sowie die Eigens
haft der Bidi�erentialoperatoren, die ?AStd bes
hreiben, im zweitenArgument nur in Impulsri
htung zu di�erenzieren zum Begri� des anti-standard-geordneten Stern-produktes f�uhrt (vgl. [18, 19, 17, 86, 109℄). Ferner ist f�ur alle drei Sternprodukte ?Std, ?Weyl und?AStd der Homogenit�atsoperator H = ��� +L� mit dem kanonis
hen Liouville-Vektorfeld � = pi�pieine Derivation. Da si
h das kanonis
he Liouville-Vektorfeld � mit der kanonis
hen Einsform �0v�ollig analog dur
h i�!0 = ��0 auf beliebigen Kotangentenb�undeln (T �Q; !0) einer di�erenzier-baren Mannigfaltigkeit Q, wobei !0 die kanonis
he symplektis
he Form bezei
hne, de�nieren l�a�t,kann man auf beliebigen Kotangentenb�undeln (T �Q; !0) den Begri� eines homogenen Sternpro-duktes dadur
h einf�uhren, da� ein Sternprodukt auf (T �Q; !0) homogen hei�t, falls H eine De-rivation dieses Sternproduktes ist (vgl. [32℄ und unsere Arbeiten [18, 19, 17, 86℄). Weiter l�a�tsi
h die Struktur der Bidi�erentialoperatoren Cr von ?Wi
k, die im ersten Argument nur in holo-morphe und im zweiten Argument nur in antiholomorphe Ri
htung di�erenzieren, auf beliebigeSemi-K�ahler-Mannigfaltigkeiten �ubertragen. Sol
he Sternprodukte nennt man dann Sternproduktevom Wi
k-Typ, denen wir uns in Kapitel 3 ausf�uhrli
h widmen wollen. Die analoge Eigens
haft desSternproduktes ?SdV, bei dem die Bidi�erentialoperatoren im ersten Argument nur in antiholomor-phe und im zweiten Argument nur in holomorphe Ri
htungen di�erenzieren, �ubertr�agt si
h ebenfallsauf beliebige Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeiten; derartige Sternprodukte nennt man Sternproduktemit Separation der Variablen.Abs
hlie�end wollen wir no
h bemerken, da� die De�nition eines Sternproduktes nur von derPoisson-Struktur Gebrau
h ma
ht, die ni
ht notwendigerweise dur
h eine symplektis
he Form in-duziert sein mu�, so da� man ni
ht die im symplektis
hen Fall geltende Ni
htausgeartetheit desPoisson-Tensors ben�otigt, um von Sternprodukten reden zu k�onnen und De�nition 1.2.1 auf belie-bige Poisson-Mannigfaltigkeiten (M;�) zu �ubertragen.1.2.2 Existenz von SternproduktenNat�urli
h stellt si
h im Ans
hlu� an die De�nition von Sternprodukten die Frage na
h der Exi-stenz sol
her Deformationen. Der Versu
h der s
hrittweisen Konstruktion eines Sternproduktesf�uhrt einen in der Tat auf ein kohomologis
hes Problem (vgl. Abs
hnitt 2.1.1), so da� hierbei mitObstruktionen und zwar in der dritten Ho
hs
hild-Kohomologie der zugrundeliegenden Algebra zure
hnen ist. Dieses Problem ergibt si
h aus der Forderung der Assoziativit�at, die tats�a
hli
h dieeins
hneidendste Bedingung in De�nition 1.2.1 darstellt. Es mu� also mit zus�atzli
hen Argumentengezeigt werden, da� diese Obstruktionen de fa
to vermieden werden k�onnen, da si
h die betre�endeKohomologie als isomorph zu �1(V3TM) also f�ur dim(M) � 3 keineswegs trivial erweist. Diena
hfolgend erw�ahnten Existenzs�atze zeigen, da� dies tats�a
hli
h der Fall ist:Zun�a
hst haben Neroslavski und Vlassov in [83℄ dur
h eine kohomologis
he Analyse zeigenk�onnen, da� die dritte de Rham-Kohomologie von M als m�ogli
he Quelle von Obstruktionen auf-tritt, so da� falls H3dR(M ; C) = 0 erf�ullt ist, die Existenz von Sternprodukten gesi
hert ist. Wenigsp�ater zeigten Cahen und Gutt in [26℄, da� f�ur Kotangentenb�undel parallelisierbarer Mannigfal-



18 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGtigkeiten immer Sternprodukte existieren, was in [32℄ von DeWilde und Le
omte kurz darauf aufbeliebige Kotangentenb�undel ausgedehnt wurde. Im selben Jahr gelang diesen Autoren in [33℄ au
hder Na
hweis der Existenz von Sternprodukten auf beliebigen symplektis
hen Mannigfaltigkeiten,der in [34℄ eine Erweiterung um ein Klassi�kationsresultat erfuhr. Unabh�angig davon gab Fedo-sov in [42, 43, 44℄ einen lange Zeit unbea
hteten Existenzbeweis, der erst dur
h die Arbeit [45℄allgemein bekannt wurde und auf einer eleganten, expliziten Konstruktion von Sternprodukten ba-siert, auf die wir in Abs
hnitt 1.3 no
h n�aher eingehen werden. Einen dritten Existenzbeweis f�ursymplektis
he Mannigfaltigkeiten erbra
hten Omori, Maeda und Yoshioka in [90℄. Insgesamt istdie Existenz von Sternprodukten hiermit f�ur beliebige symplektis
he Mannigfaltigkeiten gesi
hert,was einen ents
heidenden Vorteil gegen�uber anderen Methoden wie zum Beispiel der geometri-s
hen Quantisierung darstellt, die eine mit topologis
hen Bedingungen verbundene Existenz vonPr�a-Quantenb�undeln voraussetzt.Satz 1.2.5 ([33, 42, 90℄) Auf jeder symplektis
hen Mannigfaltigkeit (M;!) existiert ein (sogardi�erentielles) Sternprodukt.Abs
hlie�end wollen wir no
h bemerken, da� Kontsevi
h in [74℄ die Existenz von Sternproduktenf�ur beliebige Poisson-Tensoren auf Rn na
hgewiesen hat. Ein Na
hweis der Existenz f�ur beliebigeMannigfaltigkeiten ergibt si
h mit dem dortigen Beweis, indem man die in [75, 105℄ formulierteformality 
onje
ture beweist. F�ur eine weiterf�uhrende Diskussion der Deformationsquantisierungvon Poisson-Mannigfaltigkeiten verweisen wir auf [89℄, wo au
h physikalis
he Aspekte diskutiertwerden und auf [29℄, wo eine angepa�te Version der Fedosov-Konstruktion Verwendung �ndet, ummit der Existenz von Sternprodukten f�ur Poisson-Strukturen auf Rn auf die Existenz auf beliebigenMannigfaltigkeiten zu s
hlie�en.1.2.3 �Aquivalenz von SternproduktenWie man s
hon an den Beispielen auf T �Rn erkennt, gibt es zu einer gegebenen symplektis
henMannigfaltigkeit kein eindeutig bestimmtes Sternprodukt. Vielmehr sind in diesen Beispielen ver-s
hiedene Sternprodukte die Konsequenz vers
hiedener Wahlen von Ordnungs-Vors
hriften, den-no
h sind die Algebren auf eine mit dem klassis
hen Limes vertr�agli
he Weise isomorph und mannennt sie in diesem Sinne �aquivalent. Um dieser Vieldeutigkeit (die auf T �Rn tats�a
hli
h die Ein-deutigkeit bis auf Wahl einer Ordnungs-Vors
hrift bedeutet) von Sternprodukten im allgemeinenRe
hnung zu tragen, de�niert man die �Aquivalenz von Sternprodukten folgenderma�en:De�nition 1.2.6 ([8℄) Sei (M;!) eine symplektis
he Mannigfaltigkeit. Zwei lokale Sternprodukte? und ?0 hei�en �aquivalent, falls es eine formale PotenzreiheS = id + 1Xr=1 �rSr (1.21)von C -linearen, lokalen Operatoren Sr : C1(M)! C1(M) mit Sr(1) = 0 f�ur r � 1 gibt, so da�S(f ? g) = (Sf) ?0 (Sg) (1.22)f�ur alle f; g 2 C1(M)[[�℄℄ gilt.F�ur di�erentielle Sternprodukte de�niert man analog den Begri� der di�erentiellen �Aquivalenz:



STERNPRODUKTE 19De�nition 1.2.7 ([11, Def. 1.2℄) Seien ? und ?0 zwei di�erentielle Sternprodukte auf (M;!), die�aquivalent im Sinne der De�nition 1.2.6 sind, dann hei�en ? und ?0 di�erentiell �aquivalent, fallsdie C -linearen Operatoren Sr f�ur alle r � 1 Di�erentialoperatoren sind.Tats�a
hli
h kann man zeigen, da� es f�ur di�erentielle Sternprodukte keinen Unters
hied zwis
henden beiden Begri�en der �Aquivalenz gibt.Satz 1.2.8 ([56, Thm. 2.22℄) Seien ? und ?0 zwei di�erentielle Sternprodukte, die im Sinne derDe�nition 1.2.6 �aquivalent sind, dann sind die C -linearen Abbildungen Sr f�ur alle r � 1 Di�eren-tialoperatoren.Da wir uns in der vorliegenden Arbeit auf die Betra
htung von di�erentiellen Sternproduktenbes
hr�anken, meinen wir angesi
hts des obigen Satzes, wenn wir von �Aquivalenz spre
hen immerdi�erentielle �Aquivalenz ohne diese Eigens
haft der �Aquivalenztransformation immer zu betonen.O�ensi
htli
h ist der oben eingef�uhrte �Aquivalenzbegri� tats�a
hli
h eine �Aquivalenzrelation.Geht man umgekehrt von einem (di�erentiellen) Sternprodukt ? und einer formalen Reihe S vonlokalen Operatoren (von Di�erentialoperatoren) der Gestalt (1.21) mit Sr(1) = 0 f�ur r � 1 aus,so de�niert f ?0 g := S((S�1f) ? (S�1g)) ein neues zu ? �aquivalentes (di�erentielles) Sternprodukt.Insbesondere ist wegen S(1) = 1 die konstante Funktion 1 wieder das Einselement und dur
h Be-tra
htung der nullten Ordnung in � und des antisymmetris
hen Anteils der ersten Ordnung in �der Glei
hung S(f ?g) = (Sf)?0 (Sg) weist man lei
ht na
h, da� ?0 die in De�nition 1.2.1 gestelltenBedingungen erf�ullt. Diese Vorgehensweise zur De�nition neuer Sternprodukte wird h�au�g Verwen-dung �nden, um Sternprodukte mit bestimmten zus�atzli
hen Eigens
haften aus bereits gefundenenzu konstruieren.Au
h hier erhalten wir aus den in Abs
hnitt 1.1.2 bzw. Proposition 1.2.4 betra
hteten Beispielenein erstes Ergebnis:Proposition 1.2.9 Die Sternprodukte ?Std, ?Weyl, ?AStd, ?Wi
k und ?SdV auf (T �Rn; !0) sind allezueinander �aquivalent. Insbesondere giltN�1((Nf) ?Std (Ng)) = f ?Weyl g = N((N�1f) ?AStd (N�1g)) (1.23)und S�1((Sf) ?Wi
k (Sg)) = f ?Weyl g = S((S�1f) ?SdV (S�1g)) (1.24)f�ur alle f; g 2 C1(T �Rn)[[�℄℄, wobei die �Aquivalenztransformationen N und S explizit dur
h N =exp(��2�) und S = exp(�i��0) mit � = �qk�pk und �0 = Ækl�zk�zl gegeben sind.Physikalis
h gedeutet bedeutet der oben eingef�uhrte �Aquivalenzbegri� also eine Quantisierungbis auf Wahl einer Ordnungs-Vors
hrift und eine derartige Freiheit bei der Wahl eines Sternproduk-tes ist insofern verst�andli
h, als da aus rein klassis
hen Informationen eine bestimmte Ordnungs-Vors
hrift bestenfalls motiviert aber keinesfalls zwingend festgelegt werden kann. Die Forderung,da� S in nullter Ordnung mit der Identit�at beginnt, stellt hierbei die Kompatibilit�at mit dem klas-sis
hen Limes si
her. Interessant ist nun nat�urli
h die Fragestellung, ob es Sternprodukte gibt, dieni
ht in dem oben de�nierten Sinn �aquivalent sind, so da� die Wahl einer Ordnungs-Vors
hrift ni
htdie einzige Freiheit bei der Quantisierung darstellt. �Uber viele Jahre hinweg haben si
h vers
hiedeneAutoren im Zuge der vers
hiedenen Existenzbeweise au
h mit der Fragestellung der Klassi�kationvon Sternprodukten bis auf �Aquivalenz bes
h�aftigt. Das gemeinsame Ergebnis dieser Untersu
hun-gen ist, da� die Klassi�kation topologis
he Eigens
haften der zugrundeliegenden symplektis
henMannigfaltigkeit involviert:



20 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGSatz 1.2.10 ([11, 31, 84, 85, 111℄) Sei (M;!) eine symplektis
he Mannigfaltigkeit, dann ist dieMenge der �Aquivalenzklassen von Sternprodukten in Bijektion mit H2dR(M ; C )[[�℄℄.Mit einfa
hen kohomologis
hen Methoden und mit Kenntnis der Ho
hs
hild-Kohomologie ist eslei
ht zu sehen, da� f�ur den Fall H2dR(M ; C ) = 0 alle Sternprodukte �aquivalent sind (vgl. Proposition2.1.2). Insbesondere sind hiermit alle Sternprodukte auf T �Rn �aquivalent, so da� die in Abs
hnitt1.1.2 bzw. Proposition 1.2.9 gefundenen Beziehungen zwis
hen ?Std, ?Weyl, ?AStd, ?Wi
k und ?SdV ni
htweiter verwunderli
h sind.Die Vorgehensweisen zur De�nition eines Elementes von H2dR(M ; C )[[�℄℄ zu einer gegebenen�Aquivalenzklasse von Sternprodukten ist in der Regel bei vers
hiedenen Autoren unters
hiedli
h.Bertelson, Cahen, Gutt zeigen in [11, Thm. 3.8℄, da� der antisymmetris
he Anteil der Di�erenzder Bidi�erentialoperatoren Ck und C0k, die die Sternprodukte ? und ?0 bes
hreiben, die bis zurOrdnung k �ubereinstimmen (d.h Ci = C0i 80 � i � k � 1), eine ges
hlossene Zweiform auf M lie-fert, und da� diese Sternprodukte genau dann �aquivalent sind, wenn diese Zweiform exakt ist. Eineanaloge Aussage liefert der �uberarbeitete Existenzbeweis von DeWilde, Le
omte in [34℄. Fedosovkann in seiner Arbeit [45℄ zeigen, da� die mit seiner expliziten Konstruktion gewonnenen Stern-produkte, genau dann �aquivalent sind, wenn die in die Konstruktion eingehenden formalen Reihenges
hlossener Zweiformen kohomolog sind (vgl. Abs
hnitt 1.3), so da� au
h hierdur
h eine Klassi-�kation dur
h H2dR(M ; C )[[�℄℄ nahegelegt, wenn au
h ni
ht bewiesen, ist. Indem Nest und Tsyganin [84, 85℄ jedo
h zeigen k�onnen, da� jedes Sternprodukt zu einem mit der urspr�ungli
hen Fedosov-Konstruktion gewonnenen Sternprodukt �aquivalent ist, ist klar, da� das Resultat von Fedosov eineallgemeine Klassi�kation von Sternprodukten impliziert. In [31℄ f�uhrt Deligne ein Klassi�kations-s
hema f�ur Sternprodukte ein, das in kanonis
her und funktorieller Weise eine Bijektion zwis
hen�Aquivalenzklassen von Sternprodukten und Elementen von [!℄� +H2dR(M ; C)[[�℄℄ liefert. Die einemSternprodukt ? zugeordnete Klasse 
(?) nennt man die 
harakteristis
he Klasse. Mit dieser vonDeligne gegebenen De�nition stellt si
h nun die Frage, wie die bisherigen Klassi�kationsergebnissein diesen funktoriellen Rahmen eingeordnet werden k�onnen. In Abs
hnitt 2.3 k�onnen wir zeigen,wie die 
harakteristis
he Klasse des urspr�ungli
hen Fedosov-Sternproduktes mit der von Fedosovde�nierten, klassi�zierenden Klasse in Beziehung steht. Hiermit ist dann aber au
h die Br�u
kezu den Ergebnissen von Nest und Tsygan ges
hlagen, da deren Klassi�kation auf dem Verglei
hmit Fedosov-Sternprodukten basiert. Einen �Uberbli
k �uber die Arbeit von Deligne �ndet man in[56℄, wo insbesondere ein Verglei
h mit der Klassi�kationsmethode von DeWilde, Le
omte gegebenwird. Die f�ur unsere Belange wi
htigen Ergebnisse haben wir [56℄ folgend in 2.2 dargestellt. F�urSternprodukte mit Separation der Variablen auf einer K�ahler-Mannigfaltigkeit (vgl. Kapitel 3) hatKarabegov in [68℄ eine speziellere kohomologis
he Klassi�kation gegeben, die auf der von Deligneeingef�uhrten Klassi�kationsmethode basiert.1.3 Die verallgemeinerte Fedosov-KonstruktionIn diesem Abs
hnitt wollen wir die Fedosov-Konstruktion von Sternprodukten studieren, da dieseneben der Existenzaussage f�ur Sternprodukte auf symplektis
hen Mannigfaltigkeiten eine explizite,rekursive Konstruktions-Vors
hrift f�ur Sternprodukte liefert. Da wir insbesondere an Sternproduk-ten mit speziellen Eigens
haften in Situationen interessiert sein werden, in denen die symplektis
heMannigfaltigkeit zus�atzli
he Strukturen besitzt, etwa eine K�ahler-Mannigfaltigkeit oder das Ko-tangentenb�undel T �Q einer Mannigfaltigkeit Q ist, nehmen wir im Verglei
h zur urspr�ungli
henFedosov-Konstruktion, wie sie in [45, 46℄ dargestellt ist, einige geringf�ugige Verallgemeinerungenvor. Zum Teil sind diese Verallgemeinerungen s
hon in den gemeinsamen Arbeiten mit M. Borde-mann und S. Waldmann [18, 19℄ und in der Dissertation [109℄ verwendet worden.



DIE VERALLGEMEINERTE FEDOSOV-KONSTRUKTION 211.3.1 De�nitionen und GrundlagenDiesen ersten Abs
hnitt verwenden wir, um die von uns verwendete Notation zu erkl�aren und umdie grundlegenden De�nitionen bereitzustellen. Im weiteren sei M eine di�erenzierbare Mannigfal-tigkeit, dann de�nieren wirW
�(M) := (X1s=0C (�1(WsT �M 
VT �M))) [[�℄℄: (1.25)Um die Notation ni
ht unn�otig zu komplizieren, tre�en wir die Vereinbarung, immer die komple-xi�zierten B�undel zu betra
hten, ohne dies explizit zu erw�ahnen. Im weiteren werden wir oft vonfaktorisierten (homogenen) S
hnitten in den B�undeln WsT �M 
VT �M Gebrau
h ma
hen, um dieAbbildungen zu de�nieren, wel
he f�ur uns von Wi
htigkeit sind. Damit sind S
hnitte der GestaltFj := �njTj 
 �jmit Tj 2 �1(WsjT �M), �j 2 �1(VajT �M) gemeint (j sei hierbei aus einer Indexmenge I). Aufsol
hen S
hnitten de�nieren wir die Grad-Abbildungen degs; dega; deg� dur
hdegs Fj := sjFj ; dega Fj := ajFj ; deg� Fj := ���Fj = njFjund erweitern linear zu Abbildungendegs; dega; deg� :W
�(M)!W
�(M):Auf die entspre
henden Grade beziehen wir uns als symmetris
hen, antisymmetris
hen und �-Grad. F�ur den Raum der Elemente in W
�(M) mit antisymmetris
hem Grad a s
hreiben wirW
�a(M) und f�ur den Raum der Elemente mit antisymmetris
hem Grad Null kurz W(M) :=W
�0(M). Einen Endomorphismus E von W
�(M) nennen wir (homogen) vom Grad (s; a; n),falls f�ur homogenes F1 wie oben de�niert gilt, da�degs(EF1) = (s+ s1)EF1 dega(EF1) = (a+ a1)EF1 deg�(EF1) = (n+ n1)EF1:F�ur zwei Elemente a; b 2 W
�(M) de�nieren wir ihr punktweises, undeformiertes, mit ab = �(a
b)bezei
hnetes Produkt dur
h das symmetris
he _-Produkt im ersten Tensorfaktor und das anti-symmetris
he ^-Produkt im zweiten Tensorfaktor. W
�(M) wird dur
h dieses Produkt zu einerassoziativen, superkommutativen (d.h. ab = (�1)jajjbjba, f�ur dega a = jaja; dega b = jbjb) Algebramit Eins. O�ensi
htli
h sind die Grad-Abbildungen degs; dega; deg� Derivationen des undeformier-ten Produktes und W
�(M) ist bez�ugli
h des antisymmetris
hen Grades eine gradierte Algebra.Bez�ugli
h des symmetris
hen Grades und des �-Grades ist W
�(M) nur no
h formal gradiert,da W
�(M) nur no
h das kartesis
he Produkt aber ni
ht die direkte Summe der jeweiligen ho-mogenen Elemente ist. Mit � : W
�(M) ! C1(M)[[�℄℄ bezei
hnen wir die Abbildung, die aufden Unterraum mit symmetris
hem und antisymmetris
hem Grad Null projiziert, wel
he o�en-si
htli
h ein Homomorphismus des undeformierten Produktes ist. F�ur ein Vektorfeld X 2 �1(TM)bezei
hnen wir die symmetris
he Einsetzabbildung in den symmetris
hen Anteil eines Elementesvon W
�(M) mit is(X) und mit ia(X) bezei
hnen wir die antisymmetris
he Einsetzabbildung inden antisymmetris
hen Anteil. O�ensi
htli
h sind is(X) bzw. ia(X) Superderivationen vom Grad(�1; 0; 0) bzw. (0;�1; 0). Wir betra
hten nun faserweise assoziative formale Deformationen Æ desundeformierten Produktes von der Forma Æ b = 1Xr=0 �r�r(a; b); (1.26)



22 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGwobei �0(a; b) = ab das undeformierte Produkt sei und �r f�ur r � 1 dur
h�r(a; b) := �i1:::ir ;j1:::jrr is(�i1) : : : is(�ir )a is(�j1) : : : is(�jr )b (1.27)gegeben sei. Hier bezei
hnen �i f�ur 1 � i � dim(M) Koordinatenvektorfelder in einer lokalen Kartevon M und �i1:::ir;j1:::jrr die Komponenten eines Tensorfeldes �r 2 �1(WrTM 
WrTM) bez�ugli
hdieser Karte. Die Bedingung der Assoziativit�at von Æ liefert o�ensi
htli
h algebrais
he Bedingungenan die Tensorfelder �r, die aber in den von uns konkret betra
hteten F�allen erf�ullt sein wird. Daderartige Deformationen den antisymmetris
hen Grad unber�uhrt lassen, ist (W
�(M); Æ) einedega-gradierte Algebra. Dagegen ist das deformierte Produkt im allgemeinen weder formal degs-no
h deg�-gradiert. Aufgrund der speziellen Gestalt von Æ gilt jedo
h, da�Deg := 2 deg� +degs (1.28)eine Derivation von Æ ist und somit (W
�(M); Æ) zu einer formal Deg-gradierten Algebra wird.Verm�oge des Deg-Grades l�a�t si
h die folgende Filtrierung vonW
�(M) de�nieren: Man de�niertWk
�(M) als diejenigen Elemente in W
�(M), deren Deg-Grad gr�o�er oder glei
h k ist, danngilt o�ensi
htli
h W
�(M) =W0
�(M) � W1
�(M) � W2
�(M) � � � � � f0g (1.29)und 1\k=0Wk
�(M) = f0g; (1.30)womit Deg eine absteigende Filtrierung de�niert, die mit Æ vertr�agli
h ist, da Deg eine Derivationbez�ugli
h Æ ist. O�ensi
htli
h l�a�t si
h nun jedes Element a 2 W
�(M) als eine (unendli
he)Summe von Deg-homogenen Elementen a = P1k=0 a(k) mit Dega(k) = ka(k) s
hreiben, weshalbW
�(M) das kartesis
he Produkt aller Deg-homogenen Elemente ist. Bez�ugli
h Æ de�nieren wirdega-gradierte Superkommutatoren und s
hreiben adÆ(a)b := [a; b℄Æ.Wir wollen nun no
h eine Aussage beweisen, die unter gewissen Bedingungen an das faserweiseProdukt die zentralen Elemente von (W
�(M); Æ) eindeutig 
harakterisiert.Lemma 1.3.1 Falls f�ur das Tensorfeld �1 2 �1(TM 
 TM), wel
hes die erste Ordnung des faser-weise deformierten Produktes Æ bes
hreibt gilt, da� Alt(�1) ni
ht ausgeartet ist, so ist ein Elementa 2 W
�(M) zentral, d.h. f�ur alle b 2 W
�(M) gilt adÆ(a)b = 0 genau dann, wenn degs a = 0,d.h. a = 1 
 � mit � 2 �1(VT �M)[[�℄℄. Hierbei ist Alt(�1) 2 �1(V2TM) f�ur �; 
 2 �1(T �M)dur
h (Alt(�1))(�; 
) = 12(�1(�; 
)� �1(
; �)) de�niert.Beweis: Sei also a 2 W
�(M ) zentral, dann gilt f�ur ein beliebiges b = T 
1 wobei T 2 �1(T �M) o�enbar0 = adÆ(a)b = �(�i;j1 ��j;i1 )is(�j)T is(�i)a. Da Alt(�1) na
h Voraussetzung ni
ht ausgeartet ist und T beliebigist, folgt aber is(X)a = 0 f�ur alle X 2 �1(TM ), also mu� a vom symmetris
hen Grad 0 sein oder a = 0.Umgekehrt ist aufgrund der Gestalt des faserweisen Produktes Æ o�ensi
htli
h, da� f�ur alle a 2 W
�(M )mit degs a = 0 adÆ(a) = 0 gilt. �Die soeben bewiesene Aussage wird es uns in konkreten Beispielen, in denen die Bedingung an�1 erf�ullt ist, erlauben aus der Tatsa
he, da� ein Element zentral ist, auf seine Gestalt zu s
hlie�en.Bevor wir mit dem allgemeinen Teil der Fedosov-Konstruktion fortfahren, wollen wir an dieserStelle einige wi
htige Beispiele f�ur Deformationen Æ angeben, die wir im weiteren Verlauf der Arbeitn�aher diskutieren werden.Beispiele 1.3.2 i.) Sei (M;!) eine symplektis
he Mannigfaltigkeit, dann de�niertaÆFb := � Æ exp��2�ijis(�i)
 is(�j)� (a
 b) (1.31)



DIE VERALLGEMEINERTE FEDOSOV-KONSTRUKTION 23ein assoziatives Produkt der Gestalt wie in Glei
hung (1.26). Hierbei bezei
hne �ij die Kom-ponenten des zur symplektis
hen Form ! geh�orenden Poisson-Tensors, die mit denen dersymplektis
hen Form in der Beziehung !kj�ij = Æik stehen. Dieses Produkt wurde von Fe-dosov bei seiner urspr�ungli
hen Konstruktion verwendet, weshalb wir es als das Fedosovs
hefaserweise Produkt bezei
hnen.ii.) Sei (M;!; I) eine Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (d.h. die entspre
hende K�ahler-Metrik mu�ni
ht notwendigerweise positiv de�nit sein), dann de�nieren wir das faserweise Wi
k-Produktals aÆWi
kb := � Æ exp�2�i gklis(Zk)
 is(Zl)� (a
 b); (1.32)wobei in einer holomorphen Karte ! = i2gkldzk^dzl gelte und der zugeh�orige Poisson-Tensordur
h � = 2i gklZk ^ Zl mit gklgnl = Ækn gegeben sei. Dieses faserweise Produkt wurde in [20℄von M. Bordemann und S. Waldmann benutzt um ein Sternprodukt vom Wi
k-Typ zu konstru-ieren und wird von uns in Kapitel 3 in einer Verallgemeinerung der dortigen Vorgehensweiseeingesetzt werden, um f�ur alle Sternprodukte vom Wi
k-Typ eine Konstruktion anzugeben.iii.) Eng verwandt mit dem vorangehenden Beispiel ist das faserweise Produkt mit Separation derVariablen auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;�!; I), wel
hes dur
haÆSdVb := � Æ exp�2�i gklis(Zl)
 is(Zk)� (a
 b) (1.33)gegeben ist und si
h von ÆWi
k nur dur
h die vertaus
hten Rollen von holomorphen und an-tiholomorphen Koordinaten unters
heidet, so da� f�ur a; b 2 W
�(M) mit dega a = jaja unddega b = jbjb aÆSdVb = (�1)jajjbjbÆWi
ka (1.34)gilt. Dieses faserweise Produkt werden wir in Abs
hnitt 3.5.4 no
h ben�otigen, um eine Fedosov-Konstruktion f�ur die von A. Karabegov in [67℄ de�nierten Sternprodukte anzugeben.Grundlegend f�ur das weitere Vorgehen sind die folgenden faserweisen Endomorphismen vonW
�(M), die dur
h Æ := (1
 dxi)is(�i) und Æ� := (dxi 
 1)ia(�i) (1.35)de�niert sind, wobei wir wiederum lokale Koordinaten vonM verwendet haben. O�ensi
htli
h sindsowohl Æ als au
h Æ� unabh�angig von der verwendeten Karte de�niert und man re
hnet sofort na
h,da� Æ2 = Æ�2 = 0 (1.36)gilt. Zudem sind Æ bzw. Æ� dega-gradierte Derivationen des undeformierten Produktes vom Grad(�1; 1; 0) bzw. (1;�1; 0). Aufgrund der speziellen Form des deformierten Produktes Æ ist Æ au
heine Æ-Superderivation, wohingegen dies f�ur Æ� im allgemeinen ni
ht der Fall ist. Wegen Æ2 = 0de�niert Æ eine Kohomologie, deren Struktur f�ur die Fedosov-Konstruktion grundlegend ist, unddie fast trivial ist, wie wir glei
h einsehen werden. Hierzu de�niert man f�ur homogene Elementea 2 W
�(M) mit degs a = ka und dega a = la die Abbildung Æ�1 dur
hÆ�1a := � 1k+lÆ�a falls k + l 6= 00 falls k + l = 0 (1.37)



24 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGund erweitert linear zu einer Abbildung Æ�1 :W
�(M)!W
�(M). Dur
h einfa
hes Na
hre
h-nen �ndet man, da� f�ur alle a 2 W
�(M) die Glei
hunga = ÆÆ�1a+ Æ�1Æa+ �(a) (1.38)gilt, die von Fedosov aus naheliegenden Gr�unden als Hodge-de Rham-Zerlegung bezei
hnet wirdund die die Kohomologie von Æ in allen symmetris
hen und antisymmetris
hen Graden bestimmt.Die Abbildung �Æ wird im folgenden Abs
hnitt, in dem wir die Fedosov-Derivation einf�uhren, alsTerm mit dem niedrigsten Homogenit�atsgrad bez�ugli
h der Deg-Gradierung der Fedosov-DerivationVerwendung �nden.1.3.2 Fedosov-Derivation und Fedosov-Taylor-ReiheBevor wir nun die weiteren Bestandteile der Fedosov-Konstruktion anf�uhren, wollen wir no
h ei-niges �uber die ihr zugrundeliegende Philosophie sagen. Die Idee ist es, eine Unteralgebra der Al-gebra (W
�(M); Æ) auszuzei
hnen, wel
he in Bijektion zu den Elementen mit symmetris
hemund antisymmetris
hem Grad Null, also zu C1(M)[[�℄℄, ist und ein deformiertes Produkt aufC1(M)[[�℄℄ dur
h Zur�u
kziehen des Produktes Æ auf dieser Unteralgebra mittels dieser Bijektionzu de�nieren. Dabei ist darauf zu a
hten, da� die Bijektion in gewissem Sinn gen�ugend ni
ht-trivial ist, um tats�a
hli
h ein deformiertes Produkt zu erhalten; so kann man z.B. zeigen, da� zwarker(Æ)\ ker(dega) die erw�ahnten Eigens
haften besitzt, das induzierte Produkt aber gerade wiederdas urspr�ungli
he undeformierte Produkt liefert. Die Idee ist es nun, eine Superderivation von Æ zu�nden, deren Kern in Bijektion zu C1(M)[[�℄℄ steht. Die Eigens
haft Superderivation von Æ zu seinimpliziert n�amli
h, da� ihr Kern eine Æ-Unteralgebra ist. Au�erdem fordern wir, da� das Quadratder Superderivation vers
hwindet, was qualitativ formuliert si
her stellt, da� ihr Kern "gen�ugendgro�\ ist. Wir werden in diesem Abs
hnitt eine sol
he Superderivation, die Fedosov-Derivation,rekursiv de�nieren und zus�atzli
h die Abbildung, die Fedosov-Taylor-Reihe, wel
he einem Elementin C1(M)[[�℄℄ das korrespondierende Element im Kern dieser Superderivation zuordnet. Au�erdemwerden wir einsehen, da� die Umkehrabbildung dieser Abbildung gerade dur
h die Eins
hr�ankungder Abbildung � auf den Kern der Superderivation gegeben ist, und somit eine re
ht expliziteKonstruktions-Vors
hrift f�ur ein assoziatives Produkt � auf C1(M)[[�℄℄ �nden, wel
hes unter ge-wissen Voraussetzungen eine Deformation des punktweisen Produktes ist.In Fedosovs urspr�ungli
her Konstruktion ist das wesentli
he neue Element ein EndomorphismusvonW
�(M), der ni
ht von einer faserweise de�nierten Abbildung herkommt. Verm�oge eines torsi-onsfreien Zusammenhangs r auf M de�niert Fedosov eine Abbildung r :W
�(M)!W
�(M)dur
h r := (1
 dxi)r�i ; (1.39)die vom Grad (0; 1; 0) also vom Deg-Grad Null ist. Dur
h einfa
hes Na
hre
hnen erh�alt man, da�r2 eine faserweise Abbildung ist, die dur
h die Kr�ummung des Zusammenhangs festgelegt ist.Dar�uberhinaus stellt man fest, da� r(1
�) = 1
d� f�ur alle � 2 �1(VT �M)[[�℄℄ gilt, wobei d die�au�ere Ableitung bezei
hnet. Weiter �ndet man, da� wegen der Torsionsfreiheit vonr die Glei
hung[Æ;r℄ = 0 erf�ullt ist. Ohne weitere Voraussetzungen sind r und Æ ni
ht miteinander vertr�agli
h,weshalb wir also sol
he Zusammenh�ange su
hen m�ussen, die r zu einer Æ-Superderivation vomdega-Grad 1 ma
hen. Das obige konkrete Beispiel legt also folgende Verallgemeinerung nahe: Wirbetra
hten eine Æ-Superderivation D vom antisymmetris
hen Grad 1 und vom totalen Grad 0 mitfolgenden Eigens
haften: [Æ;D℄ = 0,D(1
�) = 1
d� f�ur alle � 2 �1(VT �M)[[�℄℄,D2 = � 1� adÆ(R)mit einem Element R 2 W
�2(M), vom totalen Grad 2. Da R hierdur
h o�ensi
htli
h nur bisauf zentrale Elemente festgelegt ist, werden wir in den meisten konkreten Situationen Elemente



DIE VERALLGEMEINERTE FEDOSOV-KONSTRUKTION 25R �nden, die vom Grad (2; 2; 0) sind, die die no
h zu nennenden weiteren Voraussetzungen f�urdie Fedosov-Konstruktion erf�ullen. Weiter fordern wir, da� die Glei
hungen ÆR = DR = 0 erf�ulltsind, die im Fall eines torsionsfreien Zusammenhangs gerade den beiden Bian
hi-Identit�aten f�ur denKr�ummungstensor entspre
hen. O�ensi
htli
h mu� Æ hinrei
hend ni
ht-trivial sein, damit es �uber-haupt ni
ht-triviale quasi-innere Superderivationen geben kann. Mit einer sol
hen SuperderivationD sind alle Voraussetzungen f�ur folgenden Satz [45, Thm. 3.2℄ bzw. [46, Thm. 5.3.3℄ erf�ullt:Satz 1.3.3 ([18, Thm. 2.1℄, [87, Thm. 2.1℄) Sei D :W
�(M)!W
�(M) eine C [[�℄℄-lineareÆ-Superderivation vom dega-Grad 1 und Deg-Grad 0, so da� [Æ;D℄ = 0, D(1
 �) = 1
 d� f�ur alle� 2 �1(VT �M)[[�℄℄ und D2 = � 1� adÆ(R) mit einem Element R 2 W
�2(M) vom totalen Grad2, wel
hes ÆR = DR = 0 erf�ullt, gilt. Sei weiter 
 = P1i=1 �i
i eine formale Reihe ges
hlossenerZweiformen auf M und s 2 W3(M) mit �(s) = 0 gegeben. Dann existiert ein eindeutig bestimmtesElement r 2 W2
�1(M) derart, da�Ær = Dr� 1� r Æ r +R+ 1
 
 und Æ�1r = s: (1.40)Dar�uberhinaus erf�ullt r die Glei
hungr = Æs + Æ�1 �Dr � 1� r Æ r+ R+ 1
 
� ; (1.41)aus wel
her r rekursiv bestimmt werden kann. In diesem Fall ist die Fedosov-DerivationD := �Æ +D � 1� adÆ(r) (1.42)eine Superderivation vom dega-Grad 1 bez�ugli
h Æ und es gilt D2 = 0.Fedosov nennt D einen 
a
hen Zusammenhang f�ur das B�undel W
�(M). Ents
heidend f�ur denBeweis ist die fast triviale Æ-Kohomologie (vgl. Glei
hung (1.38)).Bemerkung 1.3.4 i.) Man kann den Satz 1.3.3 au
h formulieren, indem man auf die Voraus-setzung D(1 
 �) = 1 
 d� f�ur alle � 2 �1(VT �M)[[�℄℄ verzi
htet, dann ist aber au
h dieVoraussetzung an die formale Reihe 
 von Zweiformen zu modi�zieren. Hierzu �uberlegt mansi
h lei
ht, da� aufgrund der anderen Voraussetzungen an die Abbildung D, die tats�a
hli
hzwingend sind, D(1
�) = 1
 ed� f�ur alle � 2 �1(VT �M)[[�℄℄ gilt, wobei ed die Eigens
haftened2 = 0 und ed(� ^ �) = ed� ^ � + (�1)k� ^ ed� f�ur � 2 �1(VkT �M), � 2 �1(VT �M) be-sitzt. Also ist in diesem Fall die Ges
hlossenheit von 
i dur
h die Bedingung ed
i zu ersetzen.Die oben gema
hte zus�atzli
he Voraussetzung entspri
ht also der zus�atzli
hen Forderung, da�Df = 1 
 df f�ur alle f 2 C1(M) gilt, da dann na
h der eindeutigen Charakterisierung der�au�eren Ableitung ed = d folgt. Von diesem Standpunkt gesehen ist die obige Formulierungalso sehr nahe an der allgemeinst m�ogli
hen. Da wir aber in der vorliegenden Arbeit immerAbbildungen D betra
hten werden, die den Voraussetungen von Satz 1.3.3 gen�ugen, wollenwir darauf verzi
hten auf diesen etwas allgemeineren Fall n�aher einzugehen.ii.) O�ensi
htli
h ist das Element R in den Voraussetzungen von Satz 1.3.3 vom totalen Grad2, das D2 = � 1� adÆ(R) und ÆR = DR = 0 erf�ullt, hierdur
h nur bis auf die Addition einesTerms der Form 1 
 �# mit einer ges
hlossenen Zweiform # auf M eindeutig bestimmt, dadieser Term zentral ist und o�ensi
htli
h im Kern von Æ und D liegt. Da aber 
 eine beliebigeformale Reihe ges
hlossener Zweiformen ist, wird diese Freiheit in der obigen Formulierungs
hon mitber�u
ksi
htigt.



26 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGiii.) In [71℄ haben Karabegov und S
hli
henmaier eine Fedosov-Konstruktion f�ur Sternprodukteauf Fast-K�ahler-Mannigfaltigkeiten angegeben, bei der auf die Bedingung [Æ;D℄ = 0 verzi
htetwerden mu�, da dort die Abbildung D auf einem faktorisierten S
hnitt S
� dur
h D(S
�) =r�iS 
 dxi ^ �+ S 
 d� de�niert ist, wobei r ein Zusammenhang ist, dessen Torsion ni
htvers
hwindet. Diese konkrete Situation kann nat�urli
h au
h in v�ollig allgemeinem Rahmenbehandelt werden: Gilt n�amli
h [Æ;D℄ = 1� adÆ(T ) mit einem Element T 2 W
�2(M) vomtotalen Grad 1 (also gilt degs T = T ), wel
hes zus�atzli
h ÆT = 0 und DT = ÆR erf�ullt, wobeiD2 = � 1� adÆ(R) mit DR = 0, so existiert analog zu obigem Satz ein eindeutig de�niertesElement r 2 W2
�1(M) derart, da� Æ�1r = s und Ær = Dr� 1� r Æ r+T +R+1

, wel
hesdar�uberhinaus rekursiv aus r = Æs + Æ�1 �Dr � 1� r Æ r + T + R+ 1
 
� bestimmt werdenkann und in diesem Fall gilt au
h D2 = 0. Wir werden auf diese Situation no
h in Abs
hnitt1.3.7 zu spre
hen kommen und zeigen, da� diese Art der Fedosov-Konstruktion �aquivalent zueiner der in Satz 1.3.3 angegebenen ist. Dort werden wir au
h einen Beweis f�ur diese etwasallgemeinere Situation angeben, der f�ur den Spezialfall T = 0 nat�urli
h au
h einen Beweisf�ur Satz 1.3.3 liefert.iv.) Neben der Verallgemeinerung hinsi
htli
h der Abbildung D und des faserweisen ProduktesÆ haben wir gegen�uber der von Fedosov gegebenen Formulierung des Satzes 1.3.3 zus�atzli
hdie Normierungsbedingung Æ�1r = s, die bei Fedosov dur
h Æ�1r = 0 gegeben ist, eingef�uhrt.In Abs
hnitt 1.3.6 werden wir f�ur einige Anteile von s eine Interpretation dieser Normie-rungsbedingung liefern, die grob gespro
hen besagt, da� hierdur
h auf einfa
hste Weise einegewisse S
har von m�ogli
hen Wahlen der Abbildung D und alle m�ogli
hen Wahlen einer zu
 kohomologen formalen Reihe ges
hlossener Zweiformen parametrisiert wird. Im Spezialfallder urspr�ungli
h von Fedosov angegebenen Konstruktion werden wir zeigen k�onnen, da� dur
heinen Anteil von s alle m�ogli
hen Wahlen eines symplektis
hen, torsionsfreien Zusammen-hangs, der dort in D eingeht, parametrisiert werden.Der n�a
hste wi
htige S
hritt in der Fedosov-Konstruktion besteht darin, die 
a
hen S
hnittea 2 W(M), also diejenigen Elemente mit Da = 0, in Bijektion mit C1(M)[[�℄℄ zu bringen. Au
hhier geben wir eine kleine Verallgemeinerung von Fedosovs Resultat [45, Thm. 3.3℄ an:Satz 1.3.5 ([18, Thm. 2.2℄) Sei Z = �Æ + K : W
�(M) ! W
�(M) eine C [[�℄℄-lineareAbbildung vom dega-Grad 1 mit Z2 = 0, wobei K den Deg-Grad ni
ht verringere.i.) Dann existiert f�ur alle f 2 C1(M)[[�℄℄ ein eindeutig bestimmtes Element �Z(f) 2 ker(Z) \W(M), so da� �(�Z(f)) = f (1.43)gilt und �Z : C1(M)[[�℄℄ ! ker(Z) \ W(M) eine C [[�℄℄-lineare, bijektive Abbildung ist, dieman die Fedosov-Taylor-Reihe zu Z nennt.ii.) Ist zudem K von der Form K =P1l=0K(l) mit homogenen Abbildungen K(l) vom Deg-Grad l,dann gilt f�ur f 2 C1(M) f�ur �Z(f) = P1k=0 �Z(f)(k) mit Deg�Z(f)(k) = k�Z(f)(k) folgendeRekursionsformel: �Z(f)(0) = f�Z(f)(k+1) = Æ�1 kXl=0 K(l)�Z(f)(k�l)! : (1.44)iii.) Ist Z eine Æ-Superderivation, wie man sie etwa na
h Satz 1.3.3 konstruieren kann, dann istker(Z) \ W(M) eine Æ-Unteralgebra und dur
h Zur�u
kziehen von Æ mit �Z erh�alt man ein



DIE VERALLGEMEINERTE FEDOSOV-KONSTRUKTION 27neues (unter gewissen Voraussetzungen deformiertes) assoziatives Produkt �Z auf C1(M)[[�℄℄dur
h f �Z g := �(�Z(f) Æ �Z(g)): (1.45)Beweis: Der Vollst�andigkeit halber geben wir einen Beweis dieses Satzes an, wir folgen hierbei im we-sentli
hen der Darstellung in der Dissertation [109, Anhang B.1.1℄. Um die Glei
hung Z�Z (f) = 0 unterder Bedingung �(�Z (f)) = f f�ur ein fest gew�ahltes aber beliebiges f 2 C1(M )[[�℄℄ zu l�osen, wendenwir auf diese Æ�1 an und erhalten mit der Zerlegung (1.38), da� �Z (f) dann wegen �(�Z (f)) = f undÆ�1�Z (f) = 0 die Glei
hung �Z (f) = f + Æ�1K�Z(f) erf�ullen mu�. Wir betra
hten also die AbbildungTf : W(M ) ! W(M ), die f�ur a 2 W(M ) dur
h Tfa := f + Æ�1Ka de�niert ist. Bez�ugli
h der in AnhangA.2 eingef�uhrten Metrik auf W
�(M ) ist die Abbildung Tf kontrahierend, da K den Deg-Grad ni
ht ver-ringert und Æ�1 den totalen Grad um eins erh�oht. Es gibt also einen eindeutigen Fixpunkt bf 2 W(M )von Tf , f�ur den bf = Tf bf = f + Æ�1Kbf gilt. F�ur diesen Fixpunkt gilt o�ensi
htli
h �(bf ) = f . Alsn�a
hstes zeigen wir, da� dieser Fixpunkt im Kern von Z liegt. Hierzu leiten wir eine Fixpunkt-Glei
hungf�ur Zbf ab, deren einzige L�osung dur
h 0 gegeben ist. Wegen der Zerlegung (1.38) gilt unter Benutzungvon Tfbf = bf und �(bf ) = f o�ensi
htli
h Æ�1Zbf = �bf + Tfbf = 0. Mit Z2 = 0 erhalten wir wei-ter 0 = Z2bf = �ÆZbf + KZbf , so da� wir wiederum mit der Zerlegung (1.38) wegen �(Zbf ) = 0 undÆ�1Zbf = 0 die Glei
hung Zbf = Æ�1KZbf erhalten. Da K den totalen Grad ni
ht verringert und Æ�1ihn um eins erh�oht, ist die Abbildung Æ�1K :W
�1(M ) !W
�1(M ) wiederum kontrahierend bez�ugli
hder in Anhang A.2 eingef�uhrten Metrik, so da� Æ�1K einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Da aber Æ�1Klinear ist, ist 0 trivialerweise ein Fixpunkt dieser Abbildung und die Eindeutigkeit des Fixpunktes impliziertZbf = 0, also gilt bf 2 ker(Z). Also erf�ullt der Fixpunkt bf von Tf die Glei
hungen, die �Z (f) erf�ullen soll.Da aber ein Element, das diese Glei
hungen erf�ullt, wie wir oben gesehen haben immer au
h Fixpunkt vonTf ist, folgt aus der Eindeutigkeit dieses Fixpunktes au
h, da� �Z (f) dur
h �Z(f) 2 ker(Z) \ W(M ) und�(�Z(f)) = f eindeutig bestimmt ist. Wir zeigen nun, da� f 7! �Z(f) eine C [[�℄℄-lineare Abbildung ist. Seihierzu f = k1f1 + k2f2 2 C1(M )[[�℄℄ mit f1; f2 2 C1(M )[[�℄℄ und k1; k2 2 C [[�℄℄, dann erf�ullt �Z(fr) f�urr = 1; 2 die Fixpunkt-Glei
hung Tfr�Z (fr) = fr + Æ�1K�Z(fr) = �Z (fr). Mit der C [[�℄℄-Linearit�at von Æ�1und K folgt hieraus aberk1�Z(f1) + k2�Z (f2) = k1f1 + k2f2 + Æ�1K (k1�Z (f1) + k2�Z (f2)) ;also erf�ullt k1�Z (f1) + k2�Z(f2) dieselbe Fixpunkt-Glei
hung wie �Z (f) und mit der Eindeutigkeit des Fix-punktes folgt �Z(f) = k1�Z (f1) + k2�Z(f2) also die C [[�℄℄-Linearit�at von �Z . Es bleibt no
h zu zeigen,da� �Z eine Bijektion zwis
hen C1(M )[[�℄℄ und ker(Z) \ W(M ) ist. Die Injektivit�at ist trivial, da f�urf1; f2 2 C1(M )[[�℄℄ aus �Z (f1) = �Z(f2) dur
h Anwenden von � direkt f1 = f2 folgt. Es bleibt zu zeigen,da� �Z surjektiv ist. Sei hierzu a 2 ker(Z) \ W(M ), dann folgt f�ur a mit der Hodge-de Rham-Zerlegungaus Za = 0 die Fixpunkt-Glei
hung a = �(a) + Æ�1Ka, womit a Fixpunkt von T�(a) ist. Dieser ist abereindeutig und dur
h �Z (�(a)) = a gegeben, womit �Z also au
h surjektiv ist. Die Rekursionsformel f�ur�Z(f) mit f 2 C1(M ) erh�alt man direkt aus der Fixpunkt-Glei
hung �Z (f) = f + Æ�1K�Z(f), indem mandiese na
h dem totalen Grad sortiert. Zum Beweis des dritten Teils bea
hten wir, da� der Kern einer Æ-Superderivation eine Æ-Unteralgebra ist, so da� ker(Z) \ W(M ) als Dur
hs
hnitt zweier Æ-Unteralgebrenwieder eine Æ-Unteralgebra ist. Da nun Æ assoziativ ist und �Z eine C [[�℄℄-lineare Bijektion ist, liefert dasZur�u
kziehen von Æ ein assoziatives C [[�℄℄-bilineares Produkt �Z auf C1(M )[[�℄℄. F�ur f; g 2 C1(M ) giltzudem f �Z g = �(�Z(f) Æ �Z (g)) = fg + O(�), so da� die unterste Ordnung von �Z in � tats�a
hli
h dur
hdas punktweise Produkt gegeben ist. �1.3.3 Eigens
haften der Fedosov-Taylor-Reihe �Z und der Produkte �ZWir tragen an dieser Stelle no
h einige allgemeine Eigens
haften, der Fedosov-Taylor-Reihe �Z undder induzierten, assoziativen (deformierten) Produkte �Z zusammen, die f�ur man
he Spezialf�alleder Fedosov-Konstruktion aus der Literatur bekannt sind, aber in etwas s
hw�a
herer Form au
h inv�olliger Allgemeinheit G�ultigkeit haben (vgl. [20, Thm. 3.4℄ und [18, Lemma 5.8℄).



28 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGWir ben�otigen an dieser Stelle einige grundlegende De�nitionen und Eigens
haften von Di�e-rentialoperatoren, wie wir sie in unserer Arbeit [86, Bem. 3.4.17 und Anhang B.1℄ dargestellt haben,die wir aber als bekannt voraussetzen.Wir betra
hten im weiteren sowohl Di�erentialoperatoren auf C1(M) mit Werten in demC1(M)-Modul W
�(M), die wir mit Di� �(C1(M);W
�(M)) bezei
hnen, als au
h C1(M)-Di�erentialoperatoren auf dem C1(M)-Modul W
�(M) mit Werten in W
�(M), die wir mitDi� �C1(M)(W
�(M)) bezei
hnen.Lemma 1.3.6 Sei Z eine Æ-Superderivation wie in Satz 1.3.5. F�ur alle k 2 N ist dann die in Satz1.3.5 de�nierte Abbildung C1(M) 3 f 7! �Z(f)(k) 2 W(M)ein Di�erentialoperator der Ordnung k, d.h. � (k)Z 2 Di� k(C1(M);W(M)). S
hreibt man f�ur k 6=0 �Z(f)(k) = P[ k�12 ℄l=0 �l�Z(f)(k)k�2l, so sind also die Abbildungen C1(M) 3 f 7! �Z(f)(k)k�2l 2�1(Wk�2lT �M) Di�erentialoperatoren der Ordnung k.Beweis: Zum Beweis dieses Lemmas ben�otigen wir einige Aussagen �uber die Di�erentiationsordnung der inder Rekursionsformel f�ur �Z vorkommenden Abbildungen.Sublemma 1.3.7 Sei Z = �Æ + K : W
�(M ) ! W
�(M ) eine C [[�℄℄-lineare Æ-Superderivation vomdega-Grad 1, wobei K = P1l=0 K(l) mit homogenen Abbildungen K(l) vom Deg-Grad l den Deg-Grad ni
htverringere. Dann gilt Æ 2 Di� 0C1(M)(W
�(M )), K(l) 2 Di� 1C1(M)(W
�(M )) f�ur alle l 2 N. Ferner giltÆ�1 2 Di� 0C1(M)(W
�(M )).Beweis: Die Aussagen �uber die Di�erentiationsordnung der Abbildungen Æ und Æ�1 sind o�ensi
htli
h, dasowohl Æ als au
h Æ�1 faserweise Abbildungen sind und als sol
he mit der Linksmultiplikationmit Funktionenf 2 C1(M ) auf W
�(M ) vertaus
hen. Sei nun eK eine Æ-Superderivation, dann gilt f�ur alle f 2 C1(M ),b 2 W
�(M ) die Glei
hung eK(f Æ b) = ( eKf) Æ b + f Æ ( eKb). Wegen der Gestalt des faserweisen ProduktesÆ gilt aber f Æ a = fa = lfa f�ur alle f 2 C1(M ), a 2 W
�(M ) und wir erhalten [ eK; lf ℄b = ( eKf) Æ b.F�ur alle g 2 C1(M ) gilt wiederum wegen der Gestalt des faserweisen Produktes ( eKf) Æ (gb) � g(( eKf) Æb) = 0, d.h. die Abbildung b 7! ( eKf) Æ b ist ein C1(M )-Di�erentialoperator der Ordnung 0 und na
hDe�nition von Di� 1C1(M)(W
�(M )) folgt eK 2 Di� 1C1(M)(W
�(M )). Da alle Abbildungen K(l) f�ur l 2 NÆ-Superderivationen sind folgt hieraus die Behauptung. 5Die C -Linearit�at von �Z (f)(k) ist na
h Satz 1.3.5 f�ur alle k 2 N klar. Wir beweisen nun die Aussage�uber die Di�erentiationsordnung per Induktion �uber den totalen Grad k. F�ur k = 0 ist die Abbildung� (0)Z : f 7! �Z(f)(0) = f o�ensi
htli
h ein Di�erentialoperator der Ordnung 0. Wir nehmen nun an, da� f�urr = 0; : : : ; k gelte, da� � (r)Z 2 Di� r(C1(M );W(M )). Unter Verwendung der Rekursionsformel (1.44) �ndenwir dann �Z (f)(k+1) = Æ�1 kXr=0K(r)�Z(f)(k�r)! :Na
h den im vorangehenden Sublemma bewiesenen Aussagen �uber die Di�erentiationsordnungen von Æ�1und K(r) und der Induktionsannahme gilt aber, da� die Abbildungen f 7! Æ�1(K(r)�Z(f)(k�r)) f�ur 0 � r � kDi�erentialoperatoren der Ordnung k � r + 1 mit Werten in W(M ) sind. Da si
h die Summe �uber r von0 bis k erstre
kt, folgt also � (k+1)Z 2 Di� k+1(C1(M );W(M )). Die explizitere Form von �Z (f)(k) f�ur k 6= 0folgt direkt aus der Tatsa
he, da� �Z(f)(k) vom totalen Grad k ist, und �(�Z(f)(k)) = 0 f�ur k 6= 0 gilt. DieAussage �uber die Di�erentiationsordnung von f 7! �Z(f)(k)k�2l folgt unmittelbar, aus der bereits bewiesenenAussage des Lemmas. �



DIE VERALLGEMEINERTE FEDOSOV-KONSTRUKTION 29Satz 1.3.8 Das in (1.45) de�nierte assoziative Produkt �Z ist f�ur alle Z, die den Voraussetzungenvon Satz 1.3.5 gen�ugen, di�erentiell, d.h. s
hreibt man f�ur f; g 2 C1(M)f �Z g = fg + 1Xr=1 �rCr(f; g);so sind die Abbildungen Cr : C1(M) � C1(M) ! C1(M) Bidi�erentialoperatoren. Ferner ist Crvon der Ordnung (2r� 1; 2r� 1), so da� �Z insbesondere vom Doppel-Vey-Typ ist.Beweis: Unter Verwendung der in Lemma 1.3.6 eingef�uhrten Notation f�ur � (k)Z erh�alt man mit einer direktenRe
hnung f �Z g = fg + 1Xr=1 �r r�1Xl=0 lXk=0�r�l(�Z (f)(r�l+2k)r�l ; �Z(g)(r+l�2k)r�l );also Cr(f; g) = Pr�1l=0 Plk=0 �r�l(�Z(f)(r�l+2k)r�l ; �Z(g)(r+l�2k)r�l ) f�ur r � 1. Indem man die jeweiligen Sum-mationsberei
he ber�u
ksi
htigt, ma
ht man si
h lei
ht klar, da� die Terme mit dem h�o
hsten oberen In-dex, der f�ur den totalen Grad steht, in diesem Ausdru
k den Index 2r � 1 besitzen. Da zudem �s :W
�(M ) � W
�(M ) ! W
�(M ) f�ur alle s � 1 ein C1(M )-Bidi�erentialoperator, der Ordnung (0; 0)ist, folgt die Behauptung aus der Aussage von Lemma 1.3.6 unter Benutzung der bekannten Ergebnisse �uberdie Di�erentiationsordnung von Verkettungen von Di�erentialoperatoren. �Korollar 1.3.9 Sei Z eine Æ-Superderivation, die den Voraussetzungen von Satz 1.3.5 gen�ugt.Dann ist die Abbildung C1(M) 3 f 7! 1� �(adÆ(h)�Z(f)) = Dff�ur alle h 2 W(M) eine formale Reihe von Di�erentialoperatoren. S
hreibt man D =P1i=0 �iDi soist Di von der Ordnung 2i+ 1.Beweis: Eine zum Beweis von Proposition analoge Re
hnung liefert1� � (adÆ(h)�Z (f)) = 1Xi=0 �i iXm=0 mXt=0 2��i+1�m(h(i+1�m+2t)i+1�m ; �Z(f)(i+1+m�2t)i+1�m );wobei wir h =P1k=0P[ k2 ℄l=0 h(k)k�2l mit h(k)k�2l 2 �1(Wk�2lT �M ) ges
hrieben haben und ��r f�ur a; b 2 W(M ),r � 1 dur
h ��r (a; b) := 12(�r(a; b) � �r(b; a)) de�niert haben. Wir �nden also f�ur Di den Ausdru
kDif = Pim=0Pmt=0 2��i+1�m(h(i+1�m+2t)i+1�m ; �Z(f)(i+1+m�2t)i+1�m ). Au
h hier ma
ht man si
h anhand der Sum-mationsberei
he klar, da� der h�o
hste im Ausdru
k f�ur Di vorkommende obere Index, der f�ur den totalenGrad des jeweiligen Terms der Fedosov-Taylor-Reihe steht, dur
h 2i+1 gegeben ist. Da f�ur alle r � 1 und alleb 2 W
�(M ) gilt, da� die Abbildungen W
�(M ) 3 a 7! �r(b; a) und W
�(M ) 3 a 7! �r(a; b) C1(M )-Di�erentialoperatoren der Ordnung 0 auf W
�(M ) sind, folgt hiermit die Behauptung wiederum aus derAussage von Lemma 1.3.6 und den bekannten Aussagen �uber die Di�erentiationsordnung von Verkettungenvon Di�erentialoperatoren. �Unter relativ s
hwa
hen zus�atzli
hen Voraussetzungen an die Æ-Superderivation K k�onnen wirsogar zeigen, da� die Deformationen �Z wie in den aus [20, Thm. 3.4℄, [18, Lemma 5.8℄ bzw. [109,Lemma 4.3.17℄ bekannten Spezialf�allen vom Vey-Typ sind.Lemma 1.3.10 Sei Z = �Æ + K eine Æ-Superderivation wie in Satz 1.3.5. Gilt zus�atzli
h, da�die Abbildungen K(r) vom Deg-Grad r f�ur alle r 2 N von der Form K(r) = Pr+1l=0 �lK(r)r�2l mit



30 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGAbbildung K(r)r�2l vom degs-Grad r � 2l f�ur 0 � l � r + 1 sind, wobei f�ur alle r 2 N K(r)r�2(r+1) einDi�erentialoperator der Ordnung 0 sei, dann ist die AbbildungC1(M) 3 f 7! �Z(f)(k)k�2l 2 �1(Wk�2lT �M)f�ur alle k � 1 und 0 � l � [k�12 ℄ ein Di�erentialoperator der Ordnung k � l.Beweis: Wir f�uhren den Beweis per Induktion �uber den totalen Grad k. Zun�a
hst bemerken wir, da� dieAbbildungen K(r)r�2l wegen Sublemma 1.3.7 f�ur 0 � l � r + 1 Di�erentialoperatoren der Ordnung 1 sindund zus�atzli
h gilt wegen der gema
hten Voraussetzungen, da� K(r)r�2(r+1) sogar ein Di�erentialoperatorder Ordnung 0 ist. F�ur den Induktionsanfang betra
hten wir �Z(f)(1) f�ur f 2 C1(M ). O�ensi
htli
h ist�Z (f)(1) = �Z (f)(1)1 und wegen �Z(f)(0) = f erhalten wir mit K(0) = K(0)0 + K(0)�2 und der Rekursionsformel(1.44) �Z(f)(1)1 = Æ�1(K(0)0 f), da K(0)�2f = 0. Da K(0)0 ein Di�erentialoperator der Ordnung 1 und Æ�1 einDi�erentialoperator der Ordnung 0 ist, ist also �Z (1)1 2 Di� 1(C1(M );�1(T �M )). F�ur den Induktionss
hrittbetra
hten wir �Z(f)(k+1) = Æ�10�k�1Xr=0K(r) [ k�r�12 ℄Xl=0 �l�Z (f)(k�r)k�r�2l + K(k)f1A= Æ�10�k�1Xr=0 rXm=0 �mK(r)r�2m [ k�r�12 ℄Xl=0 �l�Z(f)(k�r)k�r�2l+ k�1Xr=0 �r+1K(r)r�2(r+1) [ k�r�12 ℄Xl=0 �l�Z(f)(k�r)k�r�2l + K(k)f1A :Da K(k) ein Di�erentialoperator der Ordnung 1 ist, ist die Abbildung f 7! Æ�1(K(k)f) na
h Sublemma1.3.7 ein Di�erentialoperator der Ordnung 1. Wir betra
hten nun die beiden anderen Summanden getrennt.Gem�a� Induktionsannahme ist �Z (k�r)k�r�2l f�ur 0 � r � k ein Di�erentialoperator der Ordnung k � r � l.Da K(r)r�2m f�ur 0 � m � r ein Di�erentialoperator der Ordnung 1 vom symmetris
hen Grad r � 2mist, und Æ�1 von der Ordnung 0 ist und den symmetris
hen Grad um eins erh�oht, sind die Summandender ersten Summe von der Form �l+mDr;m;l (k�r�l+1)k+1�2(l+m)f , mit Di�erentialoperatoren Dr;m;l (k�r�l+1)k+1�2(l+m) 2Di� k�r�l+1(C1(M );�1(Wk+1�2(l+m)T �M )). Da na
h Voraussetzung K(r)r�2(r+1) von der Ordnung 0 undvom symmetris
hen Grad r � 2(r + 1) ist, sind wiederum wegen der Induktionsannahme und den Eigen-s
haften von Æ�1 die Summanden der zweiten Summe von der Form �l+r+1Dr;l(k�r�l)k+1�2(l+r+1)f , mit Di�eren-tialoperatoren Dr;l (k�r�l)k+1�2(l+r+1) 2 Di� k�r�l(C1(M );�1(Wk+1�2(l+r+1)T �M )). Da si
h die Summe �uber mnur von 1 bis r erstre
kt, stehen also im ersten Summanden im symmetris
hen Grad k + 1 � 2(l +m) nurDi�erentialoperatoren der Ordnung k + 1 � (l + m), da k � r � l + 1 � k + 1 � (l + m) () m � r.Im zweiten Summanden stehen im symmetris
hen Grad k + 1� 2(l + r + 1) nur Di�erentialoperatoren derOrdnung k + 1 � (l + r + 1) = k � l � r. Da der letzte Summand unabh�angig von den vorkommendensymmetris
hen Graden von der Ordnung 1 ist und f�ur 0 � n � [k2 ℄ immer 1 � k + 1 � n gilt, folgt al-so �Z(f)(k+1)k+1�2n 2 Di� k+1�n(C1(M );�1(Wk+1�2nT �M )) f�ur 0 � n � [k2 ℄, womit die Behauptung dur
hInduktion �uber den totalen Grad bewiesen ist. �Mit Hilfe dieses Lemmas erhalten wir den Satz.Satz 1.3.11 F�ur alle K, die den Voraussetzungen von Lemma 1.3.10 gen�ugen, ist das na
h Satz1.3.5 mit Z = �Æ+K konstruierte assoziative Produkt �Z vom Vey-Typ, d.h. s
hreibt man f �Z g =fg+P1r=1 �rCr(f; g) f�ur f; g 2 C1(M), so sind die Abbildungen Cr : C1(M)� C1(M)! C1(M)Bidi�erentialoperatoren der Ordnung (r; r).



DIE VERALLGEMEINERTE FEDOSOV-KONSTRUKTION 31Beweis: Analog zum Beweis von Satz 1.3.8 gilt Cr(f; g) = Pr�1l=0 Plk=0 �r�l(�Z (f)(r�l+2k)r�l ; �Z(g)(r+l�2k)r�l ).Gem�a� der Aussage des vorangegangenen Lemmas ist �Z (r+l�2k)r�l ein Di�erentialoperator der Ordnung r� kund �Z (r�l+2k)r�l ein Di�erentialoperator der Ordnung r � l + k. Also ist die h�o
hste vorkommende Di�eren-tiationsordnung sowohl im zweiten als au
h im ersten Argument r und der Satz ist bewiesen. �Bemerkung 1.3.12 Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.3.10 kann man mit einer zum vor-angegangenen Beweis analogen Argumentation au
h zeigen, da� eine zur Aussage von Korollar1.3.9 analoge Aussage in einer etwas strengeren Form gilt, d.h. 1��(adÆ(h)�Z(f)) = P1i=0 �iDif ,wobei Di 2 Di� i+1(C1(M)).S
hlie�li
h k�onnen wir nun zeigen, da� unter einer geringf�ugig eins
hr�ankenden Bedingung andie Abbildung D, verm�oge der wir in Satz 1.3.3 die Fedosov-Derivation D konstruiert haben, alleassoziativen Deformationen �D vom Vey-Typ sind.Satz 1.3.13 Sei D : W
�(M) ! W
�(M) eine Abbildung, die die Voraussetzungen von Satz1.3.3 erf�ullt. Zudem sei D von der Form D = D(0)0 + �D(0)�2, wobei D(0)0 ein C1(M)-Di�erential-operator der Ordnung 1 vom degs-Grad 0 und D(0)�2 ein C1(M)-Di�erentialoperator der Ordnung 0vom degs-Grad �2 auf W
�(M) sei. Dann erf�ullt D = �Æ+K = �Æ+D� 1� adÆ(r) die in Lemma1.3.10 gestellten Bedingungen, also ist das assoziative Produkt �D na
h Satz 1.3.11 vom Vey-Typ.Beweis: Wir m�ussen nur na
hweisen, da� K(0) = D � 1� adÆ(r(2)) und K(n) = � 1�adÆ(r(n+2)) f�ur n �1 die in Lemma 1.3.10 genannten Eigens
haften besitzt. Da � 1�adÆ(r(k)) eine faserweise Abbildung ist,ist o�ensi
htli
h, da� K(n) f�ur n � 1 ein C1(M )-Di�erentialoperator der Ordnung 0 ist. Aufgrund derVoraussetzungen an D ist aber au
h klar, da� K(0)0 = D(0)0 ein Di�erentialoperator der Ordnung 1 ist undalle weiteren Terme von K(0) Di�erentialoperatoren der Ordnung 0 sind. Hiermit sind die Bedingungen andie Di�erentiationsordnungen der Anteile von K(n) si
her erf�ullt, es bleibt na
hzuweisen, da� K(n) die inLemma 1.3.10 vorausgesetzte Gestalt hat. Hierzu bea
htet man, da� f�ur a 2 W
�jaj(M ) mit r(n+2) =P[ n+22 ℄l=0 �lr(n+2)n+2�2l, wobei der untere Index den symmetris
hen Grad bezei
hne, folgende Glei
hung gilt1� adÆ(r(n+2))a = [n+22 ℄Xl=0 n+1�2lXk=0 �l+k ��k+1(r(n+2)n+2�2l; a)� (�1)jaj�k+1(a; r(n+2)n+2�2l)� :Aufgrund der jeweiligen Summationsberei
he �uberlegt man si
h lei
ht, da� immer l + k � n + 1 gilt, undK(n) somit die geforderte Gestalt besitzt, womit der Satz bewiesen ist. �Bemerkung 1.3.14 Wir werden in der vorliegenden Arbeit fast auss
hlie�li
h Fedosov-Deriva-tionen betra
hten, die man mit D = r, wobei r wie in Glei
hung (1.39) unter Verwendung einesgeeigneten Zusammenhangs de�niert ist, erh�alt. Mit der Aussage des oben bewiesenen Satzes istdann unmittelbar klar, da� die Produkte �D vom Vey-Typ sind.Da wir ni
ht an beliebigen Deformationen des punktweisen Produktes interessiert sind, sondernuns f�ur Sternprodukte auf symplektis
hen Mannigfaltigkeiten (M;!) interessieren, geben wir nunein Kriterium an, unter wel
hen Voraussetzungen an das faserweise Produkt Æ das oben de�nierteProdukt �D, wobei D wie in Satz 1.3.3 de�niert sei, ein Sternprodukt ist.Satz 1.3.15 Sei (M;!) eine symplektis
he Mannigfaltigkeit, und sei �D das oben konstruierte as-soziative Produkt auf C1(M)[[�℄℄. Dann gilt: �D ist ein di�erentielles Sternprodukt f�ur (M;!) genaudann, wenn das Tensorfeld �1 2 �1(TM 
 TM), wel
hes die erste Ordnung in � des faserweisedeformierten Produktes festlegt, die Glei
hung2Alt(�1) = � (1.46)



32 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGerf�ullt, wobei � den zu ! geh�orenden Poisson-Tensor bezei
hnet und Alt(�1) 2 �1(V2TM) wie inLemma 1.3.1 f�ur �; � 2 �1(T �M) dur
h (Alt(�1))(�; �) = 12(�1(�; �)� �1(�; �)) gegeben ist.Beweis: Die Assoziativit�at von �D ist klar. Au�erdem gilt o�ensi
htli
h f = f �D 1 = 1 �D f f�ur allef 2 C1(M )[[�℄℄, da �D(1) = 1. Na
h Satz 1.3.8 wird �D dur
h Bidi�erentialoperatoren bes
hrieben, worausinsbesondere folgt, da� �D lokal ist. F�ur den Fall, da� �D tats�a
hli
h ein Sternprodukt de�niert, ist alsoau
h o�ensi
htli
h, da� dieses di�erentiell ist. Zum weiteren Beweis s
hreiben wir f�ur f; g 2 C1(M ) das(deformierte) Produkt gem�a� obiger De�nition als f�Dg = �(�D(f)�D(g))+��i;j1 �(is(�i)�D(f) is(�j)�D(g))+O(�2). Um also das Produkt bis zur Ordnung 1 in � angeben zu k�onnen, m�ussen wir nur den Term vom totalenGrad 1 der Fedosov-Taylor-Reihe bestimmen, da alle Terme vom symmetris
hen Grad 1 in den Termen vonh�oherem totalen Grad mindestens von der Ordnung 1 in � sind. Mit der obigen Rekursionsformel ergibt si
h� (1)D (f) = Æ�1(Df � 1�adÆ(r(2))f) = Æ�1(1
 df) = df 
 1 und wir erhalten wegen �(�D(f)) = ff �D g = fg + ��i;j1 (�if)(�jg) +O(�2):Insbesondere folgt hier, da� f �D g = fg + O(�) f�ur alle Wahlen von Æ gilt. Also ist �D ein Sternproduktgenau dann, wenn (�i;j1 � �j;i1 )(�if)(�jg) = ff; gg = �ij(�if)(�jg) f�ur alle f; g 2 C1(M ) gilt, wobei f � ; � gdie zu ! geh�orige Poisson-Klammer bezei
hnet. �Insbesondere implizert Glei
hung (1.46), da� Alt(�1) ni
ht ausgeartet ist, da f�ur symplektis
heMannigfaltigkeiten mit der symplektis
hen Form ! au
h der zugeh�orige Poisson-Tensor � ni
htausgeartet ist. Wenn wir also ein sol
hes faserweises Produkt Æ voraussetzen, ist au
h immer Lemma1.3.1, wel
hes die zentralen Elemente in (W
�(M); Æ) 
harakterisiert, anwendbar. Aufgrund desoben bewiesenen Satzes ma
ht man si
h lei
ht klar, da� die faserweisen Produkte ÆF; ÆWi
k und ÆSdV,die wir oben als Beispiele angegeben haben, benutzt werden k�onnen, um Sternprodukte mit derzugeh�origen Fedosov-Konstruktion zu gewinnen, da f�ur diese faserweisen Produkte Glei
hung (1.46)erf�ullt ist, vorausgesetzt man �ndet eine geeignete Abbildung D wie in Satz 1.3.3. Mit einem an diejeweilige Situation angepa�ten Zusammenhang auf M und der wie in Glei
hung (1.39) de�niertenAbbildung r kennt man f�ur die Beispiele ÆF; ÆWi
k und ÆSdV eine sol
he Abbildung.Bemerkung 1.3.16 i.) Fedosovs urspr�ungli
he Konstruktion geht vom faserweisen Produkt ÆFaus und mittels eines symplektis
hen, torsionsfreien Zusammenhangs erh�alt man wie in Glei-
hung (1.39) eine Æ-Superderivation r, die die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erf�ullt. Hier-bei ist R 2 W
�2(M) explizit dur
h R = 14!itRtjkldxi _ dxj 
 dxk ^ dxl gegeben, wobeiRtjkl die Komponenten des Kr�ummungstensors des verwendeten Zusammenhangs bezei
hnet.Man bemerke, da� auf allen symplektis
hen Mannigfaltigkeiten symplektis
he, torsionsfreieZusammenh�ange existieren, jedo
h gibt es im allgemeinen keinen eindeutigen, besonders aus-gezei
hneten derartigen Zusammenhang.ii.) F�ur den Fall einer K�ahler-Mannigfaltigkeit haben M. Bordemann und S. Waldmann in [20℄ ineinem Spezialfall der obigen Konstruktion mit dem faserweisen Produkt ÆWi
k ein Sternproduktvom Wi
k-Typ konstruiert. Hier gibt es einen ausgezei
hneten Zusammenhang, den K�ahler-Zusammenhang, so da� die zugeh�orige Abbildung r eine ÆWi
k-Superderivation, wie wir sieben�otigen, wird. F�ur R erh�alt man hier R = i2gktRtlijdzk _ dzl 
 dzi ^ dzj.iii.) Im Prinzip sind die Sternprodukte, die man mit der oben vorgestellten Methode erh�alt, biszu jeder gew�uns
hten Ordnung rekursiv explizit bestimmbar. In der Praxis lassen si
h dieRekursionsformeln aber nur in den einfa
hsten F�allen - etwa f�ur 
a
he Zusammenh�ange -ges
hlossen l�osen. Trotzdem lassen si
h viele Aussagen �uber die algebrais
hen Eigens
haftender konstruierten Produkte nur anhand der Konstruktions-Vors
hrift ohne explizite Kenntnisdes Sternproduktes erkennen, wie wir im weiteren an vielen Stellen der Arbeit sehen werden.



DIE VERALLGEMEINERTE FEDOSOV-KONSTRUKTION 33iv.) Eine direkte �Ubertragung der Fedosov-Konstruktion auf Poisson-Mannigfaltigkeiten s
heitertdaran, da� es hier im allgemeinen keinen Zusammenhang gibt, so da� der Poisson-Tensorkovariant konstant ist.Zum Abs
hlu� dieses Abs
hnittes wollen wir no
h zeigen, da� die Kohomologie einer AbbildungZ wie in Satz 1.3.5 auf den Elementen vonW
�(M) mit positivem antisymmetris
hen Grad trivialist. Da der urspr�ungli
he Beweis hierzu [46, 5.2.5℄ rein algebrais
h ist, �ubertr�agt er si
h lei
ht aufdie obige verallgemeinerte Situation. Zun�a
hst de�nieren wir W
�+(M) als das Unterb�undel derElemente mit positivem dega-Grad, alsoW
�+(M) := dim(M)Mk=1 W
�k(M): (1.47)Sei nun K : W
�(M) ! W
�(M) eine C [[�℄℄-lineare Abbildung vom dega-Grad 1, die denDeg-Grad ni
ht verringere, dann gilt[Æ�1; [Æ�1;K℄℄ = Æ�1(Æ�1K+ KÆ�1)� (Æ�1K+ KÆ�1)Æ�1 = 0;da Æ�12 = 0. Zudem erh�oht [Æ�1;K℄ den Deg-Grad mindestens um eins, weshalb id� [Æ�1;K℄ dur
heine geometris
he Reihe invertierbar ist. Da Æ�1 den dega-Grad um eins verringert, ist [Æ�1;K℄homogen vom dega-Grad 0.Proposition 1.3.17 Sei Z = �Æ+K :W
�(M)!W
�(M) eine C [[�℄℄-lineare Abbildung vomdega-Grad 1 mit Z2 = 0, wobei K den Deg-Grad ni
ht verringere. Dann gilt f�urZ�1 := �Æ�1(id� [Æ�1;K℄)�1 (1.48)und alle a 2 W
�+(M) die deformierte Zerlegunga = ZZ�1a+ Z�1Za; (1.49)womit gezeigt ist, da� die Z-Kohomologie auf allen Elementen von W
�(M) mit positivem anti-symmetris
hen Grad trivial ist. Die Abbildung Z�1 besitzt die Eigens
haft, den Deg-Grad minde-stens um eins zu erh�ohen.Beweis: Zun�a
hst ist Z�1 als Abbildung wohlde�niert und f�ur alle a 2 W
�+(M ) gilt wegen �(a) = 0na
h Glei
hung (1.38) die Zerlegunga = Æ�1Æa+ ÆÆ�1a = [Æ�1;K℄a� �Æ�1Za+ ZÆ�1a� : (1.50)Wegen Z2 = 0 erh�alt man dur
h Anwenden von Z auf diese Glei
hung bzw. dur
h Verwendung dieserGlei
hung f�ur Za anstelle von a die Identit�atenZÆ�1Za = �Za +Z[Æ�1;K℄a bzw. ZÆ�1Za = �Za + [Æ�1;K℄Zaf�ur alle a 2 W
�+(M ), womit gezeigt ist, da� Z[Æ�1;K℄jW
�+(M ) = [Æ�1;K℄ZjW
�+(M ) gilt. Da Zden dega-Grad um eins erh�oht und [Æ�1;K℄ ihn unver�andert l�a�t, folgt induktiv Z[Æ�1;K℄njW
�+(M ) =[Æ�1;K℄nZjW
�+(M ) f�ur alle n 2 N. Hiermit und mit der Glei
hung [Æ�1; [Æ�1;K℄℄ = 0 folgt nun diebehauptete Zerlegung direkt aus (1.50) unter Ber�u
ksi
htigung der Gestalt von (id � [Æ�1;K℄)�1. Da (id�[Æ�1;K℄)�1 den Deg-Grad ni
ht verringert und Æ�1 ihn um eins erh�oht ist klar, da� Z�1 den Deg-Gradmindestens um eins erh�oht. �



34 DEFORMATIONSQUANTISIERUNG1.3.4 Faserweise �Aquivalenztransformationen und AutomorphismenWir wollen nun untersu
hen, wie faserweise �Aquivalenztransformationen und Automorphismen aufW
�(M) �Aquivalenztransformationen der deformierten Produkte auf C1(M)[[�℄℄ induzieren.De�nition/Lemma 1.3.18 i.) Seien Æ und Æ0 zwei assoziative Produkte auf W
�(M) wie inGlei
hung (1.26). Eine faserweise Abbildung S :W
�(M)!W
�(M) der GestaltS = id + 1Xk=1 �kSk mit Sk = 2kXl=1 1l!Si1:::ilk;l is(�i1) : : : is(�il); (1.51)wobei Si1:::ilk;l die Komponenten eines Tensorfeldes Sk;l 2 �1(WlTM) sind, hei�t faserweise�Aquivalenztransformation von Æ na
h Æ0, falls S(aÆb) = (Sa)Æ0 (Sb) f�ur alle a; b 2 W
�(M)gilt.ii.) Sei Æ ein assoziatives Produkt auf W
�(M) und h 2 W3(M) mit �(h) = 0, dann ist Ah :=exp � 1� adÆ(h)� eine wohlde�nierte Abbildung auf W
�(M) und f�ur alle a; b 2 W
�(M) giltAh(a Æ b) = (Aha) Æ (Ahb); (1.52)weshalb wir Ah einen faserweisen Automorphismus von Æ nennen.Beweis: Zum Beweis von ii.) bemerken wir zun�a
hst, da� die Abbildung 1� adÆ(h) wegen h 2 W3(M ) denDeg-Grad mindestens um eins erh�oht, woraus si
h die Wohlde�niertheit von Ah = exp � 1�adÆ(h)� ergibt. Da1� adÆ(h) eine (quasi-innere) Æ-(Super-)Derivation (vom antisymmetris
hen Grad 0) ist, ist die G�ultigkeit vonGlei
hung (1.52) o�ensi
htli
h. �O�enbar gilt S(1) = Ah(1) = 1. Weiter existieren S�1 und A�1h = A�h und S�1 ist einefaserweise �Aquivalenztransformation von Æ0 na
h Æ, sowie A�h ebenfalls ein faserweiser Automor-phismus von Æ ist. Die spezielle Gestalt von S gem�a� (1.51) und die Tatsa
he, da� h 2 W3(M)gew�ahrleisten, da� sowohl S als au
h Ah den Deg-Grad ni
ht verringern.Sei nun Z = �Æ +K eine Æ-Superderivation vom antisymmetris
hen Grad 1 mit Z2 = 0 und Keine Abbildung, die den Deg-Grad ni
ht verringert. Dann existiert na
h Satz 1.3.5 eine zugeh�origeFedosov-Taylor-Reihe �Z , die ein assoziatives Produkt �Z auf C1(M)[[�℄℄ induziert. Man veri�ziertsofort, da� Z 0 := SZS�1 = �Æ +K0mit K0 = SKS�1 eine Æ0-Superderivation vom dega-Grad 1 mit Z 02 = 0 ist. Da wegen der explizitenGestalt von S die Abbildung K0 den Deg-Grad ni
ht verringert, besitzt au
h Z 0 eine zugeh�ori-ge Fedosov-Taylor-Reihe �Z 0 , die ihrerseits ein assoziatives Produkt �Z 0 induziert. Die folgendeProposition besagt, da� unter diesen Umst�anden �Z und �Z 0 �aquivalent sind.Proposition 1.3.19 ([18, Prop. 2.3℄) Mit den obigen Bezei
hnungen ist die AbbildungSf := �(S�Z(f)) (1.53)mit f 2 C1(M)[[�℄℄ eine C [[�℄℄-lineare �Aquivalenztransformation von �Z na
h �Z 0. F�ur alle f; g 2C1(M)[[�℄℄ gilt also S(f �Z g) = (Sf) �Z 0 (Sg), und das Inverse von S ist dur
hS�1f = �(S�1�Z 0(f)) (1.54)gegeben.



DIE VERALLGEMEINERTE FEDOSOV-KONSTRUKTION 35Beweis: Die C [[�℄℄-Linearit�at von S und S�1 ist o�ensi
htli
h. Weiter gilt Z0S�Z (f) = SZ�Z (f) = 0,weshalb na
h Satz 1.3.5 S�Z (f) = �Z0 (�(S�Z (f))) = �Z0(Sf) gilt. Hiermit erh�alt manS(f �Z g) = �(S�Z (f �Z g)) = �(S(�Z (f) Æ �Z (g))) = �((S�Z (f)) Æ0 (S�Z (g)))= �(�Z0 (Sf) Æ0 �Z0 (Sg)) = (Sf) �Z0 (Sg):Es bleibt also zu zeigen, da� (1.54) das Inverse von S de�niert. Wegen ZS�1�Z0 (f) = S�1Z0�Z0 (f) = 0 giltS�1�Z0 (f) = �Z(�(S�1�Z0 (f))) = �Z(S�1f) und man �ndetS�1Sf = �(S�1�Z0 (Sf)) = �(S�1S�Z (f)) = f und SS�1f = �(S�Z (S�1f)) = �(SS�1�Z0 (f)) = f;womit die Proposition bewiesen ist. �Analog zur obigen Proposition beweist man, da� man verm�oge eines faserweisen Automorphis-mus Ah ebenfalls �Aquivalenztransformationen konstruieren kann. Hierzu sei Z wie oben gegeben,dann erh�alt man eine weitere Æ-Superderivation eZ vom dega-Grad 1 mit eZ2 = 0 dur
heZ := AhZA�h = Z � 1� adÆ exp � 1� adÆ(h)�� id1� adÆ(h) (Zh)! ;wobei wir folgendes Lemma verwendet haben.Lemma 1.3.20 F�ur alle h 2 W3(M) und alle Æ-Superderivationen Z gilt:AhZA�h = Z � 1� adÆ exp � 1� adÆ(h)�� id1� adÆ(h) (Zh)! : (1.55)Beweis: Mit ad(E)E0 = [E;E0℄ bezei
hnen wir den dega-gradierten Superkommutator, wobei E;E0 Endo-morphismen von W
�(M ) seien. Hiermit gilt dann o�ensi
htli
hAhZA�h = exp�1� ad(adÆ(h))�Z = Z + 1Xr=1 1r! �1��r ad(adÆ(h))r�1 [adÆ(h);Z℄ :Da Z eine Æ-Superderivation ist, gilt o�ensi
htli
h [adÆ(h);Z℄ = �adÆ(Zh). Ferner gilt f�ur b 2 W
�(M )die Glei
hung ad(adÆ(h))adÆ(b) = adÆ(adÆ(h)b). Setzt man diese Beziehungen in die obige Glei
hung f�urAhZA�h ein und verwendet exp(x)�idx =P1r=1 1r!xr�1, so erh�alt man die behauptete Glei
hung (1.55). �Da wir h 2 W3(M) vorausgesetzt haben, gilt somit eZ = �Æ + eK, wobei die AbbildungeK = K � 1� adÆ� exp( 1� adÆ(h))�id1� adÆ(h) (Zh)� den Deg-Grad ni
ht verringert, so da� die Existenz einerzugeh�origen Fedosov-Taylor-Reihe � eZ und eines induzierten Produktes � eZ gesi
hert ist. V�ollig ana-log zu Proposition 1.3.19 beweist man dann folgendes Korollar:Korollar 1.3.21 Mit den oben eingef�uhrten Bezei
hnungen ist die AbbildungAhf := �(Ah�Z(f)) (1.56)mit f 2 C1(M)[[�℄℄ eine C [[�℄℄-lineare �Aquivalenztransformation von �Z na
h � eZ und das Inversevon Ah ist dur
h A�1h f = �(A�h� eZ(f)) (1.57)gegeben.Bemerkung 1.3.22 Man bea
hte, da� im allgemeinen die Abbildung Ah kein Automorphismusvon �Z sein wird, au
h wenn die entspre
hende faserweise Abbildung Ah ein faserweiser Automor-phismus ist, und somit �Z und � eZ tats�a
hli
h vers
hieden sind.



36 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGDiese allgemeinen Konstruktionen von �Aquivalenztransformationen werden nun an einigen Stel-len der vorliegenden Arbeit Verwendung �nden. Insbesondere werden wir in spezielleren Situationenhiermit das Werkzeug daf�ur besitzen, um Aussagen �uber die �Aquivalenztransformationen von Stern-produkten zu ma
hen, ohne diese explizit, sondern nur deren Konstruktions-Vors
hrift, zu kennen.Desweiteren werden wir in einigen dieser speziellen Situationen au
h zeigen k�onnen, da� das Vor-gehen wie in Korollar 1.3.21 in gewissem Sinne umgekehrt werden kann, d.h. wir gehen von zweivers
hiedenen Æ-Superderivationen Z und eZ und den zugeh�origen Produkten aus und k�onnen zei-gen, da� dann unter gewissen Voraussetzungen ein h 2 W3(M) mit �(h) = 0 gefunden werden kann,so da� eZ = AhZA�h gilt. Korollar 1.3.21 liefert dann die Existenz einer �Aquivalenztransformationzwis
hen �Z und � eZ .1.3.5 C [[�℄℄-linearer Derivationen f�ur verallgemeinerte Fedosov-SternprodukteAls eine erste Anwendung der Aussage von Proposition 1.3.17 f�ur Z = D, wobei D wie in Satz1.3.5 konstruiert sei, geben wir hier eine explizite Konstruktion f�ur alle C [[�℄℄-linearen Derivationeneines Sternproduktes �D an (Wegen Satz 1.3.15 setzen wir also voraus, da� das faserweise ProduktÆ die dort gefundene Bedingung erf�ullt und somit au
h Lemma 1.3.1 anwendbar ist.). Insbesondere�nden wir f�ur allgemeine Fedosov-Sternprodukte eine konkrete Realisierung der Bijektion zwis
henC [[�℄℄-linearen Derivationen und formalen Reihen von ges
hlossenen Einsformen aufM . Mittels die-ses Ergebnisses �nden wir zudem eine Bijektion zwis
hen H1dR(M ; C )[[�℄℄ und dem Quotientenraumder C [[�℄℄-linearen Derivationen modulo der quasi-inneren Derivationen. F�ur die Situation beliebi-ger Sternprodukte sei auf Abs
hnitt 2.1.2 verwiesen. Wir wollen die Konstruktion C [[�℄℄-linearerDerivationen f�ur allgemeine Fedosov-Sternprodukte hier insbesondere deshalb demonstrieren, daeine eng verwandte Methode au
h zur Konstruktion anderer (ni
ht C [[�℄℄-linearer) Derivationenbenutzt werden kann, derer wir uns in den Abs
hnitten 2.3.2 und 3.3.1 bedienen werden.�Ahnli
h der Konstruktion von �Aquivalenztransformationen gehen wir von geeigneten faserweisen(Super-)Derivationen des faserweisen Produktes Æ aus. Wir betra
hten also eine faserweise quasi-innere (Super-)Derivation vom dega-Grad 0 der GestaltDh = �1� adÆ(h); (1.58)wobei h 2 W(M) und ohne Eins
hr�ankung angenommen werden kann, da� �(h) = 0, da f�ur allef 2 C1(M)[[�℄℄ o�ensi
htli
h adÆ(f) = 0 gilt. Unser Ziel ist es dur
h C1(M)[[�℄℄ 3 f 7! �(Dh�D(f))C [[�℄℄-lineare Derivationen von �D zu erkl�aren. F�ur ein beliebiges Element h 2 W(M) mit �(h) =0 wird die so de�nierte Abbildung jedo
h im allgemeinen keine Derivation von �D sein, da DhElemente aus ker(D)\W(M) im allgemeinen ni
ht wieder auf Elemente im Kern von D abbildet.Damit dies der Fall ist, mu� n�amli
h D mit Dh (super-)kommutieren. Da D eine C [[�℄℄-lineare ÆSuperderivation ist gilt o�ensi
htli
h [D;Dh℄ = �1� adÆ(Dh)und somit mu� Dh o�ensi
hli
h zentral also von der Form 1 
 A mit A 2 �1(T �M)[[�℄℄ sein,damit [D;Dh℄ = 0 gilt. Da D2 = 0 erhalten wir als notwendige Bedingung f�ur die L�osbarkeit derGlei
hung Dh = 1
A indem wirD anwenden 0 = D(1
A) = 1
dA, also mu� A eine formale Reiheges
hlossener Einsformen aufM sein. Da die D-Kohomologie na
h Proposition 1.3.17 auf Elementenmit positivem antisymmetris
hen Grad trivial ist, ist diese Bedingung aber au
h hinrei
hend f�urdie L�osbarkeit der genannten Glei
hung. Diese Beoba
htungen f�uhren uns zu folgenden Aussagen.



DIE VERALLGEMEINERTE FEDOSOV-KONSTRUKTION 37Proposition 1.3.23 i.) F�ur alle formalen Reihen A 2 �1(T �M)[[�℄℄ ges
hlossener Einsformenauf M existiert ein eindeutig bestimmtes Element hA 2 W(M) mit DhA = 1
A und �(hA) =0. Dar�uberhinaus ist hA explizit dur
hhA = D�1(1
A) (1.59)gegeben.ii.) F�ur alle formalen Reihen ges
hlossener Einsformen A 2 Z1dR(M ; C )[[�℄℄ auf M de�niert dieAbbildung DA : C1(M)[[�℄℄! C1(M)[[�℄℄, wobeiDAf := �(DhA�D(f)) = ���1� adÆ(hA)�D(f)� (1.60)f�ur f 2 C1(M)[[�℄℄, eine C [[�℄℄-lineare Derivation von �D, so da� Z1dR(M ; C)[[�℄℄ 3 A 7! DA 2DerC[[�℄℄(C1(M)[[�℄℄; �D) eine Abbildung mit Werten in den C [[�℄℄-linearen Derivationen von�D erkl�art.Beweis: Zum Beweis von i.) wenden wir auf 1 
 A die na
h Proposition 1.3.17 auf W
�+(M ) geltendeZerlegung an, so da� die zu l�osende Glei
hung wegen dA = 0 die Form DhA = 1
A = (DD�1+D�1D)(1
A) = DD�1(1 
 A) annimmt. Also ist f�ur hA = D�1(1 
 A) die Glei
hung DhA = 1 
 A erf�ullt und daD�1(1
A) wegen der Gestalt vonD�1 nur aus Termen vom symmetris
hen Grad gr�o�er oder glei
h 1 bestehtgilt au
h �(hA) = 0. Zum Na
hweis der Eindeutigkeit sei fhA eine weitere L�osung, dann gilt D(hA�fhA) = 0,das bedeutet aber na
h Satz 1.3.5 hA � fhA = �D(') f�ur ein ' 2 C1(M )[[�℄℄. Wendet man nun � aufdiese Glei
hung an �ndet man 0 = �(�D(')) = ', da �(hA) = �(fhA) = 0, also folgt s
hlie�li
h fhA = hA.Zum Beweis von ii.) bemerken wir, da� wegen DhA = 1 
 A na
h den obigen �Uberlegungen o�ensi
htli
h[D;DhA℄ = 0 gilt. Damit gilt aber f�ur alle f 2 C1(M )[[�℄℄ die Glei
hung DDhA�D(f) = 0, so da� na
h Satz1.3.5 DhA�D(f) = �D(gA;f ) mit einer von A und f abh�angigen formalen Funktion gA;f 2 C1(M )[[�℄℄ folgt.Dur
h Anwenden von � erh�alt man weiter gA;f = �(DhA�D(f)) = DAf also DhA�D(f) = �D(DAf). Mitdieser Glei
hung weist man nun lei
ht na
h, da� DA eine Derivation von �D ist:DA(f �D g) = �(DhA (�D(f) Æ �D(g))) = �((DhA�D(f)) Æ �D(g) + �D(f) Æ (DhA�D(g)))= �(�D(DAf) Æ �D(g) + �D(f) Æ �D(DAg)) = (DAf) �D g + f �D (DAg):Die C [[�℄℄-Linearit�at von DA ist o�ensi
htli
h, da �D na
h Satz 1.3.5 C [[�℄℄-linear ist und die AbbildungenDhA als au
h � ebenfalls C [[�℄℄-linear sind. �Wir k�onnen nun zeigen, da� man mit den oben konstruierten Derivationen DA sogar alle C [[�℄℄-linearen Derivationen von �D erh�alt.Satz 1.3.24 Die in Proposition 1.3.23 de�nierte AbbildungZ1dR(M ; C )[[�℄℄ 3 A 7! DA 2 DerC[[�℄℄(C1(M)[[�℄℄; �D)ist eine Bijektion. Dar�uberhinaus gilt, da� Ddf f�ur alle f 2 C1(M)[[�℄℄ eine quasi-innere De-rivation ist, d.h. Ddf = 1� ad�D(f). Also induziert die Abbildung A 7! DA eine Abbildung vonH1dR(M ; C )[[�℄℄ �= Z1dR(M ; C )[[�℄℄=B1dR(M ; C )[[�℄℄ in den Raum der C [[�℄℄-linearen DerivationenDerC[[�℄℄(C1(M)[[�℄℄; �D) von �D modulo der quasi-inneren Derivationen DerqiC[[�℄℄(C1(M)[[�℄℄; �D)dur
h [A℄ 7! [DA℄;die ebenfalls eine Bijektion ist.



38 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGBeweis: Wir zeigen zun�a
hst, da� die Abbildung A 7! DA injektiv ist. Sei dazu DA0 = DA, dann giltwegen DhA�D(f) = �D(DAf) und der analogen Glei
hung f�ur A0 f�ur alle f 2 C1(M )[[�℄℄ die Glei
hungDhA�D(f) � DhA0 �D(f) = 0, d.h. adÆ(hA � hA0)�D(f) = 0. Da ein Element, das mit allen Fedosov-Taylor-Reihen Æ-(super-)kommutiert, zentral ist mu� also hA�hA0 zentral also wegen hA; hA0 2 W(M ) eine formaleFunktion sein. Da aber au
h �(hA) = �(hA0 ) = 0 folgt sogar hA � hA0 = 0. Hiermit ist aber 1 
 A =DhA = DhA0 = 1
 A0, womit die Injektivit�at gezeigt ist. Zum Beweis der Surjektivit�at wollen wir f�ur einegegebene Derivation D von �D induktiv eine formale Reihe von ges
hlossenen Einsformen Ai �nden, so da�P1i=0 �iDAi = D gilt. Wir nehmen an, da� wir die ges
hlossenen Einsformen Ai f�ur 0 � i � k � 1 bereitsgefunden haben, so da� D0 = D �Pk�1i=0 �iDAi , was o�ensi
htli
h wieder eine Derivation von �D ist, dieForm D0 = P1i=k �iD0i besitzt. Die k-te Ordnung in � der Glei
hung D0(f �D g) = (D0f) �D g + f �D (D0g)f�ur f; g 2 C1(M ) liefert D0k(fg) = (D0kf)g + f(D0kg), d.h. D0k ist ein Vektorfeld Xk 2 �1(TM ). Aus demantisymmetris
hen Anteil der k + 1-ten Ordnung in � der Glei
hung D0(f �D g) = (D0f) �D g + f �D (D0g)erh�alt man LXkff; gg = fLXkf; gg+ff;LXkgg, so da� Xk ein symplektis
hes Vektorfeld ist, d.h. LXk! = 0.Wegen d! = 0 und der Cartan-Formel f�ur die Lie-Ableitung gilt dann diXk! = 0, so da� Ak := �iXk!eine ges
hlossene Einsform de�niert. Dann ist �kDAk o�ensi
htli
h eine C [[�℄℄-lineare Derivation. Weitergilt DAkf = ��(�1(D�1(1 
 Ak); �D(f)) � �1(�D(f);D�1(1 
 Ak))) + O(�). Anhand der expliziten Formvon D�1 ma
ht man si
h lei
ht klar, da� D�1(1 
 Ak) wegen (D � 1�adÆ(r))(1 
 Ak) = 0 von der Form�Ak 
 1+ Terme vom totalen Grad gr�o�er oder glei
h 2 ist. Diese sind aber f�ur die Bere
hnung der nulltenOrdnung in � von DAk irrelevant und wegen �D(f)(1) = df 
 1 und �iXk! = Ak erhalten wir DAkf =(�i;j1 � �j;i1 )Ak(�i)(�jf) + O(�) = �ijAk(�i)(�jf) +O(�) = Xk(f) + O(�). Damit ist aber D0 � �kDAk eineDerivation von �D, die erst in der Ordnung k + 1 in � beginnt, womit die Behauptung induktiv bewiesenist. F�ur den Beweis der zweiten Aussage des Satzes bea
hten wir zun�a
hst, da� f�ur alle f 2 C1(M )[[�℄℄ dieFedosov-Taylor-Reihe als f �D�1(1
 df) ges
hrieben werden kann, da zum einen �(f �D�1(1
 df)) = fund au
h D(f �D�1(1
 df)) = 1
 df � (1
 df �D�1D(1
 df)) = D�1(1
 d2f) = 0 gilt, wobei wir wiederProposition 1.3.17 verwendet haben. Hiermit �nden wir aber wegen adÆ(f) = 0Ddfg = ��1� adÆ(�D�1(1
 df))�D(g)� = 1� �(adÆ(�D(f))�D(g)) = 1� ad�D(f)gf�ur alle g 2 C1(M )[[�℄℄. Hiermit ist aber au
h die Wohlde�niertheit der Abbildung [A℄ 7! [DA℄ bewiesen.Die Bijektivit�at dieser Abbildung folgt direkt aus der Bijektivit�at der Abbildung A 7! DA. �Wir wollen an dieser Stelle darauf hinweisen, da� si
h unsere Vorgehensweise, um na
hzuweisen,da� Z1dR(M ; C )[[�℄℄ in Bijektion zu DerC[[�℄℄(C1(M)[[�℄℄; �D) ist, in sehr �ahnli
her Weise auf den Fallbeliebiger Sternprodukte �ubertragen l�a�t (vgl. Abs
hnitt 2.1.2).1.3.6 Interpretation der Normierungsbedingung an rZum Abs
hlu� dieses allgemeinen Abs
hnittes zur Fedosov-Konstruktion wollen wir no
h unter-su
hen, wel
he Konsequenzen die von uns in Satz 1.3.3 gegen�uber der von Fedosov gegebenenFormulierung dieses Satzes neu eingef�uhrte Normierungsbedingung Æ�1r = s hat. Hierzu gehen wirvon zwei S�atzen von Eingangsdaten (D1;
1; s1) und (D2;
2; s2), die die Voraussetzungen von Satz1.3.3 erf�ullen, aus und betra
hten die resultierenden Fedosov-Derivationen D1 und D2. Nun istdie Fragestellung, unter wel
hen Bedingungen an diese Eingangsdaten diese Fedosov-Derivationenund damit au
h die induzierten assoziativen Produkte �D1 und �D2 �ubereinstimmen, naheliegend.Wenn das faserweise Produkt Æ die Voraussetzung von Lemma 1.3.1 erf�ullt, l�a�t si
h diese Fragezufriedenstellend beantworten. Da dies na
h Satz 1.3.15 aber, um mit der Fedosov-KonstruktionSternprodukte zu erhalten, immer der Fall sein mu�, wollen wir annehmen, da� diese Vorausset-zung erf�ullt ist, also Alt(�1) ni
ht ausgeartet ist. Grundlegend f�ur unsere Analyse ist die Beziehungzwis
hen zwei m�ogli
hen Abbildungen D1 und D2, die die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erf�ullen,die wir im folgenden Lemma n�aher beleu
hten wollen.Lemma 1.3.25 Seien D1; D2 : W
�(M) ! W
�(M) zwei C [[�℄℄-lineare Æ-Superderivationenvom dega-Grad 1 und Deg-Grad 0, die die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erf�ullen. Insbesondere



DIE VERALLGEMEINERTE FEDOSOV-KONSTRUKTION 39sei D21 = � 1� adÆ(R1) und D22 = � 1� adÆ(R2) mit Elementen R1; R2 2 W
�2(M) vom totalen Grad2. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Tensorfeld T 1;2 2 �1(W2T �M 
 T �M) � W
�1(M),so da� D1 �D2 = 1� adÆ(T 1;2) (1.61)gilt. Dar�uberhinaus erf�ullt dieses Tensorfeld die Glei
hungenÆT 1;2 = 0 und D1T 1;2 = R2 � R1 + 1�T 1;2 Æ T 1;2 + 1
 �#1;2D2T 1;2 = R2 �R1 � 1�T 1;2 Æ T 1;2 + 1
 �#1;2; (1.62)wobei #1;2 eine dur
h D1, D2, R1, R2 eindeutig bestimmte ges
hlossene Zweiform auf M ist.Beweis: Zun�a
hst zeigen wir, da� D1 �D2 eine faserweise Æ-Superderivation ist. Na
h Voraussetzung giltD1f = 1
df = D2f f�ur alle f 2 C1(M )[[�℄℄. Hiermit erhalten wir aber f�ur alle a 2 W
�(M ), die Glei
hung(D1 �D2)(fa) = (D1 �D2)(f Æ a) = ((D1 �D2)f) Æ a+ f Æ ((D1 �D2)a) = f(D1 �D2)a, also ist D1 �D2eine faserweise Abbildung. F�ur einen faktorisierten S
hnitt der Form T 
 � 2 W
�(M ) erh�alt man wegenD1(1
�) = D2(1
�) = 1
d�weiter, (D1�D2)(T
�) = (D1�D2)((T
1)Æ(1
�)) = (D1�D2)(T
1)(1
�),so da� D1 �D2 nur im symmetris
hen Anteil vonW
�(M ) operiert. Weiter ist D1�D2 eine C [[�℄℄-lineareAbbildung vom totalen Grad 0, so da� D1 �D2 = P1r=0 �rD�2r, wobei die C -linearen Abbildungen D�2rvom symmetris
hen Grad �2r sind. Verwendet man nun, da� D1 �D2 eine Æ-Superderivation ist, mit zweiElementen von W(M ), so �ndet man in nullter Ordnung in �, da� D0 eine Derivation des _-Produktes ist.Folgli
h ist D0, da D0 eine faserweise Abbildung ist, von der Gestalt D0 = Slij(dxi 
 dxj)is(�l), wobei Slijdie Komponenten eines Tensorfeldes S 2 �1(T �M 
 T �M 
 TM ) bezei
hnet. Betra
htet man die nullteOrdnung in � der Glei
hung [D1 �D2; Æ℄ = 0, so erh�alt man zudem Slij = Slji. Weiter betra
hten wir denantisymmetris
hen Anteil der Glei
hung (D1 � D2)((� 
 1) Æ (� 
 1)) = ((D1 � D2)(� 
 1)) Æ (� 
 1) +(� 
 1) Æ ((D1 � D2)(� 
 1)) f�ur Einsformen �; � 2 �1(T �M ) und erhalten mit einer einfa
hen Re
hnungin Koordinaten GkiSlij = GliSkij , wobei wir Gik = �i;k1 � �k;i1 verwendet haben, wobei Gik die Komponenteneines ni
ht ausgearteten Tensorfeldes G 2 �1(V2TM ) bezei
hnet. Insbesondere existiert ein Tensorfeldg 2 �1(V2T �M ), dessen Komponenten mit denen von G dur
h gkiGli = Ælk verkn�upft sind. Mit diesemTensorfeld de�nieren wir T0 2 �1(W2T �M 
 T �M ) in lokalen Koordinaten dur
h T0 := 12gikSkrldxi _ dxl 
dxr, und betra
hten 1�adÆ(T0). Eine direkte Re
hnung unter Benutzung der f�ur Skrl oben na
hgewiesenenGlei
hung liefert mit der Symmetrie von S, da� der Term in nullter Ordnung von � dieser Æ-Superderivationmit D0 �ubereinstimmt, so da� D1 � D2 � 1� adÆ(T0) eine Æ-Superderivation der Form P1r=1 �r eD�2r ist,wobei eD�2r vom symmetris
hen Grad �2r ist. Wie oben folgt, da� eD�2 eine faserweise Derivation des _-Produktes ist, da eD�2 aber vom symmetris
hen Grad �2 sein soll, folgt eD�2 = 0, denn f�ur eine Einsform �gilt dann eD�2� = 0. Da aber eine Derivation bez�ugli
h _ dadur
h festgelegt ist, wie sie auf den Einsformenoperiert folgt hieraus eD�2 = 0. Dur
h wiederholtes Anwenden dieser Argumentation erhalten wir D1�D2�1�adÆ(T0) = 0, also die Existenz eines Tensorfeldes T 1;2 := T0, das die behauptete Glei
hung (1.61) erf�ullt.Die Eindeutigkeit dieses Tensorfeldes unter der Bedingung ein Element von �1(W2T �M 
 T �M) zu sein isto�ensi
htli
h, da Glei
hung (1.61) das Element T 1;2 bis auf zentrale Elemente in (W
�(M ); Æ) festlegt, dieaber dur
h die Elemente vom symmetris
hen Grad 0 gegeben sind. Na
h diesem sehr te
hnis
hen Teil desBeweises erhalten wir wegen 0 = [Æ;D1�D2℄ = [Æ; 1� adÆ(T 1;2)℄ = 1�adÆ(ÆT 1;2), da� ÆT 1;2 zentral ist. Auf deranderen Seite ist ÆT 1;2 vom symmetris
hen Grad 1, so da� die erste Identit�at in (1.62) folgt. Dur
h Quadrierender Glei
hung D1 = D2+ 1�adÆ(T 1;2) erhalten wir � 1�adÆ(R1) = � 1� adÆ(R2)+ 1�adÆ(D2T 1;2)+ 1�2 adÆ(T 1;2 ÆT 1;2), so da� si
h D2T 1;2 und R2 � R1 � 1�T 1;2 Æ T 1;2 um ein zentrales Element vom totalen Grad 2 undvom antisymmetris
hen Grad 2 unters
heiden. Also gilt D2T 1;2 = R2�R1� 1�T 1;2 ÆT 1;2+1
�#1;2, worausman dur
h Anwenden von D2 mit D2R2 = D1R1 = 0 die Glei
hung � 1� adÆ(R2)T 1;2 = � 1� adÆ(R1)T 1;2 �1�adÆ(D2T 1;2)T 1;2 + 1 
 �d#1;2 erh�alt. No
hmaliges Einsetzen der urspr�ungli
hen Glei
hung liefert dannd#1;2 = 0. Mit D2 = D1 � 1� adÆ(T 1;2) folgt s
hlie�li
h die Glei
hung f�ur D1T 1;2, da adÆ(T 1;2)T 1;2 = 2T 1;2 Æ



40 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGT 1;2, und das Lemma ist bewiesen, da es o�ensi
htli
h ist, da� #1;2 unter den gegebenen Voraussetzungenwegen der Eindeutigkeit von T 1;2 dur
h D1; D2; R1; R2 eindeutig festgelegt ist. �Man bea
hte, da� das gerade bewiesene Lemma insbesondere alle m�ogli
hen Abbildungen Dangibt, die man verwenden kann, um bei einem gegebenen faserweisen Produkt, das die eingangserw�ahnte Bedingung erf�ullt, eine Fedosov-Derivation zu konstruieren, vorausgesetzt man kennt einesol
he Abbildung. Es gilt n�amli
h das folgende Lemma:Lemma 1.3.26 Sei D : W
�(M) ! W
�(M) eine C [[�℄℄-lineare Æ-Superderivation vom dega-Grad 1 und vom Deg-Grad 0, die die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erf�ullt, insbesondere seiD2 = � 1� adÆ(R). Sei ferner S 2 �1(W3T �M) und T := Æ(S 
 1) 2 W
�1(M), dann ist D0 =D + 1� adÆ(T ) f�ur alle S 2 �1(W3T �M) wieder eine sol
he Abbildung, wobei D02 = � 1� adÆ(R0) mitR0 = R�DT � 1�T ÆT . Na
h dem vorangehenden Lemma sind dies au
h alle m�ogli
hen derartigenAbbildungen, die die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erf�ullen.Beweis: Gem�a� der De�nition von T gilt T 2 �1(W2T �M 
 T �M ) und somit ist klar, da� 1� adÆ(T ) vomtotalen Grad 0 und vom antisymmetris
hen Grad 1 ist. O�ensi
htli
h gilt aber au
h D0(1
�) = D(1
�) =1
d�, da (1
�) f�ur � 2 �1(VT �M )[[�℄℄ zentral ist. Ferner folgt aus [Æ;D℄ = 0 mit ÆT = 0 (da Æ2 = 0) direkt[Æ;D0℄ = 0. Dur
h Quadrieren von D0 = D + 1� adÆ(T ) erh�alt man D02 = � 1� adÆ(R) + 1� adÆ(DT + 1�T Æ T ),also gilt f�ur R0 = R �DT � 1�T Æ T die Glei
hung D02 = � 1�adÆ(R0). Ferner folgt aus ÆR = 0 = ÆT wegen[Æ;D℄ = 0 unmittelbar ÆR0 = 0. Es bleibt na
hzuweisen, da� D0R0 = 0 gilt. Hierzu bere
hnet man aber mitDR = 0 und D2 = � 1� adÆ(R) direktD0R0 = D(R �DT � 1� T Æ T ) + 1� adÆ(T )(R�DT � 1� T Æ T ) = 0;wobei wir benutzt haben, da� D eine Æ-Superderivation ist und adÆ(T )(T Æ T ) = 0 gilt. �Wir betra
hten nun die Fedosov-Derivationen D1 = �Æ +D1 � 1� adÆ(r1) und D2 = �Æ +D2 �1� adÆ(r2), die man mit den L�osungen der Glei
hungen Ær1 = D1r1 � 1� r1 Æ r1 + R1 + 1 
 
1 undÆ�1r1 = s1 bzw. Ær2 = D2r2� 1� r2 Æ r2+R2+1

2 und Æ�1r2 = s2 erh�alt, wobei 
1; s1;
2; s2 dieVoraussetzungen von Satz 1.3.3 erf�ullen.Proposition 1.3.27 Mit den Bezei
hnungen von Lemma 1.3.25 gelten folgende �Aquivalenzen:D1 = D2 () T 1;2�r1+r2 = 1
� () Æ�1T 1;2�s1+s2 = �
1 und �#1;2+
1�
2 = d�; (1.63)wobei � =P1i=1 �i�i 2 �1(T �M) eine formale Reihe von Einsformen auf M ist.Beweis: Unter Verwendung von (1.61) gilt o�ensi
htli
h D1 = D2 () 1�adÆ(T 1;2 � r1 + r2) = 0. Das istaber �aquivalent dazu, da� T 1;2 � r1 + r2 zentral ist, so da� dieser Ausdru
k wegen Lemma 1.3.1 von derForm 1
 � mit einer formalen Reihe von Einsformen sein mu�. Da weiter T 1;2� r1+ r2 2 W2
�1(M ) gilt,darf diese formale Reihe erst in erster Ordnung in � von 0 vers
hiedene Terme besitzen. F�ur den Beweisder zweiten �Aquivalenz gelte zun�a
hst T 1;2 � r1 + r2 = 1
 �, woraus man dur
h Anwenden von Æ�1 unterVerwendung der Normierungsbedingungen an r1 und r2 die Glei
hung Æ�1T 1;2 � s1 + s2 = � 
 1 erh�alt.Wendet man Æ auf T 1;2 � r1 + r2 = 1 
 � an, so �ndet man wegen ÆT 1;2 = 0 und Æ(1 
 �) = 0 mit denGlei
hungen f�ur r1 und r20 = D2r2 �D1r1 � 1� r2 Æ r2 + 1� r1 Æ r1 + R2 � R1 + 1
 (
2 � 
1)= D2(1
 � + r1 � T 1;2) � 1� (r1 � T 1;2) Æ (r1 � T 1;2) + R2 � R1 �D1r1 + 1� r1 Æ r1 + 1
 (
2 � 
1)= 1
 (d�� �#1;2+
2 � 
1);wobei wir im letzten S
hritt die Glei
hung f�ur D2T 1;2 und (1.61) verwendet haben. F�ur die Umkehrungder zweiten �Aquivalenz gelte Æ�1T 1;2 � s1 + s2 = � 
 1 und �#1;2 + 
1 � 
2 = d�. Wir de�nieren B :=
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 � � T 1;2 2 W2
�1(M ) und wollen zeigen, da� aus den gegebenen Glei
hungen B = 0 folgt.Hierzu bere
hnen wir unter Ausnutzung der Glei
hungen f�ur r1 und r2 und der Glei
hungen f�ur T 1;2�ÆB +D1B � 1� adÆ(r1)B + 1�B ÆB= �Ær1 + Ær2 +D1r1 �D1r2 + 1
 d��D1T 1;2 � 1� r1 Æ r1 + 1� r2 Æ r2 + 1� adÆ(r2)T 1;2 + 1� T 1;2 Æ T 1;2= �R1 + R2 + 1
 (
2 � 
1 + d�)�D1T 1;2 + 1� T 1;2 Æ T 1;2 = 1
 (
2 �
1 � �#1;2+ d�) = 0:Weiter gilt Æ�1B = s1�s2+�
1�Æ�1T 1;2 = 0, so da� wir wegen �(B) = 0 mit der Zerlegung (1.38) s
hlie�li
hB = Æ�1(D1B � 1� adÆ(r1)B + 1�B ÆB) erhalten. Nun erh�oht die Abbildung L :W2
�1(M )!W2
�1(M )mit La := Æ�1(D1a � 1�adÆ(r1)a + 1�a Æ a) den totalen Grad mindestens um eins, so da� es na
h demFixpunkt-Satz (vgl. Anhang A.2 oder [109, Kor. A.1.6 ii.)℄) einen eindeutigen Fixpunkt B 2 W2
�1(M )mit B = LB gibt. Da B = 0 trivialerweise diese Glei
hung l�ost, folgt mit der Eindeutigkeit des Fixpunktes0 = r1 � r2 + 1
 � � T 1;2, also die zu zeigende Glei
hung. �Um die Aussage dieser Proposition lei
hter deuten zu k�onnen wollen wir einige spezielle Situa-tionen betra
hten.Beispiele 1.3.28 i.) Betra
hten wir zun�a
hst den Fall, in dem D1 = D2, R1 = R2 und somitT 1;2 = 0 und #1;2 = 0 gilt. Dann besagt die obige Proposition, da� ausgehend von den Daten(
; s) der �Ubergang zu (
;es = s + �
 1) glei
hbedeutend mit der Beibehaltung der Normie-rungsbedingung s und dem �Ubergang zu 
 + d� ist. F�ur �xiertes 
 parametrisiert man alsodur
h geeignete Variation der Normierungsbedingung alle zu 
 kohomologen Wahlen eineranderen formalen Reihe ges
hlossener Zweiformen.ii.) Weiter k�onnen wir den Fall � = 0 betra
hten, der eintritt, wenn die Anteile vom symme-tris
hen Grad 1 von s1 und s2 �ubereinstimmen. Hier bedeutet die oben bewiesene Aussa-ge, da� ausgehend von den Daten (D;
; s) der �Ubergang zu (D;
;es = s + S 
 1) mitS 2 �1(W3T �M), wobei S 
 1 = Æ�1T , bzw. T = Æ(S 
 1), glei
hbedeutend mit der Bei-behaltung von 
 und der Normierungsbedingung und dem �Ubergang zu D0 = D � 1� adÆ(T )ist, wobei D02 = � 1� adÆ(R + DT � 1�T Æ T ) und somit R0 = R + DT � 1�T Æ T verwendetwird. Somit beein
u�t eine sol
he Variation der Normierungsbedingung den Term vom tota-len Grad 0 in der Fedosov-Derivation. In einigen speziellen Beispielen, auf die wir in denfolgenden Kapiteln der Arbeit no
h sto�en werden, werden wir no
hmals auf die Interpretati-on der Normierungsbedingung zur�u
kkommen, da es si
h dort zeigen wird, da� dieser Anteilder Normierungsbedingung alle geeigneten Abbildungen r, die man wie in (1.39) mit einemZusammenhang r de�niert, dur
hparametrisiert.1.3.7 Die Fedosov-Konstruktion mit TorsionMotiviert dur
h die Arbeit [71℄ in der Karabegov und S
hli
henmaier eine Fedosov-Konstruktionmit einem torsionsbehafteten Zusammenhang angegeben haben, wollen wir den Satz 1.3.3 no
hlei
ht verallgemeinern und zeigen, da� im allgemeinen auf die Voraussetzung [Æ;D℄ = 0 an dieÆ-Superderivation verzi
htet werden kann. Da in dem von Karabegov und S
hli
henmaier betra
h-teten Spezialfall [Æ;D℄ dur
h eine von der Torsion abh�angige Abbildung gegeben ist, wollen wir dieVerallgemeinerung dieser Fedosov-Konstruktion als Fedosov-Konstruktion mit Torsion bezei
hnen,wennglei
h [Æ;D℄ im allgemeinen nat�urli
h ni
ht zwingend von der Torsion eines Zusammenhangsherr�uhren mu�. Wir k�onnen jedo
h zeigen, da� diese Konstruktion unter Verzi
ht auf die Voraus-setzung [Æ;D℄ = 0 tats�a
hli
h �aquivalent zu einer Fedosov-Konstruktion gem�a� Satz 1.3.3 ist, so da�diese tats�a
hli
h keine wirkli
he Verallgemeinerung darstellt. Unsere Vorgehensweise wird hierbei�ahnli
h zu der in Abs
hnitt 1.3.6 sein.



42 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGProposition 1.3.29 Sei D : W
�(M) ! WL(M) eine C [[�℄℄-lineare Æ-Superderivation vomdega-Grad 1 und Deg-Grad 0, so da� [Æ;D℄ = 1� adÆ(T ) mit einem Element T 2 W
�2(M) vomtotalen Grad 1 mit ÆT = 0, D(1
�) = 1
d� f�ur alle � 2 �1(VT �M)[[�℄℄ und D2 = � 1� adÆ(R) miteinem Element R 2 W
�2(M) vom totalen Grad 2, wel
hes ÆR = DT und DR = 0 erf�ullt, gilt.Sei weiter 
 = P1i=1 �i
i eine formale Reihe ges
hlossener Zweiformen auf M und s 2 W3(M)mit �(s) = 0 gegeben. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Element r 2 W2
�1(M) derart, da�Ær = Dr� 1� r Æ r + T + R+ 1
 
 und Æ�1r = s: (1.64)Dar�uberhinaus erf�ullt r die Glei
hungr = Æs+ Æ�1�Dr � 1� r Æ r + T + R+ 1
 
� ; (1.65)aus wel
her r rekursiv bestimmt werden kann. In diesem Fall ist die Fedosov-Derivation D :=�Æ +D � 1� adÆ(r) eine Superderivation vom dega-Grad 1 bez�ugli
h Æ und es gilt D2 = 0.Beweis: Um die Glei
hungen (1.64) zu l�osen wenden wir auf Ær = Dr� 1� rÆr+T +R+1

 die AbbildungÆ�1 an und verwenden die Zerlegung ÆÆ�1+Æ�1Æ+� = id und erhalten mit �(r) = 0, da r 2 W
�1(M ), undÆ�1r = s die Glei
hung (1.65). Wir betra
hten nun die Abbildung L : W2
�1(M ) ! W2
�1(M ), wel
hedur
h La := Æs+ Æ�1 �Da� 1� a Æ a+ T +R+ 1

� de�niert ist. Aufgrund der totalen Grade von R; T;
,der Tatsa
he, da� s 2 W3(M ), und da Æ�1 den totalen Grad um eins erh�oht, ma
ht man si
h lei
ht klar, da�L tats�a
hli
h na
h W2
�1(M ) abbildet und bez�ugli
h der in Anhang A.2 erkl�arten Metrik kontrahierendist, so da� es na
h dem Fixpunkt-Satz (vgl. Anhang A.2 oder [109, Kor. A.1.6 ii.)℄) genau einen Fixpunktr = Lr 2 W2
�1(M ) von L gibt. Es bleibt nun no
h zu zeigen, da� dieser Fixpunkt r tats�a
hli
h au
h dieGlei
hungen (1.64) erf�ullt. Hierzu betra
hten wir A := Ær�Dr+ 1� r Æ r� T �R� 1

 und m�ussen A = 0zeigen. Hierzu bere
hnen wir unter Verwendung der gema
hten Voraussetzungen an D, T , R und 
ÆA = �ÆDr + 1� adÆ(Ær)r �DT= �1� adÆ(T )r +DÆr + 1� adÆ�A+Dr � 1� r Æ r + T + R� r �DT= D�A+Dr � 1� r Æ r + T + R+ 1
 
�+ 1� adÆ (A+Dr +R) r �DT= DA � 1� adÆ(R)r � 1� adÆ(Dr)r +DT + �1� adÆ(r)A + 1� adÆ(Dr)r + 1� adÆ(R)r �DT= DA � 1� adÆ(r)A:Wegen (Æ�1)2 = 0 gilt f�ur den Fixpunkt r der Abbildung L o�ensi
htli
h Æ�1r = Æ�1Æs = s�ÆÆ�1s��(s) = s.Hiermit und mit Lr = r �nden wir Æ�1A = 0, so da� mit der Hodge-de Rham-Zerlegung angewandt auf A,da o�ensi
htli
h �(A) = 0, die Glei
hungA = Æ�1�DA � 1� adÆ(r)A�folgt. Damit ist also A 2 W
�2(M ) Fixpunkt der Abbildung eL = Æ�1 �D � 1� adÆ(r)�, die wegen r 2W2
�1(M ) den totalen Grad mindestens um eins erh�oht, also au
h einen eindeutigen Fixpunkt n�amli
hA 2 W
�2(M ) besitzt. Andererseits ist eL linear und besitzt 0 als trivialen Fixpunkt, so da� aus derEindeutigkeit des Fixpunktes A = 0 folgt. Also erf�ullt der Fixpunkt r der Abbildung L die Glei
hungen(1.64). Da wir aber s
hon gezeigt haben, da� eine L�osung von (1.64) au
h immer Fixpunkt von L ist, folgtsomit aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes r au
h die Eindeutigkeit der L�osung der Glei
hungen (1.64).



DIE VERALLGEMEINERTE FEDOSOV-KONSTRUKTION 43Es bleibt no
h zu zeigen, da� mit dem so bestimmten Element r 2 W2
�1(M ) f�ur die Æ-SuperderivationD = �Æ +D � 1�adÆ(r) tats�a
hli
h D2 = 0 gilt. Hierzu bere
hnen wir einfa
hD2 = Æ2 +D2 + 1� adÆ�1� r Æ r�� [Æ;D℄ + �Æ; 1� adÆ(r)�� �D; 1� adÆ(r)�= 1� adÆ��R+ 1� r Æ r � T + Ær �Dr� = 1� adÆ(1
 
) = 0: �Wir wollen nun zeigen, da� aus einer Æ-Superderivation D, die die Voraussetzungen von Pro-position 1.3.29 erf�ullt, auf einfa
he Weise eine andere Æ-Superderivation D0 gefunden werden kann,die die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erf�ullt. Mit deren Hilfe werden wir dann dur
h geeigneteWahl der Daten 
0 und s0 eine Fedosov-Derivation D0 konstruieren k�onnen, die mit der DerivationD aus Proposition 1.3.29 �ubereinstimmt.Lemma 1.3.30 Sei D eine Æ-Superderivation, die die Voraussetzungen von Proposition 1.3.29erf�ullt, dann erf�ullt D0 := D � 1� adÆ(Æ�1T ) die Voraussetzungen von Satz 1.3.3, wobei R0 = R +DÆ�1T � 1� (Æ�1T ) Æ (Æ�1T ).Beweis: Da T vom totalen Grad 1 ist, ist T vom degs-Grad 1 und vom deg�-Grad 0 und es gilt �(T ) =0. Ferner ist deshalb Æ�1T vom degs-Grad und vom Deg-Grad 2, so da� insbesondere klar ist, da� D0vom totalen Grad 0 ist. Die Tatsa
he, da� D0 vom dega-Grad 1 ist, ist ebenfalls o�enkundig, da T 2W
�1(M ). Nun gilt aber o�ensi
htli
h [Æ;D0℄ = [Æ;D℄� 1� adÆ(ÆÆ�1T ) und mit der Hodge-de Rham-Zerlegungerhalten wir wegen ÆT = 0 und �(T ) = 0 die Glei
hung ÆÆ�1T = T , so da� wegen [Æ;D℄ = 1�adÆ(T )s
hlie�li
h [Æ;D0℄ = 0 folgt. Da adÆ(Æ�1T ) auf 1 
 � vers
hwindet gilt nat�urli
h au
h D0(1 
 �) = 1 
 d�f�ur alle � 2 �1(VT �M )[[�℄℄. Dur
h Quadrieren der De�nition D0 = D � 1� adÆ(Æ�1T ) erh�alt man D02 =� 1�adÆ �R+DÆ�1T � 1� (Æ�1T ) Æ (Æ�1T )�, so da� die Wahl R0 = R+DÆ�1T � 1� (Æ�1T ) Æ (Æ�1T ) nahegelegtwird. Wir m�ussen nun no
h na
hweisen, da� ÆR0 = D0R0 = 0. Zun�a
hst ma
ht man si
h aber lei
ht klar, da�R0 vom Deg-Grad 2 ist, da R und Æ�1T vom Deg-Grad 2 sind. Zun�a
hst bere
hnen wir ÆR0ÆR0 = ÆR+ ÆDÆ�1T � 1� Æ((Æ�1T ) Æ (Æ�1T ))= DT + 1� adÆ(T )(Æ�1T ) �DÆÆ�1T � 1� adÆ(ÆÆ�1T )(Æ�1T ) = 0;da ÆÆ�1T = T . Ferner bestimmen wir D0R0 dur
h direkte Re
hnungD0R0 = DR� 1� adÆ(Æ�1T )R� 1� adÆ(R)(Æ�1T ) � 1� adÆ(Æ�1T )(DÆ�1T ) � 1� adÆ(DÆ�1T )(Æ�1T ) = 0;da adÆ(Æ�1T )((Æ�1T ) Æ (Æ�1T )) = 0. Somit erf�ullt D0 mit dem so de�nierten R0 die Voraussetzungen vonSatz 1.3.3 und die Aussage des Lemmas ist bewiesen. �Wir geben nun eine Bedingung an die Daten, aus denen man mit D0 eine Fedosov-DerivationD0 erh�alt, an, so da� diese mit der na
h Proposition 1.3.29 konstruierten Fedosov-Derivation D�ubereinstimmt.Proposition 1.3.31 SeiD eine Æ-Superderivation, die die Voraussetzungen von Proposition 1.3.29erf�ullt und sei D0 die gem�a� Lemma 1.3.30 hieraus konstruierte Æ-Superderivation, die die Voraus-setzungen von Satz 1.3.3 erf�ullt. Seien dann r; r0 2 W2
�1(M) die eindeutigen L�osungen der Glei-
hungen Ær = Dr� 1� rÆr+T +R+1

, Æ�1r = s bzw. Ær0 = D0r0� 1� r0Ær0+R0+1

, Æ�1r0 = s,wobei D0 = D� 1� adÆ(Æ�1T ) und R0 = R+DÆ�1T � 1� (Æ�1T ) Æ (Æ�1T ), dann gilt Æ�1T + r0� r = 0,d.h. die Fedosov-Derivationen D = �Æ+D� 1� adÆ(r) und D0 = �Æ+D0� 1� adÆ(r0) und somit au
hdie hierdur
h induzierten assoziativen Produkte �D und �D0 auf C1(M)[[�℄℄ stimmen �uberein.



44 DEFORMATIONSQUANTISIERUNGBeweis: Wir wollen zeigen, da� unter den gema
hten Voraussetzungen Æ�1T + r0 � r = 0 gilt. Hierzude�nieren wir B := Æ�1T + r0 � r 2 W2
�1(M ) und leiten eine Fixpunkt-Glei
hung f�ur B ab, die nur 0als L�osung besitzt. Zun�a
hst gilt wegen (Æ�1)2 = 0 und Æ�1r0 = Æ�1r = s die Glei
hung Æ�1B = 0 undo�ensi
htli
h ist �(B) = 0. Weiter �nden wir mit ÆÆ�1T = T und den Glei
hungen f�ur r und r0ÆB = ÆÆ�1T + Ær0 � Ær = D0r0 � 1� r0 Æ r0 +R0 �Dr + 1� r Æ r �R= �D � 1� adÆ(Æ�1T )��B + r � Æ�1T � � 1� (B + r � Æ�1T ) Æ (B + r � Æ�1T ) + R0 �Dr + 1� r Æ r �R= DB �DÆ�1T +R0 � R+ 1� r Æ r + 1� (Æ�1T ) Æ (Æ�1T )� 1� (B + r) Æ (B + r)= DB � 1� adÆ(r)B � 1�B ÆB:Mit der Hodge-de Rham-Zerlegung folgt hieraus mit Æ�1B = 0 und �(B) = 0 aber B = Æ�1(DB� 1�adÆ(r)B�1�B ÆB). Nun besitzt die Abbildung L :W2
�1(M )!W2
�1(M ), die dur
h La := Æ�1(Da� 1� adÆ(r)a�1� aÆa) de�niert ist, wieder einen eindeutigen Fixpunkt, da diese den totalen Grad mindestens um eins erh�oht.Trivialerweise ist 0 ein Fixpunkt von L, aber wie wir gezeigt haben gilt au
h LB = B, so da� s
hlie�li
hB = 0 und somit r0 = r� Æ�1T folgt. Die Aussage, da� dann D = D0 gilt, ist eine triviale Konsequenz dieserGlei
hung und der De�nition von D0. �Aufgrund der Aussage dieser Proposition stellt also eine Fedosov-Konstruktion mit Torsionkeinerlei Verallgemeinerung gegen�uber einer sol
hen mit [Æ;D℄ = 0 dar. Jedo
h kann der Verzi
htauf die Voraussetzung [Æ;D℄ = 0 in man
hen Beispielen wie etwa in [71℄ das AuÆnden einer derSituation angemessenen Æ-Superderivation D erlei
htern.



Kapitel 2Klassi�kationsergebnisse in derDeformationsquantisierung2.1 GrundlagenIn diesem Abs
hnitt stellen wir die Grundlagen dar, die f�ur die folgenden Abs
hnitte �uber dieKlassi�kation von Sternprodukten von N�oten sind. Hierbei stellen wir zun�a
hst den Zusammen-hang zwis
hen Deformationstheorie assoziativer Algebren und der Ho
hs
hild-Kohomologie her. ImAns
hlu� beri
hten wir �uber einige Resultate �uber Derivationen und Automorphismen von Stern-produkten, die im weiteren Verlauf der Arbeit immer wieder Verwendung �nden werden.2.1.1 Ho
hs
hild-Kohomologie und DeformationstheorieUm den kohomologis
hen Gehalt des Deformationsproblems diskutieren zu k�onnen, erinnern wirin diesem Abs
hnitt an die De�nition des Ho
hs
hild-Komplexes assoziativer Algebren. F�ur eineassoziative Algebra A �uber einem K�orper K de�niert man die Ho
hs
hild-Koketten mit Werten inA dur
hC�H(A;A) :=Mn2ZCn(A;A) mit CnH(A;A) := HomK(A
n; A)C0H(A;A) := ACnH(A;A) := f0g n > 0n < 0: (2.1)Elemente C 2 CnH(A;A) k�onnen also als K-multilineare Abbildungen C : A� : : :�A (n Eintr�age)!A aufgefa�t werden. Das Ho
hs
hild-Di�erential ÆH : C�H(A;A)! C�+1H (A;A) ist f�ur C 2 CnH(A;A)und a0; : : : ; an 2 A dur
h(ÆHC)(a0; : : : ; an) (2.2):= a0C(a1; : : : ; an) + nXk=1(�1)kC(a0; : : : ; ak�1ak; : : : ; an) + (�1)n+1C(a0; : : : ; an�1)an (2.3)de�niert. Unter Verwendung der Assoziativit�at von A kann man dur
h elementares Na
hre
hnenÆ2H = zeigen, womit ÆH also eine Kohomologie de�niert. Als Ho
hs
hild-Kozykeln vom Grad n be-zei
hnet man die Elemente des Kerns ZnH(A;A) von ÆH einges
hr�ankt auf CnH(A;A). Also Ho
hs
hild-Kor�ander BnH(A;A) bezei
hnet man die Elemente in CnH(A;A), die im Bild von ÆH liegen. O�en-si
htli
h gilt wegen Æ2H = 0 BnH(A;A) � ZnH(A;A), und man de�niert die Ho
hs
hild-Kohomologievon A als H�H(A;A) :=Mn2ZHnH(A;A) mit HnH(A;A) := ZnH(A;A)=BnH(A;A): (2.4)45



46 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGNa
h diesen Vorbereitungen k�onnen wir uns nun dem Deformationsproblem zuwenden. Dasassoziative Produkt der Algebra A sei wieder mit �0(a; b) = ab mit �0 2 C2H(A;A) bezei
hnetund die Assoziativit�at der Algebra A ist �aquivalent zu ÆH�0 = 0. Sei nun weiter � = P1i=0 �i�i 2C2H(A;A)[[�℄℄ eine formale Deformation von �0, wobei A[[�℄℄ als K[[�℄℄-Algebra aufgefa�t wird. Dannist � genau dann assoziativ, wenn folgende Glei
hungen erf�ullt sind�ÆH�1 = 0 und � (ÆH�k) (a; b; 
)+ k�1Xl=1(�l(�k�l(a; b); 
)� �l(a; �k�l(b; 
))) = 0 8k � 2; (2.5)die man erh�alt, wenn man die Glei
hung �(a; �(b; 
)) = �(�(a; b); 
) f�ur a; b; 
 2 A Ordnung f�urOrdnung im formalen Parameter � betra
htet. Die nullte Ordnung in � dieser Glei
hung ist geradewieder �aquivalent zur Assoziativit�at vonA, die wir vorausgesetzt haben. Die erste Ordnung bedeutetgerade, da� die Ri
htung der Deformation �1 ein Ho
hs
hild-Kozyklus sein mu�. Hat man nun zueinem �1 2 Z2H(A;A) h�ohere Ordnungen �2; : : : ; �k�1 gefunden, so da� die Assoziativit�at von �bis zur Ordnung k � 1 erf�ullt ist, so mu� das no
h zu �ndende �k (2.5) erf�ullen. Dies stellt aberein kohomologis
hes Problem dar. Zwar l�a�t si
h unter diesen Bedingungen zeigen, da� Ek 2C3H(A;A) mit Ek(a; b; 
) =Pk�1l=1 (�l(�k�l(a; b); 
)� �l(a; �k�l(b; 
))) die notwendige Bedingung f�urdie L�osbarkeit der Glei
hung ÆH�k = Ek erf�ullt, also ÆH-ges
hlossen ist. Es ist aber im allgemeinenni
ht klar, ob Ek au
h ÆH-exakt ist. Damit tritt beim Deformationsproblem einer assoziativenAlgebra also im allgemeinen eine Obstruktion in der dritten Ho
hs
hild-Kohomologie H3H(A;A) derAlgebra A auf. Im g�unstigsten Fall ist H3H(A;A) = 0 und damit (2.5) immer l�osbar. Im Fall derDeformationsquantisierung ist dies aber ni
ht ri
htig, womit die Existenz von Deformationen zugegebenem �1 dur
h zus�atzli
he �Uberlegungen gezeigt werden mu�.Na
h dieser allgemeinen Diskussion des Deformationsproblems wollen wir uns der speziellenSituation der Deformationsquantisierung zuwenden. Wir betra
hten die C -Algebra C1(M) derglatten komplex-wertigen Funktionen auf einer glatten Mannigfaltigkeit M und fragen na
h derHo
hs
hild-Kohomologie von C1(M). Der rein algebrais
he Rahmen allein s
heint hier aufgrundder C1-Struktur und der topologis
hen Struktur der Mannigfaltigkeit M unangemessen, so da�man folgende speziellere Koketten betra
htet:CnH,lok(C1(M); C1(M)) := fC 2 CnH(C1(M); C1(M)) jC ist lokalgCnH,lok,nk(C1(M); C1(M)) := fC 2 CnH,lok(C1(M); C1(M)) jC vers
hwindet auf KonstantengCnH,di�(C1(M); C1(M)) := fC 2 CnH(C1(M); C1(M)) jC ist multidi�erentiellgCnH,di�,nk(C1(M); C1(M)) := fC 2 CnH,di�(C1(M); C1(M)) jC vers
hwindet auf Konstanteng:Hierbei bedeutet Lokalit�at einer Kokette C 2 CnH(C1(M); C1(M)), da� f�ur alle f1; : : : ; fn 2 C1(M)die Inklusion supp(C(f1; : : : ; fn)) � supp(f1)\ : : :\ supp(fn) gilt. O�enbar giltCnH,di�,nk(C1(M); C1(M)) � CnH,di�(C1(M); C1(M)) � CnH,lok(C1(M); C1(M))und CnH,lok,nk(C1(M); C1(M)) � CnH,lok(C1(M); C1(M))f�ur alle n 2 N, da alle Multidi�erentialoperatoren lokal sind. Der algebrais
h de�nierte Ho
hs
hild-Korandoperator ÆH bildet zudem o�ensi
htli
h lokale Koketten auf lokale, di�erentielle auf dif-ferentielle und so weiter ab, so da� (C�H,di�,nk(C1(M); C1(M)); ÆH), (C�H,di�(C1(M); C1(M)); ÆH),(C�H,lok,nk(C1(M); C1(M)); ÆH) und (C�H,lok(C1(M); C1(M)); ÆH) Unterkomplexe des algebrais
henHo
hs
hild-Komplexes (C�H(C1(M); C1(M)); ÆH) sind. Diese Unterkomplexe induzieren nat�urli
hdie entspre
henden Ho
hs
hild-Kohomologien HnH,di�,nk(C1(M); C1(M)), HnH,di�(C1(M); C1(M)),HnH,lok,nk(C1(M); C1(M)) und HnH,lok(C1(M); C1(M)) und man versu
ht das Deformationsproblem



GRUNDLAGEN 47in einer dieser Kohomologien zu l�osen. Das Ho
hs
hild-Kostant-Rosenberg-Theorem bestimmt dieseKohomologien alle als isomorph zu den antisymmetris
hen Multivektorfeldern aufM . Urspr�ungli
hwurde dieser Satz von Ho
hs
hild, Kostant und Rosenberg f�ur algebrais
he Vari�at�aten bewiesen[65℄. Der Beweis f�ur eine beliebige Mannigfaltigkeit M ist in [27℄ zu �nden. Einen direkten Beweisf�ur den di�erentiellen Fall �ndet man au
h in [54℄.Satz 2.1.1 (Ho
hs
hild-Kostant-Rosenberg-Theorem) Sei M eine di�erenzierbare Mannig-faltigkeit, dann gilt f�ur alle n 2 N�1(VnTM) �= HnH,di�,nk(C1(M); C1(M)) �= HnH,di�(C1(M); C1(M))�= HnH,lok,nk(C1(M); C1(M)) �= HnH,lok(C1(M); C1(M));wobei die totale Antisymmetrisierung der Koketten den Isomorphismus induziert. Es gilt also f�uralle ÆH-ges
hlossenen C 2 CnH,�(C1(M); C1(M)) und alle f1; : : : ; fn 2 C1(M)C(f1; : : : ; fn) = (ÆHB)(f1; : : : ; fn) + �(df1; : : : ; dfn)mit einem B 2 Cn�1H,� (C1(M); C1(M)) und � 2 �1(VnTM), wobei � f�ur lok, lok,nk, di� oder di�,nksteht.Insbesondere impliziert dieser Satz, da� die dritte Ho
hs
hild-Kohomologie f�ur dim(M) � 3ni
ht-trivial ist und deshalb bei der Konstruktion von Sternprodukten a priori mit dem Auftretenvon Obstruktionen zu re
hnen ist. Da� diese tats�a
hli
h vermieden werden k�onnen, ist ein Ergebniszus�atzli
her Argumente.Da f�ur ein Sternprodukt ? immer f ? 1 = 1 ? f = f gelten soll, betra
hten wir auss
hlie�-li
h Koketten, die auf den Konstanten vers
hwinden, so da� von den obigen Isomorphien jeweilsnur die erste jeder Zeile f�ur unseren Fall relevant ist. Zudem betra
hten wir in dieser Arbeitnur di�erentielle Sternprodukte, so da� f�ur unsere Zwe
ke nur die oben erstgenannte Isomorphiezum tragen kommt. F�ur eine symplektis
he Mannigfaltigkeit (M;!) l�a�t si
h die Glei
hung f�ureinen Ho
hs
hild n-Kozyklus C unter Verwendung der Hamiltons
hen Vektorfelder Xf1 ; : : : ; Xfnals C(f1; : : : ; fn) = (ÆHB)(f1; : : : ; fn) + �(Xf1 ; : : : ; Xfn) s
hreiben, wobei � 2 �1(VnT �M ). DasHo
hs
hild-Kostant-Rosenberg-Theorem wird si
h in vielen Beweisen der folgenden Abs
hnitte alsein wi
htiges Werkzeug erweisen.2.1.2 Lokale �Aquivalenzen, C [[�℄℄-lineare Derivationen und AutomorphismenIn diesem Abs
hnitt stellen wir einige grundlegende Resultate �uber die topologis
hen Bedingungenzusammen, die bei der Frage na
h der Existenz von �Aquivalenztransformationen zwis
hen Stern-produkten von Wi
htigkeit sind. Weiter zeigen wir, wodur
h die C [[�℄℄-linearen Derivationen vonSternprodukten klassi�ziert werden und wel
he Gestalt C [[�℄℄-lineare Automorphismen von Stern-produkten haben und wie diese mit den Derivationen in Zusammenhang stehen.Ein erstes wi
htiges Resultat ist, da� alle Sternprodukte f�ur (M;!) lokal �aquivalent sind.Proposition 2.1.2 ([56, Prop. 3.1℄) Seien ? und ?0 zwei di�erentielle Sternprodukte auf (M;!).Wenn die zweite de Rham-Kohomologie vers
hwindet, also H2dR(M ; C ) = 0 gilt, dann existiert eine�Aquivalenztransformation T , so da� T (f ? g) = (Tf) ?0 (Tg) f�ur alle f; g 2 C1(M)[[�℄℄ gilt.Beweis: Wir nehmen an, da� die Sternprodukte ? und ?0 bis zur Ordnung k �ubereinstimmen (d.h. f�ur diebes
hreibenden Bidi�erentialoperatoren gilt Ci = C0i f�ur 0 � i � k� 1). Aus der Assoziativit�at von ? und ?0in k-ter Ordnung in � folgt, da� ÆH(Ck �C0k) = 0, also kann man na
h dem Ho
hs
hild-Kostant-Rosenberg-Theorem (Ck � C0k)(f; g) = (ÆHB)(f; g) + A(Xf ; Xg) mit einem Di�erentialoperator B und einer Zweiform
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hreiben. Aus der totalen Antisymmetrisierung der Assoziativit�at beider Sternprodukte in derk + 1-ten Ordnung erh�alt man zudem, da� A ges
hlossen ist. Damit erh�alt man aber A = 12d� f�ur eineEinsform �, da H2dR(M ; C ) = 0. Transformiert man nun ?0 mit der �Aquivalenztransformation T 0, wel
hedur
h T 0f := f + �k�1�(Xf ) de�niert ist, so erh�alt man dur
h T 0(f ?0 g) = (T 0f) ?00 (T 0g) ein Sternprodukt?00 und es gilt, da� der antisymmetris
he Anteil von Ck � C00k vers
hwindet. Um dies einzusehen betra
htetman einerseits den antisymmetris
hen Anteil aus der k-ten Ordnung der De�nitionsglei
hung von ?00, derC0k(f; g) � C0k(g; f) = C00k (f; g) � C00k (g; f) � d�(Xf ; Xg) liefert. Da andererseits wegen der Symmetrie vonÆHB Ck(f; g) � Ck(g; f) � 2A(Xf ; Xg) = C0k(f; g) � C0k(g; f) gilt, folgt also wegen A = 12d� die behaupteteGlei
hung. Also gilt Ck = C00k + ÆHB0, da nat�urli
h weiterhin Ci = C00i f�ur 0 � i � k � 1. Transformiertman nun dieses Sternprodukt abermals mit einer �Aquivalenztransformation T 00 := id��kB0, so stimmte dasresultierende Sternprodukt ?000 mit T 00(f ?00 g) = (T 00f) ?000 (T 00g) bis zur Ordnung k+ 1 mit ? �uberein, denndie k-te Ordnung dieser Glei
hung lautet C00k = C000k � ÆHB0. Da je zwei Sternprodukte immer in der nulltenOrdnung miteinander �ubereinstimmen folgt somit induktiv, da� sie au
h �aquivalent sind. �Folgerung 2.1.3 ([56, Cor. 3.2℄) Seien ? und ?0 zwei di�erentielle Sternprodukte f�ur (M;!) undU �M eine o�ene zusammenziehbare Menge, dann existiert eine lokale �AquivalenztransformationT , so da� T (f ? g) = (Tf) ?0 (Tg) f�ur alle f; g 2 C1(U)[[�℄℄ gilt.Beweis: Da H2dR(U ; C ) = 0 folgt die Behauptung direkt aus Proposition 2.1.2. �Die eben bewiesene Existenz lokaler �Aquivalenztransformationen zwis
hen je zwei Sternpro-dukten, wird in den folgenden Abs
hnitten zur De�nition der 
harakteristis
hen Klasse no
h einewi
htige Rolle spielen.Weiter ben�otigen wir no
h einige Ergebnisse �uber die lokale Gestalt von C [[�℄℄-linearen Deriva-tionen eines Sternproduktes.Proposition 2.1.4 ([11, Thm. 4.2℄) Die C [[�℄℄-linearen Derivationen eines Sternproduktes ? auf(M;!) sind in Bijektion mit Z1dR(M ; C )[[�℄℄. Der Raum der C [[�℄℄-linearen Derivationen moduloder quasi-inneren Derivationen ist in Bijektion mit H1dR(M ; C )[[�℄℄. Pr�azise ausgedr�u
kt ist jedeC [[�℄℄-lineare Derivation D von ? von der GestaltDA� = DAjC1(U�) = 1Xi=0 �i 1� ad?(Hi�) = 1� ad?(H�); (2.6)wobei U = fU�g�2I eine lokal endli
he, gute, o�ene �Uberde
kung von M ist und dHi� = AijU�gilt. Hierbei sei A = P1i=0 �iAi eine formale Reihe ges
hlossener Einsformen auf M , mit der f�urH� = P1i=0 �iHi� 2 C1(U�)[[�℄℄ die Glei
hung dH� = AjU� erf�ullt ist. Insbesondere ist DA dur
h(2.6) global wohlde�niert.Beweis: Wir zeigen zun�a
hst, da� der Raum der C [[�℄℄-linearen Derivationen von ? in Bijektion mitformalen Reihen ges
hlossener Einsformen auf M ist. Hierzu ben�otigen wir folgende Vor�uberlegung. SeiA 2 Z1dR(M ; C ), dann existieren na
h dem Poin
ar�e-Lemma Funktionen H� 2 C1(U�) mit dH� = AjU�und aufgrund der Assoziativit�at von ? ist dur
h DA� = DAjU� := 1� ad?(H�) eine lokale Derivation von(C1(U�)[[�℄℄; ?) erkl�art. Da aber auf U� \ U� o�ensi
htli
h H� � H� = 
�� 2 C gilt, erhalten wir, da diebes
hreibenden Bidi�erentialoperatoren Ck von ? f�ur k � 1 auf Konstanten vers
hwinden, DA� � DA� = 0auf C1(U� \ U�). Somit ist DA dur
h obige De�nition eine global erkl�arte C [[�℄℄-lineare Derivation von ?.Hiermit ist aber o�ensi
htli
h, da� man f�ur jede formale Reihe A ges
hlossener Einsformen auf M dur
h(2.6) eine global erkl�arte C [[�℄℄-lineare Derivation von ? erh�alt. Um zu zeigen, da� man hiermit s
hon alleC [[�℄℄-linearen Derivationen erh�alt, gehen wir induktiv vor, um f�ur eine gegebene Derivation D von ? eineformale Reihe von ges
hlossenen Einsformen Ai zu �nden, so da�P1i=0 �iDAi = D gilt. Wir nehmen an, da�



GRUNDLAGEN 49wir die ges
hlossenen Einsformen Ai f�ur 0 � i � k�1 bereits gefunden haben, so da� D0 = D�Pk�1i=0 �iDAi ,was o�ensi
htli
h wieder eine Derivation von ? ist, die Form D0 =P1i=k �iD0i besitzt. Die k-te Ordnung in �der Glei
hung D0(f ? g) = (D0f) ? g + f ? (D0g) f�ur f; g 2 C1(M ) liefert D0k(fg) = (D0kf)g + f(D0kg), d.h.D0k ist ein Vektorfeld Xk 2 �1(TM ). Aus dem antisymmetris
hen Anteil der k + 1-ten Ordnung in � derGlei
hung D0(f ? g) = (D0f) ? g + f ? (D0g) erh�alt man LXkff; gg = fLXkf; gg + ff;LXkgg, so da� Xk einsymplektis
hes Vektorfeld ist, d.h. LXk! = 0. Wegen d! = 0 und der Cartan-Formel f�ur die Lie-Ableitunggilt dann diXk! = 0, so da� Ak := �iXk! eine ges
hlossene Einsform de�niert. Dann ist �kDAk o�ensi
ht-li
h eine C [[�℄℄-lineare Derivation und D0 � �kDAk ist eine C [[�℄℄-lineare Derivation, die erst in k + 1-terOrdnung beginnt, womit die Surjektivit�at induktiv bewiesen ist. Um die Injektivit�at der dur
h Glei
hung(2.6) erkl�arten Abbildung A 7! DA zu beweisen, betra
hten wir zwei C [[�℄℄-lineare Derivationen DA, DA0mit DA� = 1�ad?(H�), DA0� = 1� ad?(H0�), aus deren �Ubereinstimmung dann nat�urli
h 1� ad?(H� �H0�) = 0folgt. Dies impliziert aber, da eine Funktion auf U�, deren Poisson-Klammer mit allen Funktionen auf U�vers
hwindet, konstant ist, da� H� � H 0� = 
� 2 C [[�℄℄ und somit AjU� = dH� = dH0� = A0jU� gilt. Da� 2 I beliebig war, folgt hieraus also A = A0 und somit die zu zeigende Injektivit�at der Abbildung A 7! DA.O�ensi
htli
h gilt f�ur f 2 C1(M )[[�℄℄ Ddf = 1�ad?(f), so da� die dur
h Glei
hung (2.6) erkl�arte Abbil-dung A 7! DA eine Bijektion zwis
hen den Quotienten H1dR(M ; C )[[�℄℄ und dem Raum der C [[�℄℄-linearenDerivationen modulo der quasi-inneren Derivationen dur
h [A℄ 7! [DA℄ induziert (vgl. Satz 1.3.24). �Folgerung 2.1.5 ([56, Cor. 3.6℄) Jede lokale C [[�℄℄-lineare Derivation von (C1(U)[[�℄℄; ?), wobeiU �M eine o�ene zusammenziehbare Menge sei, ist eine quasi-innere Derivation.Beweis: Sei DjU eine lokale C [[�℄℄-lineare Derivation von (C1(U)[[�℄℄; ?), dann �ndet man wie im Beweisder Proposition 2.1.4 eine formale Reihe H =P1i=0 �iHi 2 C1(U)[[�℄℄, so da� DjU = 1� ad?(H). �S
hlie�li
h wollen wir no
h einige Eigens
haften von Automorphismen von Sternprodukten undderen lokale Struktur untersu
hen. Wir bes
hr�anken uns hierbei auf C [[�℄℄-lineare Automorphismen,die mit id beginnen, die in der Literatur gelegentli
h au
h als Selbst�aquivalenzen eines Sternpro-duktes bezei
hnet werden.Proposition 2.1.6 Sei A ein C [[�℄℄-linearer Automorphismus eines di�erentiellen Sternproduktes? f�ur (M;!), der mit id beginnt, dann gilt A = exp(�D), wobei D eine C [[�℄℄-lineare Derivation von? ist.Beweis: Wiederum erhalten wir den Beweis dieser Proposition mit einem induktiven Argument. Sei alsoA = id+�kAk+O(�k+1), dann erhalten wir aus der k-ten Ordnung der Glei
hung A(f ?g) = (Af)?(Ag), da�Ak ein Vektorfeld aufM ist. Der antisymmetris
he Anteil der Glei
hung in k+1-ter Ordnung zeigt, da� diesesVektorfeld symplektis
h ist. Wie im Beweis von Proposition 2.1.4 �ndet man also eine C [[�℄℄-lineare Derivati-on Dk von ?, so da� Dk = Ak+O(�) und exp(��kDk)A = id+�k+1A0k+1+O(�k+2) ist o�ensi
htli
h wiedereine Selbst�aquivalenz von ?. Induktiv erhalten wir also die Existenz von C [[�℄℄-linearen Derivationen Dk f�urk � 1 von ? derart, da� id = : : :exp(��kDk) : : :exp(��D1)A. Da si
h die Ordnung in � im Exponenten voneinem Faktor zum n�a
hsten jeweils um eins erh�oht, ist dieses unendli
he Produkt von Exponentialfunktioneno�ensi
htli
h wohlde�niert. Da der Kommutator zweier Derivationen wieder eine Derivation ist, erhalten wiraus der Gestalt der Baker-Campbell-Hausdor�-Reihe, da� : : :exp(��kDk) : : :exp(��D1) = exp(��D), wobeiD eine C [[�℄℄-lineare Derivation von ? ist. Hiermit gilt aber A = exp(�D). �Folgerung 2.1.7 ([56, Cor. 3.4℄) Jede lokale Selbst�aquivalenz AjU eines Sternproduktes ? ist einlokaler innerer Automorphismus von ?, d.h. AjU = exp(ad?(a)), wobei a 2 C1(U)[[�℄℄ und U �Meine o�ene zusammenziehbare Menge bezei
hnet.Beweis: Die Folgerung ist eine direkte Konsequenz der Proposition 2.1.6 und der Folgerung 2.1.5. �Au
h diese Aussagen �uber lokale Selbst�aquivalenzen von Sternprodukten, werden si
h als essen-tielle Bestandteile der De�nitionen der klassi�zierenden Klassen im folgenden Abs
hnitt erweisen.



50 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNG2.2 Deligne's �Ce
h-Kohomologie-KlassenIn diesem Abs
hnitt werden wir die Klassi�kation von Sternprodukten bis auf �Aquivalenz wie sie vonDeligne in [31℄ eingef�uhrt wurde vorstellen. Anstatt der in [31℄ gew�ahlten algebrais
h-geometris
henFormulierung folgen wir der Darstellung von Gutt und Rawnsley [56℄, die si
h auf die Verwendung�Ce
h-kohomologis
her Te
hniken bes
hr�ankt und somit direkte, elementare Beweise der wi
htigenAussagen erm�ogli
ht. Wir wollen betonen, da� die Ergebnisse und De�nitionen, die wir in diesemAbs
hnitt darstellen ni
ht neu sind, sondern in einer Zusammenfassung der Resultate aus [31, 56℄bestehen. Um jedo
h eine Einordnung der von uns erzielten Resultate, die wir in den Abs
hnitten2.3, 2.4 und 3.3 diskutieren werden und die von den allgemeinen Klassi�kationsaussagen Gebrau
hma
hen, zu erm�ogli
hen, ers
heint es uns unerl�a�li
h diese anzuf�uhren.Wir werden in den folgenden drei Abs
hnitten vers
hiedene �Ce
h-Kohomologie-Klassen ausH2(M ; C)[[�℄℄ de�nieren und deren Eigens
haften untersu
hen. Da es si
h jedo
h an einigen Stel-len als ges
hi
kter erweist, mit den verm�oge des de Rham-Isomorphismus entspre
henden Klassender zweiten de Rham-Kohomologie H2dR(M ; C )[[�℄℄ zu arbeiten, verabreden wir f�ur die beiden inEins-zu-Eins-Beziehung stehenden Kohomologie-Klassen dieselben Bezei
hnungen und Symbole zuverwenden, da aus dem Zusammenhang unmittelbar klar wird, von wel
her der beiden Klassen dieRede ist.2.2.1 Die relative KlasseDieser Abs
hnitt bes
hreibt die relative �Ce
h-Kohomologie-Klasse, die von Deligne als Obstruk-tion f�ur das Zusammensetzen lokaler �Aquivalenztransformationen zwis
hen zwei Sternprodukteneingef�uhrt wurde. Fixiert man ein Sternprodukt, so ordnet diese Klasse jeder �Aquivalenzklasse vonSternprodukten ein Element in H2dR(M ; C )[[�℄℄ (d.h. eine formale Potenzreihe mit Werten in derzweiten de Rham-Kohomologie) zu. Wir werden also eine �Ce
h-Kohomologie-Klasse betra
hten,die zwei di�erentiellen Sternprodukten zugeordnet ist, wel
he mittels lokaler �Aquivalenztransfor-mationen zwis
hen diesen Sternprodukten de�niert werden kann. Wir ma
hen hierzu von einemErgebnis aus Abs
hnitt 2.1.2 Gebrau
h, wel
hes besagt, da� jede Selbst�aquivalenz eines Sternpro-duktes ? einges
hr�ankt auf eine o�ene, zusammenziehbare Menge U von der Gestalt exp(ad?(f))f�ur ein f 2 C1(U)[[�℄℄ ist. Da wir im weiteren Verlauf des Abs
hnitts h�au�g mit Verkettungen lo-kaler Selbst�aquivalenzen der Form exp(ad?(f)) exp(ad?(g)) f�ur f; g 2 C1(U)[[�℄℄ arbeiten werden,erweist es si
h als bequem, diese Verkettung in Termen von f und g zu s
hreiben. Dies ges
hiehtmit der Baker-Campbell-Hausdor� Reihe fÆ?g bez�ugli
h der Lie-Algebren-Struktur, wel
he dur
hSternprodukt-Kommutatoren gegeben ist. Eine kompakte Form diese Reihe anzugeben ist:fÆ?g = f + Z 10 �(exp(ad?(f)) exp(tad?(g)))g dt; (2.7)wobei � dur
h �(z) := z log(z)z � 1 = 1 + 1Xn=1�(�1)nn+ 1 + (�1)n+1n � (z � 1)nde�niert ist. Das folgende Lemma fa�t einige wi
htige Eigens
haften und Identit�aten der dur
hGlei
hung (2.7) gegebenen Verkn�upfung Æ? zusammen.Lemma 2.2.1 ([56, Lemma 4.1℄)i.) Æ? ist eine assoziative Verkn�upfung.ii.) exp(ad?(fÆ?g)) = exp(ad?(f)) exp(ad?(g)),



DELIGNE'S �CECH-KOHOMOLOGIE-KLASSEN 51iii.) fÆ?gÆ?(�f) = exp(ad?(f))g,iv.) �(fÆ?g) = (�g)Æ?(�f),v.) ddt ��t=0 (�f)Æ?(f + tg) = id�exp(�ad?(f))ad?(f) g.Beweis: Die Aussagen des Lemmas sind aus der Literatur wohlbekannt; man verglei
he hierzu [23, II. x6.℄.�Sei nun U = fU�g�2I eine lokal endli
he, o�ene �Uberde
kung von M dur
h Darboux-Koordi-naten-De�nitionsberei
he, so da� die U� und alle ihre endli
hen, ni
ht-leeren Dur
hs
hnitte zusam-menziehbar sind, d.h. U ist eine lokal endli
he, gute, o�ene �Uberde
kung von M dur
h Darboux-Koordinaten-De�nitionsberei
he. Weiter sei fu�g�2I eine U untergeordnete Zerlegung der Eins.Seien nun ? und ?0 zwei di�erentielle Sternprodukte auf der symplektis
hen Mannigfaltigkeit(M;!). Wie wir in Abs
hnitt 2.1.2 gesehen haben sind ihre Eins
hr�ankungen auf C1(U�)[[�℄℄ �aqui-valent, also existieren formale Reihen von Di�erentialoperatoren T� : C1(U�)[[�℄℄ ! C1(U�)[[�℄℄auf C1(U�), so da� f�ur alle f; g 2 C1(U�)[[�℄℄T�(f ? g) = (T�f) ?0 (T�g)gilt. Auf C1(U� \ U�)[[�℄℄ ist nun T��1T� eine Selbst�aquivalenz von (C1(U� \ U�)[[�℄℄; ?), also exi-stieren Elemente t�� = �t�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ mitT��1T� = exp(ad?(t��)):Auf C1(U� \ U� \ U
)[[�℄℄ induziert das Elementt
�� = t�
Æ?t
�Æ?t�� 2 C1(U� \ U� \ U
)[[�℄℄die Identit�at als Automorphismus von (C1(U� \ U� \ U
)[[�℄℄; ?) also ist t
�� ein Element des Zen-trums C [[�℄℄ von (C1(U� \ U� \ U
)[[�℄℄; ?). Die Familie t
�� ist also ein �Ce
h-2-Kozyklus f�ur die�Uberde
kung U mit Werten in C [[�℄℄. Die �ubli
hen Argumente zeigen, da� die zugeh�orige Klasseni
ht von den gema
hten Wahlen abh�angt und mit Verfeinerungen vertr�agli
h ist. Es folgt also, da�t
�� eindeutig eine �Ce
h-Kohomologie-Klasse [t
��℄ 2 H2(M ; C)[[�℄℄ de�niert. Diese �Uberlegungenf�uhren zur folgenden De�nition:De�nition 2.2.2 ([56, Def. 4.2℄) Mit den oben eingef�uhrten Bezei
hnungen de�niertt(?0; ?) := [t
��℄ 2 H2(M ; C )[[�℄℄Deligne's relative Klasse von ?0 bez�ugli
h ?.Das weitere Ziel dieses Abs
hnittes ist es die Bedeutung der relativen Klasse in Bezug auf die �Aqui-valenz von Sternprodukten zu untersu
hen. Eine erste Folgerung aus der De�nition der relativenKlasse ist:Proposition 2.2.3 ([56, Prop 4.3℄) Seien ?; ?0; ?00 drei di�erentielle Sternprodukte auf (M;!),dann gilt: t(?00; ?) = t(?00; ?0) + t(?0; ?): (2.8)Beweis: Seien die lokalen �Aquivalenztransformationen zwis
hen ? und ?0 bzw. ?0 und ?00 mit T� bzw. S�bezei
hnet. Auf U� \ U� seien t��; s�� 2 C1(U� \U�)[[�℄℄ dur
hT��1T� = exp(ad?(t��)) und S��1S� = exp(ad?0(s��))



52 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGgegeben. Weiter seien mit V� := S�T� lokale �Aquivalenzen von ? und ?00 bezei
hnet. Es gilt dannV��1V� = T��1T�T��1 exp(ad?0(s��))T� = exp(ad?(t��)) exp(ad?(T��1s��)) = exp(ad?(t��Æ?T��1s��));also k�onnen wir v�� = t��Æ?T��1s�� w�ahlen. Man bea
hte, da� v�� = �v�� gilt, dennt��Æ?T��1(s��)Æ?(�t��) = exp(ad?(t��))(T��1s��) = T��1T�T��1s�� = �T��1s�� ;woraus wegen fÆ?(�g)Æ?g = f die Glei
hungv�� = t��Æ?T��1s�� = (�T��1s��)Æ?(�t��) = �(t��Æ?T��1s��) = �v��folgt. Auf U� \ U� \ U
 gilt dann weiter f�ur s 2 C1(U� \ U� \ U
)[[�℄℄T
�1sÆ?t
� = t
�Æ?(�t
�)Æ?T
�1sÆ?t
� = t
�Æ? exp(ad?(t�
 ))T
�1s = t
�Æ?T��1sund somit erhalten wirv
�� = v�
Æ?v
�Æ?v�� = t�
Æ?T
�1s�
Æ?t
�Æ?T��1s
�Æ?t��Æ?T��1s��= t�
Æ?t
�Æ?T��1s�
Æ?t��Æ?T��1s
�Æ?T��1s�� = t�
Æ?t
�Æ?t��Æ?T��1s�
Æ?T��1s
�Æ?T��1s��:Da die T��1 lokale �Aquivalenztransformationen zwis
hen ?0 und ? sind, giltT��1s�
Æ?T��1s
�Æ?T��1s�� = T��1(s�
 Æ?0 s
� Æ?0 s��) = T��1s
�� = s
��;wobei wir im letzten S
hritt verwendet haben, da� s
�� 2 C [[�℄℄ und die Di�erentialoperatoren in den Ord-nungen r � 1 im formalen Parameter der lokalen �Aquivalenztransformationen auf Konstanten vers
hwinden.S
hlie�li
h erhalten wir v
�� = t�
Æ?t
�Æ?t��Æ?s
�� = t
��Æ?s
�� = t
�� + s
��;wobei der letzte S
hritt wiederum aus der Tatsa
he folgt, da� t
��; s
�� 2 C [[�℄℄ also zentral sind. �Die folgende Proposition beantwortet die Frage na
h dem Zusammenhang der relativen Klassemit den �Aquivalenzklassen von Sternprodukten.Proposition 2.2.4 ([56, Prop. 4.4℄) Die relative Klasse t(?0; ?) vers
hwindet genau dann, wenndie beiden di�erentiellen Sternprodukte ? und ?0 �aquivalent sind.Beweis: Falls ? und ?0 �aquivalent verm�oge der �Aquivalenztransformation T sind, so k�onnen wir als lo-kale �Aquivalenztransformationen T� die Eins
hr�ankungen von T auf C1(U�)[[�℄℄ w�ahlen und somit ver-s
hwindet die relative Klasse t(?0; ?) o�ensi
htli
h. Nun betra
hten wir was passiert, wenn die Klasse t(?0; ?)vers
hwindet. Dann k�onnen wir t�� dur
h Addition eines zentralen Elementes (womit seine adjungier-te Wirkung ni
ht ver�andert wird) so modi�zieren, da� t��
 = 0 gilt. Dann ist t
� aber ein Kozyklusund somit ein Korand, also gibt es Funktionen t� 2 C1(U�)[[�℄℄ mit t
� = (�t
 )Æ?t�. Dies beweistman mit der folgenden induktiven Argumentation. In nullter Ordnung in � lautet die Kozyklusbedingungt0�
 + t0
� + t0�� = 0. De�niert man mit der oben eingef�uhrten Zerlegung der Eins tf0g� :=P�2I u�t0��, so giltt
��(�tf0g
 )Æ?tf0g� = O(�). Gibt es nun eine L�osung tfkg� =Pkr=0 �rtr�, so da� t
��(�tfkg
 )Æ?tfkg� = O(�k+1),dann hat der Kozyklus 

� = (�tfkg
 )Æ?t
�Æ?tfkg� den ersten ni
htvers
hwindenden Term in der Ordnungk + 1 in � mit 
k+1�
 + 
k+1
� + 
k+1�� = 0. De�niert man tk+1� :=P�2I u�
k+1�� und tfk+1g� := tfkg� + �k+1tk+1� ,so gilt t
� � (�tfk+1g
 )Æ?tfk+1g� = O(�k+2), womit die Behauptung per Induktion folgt. Setzt man nunT 0� = T� exp(ad?(t�)), so ist T 0� = T 0� auf U�\U� und somit existiert eine globale �AquivalenztransformationT 0 auf C1(M )[[�℄℄ mit T 0jC1(U�)[[�℄℄ = T 0�. �F�ur ein gegebenes di�erentielles Sternprodukt ? haben wir also eine Abbildung von �Aquivalenz-klassen von di�erentiellen Sternprodukten na
h H2(M ; C )[[�℄℄, wel
he dur
h[?0℄ 7! t(?0; ?)gegeben ist und wir haben gerade gezeigt, da� diese Abbildung injektiv ist.



DELIGNE'S �CECH-KOHOMOLOGIE-KLASSEN 53Proposition 2.2.5 ([56, Prop. 4.5℄) Sei ? ein festes di�erentielles Sternprodukt. Die Abbildungvon �Aquivalenzklassen von di�erentiellen Sternprodukten na
h H2(M ; C)[[�℄℄, wel
he dur
h[?0℄ 7! t(?0; ?)gegeben ist, ist surjektiv.Beweis: Um einzusehen, da� die Abbildung surjektiv ist, gehen wir in zwei S
hritten vor. Zun�a
hst zei-gen wir, da� man f�ur einen gegebenen 2-Kozyklus t
�� formale Reihen von lokal de�nierten Funktionent�� 2 C1(U� \U�)[[�℄℄ �nden kann, so da� t
�� = t�
Æ?t
�Æ?t�� gilt. Dana
h konstruieren wir eine formaleReihe von Di�erentialoperatoren T� auf U� die mit id beginnt, so da� T��1T� = exp(ad?(t��)) erf�ullt ist. F�urden ersten S
hritt verwenden wir wie oben, da� die Garbe der Funktionen fein ist. In nullter Ordnung nimmtdie Kozyklusbedingung die Gestalt t0
�� � t0Æ�� + t0Æ
� � t0Æ
� = 0 an. Wir de�nieren t0�� := P
2I u
t0
��,so da� t0
�� = t0�
 + t0
� + t0��, also t
�� � t0�
Æ?t0
�Æ?t0�� = O(�) gilt. Wir nehmen nun an, da� wirtfkg�� mit tfkg�� = �tfkg�� gefunden haben und t
�� � tfkg�
 Æ?tfkg
� Æ?tfkg�� = O(�k+1) erf�ullt ist. Wir de�nieren

�� := tfkg�
 Æ?tfkg
� Æ?tfkg�� , also sind die KoeÆzienten 
r
�� Konstanten 8r � k. Man bea
hte, da� 

�� ineiner ni
htkommutativen Situation ni
ht notwendigerweise ein Kozyklus ist. Denno
h sind die 
k+1
�� totalantisymmetris
h in ihren Indizes, denn wegen tfkg�
 = �tfkg
� gilt
k+1�
� = �tfkg
� + tfkg�� Æ?tfkg�
 Æ?tfkg
� + tfkg�
 �k+1 = �tfkg
� Æ?tfkg�� Æ?tfkg�
 Æ?tfkg
� + tfkg�
 �k+1= �tfkg
� Æ?tfkg�� Æ?tfkg�
 + tfkg
� + tfkg�
 �k+1 = 
k+1��
und 
��
 = tfkg
� Æ?tfkg�� Æ?tfkg�
 = ��tfkg�
 � Æ? ��tfkg�� � Æ? ��tfkg
� �= ���tfkg�� Æ?tfkg�
 �� Æ? ��tfkg
� � = ��tfkg
� Æ?tfkg�� Æ?tfkg�
 � = �
��
 :Weiterhin �uberpr�uft man, da� (

��Æ?
Æ��Æ?
Æ
�Æ?
Æ
�)k+1 = 
k+1
��� 
k+1Æ�� + 
k+1Æ
� � 
k+1Æ
� = 0, also de�nierenwir tk+1�� :=P
2I u
(tk+1
���
k+1
��) und tfk+1g�� := tfkg�� +�k+1tk+1�� . Es ist dann t
���tfk+1g�
 Æ?tfk+1g
� Æ?tfk+1g�� =O(�k+2) erf�ullt und es gilt tfk+1g�� = �tfk+1g�� , womit der erste Teil des Beweises per Induktion erbra
ht ist.F�ur den zweiten Teil ben�otigen wir formale Reihen von Di�erentialoperatoren T� auf C1(U�), wel
he mitid beginnen und exp(ad?(t��)) = T��1T� erf�ullen. Wiederum verwenden wir eine rekursive Argumentation.Wir nehmen an wir haben T fkg� bereits so konstruiert, da� T fkg� exp(ad?(t��))T fkg� = id+�kS��+ : : : erf�ulltist. Diese Glei
hung liefert, da� S�� ein 1-Kozyklus mit Werten in den Di�erentialoperatoren ist, die aufKonstanten vers
hwinden. Da diese wiederum eine feine Garbe bilden, ist dieser 1-Kozyklus ein Korand,also existieren Di�erentialoperatoren S� auf C1(U�), die ebenfalls auf Konstanten vers
hwinden und aufC1(U� \ U�) die Glei
hung S�� = S��S� erf�ullen. De�niert man nun T fk+1g� := (id+ �k+1S�)T fkg� , so giltT fk+1g� exp(ad?(t��))T fk+1g� = id+�k+1S0��+ : : :, womit au
h der zweite S
hritt per Induktion bewiesen ist.Mit den so gefundenen formalen Reihen von Di�erentialoperatoren T� de�niert man ?0 f�ur f; g 2 C1(U�)[[�℄℄dur
h f ?0 g := T� �T��1(f) ? T��1(g)� ;womit aber ?0 global d.h. f�ur alle f 2 C1(M )[[�℄℄ de�niert ist, da wegen obiger Konstruktion T��1T� =exp(ad?(t��)) gilt und letzterer Operator ein lokaler Automorphismus von ? ist. Aufgrund der Konstruktionvon ?0 ist es o�ensi
htli
h, da� die relative Klasse von ?0 dur
h t(?0; ?) = [t
��℄ gegeben ist. �Die Ergebnisse dieses Abs
hnittes fassen wir in folgendem Satz zusammen:Satz 2.2.6 ([56, Thm. 4.6℄) Fixiert man ein di�erentielles Sternprodukt ?, so h�angt die relativeKlasse t(?0; ?) 2 H2(M ; C )[[�℄℄ nur von der �Aquivalenzklasse des di�erentiellen Sternproduktes ?0ab und vermittelt eine Bijektion zwis
hen der Menge der �Aquivalenzklassen di�erentieller Stern-produkte und H2(M ; C )[[�℄℄.
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he Derivations-verwandte KlasseIn diesem Abs
hnitt bes
hreiben wir die intrinsis
he Derivations-verwandte Klasse, die einem Stern-produkt zugeordnet ist. Diese erh�alt man indem man sogenannte lokale �-Euler Derivationen diesesSternproduktes verglei
ht. Dar�uberhinaus werden wir eine Beziehung zwis
hen der relativen Klassezweier Sternprodukte und deren intrinsis
hen Derivations-verwandten Klassen �nden.Die Additionsformel f�ur relative Klassen gem�a� Proposition 2.2.3 legt nahe, da� es si
h beit(?0; ?) um die Di�erenz zweier Klassen 
(?0); 
(?) 2 H2(M ; C )[[�℄℄ handeln sollte. Dar�uberhinaussollte die Klasse 
(?) wegen Satz 2.2.6 das Sternprodukt bis auf �Aquivalenz festlegen. Als einenS
hritt in diese Ri
htung betra
hten wir eine intrinsis
he Klasse, wel
he eine Obstruktion daf�urdarstellt, spezielle, lokale Derivationen eines Sternproduktes zusammenzusetzen.De�nition 2.2.7 ([56, Def. 5.1℄) Eine Derivation E von (C1(U)[[�℄℄; ?) auf einer o�enen MengeU 2M hei�t lokale �-Euler Derivation von ? auf U , falls sie die GestaltE = ��� + L� + D (2.9)besitzt, wobei � 2 �1(TU) ein konform symplektis
hes lokales Vektorfeld ist d.h. L�!jU = !jU undD =P1i=1 �iDi eine formale Reihe von Di�erentialoperatoren auf C1(U) ist.Die folgende Proposition liefert die Existenz lokaler �-Euler Derivationen f�ur beliebige di�eren-tielle Sternprodukte.Proposition 2.2.8 ([56, Prop. 5.2℄) Sei ? ein di�erentielles Sternprodukt auf (M;!), dann gibtes f�ur alle U� 2 U eine lokale �-Euler Derivation E� = ��� +L�� +D� der Algebra (C1(U�)[[�℄℄; ?)auf U�.Beweis: Auf R2n mit der kanonis
hen symplektis
hen Struktur !0 betra
hten wir das Weyl-Produkt ?Weyl,wel
hes wie wir in Abs
hnitt 1.2 gesehen haben ein homogenes Sternprodukt ist, d.h. H = ���+L� mit � =pi�pi ist eine Derivation von ?Weyl. Weiter sei �� : U� ! O� � R2n ein Symplektomorphismus (���!0jU� =!jU�), verm�oge dessen man ein Sternprodukt ?� auf (O�; !0) dur
h ���(f ?� g) = (���f) ? (���g) f�ur f; g 2C1(O�)[[�℄℄ erkl�aren kann. Da alle Sternprodukte auf o�enen, zusammenziehbaren Teilmengen des R2n�aquivalent zu ?Weyl sind, existiert eine formaleReihe von Di�erentialoperatoren T� auf C1(O�) mit T�(f?Weylg) = (T�f) ?� (T�g)8f; g 2 C1(O�)[[�℄℄. Man erh�alt somit eine lokale Derivation E� von ? auf C1(U�)[[�℄℄dur
h E� := ���T�HT��1���1�. Um einzusehen, da� E� eine �-Euler Derivation ist bea
htet man zun�a
hst,da� T�HT��1 = H +P1i=1 �id�;i mit gewissen Di�erentialoperatoren d�;i auf C1(O�) gilt, da T� mit idbeginnt. Somit hat also E� die Gestalt E� = ��� + L�� + P1i=1 �iD�;i wobei �� 2 �1(TU�) und dieDi�erentialoperatoren D�;i auf C1(U�) dur
h �� = ���� und D�;i = ���d�;i���1� gegeben sind. Um zuzeigen, da� �� lokal konform symplektis
h ist, bere
hnet man auf U�L��! = L�������!0 = ���(L�!0) = ���!0 = !;womit die Behauptung bewiesen ist. �Wir betra
hten nun eine Sammlung von lokalen �-Euler Derivationen E� wie in Proposition2.2.8 und auf U� \ U� deren Di�erenzen E� � E�. Diese sind ebenfalls Derivationen von ? und dieAbleitungen na
h � fallen weg, so da� E��E� eine C [[�℄℄-lineare Derivation von (C1(U� \ U�)[[�℄℄; ?)ist. Da jede C [[�℄℄-lineare Derivation auf einer o�enen, zusammenziehbaren Menge U von der Form1� ad?(d) mit d 2 C1(U)[[�℄℄ ist, existieren formale Funktionen d�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ mitE� � E� = 1� ad?(d��); (2.10)wobei d�� eindeutig bis auf ein zentrales Element, also bis auf eine formale Reihe mit Werten in denkomplexen Zahlen, ist. Auf U�\U� \U
 mu� die Summe d�
 +d
� +d�� zentral sein und de�niert
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�� 2 C [[�℄℄. Es ist lei
ht zu sehen, da� die d
�� einen 2-Kozyklus de�nieren, dessen�Ce
h-Kohomologie-Klasse [d
��℄ 2 H2(M ; C)[[�℄℄ von keiner der getro�enen Wahlen abh�angt.De�nition 2.2.9 ([56, Def. 5.3℄) Mit den oben eingef�uhrten Bezei
hnungen de�niertd(?) := [d
��℄ 2 H2(M ; C )[[�℄℄Deligne's intrinsis
he Derivations-verwandte Klasse von ?.Eine erste Folgerung aus der gema
hten De�nition ist:Proposition 2.2.10 ([56, Prop. 5.5℄) F�ur zwei �aquivalente, di�erentielle Sternprodukte ? und?0 auf (M;!) stimmen die Derivations-verwandten Klassen d(?) und d(?0) �uberein.Beweis: Sei T eine �Aquivalenztransformation von ? na
h ?0, d.h. T (f ?g) = (Tf)?0 (Tg)8f; g 2 C1(M )[[�℄℄.Weiter seien E� lokale �-Euler Derivationen f�ur ?, aus wel
hen man mit E0� = TE�T�1 lokale �-EulerDerivationen f�ur ?0 erh�alt. Dann giltE0� � E0� = T (E� � E�)T�1 = T �1� ad? (d��)�T�1 = 1� ad?0 (Td��) :Also gilt mit den gew�ahlten �-Euler Derivationen d0�� = Td�� und somit d0
�� = Td
�� = d
��, da alleTerme au�er der nullten Ordnung von T Di�erentialoperatoren sind, die auf Konstanten vers
hwinden.Folgli
h gilt d(?) = d(?0). �Proposition 2.2.11 ([56, Prop. 5.6℄) Die Terme der nullten und der ersten Ordnung der int-rinsis
hen Derivations-verwandten Klasse d(?) =P1i=0 �id(?)i sind dur
hd(?)0 = �[!℄ und d(?)1 = 0gegeben.Beweis: F�ur die Bere
hnung von d(?)0 betra
hten wir die Terme der nullten Ordnung in � der Glei
hung(2.10) angewandt auf eine Funktion f 2 C1(U� \ U�) und erhalten L�����f = fd0��; fg. De�niert man�� := �i��!, so erh�alt man mit der Cartan-Formel aus L��!jU� = !jU� , da� !jU� = �d�� gilt. Also folgtmit dem Hamiltons
hen Vektorfeld Xf der Funktion f(�� � ��)(Xf ) = !(Xf ; �� � ��) = L�����f = fd0��; fg = d(d0��)(Xf );so da� ����� = d(d0��) auf U�\U� gilt. Wegen d�� = �! folgt hieraus, da� d0
�� ein Repr�asentant der �Ce
h-Kohomologie-Klasse ist, die verm�oge des de Rham-Isomorphismus der Klasse �[!℄ 2 H2dR(M ; C ) entspri
ht,womit die erste Aussage der Proposition bewiesen ist. F�ur den Beweis der Aussage �uber d(?)1 bea
hten wirzun�a
hst, da� wir wegen Proposition 2.2.10 ? dur
h ein �aquivalentes Sternprodukt ersetzen d�urfen, von demwir annehmen d�urfen, da� C1(f; g) = 12ff; gg und C�2 (f; g) = 12(C2(f; g) � C2(g; f)) = A(Xf ; Xg) f�ur eineges
hlossene Zweiform A gilt. S
hreibt man die Terme der ersten Ordnung in � der Glei
hung (2.10) aus, soerh�alt man (D�;1 � D�;1)f = fd1��; fg+ 2C�2 (d0��; f) = fd1��; fg+ 2A(Xd0�� ; Xf ) (2.11)f�ur f 2 C1(U� \ U�). S
hreibt man au�erdem die ersten Ordnungen der Glei
hung E�(f ? g) = (E�f) ? g +f ? (E�g) f�ur f; g 2 C1(U�) aus, so �ndet man aus der ersten Ordnung in �, da� D�;1 eine Derivation despunktweisen Produktes, also ein lokales Vektorfeld Y� auf U� ist. Der antisymmetris
he Anteil der zweitenOrdnung in � liefert2C�2 (f; g) + L��C�2 (f; g) + 12D�;1ff; gg = 12fD�;1f; gg+ 12ff;D�;1gg+ C�2 (L��f; g) +C�2 (f;L��g);was man unter Benutzung von A und Y� als2 (L��A) (Xg ; Xf ) = fLY�f; gg+ ff;LY�gg � LY�ff; gg (2.12)s
hreiben kann. Hierbei haben wir folgendes Lemma benutzt:



56 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGLemma 2.2.12 F�ur g 2 C1(U�) erf�ullt das zugeh�orige Hamiltons
he VektorfeldL��Xg = XL��g �Xg :Beweis: Der Beweis ergibt si
h dur
h folgende Re
hnung!(Xg ;L��Xf ) = LL��Xf g = �L��!(Xf ; Xg) + !(Xf ; XL��g)= �!(Xf ; Xg) � !(L��Xf ; Xg)� !(Xf ;L��Xg) + !(Xf ; XL��g);wobei L��! = ! benutzt wurde. Man erh�alt also 0 = !(Xf ; Xg +L��Xg �XL��g) und somit die behaupteteGlei
hung. 5De�niert man nun lokale Einsformen B� dur
h B� = �12 iY�!, so gilt B�(Xf ) = 12LY�f und man erh�altaus Glei
hung (2.12)(L��A) (Xf ; Xg) = LXgB�(Xf ) �LXfB�(Xg)� B�([Xg; Xf ℄) = �dB�(Xf ; Xg):Da A ges
hlossen ist folgt aus der Cartan-Formel, da� i��A + B� auf U� ges
hlossen ist, also existiertna
h dem Poin
ar�e-Lemma eine Funktion f� 2 C1(U�) mit df� = i��A + B�. Setzt man die hergeleitetenBeziehungen nun in Glei
hung (2.11) ein, so erh�alt man mit �� � �� = �Xd0��LY��Y�f = fd1��; fg � 2 �i�����A� (Xf ) = fd1��; fg+ 2df�(Xf ) � 2B�(Xf ) � 2df�(Xf ) + 2B�(Xf ):Wegen B�(Xf ) = 12LY�f erh�alt man s
hlie�li
hfd1��; fg = 2ff� � f�; fg:W�ahlt man also d1�� = 2(f� � f�) so sieht man, da� die Klasse d(?)1 vers
hwindet. �Lemma 2.2.13 ([56, Lemma 5.7℄) Seien ? und ?0 zwei di�erentielle Sternprodukte auf (M;!)mit lokalen �Aquivalenztransformationen T� : (C1(U�)[[�℄℄; ?) ! (C1(U�)[[�℄℄; ?0) und seien E�lokale �-Euler Derivationen f�ur ?. Dann sind E0� := T�E�T��1 lokale �-Euler Derivationen f�ur?0. Sei auf U� \ U� weiter E� � E� = 1� ad?(d��) und T��1T� = exp(ad?(t��)) mit d��; t�� 2C1(U� \ U�)[[�℄℄. Dann gilt E0� � E0� = 1� ad?(d0��), wobeid0�� = T�d�� � �T� �� id � exp(�ad?(t��))ad?(t��) � (E�t��)� : (2.13)Beweis: Wegen E0� � E0� = T�(E� � (T��1T�)E�(T��1T�))T��1 erh�alt man mitexp(ad?(�t��))E� exp(ad?(t��)) = E� + ad?�� id� exp(�ad?(t��))ad?(t��) � (E�t��)� ;was man �ahnli
h zum Beweis von Lemma 1.3.20 na
hweisen kann,E0� � E0� = T�(E� � E�)T��1 � T� �ad?�� id� exp(�ad?(t��))ad?(t��) � (E�t��)��T��1= 1� T�ad?�d�� � �� id� exp(�ad?(t��))ad?(t��) � (E�t��)�T��1 = 1� ad?0 (d0��)mit den in Glei
hung (2.13) angegebenen lokalen formalen Funktionen d0��. Man bea
hte, da� tats�a
hli
hd0�� = �d0�� gilt, dennd0�� = T�d�� � �T�(T��1T�)�� id� exp(�ad?(t��))ad?(t��) � (E�t��)�= T�d�� � �T���exp(ad?(t��)) � idad?(t��) � (E�t��)�= T�d�� + �T��� id� exp(�ad?(t��))ad?(t��) � (E�t��)�+�T� �� id� exp(�ad?(t��))ad?(t��) � ((E� � E�)t��)� :



DELIGNE'S �CECH-KOHOMOLOGIE-KLASSEN 57Da �(E� � E�)t�� = ad?(d��)t�� = �ad?(t��)d�� gilt, liefert die obige Glei
hungd0�� = T�d�� + �T��� id� exp(�ad?(t��))ad?(t��) � (E�t��)�� T�d�� + T� exp(ad?(t��))d��= �d0�� + T�d�� + T�T��1T�d�� = �d0��: �Lemma 2.2.14 ([56, Lemma 5.8℄) Unter den Voraussetzungen und mit der Notation des Lem-mas 2.2.13 gilt d0
�� = T�(d
�� + �2��t
��): (2.14)Beweis: Wir benutzen die Formel f�ur die Ableitung der Exponentialfunktion, die f�ur (lokale) formale Funk-tionen f; g; h insbesondere ddt jt=0(fÆ?�g)Æ?(g+th)Æ?(�f) = exp(ad?(
)) id�exp(�ad?(g))ad?(g) h liefert und die Tat-sa
he, da� f�ur jede (lokale) Derivation D von ? die Glei
hung D(fÆ?g) = ddt jt=0(f + tDf)Æ?g+ ddt jt=0fÆ?(g+tDg) gilt. Wegen t
�� 2 C [[�℄℄ folgt dann���t
�� = E
(t�
Æ?t
�Æ?t��) = exp(ad?(t�
)) id� exp(�ad?(t�
))ad?(t�
) E
t�
+exp(ad?(t��)) id � exp(�ad?(t
�))ad?(t
�) E
t
� + id� exp(�ad?(t��))ad?(t��) E
t��= id� exp(�ad?(t
�))ad?(t
�) E
t�
 + T��1T� id� exp(�ad?(t
�))ad?(t
�) E
t
�+id� exp(�ad?(t��))ad?(t��) E�t�� + id� exp(�ad?(t��))ad?(t��) (E
 � E�)t��:Auf der anderen Seite gilt na
h Lemma 2.2.13d0�
 � d0�
 � d0�� = T�d�
 � �T� id� exp(�ad?(t
�))ad?(t
�) E
t
� � T�d�
 + �T� id� exp(�ad?(t
�))ad?(t
�) E
t
��T�d�� + �T� id� exp(�ad?(t��))ad?(t��) E�t��:Also folgt d0�
 � d0�
 � d0�� = T�(�2��t
��) + T�d�
 � T�d�
 � T�d�� + T�(id� T��1T�)d
�= T�(�2��t
�� + d�
 + d
� + d��);womit das Lemma bewiesen ist. �Wir erhalten also den folgenden Satz:Satz 2.2.15 ([56, Thm. 5.9℄) Die relative Klasse und die intrinsis
hen Derivations-verwandtenKlassen zweier di�erentieller Sternprodukte ? und ?0 auf (M;!) erf�ullen�2�� t(?0; ?) = d(?0)� d(?): (2.15)Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 2.2.14 und den De�nitionen der Klassen unter Ber�u
k-si
htigung der Tatsa
he, da� wegen t
�� 2 C [[�℄℄ die Glei
hung T�(�2��t
��) = �2��t
�� gilt. �



58 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNG2.2.3 Die 
harakteristis
he KlasseDieser Abs
hnitt f�uhrt die 
harakteristis
he Klasse ein, die dur
h die intrinsis
he Derivations-verwandte Klasse und den zweiten Term der Deformation des punktweisen Produktes de�niertwerden kann. Wir zeigen einige �Aquivarianzeigens
haften dieser Klasse und die wesentli
he Tatsa-
he, da� sie die �Aquivalenzklasse eines Sternproduktes 
harakterisiert.Glei
hung (2.15) stellt die Verbindung zwis
hen der relativen Klasse und den intrinsis
henDerivations-verwandten Klassen zweier di�erentieller Sternprodukte ? und ?0 her. Sie zeigt au
h,da� die Information, die in d(?0) � d(?) verloren geht, dem Term der Ordnung 0 in � von t(?0; ?)entspri
ht. Im folgenden werden wir den fehlenden Anteil bere
hnen.Seien ? und ?0 dur
h f ? g = P1k=0 �kCk(f; g) und f ?0 g = P1k=0 �kC0k(f; g) mit Bidi�eren-tialoperatoren Ck; C0k auf C1(M) gegeben. Aus der Assoziativit�at beider Sternprodukte in ersterOrdnung in � folgt, da� C1� C01 ein symmetris
her Ho
hs
hild 2-Kozyklus ist, wobei wir bea
htethaben, da� die antisymmetris
hen Anteile von C1 und C01 �ubereinstimmen und dur
h 12f � ; � ggegeben sind. Wir k�onnen alsoC01(f; g) = C1(f; g)� fE1(g)�E1(f)g + E1(fg)s
hreiben, wobei E1 ein Di�erentialoperator auf C1(M) ist, der bis auf Addition eines Vektorfeldesfestgelegt ist. Aus der Assoziativit�at beider Sternprodukte in zweiter Ordnung in � erh�alt manÆH(C0�2 � C�2 )(f; g; h)= �12 (f(ÆHE1)(f; g); hg+ f(ÆHE1)(h; g); fg+ (ÆHE1)(ff; gg; h)+ (ÆHE1)(fh; gg; f))= �12(ÆHB)(f; g; h);wobei B(f; g) = ff; E1(g)g+fE1(f); gg�E1(ff; gg) und C�(f; g) = 12(C(f; g)�C(g; f)). Also gilt(C0�2 � C�2 )(f; g) = �12(ff; E1(g)g+ fE1(f); gg�E1(ff; gg))+ A(Xf ; Xg);wobei A eine ges
hlossene Zweiform ist, wie man aus der totalen Antisymmetrisierung der Asso-ziativit�at beider Sternprodukte in dritter Ordnung in � erh�alt. Man bea
hte, da� die de Rham-Klasse [A℄ von A ni
ht von der Wahl von E1 abh�angt, da f�ur ein Vektorfeld X die Glei
hungff;X(g)g + fX(g); fg � X(ff; gg) = (diX!)(Xf ; Xg) gilt. Die Klasse von A bezei
hnen wir imfolgenden mit [A℄ = (C0�2 � C�2 )℄:Wir werden nun einen Zusammenhang zwis
hen dem Term nullter Ordnung der relativen Klasset(?0; ?) und der Klasse von A herstellen. Auf C1(U�)[[�℄℄ gibt es eine lokale �Aquivalenztransforma-tion T� = id + �E� + : : : mit T�(f ? g) = (T�f) ?0 (T�g), wobei E�(f) = E1(f) + B�(Xf) undAjU� = 12dB�. Man �ndet alsoexp(ad?(t��)) = T��1T� = id + �(E� �E�) + : : : = id + �(B� �B�)(X � ) + : : : ;das hei�t f�ur alle f 2 C1(U� \ U�) giltft0��; fg = (B� �B�)(Xf) = �db��(Xf) = �fb��; fg;woraus s
hlie�li
h [t0
��℄ = �[b
��℄ = �2[A℄folgt.



DELIGNE'S �CECH-KOHOMOLOGIE-KLASSEN 59Bemerkung 2.2.16 Man kann zeigen, da� jeder auf Konstanten vers
hwindende Bidi�erential-operator C, der ein 2-Kozyklus der Chevalley-Kohomologie von (C1(M); f � ; � g) mit Werten inC1(M) bez�ugli
h der adjungierten Darstellung ist, alsC(f; g) = aS3�(f; g) + A(Xf ; Xg) + (ff; E(g)g+ fE(f); gg�E(ff; gg))ges
hrieben werden kann. Hierbei ist a 2 C , S3� ein bidi�erentieller auf Konstanten vers
hwindender2-Kozyklus, der niemals ein Korand ist und dessen Symbol von der Ordnung 3 in jedem Argumentist, A eine ges
hlossene Zweiform auf M und E ein Di�erentialoperator, der auf Konstanten ver-s
hwindet. Also ist H2Chev,nk(C1(M); C1(M)) = C �H2dR(M ; C )und die Abbildung ℄ ist die Projektion auf den zweiten Anteil in dieser Zerlegung. S
hreibt man dentotal antisymmetris
hen Teil der Assoziativit�at eines Sternproduktes in dritter Ordnung in � aus,so �ndet man, da� C�2 gerade die Bedingungen an das obige C erf�ullt. Falls f�ur ein Sternproduktsogar C1(f; g) = 12ff; gg gilt, so nimmt die obige Zerlegung von C�2 eine besonders einfa
he Gestaltan, denn unter dieser Voraussetzung giltC�2 (f; g) = A(Xf ; Xg):Unser obiges Resultat kann also folgenderma�en formuliert werden:Proposition 2.2.17 ([56, Prop. 6.2℄) Seien ? und ?0 di�erentielle Sternprodukte auf (M;!),dann ist der Term nullter Ordnung der relativen Klasse t(?0; ?) dur
ht(?0; ?)0 = �2(C0�2 )℄ + 2(C�2 )℄ (2.16)gegeben.Aus dem bisher gezeigten folgt, da� (C�2 )℄ und d(?) die �Aquivalenzklasse eines Sternproduktesvollst�andig festlegen.Wir wollen nun eine Klasse 
(?) de�nieren, die die �Aquivalenzklasse von ? festlegt und �aquiva-riant bez�ugli
h eines We
hsels des formalen Parameters ist. Damit ist folgendes gemeint:Man betra
hte ein f�ur f; g 2 C1(M) dur
h f ?g =P1k=0 �kCk(f; g) gegebenes Sternprodukt undeinen Parameterwe
hsel p(�) = �+P1r=2 �rpr mit pr 2 C und das dur
h den We
hsel des Parametersde�nierte Sternprodukt ?0 mit f ?0 g =P1k=0(p(�))kCk(f; g). Die Forderung na
h �Aquivarianz von
 bez�ugli
h Parameterwe
hsels bedeutet dann, da�
(?0) = 
(?) Æ p bzw. 
(?0)(�) = 
(?)(p(�))gelten soll.Man bea
hte, da� f�ur eine lokale �-Euler Derivation E� = ��� + L�� + D�(�) von ? dur
hfE� = p(�)p0(�)�� + L�� + D�(p(�)) eine lokale Derivation von ?0 gegeben ist, so da� man mitE0� = ��� + �p0(�)p(�) (L�� + D�(p(�)))eine lokale �-Euler Derivation von ?0 erh�alt, da �p0(�)p(�) = 1 + �p2 + : : :. Mit (E� � E�)(�) =1� ad?(d��(�)) �ndet man also(E0� � E0�)(�) = �p0(�)p(�) (E� � E�)(p(�)) = �p0(�)(p(�))2ad?0(d��(p(�))) = 1� ad?0(d0��(�))



60 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGmit d0��(�) = �2p0(�)(p(�))2 d��(p(�)). Hieraus folgt aberd(?0)(�) = �2p0(�)(p(�))2d(?)(p(�)): (2.17)Sei nun 
(?) eine L�osung von ��
(?)(�) = 1�2d(?)(�); (2.18)so wird hierdur
h 
(?) bis auf den Term nullter Ordnung 
(?)0 bestimmt und Glei
hung (2.17) wirdzu ��
(?0)(�) = ��(
(?)(p(�))):Wegen Proposition 2.2.11 gilt d(?)0 = �[!℄ und d(?)1 = 0 und mit der De�nition von 
(?) erh�altman
(?)(p(�)) = [!℄p(�) + 
(?)0 + p(�)d(?)2+ : : : = [!℄� (1� �p2 + �2(p22 � p3) + : : :) + 
(?)0 + �d(?)0= [!℄� � p2[!℄ + 
(?)0 + �(d(?)0 + (p22 � p3)[!℄) + : : : :Also ist 
(?) �aquivariant unter Parameterwe
hseln genau dann, wenn 
(?0)0 = 
(?)0 � p2[!℄ gilt.Wegen C02 = C2+ p2C1 gilt C0�2 = C�2 + p22 f � ; � g, das hei�t (C0�2 )℄ = (C�2 )℄+ p22 [!℄ also erh�alt man
(?0)0 + 2(C0�2 )℄ = 
(?)0+ 2(C�2 )℄und es gilt �Aquivarianz, wenn 
(?)0 = �2(C�2 )℄. Die dur
hgef�uhrten �Uberlegungen f�uhren zu derDe�nition:De�nition 2.2.18 ([56, Def. 6.3℄) Die 
harakteristis
he Klasse 
(?) eines di�erentiellen Stern-produktes ? auf (M;!) ist das Element des aÆnen Raumes [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄, wel
hes dur
h
(?)0 = �2(C�2 )℄ und (2.19)��
(?)(�) = 1�2d(?)(�) (2.20)de�niert ist.Satz 2.2.19 ([56, Thm. 6.4℄) Die 
harakteristis
he Klasse besitzt die folgenden Eigens
haften:i.) Die relative Klasse ist in Termen der 
harakteristis
hen Klasse dur
ht(?0; ?) = 
(?0)� 
(?) (2.21)gegeben.ii.) Die Abbildung C von �Aquivalenzklassen von Sternprodukten auf (M;!) in den aÆnen Raum[!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄, die [?℄ auf 
(?) abbildet ist eine Bijektion.iii.) F�ur einen Di�eomorphismus � : M ! M 0 und ein Sternprodukt ? auf (M;!) de�niert f ?0g = (��1)�(��f ? ��g) f�ur f; g 2 C1(M 0)[[�℄℄ ein Sternprodukt ?0 = (��1)�? auf (M 0; !0 =(��1)�!). Die 
harakteristis
he Klasse ist nat�urli
h bez�ugli
h Di�eomorphismen, das hei�t
(?0) = 
((��1)�?) = (��1)�
(?): (2.22)



DELIGNE'S CHARAKTERISTISCHE KLASSE VON FEDOSOV-STERNPRODUKTEN 61iv.) Sei p(�) = P1r=1 �rpr, wobei pr 2 C und p1 6= 0 gilt, ein Parameterwe
hsel und sei ?0das dur
h diesen Parameterwe
hsel auf (M;!0 = 1p1!) de�nierte Sternprodukt, das hei�tf ?0 g =P1k=0(p(�))kCk(f; g) f�ur f; g 2 C1(M). Die 
harakteristis
he Klasse ist �aquivariantunter sol
hen Parameterwe
hseln, das hei�t
(?0)(�) = 
(?)(p(�)): (2.23)Beweis: Die Aussage i.) ergibt si
h aus der De�nition der 
harakteristis
hen Klasse unter Verwendungdes Resultates von Satz 2.2.15, der besagt, da� �2��t(?0; ?) = d(?0) � d(?) = �2��(
(?0) � 
(?)), worausdie Ri
htigkeit der behaupteten Glei
hung in den von Null vers
hiedenen Ordnungen in � folgt. Da� diebehauptete Glei
hung au
h in nullter Ordnung in � erf�ullt ist, folgt aus Proposition 2.2.17, denn diese liefertt(?0; ?)0 = �2(C0�2 )℄+2(C�2 )℄ = 
(?0)0�
(?)0. Die Behauptung ii.) folgt direkt aus i.) und Satz 2.2.6. F�ur denBeweis von iii.) bea
hte man, da� man f�ur lokale �-Euler Derivationen E� = ��� +L�� +D� von ? lokale �-Euler Derivationen E0� f�ur ?0 dur
h E0� = (��1)�E��� = ���+L�0�+(��1)�D��� erh�alt, wobei �0� = (��1)���konform symplektis
he lokale Vektorfelder f�ur !0 = (��1)�! sind. Sei dann E� � E� = 1� ad?(d��), so erh�altman E0� � E0� = 1� (��1)�ad?(d��)�� = 1� ad?0((��1)�d��);also gilt d(?0) = [(��1)�d
��℄ = (��1)�[d
��℄ = (��1)�d(?). Hieraus erh�alt man direkt, 
(?0)k = (��1)�
(?)kf�ur alle k 6= 0. Um einzusehen, da� diese Aussage au
h f�ur k = 0 gilt, betra
hten wir C�2 in der in Bemerkung2.2.16 angegebenen Form C�2 (f; g) = aS3�(f; g) +A(X!f ; X!g ) + (ff;E(g)g! + fE(f); gg! �E(ff; gg!)) underhalten somit f�ur C0�2 (f; g) = (��1)�(C�2 (��f; ��g)) = a(��1)�(S3�(��f; ��g)) + ((��1)�A)(X!0f ; X!0g ) +(ff;E0(g)g!0 + fE0(f); gg!0 � E0(ff; gg!0)), hierbei sei E0f = (��1)�E��f . Dar�uberhinaus haben wir dieGlei
hungen X!��f = ��X!0f und (��1)�f��f; ��gg! = ff; gg!0 verwendet, die man lei
ht aus (��1)�! = !0ableitet. Also �ndet man (C0�2 )℄ = (��1)�(C�2 )℄ und somit 
(?0)0 = (��1)�
(?)0, was den Beweis von iii.)vervollst�andigt. Zum Beweis von iv.) s
hreiben wir den Parameterwe
hsel p als p(�) = (p1 Æ ep)(�), wobeip1(�) := p1� und ep(�) := � + P1r=2 �r prp1 und betra
hten zun�a
hst als Hilfsgr�o�e das Sternprodukt ?00zur symplektis
hen Form !0 = 1p1!, das dur
h den Parameterwe
hsel p1 entsteht, und bestimmen dessen
harakteristis
he Klasse in Termen der 
harakteristis
hen Klasse 
(?). Aus lokalen �-Euler DerivationenE� = ���+L�� +D�(�) f�ur ? erh�alt man ebensol
he Derivationen f�ur ?00 dur
h E00� = ���+L�� +D�(p1(�)),so da� mit d�� wie in iii.) (E00� � E00�)(�) = (E� � E�)(p1(�)) = 1p1(�)ad?00(d��(p1(�))) = 1� ad?00(d00��(�)) mitd00��(�) = 1p1 d��(p1(�)) gilt. Also erhalten wir ��
(?00) = 1�2d(?00) = p1 1(p1(�))2 d(?)(p1(�)) = ��(
(?)(p1(�)))und somit 
(?00)k = 
(?)(p1(�))k f�ur k 6= 0. Wegen C002 = p21C2 und X!0f = p1X!f erh�alt man (C00�2 )℄ = (C�2 )℄,also 
(?00)0 = 
(?)0, womit die Glei
hung 
(?00)(�) = 
(?)(p1(�)) bewiesen ist. Da wir die 
harakteristis
heKlasse gerade so de�niert hatten, da� sie unter Parameterwe
hseln der Form von ep �aquivariant ist, erhaltenwir insgesamt 
(?0)(�) = 
(?00)(ep(�)) = 
(?)(p1(ep(�))) = 
(?)(p(�)), wobei wir benutzt haben, da� dasSternprodukt ?0 aus dem Sternprodukt ?00 dur
h den Parameterwe
hsel ep entsteht, und der Satz ist bewiesen.�Das in diesem Abs
hnitt vorgestellte Klassi�kationskonzept f�ur di�erentielle Sternprodukte,werden wir im weiteren Verlauf der Arbeit in vielen konkreten Situationen, in denen wir direkteKonstruktionen von Sternprodukten (mit speziellen Eigens
haften) angeben, verwenden um deren�Aquivalenzklassen zu bestimmen.2.3 Deligne's 
harakteristis
he Klasse von Fedosov-Sternproduk-tenIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir die Fedosov-Konstruktion f�ur Sternprodukte auf einer sym-plektis
hen Mannigfaltigkeit (M;!), die bis auf die verallgemeinerte Normierungsbedingung an das



62 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGElement r aus Satz 1.3.3 mit der urspr�ungli
h von Fedosov in [45℄ angegebenen Vorgehensweise�ubereinstimmt. Indem wir das in Abs
hnitt 2.2 vorgestellte Klassi�kationss
hema auf diese Stern-produkte anwenden, k�onnen wir zeigen, wie die �Aquivalenzklasse der konstruierten Produkte vonden Eingangsdaten der Fedosov-Konstruktion abh�angt, indem wir deren 
harakteristis
he Klasseexplizit bestimmen. Wir folgen hierbei im wesentli
hen der Darstellung in unserer Arbeit [87℄. UmVerwe
hslungen mit der v�ollig allgemeinen Situation in Abs
hnitt 1.3 auszus
hlie�en und einigeNotationen einzuf�uhren, stellen wir kurz die wi
htigen Bestandteile der spezielleren Konstruktionzusammen.Wir gehen aus von der Algebra (W
�(M); ÆF), wobei ÆF f�ur a; b 2 W
�(M) dur
haÆFb := � Æ exp��2�ijis(�i)
 is(�j)� (a
 b) (2.24)gegeben sei und �ij die Komponenten des zu ! geh�orenden Poisson-Tensors bezei
hnet. Mit einemsymplektis
hen, torsionsfreien Zusammenhang r erh�alt man dur
h r := (1
 dxi)r�i eine Abbil-dung r : W
�(M) ! W
�(M), die alle Voraussetzungen an die Abbildung D aus Satz 1.3.3erf�ullt. Die Tatsa
he, da� der Zusammenhang torsionsfrei ist, gew�ahrleistet hierbei, da� [Æ;r℄ = 0und r(1
 �) = 1
 d� f�ur alle � 2 �1(VT �M)[[�℄℄ gilt. Aufgrund der Symplektizit�at des Zusam-menhangs erh�alt man zum einen, da� r eine ÆF-Superderivation vom dega-Grad 1 ist, da r! = 0,und da� r2 = � 1� adÆF(R), wobei R = 14!itRtjkldxi _ dxj 
 dxk ^ dxl dur
h die KomponentenRtjkl = dxt(r�kr�l�j � r�lr�k�j) des Kr�ummungstensors von r festgelegt ist. Wiederum garan-tieren die Torsionsfreiheit und die Symplektizit�at, da� ÆR = rR = 0, was �aquivalent zu den beidenBian
hi-Identit�aten f�ur den Kr�ummungstensor des Zusammenhangs ist. F�ur alle formalen Reihenges
hlossener Zweiformen 
 = P1i=1 �i
i und alle s 2 W3(M) mit �(s) = 0 existiert dann na
hSatz 1.3.3 ein eindeutig bestimmtes Element rF 2 W2
�1(M) derart, da�ÆrF = rrF � 1� rFÆFrF + R+ 1
 
 und Æ�1rF = s (2.25)und rF l�a�t si
h aus der Glei
hungrF = Æs+ Æ�1 �rrF � 1� rFÆFrF + R+ 1
 
� (2.26)rekursiv bestimmen. In diesem Fall ist die Fedosov-DerivationDF = �Æ +r� 1� adÆF(rF) (2.27)eine Superderivation vom dega-Grad 1 bez�ugli
h ÆF und es gilt DF2 = 0. F�ur alle f 2 C1(M)[[�℄℄existiert dann na
h Satz 1.3.5 die zugeh�orige Fedosov-Taylor-Reihe �DF(f), die wir kurz mit �F(f)bezei
hnen wollen, und die mit �F(f)(0) = f�F(f)(k+1) = Æ�1 r�F(f)(k) � 1� k�1Xl=0 adÆF(r(l+2)F )�F(f)(k�l)! (2.28)rekursiv bestimmt werden kann. Ebenfalls na
h Satz 1.3.5 existiert das induzierte assoziative Pro-dukt �DF auf C1(M)[[�℄℄, das wir kurz mit �F bezei
hnen wollen, wel
hes na
h Satz 1.3.15 einSternprodukt ist. Da die Abbildung r vom symmetris
hen Grad 0 ist, sind die Voraussetzungenvon Satz 1.3.13 erf�ullt, so da� �F ein Sternprodukt vom Vey-Typ ist. Auf dieses Sternprodukt be-ziehen wir uns in dem nun folgenden Abs
hnitt als das Fedosov-Sternprodukt. Man bea
hte, da�



DELIGNE'S CHARAKTERISTISCHE KLASSE VON FEDOSOV-STERNPRODUKTEN 63dieses Sternprodukt von drei wesentli
hen Eingangsdaten abh�angt, die no
h variiert werden k�onnen,n�amli
h dem symplektis
hen, torsionsfreien Zusammenhang r, der formalen Reihe ges
hlossenerZweiformen 
 und dem Element s, das die Normierungsbedingung an rF festlegt. Insofern w�are esri
htiger von einer ganzen S
har von Fedosov-Sternprodukten zu spre
hen, bei der alle m�ogli
henWahlen der Eingangsdaten zugelassen sind. Ein wi
htiges Ergebnis der nun folgenden Untersu
hungwird sein, wie diese Eingangsdaten Ein
u� auf die �Aquivalenzklasse des erhaltenen Sternproduktesnehmen. An dieser Stelle bietet es si
h an, auf die in Abs
hnitt 1.3.6 im allgemeinen Rahmen gegebe-ne Interpretation der Normierungsbedingung in dem uns konkret vorliegenden Beispiel zu spre
henzu kommen, da si
h in diesem Fall die Verh�altnisse im Verglei
h zu der allgemeinen Situation (vgl.Proposition 1.3.27) etwas einfa
her darstellen.2.3.1 Die Normierungsbedingung in der Konstruktion von �FZun�a
hst wollen wir an einige bekannte Eigens
haften von symplektis
hen, torsionsfreien Zusam-menh�angen auf (M;!) erinnern, die wir in folgendem Lemma zusammenstellen.Lemma 2.3.1 Seienr und r0 zwei symplektis
he, torsionsfreie Zusammenh�ange auf (M;!), danngilt:i.) Dur
h Sr�r0(X; Y ) := rXY �r0XY f�ur X; Y 2 �1(TM) ist ein symmetris
hes TensorfeldSr�r0 2 �1(W2T �M 
 TM) auf M de�niert.ii.) De�niert man mit X; Y; Z 2 �1(TM) weiter �r�r0(X; Y; Z) := !(Sr�r0(X; Y ); Z), so ist�r�r0 2 �1(W3T �M) ein total symmetris
hes Tensorfeld.iii.) Ist umgekehrt � 2 �1(W3T �M) beliebig und r ein gegebener symplektis
her, torsionsfreierZusammenhang auf (M;!), und de�niert man S� 2 �1(W2T �M 
 TM) dur
h �(X; Y; Z) =!(S�(X; Y ); Z), dann ist r� wobei r�XY := rXY � S�(X; Y ) wieder ein symplektis
her,torsionsfreier Zusammenhang. Auf diese Weise erh�alt man alle derartigen Zusammenh�angeauf (M;!).Beweis: Mit der Tatsa
he, da� r und r0 Zusammenh�ange sind, weist man sofort na
h, da� f�ur alle f 2C1(M ) und X;Y 2 �1(TM ) die Glei
hung fSr�r0 (X;Y ) = Sr�r0(fX; Y ) = Sr�r0(X; fY ) gilt, alsoist Sr�r0 ein Tensorfeld. Weiter folgt die Symmetrie dieses Tensorfeldes direkt aus der Torsionsfreiheitvon r und r0. Da sowohl r als au
h r0 symplektis
h sind, erhalten wir 0 = (rX!)(Y; Z) = X(!(Y; Z)) �!(r0XY +Sr�r0 (X;Y ); Z)�!(Y;r0XZ+Sr�r0(X;Z)) = (r0X!)(Y; Z)��r�r0(X;Y; Z)+�r�r0(X;Z; Y )also �r�r0(X;Y; Z) = �r�r0(X;Z; Y ). Da �r�r0 na
h i.) in den ersten beiden Argumenten symmetris
hist, folgt hieraus die totale Symmetrie von �r�r0 . Indem man die Argumentationen in i.) und ii.) umkehrtist es ein lei
htes na
hzuweisen, da� man in der angegebenen Art und Weise wieder einen symplektis
hen,torsionsfreien Zusammenhang de�niert. Na
h i.) und ii.) ist aber au
h klar, da� man somit alle derartigenZusammenh�ange erh�alt, womit das Lemma bewiesen ist. �Wir wenden uns nun der Frage zu, die entspre
henden Abbildungen, r und r0, die man verm�ogezweier symplektis
her, torsionsfreier Zusammenh�ange wie in (1.39) de�nieren kann, zu verglei
hen.Lemma 2.3.2 Seien r und r0 zwei symplektis
he, torsionsfreie Zusammenh�ange auf (M;!) undseien die entspre
henden Abbildungen auf W
�(M) gem�a� (1.39) mit denselben Symbolen bezei
h-net, dann gilt mit den Bezei
hnungen aus Lemma 2.3.1r�r0 = �(dxj 
 dxi)is(Sr�r0(�i; �j)) = 1� adÆF(Tr�r0); (2.29)



64 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGwobei Tr�r0 2 �1(W2T �M 
 T �M) � W
�1(M) dur
h Tr�r0 (Z; Y ;X) := �r�r0(X; Y; Z) =!(Sr�r0(X; Y ); Z) de�niert ist. Weiter erf�ullt Tr�r0 die Glei
hungenÆTr�r0 = 0 und rTr�r0 = R0 �R+ 1�Tr�r0ÆFTr�r0r0Tr�r0 = R0 � R� 1�Tr�r0ÆFTr�r0 ; (2.30)wobei R = 14!itRtjkldxi _ dxj 
 dxk ^ dxl und R0 = 14!itR0tjkldxi _ dxj 
 dxk ^ dxl die mit den ent-spre
henden Kr�ummungstensoren von r und r0 gebildeten Elemente von W
�2(M) bezei
hnen.Beweis: F�ur den Beweis von (2.29) ist es genug auf faktorisierten S
hnitten der Form T 
� 2 W
�(M ) zuarbeiten. Dann gilt in lokalen Koordinaten o�ensi
htli
h (r�r0)(T 
�) = (1
dxi)((r�i�r0�i)T 
�). F�urT 2 �1(T �M ) bere
hnet man weiter (r�i�r0�i)T = dxj_((r�i�r0�i)T )(�j) = �dxj_T (r�i�j�r0�i�j) =�dxj_is(Sr�r0 (�i; �j))T . Da nun sowohlr�i�r0�i als au
h �dxj_is(Sr�r0 (�i; �j)) Derivationen bez�ugli
h_ sind, folgt hiermit aber, da� diese beiden Abbildungen �ubereinstimmen, da sie auf den Einsformen �uberein-stimmen. Somit ist die erste Glei
hung in (2.29) bewiesen. F�ur den Beweis der zweiten Glei
hung s
hreibenwir Tr�r0 = �12!ijSr�r0 jkldxi_dxl
dxk wobei Sr�r0jkl = dxj(Sr�r0(�k; �l)) die Komponenten des Ten-sorfeldes Sr�r0 bezei
hnet. Unter Verwendung der expliziten Gestalt des faserweisen Produktes ÆF erh�altman 1�adÆF(Tr�r0) = �ijis(�i)Tr�r0is(�j). Man bea
hte an dieser Stelle, da� hierbei wesentli
h eingeht,da� der Term in zweiter Ordnung in � des faserweisen Produktes ÆF symmetris
h ist, was dazu f�uhrt, da�in 1� adÆF(Tr�r0) kein Term in erster Ordnung in � auftritt. Dur
h eine o�ensi
htli
he Re
hnung in lokalenKoordinaten erh�alt man nun 1� adÆF(Tr�r0) = �(dxj 
 dxi)is(Sr�r0 (�i; �j)), wobei man die Glei
hung!ljSr�r0 jki = !ijSr�r0 jkl, die aus der totalen Symmetrie von �r�r0 folgt, benutzt. Die bewiesene Aussageist nat�urli
h ein Spezialfall von Lemma 1.3.25, wobei hier ni
ht nur die blo�e Existenz und Eindeutigkeitdes Tensorfeldes Tr�r0 sondern au
h seine explizite Gestalt von Wi
htigkeit ist. Die Glei
hungen (2.30)folgen nun direkt aus Lemma 1.3.25, wobei wir nur bea
hten m�ussen, da� die dort auftretende ges
hlosseneZweiform #r�r0 hier vers
hwindet, da rTr�r0� 1�Tr�r0ÆFTr�r0 keinen Anteil vom symmetris
hen Grad0 besitzt, was wiederum eine Konsequenz der Symmetrie des Terms der zweiten Ordnung in � des faserweisenProduktes ÆF und der Tatsa
he, da� r vom symmetris
hen Grad 0 ist, ist. �Betra
htet man nun zwei Fedosov-Derivationen DF und D0F, die man aus den Eingangsdaten(r;
; s) und (r0;
0; s0) erh�alt, so stimmen diese na
h Proposition 1.3.27 genau dann �uberein, wennd� = 
�
0 und �r�r0 �s+s0 = �
1 mit einer formalen Reihe � =P1i=1 �i�i von Einsformen aufM gilt. Dies bedeutet aber folgendes: Geht man von einem �xierten symplektis
hen, torsionsfreienZusammenhang r, einer �xierten formalen Reihe ges
hlossener Zweiformen 
 und einem Elements 2 W4(M) mit �(s) = 0, wel
hes zus�atzli
h keinen Anteil vom symmetris
hen Grad 1 besitzt, ausund geht �uber zur Normierungsbedingung es = s+�
 1+� 
 1, wobei � 2 �1(W3T �M), so ist dasglei
hbedeutend mit dem �Ubergang zu 
+ d� und r� 1� adÆF(Æ(�
 1)) = r� unter Beibehaltungder Normierungsbedingung s, hierbei sei r� wie in Lemma 2.3.1 de�niert. Also parametrisieren dieAnteile vom symmetris
hen Grad 1 und der Anteil vom �-Grad 0 und symmetris
hen Grad 3 derNormierungsbedingung alle m�ogli
hen Wahlen eines symplektis
hen, torsionsfreien Zusammenhangsund alle zu 
 kohomologen Wahlen einer formalen Reihe ges
hlossener Zweiformen.2.3.2 Explizite Konstruktion lokaler �-Euler DerivationenNa
h Abs
hnitt 2.2 bildet die explizite Angabe lokaler �-Euler Derivationen die Grundlage f�ur dieBere
hnung der 
harakteristis
hen Klasse eines Sternproduktes. F�ur das Sternprodukt �F werdenwir in diesem Abs
hnitt eine explizite Konstruktion f�ur sol
he Derivationen �nden, die uns sp�aterden Zugang zur Bestimmung der Derivations-verwandten Klasse und somit zur 
harakteristis
henKlasse erm�ogli
ht.
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hnitt U = fU�g�2I eine lokal endli
he, gute, o�ene �Uberde
kungvon M dur
h Darboux-Koordinaten-De�nitionsberei
he. Um die Notation zu vereinfa
hen, benut-zen wir die Konvention, da� eine Glei
hung, wenn sie Indizes �; �; 
 beinhaltet, immer bedeutet,da� diese Glei
hung auf dem Dur
hs
hnitt der entspre
henden Mengen U�;U�;U
 , deren Indizes inder Glei
hung ers
heinen, gilt.Als ersten S
hritt in der Konstruktion lokaler �-Euler Derivationen m�ussen wir lokale, konformsymplektis
he Vektorfelder �� 2 �1(TU�) �nden. Da d! = 0 k�onnen wir na
h dem Poin
ar�e-Lemmaauf allen U� Einsformen �� �nden, so da� ! = �d�� gilt. Verm�oge dieser Einsformen k�onnen wirlokale Vektorfelder �� dur
h i��! = ��� de�nieren. Wegen der Cartan-Formel f�ur die Lie-Ableitungerf�ullen diese Vektorfelder o�ensi
htli
h L��! = !. Unter Verwendung dieser Vektorfelder �ndenwir das folgende Lemma:Lemma 2.3.3 ([87, Lemma 3.1℄) Sei H� :W
�(U�)!W
�(U�) de�niert dur
hH� := ��� + L�� : (2.31)Dann ist H� eine lokale (Super-)Derivation bez�ugli
h des faserweisen Produktes ÆF vom antisym-metris
hen Grad 0 und vom totalen Grad 0, d.h.H�(aÆFb) = (H�a)ÆFb+ aÆF(H�b) (2.32)f�ur alle a; b 2 W
�(U�). Dar�uberhinaus gilt [L��; Æ℄ = [L��; Æ�℄ = 0 und [H�; Æ℄ = [H�; Æ�℄ = 0.Beweis: Die Aussagen �uber den antisymmetris
hen und den totalen Grad von H� sind o�ensi
htli
h ausder De�nition von H�. Da sowohl L�� als au
h ��� Derivationen bez�ugli
h des undeformierten Produktes �sind, gilt H� Æ � = � Æ (H� 
 1 + 1
H�). Weiter gilt[H� 
 1 + 1
H�; �2�ijis(�i)
 is(�j)℄ = �2�ijis(�i)
 is(�j) + �2 (L���)ijis(�i) 
 is(�j) = 0;da wegen L��! = ! die Glei
hung L��� = �� erf�ullt ist. Insgesamt erh�alt man alsoH�(aÆFb) = � Æ exp��2�ijis(�i) 
 is(�j)� (H� 
 1 + 1
H�)(a
 b) = (H�a)ÆFb+ aÆF(H�b);womit (2.32) bewiesen ist. Die Vertaus
hungsrelationen f�ur L�� folgen direkt aus den Tatsa
hen, da� dieLie-Ableitung eine Derivation bez�ugli
h Tensorprodukten ist und mit Kontraktionen kommutiert. Die Ver-taus
hungsrelationen f�ur H� sind dann o�ensi
htli
h. �Wie es die Philosophie der Fedosov-Konstruktion nahelegt, besteht unser weiteres Vorgehendarin, geeignete faserweise �-Euler Derivationen zu �nden, die mit der Fedosov-Derivation DFvertr�agli
h sind und auf C1(M)[[�℄℄ dann �-Euler Derivationen induzieren. Man verglei
he hierzuunsere Vorgehensweise in Abs
hnitt 1.3.5. Auf den ersten Bli
k k�onnte es denkbar sein, lokaleDerivationen bez�ugli
h �F zu erhalten, indem man H� auf C1(M)[[�℄℄ eins
hr�ankt. In der Tat kannman in einigen speziellen F�allen, in denen der Zusammenhangrmit der Lie-Ableitung bez�ugli
h derVektorfelder �� vertr�agli
h ist, so vorgehen. Ein wi
htiges Beispiel f�ur diese Situation sind homogeneSternprodukte auf Kotangentenb�undeln, die wir in [18, 19, 86, 109℄ genauer betra
htet haben. Aberim allgemeinen kann dies ni
ht getan werden, da die Inkompatibilit�at des Zusammenhangs mit denobigen Lie-Ableitungen zur Folge hat, da� die Fedosov-Derivation DF ni
ht mit H� kommutiert.Somit bildet alsoH� im allgemeinen Elemente aus ker(DF) ni
ht wieder auf Elemente in ker(DF) ab.Also versu
hen wir H� zu einer ÆF-(Super-)Derivation vom antisymmetris
hen Grad 0 zu erweitern,die mit DF vertaus
ht. Hierzu ma
hen wir den AnsatzE� = H� + 1� adÆF(h�) = ��� + L�� + 1� adÆF(h�) (2.33)mit h� 2 W(U�), so da� �(h�) = 0 und bere
hnen [DF; E�℄.



66 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGLemma 2.3.4 ([87, Lemma 3.2℄) Sei E� wie in Glei
hung (2.33) gegeben, dann ist E� eineÆF-(Super-)Derivation vom antisymmetris
hen Grad 0 und es gilt[DF; E�℄ = 1� adÆF(DFh�) + [r;L��℄ + 1� adÆF(H�rF � rF): (2.34)Beweis: Na
h Lemma 2.3.3 ist H� eine ÆF-(Super-)Derivation vom dega-Grad 0. Da aber au
h 1� adÆF(h�)f�ur alle h� 2 W(U�) eine sol
he ist, ist E� = H�+ 1�adÆF(h�) o�ensi
htli
h au
h eine ÆF-(Super-)Derivationvom dega-Grad 0. Da DF eine Superderivation vom dega-Grad 1 ist und H� gem�a� Lemma 2.3.3 eine(Super-)Derivation vom dega-Grad 0 bez�ugli
h ÆF ist, �nden wir[DF; E�℄ = [�Æ +r� 1� adÆF(rF);H�℄ + [DF; 1� adÆF(h�)℄ = [r;L��℄ + 1� adÆF(H�rF � rF) + 1� adÆF(DFh�):Hierbei haben wir [Æ;H�℄ = 0 und [r;H�℄ = [r;L��℄ benutzt. �Nun betra
hten wir die Abbildung [r;L��℄ genauer. Die Formeln, die wir in den beiden folgen-den Lemmas zusammenfassen, sind essentiell f�ur die ganze Konstruktion lokaler �-Euler Derivatio-nen.Lemma 2.3.5 ([87, Lemma 3.3℄) F�ur die lokal de�nierten Vektorfelder �� besitzt die Abbildung[r;L��℄ die folgenden Eigens
haften:i.) In lokalen Koordinaten gilt[r;L��℄ = (dxj 
 dxi)is((L��r)�i�j) = (dxj 
 dxi)is(S�(�i; �j)); (2.35)wobei das lokale Tensorfeld S� 2 �1(T �U� 
 T �U� 
 TU�) dur
hS�(�i; �j) = (L��r)�i�j := L��r�i�j�r�iL���j�rL���i�j = R(��; �i)�j+r(2)(�i;�j)�� (2.36)de�niert ist.ii.) S� wie oben de�niert ist symmetris
h, d.h. S� 2 �1(W2T �U� 
 TU�).iii.) F�ur alle X; Y; Z 2 �1(TU�) gilt!(Z; S�(X; Y )) = �!(S�(X;Z); Y ): (2.37)Beweis: Auf einem faktorisierten S
hnitt der Form T 
 � 2 W
�(M ) bere
hnen wir mit r(T 
 �) =r�iT 
 dxi ^ � + T 
 d�[r;L��℄(T 
 �) = r�iL��T 
 dxi ^ � + L��T 
 d� +r�iT 
 dxi ^ L��� + T 
 dL����L��r�iT 
 dxi ^ � �r�iT 
L��(dxi ^ �) �L��T 
 d� � T 
L��d�= �[r�i;L��℄ +rL���i�T 
 dxi ^ �:Da sowohl r als au
h L�� mit Kontraktionen vertaus
hen erhalten wir f�ur T 2 �1(T �M )�[r�i;L��℄ +rL���i�T= dxj _ ��[r�i;L��℄ +rL���i�T � (�j) = dxj _ is(L��r�i�j �r�iL���j �rL���i�j)T:Da sowohl dxj _ is(L��r�i�j�r�iL���j�rL���i�j) als au
h [r�i;L�� ℄+rL���i Derivationen bez�ugli
h _sind, gilt diese Glei
hung aber f�ur alle symmetris
hen Tensorfelder, womit (2.35) bewiesen ist. Zum Beweisder letzten Glei
hheit in (2.36) verwenden wir die Torsionsfreiheit von r und erhaltenL��r�i�j �r�iL���j �rL���i�j = [��;r�i�j ℄�r�i [��; �j℄�r[��;�i℄�j= r��r�i�j �rr�i�j�� �r�ir���j +r�ir�j�� �r[��;�i℄�j = R(��; �i)�j +r(2)(�i;�j)��:



DELIGNE'S CHARAKTERISTISCHE KLASSE VON FEDOSOV-STERNPRODUKTEN 67Aus dieser Glei
hung ist aber au
h o�ensi
htli
h, da� S� ein lokales Tensorfeld de�niert. F�ur den Beweisvon ii.) bere
hnen wir mit X;Y 2 �1(TU�)S�(X;Y )� S(Y;X)= R(��; X)Y � R(��; Y )X +r(2)(X;Y )�� �r(2)(Y;X)�� = R(��; X)Y + R(Y; ��)X + R(X;Y )�� = 0;wegen der ersten Bian
hi-Identit�at. Mit r! = 0 und L��! = ! erh�alt man [L�� ;rX℄! � rL��X! = 0;zudem gilt [L��;rX ℄f � rL��Xf = 0 f�ur alle f 2 C1(U�), so da� man, da sowohl r als au
h L�� mitKontraktionen vertaus
hen und [L��;rX ℄�rL��X eine Derivation bez�ugli
h Tensorprodukten ist,!(Z; S�(X;Y ))= !(Z; ([L�� ;rX ℄�rL��X )Y )= �(([L�� ;rX ℄�rL��X)!)(Z; Y ) + ([L��;rX ℄�rL��X)(!(Z; Y ))� !(([L�� ;rX℄�rL��X )Z; Y )= �!(([L�� ;rX℄�rL��X )Z; Y ) = �!(S�(X;Z); Y )erh�alt. �Die oben de�nierten lokalen Tensorfelder S� induzieren auf nat�urli
he Weise Elemente T� 2�1(W2T �U� 
 T �U�) von W
�1(U�) vom Grad (2; 1; 0) dur
hT�(Z; Y ;X) := !(Z; S�(X; Y )): (2.38)In lokalen Koordinaten bedeutet das T� = 12!ijS�jkldxi _ dxl 
 dxk, wobei S�jkl = dxj(S�(�k; �l))die Komponenten von S� in lokalen Koordinaten bezei
hnet.Lemma 2.3.6 ([87, Lemma 3.4℄) Die in Glei
hung (2.38) de�nierten lokalen Tensorfelder T� 2W
�1(U�) erf�ullen die folgenden Glei
hungen:i.) 1� adÆF(T�) = [r;L��℄; (2.39)ii.) T� = ia(��)R+r�12D�� 
 1� ; (2.40)wobei der Operator der symmetris
hen kovarianten AbleitungD dur
h D := dxi_r�i de�niertist und �� = �i��!.iii.) ÆT� = 0 und rT� = L��R�R: (2.41)Beweis: Zun�a
hst folgt aus Lemma 2.3.5 iii.), da� T�(Z; Y ;X) = !(Z; S�(X;Y )) = �!(S�(X;Z); Y ) =!(Y; S�(X;Z)) = T�(Y; Z;X), also T� 2 �1(W2T �U� 
 T �U�). Den Na
hweis von i.) erbringen wir dur
heinfa
hes Na
hre
hnen unter Verwendung der Eigens
haften von S� gem�a� Lemma 2.3.51� adÆF(T�)a = �rsis(�r)T�is(�s)a = (dxl 
 dxk)12�rs �!rjS�jlk + !ljS�jrk� is(�s)a= (dxl 
 dxk)�rs!rjS�jlkis(�s)a = (dxl 
 dxk)is(S�(�k; �l))a = [r;L��℄af�ur alle a 2 W
�(U�). Wegen S�(�i; �j) = R(��; �i)�j +r(2)(�i;�j)�� erh�alt man weiterT� = 12!ijS�jlkdxi _ dxl 
 dxk = 12!ij �Rjlnk��n + dxj �r(2)(�k;�l)���� dxi _ dxl 
 dxk: (2.42)
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dxn^dxl gilt o�ensi
htli
h 12!ijRjlnk��ndxi_dxl
dxk = ia(��)R. Um denzweiten Summanden im Ausdru
k f�ur T� weiter umzuformen, verwenden wir die De�nition i��! = ��� von��, um wegen r! = 0 die Glei
hungen�r�l�� = ir�l��! und �r�kr�l�� = ir�kr�l��!zu erhalten, aus denen mit der De�nition der zweiten kovarianten Ableitung ir(2)(�k;�l)��! = �r(2)(�k;�l)�� folgt,so da� wir in (2.42) !ijdxj �r(2)(�k;�l)��� dur
h �r(2)(�k;�l)��� (�i) ersetzen k�onnen. Also giltT� = ia(��)R+ 12r(2)(�k;�l)�� _ dxl 
 dxk:Auf der anderen Seite bere
hnen wirr�12D��� = 12r�k �dxl _r�l���
dxk = 12 �r�kr�l�� �rr�k�l���_dxl
dxk = 12r(2)(�k;�l)��_dxl
dxk;womit (2.40) bewiesen ist. F�ur den Beweis der ersten Glei
hung unter iii.) verwenden wir die Super-Ja
obi-Identit�at f�ur [[Æ;r℄;L��℄ und erhalten wegen [Æ;r℄ = 0 = [Æ;L�� ℄ und Glei
hung (2.39)0 = [[Æ;r℄;L��℄ = [Æ; [r;L��℄℄ + [r; [Æ;L��℄℄ = 1� �Æ; adÆF (T�)� = 1� adÆF (ÆT�) ;wobei wir im letzten S
hritt verwendet haben, da� Æ eine ÆF-Superderivation vom dega-Grad 1 ist. Also folgt,da� ÆT� zentral ist; da aber ÆT� positiven symmetris
hen Grad n�amli
h 1 besitzt, folgt hieraus ÆT� = 0, da dieeinzig ni
ht-trivialen zentralen Elemente in (W
�(U�); ÆF) dur
h alle 1
� f�ur � 2 �1(VT �U�)[[�℄℄ gegebensind, ÆT� = 0. F�ur den Beweis der zweiten Glei
hung in iii.) benutzen wir r2 = 12 [r;r℄ = � 1�adÆF(R) undbere
hnen 12 [H�; [r;r℄℄ = [H�;�1� adÆF(R)℄ = 1� adÆF(R) � 1� adÆF(H�R) = 1� adÆF(R�L��R);da H� na
h Lemma 2.3.3 eine lokale ÆF-(Super-)Derivation vom dega-Grad 0 ist und ���R = 0 gilt. Auf deranderen Seite gilt na
h der Super-Ja
obi-Identit�at12 [H�; [r;r℄℄= 12 ([[H�;r℄;r℄+ [r; [H�;r℄℄) = [r; [H�;r℄℄ = [r; [L��;r℄℄ = [r;�1�adÆF(T�)℄ = �1� adÆF(rT�);wobei wir neben der Tatsa
he, da� r eine ÆF-Superderivation vom Grad 1 ist, wieder (2.39) benutzt haben.Insgesamt folgt also, da� rT� + R�L��Rzentral ist. Mit einer analogen Argumentation wie f�ur den ersten Teil des Beweises von iii.) erh�alt manhieraus, da rT� + R � L��R vom symmetris
hen Grad 2 ist, rT� + R � L��R = 0, also die zu zeigendeGlei
hung. �Zusammenfassend haben wir also gezeigt, da� f�ur E� wie in (2.33)[DF; E�℄ = 1� adÆF(DFh� + T� +H�rF � rF) (2.43)gilt. Unser n�a
hstes Ziel ist es nun zu zeigen, da� h� 2 W(U�) mit �(h�) = 0 so gew�ahlt werdenkann, da� DFh� + T� + H�rF � rF = 1 
 A�, wobei A� eine formale Reihe von lokal de�niertenEinsformen, die geeignet zu w�ahlen sind, ist, da dann [DF; E�℄ = 0 gilt. Die notwendige Bedingungdaf�ur, da� diese Glei
hung l�osbar ist, ist DF(1 
 A� � T� � H�rF + rF) = 0, da D2F = 0. Dieseist aber au
h hinrei
hend, da die DF-Kohomologie auf Elementen a 2 W
�+(M) mit positivem
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hen Grad trivial ist, da die folgende Homotopieformel DFD�1F a + D�1F DFa = a,wobei D�1F a := �Æ�1 � 1id�[Æ�1;r� 1� adÆF(rF)℄a�, gilt (vgl. Proposition 1.3.17). Mit den f�ur T� inLemma 2.3.6 na
hgewiesenen Eigens
haften gelingt es uns im folgenden Lemma zu zeigen, da� beigeeigneter Wahl von A� die obige notwendige Bedingung erf�ullbar ist.Proposition 2.3.7 ([87, Lemma 3.5℄)i.) Sei A� 2 �1(T �U�)[[�℄℄ eine formale Reihe von lokal de�nierten Einsformen auf U�, danngilt DF(1
 A� � T� �H�rF + rF) = 0 (2.44)genau dann, wenn dA� = (id �H�)
; (2.45)wobei 
 = P1i=1 �i
i die formale Reihe ges
hlossener Zweiformen auf M bezei
hnet, die inder Glei
hung (2.25) f�ur rF ers
heint.ii.) W�ahlt man lokale Potentiale �i� der ges
hlossenen Zweiformen 
i auf U�, d.h. d�i� = 
if�ur i 2 N n f0g und de�niert �� :=P1i=1 �i�i�, so ist f�urA� := (id � H�)�� = (id �H�) 1Xi=1 �i�i� (2.46)die Glei
hung (2.45) erf�ullt und es gilt DF(1
A� � T� � H�rF + rF) = 0.Beweis: Zum Beweis von i.) bere
hnen wir DF(1
 A� � T� �H�rF + rF) f�ur eine beliebige formale Reihelokaler Einsformen A� auf U�:DF(1
 A� � T�) = 1
 dA� + ÆT� �rT� + 1� adÆF(rF)T� = 1
 dA� �rT� + 1� adÆF(rF)T�;da ÆT� = 0 na
h Lemma 2.3.6 iii.). Weiter gilt wegen [Æ;H�℄ = 0 unter Verwendung von Glei
hung (2.25)DF(H�rF � rF) = �H�ÆrF + ÆrF +rH�rF �rrF � 1� adÆF(rF)H�rF + 1� adÆF(rF)rF= H��1� rFÆFrF �rrF �R� 1

�� 1� rFÆFrF +R+ 1

 +rH�rF�1� adÆF(rF)H�rF + 1� adÆF(rF)rF:Verwendet man nun, da� H� eine ÆF-(Super-)Derivation vom dega-Grad 0 ist, so erh�alt man wegen ���R = 0H��1� rFÆFrF �rrF � R� 1
 
� = �1� rFÆFrF + 1� adÆF(rF)H�rF �H�rrF � L��R� 1
H�
:S
hlie�li
h erh�alt man wegen adÆF(rF)rF = 2rFÆFrF und [r;H�℄ = [r;L��℄ = 1� adÆF(T�)DF(H�rF � rF) = 1
 (
 �H�
) + R�L��R+ 1� adÆF(T�)rF = 1
 (
�H�
) �rT� + 1� adÆF(rF)T�;wobei wir im letzten S
hritt Lemma 2.3.6 iii.) und adÆF(T�)rF = adÆF(rF)T� verwendet haben. Insgesamt�nden wir also DF(1
A� � T� �H�rF + rF) = 1
 (dA� � (id�H�)
)und dieser Ausdru
k vers
hwindet genau dann, wenn (2.45) erf�ullt ist und i.) ist bewiesen. Zum Beweis vonii.) bere
hnet man einfa
h dA� = (id�H�)d�� = (id�H�)
, da die �au�ere Ableitung d mit ��� vertaus
htund dL�� = L��d gilt. �Na
h diesen Vorbereitungen erhalten wir die folgende wi
htige Proposition:



70 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGProposition 2.3.8 ([87, Prop. 3.6℄) Seien formale Reihen A� lokal de�nierter Einsformen wiein Proposition 2.3.7 ii.) gew�ahlt. Dann existieren eindeutig de�nierte Elemente h� 2 W(U�), soda� DFh� = 1
A��T��H�rF+ rF und �(h�) = 0 erf�ullt ist. Dar�uberhinaus ist h� explizit dur
hh� = D�1F (1
A� � T� �H�rF + rF) (2.47)gegeben, wobei D�1F a = �Æ�1 � 1id�[Æ�1;r� 1� adÆF(rF)℄a�. Weiter gilt h� 2 W3(U�). Mit den so be-stimmten Elementen h� kommutieren die faserweisen lokalen �-Euler Derivationen E� = ��� +L�� + 1� adÆF(h�) mit der Fedosov-Derivation DF.Beweis: Zum Beweis wenden wir die Homotopie-Formel DFD�1F a +D�1F DFa = a, die f�ur a 2 W
�+(M )gilt auf 1
 A� � T� �H�rF + rF an und erhalten aus Aussage ii.) der vorangehenden Proposition1
A��T��H�rF+rF = �DFD�1F +D�1F DF� (1
A��T��H�rF+rF) = DFD�1F (1
A��T��H�rF+rF):Da wir aber h� 2 W(U�) so bestimmen wollen, da� DFh� = 1 
 A� � T� � H�rF + rF gilt, erhalten wirh��D�1F (1
A��T��H�rF+ rF) 2 ker(DF)\W(U�). Aus Satz 1.3.5 folgt dann aber h��D�1F (1
A��T� � H�rF + rF) = �F('�), wobei '� 2 C1(U�)[[�℄℄ beliebige lokal de�nierte formale Funktionen sind. DaD�1F den symmetris
hen Grad mindestens um eins erh�oht, gilt dann �(h�) = �(�F('�)) = '�, so da� wiraus der Forderung �(h�) = 0 s
hlie�li
h '� = 0 undh� = D�1F (1
A� � T� �H�rF + rF)erhalten, womit die Eindeutigkeit und die explizite Gestalt der gesu
hten Elemente h� bewiesen ist. Umeinzusehen, da� h� 2 W3(U�) gilt, bea
hten wir zun�a
hst, da� 1
A�� T��H�rF+ rF 2 W2
�1(U�) gilt,da o�ensi
htli
h 1 
 A�; T� 2 W2
�1(U�). Da aber au
h rF 2 W2
�1(M ) und H� vom totalen Grad 0ist, ist au
h H�rF 2 W2
�1(U�). Na
h Satz 1.3.17 erh�oht D�1F den totalen Grad mindestens um eins undfolgli
h gilt h� 2 W3(U�). Mit den so bestimmten h� erhalten wir aus Glei
hung (2.43)[DF; E�℄ = 1� adÆF(DFh� + T� +H�rF � rF) = 1� adÆF(1
A�) = 0und die Proposition ist bewiesen. �Mittels der von uns konstruierten faserweisen lokalen �-Euler Derivationen E� sind wir nun inder Lage lokale �-Euler Derivationen f�ur das Fedosov-Sternprodukt �F zu de�nieren.De�nition 2.3.9 ([87, Def. 3.7℄) Seien die Elemente h� 2 W(U�) wie in Glei
hung (2.47)gegeben. E� : W
�(U�) ! W
�(U�) bezei
hne die faserweisen lokalen �-Euler DerivationenE� = ��� +L�� + 1� adÆF(h�). Dann de�nieren wir Abbildungen E� : C1(U�)[[�℄℄! C1(U�)[[�℄℄ f�urf 2 C1(U�)[[�℄℄ dur
h E�f := �(E��F(f)): (2.48)Mit dieser De�nition erhalten wir das Hauptresultat dieses Abs
hnittes.Satz 2.3.10 ([87, Thm. 3.8℄) Die in Glei
hung (2.48) de�nierten Abbildungen E� sind lokaleDerivationen des Fedosov-Sternproduktes �F. Dar�uberhinaus gilt E� = ��� +L�� +D�, wobei D� =P1i=1 �iD�;i eine formale Reihe von Di�erentialoperatoren auf C1(U�) ist. Die Abbildungen E� sindalso lokale �-Euler Derivationen f�ur das Sternprodukt �F.Beweis: Per Konstruktion der faserweisen lokalen �-Euler Derivationen E� gilt [DF; E�℄ = 0, so da� wirf�ur alle f 2 C1(U�)[[�℄℄ die Glei
hung DFE��F(f) = E�DF�F(f) = 0 erhalten, und wegen Satz 1.3.5 giltE��F(f) = �F(gf ) mit einer formalen Funktion gf 2 C1(U�)[[�℄℄. Wendet man � auf diese Glei
hung an, so
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hung (2.48) gf = �(�F(gf )) = �(E��F(f)) = E�f d.h. E��F(f) = �F(E�f). Mit dieserIdentit�at bere
hnet man nun f�ur f; g 2 C1(U�)[[�℄℄E�(f�Fg) = �(E��F(f�Fg)) = �(E�(�F(f)ÆF�F(g))) = �((E��F(f))ÆF�F(g) + �F(f)ÆF(E��F(g)))= �(�F(E�f)ÆF�F(g) + �F(f)ÆF�F(E�f)) = (E�f)�Fg + f�F(E�g);womit die erste Aussage des Satzes bewiesen ist. Um die Aussage �uber die explizite Gestalt von E� zubeweisen, bea
hten wir zun�a
hst, da� sowohl ��� als au
h L�� mit� vertaus
hen, so da� wir wegen �(�F(f)) =f E�f = ���f + L��f + 1� � �adÆF(h�)�F(f)�erhalten. Na
h Korollar 1.3.9 ist die Abbildung C1(U�) 3 f 7! 1�� �adÆF(h�)�F(f)� = D�f eine formaleReihe von Di�erentialoperatoren. Es bleibt no
h zu zeigen, da� diese formale Reihe erst in der Ordnung 1 imformalen Parameter � beginnt. Hierzu bere
hnen wir zun�a
hst unter Ber�u
ksi
htigung der expliziten Gestaltvon ÆF 1� � �adÆF(h�)�F(f)� = �rs�(is(�r)h�)�(is(�s)�F(f)) + O(�2):Da na
h Proposition 2.3.8 h� 2 W3(U�) gilt, ist is(�r)h� vom totalen Grad gr�o�er oder glei
h 2, so da��(is(�r)h�) nur Terme der Ordnung gr�o�er oder glei
h eins in � beinhaltet, womit D� =P1i=1 �iD�;i folgtund der Satz bewiesen ist. �Der soeben bewiesene Satz stellt die Grundlage f�ur die Bestimmung der Derivations-verwandtenKlasse von Fedosov-Sternprodukten dar.2.3.3 Die deformierte Cartan-Formel f�ur DFZiel dieses kurzen, eher te
hnis
hen Abs
hnittes ist es, die deformierte Cartan-Formel f�ur dieFedosov-DerivationDF zu beweisen, die si
h f�ur die weitere Bere
hnung der Derivations-verwandtenKlasse d(�F) als sehr praktis
h erweisen wird. Diese Formel und der Beweis, den wir angeben wer-den, stammen aus [15, Lemma 4.6℄.Proposition 2.3.11 ([87, Prop. A.1℄) F�ur alle Vektorfelder X 2 �1(TM) kann die Lie-Ablei-tung LX :W
�(M)!W
�(M) in der folgenden Weise ausgedr�u
kt werden:LX = DFia(X) + ia(X)DF+ is(X) + (dxi 
 1)is(r�iX) + 1� adÆF(ia(X)rF): (2.49)F�ur den Fall, da� X = Xf das Hamiltons
he Vektorfeld einer Funktion f 2 C1(M) d.h. iXf! = dfist, nimmt diese Formel die folgende Form an:LXf = DFia(Xf) + ia(Xf)DF � 1� adÆF �f + df 
 1 + 12Ddf 
 1� ia(Xf)rF� ; (2.50)wobei D = dxi _r�i den Operator der symmetris
hen kovarianten Ableitung bezei
hnet.Beweis: Auf einem faktorisierten S
hnitt a = T 
 � 2 W
�(M ) bere
hnen wir(Æia(X) + ia(X)Æ)a (2.51)= is(�i)T 
 dxi ^ ia(X)� + is(�i)T 
 dxi(X)� � is(�i)T 
 dxi ^ ia(X)� = is(X)T 
 � = is(X)a:Da ia(X) eine ÆF-Superderivation vom dega-Grad �1 ist, gilt weiter1� �adÆF(rF)ia(X) + ia(X)adÆF(rF)� = 1� adÆF(ia(X)rF): (2.52)
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hnen wir mit r(T 
 �) = r�iT 
 dxi ^ � + T 
 d�(ria(X) + ia(X)r)a (2.53)= r�iT 
 dxi ^ ia(X)� + T 
 dia(X)� +rXT 
 � �r�iT 
 dxi ^ ia(X)� + T 
 ia(X)d�= rXT 
 � + T 
 LX�:Da r torsionsfrei ist, gilt f�ur eine Einsform TrXT = dxi _ (rXT )(�i) = LXT + dxi _ T ([X; �i℄�rX�i) = LXT � dxi _ is(r�iX)T:Da aber sowohl rX als au
h LX � dxi _ is(r�iX) Derivationen bez�ugli
h _ sind folgt hierausrXT = LXT � dxi _ is(r�iX)Tf�ur alle symmetris
hen Formen. Folgli
h erhalten wir insgesamt mit (2.53)ria(X) + ia(X)r = LX � (dxi 
 1)is(r�iX): (2.54)Kombiniert man nun die Glei
hungen (2.51), (2.52) und (2.54) unter Ber�u
ksi
htigung von DF = �Æ +r�1� adÆF(rF) so erh�alt man Glei
hung (2.49), womit der erste Teil der Proposition bewiesen ist. F�ur die zweiteAussage der Proposition bere
hnet man zun�a
hst unter Benutzung der expliziten Gestalt von ÆF1� adÆF(df 
 1) = �r(f)�rsis(�s) = �is(Xf ); (2.55)da Xf = ��rs�r(f)�s. Analog erh�alt man1� adÆF �12Ddf 
 1� = �rs(is(�r)12Ddf 
 1)is(�s):Mit der De�nition von D erh�alt man weiteris(�r)12Ddf = 12r�rdf + 12dxj(r�jdf)(�r) = dxj(r�jdf)(�r);da man aus der Torsionsfreiheit von r die Glei
hung (r�jdf)(�r) = (r�rdf)(�j) erh�alt. Da r symplektis
hist, �ndet man mit df(Y ) = !(Xf ; Y ) die Glei
hung (r�jdf)(Y ) = !(r�jXf ; Y ) alsodxj(r�jdf)(�r) = dxj!(r�jXf ; �r)und bere
hnet weiter1� adÆF �12Ddf 
 1� = �rs(dxj!(r�jXf ; �r)
 1)is(�s) = �(dxj 
 1)is(r�jXf ): (2.56)Mit adÆF(f) = 0 liefern die Glei
hungen (2.56) und (2.55) zusammen mit (2.49) die zu beweisende Identit�at(2.50). �Die oben bewiesene Formel f�ur die Lie-Ableitung als deformierte Cartan-Formel zu bezei
hnen,ist insofern naheliegend, als da diese auf Elementen (1
 �) 2 W
�(M) mit � 2 �1(�T �M)[[�℄℄gerade LX� = (diX + iXd)� liefert, was aber gerade die Cartan-Formel f�ur die Lie-Ableitung aufder �au�eren Algebra ist.2.3.4 Bere
hnung der Derivations-verwandten KlasseMit Hilfe der lokalen �-Euler Derivationen E�, die wir in Abs
hnit 2.3.2 konstruiert haben, sindwir nun in der Lage die Derivations-verwandte Klasse d(�F) f�ur alle Fedosov-Sternprodukte zubestimmen. Hierzu m�ussen wir na
h Abs
hnitt 2.2.2 formale Funktionen d�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄�nden, so da� auf U�\U� die Glei
hung E��E� = 1� ad�F(d��) gilt. Aus der De�nition der lokalen �-Euler Derivationen E� und mit der deformierten Cartan-Formel aus dem vorangehenden Abs
hnitterhalten wir:



DELIGNE'S CHARAKTERISTISCHE KLASSE VON FEDOSOV-STERNPRODUKTEN 73Lemma 2.3.12 ([87, Lemma 4.1℄) F�ur g 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ gilt(E��E�)(g) = 1� ��adÆF �h� � h� + f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1� ia(Xf��)rF� �F(g)� ; (2.57)wobei f�� 2 C1(U� \ U�) die Glei
hung df�� = �� � �� erf�ullt, die lokalen Einsformen �� dieGlei
hung d�� = �! erf�ullen und Xf�� das Hamiltons
he Vektorfeld zu f�� bezei
hnet.Beweis: Gem�a� der De�nition der lokalen �-Euler Derivationen gilt(E� � E�)(g) = �((L����� + 1� adÆF(h� � h�))�F(g)):Nun gilt auf U�\U� die Glei
hung �d�� = ! = �d�� , so da� wir na
h dem Poin
ar�e-Lemma lokal de�nierteFunktionen f�� �nden k�onnen, so da� df�� = ��� �� gilt. Gem�a� der De�nition der lokalen Vektorfelder ��erh�alt man weiter i�����! = �(�� � ��) = d(�f��), was impliziert, da� ��� �� = X�f�� das Hamiltons
heVektorfeld der Funktion �f�� ist. Also k�onnen wir die deformierte Cartan-Formel (2.50) anwenden, umL����� im Ausdru
k f�ur E� � E� zu ersetzen. Da na
h Satz 1.3.5 DF�F(g) = 0 und ia(X�f�� )�F(g) = 0, dadega �F(g) = 0, gilt, erh�alt man so s
hlie�li
h die behauptete Glei
hung (2.57). �Wir m�ussen jetzt no
h zeigen, da� der Term, der in Glei
hung (2.57) im Argument von adÆFsteht, dur
h eine lokal de�nierte, formale Funktion a�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄, die o�ensi
htli
hadÆF(a��) = 0 erf�ullt, so erg�anzt werden kann, da� das gesamte Argument die Fedosov-Taylor-Reihe�F(f�� � �(ia(Xf��)rF) + a��) der lokalen formalen Funktion d�� := f�� � �(ia(Xf�� )rF) + a�� ist.Wenn es uns gelingt, sol
he lokalen, formalen Funktionen zu �nden, so liefert (2.57) E� � E� =1� ad�F(d��) und wir sind mit Hilfe der d�� in der Lage, einen Ausdru
k f�ur die Derivations-verwandte Klasse d(�F) zu �nden. Wir m�ussen also zeigen, da� a�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ so gew�ahltwerden kann, da�DF�h� � h� + a�� + f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1� ia(Xf��)rF� = 0 (2.58)gilt.Lemma 2.3.13 ([87, Lemma 4.2℄) Mit den Bezei
hnungen aus Lemma 2.3.12 giltDF�h� � h� + f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1� ia(Xf��)rF� = 1
 ((i��
+A�)� (i��
+A�));(2.59)wobei A� 2 �1(T �U�)[[�℄℄ wie in Proposition 2.3.7 ii.) gegeben ist.Beweis: Aus der Konstruktion der Elemente h� 2 W(U�), die wir in Abs
hnitt 2.3.2 (vgl. Proposition 2.3.8)angegeben haben, erhalten wirDF(h� � h�) = 1
A� � T� �H�rF � 1
 A� + T� +H�rF = 1
 (A� � A�) � T� + T� �L����� rF:Weiter �ndet man mit DF = �Æ +r� 1� adÆF(rF) dur
h direkte Re
hnungDF�f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1� = 1� adÆF �df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1� rF +r�12Ddf�� 
 1� :Wir verwenden nun no
hmals die deformierte Cartan-Formel (2.50), die De�nition von DF und Glei
hung(2.25), umDF(�ia(Xf�� )rF) = �(DFia(Xf�� )rF + ia(Xf�� )DFrF) + ia(Xf�� )��ÆrF +rrF � 1� adÆF(rF)rF�= L�����rF + 1� adÆF ��df�� 
 1� 12Ddf�� 
 1 + ia(Xf�� )rF� rF � ia(Xf�� )�R+ 1
 
+ 1� rFÆFrF�= L�����rF + 1� adÆF ��df�� 
 1� 12Ddf�� 
 1� rF + ia(�� � ��)R+ 1
 i�����




74 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGzu erhalten, da �Xf�� = �� � �� und ia(Xf�� )(rFÆFrF) = adÆF(ia(Xf�� )rF)rF. Insgesamt �nden wir alsoDF�h� � h� + f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1� ia(Xf�� )rF�= 1
 ((A� + i��
) � (A� + i��
))� T� + T� +r�12D(�� � ��)
 1�+ ia(�� � ��)R:Da aber na
h Lemma 2.3.6 ii.) die Glei
hung T� = ia(��)R+r(12D��
1) gilt, folgt hieraus die Behauptung.�Mit Hilfe des soeben bewiesenen Lemmas �nden wir nun:Proposition 2.3.14 ([87, Prop. 4.3℄)i.) Mit den obigen Bezei
hnungen giltDF�h� � h� + a�� + f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1� ia(Xf��)rF� = 0 (2.60)genau dann, wenn die lokal de�nierten formalen Funktionen a�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ die Glei-
hung da�� = �((i��
+A�)� (i��
+ A�)) (2.61)erf�ullen.ii.) Es existieren lokal de�nierte formale Funktionen a�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ derart, da� (2.61)und somit au
h (2.60) erf�ullt ist. In diesem Fall gilth� � h� + a�� + f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1� ia(Xf��)rF = �F(d��); (2.62)wobei die lokalen formalen Funktionen d�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ dur
hd�� = f�� + a�� � �(ia(Xf��)rF) (2.63)gegeben sind.Beweis: Die Aussage i.) folgt direkt aus Lemma 2.3.13 unter Ber�u
ksi
htigung der Tatsa
he, da� DFa�� =1 
 da��. Um die Existenz der a�� wie in (2.61) na
hzuweisen, bere
hnen wir mit der Cartan-Formel undmit [d;H�℄ = 0, was wegen H� = ��� + L�� o�ensi
htli
h ist,d(i��
+ A�) = L��
� i��d
+ d�� �H�d�� = 
 � ���
;da d
 = 0 und d�� = 
. Also ist die re
hte Seite der Glei
hung (2.61) ges
hlossen und die Existenz vonlokal de�nierten formalen Funktionen a��, die diese erf�ullen, dur
h das Poin
ar�e-Lemma gesi
hert. WegenSatz 1.3.5 gilt f�ur diese a�� die Glei
hung (2.62) und d�� ist dur
hd�� = ��h� � h� + a�� + f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1� ia(Xf�� )rF�gegeben. Hieraus erh�alt man aber sofort den Ausdru
k (2.63), da wir die h� so konstruiert haben, da��(h�) = 0 gilt. �Na
h diesen Vorbereitungen k�onnen wir nun folgenden Satz formulieren:



DELIGNE'S CHARAKTERISTISCHE KLASSE VON FEDOSOV-STERNPRODUKTEN 75Satz 2.3.15 ([87, Prop. 4.3℄) Mit den lokalen formalen Funktionen d�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ ausProposition 2.3.14 ii.) gilt E� � E� = 1� ad�F(d��): (2.64)Dar�uberhinaus erf�ullen diese formalen Funktionen dd�� = �����+d(�(ia(��)rF))�d(�(ia(��)rF))�((i��
+A�)�(i��
+A�)). Also de�nieren die d�� einen 2-Kozyklus und das Bild der entspre
hen-den �Ce
h-Kohomologie-Klasse unter dem de Rham-Isomorphismus, also die Derivations-verwandteKlasse des Sternproduktes �F, ist dur
hd(�F) = �[!℄� [
� ���
℄ (2.65)gegeben.Beweis: Wegen adÆF(a��) = 0 gilt na
h Lemma 2.3.12 und Proposition 2.3.14 ii.)(E� � E�)(g) = 1� � �adÆF(�F(d��))�F(g)� = 1� ad�F(d��)gf�ur alle g 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄, also die erste Aussage des Satzes. Aus Glei
hung (2.63) erhalten wir wegendf�� = ����� , da�� = �((i��
+A�)�(i��
+A�)) und ����� = �Xf�� den behaupteten Ausdru
k f�ur die�au�ere Ableitung von d��, aus dem o�ensi
htli
h ist, da� dur
h diese formalen Funktionen ein 2-Kozyklusde�niert ist (vgl. Abs
hnitt 2.2.2). Um die entspre
hende de Rham-Klasse, also die Derivations-verwandteKlasse d(�F) zu bestimmen, bere
hnet man d(��+ d(�(ia(��)rF))� (i��
+A�)) = �!� (
� ���
), wobeiwir das Ergebnis f�ur d(i��
+ A�) aus dem Beweis von Proposition 2.3.14 ii.) verwendet haben. Also folgtd(�F) = �[!℄� [
� ���
℄ und der Satz ist bewiesen. �2.3.5 Bere
hnung der 
harakteristis
hen KlasseMit der im vorangehenden Abs
hnitt erfolgten Bestimmung der Derivations-verwandten Klassed(�F) haben wir s
hon fast alles bereitgestellt, um in diesem Abs
hnitt die 
harakteristis
he Klasse
(�F) aller Fedosov-Sternprodukte angeben zu k�onnen.2.3.5.1 Bestimmung von 
(�F)� 
(�F)0 aus der de�nierenden Di�erentialglei
hungWie wir in Abs
hnitt 2.2.3 allgemein gesehen haben, kann man aus der Glei
hung ��
(?) = 1�2 d(?)bei Kenntnis von d(?) alle Terme von 
(?) 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄ au�er dem Term 
(?)0 in dernullten Ordnung in � bestimmen. F�ur den Fall der Fedosov-Sternprodukte �F erh�alt man:Proposition 2.3.16 ([87, Thm. 4.4℄) Die 
harakteristis
he Klasse 
(�F) 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄der (lei
ht verallgemeinerten) Fedosov-Sternprodukte �F erf�ullt
(�F)� 
(�F)0 = 1� [!℄ + 1� 1Xi=2 �i[
i℄: (2.66)Beweis: Aus dem Ergebnis von Satz 2.3.15 erhalten wir mit 
 =P1i=1 �i
i��
(�F) = � 1�2 [!℄� 1�2 [
� ���
℄ = �� �1� [!℄�+ 1Xi=2 �i�2(i � 1)[
i℄ = ��  1� [!℄ + 1� 1Xi=2 �i[
i℄! :Hieraus folgt aber o�ensi
htli
h die behauptete Glei
hung. �Den no
h unbekannten Term 
(�F)0 bestimmen wir im n�a
hsten Abs
hnitt.
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hnung von 
(�F)0 aus den RekursionsformelnUm den no
h fehlenden Term 
(�F)0 der 
harakteristis
hen Klasse zu bestimmen, ben�otigen wirna
h Abs
hnitt 2.2.3 einen expliziten Ausdru
k f�ur den antisymmetris
hen Anteil C�2 des Bidi�e-rentialoperators C2, der in der Bes
hreibung des Sternproduktes �F dur
h f�Fg = fg+ �C1(f; g)+�2C2(f; g) + : : : f�ur f; g 2 C1(M) ers
heint.Hierzu beweisen wir folgende Proposition:Proposition 2.3.17 ([87, Prop. B.1℄) Der antisymmetris
he Anteil C�2 des Bidi�erentialopera-tors C2 ist dur
hC�2 (f; g) = 12 (C2(f; g)� C2(g; f)) = �12 �
1 + ds(3)1 � (Xf ; Xg) =: �2(Xf ; Xg) (2.67)gegeben, wobei f; g 2 C1(M) und Xf ; Xg die entspre
henden Hamiltons
hen Vektorfelder bez�ugli
h! bezei
hnen. s(3)1 2 �1(T �M) bezei
hnet hierbei die Einsform, die im Term der ersten Ordnungin � in s(3) = (s(3)3 +�s(3)1 )
1, wobei s(3)3 2 �1(W3T �M), ers
heint und der NormierungsbedingungÆ�1rF = s (vgl. Glei
hung (2.25)) entspringt. Also gilt
(�F)0 = �2C�2 ℄ = �2[�2℄ = [
1℄: (2.68)Beweis: Unter Benutzung der expliziten Gestalt des faserweisen Produktes ÆF erhalten wir f�Fg � g�Ff =��(�rsis(�r)�F(f)is(�s)�F(g))+O(�3). Um die Terme der Ordnung kleiner oder glei
h zwei in � zu bere
hnen,m�ussen wir also �F(f) und �F(g) nur bis auf Terme mit symmetris
hem Grad oder �-Grad gr�o�er als einskennen. Also ist es genug �F(f)(0); : : : ; �F(f)(3) zu betra
hten, da f�ur �F(f)(k) mit k � 4 entweder dersymmetris
he Grad oder der �-Grad der vorkommenden Terme gr�o�er als eins ist. Aus der Rekursionsformel(2.28) ersieht man, da� die Terme von rF, die wir hierzu ben�otigen, dur
h r(2)F = Æs(3) und r(3)F = Æs(4) +Æ�1 �rr(2)F � 1� r(2)F ÆFr(2)F + R+ 1
 �
1� gegeben sind, was man aus (2.26) erh�alt, indem man die Termevom totalen Grad 2 und 3 aufs
hreibt. Mit O(�2; deg2s) bezei
hnen wir im folgenden alle Terme, deren �-Gradoder symmetris
her Grad gr�o�er als eins ist. Aus einer l�angeren aber v�ollig o�ensi
htli
hen Re
hnung erh�altman�F(f)(0) = f�F(f)(1) = df 
 1�F(f)(2) = 12Ddf 
 1� is(Xf )s(3)3 
 1 = O(�2; deg2s)�F(f)(3) = �Æ�1(is(Xf )r(3)F ) + O(�2; deg2s) = ���is(Xf )s(4)2 + 12iXf �
1 + ds(3)1 ��
 1 + O(�2; deg2s);wobei wir s(4) = (s(4)4 + �s(4)2 )
 1 mit s(4)k 2 �1(WkT �M ) ges
hrieben haben. Setzt man diese Resultate inf�Fg� g�Ff , wie oben angegeben ein, so fallen die Terme, die s(4)2 2 �1(W2T �M ) enthalten, aufgrund ihrerSymmetrie heraus, und man erh�altf�Fg � g�Ff = �ff; gg � �2(
1 + ds(3)1 )(Xf ; Xg) + O(�3);womit Glei
hung (2.67) bewiesen ist. Die Glei
hung (2.68) f�ur 
(�F)0 ist hieraus o�ensi
htli
h und die Pro-position bewiesen. �Man bea
hte, da� der Beweis der vorangehenden Proposition die einzige Stelle in der Bestim-mung der 
harakteristis
hen Klasse ist, an der die modi�zierte Normierungsbedingung f�ur rF inunsere Betra
htungen konkret eingeht, wohingegen alle anderen Terme von 
(�F) bestimmt werdenkonnten, ohne hiervon Gebrau
h zu ma
hen.Unser Hauptresultat dieses Abs
hnittes fassen wir zusammen als



SPEZIELLE STERNPRODUKTE, IHRE KLASSEN UND �AQUIVALENZEN 77Satz 2.3.18 ([87, Thm. 4.4℄) Deligne's 
harakteristis
he Klasse 
(�F) eines Fedosov-Sternpro-duktes �F ist dur
h 
(�F) = 1� [!℄ + 1� [
℄ (2.69)gegeben.Beweis: Die Aussage ist eine direkte Konsequenz der Aussagen von Proposition 2.3.16 und Proposition2.3.17. �Insbesondere ersieht man aus der Aussage dieses Satzes, da� die Wahlen des symplektis
hen,torsionsfreien Zusammenhangs als au
h der Normierungsbedingung keinen Ein
u� auf die �Aquiva-lenzklasse des erhaltenen Sternproduktes haben. Jedo
h h�angt die konkrete Gestalt des Sternpro-duktes sehr wohl von der Wahl dieser beiden Gr�o�en ab.Als eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes, die f�ur den Fall der NormierungsbedingungÆ�1rF = 0 urspr�ungli
h von Fedosov in [46, Cor. 5.5.4℄ gezeigt wurde, �nden wir:Folgerung 2.3.19 Zwei Fedosov-Sternprodukte �F und �F0 f�ur (M;!), die aus den Eingangsdaten(r;
; s) und (r0;
0; s0) konstruiert sind, sind �aquivalent genau dann, wenn [
℄ = [
0℄.Beweis: Na
h Satz 2.2.19 ii.) sind zwei Sternprodukte �aquivalent genau dann, wenn ihre 
harakteristis
henKlassen �ubereinstimmen. Wegen Satz 2.3.18 ist dies f�ur die Sternprodukte �F und �F0 der Fall genau dann,wenn [
℄ = [
0℄. �Eine weitere Folgerung aus Satz 2.3.18 ist:Folgerung 2.3.20 F�ur alle Klassen 
 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄ auf einer symplektis
hen Mannigfal-tigkeit (M;!) existiert ein Fedosov-Sternprodukt �F mit
(�F) = 
: (2.70)Insbesondere ist also jedes Sternprodukt ? auf (M;!) �aquivalent zu einem Fedosov-Sternprodukt �F.Beweis: Wir s
hreiben 
 = 1� [!℄ + 
� 0 mit 
� 0 2 H2dR(M ; C )[[�℄℄ und sei R(
� 0) ein Repr�asentant von 
� 0,d.h. R(
� 0) ist eine formale Reihe ges
hlossener Zweiformen auf M und es gilt [R(
� 0)℄ = 
� 0. De�niertman 
 := �R(
� 0), so erf�ullt 
 also alle Voraussetzungen, um in der oben benutzten Fedosov-Konstruktionverwendet zu werden. Das mit diesem 
 konstruierte Fedosov-Sternprodukt �F erf�ullt dann aber na
h Satz2.3.18 
(�F) = 1� [!℄ + [R(
� 0)℄ = 1� [!℄ + 
� 0 = 
:Sei ? ein beliebiges Sternprodukt auf (M;!) und sei 
(?) 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄ seine 
harakteristis
heKlasse. Na
h der eben bewiesenen Aussage existiert dann ein Fedosov-Sternprodukt �F mit 
(�F) = 
(?).Na
h Satz 2.2.19 ii.) folgt hieraus aber, da� ? �aquivalent zu �F ist. �Die Aussage dieser Folgerung werden wir uns im folgenden Abs
hnitt an vielen Stellen zunut-ze ma
hen, um f�ur Klassen, die gewissen eins
hr�ankenden Bedingungen gen�ugen, Sternproduktemit ebendiesen Klassen als 
harakeristis
he Klassen zu konstruieren, die zus�atzli
he algebrais
heEigens
haften besitzen.2.4 Spezielle Sternprodukte, ihre 
harakteristis
hen Klassen und�AquivalenztransformationenIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir Sternprodukte, die zus�atzli
he algebrais
he Eigens
haften be-sitzen und bere
hnen deren 
harakteristis
he Klassen. Wir k�onnen zeigen, da� die zus�atzli
hen
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haften Eins
hr�ankungen an die m�ogli
hen 
harakteristis
hen Klassen bedeuten, d.h. ni
htalle �Aquivalenzklassen von Sternprodukten k�onnen als Repr�asentanten Sternprodukte mit diesenzus�atzli
hen Eigens
haften enthalten. Umgekehrt k�onnen wir aber zeigen, da�, wenn die 
ha-rakteristis
he Klasse die notwendige Bedingung erf�ullt, da� ein Sternprodukt dieser Klasse diegew�uns
hte algebrais
he Eigens
haft besitzen kann, wir au
h immer Sternprodukte (sogar Fedosov-Sternprodukte mit geeignet gew�ahlten Daten (r;
; s)), also Repr�asentanten dieser �Aquivalenz-klasse, �nden k�onnen, die diese algebrais
he Eigens
haft tats�a
hli
h besitzen. Dar�uberhinaus be-tra
hten wir �Aquivalenztransformationen zwis
hen Sternprodukten mit zus�atzli
hen algebrais
henEigens
haften, die verm�oge Abbildungen von C1(M)[[�℄℄! C1(M)[[�℄℄ de�niert sind, und zeigen,da� es immer sol
he �Aquivalenztransformationen gibt, die mit diesen Abbildungen in einem no
hzu pr�azisierenden Sinn vertr�agli
h sind. Allgemeiner betra
hten wir in einigen F�allen C [[�℄℄-lineareIsomorphismen zwis
hen sol
hen Sternprodukten und untersu
hen, ob es dann au
h immer Iso-morphismen gibt, die mit den obengenannten Abbildungen vertr�agli
h sind. Die hier vorgestelltenErgebnisse sind in der Literatur bisher unerw�ahnt geblieben au�er f�ur den in [20, Lemma 3.3℄erw�ahnten sehr speziellen Fall, in dem f�ur das Fedosov-Sternprodukt �F mit 
 = 0, s = 0 gezeigtwird, da� dieses vers
hiedene spezielle, algebrais
he Eigens
haften besitzt. Unsere Herangehenswei-se, verm�oge der 
harakteristis
hen Klasse ents
heiden zu k�onnen, ob diese Klasse gewisse, speziellereSternprodukte enthalten kann, hat dagegen no
h an keiner Stelle in der Literatur Verwendung ge-funden.2.4.1 Abbildungen, induzierte Sternprodukte und ihre 
harakteristis
hen Klas-senIm weiteren bezei
hne C : W
�(M) ! W
�(M) die komplexe Konjugation, wobei wir an-gesi
hts unserer Konvention den formalen Parameter � als rein imagin�ar anzusehen C� := ��de�nieren. F�ur Elemente a aus dem Ring C [[�℄℄ s
hreiben wir man
hmal au
h kurz Ca = a. MitP : W
�(M) ! W
�(M), wobei P := (�1)deg� , bezei
hnen wir den sogenannten �-Parit�ats-Operator. O�ensi
htli
h erf�ullen diese Abbildungen C2 = P2 = id. Weiter sei im fogenden � einSymplektomorphismus von (M;!), d.h. � :M !M ist ein Di�eomorphismus und es gilt ��! = !.Zus�atzli
h sei L = id +P1i=1 �iLi eine formale Reihe von Di�erentialoperatoren auf C1(M). MitHilfe dieser Abbildungen werden wir in diesem Abs
hnitt vers
hiedene spezielle Typen von Stern-produkten de�nieren.De�nition 2.4.1 ([87, Def. 5.1 i.)℄) F�ur ein gegebenes Sternprodukt ? auf (M;!) de�nieren wirmit den oben eingef�uhrten Bezei
hnungen die Sternprodukte ?opp, ?P, ?C,��,L f�ur (M;�!) dur
hf?oppg := g ? f (2.71)f?Pg := P((Pf) ? (Pg)) = fg + 1Xi=1(��)iCi(f; g) (2.72)f?C,��,Lg := L�1(��1)�C((C��Lf) ? (C��Lg)); (2.73)wobei f; g 2 C1(M)[[�℄℄ und die Bidi�erentialoperatoren Ci das Sternprodukt ? dur
h f ? g =fg +P1i=1 �iCi(f; g) bes
hreiben. F�ur � = idM bezei
hnen wir ?C,��,L mit ?C,L, d.h.f?C,Lg = L�1C((CLf) ? (CLg)): (2.74)F�ur L = id bezei
hnen wir ?C,��,L mit ?C,��, d.h.f?C,��g = (��1)�C((C��f) ? (C��g)): (2.75)



SPEZIELLE STERNPRODUKTE, IHRE KLASSEN UND �AQUIVALENZEN 79F�ur � = idM und L = id bezei
hnen wir ?C,��,L mit ?C, d.h.f?Cg = C((Cf) ? (Cg)): (2.76)Zun�a
hst ma
ht man si
h lei
ht klar, da� es si
h bei den oben de�nierten assoziativen Produkten?opp, ?P, ?C,��,L tats�a
hli
h um Sternprodukte f�ur (M;�!) handelt, indem man jeweils die nullteOrdnung in � und den antisymmetris
hen Anteil der ersten Ordnung in � der jeweiligen Produktebetra
htet. Da ?C,��,L also ein Sternprodukt f�ur (M;�!) ist, ist unmittelbar klar, da� au
h dieProdukte ?C,L, ?C,�� und ?C Sternprodukte f�ur (M;�!) sind, da es si
h hierbei um Spezialf�allevon ?C,��,L handelt. Weiter �ndet man, da� zwis
hen den Produkten ?C,��,L, ?C,L, ?C,�� und ?C diefolgenden Beziehungen bestehen: F�ur alle f; g 2 C1(M)[[�℄℄ giltf?C,��,Lg = L�1((Lf)?C,��(Lg)) (2.77)f?C,Lg = L�1((Lf)?C(Lg)) (2.78)f?C,��g = f ((��1)�?C) g = (��1)�((��f)?C(��g)); (2.79)wobei wir in (2.79) die Bezei
hnung wie in Satz 2.2.19 iii.) verwendet haben.Mit den von uns gema
hten De�nitionen und ersten Beoba
htungen �nden wir:Proposition 2.4.2 ([87, Lemma 5.2 i.)℄) Die 
harakteristis
hen Klassen der Sternprodukte ?opp,?P, ?C,��,L f�ur (M;�!) sind mit der 
harakteristis
hen Klasse 
(?) des Sternproduktes ? f�ur (M;!)dur
h die Glei
hungen 
(?opp) = �
(?) (2.80)
(?P)(�) = 
(?)(��) = P(
(?)(�)) (2.81)
(?C,��,L) = 
(?C,��) = (��1)�
(?C) = (��1)�C
(?) (2.82)verkn�upft. Insbesondere gilt: 
(?C) = 
(?C,L) = C
(?): (2.83)Beweis: Seien E� lokale �-Euler Derivationen f�ur ?. Zum Beweis von (2.80) bemerken wir, da� dann of-fensi
htli
h E� ebensol
he Derivationen f�ur ?opp sind. Man erh�alt dann, wegen E� � E� = 1� ad?(d��) =1�ad?opp(�d��), da� die Derivations-verwandten Klassen von ? und ?opp dur
h d(?) = �d(?opp) in Beziehungstehen. Wegen ��
(?) = 1�2 d(?) gilt dann aber ��
(?opp) = ���
(?) und wir erhalten 
(?opp) � 
(?opp)0 =�(
(?)� 
(?)0). Bezei
hnet man mit C2;opp den Bidi�erentialoperator, der in der zweiten Ordnung in � dasSternprodukt ?opp bes
hreibt, so gilt C2;opp(f; g) = C2(g; f). Hiermit �ndet man aber C�2;opp = �C�2 , also
(?opp)0 = �2C�2;opp℄ = �(�2C�2 ℄) = �
(?)0, woraus mit dem bereits gezeigten s
hlie�li
h 
(?opp) = �
(?)folgt. Gem�a� der De�nition von ?P gilt, da� ?P dasjenige Sternprodukt ist, wel
hes man aus ? dur
h denParameterwe
hsel p(�) = �� erh�alt. Wegen der Aussage iv.) von Satz 2.2.19 gilt dann aber 
(?P)(�) =
(?)(��) = P(
(?P)(�)) also (2.81). Als n�a
hstes beweisen wir Glei
hung (2.83). Mit �-Euler DerivationenE� f�ur ? sind wegen C2 = id die Abbildungen E�;C := CE�C o�ensi
htli
h �-Euler Derivationen f�ur ?C undwir �nden wegen C� = �� E�;C � E�;C = C�1� ad?(d��)�C = �1� ad?C(Cd��):Also gilt f�ur die Derivations-verwandten Klassen d(?C) = �Cd(?) und wir erhalten��
(?C) = 1�2d(?C) = � 1�2Cd(?) = �C� 1�2d(?)� = �C��
(?) = ��C
(?);



80 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGwobei wir im letzten S
hritt C�� = ���C verwendet haben. Somit gilt also 
(?C)� 
(?C)0 = C(
(?)� 
(?)0).S
hreibt man C2;C f�ur den Bidi�erentialoperator, der ?C in der zweiten Ordnung in � bes
hreibt, so giltC�2;C(f; g) = CC�2 (Cf;Cg). Damit ist dann aber o�ensi
htli
h 
(?C)0 = �2C�2;C℄ = �2CC�2 ℄ = C
(?)0,womit wir s
hlie�li
h 
(?C) = C
(?) erhalten. Die Glei
hheit 
(?C) = 
(?C,L) in (2.83) ist klar, da na
h (2.78)?C und ?C,L verm�oge L �aquivalent sind. Weiter ergibt si
h na
h Satz 2.2.19 iii.) wegen (2.79) die Glei
hung
(?C,��) = (��1)�
(?C), womit mit dem bereits bewiesenen die letzte Glei
hheit in (2.82) klar ist. Weiter giltna
h (2.77), da� ?C,��,L und ?C,�� verm�oge L �aquivalent sind, somit stimmen aber au
h die 
harakteristis
henKlassen 
(?C,��,L) und 
(?C,��) �uberein und (2.82) ist bewiesen. �Mit der obigen Proposition haben wir die Grundlage daf�ur ges
ha�en, zu untersu
hen, wel
heBedingungen die Forderungen na
h speziellen algebrais
hen Eigens
haften von Sternprodukten andie 
harakteristis
he Klasse dieser Sternprodukte stellen. Warum hierbei die oben de�nierten unduntersu
hten Sternprodukte ?opp, ?P und ?C,��,L eine besonders wi
htige Rolle spielen, wird in denn�a
hsten Abs
hnitten klar werden, in denen wir de�nieren, was wir unter Sternprodukten mit�-Strukturen, mit �-Parit�at und vom Weyl-Typ verstehen wollen.2.4.2 Sternprodukte mit �-StrukturenDe�nition 2.4.3 i.) Ein Sternprodukt ? auf (M;!) mit einer Abbildung S : C1(M)[[�℄℄ !C1(M)[[�℄℄, die ein C [[�℄℄-antilinearer, involutiver Antiautomorphismus von ? ist, nennt manein Sternprodukt mit �-Struktur. Das Tripel (C1(M)[[�℄℄; ?; S) nennt man dann eine formale�-Sternprodukt-Algebra mit �-Involution S. S soll also die BedingungenS(af) = aS(f) 8a 2 C [[�℄℄; 8f 2 C1(M)[[�℄℄ (2.84)S2 = id und (2.85)S(f ? g) = (Sg) ? (Sf) 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄ (2.86)erf�ullen.ii.) Zwei formale �-Sternprodukt-Algebren (C1(M)[[�℄℄; ?;S) und (C1(M)[[�℄℄; ?0; S0) hei�en �aqui-valent, wenn ? und ?0 �aquivalente Sternprodukte sind, und es eine �AquivalenztransformationT = id +P1i=1 �iTi mit T (f ? g) = (T f) ?0 (T g) gibt, die zus�atzli
hT �1S0T = S (2.87)erf�ullt. In diesem Fall nennen wir die entspre
henden �-Strukturen, bzw. �-Involutionen S undS0 �aquivalent.iii.) Zwei formale �-Sternprodukt-Algebren (C1(M)[[�℄℄; ?; S) und (C1(M)[[�℄℄; ?0; S0) hei�en iso-morph, wenn ? und ?0 isomorphe Sternprodukte als C [[�℄℄-Algebren sind und es einen Isomor-phismus I mit I(f ? g) = (If) ?0 (Ig) gibt, der zus�atzli
hI�1S0I = S (2.88)erf�ullt. In diesem Fall nennen wir die entspre
henden �-Strukturen, bzw. �-Involutionen S undS0 isomorph.Zun�a
hst einmal ist ni
ht klar, ob und unter wel
hen Umst�anden es tats�a
hli
h sol
he wie obende�nierte formale �-Sternprodukt-Algebren gibt. Dar�uberhinaus ist ni
ht klar, ob es, sofern man dieExistenz sol
her �-Sternprodukt-Algebren na
hweisen kann, in jeder �Aquivalenzklasse von Stern-produkten einen Repr�asentanten dieser Klasse gibt, der eine formale �-Sternprodukt-Algebra ist.



SPEZIELLE STERNPRODUKTE, IHRE KLASSEN UND �AQUIVALENZEN 81Die Antwort auf die zuletzt formulierte Frage ist, wie wir im weiteren zeigen werden, im allgemei-nen negativ. Um der Beantwortung der Frage na
h der Existenz formaler �-Sternprodukt-Algebrenn�aher zu kommen, untersu
hen wir zun�a
hst, wel
he Gestalt die �-Involution S haben kann.Lemma 2.4.4 Sei (C1(M)[[�℄℄; ?; S) eine formale �-Sternprodukt-Algebra f�ur (M;!), dann ist die�-Involution S von folgender Gestalt S = C��L; (2.89)wobei C die komplexe Konjugation bezei
hnet, � :M ! M ein Symplektomorphismus von (M;!)mit � Æ � = idM ist, und L = id +P1i=1 �iLi eine formale Reihe von Di�erentialoperatoren aufC1(M) bezei
hnet. S
hreibt man L = id + L+, so gilt L+ +C��L+C�� + C��L+C��L+ = 0. F�urden Spezialfall � = idM gilt CLC = L�1.Beweis:Wegen C2 = id s
hreiben wir S = C2S = CT, wobei T := CS. O�ensi
htli
h ist T eine C [[�℄℄-lineareAbbildung von C1(M )[[�℄℄ auf C1(M )[[�℄℄. Wegen S(f ? g) = (Sg) ? (Sf) gilt mit der De�nition von ?oppund ?C f�ur diese AbbildungT(g?oppf) = CS(f ? g) = C((C2Sg) ? (C2Sf)) = (CSg)?C(CSf) = (Tg)?C(Tf); (2.90)d.h. T : (C1(M )[[�℄℄; ?opp) ! (C1(M )[[�℄℄; ?C) ist ein C [[�℄℄-linearer Algebra-Isomorphismus. S
hreiben wiralso T = P1i=0 �iTi, mit C -linearen Abbildungen Ti, so folgt aus der nullten Ordnung in � der Glei
hung(2.90) mit f; g 2 C1(M ), da� T0(gf) = (T0g)(T0f) f�ur alle f; g 2 C1(M ) gilt, somit ist T0 = ��, wobei� : M ! M ein Di�eomorphismus ist. Betra
htet man die erste Ordnung in � der Glei
hung (2.90) undnimmt hiervon den antisymmetris
hen Anteil, so erh�alt man ��ff; gg = f��f;��gg 8f; g 2 C1(M ), also gilt��! = !, womit gezeigt ist, da� � ein Symplektomorphismus ist. De�niert man nun L := (��1)�T, so giltzum einen T = ��L und wegen T0 = �� ist L von der Gestalt L = id +P1i=1 �iLi. Weiter erh�alt man aus(2.90) mit Glei
hung (2.79) folgende BeziehungL(g?oppf) = (��1)�T(g?oppf) = (��1)�((��(��1)�Tg)?C(��(��1)�Tf)) = ((��1)�Tg)?C,��((��1)�Tf)= (Lg)?C,��(Lf); (2.91)also ist L eine �Aquivalenztransformation von (C1(M )[[�℄℄; ?opp) na
h (C1(M )[[�℄℄; ?C,��). Da aber f�ur eindi�erentielles Sternprodukt ? die Sternprodukte ?opp und ?C,�� ebenfalls di�erentiell sind, folgt na
h Satz1.2.8, da� L eine formale Reihe von Di�erentialoperatoren ist. Wegen der Bedingung S2 = id mu� o�ensi
ht-li
h C��LC��L = id gelten. Betra
htet man die nullte Ordnung in � dieser Glei
hung, so erh�alt man, daL mit id beginnt, C��C�� = id. Da aber C mit �� kommutiert und C2 = id folgt hieraus (��)2 = id, also� Æ � = idM . Mit L = id + L+, folgt aus C��LC��L = id mit C��C�� = id die behauptete Glei
hung f�urL+. F�ur � = idM ist S = CL und wegen S2 = id folgt CLC = L�1 und das Lemma ist bewiesen. �Da (C1(M)[[�℄℄; ?) eine Deformation des punktweisen Produktes ist, und die �-Involution f�urdie klassis
he Observablen-Algebra dur
h die komplexe Konjugation gegeben ist, ist es sinnvoll dieDe�nition 2.4.3 i.) einer �-Involution S um die Forderung S = C +P1i=1 �iSi zu erweitern, wasgerade der Forderung entspri
ht, da� der klassis
he Limes der �-Involution dur
h die Involution Cder klassis
hen Algebra gegeben ist.De�nition 2.4.5 Sei (C1(M)[[�℄℄; ?; S) eine formale �-Sternprodukt-Algebra mit �-Involution S,dann nennen wir (C1(M)[[�℄℄; ?;S) eine formale �-Sternprodukt-Algebra mit korrektem klassis
henLimes, falls S = C +P1i=1 �iSi. Zwei formale �-Sternprodukt-Algebren mit korrektem klassis
henLimes nennen wir �aquivalent bzw. isomorph, wenn sie �aquivalent bzw. isomorph im Sinne derDe�nition 2.4.3 ii.) bzw. iii.) sind.Da na
h Lemma 2.4.4 die �-Involutionen mit korrektem klassis
hen Limes dur
h S = CL miteiner formalen Reihe L von Di�erentialoperatoren, die mit id beginnt, gegeben sind, wollen wir einesol
he �-Involution f�ur L 6= id kurz au
h formale �-Involution nennen.



82 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGWir arbeiten nun auf die Beantworung der Existenzfrage von formalen �-Sternprodukt-Algebrenhin, indem wir zun�a
hst einmal speziellere �-Involutionen als die oben gefundene allgemeine FormS = C��L einer �-Involution zulassen. Tats�a
hli
h ist die einfa
hste Gestalt einer �-Involution,n�amli
h diejenige, die nur in der komplexen Konjugation C besteht, die vom physikalis
hen Stand-punkt relevante (vgl. Abs
hnitt 1.1), mit der wir uns im folgenden Abs
hnitt genauer auseinan-dersetzen werden. Hier besitzt die �-Involution ni
ht nur den korrekten klassis
hen Limes, sondernstimmt tats�a
hli
h mit der klassis
hen �-Involution �uberein.2.4.2.1 Hermites
he SternprodukteIn diesem Abs
hnitt de�nieren wir den Begri� Hermites
hes Sternprodukt und leiten aus die-ser De�nition eine Eins
hr�ankung an die 
harakteristis
he Klasse Hermites
her Sternprodukte ab.Weiter k�onnen wir zeigen, da� f�ur jede Klasse, die dieser eins
hr�ankenden Bedingung gen�ugt, au
htats�a
hli
h Hermites
he Sternprodukte (sogar Fedosov-Sternprodukte) existieren. Dar�uberhinausk�onnen wir zeigen, da� zwei Hermites
he Sternprodukte, die als Sternprodukte �aquivalent bzw.isomorph sind, au
h als formale �-Sternprodukt-Algebren �aquivalent bzw. isomorph sind, d.h. esexistiert dann eine �Aquivalenztransformation, die mit den �-Involutionen C vertr�agli
h wie in (2.87)ist, bzw. ein Isomorphismus, der mit C vertr�agli
h wie in (2.88) ist.De�nition 2.4.6 ([87, Def. 5.1 iii.)℄) Ein Sternprodukt ? f�ur (M;!) hei�t Hermites
hes Stern-produkt, falls (C1(M)[[�℄℄; ?;C) eine formale �-Sternprodukt-Algebra mit �-Involution C ist, d.h. esgilt f?Cg = f?oppg 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄: (2.92)Ein erstes Ergebnis dieser De�nition ist das folgende Lemma.Lemma 2.4.7 ([87, Lemma 5.2 iii.)℄) Die 
harakteristis
he Klasse 
(?) eines Hermites
henSternproduktes ? f�ur (M;!) erf�ullt C
(?) = �
(?): (2.93)Beweis: Na
h Glei
hung (2.92) gilt f�ur ein Hermites
hes Sternprodukt ? o�ensi
htli
h 
(?C) = 
(?opp). Daaber na
h Proposition 2.4.2 
(?C) = C
(?) und 
(?opp) = �
(?) gilt, folgt hieraus die Behauptung. �Dieses Lemma besagt also, da� es im allgemeinen �Aquivalenzklassen von Sternprodukten (diein Bijektion mit den 
harakteristis
hen Klassen stehen) gibt, die keinen Repr�asentanten besitzen,der ein Hermites
hes Sternprodukt ist, n�amli
h diejenigen, deren entspre
hende 
harakteristis
heKlasse ni
ht die Glei
hung (2.93) erf�ullt. Umgekehrt zeigen wir in der folgenden Proposition, da�man f�ur jede Klasse 
 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄, die die Glei
hung C
 = �
 erf�ullt, Sternprodukte(sogar Fedosov-Sternprodukte) �nden kann, die Hermites
h sind und deren 
harakteristis
he Klassedur
h 
 gegeben ist.Proposition 2.4.8 ([87, Prop. 5.3 ii.)℄) F�ur alle 
 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄ mit C
 = �
 gibt esFedosov-Sternprodukte �F f�ur (M;!) mit
(�F) = 
 und C(f�Fg) = (Cg)�F(Cf) 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄:Insbesondere existieren also f�ur alle 
 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄ mit C
 = �
 Hermites
he Sternpro-dukte, deren 
harakteristis
he Klasse 
 ist.



SPEZIELLE STERNPRODUKTE, IHRE KLASSEN UND �AQUIVALENZEN 83Beweis: Zum Beweis bea
hten wir zun�a
hst, da� das faserweise Produkt ÆF wegen der Antisymmetrie desPoisson-Tensors und wegen C� = �� f�ur alle a; b 2 W
�(M ) mit dega a = jaja, dega b = jbjb die Glei
hungC(aÆFb) = (�1)jajjbj(Cb)ÆF(Ca) erf�ullt. Weiter s
hreiben wir 
 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄ als 
 = [!℄� +
� 0, wobeiwegen C
 = �
 o�ensi
htli
h C
� 0 = �
� 0 gilt. Sei R(
� 0) nun ein Repr�asentant der Klasse 
� 0, dannde�nieren wir 
 := �2 (R(
� 0) � CR(
� 0)). Wegen C� = �� und C2 = id gilt dann o�ensi
htli
h C
 = 
.Zudem erh�alt man 1� [
℄ = 12 ([R(
� 0)℄�C[R(
� 0)℄) = 12 (
� 0�C
� 0) = 
� 0. Dar�uberhinaus sei u 2 W3(M )mit �(u) = 0 und wir de�nieren s := 12 (u+Cu), so da� Cs = s erf�ullt ist. Mit den so de�nierten Daten s;
und einem beliebigen symplektis
hen, torsionsfreien Zusammenhangr starten wir die Fedosov-Konstruktionund erhalten f�ur CrF wegen der oben genannten Eigens
haft des faserweisen Produktes ÆF die Glei
hungenÆ�1CrF = s und ÆCrF = rCrF � 1� (CrF)ÆF(CrF) + R + 1 
 
. Da diese Glei
hungen mit den Glei
hungenf�ur rF �ubereinstimmen, und deren L�osung eindeutig ist, folgt hieraus CrF = rF. F�ur ein sol
hes ElementrF kommutiert die Fedosov-Derivation DF o�ensi
htli
h mit C und wir erhalten C�F(f) = �F(gf ) f�ur allef 2 C1(M )[[�℄℄ und ein gf 2 C1(M )[[�℄℄. Da aber C au
h mit � kommutiert, folgt hieraus weiter gf = Cf ,also C�F(f) = �F(Cf). S
hlie�li
h �nden wirC(f�Fg) = �(C(�F(f)ÆF�F(g))) = �((C�F(g))ÆF(C�F(f))) = �(�F(Cg)ÆF�F(Cf)) = (Cg)�F(Cf);also ist �F ein Hermites
hes Sternprodukt. Wegen Satz 2.3.18 und der obigen Bere
hnung von 1� [
℄ gilt
(�F) = [!℄� + 
� 0 = 
, womit die Proposition bewiesen ist. �Zum Abs
hlu� dieses Abs
hnittes wollen wir �Aquivalenztransformationen und Isomorphismenzwis
hen Hermites
hen Sternprodukten studieren.Proposition 2.4.9 ([87, Prop. 5.6 i.)℄) Seien ?1 und ?2 zwei Hermites
he Sternprodukte f�ur(M;!) mit 
(?1) = 
(?2), dann sind die formalen �-Sternprodukt-Algebren (C1(M)[[�℄℄; ?1;C) und(C1(M)[[�℄℄; ?2;C) �aquivalent im Sinne der De�nition 2.4.3 ii.), d.h. es existiert eine �Aquivalenz-transformation T mit T (f ?1 g) = (T f) ?2 (T g) f�ur alle f; g 2 C1(M)[[�℄℄, dieT �1CT = C (2.94)erf�ullt, also ist T eine reelle �Aquivalenztransformation.Beweis: Da na
h Voraussetzung 
(?1) = 
(?2) gilt, existiert eine �Aquivalenztransformation T von ?1 na
h ?2.Dann ist aber o�ensi
htli
h CTC ebenfalls eine �Aquivalenztransformation von ?1 na
h ?2, da C sowohl f�ur ?1als au
h f�ur ?2 eine �-Involution ist. Folgli
h gibt es einen AutomorphismusA von ?1, so da� CTC = TA unddie nullte Ordnung in � von A die Identit�at ist. Konjugiert man CTC = TA mit C und verwendet C2 = id,so erh�alt man T = CTCCAC = TACAC, also �ndet man ACAC = id. Da nun jeder Automorphismus von?1, der mit id beginnt, von der Form A = exp(�D) ist, wobei D eine Derivation von ?1 ist, s
hlie�en wir id =exp(�D) exp(��CDC), also CDC = D. F�ur t 2 R betra
hten wir dann den Automorphismus At := exp(t�D)von ?1, f�ur den CAtC = (At)�1 = A�t gilt. Nun ist Tt := TAt o�ensi
htli
h eine �Aquivalenztransformationvon ?1 na
h ?2 und f�ur alle t 2 R gilt CTtC = CTCCAtC = TAA�t = TA1�t = T1�t. Darum erf�ulltT := T1=2 die Glei
hungen T (f ?1 g) = (T f) ?2 (T g) und CT C = T , also (2.94) und die Proposition istbewiesen. �Bemerkung 2.4.10 Die Aussage �uber die Existenz einer reellen �Aquivalenztransformation zwi-s
hen zwei �aquivalenten Hermites
hen Sternprodukten hat eine weitrei
hende Konsequenz f�ur dieGNS-Darstellungen, die man f�ur diese Sternprodukte konstruieren kann. Es gilt n�amli
h, da� einereelle �Aquivalenztransformation eine unit�are Abbildung zwis
hen den aus der GNS-Konstruktionerhaltenen GNS-Hilbert-R�aumen induziert, die eine Beziehung zwis
hen den entspre
henden GNS-Darstellungen herstellt (vgl. [19, Prop. 5.1℄).Wir wenden uns nun der Betra
htung von isomorphen Hermites
hen Sternprodukten auf (M;!)zu. Hierzu ben�otigen wir zun�a
hst eine einfa
he Aussage �uber die m�ogli
he Gestalt eines C [[�℄℄-linearen Isomorphismus zwis
hen zwei Sternprodukten ? und ?0, die au
h eine Aussage �uber denZusammenhang deren 
harakteristis
her Klassen zur Folge hat.



84 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGLemma 2.4.11 Ein C [[�℄℄-linearer Isomorphismus I : (C1(M)[[�℄℄; ?) ! (C1(M)[[�℄℄; ?0) zwi-s
hen zwei Sternprodukten ? und ?0 auf (M;!) ist von der GestaltI = ��T; (2.95)wobei � :M !M ein Symplektomorphismus und T eine formale Reihe von Di�erentialoperatoren,die mit id beginnt, ist. Insbesondere gilt dann f�ur die 
harakteristis
hen Klassen 
(?) und 
(?0) dieGlei
hung 
(?) = 
((��1)�?0) = (��1)�
(?0): (2.96)Beweis: Als C [[�℄℄-lineare Abbildung ist I von der Form I = P1i=0 �iIi mit C -linearen Abbildung Ii :C1(M ) ! C1(M ). Wie im Beweis von Lemma 2.4.4 erh�alt man dur
h Betra
htung der nullten Ordnungin � der Glei
hung I(f ? g) = (If) ?0 (Ig) f�ur f; g 2 C1(M ), da� I0 ein Homomorphismus des punktweisenProduktes, also der Pull-ba
k mit einem Di�eomorphismus � : M ! M , ist. Die Betra
htung des antisym-metris
hen Anteils derselben Glei
hung in erster Ordnung in � liefert dann wieder, da� ��! = ! gelten mu�,� also ein Symplektomorphismus ist. Nun ist T := (��1)�I = id+P1i=1 �iTi und es giltT (f ? g) = (��1)�((If) ?0 (Ig)) = (��1)�((��Tf) ?0 (��Tg)) = (Tf)((��1)�?0)(Tg);also ist T eine �Aquivalenztransformation von ? na
h (��1)�?0 und somit eine formale Reihe von Di�e-rentialoperatoren, die mit id beginnt, da wir auss
hlie�li
h di�erentielle Sternprodukte betra
hten. Hier-mit ist aber die Aussage �uber die Gestalt von I bewiesen und mit Satz 2.2.19 iii,) erhalten wir zudem
(?) = 
((��1)�?0) = (��1)�
(?0), womit das Lemma bewiesen ist. �Na
h dieser allgemeinen Vorbereitung betra
hten wir nun isomorphe Hermites
he Sternproduk-te.Lemma 2.4.12 Seien ?1 und ?2 zwei isomorphe Hermites
he Sternprodukte f�ur (M;!), dann sinddie formalen �-Sternprodukt-Algebren (C1(M)[[�℄℄; ?1;C) und (C1(M)[[�℄℄; ?2;C) isomorph im Sin-ne der De�nition 2.4.3 iii.), d.h. es existiert ein Isomorphismus I mit I(f ?1 g) = (If) ?2 (Ig) f�uralle f; g 2 C1(M)[[�℄℄, der I�1CI = C erf�ullt, also ist I ein reeller Isomorphismus.Beweis: Sei I = ��T ein Isomorphismus von ?1 und ?2, der na
h Voraussetzung existiert, dann betra
htenwir das Sternprodukt (��1)�?2, wel
hes wegen dieser Voraussetzung und (2.96) �aquivalent zu ?1 ist undzudem wegen C�� = ��C ebenfalls ein Hermites
hes Sternprodukt ist. Na
h Proposition 2.4.9 existiertdann eine �Aquivalenztransformation T von ?1 na
h (��1)�?2, die T �1CT = C erf�ullt. Damit erh�alt manaber dur
h I := ��T einen Isomorphismus von ?1 na
h ?2, der o�ensi
htli
h I�1CI = C erf�ullt und dieBehauptung ist bewiesen. �Somit sind also isomorphe als au
h �aquivalente Hermites
he Sternprodukt-Algebren immer au
hals formale �-Sternprodukt-Algebren isomorph bzw. �aquivalent.2.4.2.2 Sternprodukte mit geometris
her �-StrukturWir fahren nun mit der Untersu
hung von Sternprodukten mit �-Strukturen fort, indem wir na
hdem Fall der �-Struktur C den n�a
hst komplizierteren Fall einer �-Struktur betra
hten. UnsereVorgehensweise ist dabei analog zu der im vorangehenden Abs
hnitt.De�nition 2.4.13 Ein Sternprodukt ? f�ur (M;!) hei�t Sternprodukt mit geometris
her �-Struktur,falls (C1(M)[[�℄℄; ?;C��) eine formale �-Sternprodukt-Algebra mit �-Involution C�� ist, d.h. es giltf?C,��g = f?oppg 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄: (2.97)Na
h Lemma 2.4.4 ist hierbei � :M !M ein Symplektomorphismus von (M;!) mit � Æ� = idM .
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harakteristis
he Klasse 
(?) eines Sternproduktes ? f�ur (M;!) mit geometri-s
her �-Struktur und �-Involution C�� erf�ulltC��
(?) = ��C
(?) = (��1)�C
(?) = �
(?): (2.98)Beweis: Na
h Glei
hung (2.97) gilt f�ur ein Sternprodukt mit geometris
her �-Struktur C�� o�ensi
htli
h
(?C,��) = 
(?opp). Da aber na
h Proposition 2.4.2 
(?C,��) = (��1)�C
(?) und 
(?opp) = �
(?) gilt, folgthieraus mit C�� = ��C die Behauptung, da wegen � Æ� = idM zudem ��1 = � gilt. �Wie f�ur den Fall Hermites
her Sternprodukte erhalten wir also, da� es im allgemeinen �Aqui-valenzklassen von Sternprodukten gibt, die keinen Repr�asentanten besitzen, der ein Sternpro-dukt mit der geometris
hen �-Struktur C�� ist. Umgekehrt zeigen wir in der folgenden Propo-sition, da� man f�ur alle Symplektomorphismen � von (M;!) mit � Æ � = idM und jede Klasse
 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄, die die Glei
hung C��
 = �
 erf�ullt, Sternprodukte (wiederum sogarFedosov-Sternprodukte) �nden kann, f�ur die C�� eine �-Involution ist und deren 
harakteristis
heKlasse dur
h 
 gegeben ist.Proposition 2.4.15 F�ur alle Symplektomorphismen � von (M;!) mit � Æ � = idM und alle
 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄ mit C��
 = �
 gibt es Fedosov-Sternprodukte �F f�ur (M;!) mit
(�F) = 
 und C��(f�Fg) = (C��g)�F(C��f) 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄:Beweis: Zum Beweis dieser Proposition rei
ht es ni
ht, wie es f�ur die �-Involution C der Fall war, nur dieEingangsdaten s und 
 der Fedosov-Konstruktion geeignet anzupassen, sondern au
h der symplektis
he,torsionsfreie Zusammenhang mu� der Situation angepa�t werden. Wir zeigen dazu das folgende:Sublemma 2.4.16 F�ur alle Symplektomorphismen � von (M;!) und alle a; b 2 W
�(M ) gilt��(aÆFb) = (��a)ÆF(��b):Sei er die wie in (1.39) mit einem beliebigen symplektis
hen, torsionsfreien Zusammenhang er de�nierteAbbildung und � erf�ulle zus�atzli
h � Æ� = idM . F�urr := 12(er+�� er��)gilt dann ��r = r��und f�ur R 2 W
�2(M ) mit r2 = � 1� adÆF(R) gilt��R = R:Diese De�nition von r entspri
ht der Wahl des symplektis
hen, torsionsfreien Zusammenhangs, den manaus er erh�alt, indem man rXY := 12 (erXY + er�XY ) f�ur X;Y 2 �1(TM ) de�niert, wobei er� den mit �zur�u
kgeholten Zusammenhang bezei
hnet.Beweis: Die Aussage, da� �� f�ur alle Symplektomorphismen � ein Automorphismus von ÆF ist, folgt un-mittelbar aus der Gestalt von ÆF, die den Poisson-Tensor zu ! beinhaltet, der aber mit ! au
h unter �invariant ist. Um die Aussagen �uber r und R zu beweisen, gibt es zwei M�ogli
hkeiten. Einerseits kann mandirekt zeigen, da� es si
h bei dem dur
h rXY := 12(erXY + er�XY ) f�ur X;Y 2 �1(TM ) de�nierten Zusam-menhang um einen symplektis
hen, torsionsfreien, �-invarianten Zusammenhang handelt, so da� au
h seinKr�ummungstensor �-invariant ist, womit dann alle Aussagen des Lemmas o�ensi
htli
h w�aren. Wir wolleneinen etwas anderen Weg bes
hreiten. Da� die oben de�nierte Abbildung r mit der aus dem Zusammen-hang, der dur
h rXY := 12 (erXY + er�XY ) f�ur X;Y 2 �1(TM ) de�niert ist, erhaltenen �ubereinstimmt,ist eine direkte Folge der De�nition des l�angs � zur�u
kgeholten Zusammenhangs. Da wegen [Æ;��℄ = 0 und
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htli
h au
h [Æ;r℄ = 0 gilt, ist dieser Zusammenhang torsionsfrei. Zudem weist mandirekt na
h, da� r eine ÆF-Superderivation vom antisymmetris
hen Grad 1 ist, da dies f�ur er gilt und �� einAutomorphismus von ÆF ist. Hieraus folgt aber, da� der Zusammenhang r symplektis
h ist. Weiter gilt f�urdie oben de�nierte Abbildung r o�ensi
htli
h r = ��r�� und dur
h Quadrieren dieser Glei
hung erh�altman wiederum weil �� ein Automorphismus von ÆF ist ��R = R und das Lemma ist bewiesen. 5Aus der ersten Aussage des Sublemmas erhalten wir, da� f�ur alle a; b 2 W
�(M ) mit dega a = jaja unddega b = jbjb die Glei
hung C��(aÆFb) = (�1)jajjbj(C��b)ÆF(C��a) erf�ullt ist. Weiter s
hreiben wir 
 als 
 =[!℄� + 
� 0, wobei wegen C��
 = �
 o�ensi
htli
h C��
� 0 = �
� 0 gilt. Sei R(
� 0) nun ein Repr�asentant derKlasse 
� 0, dann de�nieren wir 
 := �2 (R(
� 0)�C��R(
� 0)). Wegen C� = �� und C��C�� = id gilt danno�ensi
htli
h C��
 = 
. Zudem erh�alt man 1� [
℄ = 12 ([R(
� 0)℄�C��[R(
� 0)℄) = 12 (
� 0�C��
� 0) = 
� 0.Dar�uberhinaus sei u 2 W3(M ) mit �(u) = 0 und wir de�nieren s := 12 (u + C��u), so da� C��s = s gilt.Mit den so de�nierten Daten 
 und s und der im obigen Sublemma de�nierten Abbildung r f�uhren wir dieFedosov-Konstruktion dur
h. Mit den f�ur rF geltenden Glei
hungen zeigt man dann lei
ht, da� f�ur C��rFdie Glei
hungen Æ�1C��rF = s und ÆC��rF = rC��rF� 1� (C��rF)ÆF(C��rF)+R+1

 gelten, wobei wir��R = R und [��;r℄ = [��; Æ℄ = 0 benutzt haben. Wegen der Eindeutigkeit der L�osung dieser Glei
hungen,die mit denen f�ur rF �ubereinstimmen folgt C��rF = rF. Mit einem sol
hen Element rF kommutiert dieFedosov-Derivation DF o�ensi
htli
h mit C�� und wir erhalten C���F(f) = �F(C��f), da � ebenfalls mitC�� vertaus
ht. Mit einer kurzen zum Beweis von Proposition 2.4.8 analogen Re
hnung weist man hiermitna
h, da� f�ur das so konstruierte Sternprodukt �F die Glei
hungC��(f�Fg) = (C��g)�F(C��f)erf�ullt ist. Na
h Satz 2.3.18 gilt mit der oben f�ur 1� [
℄ gezeigten Identit�at f�ur dieses Sternprodukt 
(�F) = 
und die Proposition ist bewiesen. �Die Aussage dieser Proposition si
hert also, da� f�ur alle m�ogli
hen (potentiellen) geometri-s
hen �-Involutionen der Gestalt C�� au
h tats�a
hli
h Sternprodukte existieren, so da� C�� als�-Involution dieser Sternprodukte realisiert ist. Au
h diesen Abs
hnitt wollen wir mit der Be-tra
htung von �Aquivalenztransformationen zwis
hen Sternprodukten mit geometris
her �-Strukturabs
hlie�en.Proposition 2.4.17 Seien ?1 und ?2 zwei Sternprodukte f�ur (M;!) mit geometris
her �-Strukturmit 
(?1) = 
(?2), dann sind die formalen �-Sternprodukt-Algebren (C1(M)[[�℄℄; ?1;C��) und(C1(M)[[�℄℄; ?2;C��) �aquivalent im Sinne der De�nition 2.4.3 ii.), d.h. es existiert eine �Aqui-valenztransformation T mit T (f ?1 g) = (T f) ?2 (T g), dieT �1C��T = C�� (2.99)erf�ullt.Beweis: Da na
h Voraussetzung 
(?1) = 
(?2) gilt, existiert eine �Aquivalenztransformation T von ?1 na
h ?2.O�ensi
htli
h ist dann aber au
h C��TC�� eine �Aquivalenztransformation von ?1 na
h ?2. Also gibt es einenAutomorphismus A von ?1, der mit id beginnt, so da� C��TC�� = TA. Konjugiert man diese Glei
hungmit C��, so �ndet man wegen (C��)2 = id die Glei
hung T = C��TC��C��AC�� = TAC��AC��, alsoAC��AC�� = id. Da A ein Automorphismus von ?1 ist, der mit id beginnt, gilt A = exp(�D), wobei Deine Derivation von ?1 ist. Wir erhalten also id = exp(�D)C�� exp(�D)C�� = exp(�D) exp(��C��DC��),d.h. D = C��DC��. F�ur t 2 R betra
hten wir nun den Automorphismus At := exp(t�D) von ?1, derC��AtC�� = A�t erf�ullt. Weiter betra
hten wir Tt := TAt, wodur
h o�ensi
htli
h f�ur alle t 2 R eine�Aquivalenztransformation von ?1 na
h ?2 gegeben ist. F�ur alle t 2 R gilt dann C��TtC�� = TA1�t = T1�tund T := T1=2 gen�ugt den Anforderungen an die gesu
hte �Aquivalenztransformation. �Bemerkung 2.4.18 In den Beweis der obigen Proposition geht wesentli
h ein, da� der Symplekto-morphismus, der die geometris
he �-Involution f�ur ?1 festlegt, mit dem entspre
henden Symplekto-morphismus f�ur ?2 �ubereinstimmt. Unter gewissen zus�atzli
hen Annahmen an die 
harakteristis
he
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(?1) und an die vers
hiedenen Symplektomorphismen �1 und �2 ist es zwar m�ogli
h, da� eszwei �aquivalente Sternprodukte mit vers
hiedenen geometris
hen �-Strukturen gibt, aber der obigeBeweis l�a�t si
h ni
ht auf diese Situation verallgemeinern, um zu zeigen, da� diese �-Sternprodukt-Algebren �aquivalent im Sinne der De�nition 2.4.3 ii.) sind. Wie oben erh�alt man dann zwar, da�C��2TC��1 ein Isomorphismus von ?1 na
h ?2 ist, aber dieser beginnt ni
ht mit der Identit�at son-dern mit ��2��1, ist also keine �Aquivalenztransformation von ?1 na
h ?2. Es gilt zwar immer no
hC��2TC��1 = TA, mit einem Automorphismus von ?1, aber A beginnt ni
ht mit id sondern mit ��2��1und somit s
heitert die weitere oben verwendete Argumentation, da A1=2 ni
ht sinnvoll de�niertwerden kann.Die in der Bemerkung 2.4.18 gema
hte Beoba
htung f�uhrt mit Proposition 2.4.17 zu folgenderFolgerung.Folgerung 2.4.19 Seien ?1 und ?2 zwei Sternprodukte f�ur (M;!) mit geometris
her �-Strukturmit 
(?1) = 
(?2), dann sind die formalen �-Sternprodukt-Algebren (C1(M)[[�℄℄; ?1;C��1) und(C1(M)[[�℄℄; ?2;C��2) �aquivalent im Sinne der De�nition 2.4.3 ii.) genau dann, wenn�1 = �2;also wenn die geometris
hen �-Involutionen �ubereinstimmen.Beweis:Na
h Proposition 2.4.17 sind zwei Sternprodukte mit �ubereinstimmender geometris
her �-Involution�aquivalent imSinne der De�nition 2.4.3 ii.). Umgekehrt folgt aus der Existenz einer �AquivalenztransformationT von ?1 na
h ?2 mit T �1C��2T = C��1, indem man die nullte Ordnung in � dieser Glei
hung betra
htet��2 = ��1, womit die Behauptung bewiesen ist. �Insbesondere erhalten wir aus dieser Folgerung au
h, da� ein Sternprodukt mit geometris
her�-Struktur C��, wobei � 6= idM , nie �aquivalent zu einem Hermites
hen Sternprodukt im Sinneder De�nition 2.4.3 ii.) sein kann, au
h wenn diese als Sternprodukte �aquivalent sind, was m�ogli
hist, sofern die Klasse des Hermites
hen Sternproduktes unter � invariant ist. F�ur geometris
he �-Strukturen ist also der �Aquivalenzbegri� als �-Algebra etwas feiner als der Begri� der �Aquivalenzals Sternprodukt, was wir folgenderma�en zusammenfassen:Korollar 2.4.20 Die Menge der �Aquivalenzklassen bez�ugli
h �Aquivalenz von geometris
hen �-Strukturen f�ur Sternprodukte auf einer symplektis
hen Mannigfaltigkeit (M;!) ist in Bijektion zurMenge der Symplektomorphismen � :M !M mit � Æ � = idM .Auf einer symplektis
hen Mannigfaltigkeit (M;!) gibt es also genausoviele in�aquivalente geo-metris
he �-Strukturen, wie es Symplektomorphismen � :M !M mit � Æ� = idM gibt.Zwar kann man f�ur Sternprodukt-Algebren mit geometris
her �-Struktur C� mit � 6= idM , dieisomorph als C [[�℄℄-Algebren sind, die Frage, ob diese au
h als formale �-Sternprodukt-Algebrenisomorph sind, stellen, jedo
h kann diese Frage ohne zus�atzli
he Voraussetzungen an den Sym-plektomorphismus �, der in dem Isomorphismus dieser Sternprodukte ers
heint, sogar wenn diegeometris
hen �-Strukturen �ubereinstimmen, im allgemeinen ni
ht positiv beantwortet werden. Daderartige Sternprodukt-Algebren mit geometris
her �-Struktur aber von untergeordnetem Interessesind, da es si
h hierbei ni
ht um �-Strukturen mit korrektem klassis
hen Limes handelt, wollen wirauf eine weitere detaillierte Analyse dieser Fragestellung verzi
hten.



88 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNG2.4.2.3 Sternprodukte mit formaler �-StrukturEng verwandt mit den Hermites
hen Sternprodukten sind die Sternprodukte mit formaler �-Struk-tur, denen wir uns in diesem Abs
hnitt widmen.De�nition 2.4.21 Ein Sternprodukt ? f�ur (M;!) hei�t Sternprodukt mit formaler Sternstruktur,falls (C1(M); ?;CL) eine formale �-Sternprodukt-Algebra mit �-Involution CL ist, d.h. es giltf?C,Lg = f?oppg 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄: (2.100)Na
h Lemma 2.4.4 ist hierbei L eine formale Reihe von Di�erentialoperatoren, die mit id beginntund L�1 = CLC erf�ullt.Das folgende Lemma zeigt, da� die Sternprodukte mit formaler �-Struktur in sehr enger Bezie-hung zu den Hermites
hen Sternprodukten stehen.Lemma 2.4.22 Die 
harakteristis
he Klasse 
(?) eines Sternproduktes ? f�ur (M;!) mit formaler�-Struktur und �-Involution CL erf�ullt C
(?) = �
(?): (2.101)Beweis: Na
h Glei
hung (2.100) gilt f�ur ein Sternprodukt mit formaler �-Struktur CL o�ensi
htli
h 
(?C,L) =
(?opp). Na
h Proposition 2.4.2 gilt 
(?C,L) = C
(?) und 
(?opp) = �
(?) woraus wir die Behauptung erhalten.�Die in (2.101) gefundene Bedingung an die 
harakteristis
he Klasse eines Sternproduktes mitformaler �-Struktur stimmt mit der Bedingung an die 
harakteristis
he Klasse eines Hermites
henSternproduktes �uberein. Da wir aber in Proposition 2.4.8 na
hgewiesen haben, da� f�ur jede Klasse
 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄, die dieser Bedingung gen�ugt, au
h ein Hermites
hes Sternprodukt mitebendieser Klasse als 
harakteristis
he Klasse existiert, gibt es zu jedem Sternprodukt mit formaler�-Struktur (sofern ein sol
hes zu vorgegebenem L 6= id existiert) ein �aquivalentes Hermites
hesSternprodukt. Um also f�ur alle (potentiellen) formalen �-Involutionen der Gestalt CL die Existenzeines Sternproduktes na
hzuweisen, f�ur wel
hes CL als �-Involution realisiert ist, gehen wir voneinem Hermites
hen Sternprodukt aus und geben mit einer von L abh�angigen �Aquivalenztransfor-mation ein Sternprodukt an, das die gew�uns
hte Eigens
haft besitzt.Proposition 2.4.23 F�ur alle formalen Reihen mit Werten in den Di�erentialoperatoren L, diemit id beginnen und CLC = L�1 erf�ullen und alle 
 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄ mit C
 = �
 gibt es einSternprodukt ? f�ur (M;!) mit
(?) = 
 und CL(f ? g) = (CLg) ? (CLf) 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄:Dar�uberhinaus ist (C1(M)[[�℄℄; ?;CL) �aquivalent zu (C1(M)[[�℄℄; ?0;C) im Sinne der De�nition2.4.3 ii.), wobei ?0 ein Hermites
hes Sternprodukt mit 
(?0) = 
 ist. Die �AquivalenztransformationT mit T (f ?0 g) = (T f) ? (T g) und T �1CLT = C ist hierbei dur
h T = L�1=2 := exp(�12 ln(L))de�niert.Beweis: Na
h Proposition 2.4.8 existiert f�ur alle 
 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄ mit C
 = �
 ein Hermites
hesSternprodukt ?0 mit 
(?0) = 
. Von einem sol
hen Sternprodukt ausgehend, su
hen wir nun na
h einerformalen Reihe von Di�erentialoperatoren T , die mit id beginnt und L = CT CT �1 erf�ullt. Also su
hen wirna
h einem T mit T �1 = CT C und T �12 = L. Wir de�nieren nun T := exp(�12 ln(L)) und weisen hierf�urdie gew�uns
hten Eigens
haften na
h. Zun�a
hst ist na
hzuweisen, da� T wohlde�niert ist. Da L mit id beginnt



SPEZIELLE STERNPRODUKTE, IHRE KLASSEN UND �AQUIVALENZEN 89ist ln(L) wohlde�niert und beginnt in erster Ordnung in �, somit ist aber au
h exp(�12 ln(L)) wohlde�niertund beginnt mit id. O�ensi
htli
h ist T �1 = exp(12 ln(L)), so da� T �12 = exp(ln(L)) = L folgt. Weiter giltwegen CLC = L�1CT C = exp��12C ln(L)C� = exp��12 ln(CLC)� = exp��12 ln(L�1)� :Da aber L trivialerweise mit L�1 kommutiert folgt 0 = ln(LL�1) = ln(L) + ln(L�1) und mit dem bereitsgezeigten erhalten wir CT C = T �1. Wir de�nieren nun f ? g := T ((T �1f) ?0 (T �1g)), so da� o�ensi
htli
h
(?) = 
(?0) = 
 gilt. Wie wir bereits gezeigt haben gilt f�ur T die Glei
hung T �1CLT = C. Da aber ?0 einHermites
hes Sternprodukt ist, erh�alt man hiermit und mit der De�nition von ? unmittelbar CL(f ? g) =(CLg) ? (CLf)8f; g 2 C1(M )[[�℄℄, womit die Proposition bewiesen ist. �Indem wir bea
hten, da� wir die Argumentation aus dem Beweis der vorangehenden Propo-sition umkehren k�onnen, um aus einem Sternprodukt mit formaler �-Struktur ein Hermites
hesSternprodukt zu erhalten und die Aussage von Proposition 2.4.9 verwenden, erhalten wir die fol-gende Folgerung.Folgerung 2.4.24 i.) Sei ? ein Sternprodukt f�ur (M;!)mit formaler �-Involution CL und sei ?00ein Hermites
hes Sternprodukt f�ur (M;!), so da� 
(?) = 
(?00), dann sind (C1(M)[[�℄℄; ?;CL)und (C1(M)[[�℄℄; ?00;C) �aquivalente formale �-Sternprodukt-Algebren.ii.) Seien ?1 und ?2 zwei Sternprodukte mit formaler �-Struktur f�ur (M;!)mit 
(?1) = 
(?2), dannsind (C1(M)[[�℄℄; ?1;CL1) und (C1(M)[[�℄℄; ?2;CL2) �aquivalent im Sinne der De�nition 2.4.3ii.).Beweis: F�ur den Beweis von i.) kehren wir die Argumentation des Beweises von Proposition 2.4.23 um, undde�nieren mit T = exp(�12 ln(L)) ein Hermites
hes Sternprodukt ?0 dur
h f ?0g := T �1((T f))?(T g), wel
heswegen der Eigens
haften von T �aquivalent zu ? im Sinne von 2.4.3 ii.) ist. Weiter ist si
her 
(?0) = 
(?00) undna
h Proposition 2.4.9 existiert eine �Aquivalenztransformation T 0 von ?00 na
h ?0 mit T 0�1CT 0 = C, so da�T 00 := T T 0 eine �Aquivalenztransformation von ?00 na
h ? liefert, die T 00�1CLT 00 = C erf�ullt, womit der ersteTeil der Folgerung bewiesen ist. F�ur den Beweis von ii.) bea
hten wir zun�a
hst, da� wegen Proposition 2.4.8und Glei
hung (2.101) zu jedem Sternprodukt ? mit formaler �-Struktur ein Hermites
hes Sternprodukt ?00mit 
(?) = 
(?00) existiert, so da� also die Voraussetzungen von i.) erf�ullt sind. Also �ndet man na
h i.) zu?1 ein Hermites
hes im Sinne der De�nition 2.4.3 ii.) �aquivalentes Hermites
hes Sternprodukt ?00. Wiederumwegen i.) und 
(?1) = 
(?2) ist au
h ?2 in diesem Sinn �aquivalent zu ?00 und es folgt die Behauptung. �Ern�u
hternderweise ist also der �Aquivalenzbegri� f�ur Sternprodukte mit formaler �-Struktur,wie wir ihn eingef�uhrt haben, ni
ht feiner als der �ubli
he Begri� der �Aquivalenz als Sternprodukte.Andererseits bedeutet dies aber au
h, da� es f�ur das Studium von Sternprodukten mit formaler�-Struktur, gen�ugt Hermites
he Sternprodukte zu studieren, da diese na
h Aussage i.) der voran-gehenden Folgerung �aquivalent als formale �-Sternprodukt-Algebren sind, sofern deren 
harakte-ristis
he Klassen �ubereinstimmen, sie also als Sternprodukte �aquivalent sind. Da wir f�ur formale�-Sternprodukt-Algebren mit korrektem klassis
hen Limes denselben �Aquivalenzbegri� wie in 2.4.3ii.) verwenden, gibt es modulo �Aquivalenz, wie aus Folgerung 2.4.24 folgt, genau eine �-Involutionn�amli
h die komplexe Konjugation und das Studium von formalen �-Sternprodukt-Algebren mitkorrektem klassis
hen Limes reduziert si
h auf das Studium von Hermites
hen Sternprodukten.Zusammengefa�t bedeutet das:Korollar 2.4.25 Auf einer symplektis
hen Mannigfaltigkeit (M;!) gibt es bez�ugli
h �Aquivalenzgenau eine �Aquivalenzklasse von �-Strukturen mit korrektem klassis
hen Limes f�ur Sternprodukte,n�amli
h diejenige, die dur
h die �-Involution C repr�asentiert wird.
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htung ist nat�urli
h der Grund daf�ur, da� wir uns in weiteren konkreten Beispie-len (vgl. Proposition 3.5.19) insbesondere f�ur die Konstruktion von Hermites
hen Sternprodukteninteressieren werden.Zum Abs
hlu� dieses Abs
hnittes wollen wir no
h isomorphe Sternprodukte mit formaler �-Struktur betra
hten und zeigen, da� au
h hier die Isomorphie als C [[�℄℄-Algebra die Isomorphie alsformale �-Sternprodukt-Algebra impliziert.Lemma 2.4.26 i.) Sei ? ein Sternprodukt f�ur (M;!) mit formaler �-Struktur CL und sei ?00ein Hermites
hes Sternprodukt f�ur (M;!), so da� ein C [[�℄℄-linearer Isomorphismus I von ?na
h ?00 existiert, dann sind (C1(M)[[�℄℄; ?;CL) und (C1(M)[[�℄℄; ?00;C) isomorphe formale�-Sternprodukt-Algebren.ii.) Seien ?1 und ?2 zwei Sternprodukte mit formaler �-Struktur f�ur (M;!), so da� ein C [[�℄℄-linearer Isomorphismus I von ?1 na
h ?2 existiert, dann sind (C1(M)[[�℄℄; ?1;CL1) und(C1(M)[[�℄℄; ?2;CL2) isomorph im Sinne der De�nition 2.4.3 iii.).Beweis: Sei I = ��T ein C [[�℄℄-linearer Isomorphismus von ? na
h ?00, dann betra
hten wir das Sternpro-dukt (��1)�?00, wel
hes Hermites
h ist und wegen 
(?) = 
((��1)�?00) �aquivalent zu ? ist. Na
h Folgerung2.4.24 i.) sind (C1(M )[[�℄℄; ?;CL) und (C1(M )[[�℄℄; (��1)�?00;C) �aquivalent im Sinne der De�nition 2.4.3ii.), also existiert eine �Aquivalenztransformation T von ? na
h (��1)�?00, die T �1CT = CL erf�ullt. Hiermitist dann aber I := ��T ein Isomorphismus von ? na
h ?00, der I�1CI = CL erf�ullt und i.) ist bewiesen.Wegen C
(?1) = �
(?1) und C
(?2) = �
(?2) existieren zu ?1 und ?2 na
h Folgerung 2.4.24 i.) �aquivalenteHermites
he Sternprodukte ?001 und ?002 , derart da� die �Aquivalenztransformationen T1 und T2 von ?1 na
h?001 und ?2 na
h ?002 die Glei
hungen T1�1CT1 = CL1 und T2�1CT2 = CL2 erf�ullen. Demzufolge sind ?001 und ?002isomorphe Sternprodukte, da na
h Voraussetzung ?1 und ?2 isomorph sind. Wegen Lemma 2.4.12 existiertdann aber ein Isomorphismus I00 von ?001 na
h ?002 mit I00�1CI00 = C, mit dem wir einen Isomorphismus Ivon ?1 na
h ?2 dur
h die De�nition I := T2�1I00T1 erhalten. F�ur diesen weist man aber unter Verwendungder Eigens
haften von I00, T1 und T2 direkt na
h, da� I�1CL2I = CL1 gilt, womit Aussage ii.) bewiesen ist.�Es zeigt si
h also, da� au
h der Isomorphiebegri� f�ur formale �-Sternprodukt-Algebren mitformaler �-Struktur ni
ht feiner ist als der Begri� der Isomorphie als C [[�℄℄-Algebra. Also gibtes au
h modulo Isomorphie genau eine �-Struktur mit korrektem klassis
hen Limes n�amli
h diekomplexe Konjugation. Zusammengefa�t bedeutet das:Korollar 2.4.27 Auf einer symplektis
hen Mannigfaltigkeit (M;!) gibt es bez�ugli
h Isomorphiegenau eine �Aquivalenzklasse von �-Strukturen mit korrektem klassis
hen Limes f�ur Sternprodukte,n�amli
h diejenige, die dur
h die �-Involution C repr�asentiert wird.2.4.2.4 Sternprodukte mit allgemeiner �-StrukturNa
h den Untersu
hungen der vorangehenden Abs
hnitte ist es nun ein lei
htes die bisherigenErgebnisse einzusetzen, um Sternprodukte mit allgemeiner �-Struktur zu studieren.Lemma 2.4.28 Die 
harakteristis
he Klasse 
(?) eines Sternproduktes ? f�ur (M;!) mit allgemei-ner �-Struktur und �-Involution S = C��L erf�ulltC��
(?) = �
(?): (2.102)Beweis: Wegen S(g ? f) = (Sf) ? (Sg) gilt f?oppg = S�1((Sf) ? (Sg)) = f?C,��,Lg, also 
(?opp) = 
(?C,��,L).Na
h Proposition 2.4.2 folgt hieraus aber mit 
(?opp) = �
(?) und 
(?C,��,L) = (��1)�C
(?) die Behauptung,wenn wir no
h ��1 = � verwenden. �
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harakteristis
he Klasse eines Sternproduktes mitallgemeiner �-Struktur und �-Involution C��L stimmt mit der Bedingung an die 
harakteristis
heKlasse eines Sternproduktes mit geometris
her �-Struktur und Involution C�� �uberein. Da wir aberin Proposition 2.4.15 na
hgewiesen haben, da� f�ur alle Symplektomorphismen � von (M;!) mit� Æ � = idM und jede Klasse 
 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄, die dieser Bedingung gen�ugt, au
h einSternprodukt mit dieser geometris
hen �-Struktur C�� mit ebendieser Klasse als 
harakteristis
heKlasse existiert, gibt es zu jedem Sternprodukt mit allgemeiner �-Struktur (sofern ein sol
hes zuvorgegebenem L 6= id existiert) ein �aquivalentes Sternprodukt mit geometris
her �-Struktur. Umalso f�ur alle (potentiellen) �-Involutionen der Gestalt C��L die Existenz eines Sternproduktes na
h-zuweisen, f�ur wel
hes C��L als �-Involution realisiert ist, gehen wir von einem Sternprodukt mitgeometris
her �-Involution C�� aus und geben mit einer von L abh�angigen �Aquivalenztransforma-tion ein Sternprodukt an, das die gew�uns
hte Eigens
haft besitzt.Proposition 2.4.29 F�ur alle formalen Reihen mit Werten in den Di�erentialoperatoren L, diemit id beginnen und C��LC�� = L�1 erf�ullen und alle Symplektomorphismen � von (M;!) mit� Æ� = idM und alle 
 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄ mit C��
 = �
 gibt es ein Sternprodukt ? f�ur (M;!)mit 
(?) = 
 und S(f ? g) = (Sg) ? (Sf) 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄;wobei S = C��L. Dar�uberhinaus ist (C1(M)[[�℄℄; ?;S) �aquivalent zu (C1(M)[[�℄℄; ?0;C��) im Sinneder De�nition 2.4.3 ii.), wobei ?0 ein Sternprodukt mit geometris
her �-Struktur mit 
(?0) = 
 ist.Die �Aquivalenztransformation T mit T (f ?0 g) = (T f) ? (T g) und T �1ST = C�� ist hierbei dur
hT = L�1=2 := exp(�12 ln(L)) de�niert.Beweis: Na
h Proposition 2.4.15 existiert f�ur alle Symplektomorphismen � von (M;!) mit � Æ � = idMund f�ur alle 
 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄ mit C��
 = �
 ein Sternprodukt ?0 mit �-Involution C�� und mit
(?0) = 
. Von einem sol
hen Sternprodukt ausgehend, su
hen wir nun na
h einer formalen Reihe vonDi�erentialoperatoren T , die mit id beginnt und L = C��T C��T �1 erf�ullt. Also su
hen wir na
h einemT mit T �1 = C��T C�� und T �12 = L. Wir de�nieren nun T := exp(�12 ln(L)) und weisen hierf�ur diegew�uns
hten Eigens
haften na
h. Wie im Beweis von 2.4.23 folgt die Wohlde�niertheit von T und T �12 = L.Weiter gilt wegen C��LC�� = L�1C��T C�� = exp��12C�� ln(L)C��� = exp��12 ln(C��LC��)� = exp��12 ln(L�1)� = T �1;da ln(L�1) = � ln(L). Wir de�nieren nun f ? g := T ((T �1f) ?0 (T �1g)), so da� o�ensi
htli
h 
(?) =
(?0) = 
 gilt. Wie wir bereits gezeigt haben gilt f�ur T die Glei
hung T �1C��LT = C��. Da aber ?0ein Sternprodukt mit geometris
her �-Involution C�� ist, erh�alt man hiermit und mit der De�nition von ?unmittelbar S(f ? g) = (Sg) ? (Sf)8f; g 2 C1(M )[[�℄℄, womit die Proposition bewiesen ist. �Indem wir bea
hten, da� wir die Argumentation aus dem Beweis der vorangehenden Propositionumkehren k�onnen, um aus einem Sternprodukt mit allgemeiner �-Involution C��L ein Sternproduktmit geometris
her �-Involution C�� zu erhalten und die Aussage von Proposition 2.4.17 verwenden,erhalten wir die folgende Folgerung.Folgerung 2.4.30 i.) Sei ? ein Sternprodukt f�ur (M;!) mit allgemeiner �-Involution S = C��Lund sei ?00 ein Sternprodukt mit �-Involution C�� f�ur (M;!), so da� 
(?) = 
(?00), dann sind(C1(M)[[�℄℄; ?;S) und (C1(M)[[�℄℄; ?00;C��) �aquivalente formale �-Sternprodukt-Algebren.ii.) Seien ?1 und ?2 zwei Sternprodukte mit formaler �-Struktur und �-Involutionen S1, S2 f�ur(M;!) mit 
(?1) = 
(?2), dann sind (C1(M)[[�℄℄; ?1; S1 = C��1L1) und (C1(M)[[�℄℄; ?2; S2 =C��2L2) �aquivalent im Sinne der De�nition 2.4.3 ii.) genau dann, wenn die Symplektomor-phismen �1 und �2 �ubereinstimmen.



92 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGBeweis: Zum Beweis von i.) de�nieren wir mit T = exp(�12 ln(L)) ein Sternprodukt ?0 mit �-Involution C��dur
h f ?0 g := T �1((T f))? (T g), wel
hes wegen der Eigens
haften von T �aquivalent zu ? im Sinne von 2.4.3ii.) ist. Weiter ist si
her 
(?0) = 
(?00) und na
h Proposition 2.4.15 existiert eine �AquivalenztransformationT 0 von ?00 na
h ?0 mit T 0�1C��T 0 = C��, so da� T 00 := T T 0 eine �Aquivalenztransformation von ?00 na
h? liefert, die T 00�1C��LT 00 = C�� erf�ullt, womit der erste Teil der Folgerung bewiesen ist. Zum Beweisvon ii.) seien zun�a
hst (C1(M )[[�℄℄; ?1; S1 = C��1L1) und (C1(M )[[�℄℄; ?2; S2 = C��2L2) �aquivalent im Sinnevon 2.4.3 ii.). Aus der Existenz einer �Aquivalenztransformation T von ?1 na
h ?2 mit T �1S2T = S1 folgtdur
h Betra
htung der nullten Ordnung in � sofort �1 = �2. F�ur die andere Ri
htung der Aussage von ii.)bea
hten wir zun�a
hst, da� wegen Proposition 2.4.15 und Glei
hung (2.102) zu jedem Sternprodukt ? mit�-Involution C��L ein Sternprodukt ?00 mit �-Involution C�� und 
(?) = 
(?00) existiert, so da� also dieVoraussetzungen von i.) erf�ullt sind. Also �ndet man na
h i.) zu ?1 ein im Sinne der De�nition 2.4.3 ii.)�aquivalentes Sternprodukt ?00 mit �-Involution C��. Wiederum wegen i.) und 
(?1) = 
(?2) ist au
h ?2 indiesem Sinn �aquivalent zu ?00, da na
h Voraussetzung � = �1 = �2 und es folgt die Behauptung. �Die Aussage i.) der vorangehenden Folgerung bedeutet, da� es f�ur das Studium von Sternpro-dukten mit allgemeiner �-Struktur gen�ugt, Sternprodukte mit den vers
hiedenen, also von vers
hie-denen Symplektomorphismen � herr�uhrenden, geometris
hen �-Strukturen zu untersu
hen. Alsoist der �Aquivalenzbegri�, den wir f�ur formale �-Sternprodukt-Algebren eingef�uhrt haben nur ge-ringf�ugig feiner als der �ubli
he �Aquivalenzbegri� von Sternprodukten. Auf einer symplektis
henMannigfaltigkeit (M;!) gibt es genausoviele in�aquivalente �-Strukturen, wie es Symplektomorphis-men � :M !M mit � Æ � = idM gibt.Diese Tatsa
he fassen wir zusammen als:Korollar 2.4.31 Die Menge der �Aquivalenzklassen bez�ugli
h �Aquivalenz von allgemeinen �-Struk-turen f�ur Sternprodukte auf einer symplektis
hen Mannigfaltigkeit (M;!) ist in Bijektion zur Mengeder Symplektomorphismen � :M !M mit � Æ � = idM .Hinsi
htli
h der Isomorphie formaler �-Sternprodukt-Algebren sind f�ur beliebige �-StrukturenS = C��L mit � 6= idM die Verh�altnisse �ahnli
h wie im Fall der geometris
hen �-Strukturen C��mit � 6= idM , so da� ohne weitere Voraussetzungen an die Gestalt der vermittelnden Isomor-phismen die Frage na
h der Existenz von Isomorphismen, die mit den �-Involutionen vertr�agli
hsind, im allgemeinen ni
ht positiv beantwortet werden kann, selbst wenn die Symplektomorphismenin den zu verglei
henden �-Involutionen �ubereinstimmen. Da die hier betra
hteten �-Involutionennat�urli
h f�ur � 6= idM keine Involutionen mit korrektem klassis
hen Limes sind, wollen wir au
hhier unsere Untersu
hungen ni
ht weiter vertiefen, da dieser Fall f�ur physikalis
he Fragestellungenvon untergeordnetem Interesse ist.2.4.3 Sternprodukte mit �-Parit�atIn diesem Abs
hnitt studieren wir Sternprodukte mit �-Parit�at, was unter anderem deshalb vonInteresse ist, da diese Eigens
haft eines Sternproduktes, in der fr�uhen Literatur zur Deformations-quantisierung, Bestandteil der De�nition eines Sternproduktes ist.De�nition 2.4.32 ([87, Def. 5.1 ii.)℄) Ein Sternprodukt ? f�ur (M;!) hei�t Sternprodukt mit�-Parit�at, falls der �-Parit�ats-Operator P ein Antiautomorphismus von ? ist, d.h. es giltf?Pg = f?oppg 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄: (2.103)S
hreibt man f?oppg = g ? f =P1i=0 �iCi(g; f) so sieht man wegen f?Pg =P1i=0(��)iCi(f; g),da� die Bedingung an ?, ein Sternprodukt mit �-Parit�at zu sein, �aquivalent dazu ist, da� die
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hung Ci(f; g) = (�1)iCi(g; f) f�ur alle i 2 N und alle f; g 2C1(M) erf�ullen. Diese Bedingung ist in den fr�uhen Arbeiten von S. Gutt, M. Cahen [26, 53℄,D. Arnal et. al. [4℄, M. DeWilde, P. B. A. Le
omte [32, 33℄ zur Deformationsquantisierung festerBestandteil der De�nition eines Sternproduktes. Tats�a
hli
h stellt sie aber eine Eins
hr�ankung andie 
harakteristis
he Klasse des Sternproduktes dar.Lemma 2.4.33 ([87, Lemma 5.2 ii.)℄) Die 
harakteristis
he Klasse 
(?) eines Sternproduktes ?f�ur (M;!) mit �-Parit�at erf�ullt P
(?) = �
(?): (2.104)Beweis: Na
h Glei
hung (2.103) gilt f�ur ein Sternprodukt ? mit �-Parit�at o�ensi
htli
h 
(?opp) = 
(?P). Daaber na
h Proposition 2.4.2 
(?opp) = �
(?) und 
(?P) = P
(?) gilt, folgt hieraus die Behauptung. �Anders ausgedr�u
kt bedeutet (2.104), da� 
(?) von der Form 
(?) = [!℄� +P1r=0 �2r+1
(?)2r+1ist, also nur ungerade Potenzen von � beinhaltet. In diesem Li
hte betra
htet ist die Tatsa
he, da�im von M. DeWilde und P. B. A. Le
omte in [33, Se
. 4℄ gegebenen Existenzbeweis f�ur Sternpro-dukte bei der rekursiven Konstruktion nur in den ungeraden Ordnungen in � die M�ogli
hkeit, eineges
hlossene Zweiform auf M , die die �Aquivalenzklasse des Sternproduktes festlegt, zu w�ahlen, be-steht, nat�urli
h verst�andli
h. Zudem ist somit aber au
h das urspr�ungli
he Klassi�kationsresultatin diesem Artikel, das in [34℄ seine Verfeinerung und Vervollst�andigung �ndet, nur die "H�alfte\ dertats�a
hli
hen Klassi�kation von Sternprodukten.Au
h hier ist die Konsequenz von Glei
hung (2.104), da� es �Aquivalenzklassen, n�amli
h diejeni-gen deren entspre
hende 
harakteristis
he Klasse diese Glei
hung ni
ht erf�ullt, von Sternproduktengibt, die keinen Repr�asentanten besitzen, der ein Sternprodukt mit �-Parit�at ist. F�ur alle Klassen
 2 [!℄� +H2dR(M ; C)[[�℄℄, die die Glei
hung P
 = �
 erf�ullen, k�onnen wir aber Sternprodukte mit�-Parit�at konstruieren, deren 
harakteristis
he Klasse dur
h 
 gegeben ist.Proposition 2.4.34 ([87, Prop. 5.3 i.)℄) F�ur alle 
 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄ mit P
 = �
 gibt esFedosov-Sternprodukte �F f�ur (M;!) mit
(�F) = 
 und P(f�Fg) = (Pg)�F(Pf) 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄:Beweis: F�ur das faserweise Produkt ÆF gilt wegen P� = �� und der Antisymmetrie des Poisson-Tensors f�uralle a; b 2 W
�(M ) mit dega a = jaja, dega b = jbjb die Glei
hung P(aÆFb) = (�1)jajjbj(Pb)ÆF(Pa). Weiters
hreiben wir 
 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄ als 
 = [!℄� + 
� 0, wobei wegen P
 = �
 o�ensi
htli
h P
� 0 = �
� 0gilt. Sei nun R(
� 0) ein Repr�asentant der Klasse 
� 0, dann de�nieren wir 
 := �2 (R(
� 0)�PR(
� 0)). WegenP2 = id und P� = �� gilt dann o�ensi
htli
h P
 = 
. Zudem erh�alt man 1� [
℄ = 12 ([R(
� 0)℄�P[R(
� 0)℄) =12(
� 0 � P
� 0) = 
� 0. Dar�uberhinaus sei u 2 W3(M ) mit �(u) = 0 und wir de�nieren s := 12(u + Pu), soda� Ps = s erf�ullt ist. Mit den so de�nierten Daten 
, s und einem beliebigen symplektis
hen, torsionsfreienZusammenhangr betra
hten wir nun das resultierende Fedosov-Sternprodukt �F und erhalten f�ur PrF wegender oben genannten Eigens
haft des faserweisen Produktes und der De�nitionen von s und 
 die Glei
hungenÆ�1rF = s und ÆPrF = rPrF � 1� (PrF)ÆF(PrF) + R + 1 
 
. Da diese Glei
hungen mit den Glei
hungenf�ur rF �ubereinstimmen und rF deren eindeutige L�osung ist, folgt PrF = rF. Mit diesem rF kommutiert dieFedosov-Derivation DF o�ensi
htli
h mit P und wir erhalten P�F(f) = �F(Pf) f�ur alle f 2 C1(M )[[�℄℄, daP au
h mit � kommutiert. Mit einer zum Beweis von Proposition 2.4.8 analogen Re
hnung �ndet man dannP(f�Fg) = (Pg)�F(Pf) f�ur alle f; g 2 C1(M )[[�℄℄. Wegen Satz 2.3.18 und der obigen Glei
hung f�ur 1� [
℄ gilt
(�F) = [!℄� + 
� 0 = 
 und die Proposition ist bewiesen. �Au
h f�ur den �-Parit�ats-Operator P kann man zeigen, da� es zu zwei �aquivalenten Sternpro-dukten mit �-Parit�at immer eine �Aquivalenztransformation gibt, die mit dem �-Parit�ats-Operatorvertr�agli
h ist.



94 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGProposition 2.4.35 ([87, Prop. 5.6 ii.)℄) Seien ?1 und ?2 zwei Sternprodukte f�ur (M;!) mit�-Parit�at und 
(?1) = 
(?2), dann existiert eine �Aquivalenztransformation T mit T (f ?1 g) =(T f) ?2 (T g) f�ur alle f; g 2 C1(M)[[�℄℄, dieT �1PT = P (2.105)erf�ullt, also h�angt T nur von geraden Potenzen von � ab.Beweis: Da na
h Voraussetzung 
(?1) = 
(?2) gilt, existiert eine �Aquivalenztransformation T von ?1 na
h ?2.Dann ist aber PTP ebenfalls eine �Aquivalenztransformation von ?1 na
h ?2, da P sowohl ein Antiautomor-phismus von ?1 als au
h von ?2 ist. Folgli
h gibt es einen Automorphismus A von ?1, so da� PTP = TA unddie nullte Ordnung in � von A die Identit�at ist. Konjugiert man PTP = TA mit P und verwendet P2 = id,so erh�alt man T = PTPPAP = TAPAP, also �ndet man APAP = id. Da nun jeder Automorphismusvon ?1, der mit id beginnt, von der Form A = exp(�D) ist, wobei D eine Derivation von ?1 ist, s
hlie-�en wir id = exp(�D) exp(��PDP), also PDP = D. F�ur t 2 R betra
hten wir dann den AutomorphismusAt := exp(t�D) von ?1, f�ur den PAtP = A�t gilt. Nun ist Tt := TAt o�ensi
htli
h eine �Aquivalenztrans-formation von ?1 na
h ?2 und f�ur alle e 2 R gilt PTtP = PTPPAtP = TAA�t = T1�t. Darum erf�ullt die�Aquivalenztransformation T := T1=2 von ?1 na
h ?2 die Glei
hung (2.105) und die Proposition ist bewiesen.�Bemerkung 2.4.36 F�ur den Beweis dieser Proposition sind wir v�ollig analog zum Beweis vonProposition 2.4.9 vorgegangen, indem an die Stelle von C der �-Pari�ats-Operator P getreten ist.Da wir aber im folgenden Abs
hnitt no
hmals von der expliziten Vorgehensweise in diesen beidenBeweisen Gebrau
h ma
hen werden, wobei beide Abbildungen C und P glei
hzeitig eine wi
htigeRolle spielen werden, ers
hien es uns sinnvoll ihn der Deutli
hkeit halber anzugeben.2.4.4 Sternprodukte vom Weyl-TypIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir Sternprodukte vomWeyl-Typ. Das Interesse an Sternproduktendieses Typs liegt vorallem darin begr�undet, da� das Weyl-Moyal-Produkt auf T �Rn, wel
hes einekorrekte Bes
hreibung der Quantisierung von in den Koordinaten polynomialen Funktionen liefert,ein sol
hes Sternprodukt ist. Weitere Beispiele von Sternprodukten vom Weyl-Typ �ndet man au
hin [18, 19, 17℄. Unsere Resultate dieses Abs
hnittes stellen insbesondere die Verallgemeinerung einerBeoba
htung dar, die wir in [17, Thm. 4.1 iii.) und Thm. 4.6℄ gema
ht haben, und die eine Beziehungzwis
hen der 
harakteristis
hen Klasse und der Eigens
haft eines Sternproduktes vom Weyl-Typzu sein herstellt.De�nition 2.4.37 ([87, Def. 5.1 iv.)℄) Ein Sternprodukt ? f�ur (M;!) hei�t Sternprodukt vomWeyl-Typ, falls ? ein Hermites
hes Sternprodukt mit �-Parit�at ist, d.h. es giltf?Cg = f?oppg und f?Pg = f?oppg 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄: (2.106)Die unmittelbare Konsequenz dieser De�nition ist das folgende Lemma.Lemma 2.4.38 Die 
harakteristis
he Klasse 
(?) eines Sternproduktes ? f�ur (M;!) vom Weyl-Typerf�ullt C
(?) = �
(?) und P
(?) = �
(?): (2.107)



SPEZIELLE STERNPRODUKTE, IHRE KLASSEN UND �AQUIVALENZEN 95Beweis: Die Aussage des Lemmas folgt direkt aus den Lemmas 2.4.7 und 2.4.33. �Also unterliegt die 
harakteristis
he Klasse eines Sternproduktes vomWeyl-Typ zwei eins
hr�an-kenden Bedingungen, die wiederum bedeuten, da� es im allgemeinen �Aquivalenzklassen von Stern-produkten gibt, die keinen Repr�asentanten besitzen, der ein Sternprodukt vomWeyl-Typ ist. Indemwir die Beweise der Propositionen 2.4.8 und 2.4.34 geeignet modi�zieren erhalten wir au
h hier f�urjede Klasse, die den Bedingungen in (2.107) gen�ugt, die Existenz eines Sternproduktes vom Weyl-Typ mit dieser vorgegebenen 
harakteristis
hen Klasse.Proposition 2.4.39 ([87, Prop. 5.3 iii.)℄) F�ur alle 
 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄ mit P
 = �
 = C
gibt es Fedosov-Sternprodukte �F f�ur (M;!) mit
(�F) = 
 und P((Pf)�F(Pg)) = g�Ff = C((Cf)�F(Cg)) 8f; g 2 C1(M)[[�℄℄:Beweis: Au
h hier gehen wieder wesentli
h die Glei
hungen C((Ca)ÆF(Cb)) = P((Pa)ÆF(Pb)) = (�1)jajjbjf�ur a; b 2 W
�(M ) mit dega a = jaja und dega b = jbjb f�ur das faserweise Produkt ÆF in den Beweisein. Weiter s
hreiben wir 
 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄ als 
 = [!℄� + 
� 0, wobei aufgrund der VoraussetzungenP
� 0 = �
� 0 und C
� 0 = �
� 0 gilt. Sei nun R(
� 0) ein Repr�asentant der Klasse 
� 0, dann de�nierenwir 
 := �4 (id � P)(id � C)R(
� 0). Wegen P2 = C2 = id, P� = C� = �� und PC = CP gilt danno�ensi
htli
h P
 = C
 = 
. Zudem erh�alt man 1� [
℄ = 14(
� 0 � P
� 0 � C
� 0 + PC
� 0) = 
� 0, indemman die Glei
hungen P
� 0 = �
� 0 und C
� 0 = �
� 0 verwendet. Dar�uberhinaus sei u 2 W3(M ) mit�(u) = 0 und wir de�nieren s := 14 (id + P)(id + C), so da� Ps = Cs = s erf�ullt ist. Aus einem beliebigensymplektis
hen, torsionsfreien Zusammenhang und den so vorgegebenen Daten s;
 erhalten wir dann einFedosov-Sternprodukt �F. Wie in den Beweisen zu den Propositionen 2.4.8 und 2.4.34 zeigt man dann, da�CrF = PrF = rF, so da� die Fedosov-Derivation DF sowohl mit C als au
h mit P kommutiert. Also erhaltenwir wieder f�ur alle f 2 C1(M )[[�℄℄ die Glei
hungen C�F(f) = �F(Cf) und P�F(f) = �F(Pf), mit denen manaber die G�ultigkeit der behaupteten Glei
hungen f�ur �F genauso wie in den Beweisen zu den Propositionen2.4.8 und 2.4.34 na
hweist. Weiter gilt mit dem oben de�nierten 
 na
h Satz 2.3.18 
(�F) = 
 und dieProposition ist bewiesen. �S
hlie�li
h beweisen wir no
h, da� es f�ur �aquivalente Sternprodukte vom Weyl-Typ immer�Aquivalenztransformationen gibt, die sowohl mit C als au
h mit P vertr�agli
h sind.Proposition 2.4.40 ([87, Prop. 5.6 iii.)℄) Seien ?1 und ?2 zwei Sternprodukte vom Weyl-Typf�ur (M;!) mit 
(?1) = 
(?2), dann existiert eine �Aquivalenztransformation T mit T (f ?1 g) =(T f) ?2 (T g) f�ur alle f; g 2 C1(M)[[�℄℄, dieT �1CT = C und T �1PT = P (2.108)erf�ullt, also ist T eine reelle nur von geraden Potenzen von � abh�angige �Aquivalenztransformation.Beweis: Wegen 
(?1) = 
(?2) existiert eine �Aquivalenztransformation T von ?1 na
h ?2. Unter Benutzungdieser �Aquivalenztransformation erh�alt man na
h Proposition 2.4.9 und Proposition 2.4.35 zwei weitere�Aquivalenztransformationen S1 = TA11=2 und S2 = TA21=2, die CS1C = S1 und PS2P = S2 erf�ullen, wobeiA1 und A2 Automorphismen von ?1 sind, die dur
h CTC = TA1 und PTP = TA2 gegeben sind undCA1tC = A1�t bzw. PA2tP = A2�t erf�ullen. Im allgemeinen erf�ullt weder S1 die Glei
hung PS1P = S1 no
h S2die Glei
hung CS2C = S2. Aber dur
h eine analoge Vorgehensweise zu den Beweisen der Propositionen 2.4.9und 2.4.35 k�onnen S1 und S2 so modi�ziert werden, da� die resultierenden �Aquivalenztransformationen diegew�uns
hten Eigens
haften besitzen. Da P mit C kommutiert gilt CPTPC = PCTCP, woraus wir mit denDe�nitionen von A1 und A2CTA2C = PTA1P bzw. TA1CA2C = TA2PA1P



96 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNGalso A1CA2C = A2PA1P erhalten, was si
h als f�ur den Beweis essentielle Glei
hung erweisen wird. Nunbere
hnen wir CS2C = CTCCA21=2C = TA1CA21=2C = S2A2�1=2A1CA21=2C = S2F2, wobei wieder F2 :=A2�1=2A1CA21=2C ein Automorphismus von ?1 ist, der mit id beginnt, also gilt F2 = exp(�D2) wobei D2 eineDerivation von ?1 ist. Wie im Beweis von Proposition 2.4.9 erh�alt man F2CF2C = id und T2 := S2F21=2,wobei F2t := exp(t�D2), ist eine �Aquivalenztransformation von ?1 na
h ?2, die CT2C = T2 erf�ullt. Esbleibt also zu zeigen, da� T2 au
h PT2P = T2 erf�ullt. Hierzu bere
hnen wir PF2P unter Verwendung vonA1C = A2PA1PCA2�1PF2P = PA2�1=2A1CA21=2CP = PA2�1=2A2PA1PCA2�1A21=2CP = PA21=2PA1PCA2�1=2CP= A2�1=2A1CA21=2C = F2:Also erhalten wir mit F2 = exp(�D2) die Glei
hung PD2P = �D2 und folgli
h PF2tP = F2t. Somit �nden wirPT2P = PS2PPF21=2P = S2F21=2 = T2, womit wir eine �Aquivalenztransformation T2 gefunden haben, die diebehaupteten Eigens
haften besitzt. In analoger Vorgehensweise kann man au
h die �AquivalenztransformationS1 modi�zieren, um eine Aquivalenztransformation T1 := S1F11=2 zu erhalten, die ebenfalls die behauptetenEigens
haften besitzt. Hierbei ist F1 := A1�1=2A2PA11=2P = exp(�D1) wiederum ein Automorphismus von?1, der CF1C = F1 erf�ullt und F1t := exp(t�D1). �



Kapitel 3Sternprodukte vom Wi
k-Typ aufSemi-K�ahler-Mannigfaltigkeiten undderen Klassi�kation3.1 Geometrie von Semi-K�ahler-MannigfaltigkeitenZiel dieses Abs
hnittes ist es, eine kurze Einf�uhrung in die Di�erentialgeometrie von Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeiten zu geben, die die Aspekte Semi-Riemanns
her, komplexer und symplektis
herGeometrie miteinander vereinen. Insbesondere f�uhren wir alle f�ur das gesamte Kapitel wi
htigengeometris
hen Gr�o�en und Notationen ein. Wir bes
hr�anken uns hierbei auf eine Darstellung der f�uruns wi
htigen Tatsa
hen und Aussagen und verweisen f�ur Beweise und eine ausf�uhrli
he Einf�uhrungin diesen Berei
h der Di�erentialgeometrie auf [73, II Chap. 9℄.3.1.1 Die komplexe StrukturDie Grundlage der komplexen Di�erentialgeometrie bildet der Begri� der komplexen Struktur.Sei M eine reelle 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit, dann hei�t ein S
hnitt I 2 �1(TM 
 T �M)�= �1(End(TM)) eine fast-komplexe Struktur, wenn I2 = �id gilt. Mit dieser fast-komplexenStruktur I de�niert man f�ur Vektorfelder X; Y 2 �1(TM) dur
h NI(X; Y ) := [IX; IY ℄� [X; Y ℄�I [IX; Y ℄� I [X; IY ℄ die Nijenhuis-Torsion NI 2 �1(TM 
 T �M 
 T �M) von I . Vers
hwindet dieNijenhuis-Torsion, so hei�t I komplexe Struktur und na
h dem Satz von Newlander-Nirenbergexistiert eine eindeutige komplexe Struktur auf M , d.h. M ist eine komplexe Mannigfaltigkeit mitdimC (M) = n, so da� die fast-komplexe Struktur I mit der induzierten kanonis
hen komplexenStruktur der komplexen Mannigfaltigkeit �ubereinstimmt (vgl. [73, II Appendix 8℄). Eine komplexeMannigfaltigkeit ist hierbei eine Mannigfaltigkeit, die einen Atlas aus holomorphen Karten besitzt,d.h. alle Kartenwe
hsel, die Abbildungen zwis
hen o�enen Teilmengen von C n sind, sind holomorph.Eine sol
he komplexe Mannigfaltigkeit besitzt dann eine induzierte kanonis
he komplexe Struktur I .Sei dazu eine holomorphe Karte gegeben, die man mit zk = xk+iyk in ihren Real- und Imagin�arteilzerlegt, dann de�niert man eine komplexe Struktur vonM dur
h I(�xk) := �yk und I(�yk) := ��xkund man kann zeigen, da� hiermit eine von der Koordinatenwahl unabh�angig erkl�arte komplexeStruktur de�niert ist (vgl. [112, Prop. 3.4℄).Mit Hilfe einer fast-komplexen Struktur I auf einer reellen 2n-dimensionalen Mannigfaltigkeitk�onnen einige weitere f�ur das folgende Kapitel wi
htige Begri�e de�niert werden. O�ensi
htli
hbesitzt der B�undel-Isomorphismus I des komplexi�zierten Tangentialb�undels TM die (faserweisen)Eigenwerte �i und man bezei
hnet mit TM1;0 das B�undel der +i-Eigenr�aume und mit TM0;197



98 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATIONdas B�undel der �i-Eigenr�aume. O�ensi
htli
h ist dann TM = TM1;0 � TM0;1 und alle S
hnitteX 2 �1(TM) lassen si
h eindeutig in je einen S
hnitt X1;0 2 �1(TM1;0) vom Typ (1; 0) und einenS
hnitt X0;1 2 �1(TM0;1) vom Typ (0; 1) zerlegen. Ferner betra
hten wir die jeweiligen dualenB�undel T �M1;0 und T �M0;1, f�ur die dann T �M = T �M1;0 � T �M0;1 gilt und somit jeder S
hnitt� 2 �1(T �M) eindeutig in je einen S
hnitt vom Typ (1; 0) und vom Typ (0; 1) zerlegt werdenkann. Diese Zerlegungen �ubertragen si
h nun nat�urli
h au
h auf die S
hnitte T 2 �1(WsT �M) und� 2 �1(Va0T �M), so da� wir�1(VT �M) = 2nMa0=0 Mp0+q0=a0 �1(Vp0;q0T �M ) (3.1)erhalten, wobei wir mit Vp0;q0T �M das B�undel mit der 
harakteristis
hen Faser Vp0;q0T �xM , x 2Mbezei
hnen, und Vp0;q0T �xM der Unterraum von Va0T �xM mit a0 = p0 + q0 sei, der dur
h Elementeder Gestalt v ^ w mit v 2 Vp0T �xM1;0 und w 2 Vq0T �xM0;1 erzeugt wird. Mit �p0;q0 bezei
hnen wirdie nat�urli
hen Projektionen�p0;q0 : �1(Va0T �M)! �1(Vp0;q0T �M); wobei a0 = p0 + q0;die wir dur
h die direkte Summenzerlegung (3.1) erhalten. Ferner setzen wir diese Projektionenzu Abbildungen auf �1(VT �M) dur
h �p0;q0(�) := 0 f�ur � 2 �1(Va0T �M) mit a0 6= p0 + q0 fort.S
hnitte � 2 �1(Vp0;q0T �M) nennen wir vom Typ (p0; q0).Analog erhalten wir X1s=0�1(WsT �M) = X1s=0 Mp+q=s �1(Wp;qT �M); (3.2)wobei wir mit Wp;qT �M das B�undel mit der 
harakteristis
hen Faser Wp;qT �xM , x 2M bezei
hnen,und Wp;qT �xM der Unterraum von WsT �xM mit s = p+ q sei, der dur
h Elemente der Gestalt v _wmit v 2 WpT �xM1;0 und w 2 WqT �xM0;1 erzeugt wird. Ferner induziert au
h hier die Zerlegung (3.2)nat�urli
he Projektionen �p;q dur
h�p;q : �1(WsT �M)! �1(Wp;qT �M); wobei s = p+ q:Diese Projektionen setzen wir zu Abbildungen auf X1s=0�1(WsT �M) fort, indem wir �p;q(T ) := 0f�ur T 2 �1(WsT �M) mit s 6= p + q de�nieren. S
hnitte T 2 �1(Wp;qT �M) nennen wir vom Typ(p; q).Auf einer komplexen Mannigfaltigkeit mit der induzierten kanonis
hen komplexen Struktur Ikann man in einer holomorphen Karte die lokalen Basis-VektorfelderZk := �zk = 12 ��xk � i�yk � 2 �1(TM1;0) und Zk := �zk = 12 ��xk + i�yk � 2 �1(TM0;1)und die zugeh�origen lokalen dualen Basis-Einsformendzk := dxk + idyk 2 �1(T �M1;0) und dzk := dxk � idyk 2 �1(T �M0;1)de�nieren.Weiter kann auf einer komplexen Mannigfaltigkeit mit der induzierten kanonis
hen komplexenStruktur I zus�atzli
h zu den obigen Zerlegungen, die nur eine fast-komplexe Struktur voraussetzen,die �au�ere Ableitung d auf den Di�erentialformen als d = � + � ges
hrieben werden. Hierbei sind� : �1(Vp0;q0T �M) ! �1(Vp0+1;q0T �M) und � : �1(Vp0;q0T �M) ! �1(Vp0;q0+1T �M) auf denS
hnitten vom Typ (p0; q0) �1(Vp0;q0T �M) dur
h � = �p0+1;q0d und � = �p0;q0+1d und dur
h C -lineare Fortsetzung auf �1(VT �M) erkl�art. Es gilt dann�2 = �2 = 0 und �� = ���:



GEOMETRIE VON SEMI-K�AHLER-MANNIGFALTIGKEITEN 993.1.2 Der Semi-K�ahler-Zusammenhang und dessen Kr�ummungsgr�o�enWir wollen nun zun�a
hst de�nieren, was man unter einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit versteht undaufzeigen inwiefern diese Elemente der Semi-Riemanns
hen, der komplexen und der symplektis
henGeometrie vereint. Zun�a
hst sei (M; I) wieder eine 2n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit.Eine Semi-Riemanns
he Metrik g auf (M; I) hei�t Hermites
h, falls die fast-komplexe Struktureine Isometrie von g ist, d.h. f�ur alle X; Y 2 �1(TM) giltg(IX; IY ) = g(X; Y ):Die Semi-Riemanns
he Metrik hei�t Semi-K�ahlers
h, wenn die fast-komplexe Struktur zus�atzli
hbez�ugli
h des Levi-Civita-Zusammenhangs von g kovariant konstant ist, d.h. rI = 0 gilt. Ist g eineHermites
he Semi-Riemanns
he Metrik auf (M; I), so de�niert!(X; Y ) := g(IX; Y )f�ur X; Y 2 �1(TM) eine ni
ht ausgeartete Zweiform ! 2 �1(V2T �M) und es gelten dann folgende�Aquivalenzen [73, Chap. 9 Thm. 4.3℄:r! = 0 () rI = 0 () d! = 0 und NI = 0:Somit ist na
h dem Satz von Newlander-Nirenberg jede Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit eine kom-plexe Mannigfaltigkeit, deren kanonis
he komplexe Struktur mit I �ubereinstimmt und eine sym-plektis
he Mannigfaltigkeit, da die oben de�nierte Zweiform ! ni
ht ausgeartet und ges
hlossenist. Ferner ist der Levi-Civita-Zusammenhang (dieser ist torsionsfrei) der Semi-Riemanns
hen Me-trik g ein symplektis
her, torsionsfreier Zusammenhang auf (M;!), diesen bezei
hnet man alsSemi-K�ahler-Zusammenhang. Im weiteren bezei
hnen wir eine Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit mit(M;!; I).Zum Abs
hlu� dieses Abs
hnittes wollen wir no
h die f�ur uns wi
htigen geometris
hen Objektein lokalen Koordinaten angeben; insbesondere ben�otigen wir im weiteren einige Aussagen �uber dieGestalt der Christo�elsymbole und des Kr�ummungstensors des Semi-K�ahler-Zusammenhangs.Da die Semi-Riemanns
he Metrik Hermites
h ist, folgt unmittelbar, da� sowohl g als au
h !vom Typ (1; 1) sind, so da� in einer holomorphen Karte von M! = i2gkldzk ^ dzlmit der Hermites
hen (gkl = gkl = glk) ni
ht ausgearteten Matrix gkl = 2g(Zk; Zl) gilt. Da diekomplexe Struktur kovariant konstant bez�ugli
h dem Semi-K�ahler-Zusammenhang ist, erhalten wirwegen IZk = iZk und IZk = �iZk weiter:rZkZm = �rkmZr; rZkZm = �rkmZr; rZmZl = rZlZm = 0;so da� die einzig ni
htvers
hwindenden Christo�elsymbole dur
h �rkm und �rkm gegeben sind, diewegen der Torsionsfreiheit von r in den unteren Indizes symmetris
h sind. Explizit sind dieseChristo�elsymbole dur
h die Glei
hungenZk(gmn) = gln�lkm und Zl(gmn) = gmt�tlnbestimmt, die man erh�alt, indem man rg = 0 verwendet. Ferner erh�alt man, da� die einzigenni
htvers
hwindenden Komponenten des Kr�ummungstensors von r dur
hR(Zk; Zl)Zm = RnmklZn und R(Zk; Zl)Zn = RtnklZ t



100 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATIONgegeben sind. Mit den Komponenten Rij = Rttij des Ri

i-Tensors de�niert die Ri

i-Form� := � i2Rijdzi ^ dzj (3.3)eine ges
hlossene Zweiform vom Typ (1; 1) auf M .3.2 Die Fedosov-Konstruktion mit faserweisem Wi
k-ProduktIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir die Fedosov-Konstruktion f�ur eine Semi-K�ahler-Mannigfaltig-keit (M;!; I) mit dem faserweisen Wi
k-Produkt. Unser Ziel hierbei ist es, die von M. Bordemannund S. Waldmann in [20℄ angegebene Konstruktion so weit zu verallgemeinern, da� es m�ogli
hist, mit der von uns angegebenen Konstruktion alle Sternprodukte vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit zu erhalten. Im folgenden Abs
hnitt geben wir im wesentli
hen an, wel
heStrukturen wir zur Anwendung der allgemeinen Fedosov-Konstruktion gem�a� Abs
hnitt 1.3 in die-ser spezielleren geometris
hen Situation benutzen. Im ans
hlie�enden Abs
hnitt ziehen wir einigeerste Konsequenzen aus der Pr�asenz der komplexen Struktur, die einige spezielle Eigens
haftender Fedosov-Derivation und der entspre
henden Taylor-Reihe zur Folge haben. Die dort dargestell-ten Ergebnisse werden f�ur die eindeutige Charakterisierung der Sternprodukte vom Wi
k-Typ inAbs
hnitt 3.4 no
h von Bedeutung sein.3.2.1 Die Fedosov-Derivation DWi
k und die Taylor-Reihe �Wi
kIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir die Fedosov-Konstruktion f�ur Sternprodukte auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I), die bis auf die verallgemeinerte Normierungsbedingung und aufdie zus�atzli
he Abh�angigkeit von einer formalen Reihe ges
hlossener Zweiformen auf M mit derin [20℄ angegebenen �ubereinstimmt. Die letztgenannte Verallgemeinerung erweist si
h hierbei alsessentiell daf�ur, zeigen zu k�onnen, da� diese Konstruktion in dem Sinn universell ist, da� man mitihr alle Sternprodukte vom Wi
k-Typ (vgl. De�nition 3.4.1) erh�alt.Wir gehen aus von der Algebra (W
�(M); ÆWi
k), wobei ÆWi
k f�ur a; b 2 W
�(M) dur
haÆWi
kb := � Æ exp�2�i gklis(Zk)
 is(Zl)� (a
 b) (3.4)gegeben sei und 2i gkl die Komponenten des zu ! geh�orenden Poisson-Tensors � = 2i gklZk ^Zl mitgklgnl = Ækn in einer holomorphen Karte bezei
hne. Dieses faserweise Produkt ist gem�a� [20, Lemma2.1℄ mit dem faserweisen Produkt ÆF dur
h die faserweise �AquivalenztransformationS := exp��i �0�b� mit �0�b := gklis(Zk)is(Zl) (3.5)verkn�upft, d.h. f�ur alle a; b 2 W
�(M) giltS(aÆFb) = (Sa)ÆWi
k(Sb): (3.6)Weiter sei r der in Abs
hnitt 3.1.2 betra
htete Semi-K�ahler-Zusammenhang, der wie wir gesehenhaben torsionsfrei, symplektis
h und Semi-Riemanns
h ist. F�ur diesen Zusammenhang betra
htenwir die Abbildung r = (1
dxi)r�i, die wir wieder mit demselben Symbol bezei
hnen. O�ensi
htli
hist r wegen der Symplektizit�at eine ÆF-Superderivation vom dega-Grad 1, so da� SrS�1 wegen(3.6) eine ÆWi
k-Superderivation vom dega-Grad 1 ist. Wegen [r;�0�b℄ = 0, was man direkt mit
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haften des Semi-K�ahler-Zusammenhangs na
hweisen kann, gilt aber SrS�1 = r, soda� r selbst eine ÆWi
k-Superderivation vom dega-Grad 1 ist. Weiter ist wegen der Torsionsfreiheitdes Zusammenhangs [Æ;r℄ = 0 und mit R = 14!itRtjkldxi _ dxj 
 dxk ^ dxl erhalten wir r2 =Sr2S�1 = � 1�SadÆF(R)S�1 = � 1� adÆWi
k(SR) = � 1� adÆWi
k(R). Hierbei haben wir verwendet, da�SR = R + �i�0�bR und da� �0�bR wegen degs(�0�bR) = 0 zentral ist. Also stimmt das ElementR 2 W
�2(M) f�ur diese Situation mit dem bei der Konstruktion mit dem faserweisen ProduktÆF verwendeten �uberein und wir wissen ÆR = rR = 0, da r torsionsfrei ist. In einer holomorphenKarte erh�alt man f�ur R folgenden Ausdru
k R = i2gktRtlijdzk_dzl
dzi^dzj . Somit erf�ullt die mitdem Semi-K�ahler-Zusammenhang de�nierte Abbildung r alle Voraussetzungen, um mit Satz 1.3.3eine ÆWi
k-Superderivation vom antisymmetris
hen Grad 1 mit Quadrat Null zu konstruieren. F�uralle formalen Reihen ges
hlossener Zweiformen 
 = P1i=1 �i
i und alle s 2 W3(M) mit �(s) = 0existiert dann na
h Satz 1.3.3 ein eindeutig bestimmtes Element rWi
k 2 W2
�1(M) derart, da�ÆrWi
k = rrWi
k � 1� rWi
kÆWi
krWi
k +R+ 1
 
 und Æ�1rWi
k = s (3.7)und rWi
k l�a�t si
h aus der Glei
hungrWi
k = Æs + Æ�1 �rrWi
k � 1� rWi
kÆWi
krWi
k +R+ 1
 
� (3.8)rekursiv bestimmen. In diesem Fall ist die Fedosov-DerivationDWi
k = �Æ +r� 1� adÆWi
k(rWi
k) (3.9)eine Superderivation vom dega-Grad 1 bez�ugli
h ÆWi
k und es gilt DWi
k2 = 0. F�ur alle f 2C1(M)[[�℄℄ existiert dann na
h Satz 1.3.5 die zugeh�orige Fedosov-Taylor-Reihe �DWi
k(f), die wirkurz mit �Wi
k(f) bezei
hnen wollen, und die mit�Wi
k(f)(0) = f�Wi
k(f)(k+1) = Æ�1 r�Wi
k(f)(k) � 1� k�1Xl=0 adÆWi
k(rWi
k(l+2))�Wi
k(f)(k�l)! (3.10)rekursiv bestimmt werden kann. Ebenfalls na
h Satz 1.3.5 existiert das induzierte assoziative Pro-dukt �DWi
k auf C1(M)[[�℄℄, das wir kurz mit �Wi
k bezei
hnen wollen, wel
hes na
h Satz 1.3.15ein Sternprodukt ist. Ferner erf�ullt die Abbildung r die Voraussetzungen von Satz 1.3.13, so da��Wi
k ein Sternprodukt vom Vey-Typ ist. Au
h hier handelt es si
h genau genommen um eine gan-ze S
har von Sternprodukten, die zun�a
hst von den Wahlen von 
 und s abh�angen. Wir wollennun ausdr�u
kli
h betonen, da� die Bezei
hnung �Wi
k zun�a
hst einmal nur bedeuten soll, da� dasSternprodukt aus dem faserweisen Wi
k-Produkt ÆWi
k konstruiert wurde. Es ist n�amli
h keinesfallsri
htig, da� �Wi
k f�ur beliebige Wahlen von 
 und s immer ein Sternprodukt vom Wi
k-Typ (vgl.De�nition 3.4.1) ist. Ob und unter wel
hen Voraussetzungen dies tats�a
hli
h der Fall ist, werdenwir in Abs
hnitt 3.4 no
h genau analysieren.3.2.2 Konsequenzen der komplexen StrukturDie in Abs
hnitt 3.1.1 dargestellten Fakten, die si
h aus der Pr�asenz der komplexen Struktur I er-geben, erm�ogli
hen es uns nun auf W
�(M) weitere Abbildungen und Gradierungen einzuf�uhren,die f�ur eine detaillierte Analyse der Sternprodukte �Wi
k notwendig sein werden. Dieser eher te
hni-s
he Abs
hnitt stellt hierbei die wesentli
hen Grundlagen f�ur die folgenden Abs
hnitte des Kapitelszusammen.



102 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATIONF�ur alle p; q; p0; q0 2 N de�nieren wir die Abbildungen �p;qs ; �p0;q0a : W
�(M) ! W
�(M) auffaktorisierten S
hitten T 
 � 2 W
�(M) dur
h�p;qs (T 
 �) := (�p;qT )
 � und �p0;q0a (T 
 �) := T 
 (�p0;q0�) (3.11)und erweitern diese linear zu Abbildungen auf W
�(M).Mit Hilfe dieser Abbildungen de�nieren wir weiter die Projektionen auf den jeweils holomorphenbzw. antiholomorphen Anteil im symmetris
hen und antisymmetris
hen Anteil vonW
�(M) dur
h�s;z := 1Xp=0 �p;0s bzw. �s;z := 1Xq=0 �0;qs (3.12)und �a;z := dimR (M)Xp0=0 �p0;0a bzw. �a;z := dimR (M)Xq0=0 �0;q0a : (3.13)Aus diesen Projektionen wiederum erh�alt man weiter die Projektionen auf den sowohl im antisym-metris
hen als au
h im symmetris
hen Anteil von W
�(M) rein holomorphen bzw. antiholomor-phen Anteil dur
h�z := �s;z�a;z = �a;z�s;z bzw. �z := �s;z�a;z = �a;z�s;z : (3.14)Wir fassen nun einige Eigens
haften der de�nierten Projektionen zusammen:Lemma 3.2.1 Die in den Glei
hungen (3.12), (3.13) und (3.14) de�nierten Abbildungen sind Pro-jektionen d.h. es gilt �s;z�s;z = �s;z, �a;z�a;z = �a;z, �s;z�s;z = �s;z, �a;z�a;z = �a;z und somit au
h�z�z = �z und �z�z = �z. Ferner sind diese Projektionen Homomorphismen des undeformiertenProduktes auf W
�(M). Zus�atzli
h sind �a;z und �a;z Homomorphismen des faserweisen Wi
k-Produktes ÆWi
k. F�ur alle a; b 2 W
�(M) gelten weiter die Glei
hungen�s;z(aÆWi
kb) = �s;z((�s;za)ÆWi
kb) und �s;z(aÆWi
kb) = �s;z(aÆWi
k(�s;zb)) (3.15)und �z(aÆWi
kb) = �z((�za)ÆWi
kb) und �z(aÆWi
kb) = �z(aÆWi
k(�zb)): (3.16)Beweis: Der Na
hweis daf�ur, da� die betra
hteten Abbildungen Projektionen sind, ist trivial und folgtdirekt aus deren De�nitionen. Ferner ist direkt aus den De�nitionen o�ensi
htli
h, da� diese AbbildungenHomomorphismen des undeformierten Produktes sind. Da das faserweise Wi
k-Produkt den antisymmetri-s
hen Tensorfaktor unber�uhrt l�a�t, ist aber au
h klar, da� �a;z und �a;z Homomorphismen des ProduktesÆWi
k sind. Da die Projektion �s;z mit symmetris
hen Einsetzabbildungen is(Zl) vertaus
ht und die Projek-tion �s;z mit symmetris
hen Einsetzabbildungen is(Zk) vertaus
ht, folgen die Glei
hungen (3.15) direkt ausder expliziten Gestalt von ÆWi
k unter Verwendung der Tatsa
hen, da� beide Abbildungen Projektionen undHomomorphismen des undeformierten Produktes sind. S
hlie�li
h folgt hieraus aber au
h (3.16), da �a;z und�a;z Homomorphismen des faserweisen Produktes ÆWi
k sind. �Auf einem faktorisierten S
hnitt F = T 
 � mit T 2 �1(Wp;qT �M) und � 2 �1(Vp0;q0T �M)de�nieren wir die folgenden Grad-Abbildungen degs;z ; degs;z ; dega;z; dega;z dur
hdegs;z F := pF; degs;z F := qF; dega;z F := p0F; dega;z F := q0Fund erweitern linear zu Abbildungendegs;z ; degs;z ; dega;z; dega;z :W
�(M)!W
�(M):
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htli
h sind diese Grad-Abbildungen Derivationen bez�ugli
h des undeformierten Produktesauf W
�(M) und es gilt degs = degs;z +degs;z ; dega = dega;z +dega;z. Auf die entspre
hendenGrade beziehen wir uns als symmetris
hen holomorphen bzw. antiholomorphen, antisymmetris
henholomorphen bzw. antiholomorphen Grad. Einen Endomorphismus E nennen wir (homogen) vomsymmetris
hen holomorphen Grad sz bzw. symmetris
hen antiholomorphen Grad sz und vom an-tisymmetris
hen holomorphen Grad az bzw. antisymmetris
hen antiholomorphen Grad az , falls f�urF wie oben de�niert gilt, da�degs;z(EF ) = (sz + p)EF; degs;z(EF ) = (sz + q)EF;dega;z(EF ) = (az + p0)EF; dega;z(EF ) = (az + q0):Ferner sind die Grad-Abbildungen Degz := degs;z +deg� und Degz := degs;z +deg� Derivatio-nen bez�ugli
h ÆWi
k und es gilt Deg = Degz + Degz , was man si
h anhand der expliziten Gestaltvon ÆWi
k lei
ht klar ma
ht.Die komplexe Struktur I der Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I) erlaubt es uns nun, alle inder Fedosov-Derivation DWi
k ers
heinenden Abbildungen in einen "holomorphen\ Teil und einen"antiholomorphen\ Teil zu zerlegen. S
hreibt man hierzu die Abbildungen Æ, Æ� und r in einerholomorphen Karte von M , so �ndet manÆ = (1
 dzk)is(Zk) + (1
 dzl)is(Zl) = Æz + Æz (3.17)Æ� = (dzk 
 1)ia(Zk) + (dzl 
 1)ia(Zl) = Æz� + Æz� (3.18)r = (1
 dzk)rZk + (1
 dzl)rZl = rz +rz (3.19)und o�ensi
htli
h sind die Abbildungen Æz ; Æz ; Æz�; Æz�;rz;rz :W
�(M)!W
�(M) dur
hÆz := (1
 dzk)is(Zk);Æz := (1
 dzl)is(Zl); Æz� := (dzk 
 1)ia(Zk);Æz� := (dzl 
 1)ia(Zl); rz := (1
 dzk)rZk ;rz := (1
 dzl)rZl (3.20)koordinatenunabh�angig erkl�art. Ferner sind Æz , Æz ,rz und rz o�ensi
htli
h ÆWi
k-Superderivationenvom antisymmetris
hen Grad 1.Analog zur De�nition von Æ�1 de�nieren wir f�ur a 2 W
�(M) mit degs;z a = ka und dega;z a =la die Abbildung Æz�1 dur
h Æz�1a := � 1k+lÆz�a falls k + l 6= 00 falls k + l = 0 (3.21)und erweitern linear zu einer Abbildung Æz�1 : W
�(M) ! W
�(M). F�ur a 2 W
�(M) mitdegs;z a = ka und dega;z a = la de�nieren wir weiterÆz�1a := � 1k+lÆz�a falls k + l 6= 00 falls k + l = 0 (3.22)und erweitern au
h hier linear zu einer Abbildung Æz�1 : W
�(M) ! W
�(M). Das folgendeLemma stellt nun einen Zusammenhang zwis
hen den mit der komplexen Struktur de�niertenAbbildungen und den urspr�ungli
h in der Fedosov-Konstruktion verwendeten Abbildungen her.Lemma 3.2.2 F�ur alle a 2 W
�(M) gelten die ZerlegungenÆz�1Æza+ ÆzÆz�1a+ �za = a und Æz�1Æza+ ÆzÆz�1a + �za = a: (3.23)Ferner gelten folgende Beziehungen:�zÆ = Æz�z ;�zÆ = Æz�z ; �zr = rz�z ;�zr = rz�z ; �zÆ�1 = Æz�1�z;�zÆ�1 = Æz�1�z: (3.24)



104 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATIONBeweis: Zum Beweis von (3.23) bea
hten wir, da� aus den De�nitionen die Glei
hungen ÆzÆz� + Æz�Æz =degs;z +dega;z und ÆzÆz� + Æz�Æz = degs;z +dega;z folgen. Hiermit folgt dann aber f�ur alle a 2 W
�(M ) dieGlei
hung a� �za = (Æz�1Æz + ÆzÆz�1)(a� �za) = Æz�1Æza+ ÆzÆz�1a;da Æz�za = 0 = Æz�1�za. Mit einer analogen Argumentation folgt die zweite behauptete Zerlegung. Vonden Beziehungen in (3.24) beweisen wir jeweils diejenige f�ur die holomorphen Anteile, die Beweise f�ur dieantiholomorphen Anteile sind v�ollig analog.Mit der Glei
hung Æ = Æz+Æz erhalten wir wegen �zÆza = 0 direkt�zÆa = �zÆza = (1 
 dzk)�zia(Zk)a = Æz�za, da �z ein Homomorphismus des undeformierten Produktesist, �z(1 
 dzk) = (1 
 dzk) gilt und �z o�ensi
htli
h mit antisymmetris
hen Einsetzabbildungen ia(Zk)vertaus
ht. Aufgrund der Eigens
haften des Semi-K�ahler-Zusammenhangs gilt, da� f�ur alle VektorfelderX 2 �1(TM ) mit a 2 �1(Wp;qT �M 
Wp0;q0T �M ) au
h rXa 2 �1(Wp;qT �M 
Wp0;q0T �M ) gilt. Somitvertaus
ht aber au
h �z mit rZk und mit einer analogen Argumentation wie f�ur Æ folgt �zr = rz�z. ZumBeweis der Identit�at f�ur Æ�1 sei a 2 W
�(M ) mit degs a = ka und dega a = la. Falls k + l = 0, so ista 2 C1(M )[[�℄℄ und o�ensi
htli
h vers
hwinden dann �zÆ�1 und Æz�1�z auf a. Falls k + l 6= 0 erhalten wirwie beim Beweis der Identit�at f�ur Æ die Glei
hung �zÆ�1a = 1k+l Æz��za. Falls nun degs;z a = ma mit m < koder dega;z a = na mit n < l, so gilt �zÆ�1a = 0 = Æz�1�za, da dann �za = 0. Nur f�ur degs;z a = ka unddega;z a = la liefern also beide Seiten der zu beweisenden Glei
hung ein von Null vers
hiedenes Ergebnis.Mit der De�nition von Æz�1 folgt dann aber �zÆ�1a = Æz�1�za, womit die Behauptung bewiesen ist. �Ferner l�a�t si
h rWi
k s
hreiben alsrWi
k = (1
 dzk)ia(Zk)rWi
k + (1
 dzl)ia(Zl)rWi
k = rWi
k;z + rWi
k;z ; (3.25)so da� wir insgesamtDWi
k = DWi
k;z +DWi
k;z mit DWi
k;z = �Æz +rz � 1� adÆWi
k(rWi
k;z)DWi
k;z = �Æz +rz � 1� adÆWi
k(rWi
k;z) (3.26)erhalten. Wegen DWi
k2 = 0 erhalten wir alsoDWi
k2;z +DWi
k;zDWi
k;z +DWi
k;zDWi
k;z +DWi
k2;z = 0:Da aber DWi
k;z homogen vom antisymmetris
hen holomorphen Grad 1 und DWi
k;z homogen vomantisymmetris
hen antiholomorphen Grad 1 ist, erhalten wir hierausDWi
k2;z = DWi
k2;z = DWi
k;zDWi
k;z +DWi
k;zDWi
k;z = 0; (3.27)also besitzt DWi
k eine Zerlegung, die an die Zerlegung der �au�eren Ableitung d = � + � erinnert.Ferner hat diese Zerlegung zur Folge, da� die Fedosov-Taylor-Reihe �Wi
k(f) sowohl im Kern vonDWi
k;z als au
h im Kern von DWi
k;z liegt, d.h. f�ur alle f 2 C1(M)[[�℄℄ giltDWi
k;z�Wi
k(f) = 0 und DWi
k;z�Wi
k(f) = 0:Insbesondere sind nat�urli
h sowohl DWi
k;z als au
h DWi
k;z ÆWi
k-Superderivationen vom dega-Grad1. Eine weitere Konsequenz der Pr�asenz der komplexen Struktur besteht nun darin, da� der expliziteAusdru
k von f�Wi
kg ni
ht von den gesamten Taylor-Reihen von f und g abh�angt, sondern nur vomholomorphen Anteil von �Wi
k(f) und vom antiholomorphen Anteil von �Wi
k(g). Um dies einzusehenbea
hten wir zun�a
hst, da� �(a) = �s;z�s;za = �s;z�s;za f�ur a 2 W(M) gilt, so da� wir aus denAussagen von Lemma 3.2.1f�Wi
kg = �s;z�s;z(�Wi
k(f)ÆWi
k�Wi
k(g)) = �((�z�Wi
k(f))ÆWi
k(�z�Wi
k(g)))
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k 105erhalten, da �s;za = �za und �s;za = �za f�ur alle a 2 W(M). Diese Beoba
htung legt es nun nahezu fragen, ob es ni
ht m�ogli
h ist, f�ur �z�Wi
k(f) und �z�Wi
k(g) einfa
here Rekursionsformeln als dieder gesamten Fedosov-Taylor-Reihe zu �nden, da diese f�ur die explizite Bestimmung des Sternpro-duktes f�Wi
kg v�ollig ausrei
hend w�aren. Im allgemeinen ist dies jedo
h, wie wir in Abs
hnitt 3.4sehen werden, ni
ht so, aber f�ur die Sternprodukte vom Wi
k-Typ werden wir zeigen k�onnen, da�man mit Hilfe der Abbildungen DWi
k;z und DWi
k;z und der Zerlegungen (3.23) einfa
here Rekursi-onsformeln f�ur �z�Wi
k(f) und �z�Wi
k(g) �nden kann. Hierzu werden wir sp�ater einige Eigens
haftender Abbildungen Æz , rz , �z , die in v�olliger Analogie au
h f�ur Æz , rz, �z gelten, ben�otigen und diewir in folgendem Lemma zusammenfassen wollen.Lemma 3.2.3 F�ur die verm�oge der Zerlegungen (3.17), (3.18), (3.19) de�nierten Abbildungengelten folgende Identit�aten:Æ2z = Æ2z = [Æz ; Æz℄ = 0;r2z = r2z = 0; [rz;rz℄ = � 1� adÆWi
k(R) [Æz ;rz℄ = [Æz ;rz℄ = 0[Æz ;rz℄ = [Æz ;rz℄ = 0: (3.28)F�ur alle b 2 �z(W
�k(M)); 
 2 �z(W
�l(M)); a 2 W
�m(M) gilt:Æz�z(bÆWi
ka) = �z(ÆzbÆWi
ka) + (�1)k�z(bÆWi
kÆa)rz�z(bÆWi
ka) = �z(rzbÆWi
ka) + (�1)k�z(bÆWi
kra) (3.29)Æz�z(aÆWi
k
) = (�1)m�z(aÆWi
kÆz
) + �z(ÆaÆWi
k
)rz�z(aÆWi
k
) = (�1)m�z(aÆWi
krz
) + �z(raÆWi
k
): (3.30)Beweis:Wegen Æ2 = 0 erh�alt manmit Æ = Æz+Æz die Glei
hung Æ2z+[Æz; Æz℄+Æ2z = 0. Da aber Æz homogen vomantisymmetris
hen holomorphen Grad 1 und Æz homogen vom antisymmetris
hen antiholomorphen Grad 1ist, gilt Æ2z = [Æz; Æz℄ = Æ2z = 0. Mit r2 = � 1�adÆWi
k (R) und r = rz +rz erh�alt man r2z + [rz;rz℄ +r2z =� 1�adÆWi
k (R). Da aber R homogen vom antisymmetris
hen holomorphen Grad 1 und vom antisymmetri-s
hen antiholomorphen Grad 1 ist, folgt r2z = r2z = 0 und [rz;rz℄ = � 1�adÆWi
k (R). Aus [Æ;r℄ = 0 erh�altman mit den bereits verwendeten Zerlegungen, indem man diese Glei
hung na
h den jeweiligen symmetri-s
hen und antisymmetris
hen holomorphen und antiholomorphen Homogenit�atsgraden aufteilt, die Vertau-s
hungsrelationen f�ur Æz ; Æz;rz;rz. Zum Beweis von (3.29) verwenden wir die in Lemma 3.2.2 und Lemma3.2.1 gezeigten Identit�aten und erhalten Æz�z(bÆWi
ka) = �zÆ(bÆWi
ka) = �z(ÆbÆWi
ka+ (�1)kbÆWi
kÆa). Wei-ter gilt �z(ÆbÆWi
ka) = �z(�zÆbÆWi
ka) = �z(Æz�zbÆWi
ka) = �z(ÆzbÆWi
ka), da �zb = b. Der Beweis der analo-gen Formel f�ur rz erfolgt v�ollig analog. �Ahnli
h erhalten wir Æz�z(aÆWi
k
) = �z(ÆaÆWi
k
+ (�1)maÆWi
kÆ
)und weiter folgt �z(aÆWi
kÆ
) = �z(aÆWi
k�zÆ
) = �z(aÆWi
kÆz
), da �z
 = 
. Au
h hier erfolgt der Beweisder analogen Formel f�ur rz analog. �3.3 Die 
harakteristis
he Klasse des Sternproduktes �Wi
kBevor wir uns der Frage zuwenden wollen, ob man mit der angegebenen Fedosov-Konstruktionmit dem faserweisen Produkt ÆWi
k alle Sternprodukte vom Wi
k-Typ erh�alt, wollen wir zun�a
hstdie 
harakteristis
he Klasse der Sternprodukte �Wi
k bestimmen, um si
herzustellen, da� wir mitunserer Konstruktion zu jeder beliebigen vorgegebenen Klasse 
 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄ ein Stern-produkt �Wi
k erhalten k�onnen, so da� 
 = 
(�Wi
k) gilt. Unsere Vorgehensweise zur Bere
hnungder 
harakteristis
hen Klasse 
(�Wi
k) ist hier analog zu unseren Betra
htungen in Abs
hnitt 2.3.Zudem k�onnen wir alle dort bewiesenen Formeln mit der faserweisen �Aquivalenztransformation Svon (W
�(M); ÆF) na
h (W
�(M); ÆWi
k) �ubertragen.



106 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATION3.3.1 Die Derivations-verwandte Klasse von �Wi
kWie in Abs
hnitt 2.3.2 bildet die explizite Angabe lokaler �-Euler Derivationen f�ur �Wi
k die Grund-lage f�ur die Bestimmung der Derivations-verwandten Klasse d(�Wi
k).3.3.1.1 Faserweise �-Euler Derivationen f�ur ÆWi
k und �-Euler Derivationen f�ur �Wi
kDer erste S
hritt zur Angabe von �-Euler Derivationen von �Wi
k besteht wieder darin, zun�a
hstfaserweise derartige Derivationen zu konstruieren. Da wir viele Ergebnisse des Abs
hnittes 2.3.2auf die ver�anderte Situation mit dem anderen faserweisen Produkt ÆWi
k �ubertragen k�onnen, wollenwir insbesondere die Notation aus diesem Abs
hnitt weiter verwenden. Insbesondere bezei
hnen imweiteren �� 2 �1(TU�) lokale, konform symplektis
he Vektorfelder bez�ugli
h der symplektis
henForm ! auf der Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I), die analog zu Abs
hnitt 2.3.2 de�niertseien. Mit diesen Vektorfeldern �ndet man:Lemma 3.3.1 Die dur
h HS� := SH�S�1 : W
�(U�)! W
�(U�) de�nierte Abbildung ist einelokale (Super-)Derivation bez�ugli
h des faserweisen Produktes ÆWi
k vom antisymmetris
hen Grad0 und vom totalen Grad 0, d.h.HS�(aÆWi
kb) = (HS�a)ÆWi
kb+ aÆWi
k(HS�b) (3.31)f�ur alle a; b 2 W
�(U�). Hierbei ist wie in Lemma 2.3.3 H� = ��� + L��. Dar�uberhinaus gilt[HS� ; Æ℄ = 0.Beweis: Die Aussage �uber den antisymmetris
hen Grad von HS� ist o�ensi
htli
h. Aufgrund der explizitenGestalt von S ist weiter klar, da� S den totalen Grad unver�andert l�a�t, so da� die Aussage �uber dentotalen Grad von HS� aus der entspre
henden Aussage �uber H� aus Lemma 2.3.3 folgt. Ferner ist H� na
hLemma 2.3.3 eine ÆF-Derivation, so da� wegen S(aÆFb) = (Sa)ÆWi
k(Sb)8a; b 2 W
�(M ) die Glei
hungHS�(aÆWi
kb) = (HS�a)ÆWi
kb + aÆWi
k(HS�b) f�ur alle a; b 2 W
�(U�) folgt. Wegen [S; Æ℄ = 0 folgt dieVertaus
hungsrelation von HS� aus der entspre
henden Aussage f�ur H� aus Lemma 2.3.3. �Wegen HS� = exp(ad(�i�0�b))H� ist klar, da� HS� von der Gestalt ��� +L�� +P1i=1 �iDi mit fa-serweisen Abbildungen Di ist. Also erf�ullt HS� die Anforderungen, um dur
h geeignete Modi�kationzur Konstruktion faserweiser lokaler �-Euler Derivationen verwendet zu werden. Wir versu
hen alsoHS� zu einer ÆWi
k-(Super-)Derivation vom antisymmetris
hen Grad 0 zu erweitern, die mit DWi
kvertaus
ht. Hierzu ma
hen wir wie in (2.33) den AnsatzE� = HS� + 1� adÆWi
k(h�) (3.32)mit h� 2 W(U�), so da� �(h�) = 0 und bere
hnen [DWi
k; E�℄.Lemma 3.3.2 Sei E� wie in Glei
hung (3.32) gegeben, dann ist E� eine ÆWi
k-(Super-)Derivationvom antisymmetris
hen Grad 0 und es gilt[DWi
k; E�℄ = 1� adÆWi
k(DWi
kh� + ST� +HS�rWi
k � rWi
k); (3.33)wobei T� 2 �1(W2T �U� 
 T �U�) 2 W
�1(U�) wie in Abs
hnitt 2.3.2 Glei
hung (2.38) gegebensei.
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k 107Beweis: Na
h Lemma 3.3.1 ist HS� eine ÆWi
k-(Super-)Derivation vom dega-Grad 0. Da aber o�ensi
ht-li
h au
h 1� adÆWi
k (h�) f�ur alle h� 2 W(U�) eine sol
he ist, ist E� ebenfalls eine ÆWi
k-(Super-)Derivationvom dega-Grad 0. Zum Beweis von (3.33) erweist es si
h als sinnvoll DWi
k als DWi
k = �Æ + S(r �1�adÆF(S�1rWi
k))S�1 zu s
hreiben, was wegen [r;S℄ = 0 und SadÆF(a)S�1 = adÆWi
k (Sa) f�ur alle a 2W
�(M ) gilt. Da DWi
k eine ÆWi
k-Superderivation vom dega-Grad 1 ist, erhalten wir mit der De�nitionvon HS� und mit [Æ;HS�℄ = 0[DWi
k; E�℄ = 1� adÆWi
k (DWi
kh�) + S �r� 1� adÆF(S�1rWi
k);H��S�1:Na
h Lemma 2.3.6 i.) erhalten wir mit [r; ���℄ = 0 weiterS [r;H�℄S�1 = S 1� adÆF(T�)S�1 = 1� adÆWi
k (ST�):Ferner gilt�S �1� adÆF(S�1rWi
k);H��S�1 = �S 1� adÆF(S�1rWi
k �H�S�1rWi
k)S�1 = �1� adÆWi
k (rWi
k �HS�rWi
k);da H� eine ÆF-Derivation ist, so da� wir insgesamt die behauptete Glei
hung (3.33) �nden. �Unser n�a
hstes Ziel ist es nun zu zeigen, da� h� 2 W(U�) mit �(h�) = 0 so gew�ahlt werden kann,da� DWi
kh� + ST� +HS�rWi
k � rWi
k = 1
 A� gilt, wobei A� eine formale Reihe lokal de�nierterEinsformen, die geeignet zu w�ahlen sind, ist, da dann [DWi
k; E�℄ = 0 gilt. Wegen DWi
k2 = 0 ist dienotwendige Bedingung f�ur die L�osbarkeit dieser Glei
hung DWi
k(1
A��ST��HS�rWi
k+rWi
k) = 0.Mit den in Lemma 2.3.6 na
hgewiesenen Eigens
haften von T� gelingt es uns zu zeigen, da� dieseBedingung bei geeigneter Wahl von A� erf�ullbar ist.Proposition 3.3.3 i.) Sei A� 2 �1(T �U�)[[�℄℄ eine formale Reihe lokal de�nierter Einsformenauf U�, dann gilt DWi
k(1
A� � ST� � HS�rWi
k + rWi
k) = 0 (3.34)genau dann, wenn dA� = (id� H�)�
� �i �� ; (3.35)wobei � die in (3.3) de�nierte Ri

i-Form und 
 =P1i=1 �i
i die formale Reihe ges
hlossenerZweiformen auf M , die in die Glei
hung (3.7) f�ur rWi
k eingeht, bezei
hnet.ii.) W�ahlt man lokale Potentiale �i� der ges
hlossenen Zweiformen 
i auf U�, d.h. d�i� = 
if�ur i 2 N n f0g und lokale Potentiale "� der Ri

i-Form, d.h. d"� = � und de�niert �� :=P1i=1 �i�i�, so ist f�ur A� := (id� H�)��� � �i "�� (3.36)die Glei
hung (3.35) erf�ullt und es gilt DWi
k(1
 A� � ST� � HS�rWi
k + rWi
k) = 0.Beweis: Zum Beweis von i.) bere
hnen wir DWi
k(1
A��ST��HS�rWi
k+rWi
k) f�ur eine beliebige formaleReihe lokaler Einsformen auf U�, wobei wir wieder DWi
k = �Æ + S(r� 1�adÆF(S�1rWi
k))S�1 verwenden:DWi
k(1
A� � ST�)= 1
 dA� + ÆST� � S(r� 1� adÆF(S�1rWi
k))T� = 1
 dA� � S(L��R�R) + 1� adÆWi
k (rWi
k)ST�;da [Æ;S℄ = 0 und da na
h Lemma 2.3.6 iii.) ÆT� = 0 und rT� = L��R�R gilt. Ferner haben wir wieder dieBeziehung zwis
hen adÆF und adÆWi
k benutzt. Weiter gilt wegen [DWi
k;HS�℄ = 1� adÆWi
k (ST� +HS�rWi
k �
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k) unter Verwendung von Glei
hung (3.7)DWi
k(HS�rWi
k � rWi
k) = 1� adÆWi
k (ST� +HS�rWi
k � rWi
k)rWi
k +HS�DWi
krWi
k �DWi
krWi
k= 1� adÆWi
k (ST� +HS�rWi
k � rWi
k)rWi
k �HS�(R+ 1

 + 1� rWi
kÆWi
krWi
k)+R+ 1

 + 1� rWi
kÆWi
krWi
k:Da HS� eine ÆWi
k-(Super-)Derivation vom dega-Grad 0 ist erhalten wir weiterHS� �1� rWi
kÆWi
krWi
k� = �1� rWi
kÆWi
krWi
k + 1� adÆWi
k (HS�rWi
k)rWi
k;so da� wegen 1� adÆWi
k (rWi
k)rWi
k = 2� rWi
kÆWi
krWi
k s
hlie�li
hDWi
k(HS�rWi
k � rWi
k) = 1� adÆWi
k (rWi
k)ST� + R�HS�R+ (id�HS�)(1 

)also insgesamtDWi
k(1
 A� � ST� �HS�rWi
k + rWi
k) = 1
 dA� � S(L��R� R)�R+ SH�S�1R� (id�HS�)(1
 
)folgt. Da �0�b den symmetris
hen Grad um zwei verringert und H� = ��� + L�� ihn unver�andert l�a�t, gilto�ensi
htli
h HS�(1

) = H�(1

) = 1
H�
. Da zudem R vom symmetris
hen Grad 2 ist, erhalten wirmit der expliziten Gestalt von S und wegen ���R = 0�S(L��R� R)�R+ SH�S�1R = ��i L���0�bR = (id�H�)�i �0�bR;wobei wieder eingeht, da� �0�b den symmetris
hen Grad um zwei verringert. Mit der expliziten Gestalt vonR und �0�b ist es ein lei
htes einzusehen, da� �0�bR = 1 
 � mit der Ri

i-Form � gem�a� Glei
hung (3.3)gilt. Hiermit folgt aberDWi
k(1
 A� � ST� �HS�rWi
k + rWi
k) = 1
 �dA� � (id�H�)�
� �i ���und dieser Ausdru
k vers
hwindet genau dann, wenn (3.35) erf�ullt ist und i.) ist bewiesen. Zum Beweis vonii.) bere
hnet man einfa
h dA� = (id �H�)(d�� � �i d"�) = (id�H�)(
 � �i �), da die �au�ere Ableitung dmit ��� vertaus
ht und dL�� = L��d gilt. �Bemerkung 3.3.4 Aus der Glei
hung �0�bR = 1
 � erh�alt man einen sehr einfa
hen Beweis f�urdie Ges
hlossenheit der Ri

i-Form �, da man hiermit dur
h Anwenden von r wegen rR = 0 und[r;�0�b℄ = 0 direkt 1
 d� = 0 �ndet.Na
h diesen Vorbereitungen erhalten wir die folgende wi
htige Proposition:Proposition 3.3.5 Seien formale Reihen A� lokal de�nierter Einsformen wie in Proposition 3.3.3gew�ahlt. Dann existieren eindeutig de�nierte Elemente h� 2 W(U�), so da� DWi
kh� = 1 
 A� �ST� �HS�rWi
k + rWi
k und �(h�) = 0 erf�ullt ist. Dar�uberhinaus ist h� explizit dur
hh� = DWi
k�1(1
A� � ST� � HS�rWi
k + rWi
k) (3.37)gegeben, wobei DWi
k�1a = �Æ�1 � 1id�[Æ�1;r� 1� adÆWi
k (rWi
k)℄a�. Weiter gilt h� 2 W3(U�). Mit den sobestimmten Elementen h� kommutieren die faserweisen lokalen �-Euler Derivationen E� = HS� +1� adÆWi
k(h�) mit der Fedosov-Derivation DWi
k.
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k 109Beweis: Der in Abs
hnitt 2.3.2 gef�uhrte Beweis von Proposition 2.3.8 l�a�t si
h mit der Aussage ii.) dervorangehenden Proposition und Lemma 3.3.2 direkt auf die hier vorliegende Situation �ubertragen. Um dieAussage �uber den minimalen in h� vorkommenden totalen Grad zu erhalten gen�ugt es zu bea
hten, da�1 
 A� � ST� � HS�rWi
k + rWi
k 2 W2
�1(U�) gilt, da S den totalen Grad ni
ht ver�andert. Die weitereArgumentation verl�auft wieder analog zum Beweis von Proposition 2.3.8. �Im n�a
hsten S
hritt verwenden wir die konstruierten faserweisen lokalen �-Euler Derivationenzur De�nition lokaler �-Euler Derivationen f�ur �Wi
k.De�nition 3.3.6 Seien die Elemente h� 2 W(U�) wie in Glei
hung (3.37) gegeben. Weiter be-zei
hne E� : W
�(U�)! W
�(U�) die faserweisen lokalen �-Euler Derivationen E� = S(��� +L��)S�1 + 1� adÆWi
k(h�). Dann de�nieren wir Abbildungen E� : C1(U�)[[�℄℄ ! C1(U�)[[�℄℄ f�urf 2 C1(U�)[[�℄℄ dur
h E�f := �(E��Wi
k(f)): (3.38)Mit dieser De�nition erhalten wir das Hauptresultat dieses Abs
hnittes.Satz 3.3.7 Die in Glei
hung (3.38) de�nierten Abbildungen E� sind lokale Derivationen des Stern-produktes �Wi
k. Dar�uberhinaus gilt E� = ��� + L�� + D�, wobei D� = P1i=1 �iD�;i eine formaleReihe von Di�erentialoperatoren auf C1(U�) ist. Die Abbildungen E� sind also lokale �-Euler De-rivationen f�ur das Sternprodukt �Wi
k.Beweis: Der Na
hweis daf�ur, da� die in Glei
hung (3.38) de�nierten Abbildungen E� lokale Derivationenvon �Wi
k sind, erfolgt in v�olliger Analogie zum Beweis von Satz 2.3.10 in Abs
hnitt 2.3.2. Es bleibt alsona
hzuweisen, da� E� die behauptete explizite Gestalt besitzt. Hierzu ben�otigen wir zun�a
hst einen etwasexpliziteren Ausdru
k f�ur HS�. Mit einer einfa
hen Re
hnung in lokalen Koordinaten, kann man unter Ver-wendung von L��! = ! zeigen, da�h�i �0�b;H�i = ��i gkl �dzm(L��Zk)is(Zm)is(Z l) + dzm(L��Z l)is(Zm)is(Zk)�gilt. Diese faserweise Abbildung, die wir mit �D1 bezei
hnen wollen, kommutiert aber o�ensi
htli
h mit �0�b,so da� wir s
hlie�li
h HS� = ��� + L�� + �D1erhalten. Da nun � sowohl mit ��� als au
h mit L�� kommutiert, erhalten wir wegen �(�Wi
k(f)) = ffolgenden Ausdru
k f�ur E�E�f = ���f + L��f + ��(D1�Wi
k(f)) + 1� �(adÆWi
k (h�)�Wi
k(f)):Wegen Lemma 1.3.6 und Korollar 1.3.9 ist die Abbildung C1(U�) 3 f 7! 1��(adÆWi
k (h�)�Wi
k(f)) +��(D1�Wi
k(f)) = D�f eine formale Reihe von Di�erentialoperatoren. Es bleibt zu zeigen, da� diese for-male Reihe erst in der Ordnung 1 im formalen Parameter � beginnt. F�ur die Abbildung C1(U�) 3 f 7!��(D1�Wi
k(f)) ist dies o�ensi
htli
h der Fall, da �Wi
k(f) nur ni
htnegative Potenzen des formalen Para-meters beinhaltet. Um diese Eigens
haft f�ur den zweiten Anteil von D� einzusehen, bere
hnen wir unterBer�u
ksi
htigung der expliziten Gestalt von ÆWi
k1� �(adÆWi
k (h�)�Wi
k(f)) = 2i gkl ��(is(Zk)h�)�(is(Zl)�Wi
k(f)) � �(is(Zk)�Wi
k(f))�(is(Z l)h�)� +O(�):Da na
h Proposition 3.3.5 h� 2 W3(U�) gilt, sind is(Zk)h� und is(Z l)h� vom totalen Grad gr�o�er oder glei
hzwei, so da� �(is(Zk)h�) und �(is(Zl)h�) nur Terme der Ordnung gr�o�er oder glei
h eins in � beinhalten,womit D� =P1i=1 �iD�;i folgt und der Satz bewiesen ist. �Dieser eben bewiesene Satz stellt wiederum die Grundlage f�ur die Bestimmung der Derivations-verwandten Klasse d(�Wi
k) dar.
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k und die Bestimmung von d(�Wi
k)Bevor wir mit den lokalen �-Euler Derivationen f�ur �Wi
k aus Satz 3.3.7 die Derivations-verwandteKlasse von �Wi
k bestimmen k�onnen, m�ussen wir die Ergebnisse aus Proposition 2.3.11, die einehierf�ur sehr n�utzli
he Formel f�ur die Lie-Ableitung beinhaltet, auf die vorliegende Situation mitdem anderen faserweisen Produkt ÆWi
k �ubertragen.Lemma 3.3.8 F�ur alle Vektorfelder X 2 �1(TM) gilt f�ur die Lie-Ableitung LX : W
�(M) !W
�(M) folgende Formel:SLXS�1 = DWi
kia(X) + ia(X)DWi
k + S(is(X) + (dxi 
 1)is(r�iX))S�1 + 1� adÆWi
k(ia(X)rWi
k):(3.39)F�ur den Fall, da� X = Xf das Hamiltons
he Vektorfeld einer Funktion f 2 C1(M) ist, nimmtdiese Formel die folgende Form an:SLXfS�1 = DWi
kia(Xf) + ia(Xf)DWi
k � 1� adÆWi
k �S �f + df + 12Ddf 
 1�� ia(Xf)rWi
k� ;(3.40)wobei D = dxi _r�i den Operator der symmetris
hen kovarianten Ableitung in einer Karte x vonM als reelle Mannigfaltigkeit bezei
hnet.Beweis: Analog zum Beweis von Proposition 2.3.11 erh�alt man f�ur alle X 2 �1(TM )LX = (�Æ +r)ia(X) + ia(X)(�Æ +r) + is(X) + (dxi 
 1)is(r�iX):Konjugiert man diese Glei
hung mit S, so erh�alt man wegen [Æ;S℄ = [r;S℄ = [ia(X);S℄ = 0 und wegenia(X)adÆWi
k (rWi
k)+adÆWi
k (rWi
k)ia(X) = adÆWi
k (ia(X)rWi
k) die erste behauptete Glei
hung (3.39). F�urden Fall, da�X = Xf ein Hamiltons
hes Vektorfeld ist, nimmt diese Formel wegen is(Xf ) = � 1� adÆF(df
1),adÆF(f) = 0 und (dxi
1)is(r�iXf ) = � 1�adÆF(12Ddf
1) (vgl. Beweis von Proposition 2.3.11) die behaupteteGestalt (3.40) an, wobei wir wieder die Beziehung SadÆF(a)S�1 = adÆWi
k (Sa), die f�ur alle a 2 W
�(M )gilt, verwendet haben. �Na
h dieser eher te
hnis
hen Vorbereitung wenden wir uns der Bere
hnung der Derivations-verwandten Klasse von �Wi
k zu. Aus der De�nition der lokalen �-Euler Derivationen E� und mitder obigen Formel f�ur die Lie-Ableitung erhalten wir:Lemma 3.3.9 F�ur alle g 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ gilt(E� � E�)(g) (3.41)= 1� � �adÆWi
k �h� � h� + S �f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1�� ia(Xf��)rWi
k� �Wi
k(g)� ;wobei f�� 2 C1(U� \ U�) die Glei
hung df�� = �� � �� erf�ullt, die lokalen Einsformen �� dieGlei
hnung d�� = �! erf�ullen und Xf�� das Hamiltons
he Vektorfeld zu f�� bezei
hnet.Beweis: Gem�a� der De�nition der lokalen �-Euler Derivationen gilt(E� � E�)(g) = �((SL�����S�1 + 1� adÆWi
k (h� � h�))�Wi
k(g)):Analog zum Beweis von Lemma2.3.12 erhalten wir ����� = X�f�� , so da� SL�����S�1 im obigen Ausdru
kf�ur E��E� mit der Formel (3.40) f�ur f = �f�� ersetzt werden kann. Ferner verwenden wir DWi
k�Wi
k(g) = 0und ia(X�f�� )�Wi
k(g) = 0 und erhalten somit die behauptete Glei
hung (3.41). �
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k 111Wir m�ussen jetzt wieder zeigen, da� der Term im Argument von adÆWi
k in Glei
hung (3.41)dur
h eine lokal de�nierte formale Funktion a�� so erg�anzt werden kann, da� das gesamte Argumentdie Fedosov-Taylor-Reihe �Wi
k(f�� + �2i�0�bDdf�� � �(ia(Xf��)rWi
k) + a��) der lokalen formalenFunktion d�� := f��+ �2i�0�bDdf����(ia(Xf��)rWi
k)+a�� ist. Wenn es uns gelingt, sol
he lokalenformalen Funktionen zu �nden, so liefert (3.41) E� � E� = 1� ad�Wi
k(d��) und wir sind in der Lageeinen Ausdru
k f�ur die Derivations-verwandte Klasse d(�Wi
k) zu �nden. Wir m�ussen also zeigen,da� a�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ so gew�ahlt werden kann, da�DWi
k �h� � h� + a�� + S �f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1�� ia(Xf��)rWi
k� = 0 (3.42)gilt.Lemma 3.3.10 Mit den Bezei
hnungen aus Lemma 3.3.9 giltDWi
k �h� � h� + S �f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1�� ia(Xf��)rWi
k� (3.43)= 1
 ��i��
� �i i���+A�� � �i��
� �i i���+ A��� ;wobei A� 2 �1(T �U�)[[�℄℄ wie in Proposition 3.3.3 ii.) gegeben ist.Beweis: Aus der Konstruktion der Elemente h�, die wir in Abs
hnitt 3.3.1.1 angegeben haben (vgl. Propo-sition 3.3.5), erhalten wirDWi
k(h� � h�) = 1
 (A� �A�)� S(T� � T�) � SL�����S�1rWi
k:Weiter �ndet man dur
h direkte Re
hnungDWi
kS �f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1�= 1� adÆWi
k �S �df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1�� rWi
k + Sr�12Ddf�� 
 1� ;wobei es si
h als sinnvoll erweist DWi
kS = S(�Æ+r� 1�adÆF(S�1rWi
k)) zu verwenden, womit si
h die ent-spre
hende Bere
hnung im Beweis von Lemma 2.3.13 auf die obige Situation �ubertragen l�a�t. Wir verwendennun no
hmals Glei
hung (3.40), die De�nition von DWi
k und Glei
hung (3.7), umDWi
k(�ia(Xf�� )rWi
k) = �(DWi
kia(Xf�� )rWi
k + ia(Xf�� )DWi
krWi
k)+ia(Xf�� )��ÆrWi
k +rrWi
k � 1� adÆWi
k (rWi
k)rWi
k�= SL�����S�1rWi
k � 1� adÆWi
k �S �df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1�� ia(Xf�� )rWi
k� rWi
k�ia(Xf�� )�R+ 1

 + 1� rWi
kÆWi
krWi
k�= SL�����S�1rWi
k � 1� adÆWi
k �S �df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1�� rWi
k + ia(�� � ��)R+ 1
 i�����
zu erhalten, da �Xf�� = �� � �� und ia(Xf�� )(rWi
kÆWi
krWi
k) = adÆWi
k (ia(Xf�� )rWi
k)rWi
k. Insgesamt�ndet man alsoDWi
k �h� � h� + S �f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1�� ia(Xf�� )rWi
k�= 1
 ((A� + i��
)� (A� � i��
)) � S(T� � T�) + Sr�12D(�� � ��)�+ ia(�� � ��)R:
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h Lemma 2.3.6 ii.) die Glei
hung T� = ia(��)R+r(12D��) gilt, folgt hieraus wegen Sia(��)R =ia(��)R+ ia(��)�i�0�bR = ia(��)R+ �i 1
 i��� die Behauptung. �Mit Hilfe des soeben bewiesenen Lemmas �nden wir nun:Proposition 3.3.11 i.) Mit den obigen Bezei
hnungen giltDWi
k �h� � h� + a�� + S �f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1�� ia(Xf��)rWi
k� = 0 (3.44)genau dann, wenn die lokal de�nierten formalen Funktionen a�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ die Glei-
hung da�� = ���i��
� �i i���+A�� � �i��
� �i i���+ A��� (3.45)erf�ullen.ii.) Es existieren lokal de�nierte formale Funktionen a�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ derart, da� (3.45)und somit au
h (3.44) erf�ullt ist. In diesem Fall gilth� � h� + a�� + S �f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1� � ia(Xf��)rWi
k = �Wi
k(d��); (3.46)wobei die lokalen formalen Funktionen d�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ dur
hd�� = a�� + f�� + �2i�0�bDdf�� � �(ia(Xf�� )rWi
k) (3.47)gegeben sind.Beweis: Die Aussage i.) folgt direkt aus Lemma3.3.10 unter Ber�u
ksi
htigung der Tatsa
he, da�DWi
ka�� =1 
 da�� gilt. Um die Existenz der a�� wie in (3.45) na
hzuweisen, bere
hnen wir mit der Cartan-Formelf�ur die Lie-Ableitung und mit (3.35)d�i��
 � �i i��� +A�� = L��
� �i L��� + (id�H�)�
� �i �� = (id� ���)�
� �i �� ;da d
 = 0 und d� = 0. Also ist die re
hte Seite von Glei
hung (3.45) ges
hlossen und die Existenz lokalde�nierter formaler Funktionen a��, die diese erf�ullen, dur
h das Poin
ar�e-Lemma gesi
hert. Na
h Satz 1.3.5gilt f�ur diese a�� die Glei
hung (3.46) und d�� ist dur
hd�� = ��h� � h� + a�� + S �f�� + df�� 
 1 + 12Ddf�� 
 1�� ia(Xf�� )rWi
k�gegeben. Hieraus erh�alt man mit der expliziten Gestalt von S den Ausdru
k (3.47), da wir zudem die h� sokonstruiert haben, da� �(h�) = 0 gilt. �Na
h diesen Vorbereitungen k�onnen wir nun folgenden Satz formulieren:Satz 3.3.12 Mit den lokalen formalen Funktionen d�� 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄ aus Proposition 3.3.11ii.) gilt E� � E� = 1� ad�Wi
k(d��): (3.48)Dar�uberhinaus erf�ullen diese formalen Funktionendd�� = �� � �� + d��(ia(��)rWi
k) + �2i�0�bD���� d��(ia(��)rWi
k) + �2i�0�bD������i��
� �i i���+A��� �i��
� �i i���+ A��� :



DIE CHARAKTERISTISCHE KLASSE DES STERNPRODUKTES �Wi
k 113Also de�nieren die d�� einen 2-Kozyklus und das Bild der entspre
henden �Ce
h-Kohomologie-Klasseunter dem de Rham-Isomorphismus, also die Derivations-verwandte Klasse des Sternproduktes�Wi
k, ist dur
h d(�Wi
k) = �[!℄� h�
� �i ��� ��� �
� �i ��i (3.49)gegeben.Beweis: Wegen adÆWi
k (a��) = 0 gilt na
h Lemma 3.3.9 und Proposition 3.3.11 ii.)(E� � E�)(g) = 1� �(adÆWi
k (�Wi
k(d��))�Wi
k(g)) = 1� ad�Wi
k (d��)gf�ur alle g 2 C1(U� \ U�)[[�℄℄, womit die erste Aussage des Satzes bewiesen ist. Aus Glei
hung (3.47) erhaltenwir wegen df�� = �� � �� , �� � �� = �Xf�� und Glei
hung (3.45) den behaupteten Ausdru
k f�ur die�au�ere Ableitung von d��. Aus diesem ist o�ensi
htli
h, da� dur
h diese formalen Funktionen ein 2-Kozyklusde�niert ist. Um die entspre
hende de Rham-Klasse zu bestimmen, bere
hnet man d(��+d(�(ia(��)rWi
k)+�2i�0�bD��)�(i��
� �i i���+A�)) = �!�(id����)(
� �i �), wobei wir das Ergebnis f�ur d(i��
� �i i���+A�)aus dem Beweis von Proposition 3.3.11 ii.) verwendet haben. Also folgt das behauptete Ergebnis f�ur dieDerivations-verwandte Klasse d(�Wi
k) und der Satz ist bewiesen. �Bemerkung 3.3.13 Erstaunli
herweise stimmt die Derivations-verwandte Klasse d(�Wi
k) mit derKlasse �[!℄� [
� ���
℄ �uberein, da der zus�atzli
he Term, der von der Ri

i-Form � abh�angt, vonerster Ordnung in � ist. Denno
h war zur Konstruktion der �-Euler Derivationen explizit eineBer�u
ksi
htigung der Ri

i-Form und eine Wahl lokaler Potentiale dieser Form notwendig. DieseBeoba
htung legt die Vermutung nahe, da� die Ri

i-Form bei der Bestimmung des Terms 
(�Wi
k)0der 
harakteristis
hen Klasse, der ni
ht dur
h die Derivations-verwandte Klasse festgelegt ist, eineRolle spielen wird.Da die 
harakteristis
he Klasse 
(?) eines Sternproduktes mit der Derivations-verwandten Klas-se d(?) dur
h die Glei
hung ��
(?) = 1�2 d(?) verkn�upft ist, k�onnen wir f�ur das Sternprodukt �Wi
kalle Terme der 
harakteristis
hen Klasse bis auf den Term 
(�Wi
k)0 in der nullten Ordnung in �angeben.Proposition 3.3.14 F�ur die 
harakteristis
he Klasse 
(�Wi
k) 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄ der Stern-produkte �Wi
k gilt 
(�Wi
k)� 
(�Wi
k)0 = 1� [!℄ + 1� 1Xi=2 �i[
i℄: (3.50)Beweis: Der Beweis ergibt si
h v�ollig analog zum Beweis von Proposition 2.3.16 unter Verwendung derAussage von Satz 3.3.12 und unter Ber�u
ksi
htigung von Bemerkung 3.3.13. �Den no
h unbekannten Term 
(�Wi
k)0 bestimmen wir im n�a
hsten Abs
hnitt.3.3.2 Der Bidi�erentialoperator C�2 und die Bestimmung von 
(�Wi
k)0Um den no
h fehlenden Term 
(�Wi
k)0 der 
harakteristis
hen Klasse zu bestimmen, ben�otigenwir na
h Abs
hnitt 2.2.3 einen expliziten Ausdru
k f�ur den antisymmetris
hen Anteil C�2 desBidi�erentialoperators C2, der in der Bes
hreibung des Sternproduktes �Wi
k dur
h f�Wi
kg =fg + �C1(f; g) + �2C2(f; g) + : : : f�ur f; g 2 C1(M) ers
heint. Mit dem faserweisen Produkt ÆWi
kerweist si
h die Bere
hnung dieses Bidi�erentialoperators als deutli
h aufwendiger als die entspre-
hende Bere
hnung f�ur das Sternprodukt �F in Proposition 2.3.17. Zudem zeigt es si
h, da� es in



114 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATIONdiesem Fall im Gegensatz zur Situation bei �F aufwendiger ist, eine Zerlegung des Bidi�erential-operators C�2 wie in Bemerkung 2.2.16 zu �nden, um C�2 ℄ bestimmen zu k�onnen, was urs�a
hli
hdaran liegt, da� f�ur �Wi
k im Gegensatz zu �F der Bidi�erentialoperator C1 ni
ht dur
h 12f � ; � ggegeben ist.F�ur f; g 2 C1(M) bestimmen wir nun f�Wi
kg�g�Wi
kf bis auf Terme der Ordnung gr�o�er oderglei
h drei in �. Mit der expliziten Gestalt des faserweisen Produktes ÆWi
k erh�alt man:f�Wi
kg � g�Wi
kf = 2�i gk1l1�(is(Zk1)�Wi
k(f)is(Zl1)�Wi
k(g)� is(Zk1)�Wi
k(g)is(Zl1)�Wi
k(f))+12 �2�i �2 gk1l1gk2l2�(is(Zk1)is(Zk2)�Wi
k(f)is(Zl1)is(Zl2)�Wi
k(g))�12 �2�i �2 gk1l1gk2l2�(is(Zk1)is(Zk2)�Wi
k(g)is(Zl1)is(Zl2)�Wi
k(f)) +O(�3):Um also f�Wi
kg � g�Wi
kf bis auf Terme der Ordnung gr�o�er oder glei
h drei in � zu bere
hnen,ben�otigen wir f�ur den Anteil 2�i gk1l1�(is(Zk1)�Wi
k(f)is(Zl1)�Wi
k(g)�is(Zk1)�Wi
k(g)is(Zl1)�Wi
k(f))nur �Wi
k(f)(0); : : : ; �Wi
k(f)(3), da f�ur �Wi
k(f)(k) mit k � 4 entweder der symmetris
he Grad oderder �-Grad der vorkommenden Terme gr�o�er als eins ist. F�ur die Bestimmung des zweiten Anteilsbis auf Terme der Ordnung gr�o�er oder glei
h drei in � ist nur derjenige Anteil von �Wi
k(f) vom�-Grad 0 und vom degs-Grad 2 relevant, so da� hierf�ur nur �Wi
k(f)(2) ben�otigt wird.Lemma 3.3.15 F�ur die Fedosov-Taylor-Reihe �Wi
k(f) einer Funktion f 2 C1(M) gilt:�Wi
k(f)(0) = f�Wi
k(f)(1) = df 
 1�Wi
k(f)(2) = 12Ddf 
 1� is(Xf)s(3)3 
 1�Wi
k(f)(3) = �� �is(Xf)s(4)2 + 12 iXf (
1 + ds(3)1 )� 
 1+� �gk1l1gk2l2�is(Zk1)is(Zk2)s(3)3 is(Zl1)is(Zl2)D2f�is(Zl1)is(Zl2)s(3)3 is(Zk1)is(Zk2)D2f�+gk1l1gk2l2�is(Zk1)is(Zk2)is(Xf)s(3)3 is(Zl1)is(Zl2)s(3)3� is(Zk1)is(Zk2)s(3)3 is(Zl1)is(Zl2)is(Xf)s(3)3 ��
 1 +O(�2; deg2s);wobei O(�2; deg2s) Terme bezei
hnet, deren �-Grad oder symmetris
her Grad gr�o�er als eins ist.Ferner haben wir die Anteile vom totalen Grad 3 und 4 des Elementes s, das die Normierungsbe-dingung an rWi
k festlegt, als s(3) = (s(3)3 + �s(3)1 )
 1 und s(4) = (s(4)4 + �s(4)2 )
 1 ges
hrieben, wobeider untere Index den jeweiligen symmetris
hen Grad bezei
hnet.Beweis: An den Rekursionsformeln f�ur die Fedosov-Taylor-Reihe erkennt man, da� nur die Terme rWi
k(2) =Æs(3) und rWi
k(3) = Æs(4) + Æ�1 �rrWi
k(2) � 1� rWi
k(2)ÆWi
krWi
k(2) +R+ 1
 �
1� des Elementes rWi
k f�urdie Bere
hnung von �Wi
k(f)(0); : : : ; �Wi
k(f)(3) ben�otigt werden. Die Formeln f�ur �Wi
k(f)(0); : : : ; �Wi
k(f)(3)erh�alt man hieraus mit einer langen Re
hnung, auf deren Darstellung wir hier verzi
hten wollen, da man ausdieser keine besondere Einsi
ht gewinnt. �Mit diesen Resultaten und mit der eingangs angegebenen Glei
hung f�ur f�Wi
kg�g�Wi
kf �ndetman folgendes Lemma:
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k 115Lemma 3.3.16 Der antisymmetris
he Anteil C�2 des Bidi�erentialoperators C2, der in der Be-s
hreibung von �Wi
k als f�Wi
kg = fg + �C1(f; g) + �2C2(f; g) + : : : ers
heint, ist dur
hC�2 (f; g) = 12 (C2(f; g)� C2(g; f))= �12 �
1 + ds(3)1 � (Xf ; Xg) (3.51)�14gk1l1gk2l2 �is(Zk1)is(Zk2)D2fis(Zl1)is(Zl2)D2g � is(Zk1)is(Zk2)D2gis(Zl1)is(Zl2)D2f�gegeben, wobei f; g 2 C1(M) und Xf ; Xg die entspre
henden Hamiltons
hen Vektorfelder bezei
h-nen.Beweis: Mit den in Lemma 3.3.15 angegebenen Ergebnissen f�ur �Wi
k(f)(0); : : : ; �Wi
k(f)(3) ergibt si
h dieobige Formel f�ur C�2 (f; g) wiederum dur
h eine l�angere Re
hnung unter Benutzung der eingangs angegebenenGestalt von f�Wi
kg � g�Wi
kf . �Bemerkung 3.3.17 Erstaunli
herweise h�angt das Ergebnis f�ur C�2 ni
ht von dem Tensorfeld s(3)3ab, obwohl dieses in die relevanten Terme der Fedosov-Taylor-Reihe eingeht.Als n�a
hsten S
hritt in der Bere
hnung von 
(�Wi
k)0 m�ussen wir f�ur diesen Bidi�erentialoperatoreine Zerlegung der GestaltC�2 (f; g) = aS3�(f; g) +A(Xf ; Xg) + (ff; E(g)g+ fE(f); gg� E(ff; gg));wobei E : C1(M) ! C1(M) einen Di�erentialoperator bezei
hnet, bestimmen. Da S3�(f; g) einBidi�erentialoperator ist, dessen Symbol in jedem Argument von der Ordnung 3 ist (vgl. Bemerkung2.2.16) und da C�2 wegen (3.51) o�ensi
htli
h von der Ordnung 2 in jedem Argument ist, gilt indem vorliegenden Fall sogarC�2 (f; g) = A(Xf ; Xg) + (ff; E(g)g+ fE(f); gg�E(ff; gg));wobei die ges
hlossene Zweiform A auf M , bzw. deren Kohomologie-Klasse den fehlenden Term
(�Wi
k)0 der 
harakteristis
hen Klasse dur
h 
(�Wi
k)0 = �2C�2 ℄ = �2[A℄ bestimmt. Betra
htetman das f�uhrende Symbol von C�2 , so ist die Vermutung naheliegend, da� der Di�erentialoperatorE in enger Beziehung zu dem Lapla
e-Operator4 der Semi-Riemanns
hen Metrik g ist. Der Lapla
eOperator 4 2 Di� 2(C1(M)) ist hierbei f�ur f 2 C1(M) dur
h4f = 12gklis(Zk)is(Zl)D2f (3.52)de�niert und dur
h lei
hte Re
hnung in lokalen Koordinaten �ndet man 4f = gklZkZ lf . Imfolgenden Lemma bestimmen wir (ÆChev4)(f; g) = ff;4gg + f4f; gg � 4ff; gg um unsere Ver-mutung hinsi
htli
h der Gestalt des Di�erentialoperators E in der obigen Zerlegung zu best�ati-gen. Hierbei bezei
hnet ÆChev den Chevalley-Kohomologie-Operator der Chevalley-Kohomologie von(C1(M); f � ; � g) mit Werten in C1(M) bez�ugli
h der adjungierten Darstellung.Lemma 3.3.18 F�ur alle f; g 2 C1(M) gilt(ÆChev4)(f; g) = ff;4gg+ f4f; gg�4ff; gg = �2i (S(f; g)� S(g; f))+ �(Xf ; Xg); (3.53)wobei wir zur Abk�urzung den Bidi�erentialoperator S dur
hS(f; g) := 14gk1l1gk2l2 is(Zk1)is(Zk2)D2fis(Zl1)is(Zl2)D2gde�niert haben und � die Ri

i-Form gem�a� Glei
hung (3.3) bezei
hnet.
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h aufw�andigste Weg zum Beweis der obigen Formel ist eine l�angere Re
hnung inlokalen Koordinaten, in die wesentli
h die Eigens
haften des Semi-K�ahler-Zusammenhangs und die expliziteGestalt der Hamiltons
hen Vektorfelder eingehen. Da au
h diese keine besondere Einsi
ht vermittelt, wollenwir au
h hier auf eine detaillierte Darstellung verzi
hten. �Mit der obigen Gestalt von ÆChev4 und dem Ausdru
k f�ur C�2 aus Lemma 3.3.16 �nden wirs
hlie�li
h:Proposition 3.3.19 Der antisymmetris
he Anteil C�2 des Bidi�erentialoperators C2 ist f�ur f; g 2C1(M) dur
h C�2 (f; g) = �12 �
1 + ds(3)1 + i�� (Xf ; Xg) + i2(ÆChev4)(f; g) (3.54)gegeben. Also gilt 
(�Wi
k)0 = �2C�2 ℄ = �
1 � 1i �� : (3.55)Beweis: Die explizite Formel f�ur C�2 folgt direkt aus den Glei
hungen (3.53) und (3.51) unter Ber�u
k-si
htigung der De�nition des Bidi�erentialoperators S. Aus dieser Identit�at ist aber die Glei
hung (3.55)o�ensi
htli
h. �Wir erhalten also als Hauptresultat dieses Abs
hnittes den Satz:Satz 3.3.20 Deligne's 
harakteristis
he Klasse 
(�Wi
k) eines mit der Fedosov-Konstruktion ausdem faserweisen Produkt ÆWi
k erhaltenen Sternproduktes �Wi
k ist dur
h
(�Wi
k) = 1� [!℄ + 1� h
� �i �i (3.56)gegeben.Beweis: Die Aussage ist eine direkte Konsequenz der Aussagen von Proposition 3.3.14 und Proposition3.3.19. �Verglei
ht man dieses Resultat mit dem entspre
henden Resultat f�ur �F, so f�allt auf, da� hiertats�a
hli
h eine vom Semi-K�ahler-Zusammenhang herr�uhrende Gr�o�e n�amli
h die Ri

i-Form die�Aquivalenzklasse des Sternproduktes beein
u�t. Im Gegensatz dazu war dort 
(�F) unabh�angigvon der Wahl des symplektis
hen Zusammenhangs. In Bezug auf die anderen Abh�angigkeiten der
harakteristis
hen Klasse von den Eingangsdaten der Fedosov-Konstruktion de
kt si
h das hiergefundene Ergebnis mit dem f�ur �F, da au
h hier die Normierungsbedingung die �Aquivalenzklasseunber�uhrt l�a�t und wieder die formale Reihe ges
hlossener Zweiformen 
 in diese eingeht.Als eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes �nden wir:Folgerung 3.3.21 Zwei Sternprodukte �Wi
k und �Wi
k0 f�ur (M;!; I), die aus den Eingangsdaten(
; s) und (
0; s0) konstruiert sind, sind �aquivalent genau dann, wenn [
℄ = [
0℄.Beweis: Na
h Satz 2.2.19 ii.) sind zwei Sternprodukte �aquivalent genau dann, wenn ihre 
harakteristis
henKlassen �ubereinstimmen. Wegen Satz 3.3.20 ist dies f�ur die Sternprodukte �Wi
k und �Wi
k0 genau dann derFall, wenn [
℄ = [
0℄ gilt. �Weiter erhalten wir ebenfalls als Folgerung, da� mit der von uns angegebenen Konstruktion mitdem faserweisen Produkt ÆWi
k Sternprodukte jeder �Aquivalenzklasse von Sternprodukten konstru-iert werden k�onnen. Diese Tatsa
he ist insbesondere deshalb von Belang, da wir zeigen wollen, da�wir mit dieser Konstruktion tats�a
hli
h alle Sternprodukte vom Wi
k-Typ erhalten k�onnen.
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 2 [!℄� +H2dR(M ; C )[[�℄℄ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltig-keit (M;!; I) existiert ein mit der Fedosov-Konstruktion f�ur ÆWi
k erhaltenes Sternprodukt �Wi
kmit 
(�Wi
k) = 
: (3.57)Insbesondere ist also jedes Sternprodukt ? auf (M;!; I) �aquivalent zu einem der Sternprodukte �Wi
k.Beweis: Wir s
hreiben 
 = 1� [!℄ + 
� 0 mit 
� 0 2 H2dR(M ; C )[[�℄℄ und sei R(
� 0) ein Repr�asentant von 
� 0,d.h. R(
� 0) ist eine formale Reihe ges
hlossener Zweiformen auf M und es gilt [R(
� 0)℄ = 
� 0. De�niertman 
 := �R(
� 0) + �i �, so erf�ullt 
 also alle Voraussetzungen, um in der Fedosov-Konstruktion mit ÆWi
kverwendet zu werden. Das mit diesem 
 konstruierte Sternprodukt �Wi
k erf�ullt dann aber na
h Satz 3.3.20
(�Wi
k) = 1� [!℄ + [R(
� 0)℄ = 1� [!℄ + 
� 0 = 
:Sei ? ein beliebiges Sternprodukt auf (M;!) und sei 
(?) 2 [!℄� + H2dR(M ; C )[[�℄℄ seine 
harakteristis
heKlasse. Na
h der eben bewiesenen Aussage existiert dann ein Sternprodukt �Wi
k mit 
(�Wi
k) = 
(?). Na
hSatz 2.2.19 ii.) folgt hieraus aber, da� ? �aquivalent zu �Wi
k ist. �3.4 Charakterisierung der Sternprodukte �Wi
k vom Wi
k-TypIn diesem Abs
hnitt wollen wir untersu
hen, unter wel
hen Bedingungen an die Eingangsdatender Fedosov-Konstruktion mit ÆWi
k die Sternprodukte �Wi
k Sternprodukte vom Wi
k-Typ aufder Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I) sind. Hierbei sind Sternprodukte vom Wi
k-Typ dienat�urli
he Verallgemeinerung des Sternproduktes ?Wi
k auf (Cn �= R2n; !0), wel
hes wir in Abs
hnitt1.1.2 betra
htet haben.3.4.1 Sternprodukte vom Wi
k-Typ und mit Separation der VariablenZun�a
hst wollen wir de�nieren, was man unter einem Sternprodukt vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I) versteht, wobei diese De�nition dur
h Eigens
haften von ?Wi
kmotiviert wird. Ferner wollen wir �uber einige bekannte Ergebnisse beri
hten, die im Zusammen-hang mit sol
hen Sternprodukten stehen, insbesondere betra
hten wir hierbei Sternprodukte mitSeparation der Variablen, die in enger Beziehung zu den Sternprodukten vom Wi
k-Typ stehen.Betra
htet man die explizite Gestalt des Sternproduktes ?Wi
k auf (Cn �= R2n; !0), so stelltman fest, da� f�ur alle holomorphen Funktionen h 2 O(C n ) und alle Funktionen f 2 C1(Cn ) dasSternprodukt f ?Wi
k h mit dem punktweisen Produkt von f und h �ubereinstimmt. Ferner gilt f�uralle antiholomorphen Funktionen h0 2 O(C n) und alle Funktionen g 2 C1(Cn ), da� h0 ?Wi
k gebenfalls mit dem punktweisen Produkt von g und h0 �ubereinstimmt, d.h. es giltf ?Wi
k h = fh und h0 ?Wi
k g = h0g (3.58)f�ur alle f; g 2 C1(Cn ); h 2 O(C n ); h0 2 O(C n).M�o
hte man eine analoge Eigens
haft eines Sternproduktes ? auf eine beliebigen Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I) formulieren, so ist der erste naive Ansatz hierzu zu fordern, da� f�uralle f; g 2 C1(M); h 2 O(M); h0 2 O(M) die hierzu analogen Glei
hungen erf�ullt sein sollen.F�ur eine kompakte Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit sind jedo
h sowohl die holomorphen als au
h dieantiholomorphen Funktionen gerade dur
h die konstanten Funktionen auf M gegeben. Da nunaber gem�a� der De�nition eines Sternproduktes die Bidi�erentialoperatoren Ck f�ur k � 1 auf denKonstanten vers
hwinden, gelten die zu (3.58) analogen Glei
hungen auf einer kompakten Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit f�ur jedes Sternprodukt, so da� diese M�ogli
hkeit der Verallgemeinerung
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ht sinnvoll ers
heint. Stattdessen ist also eine Verallgemeinerung n�otig, die von lokaler Natur ist,so da� topologis
he Eigens
haften diese Verallgemeinerung ni
ht wie f�ur kompakte Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeiten zuni
hte ma
hen. Betra
htet man also no
hmals die Bidi�erentialoperatoren,die ?Wi
k bes
hreiben, so �ndet man, da� diese im ersten Argument nur in holomorphe Ri
htungenund im zweiten Argument nur in antiholomorphe Ri
htungen di�erenzieren, also bietet si
h fol-gende De�nition an: Ein Sternprodukt auf (M;!; I) hei�t Sternprodukt vom Wi
k-Typ, wenn diebes
hreibenden Bidi�erentialoperatoren f�ur r � 1 in einer holomorphen Karte von der FormCr(f; g) =XK;LCK;Lr �jKjf�zK �jLjg�zLmit gewissen KoeÆzientenfunktionen CK;Lr sind. O�enbar stellt dies auf Semi-K�ahler-Mannigfaltig-keiten eine globale Charakterisierung dar. O�ensi
htli
h ist diese Charakterisierung zu folgenderDe�nition �aquivalent.De�nition 3.4.1 ([20, Thm. 4.7℄) Ein Sternprodukt ? auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit(M;!; I) hei�t Sternprodukt vom Wi
k-Typ, falls f�ur alle o�enen Teilmengen U �M , alle f; g; h; h02 C1(M) mit hjU 2 O(U); h0jU 2 O(U) die Glei
hungenf ? hjU = fhjU und h0 ? gjU = h0gjU (3.59)gelten.Diese De�nition stellt o�ensi
htli
h eine f�ur beliebige Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeiten vern�unf-tige Verallgemeinerung von (3.58) dar.Analog geht man vor, um die Verallgemeinerung des Sternproduktes ?SdV auf (Cn �= R2n; !0) mitSeparation der Variablen zu de�nieren. Hierbei sind im Verglei
h zum Sternprodukt vom Wi
k-Typledigli
h die Rollen von holomorphen und antiholomorphen Ri
htungen vertaus
ht.De�nition 3.4.2 ([67, Se
. 2 Def.℄) Ein Sternprodukt ? auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit(M;!; I) hei�t Sternprodukt mit Separation der Variablen, falls f�ur alle o�enen Teilmengen U �M ,alle f; g; h; h0 2 C1(M) mit hjU 2 O(U); h0jU 2 O(U) die Glei
hungenh ? f jU = hf jU und g ? h0jU = gh0jU (3.60)gelten.Aufs
hlu� �uber die Beziehung zwis
hen Sternprodukten mit Separation der Variablen und Stern-produkten vom Wi
k-Typ gibt das folgende Lemma.Lemma 3.4.3 Ein Sternprodukt ? auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I) ist ein Stern-produkt vom Wi
k-Typ genau dann, wenn das Sternprodukt ?opp (vgl. De�nition 2.4.1 (2.71)) einSternprodukt mit Separation der Variablen auf (M;�!; I) ist.Beweis: Zun�a
hst wollen wir bemerken, da� die Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;�!; I) aufgrund derBeziehung von symplektis
her Form, Semi-Riemanns
her Metrik und komplexer Struktur mit dem Negativender Semi-Riemanns
hen Merik von (M;!; I) versehen ist. Sei also ? ein Sternprodukt vom Wi
k-Typ auf(M;!; I), dann ist per De�nition f?oppg = g ? f und o�ensi
hli
h ist dies ein Sternprodukt mit Separationder Variablen auf (M;�!; I). Wegen ?oppopp = ? ist au
h die andere Ri
hung der �Aquivalenz o�ensi
htli
h.�
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k VOM WICK-TYP 119In [20℄ haben M. Bordemann und S. Waldmann mit einem Spezialfall der Fedosov-Konstruktionf�ur �Wi
k die Existenz von Sternprodukten vom Wi
k-Typ auf beliebigen K�ahler-Mannigfaltigkeitenzeigen k�onnen. Im glei
hen Zeitraum hat A. Karabegov in [67℄ eine Konstruktion von Sternproduk-ten mit Separation der Variablen gegeben, die auf einer lokalen Charakterisierung dieser Sternpro-dukte basiert und diese verm�oge lokaler Ausdr�u
ke de�niert. Die erhaltenen Sternprodukte h�angenhierbei von einer formalen Deformation der K�ahler-Form ab, die konkret dur
h eine formale Reiheges
hlossener Zweiformen auf M vom Typ (1; 1) gegeben ist. Ferner formuliert Karabegov in demzitierten Artikel einen Satz, na
h dessen Aussage die Sternprodukte mit Separation der Variablenin Bijektion zu sol
hen formalen Deformationen der K�ahler-Form sind. Au
h zur kohomologis
henKlassi�kation der Sternprodukte mit Separation der Variablen hat Karabegov in [68℄ eine 
harak-teristis
he Klasse de�nieren und bestimmen k�onnen. Ferner ist es in [69℄ gelungen zu zeigen, da�das von Bordemann und Waldmann konstruierte Sternprodukt das entgegengesetzte Sternproduktzu dem Sternprodukt mit Separation der Variablen ist, das der trivialen Deformation der K�ahler-Form entspri
ht. Eine naheliegende Frage, die wir mit A. Karabegov diskutiert haben, ist es nun,ob dur
h Modi�kation der Konstruktion in [20℄ au
h die anderen zu Sternprodukten mit Separationder Variablen entgegengesetzten Sternprodukte konstruiert werden k�onnen, die ni
ht der trivialenDeformation der K�ahler-Form entspre
hen. Wie wir in diesem Abs
hnitt zeigen werden, ist diesin der Tat m�ogli
h, wobei die Konstruktion von �Wi
k die Grundlage f�ur diese Verallgemeinerungist. Es zeigt si
h jedo
h, da� der Na
hweis aus [20℄ daf�ur, da� diese Sternprodukte vom Wi
k-Typsind, ni
ht einfa
h auf die vorliegende allgemeinere Situation �ubertragen werden kann und zudemsind die Produkte �Wi
k nur unter zus�atzli
hen Voraussetzungen an die Daten 
 und s tats�a
hli
hvom Wi
k-Typ. Hierzu bedarf es einer detaillierten Analyse der Elemente rWi
k und der Fedosov-Taylor-Reihe �Wi
k(f), der wir uns ans
hlie�end widmen werden. Ferner werden wir in Abs
hnitt3.5 zeigen, da� unsere Konstruktion universell f�ur alle Sternprodukte vom Wi
k-Typ ist.3.4.2 Spezielle Eigens
haften von rWi
kWir betra
hten wieder die Fedosov-Konstruktion mit dem faserweisen Produkt ÆWi
k aus Abs
hnitt3.2.1. F�ur die genaue Analyse der Eigens
haften der hiermit erhaltenen Sternprodukte ?Wi
k er-weist es si
h als sinnvoll eine Redundanz, die bei der Bes
hreibung dieser Sternprodukte verm�ogeder Fedosov-Derivation DWi
k auftau
ht zu eliminieren. Diese besteht darin, da� die mit unsererKonstruktion gefundenen Produkte �Wi
k und �Wi
k0 unter gewissen Bedingungen an die unter-s
hiedli
hen Daten (
; s) und (
0; s0), aus denen man die Derivationen DWi
k und DWi
k0 erh�alt,�ubereinstimmen k�onnen.Lemma 3.4.4 Die aus den Daten (
; s) und (
0; s0) konstruierten Fedosov-Derivationen DWi
kund DWi
k0 stimmen genau dann �uberein, wenn s0 = s + B 
 1 und 
 = 
0 + dB f�ur eine formaleReihe B = P1i=1 �iBi 2 �1(T �M)[[�℄℄ gilt. Insbesondere sind in diesem Fall die Produkte �Wi
kund �Wi
k0 identis
h.Beweis: Die Aussage des Lemmas ist nur eine Reformulierung der Aussage von Proposition 1.3.27 f�ur unserekonkrete Situation, in der die Abbildungen D1 und D2 �ubereinstimmen und dur
h r mit dem Semi-K�ahler-Zusammenhang gegeben sind. �Diese Aussage bedeutet nun wieder folgendes: Geht man von einer formalen Reihe 
 ges
hlos-sener Zweiformen und einem Element str 2 W3(M) mit �(str) = 0 aus, das zus�atzli
h keinen Anteilvom symmetris
hen Grad 1 besitzt, und geht �uber zur Normierungsbedingung s = str+B
1, so istdas glei
hbedeutend zum �Ubergang zu 
+ dB unter Beibehaltung der Normierungsbedingung str.Also stellt es keinerlei Eins
hr�ankung dar, wenn wir uns auf Normierungsbedingungen der Gestaltstr bes
hr�anken, sofern wir die formale Reihe ges
hlossener Zweiformen 
 no
h beliebig variieren.



120 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATIONSei also im folgenden DWi
k die mit einer Normierungsbedingung Æ�1rWi
k = str 2 W3(M) mit�(str) = 0, die keinen Anteil vom symmetris
hen Grad 1 besitzt, und einer beliebigen formalenReihe 
 = P1i=1 �i
i ges
hlossener Zweiformen auf M konstruierte Fedosov-Derivation und �Wi
kdas hieraus resultierende Sternprodukt.In dem von M. Bordemann und S. Waldmann angegebenen Na
hweis, da� das von ihnen ange-gebene Produkt vomWi
k-Typ ist, ist eine spezielle Eigens
haft des Elementes r 2 W
�1(M), dasdie Fedosov-Derivation festlegt, essentiell. So gilt in dem dort betra
hteten Fall f�ur dieses Elementna
h [20, Lemma 4.5℄ f�ur alle q; p � 0 die Glei
hung�p;0s r = �0;qs r = 0: (3.61)Diese Glei
hungen f�ur p = 1 und q = 1 bedeuten aber insbesondere, da� r keinen Anteil besitzt,der vom symmetris
hen Grad 1 ist. Betra
htet man nun aber die Glei
hung (3.8), aus der rWi
krekursiv bestimmt werden kann, so tau
ht im Ausdru
k f�ur rWi
k(2k+1) f�ur alle k � 1 ein Summandder Gestalt �kÆ�1(1 
 
k) auf. Dieser Term ist aber o�ensi
htli
h vom symmetris
hen Grad 1,so da� dur
h die Hinzunahme der formalen Reihe 
 die obige Glei
hung f�ur rWi
k ni
ht geltenkann. Andererseits kann, um Sternprodukte mit beliebiger 
harakteristis
her Klasse konstruierenzu k�onnen, wegen Satz 3.3.20 ni
ht auf die Hinzunahme von 
 verzi
htet werden, so da� der einzigeAusweg, um denno
h zeigen zu k�onnen, da� man so Sternprodukte vom Wi
k-Typ erhalten kann,darin bestehen kann, da� die obige Glei
hung in etwas abgewandelter Form gilt.Mit den in Abs
hnitt 3.2.2 dargestellten Ergebnissen und Formeln gelingt es uns unter gewissenVoraussetzungen an die Eingangsdaten 
; str zu zeigen, da� rWi
k eine etwas abges
hw�a
hte Formder Glei
hung (3.61) erf�ullt, die si
h sp�ater als notwendig und hinrei
hend daf�ur erweisen wird, da��Wi
k vom Wi
k-Typ ist. Das Klassi�kationsergebnis von A. Karabegov legt dabei nahe, da� derFall, in dem 
 vom Typ (1; 1) ist, hierbei von besonderem Interesse sein sollte.Proposition 3.4.5 Sei rWi
k 2 W
�1(M) die eindeutige L�osung der Glei
hungen (3.7), wobeis = str keinen Anteil vom symmetris
hen Grad 1 besitze. Dann gilt:�zrWi
k = 0 () �z(1
 
) = 0 und �zstr = 0 (3.62)�zrWi
k = 0 () �z(1
 
) = 0 und �zstr = 0: (3.63)Also gilt �zrWi
k = �zrWi
k = 0 genau dann, wenn 
 vom Typ (1; 1) ist und �zstr = �zstr = 0.Beweis:Wir beweisen zun�a
hst die �Aquivalenz (3.62). Es gelte hierzu zun�a
hst �z(1

) = 0 und �zstr = 0.Wendet man auf die Glei
hung Æ�1rWi
k = str die Projektion �z an, so erh�alt man wegen �zstr = 0 mit�zÆ�1 = Æz�1�z (vgl. Lemma 3.2.2 (3.24)) Æz�1�zrWi
k = 0. Ferner erh�alt man dur
h Anwendung von �z aufÆrWi
k = rrWi
k � 1� rWi
kÆWi
krWi
k + R+ 1
 
 wegen �zÆ = Æz�z; �zr = rz�z und �zR = 0 = �z(1
 
)die Glei
hung Æz�zrWi
k = rz�zrWi
k � 1� �z((�zrWi
k)ÆWi
krWi
k);wobei wir au�erdem Glei
hung (3.16) verwendet haben. Man bea
hte, da� 1��z((�zrWi
k)ÆWi
krWi
k) wegen�z((�zrWi
k)rWi
k) = 0 wohlde�niert ist. Auf diese Glei
hung wenden wir nun Æz�1 an und erhalten mit derZerlegung ÆzÆz�1 + Æz�1Æz + �z = idÆz�1�rz�zrWi
k � 1� �z((�zrWi
k)ÆWi
krWi
k)� = Æz�1Æz�zrWi
k = �zrWi
k�ÆzÆz�1�zrWi
k��z�zrWi
k = �zrWi
k;da �z�zrWi
k = �(rWi
k) = 0 und Æz�1�zrWi
k = 0. Mit den o�ensi
htli
hen Glei
hungen rWi
kÆWi
k(�zrWi
k) =rWi
k(�zrWi
k) und �z(rWi
k(�zrWi
k)) = 0 l�a�t si
h diese Glei
hung als�zrWi
k = Æz�1�rz�zrWi
k � 1� �z(adÆWi
k (rWi
k)(�zrWi
k))�
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hreiben. Nun gilt, da� die Abbildung L : �z(W
�1(M )) 3 a 7! Æz�1(rza � 1��z(adÆWi
k (rWi
k)a)) 2�z(W
�1(M )) den totalen Grad mindestens um eins erh�oht, so da� es na
h dem Fixpunkt-Satz (vgl. AnhangA.2 oder [109, Kor. A.1.6 ii.)℄) einen eindeutigen Fixpunkt b 2 �z(W
�1(M )) mit Lb = b gibt. Da aberb = 0 trivialerweise diese Glei
hung l�ost, folgt aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes wegen L�zrWi
k = �zrWi
ks
hlie�li
h �zrWi
k = b = 0. F�ur den Beweis der Umkehrung sei nun �zrWi
k = 0, dann folgt aus Æ�1rWi
k = strwieder dur
h Anwenden von �z die Glei
hung �zstr = Æz�1�zrWi
k = 0. Ferner folgt mit �zR = 0 aus deranderen Glei
hung, die rWi
k bestimmt Æz�zrWi
k = rz�zrWi
k� 1��z((�zrWi
k)ÆWi
krWi
k)+�z(1

). Wegen�zrWi
k = 0 impliziert diese Glei
hung jedo
h �z(1

) = 0. Der Beweis der �Aquivalenz (3.63) erfolgt v�olliganalog unter Verwendung der entspre
henden Eigens
haften von �z. �An der Aussage der vorangehenden Proposition erkennt man lei
ht, da� unsere Vorgehensweiseauf Normierungsbedingungen str, die keinen Anteil vom symmetris
hen Grad 1 besitzen, zu redu-zieren (was jedo
h na
h Lemma 3.4.4 keinerlei Eins
hr�ankung bedeutet), insofern sinnvoll war, alsda die Bedingungen �zrWi
k = �zrWi
k = 0 mit dem obigen Beweis, in dem wir diese Voraussetzung�uberhaupt ni
ht ben�otigt haben, implizieren, da� str keinen sol
hen Anteil besitzen darf.Im n�a
hsten Abs
hnitt werden wir zeigen k�onnen, da� die Glei
hungen �zrWi
k = 0 und �zrWi
k =0 weitrei
hende Konsequenzen f�ur die Gestalt von �z�Wi
k(f) und �z�Wi
k(g) f�ur f; g 2 C1(M)[[�℄℄haben. Da aber der explizite Ausdru
k von f�Wi
kg dur
h diese Anteile der Fedosov-Taylor-Reihenvollst�andig festgelegt ist, k�onnen wir unter diesen Bedingungen au
h Aussagen �uber die Sternpro-dukte �Wi
k gewinnen.3.4.3 Spezielle Eigens
haften von �Wi
kUnter den Voraussetzungen �zrWi
k = 0 und �zrWi
k = 0 gelingte es uns nun, einfa
here Rekursi-onsformeln f�ur �z�Wi
k(f) und �z�Wi
k(f) abzuleiten.Proposition 3.4.6 Sei rWi
k 2 W
�1(M) die eindeutige L�osung der Glei
hungen (3.7), wobei s =str keinen Anteil vom symmetris
hen Grad 1 besitze. Und bezei
hne �Wi
k die aus der entspre
hendenFedosov-Derivation bestimmte Fedosov-Taylor-Reihe.i.) Falls �zrWi
k = 0 gilt, dann erf�ullt �z�Wi
k(f) f�ur alle f 2 C1(M)[[�℄℄ die Glei
hungÆz�z�Wi
k(f) = rz�z�Wi
k(f) + 1� �z((�z�Wi
k(f))ÆWi
krWi
k): (3.64)In diesem Fall ist �z�Wi
k(f) hierdur
h wegen �(�z�Wi
k(f)) = f eindeutig festgelegt und kannf�ur f 2 C1(M) rekursiv aus�z�Wi
k(f) = f + Æz�1�rz�z�Wi
k(f) + 1� �z((�z�Wi
k(f))ÆWi
krWi
k)� (3.65)bestimmt werden.ii.) Falls �zrWi
k = 0 gilt, dann erf�ullt �z�Wi
k(f) f�ur alle f 2 C1(M)[[�℄℄ die Glei
hungÆz�z�Wi
k(f) = rz�z�Wi
k(f)� 1� �z(rWi
kÆWi
k(�z�Wi
k(f))): (3.66)In diesem Fall ist �z�Wi
k(f) hierdur
h wegen �(�z�Wi
k(f)) = f eindeutig festgelegt und kannf�ur f 2 C1(M) rekursiv aus�z�Wi
k(f) = f + Æz�1�rz�z�Wi
k(f)� 1� �z(rWi
kÆWi
k(�z�Wi
k(f)))� (3.67)bestimmt werden.
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k = 0, dann folgt aus DWi
k�Wi
k(f) = 0 f�ur alle f 2 C1(M )[[�℄℄ indem man �z aufdiese Glei
hung anwendet mit den Identit�aten aus Lemma 3.2.1 und Lemma 3.2.2 die Glei
hungÆz�z�Wi
k(f) = rz�z�Wi
k(f) � 1� �z(rWi
kÆWi
k�Wi
k(f) � �Wi
k(f)ÆWi
krWi
k)= rz�z�Wi
k(f) + 1� �z(�Wi
k(f)ÆWi
krWi
k) = rz�z�Wi
k(f) + 1� �z((�z�Wi
k(f))ÆWi
krWi
k);da �z(rWi
kÆWi
k�Wi
k(f)) = �z(�z(rWi
k)ÆWi
k�Wi
k(f)) = 0. Man bea
hte, da� 1��z(�z(�Wi
k(f))ÆWi
krWi
k)wegen �z((�z�Wi
k(f))rWi
k) = 0 wohlde�niert ist. Um zu zeigen, da� �z�Wi
k(f) hierdur
h eindeutig festge-legt ist und aus der Glei
hung (3.65) rekursiv bestimmt werden kann, wenden wir auf diese Glei
hung Æz�1an und erhalten mit ÆzÆz�1 + Æz�1Æz + �z = id wegen Æz�1�z�Wi
k(f) = 0 und �z�z�Wi
k(f) = �(�Wi
k(f)) = fÆz�1�rz�z�Wi
k(f) + 1� �z((�z�Wi
k(f))ÆWi
krWi
k)� = �z�Wi
k(f) � f:Die dur
h Tfa := f + Æz�1 �rza+ 1��z(aÆWi
krWi
k)� de�nierte Abbildung Tf : �z(W(M )) ! �z(W(M )) istnun wieder kontrahierend bez�ugli
h der in Anhang A.2 de�nierten Metrik, so da� diese wieder einen eindeu-tigen Fixpunkt bf 2 �z(W(M )) besitzt. O�ensi
htli
h gilt �(bf ) = �(Tf bf ) = f , da Æz�1 den symmetris
henGrad um eins erh�oht. Es bleibt zu zeigen, da� bf tats�a
hli
h die Glei
hung Æzbf = rzbf + 1��z(bfÆWi
krWi
k)erf�ullt. Hierzu de�nieren wir A := �Æzbf +rzbf + 1��z(bfÆWi
krWi
k) und leiten eine Fixpunkt-Glei
hung f�urA ab, deren eindeutige L�osung dur
h 0 gegeben ist, womit dann bf wie behauptet die Glei
hung f�ur �z�Wi
k(f)erf�ullt. Da �z�Wi
k(f) wie wir oben gesehen haben aber ein Fixpunkt von Tf ist, gilt dann bf = �z�Wi
k(f),da dieser eindeutig ist. Unter Benutzung der in Lemma 3.2.3 bewiesenen Identit�aten �ndet manÆzA = �rzÆzbf + 1� �z(ÆzbfÆWi
krWi
k + bfÆWi
kÆrWi
k)= rz(A �rzbf � 1� �z(bfÆWi
krWi
k)) � 1� �z((A �rzbf � 1� �z(bfÆWi
krWi
k))ÆWi
krWi
k)+1� �z(bfÆWi
k(rrWi
k � 1� rWi
kÆWi
krWi
k + R+ 1
 
))= rzA � 1� �z(AÆWi
krWi
k) � 1� �z(rzbfÆWi
krWi
k + bfÆWi
krrWi
k) + 1� �z(rzbfÆWi
krWi
k)+ 1�2 (bfÆWi
krWi
kÆWi
krWi
k) + 1� �z(bfÆWi
krrWi
k)� 1�2�z(bfÆWi
krWi
kÆWi
krWi
k)= rzA � 1� �z(AÆWi
krWi
k);wobei wir im vorletzten S
hritt �a;zR = 0 und die Aussage von Proposition 3.4.5, na
h der wegen �zrWi
k = 0�z(1 
 
) = 0 gilt, verwendet haben. Wendet man nun auf diese Glei
hung wieder Æz�1 an und verwendetno
hmals die Zerlegung ÆzÆz�1+ Æz�1Æz+�z = id, so �ndet man wegen Æz�1A = �Æz�1Æzbf +Tf bf �f = �bf +�(bf ) + Tf bf � f = 0, wobei wir ber�u
ksi
htigt haben, da� aus bf 2 �z(W(M )) insbesondere �zbf = �(bf )folgt, die Glei
hung Æz�1�rzA � 1� �z(AÆWi
krWi
k)� = A;da o�ensi
htli
h �zA = 0 gilt. Wiederum besitzt die Abbildung L : �z(W
�1(M )) 3 a 7! Æz�1(rza �1��z(aÆWi
krWi
k)) 2 �z(W
�1(M )), da diese den totalen Grad mindestens um eins erh�oht einen eindeutigenFixpunkt. Da aber 0 trivialerweise diese Fixpunkt-Glei
hung l�ost, folgt aus der Eindeutigkeit A = 0 undsomit erf�ullt bf die Glei
hung f�ur �z�Wi
k(f). Der Beweis der analogen Aussagen unter ii.) f�ur �z�Wi
k(f)unter der Voraussetzung �zrWi
k = 0 erfolgt v�ollig analog zum Beweis von i.). �Insbesondere erhalten wir also, da� unter den Voraussetzungen �zrWi
k = 0 und �zrWi
k = 0deutli
h einfa
here Rekursionsformeln als diejenigen f�ur �Wi
k im Prinzip eine explizite Bestimmungvon f�Wi
kg erm�ogli
hen. Als eine einfa
he Folgerung aus Proposition 3.4.6 erhalten wir ferner:Lemma 3.4.7 Sei U �M eine o�ene Teilmenge von M .
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k = 0, so gilt f�ur alle h0 2 C1(M) mit h0jU 2 O(U)�z�Wi
k(h0)jU = h0jU : (3.68)ii.) Falls �zrWi
k = 0, so gilt f�ur alle h 2 C1(M) mit hjU 2 O(U)�z�Wi
k(h)jU = hjU : (3.69)Beweis: Na
h Proposition 3.4.6 wissen wir, da� �z�Wi
k(h0) unter der Voraussetzung �zrWi
k = 0 die ein-deutige L�osung der Glei
hung�z�Wi
k(h0) = h0 + Æz�1�rz�z�Wi
k(h0) + 1� �z((�z�Wi
k(h0))ÆWi
krWi
k)�ist. Um also f�ur h0jU 2 O(U ) zu zeigen, da� �z�Wi
k(h0)jU = h0jU gilt, gen�ugt es zu zeigen, da� h0jU dieseerf�ullt. Also bere
hnen wir h0jU+Æz�1rzh0jU+ 1��z(h0ÆWi
krWi
k)jU = h0jU , da rzh0jU = 0 wegen h0jU 2 O(U )und da �z(h0ÆWi
krWi
k) = h0�z(rWi
k) = 0. Somit gilt aber (3.68). Der Beweis der entspre
henden Aussageii.) f�ur �z�Wi
k(h), wobei hjU 2 O(U ), ergibt si
h v�ollig analog zum Beweis von i.). �Mit den in diesem Abs
hnitt dargestellten speziellen Eigens
haften von �z�Wi
k(f) und �z�Wi
k(f)haben wir bereits alle Ergebnisse bereitgestellt, um im folgenden Abs
hnitt ein hinrei
hendes Kri-terium daf�ur angeben zu k�onnen, da� �Wi
k vom Wi
k-Typ ist.3.4.4 Die Sternprodukte �Wi
k vom Wi
k-TypProposition 3.4.8 Sei DWi
k die aus den Daten (
; str) konstruierte Fedosov-Derivation und �Wi
kdas resultierende Sternprodukt auf der Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I). Ferner sei U � Meine o�ene Teilmenge von M .i.) Falls �z(1
 
) = �z(str) = 0 gilt, so gilt f�ur alle g; h0 2 C1(M) mit h0jU 2 O(U)h0�Wi
kgjU = h0gjU : (3.70)ii.) Falls �z(1
 
) = �z(str) = 0 gilt, so gilt f�ur alle f; h 2 C1(M) mit hjU 2 O(U)f�Wi
khjU = fhjU : (3.71)Falls also �zstr = �zstr = 0 gilt und 
 vom Typ (1; 1) ist, so ist das Sternprodukt �Wi
k ein Stern-produkt vom Wi
k-Typ auf (M;!; I).Beweis: Wir zeigen wieder nur die Behauptung i.) der Beweis von ii.) ergibt si
h analog. Na
h Proposition3.4.5 folgt aus den Voraussetzungen an 
 und str, da� �zrWi
k = 0. Wegen Lemma 3.4.7 i.) impliziert diesjedo
h, da� �z�Wi
k(h0)jU = h0jU und folgli
h gilt f�ur alle g 2 C1(M )h0�Wi
kgjU = �((�z�Wi
k(h0))ÆWi
k(�z�Wi
k(g)))jU = �(h0ÆWi
k(�z�Wi
k(g)))jU = h0�(�z�Wi
k(g))jU = h0gjU :�Bemerkenswerterweise zeigt die Aussage der vorangehenden Proposition, da� die beiden 
harak-terisierenden Eigens
haften, dur
h die der Begri� Sternprodukt vom Wi
k-Typ de�niert ist, au
heinzeln f�ur Sternprodukte realisiert werden k�onnen. Wir wollen ein Sternprodukt ?, da� f�ur alleg; h0 2 C1(M) mit h0jU 2 O(U) die Glei
hung h0 ? gjU = h0gjU erf�ullt vom links-Semi-Wi
k-Typ
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hreibenden Bidi�erentialoperatoren Creines sol
hen Sternproduktes f�ur r � 1 von der GestaltCr(f; g) = XK;L;M CK;L;Mr �jKjf�zK �jLj+jM jg�zL�zM :Analog nennen wir ein Sternprodukt ? vom re
hts-Semi-Wi
k-Typ, falls f�ur alle f; h 2 C1(M) mithjU 2 O(U) die Glei
hung f ? hjU = fhjU erf�ullt ist. In einer lokalen holomorphen Karte besitzenhier die Cr die Gestalt Cr(f; g) = XK;M;LCK;M;Lr �jKj+jMjf�zK�zM �jLjg�zL :Wir wollen nun beginnen zu zeigen, da� die Voraussetzungen aus Proposition 3.4.8 ni
ht nurhinrei
hend daf�ur sind, da� das Sternprodukt �Wi
k vom (links-)re
hts-Semi-Wi
k-Typ ist, sondernda� diese au
h notwendig sind.Als ersten S
hritt zeigen wir:Lemma 3.4.9 Sei �Wi
k die aus der obigen Derivation DWi
k konstruierte Fedosov-Taylor-Reihe.Ferner sei U �M eine o�ene Menge.i.) Falls f�ur alle h0 2 C1(M) mit h0jU 2 O(U) gilt, da� die Fedosov-Taylor-Reihe �z�Wi
k(h0)jU =h0jU erf�ullt, so gilt �zrWi
k = 0.ii.) Falls f�ur alle h 2 C1(M) mit hjU 2 O(U) gilt, da� die Fedosov-Taylor-Reihe �z�Wi
k(h)jU =hjU erf�ullt, so gilt �zrWi
k = 0.Beweis: Aus DWi
k�Wi
k(h0) = 0 erhalten wir dur
h Anwenden der Projektion �z, da� �z�Wi
k(h0) dieGlei
hung 0 = �Æz�z�Wi
k(h0)+rz�z�Wi
k(h0)� 1��z((�zrWi
k)ÆWi
k�Wi
k(h0)�(�z�Wi
k(h0))ÆWi
krWi
k) erf�ullt.S
hr�ankt man diese Glei
hung auf U ein und verwendet, da� �z�Wi
k(h0)jU = h0jU und die Tatsa
he, da� h0auf U antiholomorph ist, so erh�alt man wegen Æzh0 = 0 und rzh0jU = 0 die Glei
hung 0 = 1�h0�zrWi
kjU �1��z((�zrWi
k)ÆWi
k�Wi
k(h0))jU , da �z(�z�Wi
k(h0)ÆWi
krWi
k)jU = �z(h0ÆWi
krWi
k)jU = h0�zrWi
kjU . Also giltf�ur alle h0 2 C1(M ) mit h0jU 2 O(U )0 = 1� �z((�zrWi
k)ÆWi
k(�Wi
k(h0) � h0))jU :Man bea
hte, da� dieser Ausdru
k wegen �z((�zrWi
k)(�Wi
k(h0) � h0))jU = 0 wohlde�niert ist. Betra
htetman nun die Terme dieser Glei
hung, die vom totalen Grad l � 1 sind, so liefert dies:0 = 1� lXr=1 �z((�zrWi
k(l+2�r))ÆWi
k�Wi
k(h0)(r))jU :Wir zeigen nun dur
h Induktion �uber den totalen Grad, da� hieraus �zrWi
k = 0 folgt. Sei nun (z; V ) einelokale holomorphe Karte vonM und � 2 C1(M ) eine Funktion mit supp(�) � V , derart, da� �jU = 1, wobeiU � V , dann ist f�ur alle 1 � k � dimC(M ) die Funktion �zk 2 C1(M ) und es gilt �zkjU = zkjU 2 O(U ).Verwenden wir nun die obige Glei
hung f�ur h0 = �zk und l = 1, so �nden wir wegen �Wi
k(�zk)(1)jU = dzkjU ,da� f�ur 1 � k � dimC(M ) 0 = 2i gnkis(Zn)�zrWi
k(2)jU gilt. Folgli
h k�onnen, da g ni
ht ausgeartet ist, in�zrWi
k(2)jU nur ni
htvers
hwindende Terme vorkommen, wenn deren symmetris
her Grad 0 ist. Da aberstr keinen Anteil vom symmetris
hen Grad 1 besitzt und Æ�1 den symmetris
hem Grad um eins erh�oht, istaus der Rekursionsformel (3.8) f�ur rWi
k klar, da� rWi
k keinen Anteil vom symmetris
hen Grad 0 besitzt,somit besitzt aber au
h �zrWi
k keinen Anteil vom symmetris
hen Grad 0 und es folgt �zrWi
k(2)jU = 0.Da man diese Argumentation mit allen holomorphen Karten von M wiederholen kann, folgt also s
hlie�li
h
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k(2) = 0. Wir nehmen also nun an, da� f�ur 2 � s � n bereits �zrWi
k(s) = 0 gezeigt sei, und wollen mitder Glei
hung 0 = 1� Plr=1 �z((�zrWi
k(l+2�r))ÆWi
k�Wi
k(h0)(r))jU , die f�ur alle l � 1 gilt zeigen, da� dannau
h �zrWi
k(n+1) = 0, und somit induktiv �zrWi
k = 0 folgt. F�ur l = n liefert diese Glei
hung aber wegender Induktionsannahme 0 = 1��z((�zrWi
k(n+1))ÆWi
k�Wi
k(h0)(1))jU . Indem wir die obige Argumentation, diezum Beweis der Tatsa
he �zrWi
k(2) = 0 f�uhrte wiederholen, folgt aus dieser Glei
hung aber �zrWi
k(n+1) = 0,womit die Aussage i.) des Lemmas bewiesen w�are. In v�ollig analoger Weise kann nat�urli
h au
h die Aussageii.) bewiesen werden, wobei hier anstelle der lokal antiholomorphen Funktionen �zk die lokal holomorphenFunktionen �zk in einer lokalen holomorphen Karte von M verwendet werden, um aus der Glei
hung 0 =1��z((�Wi
k(h) � h)ÆWi
k(�zrWi
k))jU wieder per Induktion �uber den totalen Grad �zrWi
k = 0 zu zeigen. �Mit diesem Lemma, der Aussage von Lemma 3.4.7 und Proposition 3.4.5 folgen also folgende�Aquivalenzen:�zstr = 0�z(1
 
) = 0 () �zrWi
k = 0 () �z�Wi
k(h0)jU = h0jU 8h0 2 C1(M)mit h0jU 2 O(U); (3.72)�zstr = 0�z(1
 
) = 0 () �zrWi
k = 0 () �z�Wi
k(h)jU = hjU 8h 2 C1(M)mit hjU 2 O(U): (3.73)Um diese Kette von �Aquivalenzen zu vervollst�andigen, wollen wir nun no
h zeigen, da� dieTatsa
he, da� �Wi
k vom (links-)re
hts-Semi-Wi
k-Typ ist, die Glei
hung �z�Wi
k(h)jU = hjU f�urhjU 2 O(U) (�z�Wi
k(h0)jU = h0jU f�ur h0jU 2 O(U)) impliziert.Lemma 3.4.10 Sei U �M eine o�ene Teilmenge von M .i.) F�ur das Sternprodukt �Wi
k gelte h0�Wi
kgjU = h0gjU f�ur alle g; h0 2 C1(M) mit h0jU 2 O(U),dann gilt �z�Wi
k(h0)jU = h0jU f�ur alle h0 2 C1(M) mit h0jU 2 O(U).ii.) F�ur das Sternprodukt �Wi
k gelte f�Wi
khjU = fhjU f�ur alle f; h 2 C1(M) mit hjU 2 O(U),dann gilt �z�Wi
k(h)jU = hjU f�ur alle h 2 C1(M) mit hjU 2 O(U).Beweis:Wir beweisen zun�a
hst die Aussage i.) und s
hreiben �Wi
k(g) = g+P1r=1 �Wi
k(g)(r) und �Wi
k(h0) =h0+P1l=1 �Wi
k(h0)(l), womit man h0�Wi
kg = h0g+P1k=2Pk�1r=1 �(�Wi
k(h0)(r)ÆWi
k�Wi
k(g)(k�r)) �ndet. Nunist �Wi
k(h0)(r)ÆWi
k�Wi
k(g)(k�r) vom totalen Grad k also kann �(�Wi
k(h0)(r)ÆWi
k�Wi
k(g)(k�r)) nur dannni
htvers
hwindend sein, wenn k gerade ist, und folgli
h isth0�Wi
kg = h0g + 1Xs=1 2s�1Xr=1 �(�Wi
k(h0)(r)ÆWi
k�Wi
k(g)(2s�r)):Da dieser Ausdru
k na
h Voraussetzung auf U mit h0g �ubereinstimmt, gilt also1Xs=1 2s�1Xr=1 �(�Wi
k(h0)(r)ÆWi
k�Wi
k(g)(2s�r))jU = 0:Da ferner die einzig ni
htvers
hwindenden Terme in �(�Wi
k(h0)(r)ÆWi
k�Wi
k(g)(2s�r)) vom �-Grad s sind,folgt, da� somit f�ur alle s � 1 die Summanden einzeln vers
hwinden, d.h.2s�1Xr=1 �(�Wi
k(h0)(r)ÆWi
k�Wi
k(g)(2s�r))jU = 2s�1Xr=1 �((�z�Wi
k(h0)(r))ÆWi
k(�z�Wi
k(g)(2s�r)))jU = 0:Wir betra
hten diese Glei
hung zun�a
hst f�ur s = 1, d.h. 0 = �((�z�Wi
k(h0)(1))ÆWi
k(�z�Wi
k(g)(1)))jU . Seinun (z; V ) eine holomorphe Karte von M und � 2 C1(M ) eine Funktion mit supp(�) � V und �jU 0 = 1f�ur eine o�ene Menge U 0 � V . Ferner gelte U \ U 0 6= ;. Dann betra
hten wir die Funktionen �zk 2
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k(�zk)(1)jU\U 0 = dzkjU\U 0 erhalten wir aus obiger Glei
hung 0 =2�i gnkis(Zn)�z�Wi
k(h0)(1)jU\U 0 f�ur alle 1 � k � dimC(M ). Da nun aber g ni
ht ausgeartet ist, folgt hieraus�z�Wi
k(h0)(1)jU\U 0 = 0. Da man diese Argumentation mit allen lokalen holomorphen Karten, f�ur die U\U 0 6=; gilt, wiederholen kann, erhalten wir s
hlie�li
h, �z�Wi
k(h0)(1)jU = 0.Wir wollen nun per Induktion �uber dentotalen Grad zeigen, da� ausP2s�1r=1 �((�z�Wi
k(h0)(r))ÆWi
k(�z�Wi
k(g)(2s�r)))jU = 0 f�ur alle s � 1 insgesamt�z�Wi
k(h0)(r)jU = 0 f�ur r � 1 folgt. Hierzu ben�otigen wir folgendes Sublemma:Sublemma 3.4.11 Sei (z; V ) eine holomorphe Karte von M um p 2 M mit z(p) = 0. Ferner sei � 2C1(M ) eine Funktion mit supp(�) � V und �jU 0 = 1 auf einer o�enen Menge U 0 � V und es gelte p 2 U 0.Weiter sei �Wi
k ein Sternprodukt vom links-Semi-Wi
k-Typ, dann gilt f�ur alle r � 1 �Wi
k(�zk1 : : : zkr )(s)jp =0 f�ur 0 � s < r und �Wi
k(�zk1 : : : zkr )(r)jp = dzk1 _ : : :_ dzkr jp.Beweis: Da die glatten Funktionen �zk lokal antiholomorph auf U 0 sind, gilt wegen �r jU 0 = 1 f�ur r 2 No�ensi
htli
h �zk1 : : : zkr jU 0 = (�zk1) : : : (�zkr)jU 0 = (�zk1)�Wi
k : : :�Wi
k(�zkr)jU 0 aufgrund der Vorausset-zung, da� �Wi
k vom links-Semi-Wi
k-Typ ist. Wendet man auf diese Glei
hung �Wi
k an, so erh�alt man�Wi
k(�zk1 : : : zkr )jU 0 = �Wi
k(�zk1)ÆWi
k : : :ÆWi
k�Wi
k(�zkr)jU 0 , bzw. indem man die Terme vom totalenGrad s einzeln betra
htet�Wi
k(�zk1 : : : zkr)(s)jU 0 = Xl1+:::+lr=s �Wi
k(�zk1)(l1)ÆWi
k : : :ÆWi
k�Wi
k(�zkr )(lr)jU 0 :F�ur s < r ist mindestens eines der li = 0, so da� wir aus �Wi
k(�zki)(0)jU 0 = zki wegen z(p) = 0 f�ur s < r dieGlei
hung �Wi
k(�zk1 : : : zkr)(s))jp = 0 erhalten. F�ur s = r ist der einzige im Punkt p ni
htvers
hwindendeSummand derjenige, bei dem l1 = : : : = lr = 1 gilt. Wegen �Wi
k(�zk)(1)jU 0 = dzkjU 0 erhalten wir also unterBer�u
ksi
htigung der expliziten Gestalt von ÆWi
k�Wi
k(�zk1 : : : zkr )(r)jp = dzk1ÆWi
k : : :ÆWi
kdzkr jp = dzk1 _ : : :_ dzkr jp;womit das Sublemma bewiesen ist. 5Wir nehmen nun an, da� bereits �z�Wi
k(h0)(r)jU = 0 f�ur 1 � r � n � 1 gezeigt sei, wobei n � 2 sei.Mit dieser Indukionsannahme folgt ausP2s�1r=1 �((�z�Wi
k(h0)(r))ÆWi
k(�z�Wi
k(g)(2s�r)))jU = 0 f�ur alle s mit2s � n+ 1 die Glei
hung 0 = 2s�1Xr=n �((�z�Wi
k(h0)(r))ÆWi
k(�z�Wi
k(g)(2s�r)))jU :Sei nun p 2 U und (z; V ) eine Karte wie im obigen Sublemma, dann setzen wir, da diese Glei
hung f�urbeliebige g 2 C1(M ) gilt g = �zk1 : : : zk2s�n in diese Glei
hung ein und werten am Punkt p 2 U aus underhalten wegen der Aussagen des Sublemmas0 = �2�i �2s�n gl1k1 : : : gl2s�nk2s�n�(is(Zl1 ) : : : is(Zl2s�n )�z�Wi
k(h0)(n))jpf�ur alle s mit 2s � n + 1. Wir m�ussen nun eine Fallunters
heidung dur
hf�uhren, ob n gerade oder un-gerade ist. Falls n = 2t mit t 2 N n f0g ist, so enth�alt �Wi
k(h0)(2t) nur Terme mit geradem (positivem,da �(�Wi
k(h0)(2t)) = 0) symmetris
hen Grad und die obige Glei
hung liefert, da g ni
ht ausgeartet ist:�(is(Zl1 ) : : : is(Zl2(s�t) )�z�Wi
k(h0)(2t))jp = 0 f�ur alle 2t � s � t + 1 (f�ur s > 2t ist dies n�amli
h nat�urli
htrivialerweise erf�ullt, da der h�o
hste symmetris
he Grad in � (2t)Wi
k dur
h 2t gegeben ist). Also folgt, da�Wi
k(h0)(2t) nur Terme mit geradem symmetris
hen Grad enth�alt, da� �z�Wi
k(h0)(2t)jp = 0. Falls n = 2t+1mit t 2 N n f0g, so enth�alt �Wi
k(h0)(2t+1) nur Terme mit ungeradem symmetris
hen Grad und die obi-ge Glei
hung liefert wieder �(is(Zl1 ) : : : is(Zl2(s�t)�1 )�z�Wi
k(h0)(2t+1))jp = 0 f�ur 2t + 1 � s � t + 1. Alsofolgt, da �Wi
k(h0)(2t+1) nur Terme mit ungeradem symmetris
hen Grad enth�alt, da� �z�Wi
k(h0)(2t+1)jp = 0.Folgli
h gilt f�ur n unabh�angig davon ob n gerade oder ungerade ist �z�Wi
k(h0)(n)jp = 0. Da aber der
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hlie�en wir hieraus �z�Wi
k(h0)(n)jU = 0 und die erste Aussage des Lem-mas ist bewiesen. Der Beweis der Aussage ii.) verl�auft vollst�andig analog zum Beweis von i.). Hierzubeweist man analog zu obigem Sublemma, da� falls �Wi
k ein Sternprodukt vom re
hts-Semi-Wi
k-Typist, in einer wie dort gew�ahlten Karte, die Glei
hungen �Wi
k(�zk1 : : : zkr)(r)jp = dzk1 _ : : : _ dzkr jp und�Wi
k(�zk1 : : : zkr )(s)jp = 0 f�ur s < r gelten. Indem man dann die aus der Voraussetzung f�ur s � 1 folgendeGlei
hung 0 =P2s�1r=1 �((�z�Wi
k(f)(2s�r))ÆWi
k(�z�Wi
k(h)(r)))jU auf den Funktionen f = �zk1 : : : zk2s�n amPunkt p 2 U auswertet und die Induktionsannahme �z�Wi
k(h)(l)jU = 0 f�ur 1 � l � n�1 verwendet, s
hlie�tman analog zur obigen Argumentation �z�Wi
k(h)(n)jU = 0. Der Beweis des Induktionsanfangs ergibt si
hhierbei nat�urli
h au
h analog zur Vorgehensweise in i.), wobei hier die Funktionen �zk f�ur f einzusetzensind. �Mit dem eben bewiesenen Lemma k�onnen wir die Kette von �Aquivalenzen vervollst�andigen undwir haben insgesamt den folgenden Satz bewiesen:Satz 3.4.12 Sei DWi
k die aus den Daten (
; str) f�ur das faserweise Produkt ÆWi
k konstruierteFedosov-Derivation auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I) und �Wi
k das dur
h DWi
kinduzierte Sternprodukt, dann gelten folgende �Aquivalenzen:i.) �zstr = 0�z(1
 
) = 0 () �zrWi
k = 0 () �z�Wi
k(h0)jU = h0jU 8h0 2 C1(M)mit h0jU 2 O(U) (3.74)() h0�Wi
kgjU = h0gjU 8g; h0 2 C1(M) mit h0jU 2 O(U); (3.75)ii.) �zstr = 0�z(1
 
) = 0 () �zrWi
k = 0 () �z�Wi
k(h)jU = hjU 8h 2 C1(M)mit hjU 2 O(U) (3.76)() f�Wi
khjU = fhjU 8f; h 2 C1(M) mit hjU 2 O(U): (3.77)iii.) Also ist das Sternprodukt �Wi
k auf (M;!; I) vom Wi
k-Typ genau dann, wenn 
 vom Typ(1; 1) ist und �zstr = �zstr = 0 gilt.Beweis: Die �Aquivalenzen in (3.74) und (3.76) haben wir bereits bewiesen vgl. (3.72) und (3.73). Die jeweilsletzte Aquivalenz in i.) (3.75) und ii.) (3.77) folgt dann aber s
hlie�li
h aus Lemma 3.4.10 und Proposition3.4.8. Die Aussage iii.) ist eine unmittelbare Konsequenz der De�nition eines Sternproduktes vomWi
k-Typund der Aussagen i.) und ii.). �Na
hdem wir nun diejenigen Sternprodukte �Wi
k, die vom Wi
k-Typ sind, eindeutig 
harak-terisiert haben, wollen wir diese im n�a
hsten Abs
hnitt mit den von A. Karabegov konstruiertenSternprodukten mit Separation der Variablen in Verbindung bringen.3.5 Die Universalit�at der Fedosov-Konstruktion f�ur Sternproduk-te vom Wi
k-TypIn diesem Abs
hnitt wollen wir zeigen, da� mit der von uns angegebenen Konstruktion von �Wi
k al-le Sternprodukte vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I) erhalten werdenk�onnen. Hierzu geben wir einen neuen elementaren Beweis, der auf einfa
hen Argumenten unterBenutzung der Ho
hs
hild-Kohomologie basiert, daf�ur, da� Sternprodukte vom Wi
k-Typ in Bijek-tion zu formalen Reihen ges
hlossener Zweiformen vom Typ (1; 1) auf M sind. Ferner werden wir
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k vom Wi
k-Typ heraus�nden k�onnen, mit wel
hem der von A. Karabe-gov mit lokalen Argumenten konstruierten Sternprodukte, dieses �ubereinstimmt. Hierzu werden wireinen gegen�uber dem Beweis in [69℄ f�ur 
 = 0 deutli
h einfa
heren Beweis f�ur beliebige 
 angeben.S
hlie�li
h geben wir der Vollst�andigkeit halber dur
h lei
hte Modi�kation unserer urspr�ungli
henKonstruktion eine Fedosov-Konstruktion f�ur die von A. Karabegov de�nierten Sternprodukte mitSeparation der Variablen an.3.5.1 Eine Redundanz der Fedosov-Konstruktion f�ur Sternprodukte vomWi
k-TypAls einen ersten S
hritt zum Ziel der Identi�kation der Sternprodukte �Wi
k vom Wi
k-Typ, diewir bereits eindeutig dur
h Bedingungen an die Anfangsdaten 
 und str 
harakterisiert haben,wollen wir zeigen, da� diese Sternprodukte tats�a
hli
h ni
ht von der Normierungsbedingung strabh�angen, so da� die Sternprodukte �Wi
k vomWi
k-Typ nur dur
h eine formale Reihe ges
hlossenerZweiformen vom Typ (1; 1) bestimmt werden.3.5.1.1 �Aquivalenztransformationen zwis
hen �Wi
k und �Wi
k0In diesem Abs
hnitt wollen wir explizit �Aquivalenztransformationen zwis
hen �aquivalenten Stern-produkten �Wi
k und �Wi
k0 konstruieren. Zun�a
hst wollen wir hierbei, um so allgemein wie m�ogli
hzu bleiben, keine weiteren Voraussetzungen ma
hen. Insbesondere ma
hen wir weder die Ein-s
hr�ankung, da� die verwendeten Normierungsbedingungen keinen Anteil vom symmetris
hen Grad1 besitzen, no
h wollen wir uns auf die Sternprodukte vom Wi
k-Typ eins
hr�anken.Wir betra
hten also allgemein zwei Sternprodukte �Wi
k und �Wi
k0, die aus den Fedosov-Deriva-tionen DWi
k und DWi
k0 zu den Eingangsdaten (
; s) und (
0; s0) konstruiert seien. Aufgrund derFolgerung 3.3.21 aus Satz 3.3.20 sind diese beiden Sternprodukte genau dann �aquivalent , wenn[
℄ = [
0℄, bzw. 
 = 
0 + dC, wobei C = P1i=1 �iCi 2 �1(T �M)[[�℄℄. Wir wollen unter diesenBedingungen zeigen, da� es einen faserweisen Automorphismus Ah := exp( 1� adÆWi
k(h)) von ÆWi
kmit h 2 W3(M) und �(h) = 0 gibt, so da�DWi
k0 = AhDWi
kA�h gilt. Aus der Aussage des Korollars1.3.21 erh�alt man dann n�amli
h direkt eine �Aquivalenztransformation von �Wi
k na
h �Wi
k0 dur
hAhf := �(Ah�Wi
k(f)) mit f 2 C1(M)[[�℄℄. Eine �ahnli
he Konstruktion hat Fedosov in [45, Thm.4.3℄ angegeben, um �Aquivalenztransformationen f�ur die Sternprodukte �F zu konstruieren. Mit derAussage des Lemmas 1.3.20 erhalten wir f�ur alle h 2 W3(M)AhDWi
kA�h = DWi
k � 1� adÆWi
k  exp � 1� adÆWi
k(h)�� id1� adÆWi
k(h) (DWi
kh)! :Dieser Ausdru
k soll aber f�ur das von uns gesu
hte h 2 W3(M) mit DWi
k0 �ubereinstimmen. Auf-grund der expliziten Gestalt von DWi
k und DWi
k0 bedeutet das aber, da� es ein h 2 W3(M) gebenmu� derart, da� rWi
k0� rWi
k � exp( 1� adÆWi
k (h))�id1� adÆWi
k (h) (DWi
kh) zentral ist, d.h. wir m�ussen zeigen, da�es eine formale Reihe C 2 �1(T �M)[[�℄℄ von Einsformen aufM und h 2 W3(M) mit �(h) = 0 gibtderart, da� rWi
k0 � rWi
k � exp � 1� adÆWi
k(h)�� id1� adÆWi
k(h) (DWi
kh) = 1
 C: (3.78)Zun�a
hst leiten wir eine notwendige Bedingung daf�ur ab, da� diese Glei
hung erf�ullt werden kann,indem wir DWi
k auf sie anwenden.
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hung (3.78) erf�ullt ist, gilt
� 
0 = dC: (3.79)Beweis: Die Glei
hungen f�ur rWi
k und rWi
k0 liefern direktDWi
k(rWi
k0 � rWi
k) = 1
 (
 �
0) + 1� (rWi
k0 � rWi
k)ÆWi
k(rWi
k0 � rWi
k):Ferner erh�alt man mit DWi
k2 = 0 unter Benutzung der Formel exp(x)�idx =P1r=1 1r!xr�1DWi
k  exp � 1�adÆWi
k (h)� � id1� adÆWi
k (h) (DWi
kh)! = 1Xr=2 1r! �1��r�1 [DWi
k; adÆWi
k (h)r�1℄(DWi
kh)= 1Xr=2 1r! �1��r�1 r�2Xt=0 adÆWi
k (h)tadÆWi
k (DWi
kh)adÆWi
k (h)r�2�t(DWi
kh);wobei wir im letzten S
hritt[DWi
k; adÆWi
k (h)r�1℄ = r�2Xt=0 adÆWi
k (h)t[DWi
k; adÆWi
k (h)℄adÆWi
k (h)r�2�tund [DWi
k; adÆWi
k (h)℄ = adÆWi
k (DWi
kh) verwendet haben, da DWi
k eine ÆWi
k-Superderivation ist. In demobigen Ergebnis ersetzen wir nun wieder DWi
kh dur
h 1� adÆWi
k (h)exp( 1� adÆWi
k (h))�id (rWi
k0 � rWi
k) � 1
 C, was aus(3.78) wegen der Zentralit�at von 1
C folgt und erhalten wieder wegen adÆWi
k (1
 C) = 0DWi
k exp � 1� adÆWi
k (h)�� id1� adÆWi
k (h) (DWi
kh)! = 1Xr=2 1r! �1��r�1 r�2Xt=0 adÆWi
k (h)tadÆWi
k (b)adÆWi
k (h)r�2�tb;wobei wir zur Abk�urzung b = 1� adÆWi
k (h)exp( 1� adÆWi
k (h))�id (rWi
k0 � rWi
k) ges
hrieben haben. Hieraus erhalten wirdann mit dem im Ans
hlu� bewiesenen Sublemma 3.5.2DWi
k  exp � 1�adÆWi
k (h)� � id1� adÆWi
k (h) (DWi
kh)! = 1� (rWi
k0 � rWi
k)ÆWi
k(rWi
k0 � rWi
k):Da auf der anderen Seite DWi
k(1
 C) = 1
 dC gilt, erhalten wir also s
hlie�li
h Glei
hung (3.79).Sublemma 3.5.2 F�ur alle b 2 W2
�1(M ), alle h 2 W3(M ) und ein faserweises, assoziatives Produkt Æauf W
�(M ) gilt1Xr=2�1��r�1 r�2Xt=0 1r! adÆ(h)tadÆ(b)adÆ(h)r�2�tb = 1�  exp � 1� adÆ(h)�� id1�adÆ(h) b! Æ exp � 1� adÆ(h)�� id1�adÆ(h) b! :(3.80)Beweis: O�ensi
htli
h gilt adÆ(h)tadÆ(b)adÆ(h)r�2�tb = Ptk=0 �tk�adÆ(adÆ(h)kb)adÆ(h)r�2�kb, so da� dielinke Seite l(h; b) der zu beweisenden Glei
hung dur
hl(h; b) = 1� 1Xr=2�1��r�2 r�2Xk=0 r�2Xt=k�tk�! adÆ(adÆ(h)kb)adÆ(h)r�2�kbgegeben ist. Nun gilt aber, wie man lei
ht dur
h Induktion na
hweist, Pr�2t=k �tk� = �r�1k+1� und na
h Umbe-nennung der Summationsindizes s = k + 1, t = r � s liefert dasl(h; b) = 1� 1Xs=1 1Xt=1 1(s + t)!�t+ s� 1s �adÆ �1� adÆ(h)�s�1 b!�1� adÆ(h)�t�1 b:



130 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATIONWegen adÆ �� 1�adÆ(h)�s�1 b�� 1� adÆ(h)�t�1 b = adÆ �� 1� adÆ(h)�t�1 b�� 1� adÆ(h)�s�1 b, was aus der Tatsa
he,da� b 2 W
�1(M ), folgt, erhalten wir weiterl(h; b) = 12 1� 1Xs=1 1Xt=1 1(s + t)!�t+ ss �adÆ �1� adÆ(h)�s�1 b!�1� adÆ(h)�t�1 b;wobei wir die bekannten Identit�aten �t+s�1s � + �t+s�1t � = �t+s�1s � + �t+s�1s�1 � = �t+ss � f�ur die Binomialkoef-�zienten verwendet haben. S
hlie�li
h folgt hiermit aber wegen der Potenzreihenentwi
klung von exp(x)�idxdie Behauptung, wobei wir wieder b 2 W
�1(M ) benutzen, um 12 1�adÆ�exp( 1� adÆ(h))�id1� adÆ(h) b� exp( 1� adÆ(h))�id1� adÆ(h) bdur
h die re
hte Seite der Glei
hung (3.80) auszudr�u
ken. 5�Die notwendige Bedingung daf�ur, da� der faserweise Automorphismus Ah eine �Aquivalenztrans-formation zwis
hen �Wi
k und �Wi
k0 induziert, ist also na
h der eingangs gema
hten Bemerkung ge-rade �aquivalent dazu, da� �Wi
k und �Wi
k0 �aquivalente Sternprodukte sind. Wir wollen nun zeigen,da� die Bedingung (3.79) ni
ht nur notwendig, sondern au
h hinrei
hend f�ur die L�osbarkeit derGlei
hung (3.78) ist. Gelingt es uns dies zu beweisen, so haben wir insbesondere einen alternativeneher konstruktiven Beweis f�ur die Aussage [
℄ = [
0℄ ) 
(�Wi
k) = 
(�Wi
k0), die nat�urli
h ausFolgerung 3.3.21 bekannt ist, gefunden.Proposition 3.5.3 Seien DWi
k und DWi
k0 zwei Fedosov-Derivationen, die aus (
; s) und (
0; s0)mit 
 = 
0 + dC konstruiert seien, wobei C =P1i=1 �iCi 2 �1(T �M)[[�℄℄ eine formale Reihe vonEinsformen auf M ist. Dann existiert ein faserweiser Automorphismus Ah = exp( 1� adÆWi
k(h)) mith 2 W3(M) und �(h) = 0 derart, da� DWi
k0 = AhDWi
kA�h. Dar�uberhinaus kann das dur
h dieBedingungen h 2 W3(M), �(h) = 0 und (3.78) eindeutig festgelegte Element h rekursiv aus derGlei
hungh = C 
 1 + Æ�1 rh� 1� adÆWi
k(rWi
k)h� 1� adÆWi
k(h)exp( 1� adÆWi
k(h))� id (rWi
k0 � rWi
k)! (3.81)bestimmt werden.Beweis: Zum Beweis der Existenz und der Rekursionsformel f�ur ein gesu
htes Element h derart, da� (3.78)erf�ullt ist, wenden wir Æ�1 auf diese Glei
hung an und erhalten mit der Zerlegung (1.38) wegen Æ�1h = 0und �(h) = 0 die Glei
hung (3.81), die h erf�ullen mu�. De�niert man L : W3(M ) ! W3(M ) dur
h La :=C 
 1 + Æ�1 �ra� 1� adÆWi
k (rWi
k)a� 1� adÆWi
k (a)exp( 1� adÆWi
k (a))�id (rWi
k0 � rWi
k)�, so ist zun�a
hst zu veri�zieren,da� L tats�a
hli
h na
h W3(M ) abbildet. Da C erst in erster Ordnung in � beginnt gilt C 
 1 2 W3(M ).Ferner erh�oht 1� adÆWi
k (a) f�ur a 2 W3(M ) den totalen Grad mindestens um eins. Da zus�atzli
h rWi
k; rWi
k0 2W2
�1(M ) gilt, r den totalen Grad ni
ht ver�andert und Æ�1 ihn um eins vergr�o�ert, ma
ht man si
h lei
htklar, da� La 2 W3(M ) f�ur a 2 W3(M ). Ferner ma
ht man si
h mit ebendiesen Eigens
haften der involviertenAbbildungen lei
ht klar, da� L kontrahierend bez�ugli
h der in Abs
hnitt A.2 erkl�arten Metrik ist, so da� esna
h dem Fixpunkt-Satz einen eindeutigen Fixpunkt h 2 W3(M ) der Abbildung L gibt, d.h. Lh = h, der aus(3.81) rekursiv bestimmt werden kann. Es bleibt nun no
h na
hzuweisen, da� dieser Fixpunkt tats�a
hli
hau
h die Glei
hung (3.78) erf�ullt. Wir de�nieren also mit dem Fixpunkt h von L das Element B 2 W
�1(M )dur
h B := 1�adÆWi
k (h)exp( 1� adÆWi
k (h)) � id(rWi
k0 � rWi
k) �DWi
kh� 1
 Cund wollen zeigen, da� B eine Fixpunkt-Glei
hung erf�ullt, deren einzige L�osung dur
h 0 gegeben ist, womitna
hgewiesen w�are, da� der eindeutige Fixpunkt h von L das eindeutige Element h 2 W3(M ) mit �(h) = 0ist, das die Glei
hung (3.78) erf�ullt. Aus Lh = h erh�alt man mit (1.38) unmittelbar Æ�1B = 0. Ferner erh�alt
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hen aber etwas aufwendigen Re
hnung, die �ahnli
h zur Herleitung der notwendigenBedingung f�ur die L�osbarkeit der Glei
hung (3.78) verl�auft, die Glei
hungDWi
kB = 1� adÆWi
k (h)exp( 1�adÆWi
k (h)) � id 1Xr=2 1r! �1��r�1 r�2Xt=0 adÆWi
k (h)tadÆWi
k (B)adÆWi
k (h)r�2�t �� 1�adÆWi
k (h)exp( 1�adÆWi
k (h)) � id(rWi
k0 � rWi
k) =: Rh;rWi
k 0;rWi
k (B);wobei wesentli
h die Bedingung (3.79), DWi
k2 = 0, die De�nition von B und die Glei
hung DWi
k(rWi
k0 �rWi
k) = 1 
 (
 � 
0) + 1� (rWi
k0 � rWi
k)ÆWi
k(rWi
k0 � rWi
k) eingeht. Mit der Zerlegung (1.38) erh�alt manhieraus dur
h Anwenden von Æ�1 wegen Æ�1B = 0 und �(B) = 0, da� B die Glei
hungB = Æ�1�rB � 1� adÆWi
k (rWi
k)B �Rh;rWi
k 0;rWi
k (B)�erf�ullt. Wir betra
hten also die Abbildung eL :W
�1(M )!W
�1(M ), die dur
heLa := Æ�1�ra� 1� adÆWi
k (rWi
k)a �Rh;rWi
k 0;rWi
k (a)�de�niert ist. Wegen h 2 W3(M ), rWi
k; rWi
k0 2 W2
�1(M ) und der Tatsa
hen, da� Æ�1 den totalenGrad um eins erh�oht und r ihn glei
h l�a�t, gilt, da� eL den totalen Grad mindestens um eins erh�oht.Also besitzt eL einen eindeutigen Fixpunkt B = eLB 2 W
�1(M ). Da aber 0 o�ensi
htli
h ein Fixpunktvon eL ist, erhalten wir B = 0 und somit erf�ullt der Fixpunkt h 2 W3(M ) mit �(h) = 0 der AbbildungL tats�a
hli
h die Glei
hung (3.78). Die Eindeutigkeit von h unter den gestellten Bedingungen folgt dannnat�urli
h aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes von L. Aus der G�ultigkeit von (3.78) folgt dann nat�urli
hAhDWi
kA�h = DWi
k � 1� adÆWi
k (rWi
k0 � rWi
k) = DWi
k0. �Aus der Existenz des faserweisen Automorphismus Ah mit DWi
k0 = AhDWi
kA�h und demKorollar 1.3.21 erhalten wir also:Proposition 3.5.4 Seien DWi
k und DWi
k0 zwei Fedosov-Derivationen, die aus (
; s) und (
0; s0)mit 
 = 
0 + dC konstruiert seien, wobei C =P1i=1 �iCi 2 �1(T �M)[[�℄℄ eine formale Reihe vonEinsformen auf M ist. Dann ist dur
hAhf := �(Ah�Wi
k(f)) (3.82)mit f 2 C1(M)[[�℄℄, wobei h 2 W3(M) mit �(h) = 0 die eindeutige L�osung der Fixpunkt-Glei
hung(3.81) sei, eine �Aquivalenztransformation von (C1(M)[[�℄℄; �Wi
k) na
h (C1(M)[[�℄℄; �Wi
k0) gege-ben.Beweis: Die Aussage dieser Proposition folgt direkt aus Proposition 3.5.3 und Korollar 1.3.21. �3.5.1.2 �Ubereinstimmung der Sternprodukte vom Wi
k-Typ zu vers
hiedenen Nor-mierungsbedingungenWir wollen nun die Ergebnisse aus dem vorangehenden Abs
hnitt, in dem wir v�ollig allgemeineSternprodukte �Wi
k und �Aquivalenztransformationen betra
htet haben, auf Sternprodukte vomWi
k-Typ spezialisieren und hieraus ableiten, da� die Sternprodukte vom Wi
k-Typ nur von derWahl von 
 abh�angen.Wir betra
hten also zwei Sternprodukte �Wi
k und �Wi
k0 vom Wi
k-Typ, die wegen Satz 3.4.12aus Fedosov-Derivationen DWi
k und DWi
k0 konstruiert sind, deren Eingangsdaten (
; str) und(
0; str0) die Bedingungen �zstr = �zstr0 = �zstr = �zstr0 = 0 erf�ullen und sowohl 
 als au
h
0 vom Typ (1; 1) sind. Damit diese Sternprodukte �aquivalent sein k�onnen mu� nat�urli
h [
℄ = [
0℄gelten. Wir wollen uns hierbei auf den Fall 
 = 
0 konzentrieren.
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k und �Wi
k0 zwei aus den Daten (
; str) und (
; str0) konstruierteSternprodukte vom Wi
k-Typ auf (M;!; I). Dann induziert der faserweise Automorphismus Ah =exp( 1� adÆWi
k(h)) von ÆWi
k, wobei h 2 W3(M) mit �(h) = 0 aus der Glei
hungh = Æ�1 rh� 1� adÆWi
k(rWi
k)h� 1� adÆWi
k(h)exp( 1� adÆWi
k(h))� id (rWi
k0 � rWi
k)! (3.83)rekursiv bestimmt werden kann, gem�a� Proposition 3.5.4 eine �Aquivalenztransformation von �Wi
kna
h �Wi
k0.Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Proposition 3.5.4, wobei die Rekursionsformel (3.81) f�ur h wegen
 = 
0 die Gestalt (3.83) annimmt. �Wir wollen nun aus der Tatsa
he, da� die Sternprodukte �Wi
k und �Wi
k0 vom Wi
k-Typ sindeine Aussage �uber die spezielle Struktur des gem�a� (3.83) konstruierten Elementes h ableiten, dieweitrei
hende Konsequenzen f�ur die Beziehung von �Wi
k und �Wi
k0 hat.Lemma 3.5.6 Seien �Wi
k, �Wi
k0 und h wie in Folgerung (3.5.5) gegeben, dann gilt�zh = �zh = 0: (3.84)Beweis: Zum Beweis dieser Aussage s
hreiben wir zun�a
hst Glei
hung (3.83) mit xexp(x)�id =P1r=0 1r!Brxr,wobei Br die r-te Bernoulli Zahl bezei
hne (vgl. [61, S. 297 �.℄), alsh = Æ�1 rh� 1� adÆWi
k (rWi
k)h � 1Xr=0 1r!Br �1��r adÆWi
k (h)r(rWi
k0 � rWi
k)! :Da wir unsere Behauptung per Induktion �uber den totalen Grad beweisen wollen, s
hreiben wir f�ur k � 3den Term h(k) vom totalen Grad k explizit alsh(k) = Æ�10B�rh(k�1)� 1� Xk1+l=k+1;l�23�k1�k�1 adÆWi
k (rWi
k(l))h(k1)� 1Xr=0 1r!Br �1��r Xk1+:::+kr+l=k�1+2r3�kj�k�1;l�2 adÆWi
k (h(k1)) : : :adÆWi
k (h(kr))(rWi
k0 � rWi
k)(l)1CCA :F�ur k = 3 liefert diese Glei
hung mit B0 = 1 explizit h(3) = �Æ�1((rWi
k0� rWi
k)(2)) = �str0(3)+ str(3). Alsofolgt �zh(3) = �zh(3) = 0 da sowohl �Wi
k als au
h �Wi
k0 vom Wi
k-Typ sind und deshalb na
h Satz 3.4.12�zstr = �zstr = �zstr0 = �zstr0 = 0 gilt. Zun�a
hst beweisen wir per Induktion �uber den totalen Grad, da��zh = 0. Es gelte also �zh(n) = 0 f�ur 3 � n � k � 1, wobei k � 4 und wir betra
hten�zh(k) = Æz�10B�rz�zh(k�1) � 1� Xk1+l=k+1;l�23�k1�k�1 �z(adÆWi
k (rWi
k(l))h(k1))� 1Xr=0 1r!Br �1��r Xk1+:::+kr+l=k�1+2r3�kj�k�1;l�2 �z(adÆWi
k (h(k1)) : : :adÆWi
k (h(kr))(rWi
k0 � rWi
k)(l))1CCA :Aufgrund der Induktionsannahme vers
hwindet o�ensi
htli
h der Term Æz�1(rz�zh(k�1)). Ferner gilt mit(3.16) �z(adÆWi
k (rWi
k(l))h(k1)) = �z((�zrWi
k(l))ÆWi
kh(k1) � (�zh(k1))ÆWi
krWi
k(l)). Der erste Summand
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hwindet, da na
h Satz 3.4.12 �zrWi
k = 0 gilt, da �Wi
k vomWi
k-Typ ist. Der zweite Summandist dann aber wieder wegen der Induktionsannahme Null, da 3 � k1 � k�1. Also ist nur no
h f�ur den drittenSummanden im Ausdru
k f�ur �zh(k) na
hzuweisen, da� dieser vers
hwindet. Ist der Summationsindex r indiesem Term 0, so erhalten wir den Beitrag �Æz�1�z((rWi
k0 � rWi
k)(k�1)) zu �zh(k). Da aber sowohl �Wi
kals au
h �Wi
k0 vom Wi
k-Typ sind gilt �zrWi
k = �zrWi
k0 = 0, also vers
hwindet au
h dieser Beitrag. Istder Summationsindex r gr�o�er als Null, so besteht die gesamte Summe o�ensi
htli
h aus Termen der Gestalt�z(h(kj )ÆWi
kA) = �z((�zh(kj))ÆWi
kA) und �z((rWi
k0 � rWi
k)(l)ÆWi
kB) = �z((�z(rWi
k0� rWi
k)(l))ÆWi
kB);mit gewissen Elementen A 2 W
�1(M ); B 2 W(M ), deren explizite Gestalt f�ur den Beweis unwesentli
hist. Vielmehr ist wi
htig, da� wegen der Summationsberei
he immer kj � k � 1 gilt, so da� die Terme derGestalt �z((�zh(kj))ÆWi
kA) wegen der Induktionsannahme vers
hwinden. Die anderen Terme �z((�z(rWi
k0�rWi
k)(l))ÆWi
kB) vers
hwinden wiederum, wegen �zrWi
k = �zrWi
k0 = 0, so da� insgesamt �zh(k) = 0 undsomit induktiv �zh = 0 folgt. Eine v�ollig analoge �Uberlegung mit �z zeigt aber au
h, da� �zh = 0. �Mit den na
hgewiesenen Eigens
haften des Elementes h, wel
hes die �Aquivalenztransformationvon �Wi
k na
h �Wi
k0 festlegt, k�onnen wir nun zeigen, da� die Sternprodukte �Wi
k und �Wi
k0 sogar�ubereinstimmen.Satz 3.5.7 Seien �Wi
k und �Wi
k 0 zwei aus den Daten (
; str) und (
; str0) konstruierte Sternpro-dukte vom Wi
k-Typ auf (M;!; I). Dann ist die gem�a� Folgerung 3.5.5 dur
h den faserweisenAutomorphismus Ah induzierte �Aquivalenztransformation von �Wi
k na
h �Wi
k0 die Identit�at, d.h.die Sternprodukte �Wi
k und �Wi
k0 stimmen �uberein.Beweis: F�ur f 2 C1(M )[[�℄℄ ist die dur
h Ah induzierte �Aquivalenztransformation Ah dur
hAh = �(Ah�Wi
k(f)) = ��exp�1� adÆWi
k (h)� �Wi
k(f)� = f + � 1Xr=1 1r! �1��r adÆWi
k (h)r�Wi
k(f)!gegeben. Nun besitzen alle in der Summe �uber r vorkommenden Terme die Gestalt�(hÆWi
kA) = �z�z(hÆWi
kA) = �((�zh)ÆWi
kA) und �(BÆWi
kh) = �z�z(BÆWi
kh) = �(BÆWi
k(�zh))mit gewissen Elementen A;B 2 W(M ). Na
h Lemma 3.5.6 gilt aber �zh = �zh = 0, so da� die gesamteSumme vers
hwindet und Ahf = f f�ur alle f 2 C1(M )[[�℄℄, also Ah = id folgt. Die Aussage, da� dann �Wi
kund �Wi
k0 �ubereinstimmen ist trivial. �Aufgrund der Aussage dieses Satzes erhalten wir also, da� die Sternprodukte vom Wi
k-Typ,die wir aus den Daten (
; str), aus denen wir rWi
k und somit DWi
k erhalten, konstruieren, ni
htvon str abh�angen. Wir k�onnen also immer str = 0 w�ahlen, so da� die von uns angegebene Fedosov-Konstruktion bzw. die daraus resultierenden Sternprodukte vom Wi
k-Typ nur von einer formalenReihe 
 ges
hlossener Einsformen vom Typ (1; 1) auf M abh�angen. Die Fedosov-Konstruktionvermittelt also eine Abbildung W : 
 7! �Wi
k = W (
); (3.85)die einer formalen Reihe 
 =P1i=1 �i
i ges
hlossener Zweiformen vom Typ (1; 1) ein Sternprodukt�Wi
k vomWi
k-Typ auf (M;!; I) zuordnet. Wir wollen in den beiden folgenden Abs
hnitten zeigen,da� diese Abbildung eine Bijektion zwis
hen f
 =P1i=1 �i
i 2 �1(V2T �M)[[�℄℄ j d
= 0; �1;1
 =
g und der Menge der Sternprodukte vomWi
k-Typ auf (M;!; I) vermittelt. Hierzu werden wir imn�a
hsten Abs
hnitt zun�a
hst einige Ergebnisse von A. Karabegov f�ur Sternprodukte mit Separationder Variablen auf die Sternprodukte vom Wi
k-Typ �ubertragen.



134 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATION3.5.2 Die eindeutige Charakterisierung von Wi
k-Typ-Sternprodukten �a la Ka-rabegovDiesen Abs
hnitt wollen wir darauf verwenden, einige Ergebnisse aus den Artikeln [67, 68, 69℄von A. Karabegov zum Thema Sternprodukte mit Separation der Variablen auf die Sternproduktevom Wi
k-Typ zu �ubertragen. Wir wollen hierbei weitgehend auf Beweise der angef�uhrten Aus-sagen verzi
hten und verweisen hierf�ur auf [67, 68, 69℄. Ferner wollen wir sp�ater die vorgestelltenErgebnisse auf die mit der Fedosov-Konstruktion erhaltenen Sternprodukte �Wi
k vom Wi
k-Typanwenden und somit na
hweisen, da� mit dieser alle Sternprodukte vom Wi
k-Typ auf (M;!; I)erhalten werden k�onnen.Wir betra
hten ein Sternprodukt ?Wi
k vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit(M;!; I). Ferner sei (z; V ) eine lokal holomorphe Karte vonM , wobei V �M eine zusammenzieh-bare o�ene Menge sei. Dann kann Karabegov in [67, Prop. 1℄ zeigen, da� es f�ur 1 � k � dimC (M)lokal de�nierte formale Funktionen uk 2 C1(V )[[�℄℄ derart gibt, da�uk ?Wi
k zl � zl ?Wi
k uk = ��Ælk (3.86)gilt. Man bea
hte, da� si
h diese Glei
hung um ein Vorzei
hen, von der von Karabegov angegebenenunters
heidet, da wir Wi
k-Typ-Sternprodukte betra
hten, und eine andere Vorzei
henkonventionf�ur die Poisson-Klammer verwenden. V�ollig analog gilt dann, da� weiter lokal de�nierte formaleFunktionen vl 2 C1(V )[[�℄℄ f�ur 1 � l � dimC (M) existieren, so da�vl ?Wi
k zk � zk ?Wi
k vl = �Ækl (3.87)gilt. Unter Verwendung der Tatsa
he, da� ?Wi
k ein Sternprodukt vom Wi
k-Typ ist, kann manzeigen (vgl. [67, Lemma 2℄), da� f�ur diese lokal de�nierten formalen Funktionen und alle f 2C1(V )[[�℄℄ die Glei
hungenf ?Wi
k uk = fuk + �Zk(f) und vl ?Wi
k f = vlf + �Zl(f) (3.88)gelten. Ferner de�niert Karabegov unter Benutzung der Funktionen uk; vl 2 C1(V )[[�℄℄ formale Rei-hen lokal de�nierter Einsformen �; � 2 �1(T �V )[[�℄℄ dur
h � := �ukdzk vom Typ (1; 0) und � :=vldzl vom Typ (0; 1). Da die ?Wi
k-Re
htsmultiplikation mit uk mit der ?Wi
k-Linksmultiplikation mitvl kommutiert erh�alt man mit (3.88), da� Zl(uk) = Zk(vl), so da� also �� = �� gilt. Dar�uberhinauskann man zeigen, da� man dur
h diese De�nition eine formale Reihe von ges
hlossenen Zweiformenauf M vom Typ (1; 1) erh�alt, indem man zum einen na
hweist, da� diese Form ni
ht von der Wahlder L�osungen uk bzw. vl der Glei
hungen (3.86) bzw. (3.87) abh�angt und tats�a
hli
h auf Dur
h-s
hnitten der De�nitionsberei
he vers
hiedener holomorpher Karten von M �ubereinstimmt. Dieso de�nierte, einem Sternprodukt ?Wi
k vom Wi
k-Typ zugeordnete formale Reihe ges
hlossenerZweiformen auf M vom Typ (1; 1) wollen wir mit K(?Wi
k) bezei
hnen und nennen sie Karabe-gov's 
harakterisierende Form. Au
h hier sollten wir darauf hinweisen, da� wir die De�nition vonK(?Wi
k) geeignet um einen Faktor 1i modi�ziert haben, da wir im Unters
hied zu A. Karabegovden formalen Parameter ni
ht als reell betra
hten. Betra
htet man die erste Ordnung im formalenParameter der Glei
hungen (3.86) bzw. (3.87), so weist man lei
ht na
h, da� der Term nullter Ord-nung in � gerade dur
h die symplektis
he Form ! der Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit gegeben ist,d.h. K(?Wi
k) = !+K(?Wi
k)+, wobei K(?Wi
k)+ in nullter Ordnung von � vers
hwindet. Na
h den�-�-Poin
ar�e-Lemmas (vgl. [112, Lemma 2.15℄) gibt es nun auf einem zusammenziehbaren De�ni-tionsberei
h V einer holomorphen Karte lokal de�nierte Funktionen ' 2 C1(V )[[�℄℄, derart, da�K(?Wi
k)jV = ��', man nennt ' das formale lokale K�ahler-Potential von K(?Wi
k). S
hreibt man



UNIVERSALIT�AT DER FEDOSOV-KONSTRUKTION F�UR WICK-TYP-PRODUKTE 135' = '0 + '+ so ist '0 ein lokales K�ahler-Potential der symplektis
hen Form !. Man weist dannlei
ht na
h, da� mit einem derartigen lokalen Potential f�ur alle f 2 C1(V )[[�℄℄ die Glei
hungenf ?Wi
k Zk(') = fZk(') + �Zk(f) und Zl(') ?Wi
k f = Zl(')f + �Zl(f) (3.89)erf�ullt sind. Somit gilt also der Satz:Satz 3.5.8 ([67, Thm. 1℄) Sei ?Wi
k ein Sternprodukt vom Wi
k-Typ auf der Semi-K�ahler-Man-nigfaltigkeit (M;!; I), dann de�niert K(?Wi
k) eine diesem Sternprodukt zugeordnete formale Reiheges
hlossener Einsformen vom Typ (1; 1) auf M , die eine formale Deformation der Semi-K�ahler-Form ! ist. Falls ' 2 C1(V )[[�℄℄ eine lokales formales K�ahler-Potential der Form K(?Wi
k) ist, sogilt f�ur alle f 2 C1(V )[[�℄℄ die Glei
hung (3.89).Im Abs
hnitt 3.5.3 werden wir f�ur die von uns konstruierten Fedosov-Sternprodukte �Wi
k vomWi
k-Typ Karabegov's 
harakterisierende Form K(�Wi
k) bestimmen, was es uns erm�ogli
hen wirddie Sternprodukte �Wi
k zu identi�zieren. Um einzusehen, da� dur
h die Kenntnis von Karabegov's
harakterisierender Form eine Identi�kation der Sternprodukte �Wi
k erfolgt, ben�otigen wir no
heine weitere Aussage aus [67, Thm. 2℄.In [67, Se
. 4℄ zeigt Karabegov mit Hilfe lokaler Argumente, da� man zu einer gegebenen for-malen Deformation der symplektis
hen Form vom Typ (1; 1) ein Sternprodukt ?Wi
k vom Wi
k-Typauf (M;!; I) konstruieren kann, so da� die 
harakterisierende Form K(?Wi
k) dur
h die vorgegebeneDeformation von ! gegeben ist. Hiermit formuliert Karabegov dann den folgenden Satz, den wirauf unsere Situation f�ur Sternprodukte vom Wi
k-Typ �ubertragen:Satz 3.5.9 ([67, Thm. 2℄) Die Sternprodukte vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannig-faltigkeit (M;!; I) sind in Bijektion zu den formalen Reihen ges
hlossener Zweiformen vom Typ(1; 1) (die in nullter Ordnung von � vers
hwinden) auf M . Hierbei wird die bijektive Abbildung,die einem Sternprodukt ?Wi
k eine sol
he Zweiform zuordnet, dur
h Karabegov's 
harakterisierendeForm vermittelt, und ist dur
h ?Wi
k 7! K(?Wi
k)� ! (3.90)gegeben.Wir werden im folgenden Abs
hnitt sehen, da� die Abbildung in (3.90) gerade die Umkehrab-bildung zu der verm�oge der Fedosov-Konstruktion in (3.85) de�nierten Abbildung W ist, die 
 dasentspre
hende Sternprodukt �Wi
k vom Wi
k-Typ zuordnet. Um einzusehen, da� ein Sternprodukt?Wi
k vom Wi
k-Typ dur
h die Form K(?Wi
k) 
harakterisiert werden kann, wollen wir nun no
heinen Beweis daf�ur angeben, da� ein Sternprodukt vom Wi
k-Typ auf (M;!; I) dur
h eine formaleDeformation der symplektis
hen Form vom Typ (1; 1) festgelegt ist.Satz 3.5.10 Seien ?Wi
k und ?0Wi
k zwei Sternprodukte vom Wi
k-Typ auf (M;!; I) und sei U =fU�g�2J eine lokal endli
he, gute, o�ene �Uberde
kung von M dur
h De�nitions-Berei
he holomor-pher Karten von M . Ferner sei K = ! + K+ eine formale Reihe ges
hlossener Zweiformen vomTyp (1; 1), wobei K+ in nullter Ordnung in � vers
hwindet. Seien weiter '� 2 C1(U�)[[�℄℄ formalelokale K�ahler-Potentiale von K, d.h. KjU� = ��'�.i.) Falls f�ur alle � 2 J und jeweils alle f 2 C1(U�)[[�℄℄f ?Wi
k Zk('�) = f ?0Wi
k Zk('�) (3.91)gilt, so stimmen ?Wi
k und ?0Wi
k �uberein.



136 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATIONii.) Falls f�ur alle � 2 J und jeweils alle f 2 C1(U�)[[�℄℄Zl('�) ?Wi
k f = Zl('�) ?0Wi
k f (3.92)gilt, so stimmen ?Wi
k und ?0Wi
k �uberein.Beweis: Wir nehmen an, da� die Bidi�erentialoperatoren Ci und C0i, die die Sternprodukte ?Wi
k und ?0Wi
kbes
hreiben f�ur 0 � i � k � 1, wobei k � 1, �ubereinstimmen und wollen unter Benutzung der Glei
hung(3.91) und der Voraussetzung, da� beide Sternprodukte vom Wi
k-Typ sind, na
hweisen, da� Ck und C0kebenfalls �ubereinstimmen, da dann induktiv folgt, da� ?Wi
k und ?0Wi
k �ubereinstimmen, da alle Sternproduk-te in nullter Ordnung im formalen Parameter �ubereinstimmen. Aus der Assoziativit�at beider Sternproduktein der Ordnung k im formalen Parameter erh�alt man mit der obigen Induktionsannahme, da� Ck � C0k einHo
hs
hild-Kozyklus ist. Na
h dem Ho
hs
hild-Kostant-Rosenberg-Theorem existiert somit ein Di�erential-operator B auf C1(M ) und eine ZweiformA aufM , so da� (Ck�C0k)(f; g) = (ÆHB)(f; g)+A(Xf ; Xg) f�ur allef; g 2 C1(M ). Betra
htet man den total antisymmetris
hen Anteil der Assoziativit�at beider Sternproduktein der Ordnung k+ 1 im formalen Parameter, so erh�alt man, da� A ges
hlossen ist, d.h. dA = 0. Indem wirden antisymmetris
hen Anteil der gefundenen Glei
hung betra
hten erhalten wir, da ÆHB ein symmetris
herBidi�erentialoperator ist, die Glei
hungA(Xf ; Xg) = 12 (Ck(f; g) �Ck(g; f) �C0k(f; g) +C0k(g; f)) :Sei nun z eine lokal holomorphe Karte auf U�. Da der Bidi�erentialoperator C(f; g) = A(Xf ; Xg) o�en-si
htli
h von der Ordnung 1 in jedem Argument ist, rei
ht es um A festzulegen, diese Glei
hung auf denKoordinaten-Funktionen zk; zl auszuwerten. Da ?Wi
k und ?0Wi
k vom Wi
k-Typ sind, gilt Ck(zl; zk) =C0k(zl; zk) = Ck(zl; zk) = C0k(zl; zk) = 0 und wir erhalten wegen Xzk = �2i gknZn und Xzl = 2i gmlZmdie Glei
hungen0 = A(Xzk ; Xzl) = �4gknglmA(Zn; Zm) und 0 = A(Xzk ; Xzl) = �4gnkgmlA(Zn; Zm):Da man diese Argumentation f�ur alle � 2 J mit einer entspre
henden lokal holomorphen Karte dur
hf�uhrenkann, folgt hieraus wegen der Ni
ht-Ausgeartetheit von g aber, da� A vom Typ (1; 1) ist. S
hreibt man alsoin lokalen Koordinaten A = Aijdzi ^ dzj, so gilt A(Xf ; Xg) = 4Aijgilgnj(Zl(f)Zn(g) � Z l(g)Zn(f)). Wirben�otigen nun no
h eine Aussage �uber den symmetris
hen Anteil ÆHB der Di�erenz der Bidi�erentialopera-toren Ck � C0k.Sublemma 3.5.11 Sei ÆHB ein Bidi�erentialoperator der in lokalen holomorphen Koordinaten (z;U�) dieGestalt (ÆHB)(f; g) =XK;LCK;L �jKjf�zK �jLjg�zL + �jKjg�zK �jLjf�zL !besitzt und auf Konstanten vers
hwindet, dann gilt, da� ÆHB in lokalen holomorphen Koordinaten (z;U�)die Gestalt (ÆHB)(f; g) = Ckl(Zk(f)Z l(g) + Zk(g)Z l(f))besitzt, wobei Ckl die Komponenten eines Tensorfeldes C 2 �1(TM 
 TM ) vom Typ (1; 1) bezei
hnet.Beweis: Wegen Æ2H = 0 gilt f�ur alle f; g; h 2 C1(M ) o�ensi
htli
h 0 = f(ÆHB)(g; h) � (ÆHB)(fg; h) +(ÆHB)(f; gh) � (ÆHB)(f; g)h. Wertet man diese Glei
hung f�ur f; g; h 2 C1(M ) mit gjU ; hjU 2 O(U ), wobeiU � M eine o�ene Menge mit U \ U� 6= ; sei, aus, so erh�alt man mit der obigen Gestalt von ÆHB,unter Ber�u
ksi
htigung der Tatsa
he, da� jKj und jLj mindestens eins sein m�ussen, da ÆHB auf Konstantenvers
hwindet, auf U� \ U die Glei
hung0 =XK;LCK;L �jKj(gh)�zK �jLjf�zL � g�jKjh�zK �jLjf�zL � h�jKjg�zK �jLjf�zL ! :
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hung bedeutet aber, da� auf U� PK;LCK;L �jKjf�zK �jLjg�zL =Pk;LCk;LZk(f)�jLjg�zL gilt. Analog �ndetman, indem man die obige Glei
hung f�ur f jU ; gjU 2 O(U ) auswertet0 =XK;LCK;L �jKjh�zK �jLj(fg)�zL � g�jKjh�zK �jLjf�zL � f �jKjh�zK �jLjg�zL ! ;so da�PK;LCK;L �jKjf�zK �jLjg�zL =PK;lCK;l �jKjf�zK Zl(g) folgt. Insgesamt folgt hieraus aber die Behauptung. 5Da nun beide Sternprodukte ?Wi
k und ?0Wi
k vomWi
k-Typ sind, folgt aus (Ck�C0k)(f; g) = (ÆHB)(f; g)+A(Xf ; Xg), da� (ÆHB)(f; g) = 12((Ck � C0k)(f; g) + (Ck � C0k)(g; f)) von der Gestalt wie im eben bewiese-nen Sublemma ist. Da ferner Ck und C0k auf Konstanten vers
hwinden, erhalten wir also (ÆHB)(f; g) =Ckl(Zk(f)Z l(g) + Zk(g)Z l(f)). Insgesamt haben wir also gezeigt, da�(Ck �C0k)(f; g) = Ckl(Zk(f)Z l(g) + Zk(g)Z l(f)) + 4Aijgilgnj(Zl(f)Zn(g) � Z l(g)Zn(f))gilt. Da aber sowohl Ck als au
h C0k im ersten Argument nur in holomorphe und im zweiten Argument nur inanitholomorphe Ri
htungen di�erenzieren, mu� ferner Cnl = �4Aijgilgnj gelten und wir erhalten s
hlie�li
h(Ck � C 0k)(f; g) = �8AijgilgnjZn(f)Z l(g):Erst jetzt ben�otigen wir die Voraussetzungen (3.91) bzw. (3.92) um i.) und ii.) zu beweisen. Betra
htet mandie Glei
hung f ?Wi
kZk('�) = f ?0Wi
kZk('�) in der Ordnung k des formalen Parameters, so folgt wegen derAnnahme, da� Ci = C0i f�ur 0 � i � k�1 die Glei
hung Ck(f; Zn('�0))�C0k(f; Zn('�0)) = 0 f�ur f 2 C1(U�),wobei '�0 ein lokales K�ahler-Potential f�ur ! bezei
hnet. Setzt man hier nun die oben abgeleitete Gestaltvon (Ck � C0k) ein, so erh�alt man 0 = �8AijgilgmjZm(f) i2gnl = �4iAnjgmjZm(f) f�ur alle f 2 C1(U�).Da g ni
ht ausgeartet ist, impliziert das aber, da� die Komponenten der Einsform A auf U� vers
hwinden.Da aber � 2 J beliebig war, folgt hieraus A = 0 und somit Ck = C0k, so da� i.) bewiesen ist. Betra
htetman in der Glei
hung Z l('�) ?Wi
k f = Zl('�) ?0Wi
k f ebenfalls die k-te Ordnung in �, so folgt analogCk(Zl('�0); f) � C 0k(Zl('�0); f) = 0 und wie im Beweis von i.) erh�alt man hiermit A = 0, womit au
h ii.)bewiesen ist. �Die Aussage dieses Satzes bedeutet, da� ein Sternprodukt vom Wi
k-Typ eindeutig dur
h dieG�ultigkeit einer der Glei
hungen (3.89) in jeder holomorphen Karte (z; V ) und somit dur
h Kfestgelegt ist. Dieser Satz stellt aber au
h die Grundlage f�ur den im n�a
hsten Abs
hnitt gegebenenBeweis f�ur die Aussage, da� man mit unserer Fedosov-Konstruktion jedes Sternprodukt vom Wi
k-Typ erh�alt, dar.3.5.3 Identi�kation der Fedosov-Sternprodukte vom Wi
k-TypWir wollen in diesem Abs
hnitt Karabegov's 
harakterisierende Form K(�Wi
k) f�ur die von unskonstruierten Sternprodukte vom Wi
k-Typ bestimmen. Ferner k�onnen wir mit diesem Ergebnisna
hweisen, da� die dur
h diese Konstruktion vermittelte Abbildung W gem�a� Glei
hung (3.85)eine Bijektion ist. Um K(�Wi
k) bestimmen zu k�onnen, ben�otigen wir also lokale formale Funktionenuk 2 C1(V )[[�℄℄ mit uk�Wi
kzl � zl�Wi
kuk = ��Ælk ;wobei (z; V ) eine lokale holomorphe Karte von M bezei
hnet. Bezei
hnet man mit '0 ein lokalesK�ahler-Potential von !, so gilt o�ensi
htli
h�Ælk = fZk('0); zlg = �XZk('0)(zl) = �(�1;0XZk('0))(zl) = ��(L�1;0XZk('0)�Wi
k(zl))= ��(LZk�Wi
k(zl));



138 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATIONwobei wir im vorletzten S
hritt benutzt haben, da� die Lie-Ableitung mit � vertaus
ht und letztli
hverwendet haben, da� �1;0XZk('0) = Zk. De�niert man also uk0 := Zk('0), so m�ussen wir dieExistenz lokaler formaler Funktionen uk+ 2 C1(V )[[�℄℄ zeigen, so da���(LZk�Wi
k(zl)) = 1� �(adÆWi
k(�Wi
k(uk0 + uk+))�Wi
k(zl))gilt. Wir benutzen nun die analoge Form der deformierten Cartan-Formel aus Proposition 2.3.11(2.49) f�ur DWi
k, deren Beweis direkt vom Fall DF auf die hier vorliegende Situation �ubertragenwerden kann, um die Lie-Ableitung LZk alsLZk = DWi
kia(Zk) + ia(Zk)DWi
k + 1� adÆWi
k(ia(Zk)rWi
k) + is(Zk) + (dzn 
 1)is(rZnZk)zu s
hreiben, wobei wir rZmZk = 0 verwendet haben. Wegen �((dzn 
 1)is(rZnZk)�Wi
k(zl)) = 0,DWi
k�Wi
k(zl) = 0 und ia(Zk)�Wi
k(zl) = 0 gilt also��(LZk�Wi
k(zl)) = ��� 1� adÆWi
k(ia(Zk)rWi
k)�Wi
k(zl) + is(Zk)�Wi
k(zl)� :De�niert man nun ak := iZk! 
 1 2 W(V ), so �ndet man mit der expliziten Gestalt von ÆWi
k, da�is(Zk) = � 1� adÆWi
k(ak) gilt, und wir ��(LZk�Wi
k(zl)) mit � = �z�z und (3.16) dur
h��(LZk�Wi
k(zl))= �1� �((�z(ia(Zk)rWi
k � ak))ÆWi
k(�z�Wi
k(zl))) + 1� �((�z�Wi
k(zl))ÆWi
k(�z(ia(Zk)rWi
k � ak)))ausdr�u
ken k�onnen. O�ensi
htli
h gilt �zak = �z(iZk! 
 1) = 0, da ! vom Typ (1; 1) ist und�zia(Zk)rWi
k = ia(Zk)�zrWi
k = 0 na
h Satz 3.4.12, so da� wir mit �Ælk = ��(LZk�Wi
k(zl)) s
hlie�-li
h die Glei
hung ��Ælk = �((�z�Wi
k(zl))ÆWi
k(�z(ia(Zk)rWi
k � ak)))erhalten. Da wir na
h einer formalen Reihe lokal de�nierter Funktionen uk+ 2 C1(V )[[�℄℄ su-
hen, derart, da� f�ur uk = uk0 + uk+ die Glei
hung ��Ælk = uk�Wi
kzl � zl�Wi
kuk gilt, mu��z(ia(Zk)rWi
k�ak) in enger Beziehung zur Fedosov-Taylor-Reihe der no
h zu bestimmenden Funk-tion uk stehen. Falls n�amli
h �z�Wi
k(uk) = uk � �z(ia(Zk)rWi
k � ak) = uk � �zia(Zk)rWi
k + akgilt, so ist �((�z�Wi
k(zl))ÆWi
k(�z(ia(Zk)rWi
k � ak))) = �((�z�Wi
k(zl))ÆWi
k(uk � �z�Wi
k(uk))) =ukzl � zl�Wi
kuk = uk�Wi
kzl � zl�Wi
kuk. Also haben wir gezeigt:Lemma 3.5.12 Sei '0 ein lokales K�ahler-Potential von ! auf dem o�enen zusammenziehbarenDe�nitionsberei
h V einer holomorphen Karte (z; V ) von M und sei uk0 2 C1(V ) dur
h uk0 :=Zk('0) de�niert. Falls es lokal de�nierte formale Funktionen uk+ =P1i=1 �iuki 2 C1(V )[[�℄℄ gibt,so da� f�ur uk = uk0 + uk+ �z�Wi
k(uk) = uk + iZk! 
 1� �zia(Zk)rWi
k (3.93)gilt, dann gilt uk�Wi
kzl � zl�Wi
kuk = ��Ælk .Es bleibt also zu zeigen, da� es sol
he Funktionen wie in (3.93) gibt, und um die 
harakteri-sierende Form K(�Wi
k) bestimmen zu k�onnen, ben�otigen wir neben ihrer Existenz au
h konkreteAussagen �uber deren Gestalt.Proposition 3.5.13 Mit den Bezei
hnungen von Lemma 3.5.12 gelten folgende Aussagen:
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 1� �zia(Zk)rWi
k) = uk und�ÆzAk +rzAk � 1� �z(rWi
kÆWi
kAk) = 1
 (�uk+ � iZk
); (3.94)wobei Ak := uk + iZk! 
 1� �zia(Zk)rWi
k 2 W(V ).ii.) Es gilt �z�Wi
k(uk) = uk + iZk! 
 1 � �zia(Zk)rWi
k genau dann, wenn �uk+ � iZk
 = 0.Falls uk+ = Zk('+), wobei '+ 2 C1(V )[[�℄℄ ein lokales K�ahler-Potential f�ur 
 ist, d.h.��'+ = 
jV , so gilt �z�Wi
k(uk) = uk + iZk! 
 1� �zia(Zk)rWi
k.iii.) Karabegov's 
harakterisierende Form K(�Wi
k) des Sternproduktes �Wi
k vom Wi
k-Typ istdur
h K(�Wi
k) = ! +
 (3.95)gegeben.iv.) F�ur alle f 2 C1(V )[[�℄℄ und uk wie in ii.) giltf�Wi
kuk = fuk + �Zk(f): (3.96)Beweis: O�ensi
htli
h gilt f�ur alle uk+ 2 C1(V )[[�℄℄ �(uk + iZk! 
 1 � �zia(Zk)rWi
k) = uk, da � = �z�zund �z(ia(Zk)rWi
k) = 0. Weiter bere
hnen wir zum Beweis von i.)Æz(uk + iZk!
 1� �zia(Zk)rWi
k) = 1
 iZk!� �zÆia(Zk)rWi
k = 1
 iZk!� �z(is(Zk)rWi
k � ia(Zk)ÆrWi
k);wobei wir (2.51) und (3.24) verwendet haben. Mit der Glei
hung (3.7) f�ur rWi
k erhalten wir hieraus wegen�zia(Zk)R = 0, mit �zrWi
k = 0 und�z(ia(Zk)(rWi
kÆWi
krWi
k))= �z((ia(Zk)rWi
k)ÆWi
k(�zrWi
k)) � �z(rWi
kÆWi
k(ia(Zk)rWi
k)) = ��z(rWi
kÆWi
k(ia(Zk)rWi
k))das Zwis
henresultatÆz(uk + iZk! 
 1� �zia(Zk)rWi
k)= 1
 iZk! � �zis(Zk)rWi
k + �z(ia(Zk)rrWi
k) + 1� �z(rWi
kÆWi
k(ia(Zk)rWi
k)) + 1
 iZk
;da 
 vom Typ (1; 1) ist. Ferner gilt wegen rZlZk = 0 und rZl! = 0, da� au
h rZliZk! vers
hwindet, soda� wir mit (2.54) und (3.24)rz(uk + iZk! 
 1� �zia(Zk)rWi
k)= 1
 �uk � �z(LZkrWi
k � (dzn 
 1)is(rZnZk)rWi
k � ia(Zk)rrWi
k) = 1
 �uk + �zia(Zk)rrWi
kerhalten, da wegen �zrWi
k = 0 nat�urli
h au
h �zLZkrWi
k = 0 gilt. S
hlie�li
h bere
hnen wir wieder mit�zrWi
k = 0�1� �z(rWi
kÆWi
k(uk + iZk! 
 1� �zia(Zk)rWi
k)) = ��z(is(Zk)rWi
k) + 1� �z(rWi
kÆWi
k(ia(Zk)rWi
k));wobei wir neben (3.16) die triviale aber hilfrei
he Identit�at 0 = �z((iZk! 
 1)ÆWi
krWi
k) und is(Zk) =� 1�adÆWi
k ((iZk!
 1)) verwendet haben. Kombiniert man nun unsere drei Zwis
henresultate, so �ndet manwegen uk0 = Zk'0 bzw. �uk0 = iZk! die Glei
hung (3.94), womit i.) bewiesen ist. Na
h Proposition 3.4.6ii.) gilt nun wegen �(Ak) = uk, da� Ak = �z�Wi
k(uk) genau dann, wenn �uk+ � iZk
 = 0. Diese Glei
hungist aber o�ensi
htli
h dann erf�ullt, wenn uk+ = Zk('+) mit einem lokalen K�ahler-Potential '+ von 
 gilt.
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h Lemma 3.5.12 gilt in diesem Fall uk�Wi
kzl � zl�Wi
kuk = ��Ælk, so da� wir gem�a� der De�nition der
harakterisierenden Form K(�Wi
k) f�ur diese mit uk = Zk(') = Zk('0 + '+)K(�Wi
k) = ��(ukdzk) = ��(uk) ^ dzk = dzk ^ iZk(! +
) = ! + 
erhalten, womit iii.) bewiesen ist. Zum Beweis von iv.) bere
hnen wir f�ur f 2 C1(V )[[�℄℄ mit �z�Wi
k(uk) =uk + iZk! 
 1� �zia(Zk)rWi
k, DWi
k�Wi
k(f) = 0 und (3.16)f�Wi
kuk = �(�Wi
k(f)ÆWi
k(uk + iZk! 
 1� ia(Zk)rWi
k))= fuk + 2�i gnm�(is(Zn)�Wi
k(f))(iZk!)(Zm) + �(ia(Zk)adÆWi
k (rWi
k)�Wi
k(f))��((ia(Zk)rWi
k)ÆWi
k�Wi
k(f))= fuk + ��(is(Zk)�Wi
k(f)) + ��(ia(Zk)(r� Æ)�Wi
k(f)) � �((�zia(Zk)rWi
k)ÆWi
k�Wi
k(f)):Weiter erhalten wir wegen �zia(Zk)rWi
k = ia(Zk)�zrWi
k = 0 und ia(Zk)(r � Æ)�Wi
k(f) = (rZk �is(Zk))�Wi
k(f) das Ergebnisf�Wi
kuk = fuk + ��(rZk�Wi
k(f)) = fuk + �Zk(f);und die Proposition ist bewiesen. �Indem man die Beweise von Lemma 3.5.12 und Proposition 3.5.13 geringf�ugig modi�ziert, kannman ebenfalls die Existenz lokal de�nierter formaler Funktionen vl 2 C1(V )[[�℄℄ na
hweisen, f�ur dievl�Wi
kzk�zk�Wi
kvl = �Ækl gilt. Der Vollst�andigkeit halber geben wir die entspre
henden Ergebnissean, wollen aber auf einen Beweis verzi
hten, da f�ur die Identi�kation der Sternprodukte �Wi
k na
hSatz 3.5.10 der Na
hweis der entspre
henden Eigens
haften der Funktionen uk bzw. vl f�ur einender beiden Funktionentypen gen�ugt. Zudem lassen si
h die entspre
henden Beweise, die wir gef�uhrthaben, lei
ht auf diese Aussagen �ubertragen.Lemma 3.5.14 Sei '0 ein lokales K�ahler-Potential von ! auf dem o�enen zusammenziehbarenDe�nitionsberei
h V einer holomorphen Karte (z; V ) von M und sei vl0 2 C1(V ) dur
h vl0 :=Z l('0) de�niert. Falls es lokal de�nierte formale Funktionen vl+ = P1i=1 �ivli 2 C1(V )[[�℄℄ gibt,so da� f�ur vl = vl0 + vl+ �z�Wi
k(vl) = vl � iZl! 
 1 + �zia(Zl)rWi
k (3.97)gilt, dann gilt vl�Wi
kzk � zk�Wi
kvl = �Ækl .Proposition 3.5.15 Mit den Bezei
hnungen von Lemma 3.5.14 gelten folgende Aussagen:i.) F�ur alle vl+ 2 C1(V )[[�℄℄ gilt �(vl � iZl! 
 1 + �zia(Zl)rWi
k) = vl und�ÆzBl +rzBl + 1� �z(BlÆWi
krWi
k) = 1
 (�vl+ + iZl
); (3.98)wobei Bl := vl � iZl! 
 1 + �zia(Zl)rWi
k 2 W(V ).ii.) Es gilt �z�Wi
k(vl) = vl � iZl! 
 1 + �zia(Zl)rWi
k genau dann, wenn �vl+ + iZl
 = 0.Falls vl+ = Z l('+), wobei '+ 2 C1(V )[[�℄℄ ein lokales K�ahler-Potential f�ur 
 ist, d.h.��'+ = 
jV , so gilt �z�Wi
k(vl) = vl � iZl! 
 1 + �zia(Zl)rWi
k.iii.) Au
h mit den Funktionen vl ergibt si
h f�ur Karabegov's 
harakterisierende Form K(�Wi
k) desSternproduktes �Wi
k vom Wi
k-Typ K(�Wi
k) = ! + 
: (3.99)
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kf = vlf + �Z l(f): (3.100)Die Aussagen iii.) und iv.) von Proposition 3.5.13 und 3.5.15 stellen die Verallgemeinerung desvon Karabegov f�ur den Fall 
 = 0 in [69, Se
. 4℄ bewiesenen Theorems dar.Unter Verwendung des von A. Karabegov bewiesenen Satzes 3.5.8 k�onnen wir mit dem vonuns bewiesenen Satz 3.5.10 zeigen, da� alle Sternprodukte vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit mit der von uns angegebenen Fedosov-Konstruktion erhalten werden k�onnen.Satz 3.5.16 (Universalit�at der Fedosov-Konstruktion f�ur Sternprodukte vom Wi
k-Typ) F�ur alle Sternprodukte ?Wi
k vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I)existiert eine Fedosov-Konstruktion mit ÆWi
k, so da� das hiermit konstruierte Sternprodukt �Wi
kmit ?Wi
k �ubereinstimmt. Ferner ist die verm�oge der Fedosov-Konstruktion de�nierte AbbildungW : 
 7! �Wi
k = W (
); (3.101)die einer formalen Reihe 
 =P1i=1 �i
i ges
hlossener Zweiformen vom Typ (1; 1) ein Sternproduktvom Wi
k-Typ zuordnet, eine Bijektion und die Umkehrabbildung dieser Abbildung ist dur
h �Wi
k 7!K(�Wi
k)� ! gegeben, wobei K(�Wi
k) Karabegov's 
harakterisierende Form bezei
hnet.Beweis: Die Universalit�at der Fedosov-Konstruktion bedeutet gerade, da� die Abbildung W surjektiv ist,also zeigen wir, da� es zu einem gegebenen Sternprodukt ?Wi
k vom Wi
k-Typ ein 
 gibt, so da� ?Wi
k =W (
) = �Wi
k. Zu einem gegebenen Sternprodukt vom Wi
k-Typ existiert na
h Satz 3.5.8 Karabegov's
harakterisierende FormK(?Wi
k), die vom Typ (1; 1) ist, und f�ur ein formales lokales K�ahler-Potential ' aufV � M dieser Form sind dann f�ur f 2 C1(V )[[�℄℄ die Glei
hungen (3.89) erf�ullt. Verwendet man aber dieFedosov-Konstruktion f�ur 
 = K(?Wi
k)� !, so gelten f�ur dieses lokale Potential ' na
h den Propositionen3.5.13 und 3.5.15 die Glei
hungen f�Wi
kZk(') = fZk(') + �Zk(f) und Zl(')�Wi
kf = Zl(')f + �Zl(f).Na
h Satz 3.5.10 folgt dann aber aus jeder dieser Glei
hungen, da� �Wi
k = ?Wi
k, womit gezeigt ist, da� dieAbbildungW surjektiv ist. Da ferner na
h den Aussagen iii.) der Propositionen 3.5.13 und 3.5.15K(�Wi
k) =!+
 gilt, folgtK(W (
))�! = 
, so da�W au
h injektiv ist und au
h gezeigt ist, da� die Umkehrabbildungzu W dur
h �Wi
k 7! K(�Wi
k)� ! gegeben ist. �Eine relativ erstaunli
he Folgerung aus diesem Satz ist:Folgerung 3.5.17 Alle Sternprodukte ?Wi
k vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit(M;!; I) sind vom Vey-Typ.Beweis: Na
h Satz 3.5.16 erh�alt man mit der Fedosov-Konstruktion mit ÆWi
k alle Sternprodukte vomWi
k-Typ. Da aber na
h Satz 1.3.13 wegen der Eigens
haften von r alle Sternprodukte �Wi
k (au
h diejenigen,die ni
ht vom Wi
k-Typ sind) vom Vey-Typ sind, folgt hieraus die Behauptung. �Eine weitere einfa
he Folgerung, die Karabegov in [68, Thm. 3℄ bewiesen hat, aus den Aussa-gen iii.) der Propositionen 3.5.13 und 3.5.15 und der in Abs
hnitt 3.3 erfolgten Bestimmung der
harakteristis
hen Klasse 
(�Wi
k) und des Satzes 3.5.16 ist:Folgerung 3.5.18 ([68, Thm. 3℄) Die 
harakteristis
he Klasse 
(?Wi
k) eines Sternproduktes ?Wi
kvom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I) ist mit Karabegov's 
harakterisie-render Form K(?Wi
k) dur
h 
(?Wi
k) = 1� [K(?Wi
k)℄ � 1i [�℄ gegeben, wobei � die in (3.3) de�nierteRi

i-Form bezei
hnet.



142 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATIONBeweis:Mit den Aussagen von Satz 3.3.20 und den Aussagen iii.) der Propositionen 3.5.13 und 3.5.15 �ndetman f�ur �Wi
k die Glei
hung 
(�Wi
k) = 1� [K(�Wi
k)℄� 1i [�℄. Da aber na
h Satz 3.5.16 jedes Sternprodukt ?Wi
kdur
h eine geeignete Fedosov-Konstruktion erhalten werden kann, gilt diese Aussage f�ur alle Sternprodukte?Wi
k vom Wi
k-Typ. �Als eine Anwendung unserer Ergebnisse dieses Abs
hnittes wollen wir no
hmals auf Sternpro-dukte mit �-Strukturen zu spre
hen kommen, wie wir sie in Abs
hnitt 2.4.2 diskutiert haben. Wiewir dort gesehen haben, sind die vom physikalis
hen Standpunkt relevanten Sternprodukte mit�-Struktur die Hermites
hen Sternprodukte, die wir in Abs
hnitt 2.4.2.1 studiert haben und de-ren �-Involution gerade dur
h die komplexe Konjugation gegeben ist. Wir wollen also unter denSternprodukten vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I) die Hermites
henSternprodukte eindeutig 
harakterisieren.Proposition 3.5.19 Ein Sternprodukt ?Wi
k vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltig-keit (M;!; I) ist Hermites
h genau dann, wenn Karabegov's 
harakterisierende Form K(?Wi
k) reellist, wenn also CK(?Wi
k) = K(?Wi
k) erf�ullt ist.Beweis: Sei also ?Wi
k ein Hermites
hes Sternprodukt vomWi
k-Typ. Wegen der Universalit�at der Fedosov-Konstruktion f�ur Sternprodukte vom Wi
k-Typ, gibt es ein Fedosov-Sternprodukt �Wi
k mit ?Wi
k = �Wi
k.Sei nun (z; V ) eine lokale holomorphe Karte und seien uk; vl 2 C1(V )[[�℄℄ die in den Propositionen 3.5.13,3.5.15 angegebenen lokalen formalen Funktionen. Gem�a� Proposition 3.5.13 iv.) gilt f�ur alle f 2 C1(V )[[�℄℄die Glei
hung f�Wi
kuk = fuk + �Zk(f). Hieraus erhalten wir aber dur
h komplexe Konjugation unterBea
htung von C� = ��, da �Wi
k na
h Voraussetzung Hermites
h ist, die Glei
hung C(f)C(uk)��Zk(Cf) =C(f�Wi
kuk) = (Cuk)�Wi
k(Cf), also gilt mit den Funktionen v0k := �Cuk f�ur alle g 2 C1(V )[[�℄℄ dieGlei
hung v0k�Wi
kg = v0kg + �Zk(g), d.h. v0k erf�ullt die zu der Glei
hung f�ur vl analoge Glei
hung. Mit derDe�nition der 
harakterisierenden Form K(�Wi
k) erh�alt man also wegen C2 = idK(�Wi
k) = �(v0kdzk) = CC�C(�ukdzk) = C�(�ukdzk) = CK(�Wi
k):Wegen �Wi
k = ?Wi
k folgt somit K(?Wi
k) = CK(?Wi
k). Sei nun umgekehrt ?Wi
k ein Sternprodukt vomWi
k-Typ, so da�K(?Wi
k) = CK(?Wi
k) erf�ullt ist. Wir betra
hten wieder ein Fedosov-Sternprodukt �Wi
k =?Wi
k. Na
h Proposition 3.5.13 iii.) gilt K(�Wi
k) = ! + 
, so da� also C
 = 
 gilt, da ! o�ensi
htli
h reellist. Wir wollen nun zeigen, da� hieraus folgt, da� �Wi
k Hermites
h ist. Hierzu bea
hten wir zun�a
hst, da�f�ur das faserweise Produkt ÆWi
k f�ur alle a 2 W
�jaj(M ); b 2 W
�jbj(M ) die Glei
hung C(aÆWi
kb) =(�1)jajjbj(Cb)ÆWi
k(Ca) gilt, da die analoge Glei
hung f�ur das Produkt ÆF gilt (vgl. Beweis von Proposition2.4.8) und die faserweise �Aquivalenztransformation S von ÆF na
h ÆWi
k mit der komplexen Konjugationvertaus
ht. Hiermit erh�alt man aber mit C
 = 
 sofort, da� CrWi
k die Glei
hungen Æ�1CrWi
k = 0 undÆCrWi
k = rCrWi
k � 1� (CrWi
k)ÆWi
k(CrWi
k) +R+
 erf�ullt. Das bedeutet aber CrWi
k = rWi
k und wie imBeweis von Proposition 2.4.8 folgt hieraus, da� �Wi
k also au
h ?Wi
k Hermites
h ist. �Der von uns gef�uhrte Beweis impliziert nat�urli
h au
h:Korollar 3.5.20 Das aus einer formalen Reihe 
 =P1i=1 �i
i ges
hlossener Zweiformen vom Typ(1; 1) konstruierte Fedosov-Sternprodukt �Wi
k vom Wi
k-Typ auf einer Semi-K�ahler-Mannigfaltig-keit (M;!; I) ist Hermites
h genau dann, wenn C
 = 
 gilt.3.5.4 Eine Fedosov-Konstruktion f�ur die Karabegovs
hen Sternprodukte mitSeparation der VariablenUm einen abs
hlie�enden Verglei
h unserer Resultate �uber Sternprodukte vom Wi
k-Typ mit denErgebnissen von A. Karabegov zu Sternprodukten mit Separation der Variablen zu erm�ogli
hen,wollen wir mit einer geringf�ugigen Modi�kation der Fedosov-Konstruktion mit ÆWi
k no
h eineFedosov-Konstruktion f�ur Sternprodukte mit Separation der Variablen auf (M;�!; I) angeben.
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h handelt es si
h hierbei um eher triviale Konsequenzen aus den ausf�uhrli
hen Untersu-
hungen der Sternprodukte vom Wi
k-Typ, aber der Vollst�andigkeit halber wollen wir diese zu-mindest anf�uhren. Hierbei wird das faserweise Produkt ÆSdV dur
h das in Beispiel 1.3.2 iii.) (1.33)angegebene de�niert sein.Wir betra
hten also (W
�(M); ÆSdV) auf der Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;�!; I), wobeif�ur a; b 2 W
�(M) das faserweise Produkt dur
haÆSdVb := � Æ exp�2�i gklis(Zl)
 is(Zk)� (a
 b) (3.102)de�niert ist, hierbei bezei
hne g weiterhin die Semi-Riemanns
he Metrik, die zur Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!; I) geh�ort. Das faserweise Produkt ÆSdV steht mit dem faserweisen ProduktÆWi
k f�ur a 2 W
�jaj(M); b 2 W
�jbj(M) in der Beziehung aÆSdVb = (�1)jajjbjbÆWi
ka. O�ensi
ht-li
h stimmt dann der Semi-K�ahler-Zusammenhang auf (M;�!; I) mit dem auf (M;!; I) �ubereinund die Abbildung r ist eine ÆSdV-Superderivation vom antisymmetris
hen Grad 1. Ferner giltr2 = � 1� adÆWi
k(R) = 1� adÆSdV(R) = � 1� adÆSdV(R0) mit R0 = �R, so da� man mit Satz 1.3.3f�ur alle formalen Reihen ges
hlossener Zweiformen 
0 und alle s0 2 W3(M) mit �(s0) = 0 eineFedosov-Derivation DSdV = �Æ + r � 1� adÆSdV(rSdV) mit D2SdV = 0 erhalten kann, indem man f�urrSdV 2 W
�1(M) die eindeutige L�osung der Glei
hungenÆrSdV = rrSdV � 1� rSdVÆSdVrSdV + R0 + 1
 
0 und Æ�1rSdV = s0 (3.103)verwendet. Ferner existiert dann f�ur alle f 2 C1(M)[[�℄℄ die entspre
hende Fedosov-Taylor-Reihe,die wir mit �SdV(f) bezei
hnen und das induzierte Sternprodukt auf (M;�!; I), wel
hes wir mit �SdVbezei
hnen wollen. Au
h hier sei erw�ahnt, da� nat�urli
h ni
ht alle Sternprodukte �SdV Sternproduktemit Separation der Variablen sind. Da wir unsere Ergebnisse f�ur �Wi
k auf �SdV �ubertragen wollen,sind nat�urli
h die F�alle f�ur uns interessant, wo f�ur alle f; g 2 C1(M)[[�℄℄ die Glei
hung f �SdV g =g�Wi
kf gilt, also �SdV das zu �Wi
k entgegengesetzte Sternprodukt ist.Lemma 3.5.21 Falls die Daten (
0; s0) der Fedosov-Konstruktion f�ur �SdV mit den Daten (
; s)der Fedosov-Konstruktion f�ur �Wi
k dur
h 
0 = �
 und s0 = �s verkn�upft sind, gilt rSdV = �rWi
k.Ferner gilt dann f�ur alle f 2 C1(M)[[�℄℄ �Wi
k(f) = �SdV(f) und �SdV ist das zu �Wi
k entgegenge-setzte Sternprodukt, d.h. f�ur alle f; g 2 C1(M)[[�℄℄ gilt f �SdV g = g�Wi
kf .Beweis: Mit s0 = �s, 
0 = �
 erh�alt man wegen R0 = �R und rSdVÆSdVrSdV = �rSdVÆWi
krSdV f�ur �rSdVdie Glei
hungen Æ�1(�rSdV) = s und Æ(�rSdV) = r(�rSdV) � 1� (�rSdV)ÆWi
k(�rSdV) + R + 1 
 
. DieseGlei
hungen f�ur �rSdV stimmen aber mit denen f�ur rWi
k �uberein, so da� aus der Eindeutigkeit deren L�osung�rSdV = rWi
k folgt. Somit gilt dann aber wegen der Beziehung zwis
hen ÆWi
k und ÆSdV au
h die Glei
hungadÆWi
k (rWi
k) = adÆSdV(rSdV) also DWi
k = DSdV. Die triviale Konsequenz hiervon ist die Glei
hheit derFedosov-Taylor-Reihen �Wi
k(f) und �SdV(f) f�ur alle f 2 C1(M )[[�℄℄. Somit gilt aber o�ensi
htli
hf �SdV g = �(�SdV(f)ÆSdV�SdV(g)) = �(�Wi
k(g)ÆWi
k�Wi
k(f)) = g�Wi
kf: �Im weiteren betra
hten wir immer Paare von Sternprodukten �Wi
k und �SdV die zueinanderentgegengesetzt sind und dr�u
ken alle relevanten Ergebnisse in Termen der Gr�o�en aus, die dasSternprodukt �Wi
k festlegen.Korollar 3.5.22 Die 
harakteristis
he Klasse des Sternproduktes �SdV auf (M;�!; I) ist dur
h
(�SdV) = �
(�Wi
k) = �[!℄� + 1� h�i �� 
i (3.104)gegeben.



144 STERNPRODUKTE VOM WICK-TYP AUF (M;!; I) UND DEREN KLASSIFIKATIONBeweis: Da �SdV = �Wi
kopp folgt aus Proposition 2.4.2 
(�SdV) = �
(�Wi
k) und somit die Behauptung ausSatz 3.3.20. �Da es f�ur die Sternprodukte �Wi
k keine Eins
hr�ankung darstellt Normierungsbedingungen strzu verwenden, die keinen Anteil vom symmetris
hen Grad 1 besitzen, wollen wir au
h hier diesenFall betra
hten.Korollar 3.5.23 Das Sternprodukt �SdV auf (M;�!; I) ist ein Sternprodukt mit Separation derVariablen genau dann, wenn 
 vom Typ (1; 1) ist und �zstr = �zstr = 0 gilt. Insbesondere istdann �SdV unabh�angig von der Normierungsbedingung und ist nur dur
h 
 festgelegt. Die AbbildungS : 
 7! �SdV = S(
), die 
 ein Sternprodukt mit Separation der Variablen zuordnet, ist eineBijektion und somit existiert f�ur alle Sternprodukte mit Separation der Variablen eine Fedosov-Konstruktion. Ferner sind alle Sternprodukte mit Separation der Variablen Sternprodukte vom Vey-Typ.Beweis: Na
h Lemma 3.4.3 ist �SdV ein Sternprodukt mit Separation der Variablen genau dann, wenn �Wi
kein Sternprodukt vom Wi
k-Typ ist. Na
h Satz 3.4.12 ist dies aber genau dann der Fall, wenn 
 vom Typ(1; 1) ist und �zstr = �zstr = 0. Na
h Satz 3.5.7 h�angt dann aber das Sternprodukt �Wi
k also au
h dasentgegengesetzte Sternprodukt �SdV ni
ht von der Normierungsbedingung ab, und wir k�onnen im weiterenstr = 0 betra
hten. Trivialerweise ist die Abbildung, die einem Sternprodukt das entgegengesetzte Stern-produkt zuordnet, eine Bijektion und somit folgt die Bijektivit�at von S aus der Bijektivit�at der AbbildungW : 
 7! �Wi
k = W (
), somit ist aber au
h die Universalit�at der Fedosov-Konstruktion f�ur Sternproduktemit Separation der Variablen klar. Die Tatsa
he, da� alle Sternprodukte mit Separation der Variablen vomVey-Typ sind, folgt direkt aus Folgerung 3.5.17. �Nat�urli
h lassen si
h au
h alle weiteren Ergebnisse insbesondere die De�nition von Karabegov's
harakterisierender Form auf die Sternprodukte mit Separation der Variablen �ubertragen. Anstattdiese Diskussion zu vertiefen, wollen wir no
h angeben, wie man aus den Sternprodukten �SdV dieProdukte, die Karabegov in [67℄ konstruiert hat, erh�alt. Hierzu sind wir gezwungen mit unsererKonvention zu bre
hen, da� der formale Parameter als rein imagin�ar betra
htet wird, sondernm�ussen zum formalen Parameter � �ubergehen, der mit � in der Beziehung � = i� steht. Die De-�nition 1.2.1 eines Sternproduktes �ubertr�agt si
h dann sinngem�a� auf diese Konvention, indem �dur
h i� ersetzt wird, insofern kann man sol
he Produkte au
h als Sternprodukte zur symplekti-s
hen Form, die dur
h das 1i -fa
he der urspr�ungli
hen symplektis
hen Form gegeben ist, ansehen,d.h. die Poisson-Klammer wird dur
h das i-fa
he der urspr�ungli
hen Poisson-Klammer ersetzt.Seien also Cl diejenigen Bidi�erentialoperatoren, die das Sternprodukt �SdV f�ur Funktionenf; g 2 C1(M) dur
h f �SdV g = fg +P1l=1 �lCl(f; g) bes
hreiben, dann de�nieren wir das Stern-produkt �K auf (M;�!; I) f�ur f; g 2 C1(M) dur
hf �K g := fg + 1Xl=1(i�)lCl(f; g) (3.105)und erweitern C [[�℄℄-bilinear zu einem assoziativen Produkt �K : C1(M)[[�℄℄ � C1(M)[[�℄℄ !C1(M)[[�℄℄ (Im Sinne der De�nition 1.2.1 ist dieses ein Sternprodukt f�ur (M;�!i ).). Da �SdV mitden oben gema
hten Voraussetzungen an 
 ein Sternprodukt mit Separation der Variablen ist, istdies trivialerweise au
h f�ur �K der Fall. Zun�a
hst wollen wir konkret eine Fedosov-Konstruktion f�urdiese Sternprodukte angeben. Hierzu betra
hten wir anstelle von W
�(M) die Fedosov-Algebra(W
��(M); ÆK), wobeiW
��(M) := (X1s=0C (�1(WsT �M 
VT �M))) [[�℄℄, mit dem faserweisenProdukt ÆK, wel
hes f�ur a; b 2 W
��(M) dur
haÆKb := � Æ exp�2�gklis(Zl)
 is(Zk)� (a
 b) (3.106)



UNIVERSALIT�AT DER FEDOSOV-KONSTRUKTION F�UR WICK-TYP-PRODUKTE 145de�niert ist. F�ur dieses faserweise Produkt erhalten wir dann mit DK := �Æ +r� 1i�adÆK(rK) eineFedosov-Derivation mit D2K = 0, wobei rK die eindeutige L�osung der Glei
hungenÆrK = rrK � 1i�rKÆKrK � R� 1
 
(i�) und Æ�1rK = 0 (3.107)sei. Hierbei sei 
(i�) =P1l=1(i�)l
l und 
 bezei
hne die formale Reihe ges
hlossener Zweiformenvom Typ (1; 1), die in die Konstruktion von �Wi
k eingeht. Da die Glei
hungen f�ur rK aus denGlei
hungen f�ur rSdV dadur
h hervorgehen, da� � dur
h i� ersetzt wird, ist wegen der Eindeutigkeitvon rK klar, da� rK = rSdV(i�) = �rWi
k(i�) gilt. Hiermit folgt aber sofort, da� f�ur die entspre
hendeFedosov-Taylor-Reihe �K(f) aller Funktionen f 2 C1(M) au
h �K(f) = �SdV(f)(i�) = �Wi
k(f)(i�)gilt, da die Glei
hung DK�K(f) = 0 f�ur f 2 C1(M) aus der Glei
hung DSdV�SdV(f) = 0 dur
h dieErsetzung von � dur
h i� hervorgeht. Hiermit erhalten wir dann aber sofort, da� das mit dieserFedosov-Taylor-Reihe �K konstruierte Produkt f�Kg f�ur f; g 2 C1(M) mit dem in Glei
hung (3.105)de�nierten �ubereinstimmt, wel
hes aus f �SdV g dur
h die Ersetzung von � dur
h i� hervorgeht. Dadie 
harakteristis
he Klasse 
 von Sternprodukten �aquivariant unter Parameterwe
hseln ist, erhaltenwir mit Korollar 3.5.22 sofort, da� die 
harakteristis
he Klasse 
(�K) dur
h
(�K) = 
(�SdV)(i�) = �[!℄i� + 1i� [��� 
(i�)℄ (3.108)gegeben ist. Ferner wollen wir unter Verwendung der von Karabegov angegebenen De�nition die
harakterisierende Form K(�K) bestimmen. Mit den lokal de�nierten formalen Funktionen uk 2C1(V )[[�℄℄ und vk 2 C1(V )[[�℄℄ gem�a� der Propositionen 3.5.13 und 3.5.15 gelten in einer lokalen,holomorphen Karte (z; V ) die Glei
hungen uk �SdV zl� zl �SdV uk = �Ælk und vl �SdV zk � zk �SdV vl =��Ækl , da �SdV = �Wi
kopp. Also erhalten wir, indem wir in diesen Glei
hungen � dur
h i� ersetzenund die De�nition von �K ber�u
ksi
htigen, f�ur die lokalen formalen Funktionen u0k = 1i uk(i�) 2C1(V )[[�℄℄ und v0l = 1i vl(i�) 2 C1(V )[[�℄℄ die Glei
hungenu0k �K zl � zl �K u0k = �Ælk und v0l �K zk � zk �K v0l = ��Ækl :Ferner gilt na
h Proposition 3.5.13 iv.) bzw. 3.5.15 iv.) f�ur alle f 2 C1(V )[[�℄℄ indem man denZusammenhang von �Wi
k, �SdV und �K ber�u
ksi
htigtu0k �K f = u0kf + �Zk(f) und f �K v0l = fv0l + �Zl(f): (3.109)Dur
h je eine dieser Glei
hungen ist aber ein Sternprodukt mit Separation der Variablen bereitsfestgelegt, so da� wir hiermit die Sternprodukte �K mit den jeweiligen von Karabegov konstru-ierten Sternprodukten identi�zieren k�onnen. Hierzu bestimmen wir nun die 
harakterisierendeForm K(�K), wel
he mit der urspr�ungli
hen De�nition von Karabegov (vgl. [67℄) dur
h K(�K) =i�(�u0kdzk) = i�(v0ldzl) = �(�uk(i�)dzk) = �(vl(i�)dzl) gegeben ist. Wegen der expliziten Gestaltder lokalen formalen Funktionen uk und vl folgt hiermit aber K(�K) = ! +
(i�) und wir erhaltendas Ergebnis:Satz 3.5.24 Das Sternprodukt �K auf der Semi-K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;�!; I) stimmt mitdem von Karabegov aus einer formalen Deformation !=! + !+ der symplektis
hen Form, wel
heeine formale Reihe ges
hlossener Zweiformen vom Typ (1; 1) ist, konstruierten Sternprodukt genaudann �uberein, wenn !+ = 
(i�).Beweis: Die Aussage von Satz 3.5.10 �uber die eindeutige lokale Charakterisierung eines Sternproduktes vomWi
k-Typ �ubertr�agt si
h in o�ensi
htli
her Weise auf Sternprodukte mit Separation der Variablen, und unter
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ksi
htigung des vorgenommenenWe
hsels des formalen Parameters ist klar, da� je eine der Glei
hungen(3.109) das Sternprodukt �K festlegt. Nun erf�ullen aber die von Karabegov konstruierten Sternprodukte diesebeiden Glei
hungen, genau dann, wenn in der dortigen Konstruktion die formale Deformation !=! + !+der symplektis
hen Form mit K(�K) = ! + 
(i�) �ubereinstimmt, womit der Satz bewiesen ist. �Bemerkung 3.5.25 Die Tatsa
he, da� �K unter Benutzung unserer Konventionen ein Sternpro-dukt zum negativen der symplektis
hen Form ! ist, beruht darauf, da� si
h unsere Vorzei
hen-Konvention f�ur die Poisson-Klammer, von der in [67℄ verwendeten um ein Vorzei
hen unters
hei-det.Der ents
heidende Vorteil, den die Fedosov-Konstruktion gegen�uber der lokalen Konstrukti-on von Karabegov besitzt, ist einerseits nat�urli
h die O�ensi
htli
hkeit der globalen Wohlde�-niertheit der Produkte �K, da zu deren De�nition nur von globalen Objekten Gebrau
h gema
htwird. Ferner ist das Auftreten von Kr�ummungsgr�o�en (und hieraus abgeleiteten Gr�o�en) des Semi-K�ahler-Zusammenhangs wie z.B. der Ri

i-Form hier insofern zu erwarten, da der Semi-K�ahler-Zusammenhang als wesentli
her Bestandteil in die Fedosov-Konstruktion eingeht. Zudem erlaubtes die Fedosov-Konstruktion, in sehr einfa
her Weise, algebrais
he Eigens
haften der erhaltenenProdukte zu untersu
hen, ohne zwingend explizite Formeln f�ur diese angeben zu m�ussen, was ge-gen�uber der lokalen Bes
hreibung ein erhebli
her Vorteil ist. Diese Tatsa
he haben wir uns au
hbei der Charakterisierung der Hermites
hen Sternprodukte vomWi
k-Typ (vgl. Proposition 3.5.19)zunutze ma
hen k�onnen.



Anhang AFormale Potenzreihen und derBana
hs
he Fixpunkt-SatzIn diesem Anhang wollen wir einige elementare Ergebnisse �uber formale Potenzreihen zusammen-stellen und eine Formulierung des Bana
hs
hen Fixpunkt-Satzes in diesem Rahmen geben, die imLaufe dieser Arbeit an vielen Stellen Verwendung gefunden hat.A.1 Formale PotenzreihenSei nun V ein Modul �uber einem Ring R. Dann de�niert man die formalen Potenzreihen in � mitKoeÆzienten in V als das kartesis
he ProduktV [[�℄℄ := X1k=0Vk mit Vk := V (A.1)oder �aquivalent dazu als den Folgenraum f(vk)k2N j vk 2 V g. Diese Menge ist o�enbar auf nat�urli
heWeise wieder ein Modul �uber R. Elemente v 2 V [[�℄℄ s
hreiben wir symbolis
h alsv = 1Xk=0 �kvk; (A.2)wobei vk 2 V , so da� die Modulstruktur gerade die gliedweise Addition und die gliedweise skalareMultiplikation mit Elementen des Moduls R ist. Nat�urli
h beinhaltet die S
hreibweise in Glei
hung(A.2) zun�a
hst keinerlei Konvergenzaussage, sondern es handelt si
h bei den formalen Potenzreihenbisher um ein rein algebrais
hes Konzept und (A.2) dient nur als kompakte S
hreibweise, die si
h f�uralgebrais
he Manipulationen als praktis
h erweist. Analog de�niert man f�ur eine R-Algebra A dieAlgebra A[[�℄℄ der formalen Potenzreihen mit Werten in A, wobei in A[[�℄℄ die R-Algebra-Strukturf�ur a; b 2 A[[�℄℄ dur
h folgende De�nition erkl�art wird:ab :=  1Xk=0 �kak! 1Xl=0 �lbl! := 1Xn=0 �n nXl=0 albn�l: (A.3)Diese Multiplikation ist o�ensi
htli
h R-bilinear und A[[�℄℄ ist genau dann assoziativ (kommutativ),wenn A assoziativ (kommutativ) ist. Insbesondere ist hiermit also au
h R[[�℄℄ selbst eine R-Algebra,also kann man R[[�℄℄ mit der gliedweisen Addition und der in (A.3) erkl�arten Multiplikation alsRing au�assen (Ist R sogar ein K�orper, so ist dies ein Ring mit 1 6= 0.). Hierbei kann der formaleParameter � dur
h die Festsetzung � := �1 als Element von R[[�℄℄ verstanden werden. Ferner werden147



148 FORMALE POTENZREIHEN UND DER BANACHSCHE FIXPUNKT-SATZdann V [[�℄℄ bzw. A[[�℄℄ auf nat�urli
he Weise zu einem R[[�℄℄-Modul bzw. einer R[[�℄℄-Algebra, indemman die Multiplikation mit einem Element aus R[[�℄℄ analog zu (A.3) de�niert. Allgemein gilt, da�f�ur eine beliebige R-Algebra A und einen beliebigen A-(Links-)Modul M der Modul M [[�℄℄ zueinem A[[�℄℄-(Links-)Modul wird, indem man die (Links-)Multiplikation analog zu (A.3) de�niert.Ist A eine assoziative Algebra mit Eins, so ist ein Elemente a = P1k=0 �kak 2 A[[�℄℄ genau danninvertierbar, wenn a0 in A invertierbar ist, was man si
h lei
ht mit Hilfe einer geometris
hen Reiheklar ma
ht (vgl. [86, Lemma 2.2.2℄). F�ur weitere Re
henregeln mit formalen Potenzreihen verweisenwir auf [86, Abs
hnitt 2.2℄ und [107, Abs
hnitt 2.3℄.Als n�a
hstes betra
hten wir lineare Abbildungen von V [[�℄℄ na
h W [[�℄℄ f�ur zwei R-ModulnV;W . Dann sind V [[�℄℄ und W [[�℄℄ R[[�℄℄-Moduln und es ist nat�urli
h, ni
ht R-lineare sondernsogar R[[�℄℄-lineare Abbildungen zu betra
hten. F�ur R-lineare Abbildungen �k : V ! W , k 2 Nde�niert man � :=P1k=0 �k�k : V [[�℄℄! W [[�℄℄ f�ur v =P1l=0 �lvl 2 V [[�℄℄ dur
h�(v) := 1Xn=0 �n nXl=0 �l(vn�l) (A.4)und weist lei
ht na
h, da� � eine R[[�℄℄-lineare Abbildung ist. Ein einfa
hes Lemma zeigt, da� jedeR[[�℄℄-lineare Abbildung von dieser Gestalt ist:Lemma A.1.1 ([34, Prop. 2.1℄)Seien V und W zwei R-Moduln, dann gibt es zu jeder R[[�℄℄-linearen Abbildung � : V [[�℄℄! W [[�℄℄ eindeutig bestimmte R-lineare Abbildungen �k : V ! W , f�urk 2 N, so da� � =P1k=0 �k�k und demna
h giltHomR(V;W )[[�℄℄�= HomR[[�℄℄(V [[�℄℄;W [[�℄℄): (A.5)Das Resultat dieses Lemmas l�a�t si
h nat�urli
h v�ollig analog auf R[[�℄℄-multilineare Abbildungen�ubertragen. Das Verhalten formaler Potenzreihen bei Quotientenbildung ist ebenfalls nat�urli
h:Lemma A.1.2 Sei W � V ein Untermodul eines R-Moduls V , dann giltV [[�℄℄=W [[�℄℄ �= (V=W )[[�℄℄; (A.6)wobei der kanonis
he Isomorphismus dur
h P1k=0 �kvk modP1k=0 �kwk 7! P1k=0 �k(vk mod wk)gegeben ist.Als eine weitere kanonis
h gegebene Struktur auf den formalen Potenzreihen betra
hten wir dieOrdnung o : V [[�℄℄! N[ f+1g, die f�ur v =P1k=0 �kvk 2 V [[�℄℄ dur
ho(v) := o 1Xk=0 �kvk! := � minfk 2 N j vk 6= 0g falls v 6= 0+1 falls v = 0 (A.7)de�niert ist. Diese Ordnung besitzt dann o�ensi
htli
h die Eigens
haften:o(v) = o(�v) und o(v + v0) � minfo(v); o(v0)g: (A.8)Weiter de�niert man hiermit die �-adis
he Bewertung ' : V [[�℄℄! Q dur
h'(v) := � 2�o(v) falls v 6= 00 falls v = 0: (A.9)Es zeigt si
h nun, da� ' auf V [[�℄℄ eine Metrik induziert, die V [[�℄℄ zu einem vollst�andigen metris
henRaum ma
ht.



DER BANACHSCHE FIXPUNKT-SATZ 149Lemma A.1.3 Sei V ein R-Modul, A eine R-Algebra und M ein A-(Links-)Modul. Dann gilt:i.) Die Abbildung d' : V [[�℄℄� V [[�℄℄! Q mitd'(v; v0) := '(v � v0) (A.10)de�niert eine Ultrametrik auf V [[�℄℄, so da� (V [[�℄℄; d') ein vollst�andiger, metris
her Raumwird. Die dur
h d' induzierte Topologie wird �-adis
he Topologie genannt.ii.) Bez�ugli
h der �-adis
hen Topologie ist R[[�℄℄ ein topologis
her Ring, V [[�℄℄ ein topologis
herR[[�℄℄-Modul, A[[�℄℄ eine topologis
he R[[�℄℄-Algebra undM [[�℄℄ ein topologis
her A[[�℄℄-(Links-)Modul. Die dur
h die �-adis
he Topologie auf V � V [[�℄℄ induzierte Topologie ist diskret.iii.) F�ur vk 2 V , k 2 N gilt im Sinne der �-adis
hen TopologielimN!1 NXk=0 �kvk = 1Xk=0 �kvk: (A.11)iv.) Der R-Modul V [�℄ der Polynome in � mit KoeÆzienten in V liegt bez�ugli
h der �-adis
henTopologie di
ht in V [[�℄℄.Die Beweise dieser Aussagen �ndet man z.B. in [72℄ oder [109℄, so da� wir auf eine Darstellungeines Beweises hier verzi
hten wollen.Aufgrund dieses Lemmas konvergieren die formalen Reihen im Sinne der �-adis
hen Topologiealso immer, jedo
h besteht im allgemeinen kein Zusammenhang zwis
hen dieser Topologie und einerauf V eventuell bereits vorhandenen Topologie. Deshalb lassen si
h hieraus au
h keine weiterenFolgerungen f�ur die Konvergenz in einer eventuell auf V vorhandenen Topologie ableiten, falls �dur
h ein Element aus dem Ring R ersetzt werden soll. Trotzdem ist es an vielen Stellen sehr n�utzli
hdie �-adis
he Topologie zu verwenden, da si
h einige Beweise in dieser sehr lei
ht formulierenlassen, wie es etwa f�ur den Bana
hs
hen Fixpunkt-Satz, den wir im ans
hlie�enden Abs
hnitt kurzdiskutieren wollen, der Fall ist.A.2 Der Bana
hs
he Fixpunkt-SatzWir stellen in diesem Abs
hnitt einige Folgerungen aus dem Bana
hs
hen Fixpunk-Satz zusammen,derer wir uns an vielen Stellen der Arbeit bedient haben. Zwar lassen si
h die betre�enden Beweise,die den Bana
hs
hen Fixpunkt-Satz verwenden, au
h elementar dur
h Induktion beweisen, jedo
hstellt die Beweiste
hnik mit dem Fixpunkt-Satz eine deutli
he Erlei
hterung dar und ma
ht diehiermit bewiesenen Aussagen dur
hsi
htiger.Wir betra
hten zun�a
hst einen metris
hen Raum (M; d) und eine Abbildung L :M !M diesesmetris
hen Raumes in si
h, dann hei�t L kontrahierend, falls es ein q mit 0 � q < 1 gibt, so da�f�ur alle x; y;2M d(L(x); L(y))� qd(x; y) (A.12)gilt. Anders ausgedr�u
kt bedeutet das, da� L Lips
hitz-stetig mit Lips
hitz-Konstante q ist. Ist dermetris
he Raum (M; d) zus�atzli
h vollst�andig, so gilt f�ur eine sol
he kontrahierende Abbildung Lder bekannte Bana
hs
he Fixpunkt-Satz:Lemma A.2.1 Sei (M; d) ein vollst�andiger metris
her Raum und L :M !M eine konrahierendeAbbildung, dann besitzt L genau einen Fixpunkt x0 2 M , der dur
h Iteration x0 = limn!1 Ln(x)bei beliebigem Startwert x 2M gewonnen werden kann.



150 FORMALE POTENZREIHEN UND DER BANACHSCHE FIXPUNKT-SATZDie Idee bei der folgenden Anwendung dieses Satzes, ist es eine geeignete Metrik zu �nden,da� zum einen der betre�ende Raum ein vollst�andiger metris
her Raum wird und zum anderendie relevanten Abbildungen kontrahierend bez�ugli
h dieser Metrik sind. Wir betra
hten nun einkartesis
hes Produkt von R-Moduln Vk f�ur k 2 N, wobei R ein Ring sei, und de�nieren V := X1k=0Vk.Dann ist V o�ensi
htli
h wieder ein R-Modul und analog zur De�nition der Ordnung (A.7) beiden formalen Potenzreihen de�nieren wir hier die Ordnung eines Elementes v = (vk)k2N dur
ho(v) := minfk 2 N j vk 6= 0g f�ur v 6= 0 und o(0) := +1. Hiermit de�nieren wir dann analog eineAbbildung ' : V ! Q dur
h '(v) := 2�o(v) f�ur v 6= 0 und '(0) := 0. Analog zu Lemma A.1.3erh�alt man dann folgende Aussage:Lemma A.2.2 Mit den obigen Bezei
hnungen wird V dur
h d'(v; w) := '(v�w) ein vollst�andigerultrametris
her Raum. Eine Abbildung L : V ! V ist genau dann kontrahierend bez�ugli
h derMetrik d', falls es ein 0 < k 2 N[ f+1g gibt, so da�o(L(v)� L(w)) � k + o(v � w) (A.13)f�ur alle v; w 2 V gilt. In diesem Fall ist 2�k eine Lips
hitz-Konstante f�ur L, wobei wir 2�1 := 0setzen.Bemerkenswerterweise ist die direkte Summe L1k=0 Vk � X1k=0Vk selbst ni
ht vollst�andig, son-dern liegt vielmehr nur di
ht bez�ugli
h der von d' induzierten Topologie. Das kartesis
he Produkterweist si
h also als die metris
he Vervollst�andigung der direkten Summe bez�ugli
h dieser Metrik.Eine o�ensi
htli
he Konsequenz der obigen Aussagen f�ur die formalen Potenzreihen ist:Korollar A.2.3 Sei V ein R-Modul und L : V [[�℄℄ ! V [[�℄℄ eine Abbildung. Dann hat L eineneindeutigen Fixpunkt, wenn es ein k > 0 gibt, so da� o(L(v)� L(w)) � k + o(v � w).In den f�ur uns wi
htigen Anwendungen im Rahmen der Fedosov-Konstruktion haben wir dieobigen Aussagen f�ur W
�(M), was das kartesis
he Produkt aller Deg-homogenen Elemente ist,verwendet. Dort besitzt dann nat�urli
h eine Abbildung L :W
�(M)! W
�(M) einen eindeu-tigen Fixpunkt, falls es ein k > 0 gibt, so da� der Deg-Grad des Terms mit niedrigstem Deg-Gradin L(a)� L(b) einen um mindestens k h�oheren Deg-Grad als der Term mit niedrigstem Deg-Gradin a� b f�ur alle a; b 2 W
�(M) hat.
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