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Einleitung

Zu Beginn des vorigen Jahrhunderts waren es insbesondere Experimente aus dem Bereich der Mi-
krophysik und der Optik, die zeigten, dafl dem Giiltigkeitsbereich der klassischen Physik Grenzen
gesetzt sind und zur Erklirung der gefundenen Phidnomene Modifikationen der klassischen Me-
chanik und der klassischen Feldtheorie hin zu einer quantenmechanischen Beschreibung notwendig
sind. Da nun eine quantenmechanische Beschreibung im Gegensatz zur Beschreibung mit Hilfe
der klassischen Physik unserem intuitiven Verstdndnis viel schwerer zuginglich ist, bleibt es trotz
des fundamentalen Charakters der Quantenmechanik eine wichtige Fragestellung der theoretischen
Physik, in welcher Beziehung diese beiden Beschreibungen stehen.

Sowohl in den mechanischen als auch den feldtheoretischen Modellen besteht das Quantisie-
rungsproblem darin, den klassischen Observablen, also den Funktionen auf dem klassischen Pha-
senraum, quantenmechanische Operatoren auf einem komplexen Hilbert-Raum zuzuordnen. Ferner
darf diese Zuordnung natiirlich nicht willkiirlich geschehen, sondern mufi dem richtigen klassischen
Limes Rechnung tragen, da die fundamentalere quantenmechanische Beschreibung die klassische
umfassen soll. Der wesentliche Unterschied zwischen den klassischen und quantenmechanischen Ob-
servablenalgebren besteht darin, daf§ erstere kommutativ wohingegen letztere nichtkommutativ ist.
In gewisser Weise entscheidet hierbei das Verhiltnis von /& zu einer fiir das System charakteristischen
Gréfle der Dimension Wirkung {iber das Maf3 der Nichtkommutativitét der quantenmechanischen
Observablenalgebra.

Aufbauend auf den Ideen von Weyl, Moyal [82] und Berezin [9] stellt die Deformationsquanti-
sierung in der Formulierung von Bayen, Flato, Frgnsdal, Lichnerowicz und Sternheimer die Bereit-
stellung der algebraischen Rahmenbedingungen, welche eine physikalisch sinnvolle Quantisierung
besitzen soll in den Vordergrund, um diese von funktional-analytischen Fragestellungen, wie der
Darstellung der Observablen als Operatoren auf einem Hilbert-Raum, zu trennen. Die grundle-
gende Idee hierbei ist es, als den der quantenmechanischen Observablenalgebra zugrundeliegenden
Vektorraum, den der klassischen Observablenalgebra zu benutzen und der Nichtkommutativitét
der quantenmechanischen Algebra dadurch Rechnung zu tragen, dafl dieser Vektorraum mit ei-
nem neuen, nichtkommutativen Produkt versehen wird, das eine Deformation des urpsriinglichen
klassischen Produktes ist. Dieses Produkt, welches man Sternprodukt nennt, mufl dann, um dem
Korrespondenzprinzip zu entsprechen, so konstruiert sein, daff der Kommutator zweier Funktionen
auf dem Phasenraum in erster Ordnung in A durch das ifi-fache der klassischen Poisson-Klammer
dieser Funktionen gegeben ist. Auch wenn die Bedingungen an die nullte und die erste Ordnung
in A dieses Produktes leicht erfiillt werden kénnen, so zeigt sich doch, dafl die Bedingung der As-
soziativitdt des Sternproduktes tatséchlich einschneidend ist und die Frage der Existenz solcher
Deformationen durchaus auf nicht-triviale kohomologische Probleme fiihrt.

Nach erfolgter Konstruktion eines solchen Sternproduktes besteht dann der n&chste Schritt
darin, Darstellungen dieser Observablenalgebra auf einem Hilbert-Raum zu konstruieren und zu
studieren. Der offensichtliche Vorteil, den diese Trennung von Observablenalgebra und Darstellung
derselben mit sich bringt, besteht natiirlich zum einen darin, dafl klassischer Limes und Korre-
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spondenzprinzip von vornherein beriicksichtigt sind und nicht nach erfolgter quantenmechanischer
Formulierung nach einer Entsprechung zwischen Operatoren auf einem Hilbert-Raum und Funk-
tionen auf dem Phasenraum gesucht werden muf}, da diese Entsprechnug (als Vektorraum) von
quantenmechanischer und klassischer Observablenalgebra hier durch die Identitdtsabbildung auf
dem Raum der Funktionen auf dem Phasenraum gegeben ist. Ferner lassen sich Fragen nach et-
waiger Implementierbarkeit von klassisch vorhandenen Symmetrien auf rein algebraischem Wege
beantworten.

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen stellt sich nun die Frage, welche physikalischen Syste-
me mit der Methode der Deformationsquantisierung behandelt werden kénnen. Um das Konzept
der Deformationsquantisierung definieren zu koénnen, benétigt man lediglich die Existenz einer
Poisson-Klammer auf den Funktionen auf dem klassischen Phasenraum, so dal im Prinzip sowohl
feldtheoretische als auch Systeme der klassischen Mechanik betrachtet werden kénnen. Fiir Anwen-
dungen in der Feldtheorie ist jedoch schon die Definition einer Poisson-Struktur, also der klassisch
notwendigen Struktur auf den relevanten Observablen, ein nicht-triviales Problem, so dafl nur sehr
vereinzeilt Ansdtze fiir feldtheoretische Anwendungen der Deformationsquantisierung diskutiert
werden. In der Tat werden hauptsidchlich Systeme der klassischen Mechanik betrachtet, deren klas-
sischer Phasenraum durch eine symplektische Mannigfaltigkeit gegeben ist. Die nicht-triviale Frage
nach der Existenz von Sternprodukten ist fiir diese Anwendung in voller Allgemeinheit von DeWil-
de und Lecomte [32], Fedosov [42, 43, 44] und Omori, Maeda und Yoshioka [90] positiv beantwortet
worden. Fiir den allgemeineren Fall einer Poisson-Mannigfaltigkeit hat Kontsevich die Existenz von
Sternprodukten in [74] nachgewiesen.

Bei jeder Quantisierung etwa auf dem Phasenraum T*R™ stellt sich, nachdem man den Orten
und den Impulsen Operatoren zugeordnet hat, zwingend das Problem der Wahl einer Ordnungs-
Vorschrift. In der Deformationsquantisierung besitzt diese Freiheit der Wahl einer Ordnungs-Vor-
schrift natiirlich eine Entsprechung, die zu einem Aquivalenzbegriff von Sternprodukten fiihrt.
Die Aquivalenzklassen von Sternprodukten fiir symplektische Mannigfaltigkeiten sind Gegenstand
zahlreicher Arbeiten von Nest und Tsygan [84, 85], Bertelson, Cahen, Gutt [11], Deligne [31] und
anderen Autoren.

Wir wollen nun einige Ziele dieser Arbeit nennen. Zun&chst wollen wir das Konzept der De-
formationsquantisierung detailliert vorstellen und insbesondere eine der wichtigen Techniken, die
Fedosov-Konstruktion, zur expliziten Bestimmung von Sternprodukten analysieren. Hierbei ist ei-
nes der Ziele, moglichst viele Informationen iiber die Struktur der Produkte bereits aus dieser
Konstruktions-Vorschrift zu gewinnen, ohne diese explizit angeben zu miissen. Weiter wollen wir
weitgehend Aufschlufl dariiber gewinnen, wie durch geeignete Modifikation der Daten, von denen
diese Konstruktion abhingt, EinfluB auf die resultierenden Produkte und deren Aquivalenzklasse
genommen werden kann. Hiermit erdffnet sich dann aber auch die Méglichkeit, die Frage nach der
Existenz spezieller Sternprodukte, die mit zusdtzlichen Strukturen, die vom physikalischen Stand-
punkt tatsichlich erforderlich, wie z.B. die Existenz einer *-Involution, sind, versehen sind, leichter
untersuchen und beantworten zu kénnen. Ferner soll der Zusammenhang zwischen den Aquivalenz-
klassen von Sternprodukten und solchen zusétzlichen algebraischen Eigenschaften n&her beleuchtet
werden. Als ein wichtiges Beispiel, in dem auch andere Methoden der Quantisierung, wie z.B. die
geometrische Quantisierung sehr gut verstanden sind, geben wir eine vollstindige Beschreibung
aller Sternprodukte auf Semi-K#hler-Mannigfaltigkeiten, die die in der Quantenfeldtheorie Verwen-
dung findende Wick-Ordnung verallgemeinern.

In den einzelnen Kapiteln erhalten wir dabei folgende Resultate:

Zum einen enthilt Kapitel 1 eine Ubersicht zum Themenkreis der Deformationsquantisierung als
auch einige neue Resultate zur Deformationsquantisierung mittels der Fedosov-Konstruktion. Nach-
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dem wir in Abschnitt 1.1 das Quantisierungsproblem im allgemeinen diskutiert haben und am Bei-
spiel des T*R"™ verschiedene Quantisierungen vermége Operator-Ordnungs-Vorschriften betrachtet
haben, definieren und diskutieren wir in Abschnitt 1.2 den Begriff des Sternproduktes, dessen De-
finition wir durch Eigenschaften der Quantenprodukte auf T*R"™ motivieren und der insofern eine
Axiomatisierung der dort gefundenen Beispiele darstellt. In diesem Zusammenhang wird neben
Existenzaussagen fiir Sternprodukte wiederum durch Verallgemeinerung der Situation im T*R”
ein geeigneter Aquivalenzbegriff fiir Sternprodukte vorgestellt, der gewissermaBen in allgemeinem
Rahmen der Wahl verschiedener Ordnungs-Vorschriften entspricht. In Abschnitt 1.3 stellen wir die
Fedosov-Konstruktion vor, die mehr als ein blofler Existenzbeweis ist, sondern eine sehr allgemeine
Konstruktions-Vorschrift fiir Sternprodukte darstellt, die im Prinzip eine véllig explizite Angabe
von Sternprodukten ermdéglicht. Hierbei nehmen wir gegeniiber der von Fedosov urspriinglich ange-
gebenen Konstruktion und der Darstellung in [109] einige Verallgemeinerungen vor, deren Einflufl
auf die explizite Gestalt der hiermit erhaltenen Produkte wir in Abschnitt 1.3.6 und 1.3.7 diskutie-
ren. In Abschnitt 1.3.3 untersuchen wir insbesondere in volliger Allgemeinheit die mit der Fedosov-
Konstruktion erhaltenen Produkte hinsichtlich ihrer Beschreibung mittels Bidifferentialoperatoren.
Weiter geben wir im Rahmen der Fedosov-Konstruktion eine Beschreibung von Aquivalenztransfor-
mationen zwischen verschiedenen dquivalenten Fedosov-Produkten und eine konkrete Konstruktion
aller C[[v]]-linearer Derivationen eines Fedosov-Sternproduktes.

Nach diesem grundlegenden Kapitel wenden wir uns in Kapitel 2 der Klassifikation von Stern-
produkten bis auf Aquivalenz zu. Nach einigen Ausfiihrungen in 2.1.1, die das Deformationsproblem
in Verbindung zu kohomologischen Fragestellungen bringen, geben wir in Abschnitt 2.1.2 einen kur-
zen Uberblick iiber bekannte Resultate, die Beschreibungen von Automorphismen und Derivationen
von Sternprodukten geben, die wir fiir den anschlieenden Abschnitt, in dem wir die Klassifikation
von Sternprodukten nach Deligne vorstellen, ben6tigen. Dieses Klassifikationsschema erdffnet die
Mboglichkeit, einem Sternprodukt auf funktorielle Art und Weise eine formale Laurent-Reihe mit
Werten in der zweiten de Rham-Kohomologie der zugrundeliegenden symplektischen Mannigfaltig-
keit zuzuordnen, die die Aquivalenzklasse dieses Sternproduktes eindeutig festlegt. In Abschnitt 2.3
wenden wir dieses Konzept der Klassifikation auf Fedosov-Sternprodukte an, die man mit dem ur-
spriinglich von Fedosov verwendeten faserweisen Produkt erhilt. Insbesondere erhalten wir hiermit
Aufschlufl dariiber, welchen Einflufl die von uns vorgenommenen Verallgemeinerungen der Fedosov-
Konstruktion in diesem Beispiel auf die Aquivalenzklasse der erhaltenen Sternprodukte haben.
Anschliefflend betrachten wir in Abschnitt 2.4 Sternprodukte mit zusdtzlichen algebraischen Eigen-
schaften und diskutieren den Zusammenhang dieser Figenschaften mit der charakteristischen Klasse
der jeweiligen Sternprodukte, wobei es sich herausstellt, dafl die Forderung solcher zusitzlicher Ei-
genschaften einschrénkende Bedingungen an die charakteristische Klasse dieser Sternprodukte zur
Folge hat. Insbesondere beantworten wir hierbei allgemein die Existenzfrage von Sternprodukten
mit *-Struktur und weisen fiir dquivalente Sternprodukte die Existenz spezieller Aquivalenztrans-
formationen nach, die mit den jeweiligen zusidtzlichen algebraischen Strukturen vertréglich sind,
was etwa fiir die Darstellungen dieser dquivalenten Sternprodukte von weitreichender Bedeutung
ist. Fiir die Beantwortung der Existenzfrage spezieller Sternprodukte machen wir uns dabei un-
sere Irgebnisse aus Abschnitt 2.3 zunutze, mit denen wir sogar konkrekte Konstruktionen von
Sternprodukten mit den gewiinschten Eigenschaften angeben kénnen.

In Kapitel 3 betrachten wir die Deformationsquantisierung auf Semi-K&hler-Mannigfaltigkeiten.
Nach einem einfiihrenden Abschnitt 3.1, der die differentialgeometrischen Grundlagen dieser Bei-
spielklasse von symplektischen Mannigfaltigkeiten zum Inhalt hat, geben wir in Abschnitt 3.2 wie-
derum unter Verwendung der Fedosov-Konstruktion eine explizite Konstruktion von Sternproduk-
ten an, die die gegeniiber einer beliebigen symplektischen Mannigfaltigkeit zusitzliche geometrische
Struktur der Semi-Kahler-Mannigfaltigkeit beriicksichtigt. Eines der Hauptziele dieses Kapitels ist
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es zu zeigen, dafl man mit dieser von uns angegebenen Konstruktion alle Sternprodukte vom Wick-
Typ auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit erhalten kann. Als einen ersten Schritt zeigen wir in
Abschnitt 3.3, indem wir erneut das Klassifikationsschema von Deligne auf diese Produkte anwen-
den, dafl es mit unserer Konstruktion mdoglich ist, Sternprodukte jeder mdoglichen, vorgegebenen
Aquivalenzklasse zu erhalten. In Abschnitt 3.4 zeichnen wir unter den konstruierten Sternpro-
dukten diejenigen aus, die tatsichlich die Eigenschaft besitzen, vom Wick-Typ zu sein, indem wir
Bedingungen an gewisse Groflen, die in die Fedosov-Konstruktion eingehen, ableiten, die notwendig
und hinreichend dafiir sind, dafl das resultierende Sternprodukt vom Wick-Typ ist. In Abschnitt
3.5 gelingt es uns schliefilich, die Universalitit der Fedosov-Konstruktion fiir Sternprodukte vom
Wick-Typ nachzuweisen. Hierzu stellen wir zun#ichst einen Bezug zu den Untersuchungen von Stern-
produkten mit Separation der Variablen von A. Karabegov her und kénnen fiir die von uns kon-
struierten Sternprodukte Eigenschaften nachweisen, die diese vollsténdig bestimmen. Hierzu geben
wir einen Beweis dafiir an, dafi Sternprodukte vom Wick-Typ durch die Erfiillung gewisser lokaler
Identititen vollstdndig festgelegt sind, der auf Argumenten mit Hilfe der Hochschild-Kohomologie
basiert und den Beweis des von A. Karabegov in [67] formulierten Satzes vervollstindigt, der besagt,
dafl Sternprodukte vom Wick-Typ in Bijektion zu formalen Deformationen der Semi-K&hler-Form
sind.

In Anhang A stellen wir die im Laufe dieser Arbeit bendtigten Definitionen und Ergebnisse zu
formalen Potenzreihen zusammen und geben eine Formulierung des Banachschen Fixpunkt-Satzes
an, dessen wir uns an verschiedenen Stellen der vorliegenden Arbeit bedienen.



Kapitel 1

Deformationsquantisierung

1.1 Quantisierung

1.1.1 Das Quantisierungsproblem

In diesem einfiihrenden Abschnitt wollen wir einige Aspekte der Problematik der Quantisierung
diskutieren, die als Motivation fiir das mit der Deformationsquantisierung gewdhlte Vorgehen die-
nen sollen. Aufgrund der Vielschichtigkeit dieses Themenkreises erheben wir keinen Anspruch auf
Vollstindigkeit, sondern wollen vielmehr einen Uberblick iiber verschiedene Aspekte der mit der
Quantisierung verbundenen Problemstellungen geben.

Ein moglicher Ausgangspunkt zur mathematischen Beschreibung physikalischer Systeme ist die
Newtonsche Mechanik oder spezieller die Hamiltonsche Mechanik. Eine Vielzahl physikalischer Sy-
steme zeigt jedoch Phidnomene, die durch diese klassische Beschreibung nicht vorhergesagt bzw.
erkldrt werden konnen, so daf sich eine klassische Beschreibung als nicht immer zuldssig erweist.
Vielmehr verhilt sich die Natur nach den Gesetzen der Quantenmechanik, die somit als die fun-
damentalere der beiden Theorien zur Beschreibung physikalischer Phinomene angesehen werden
kann, so dafl man von vornherein eine quantenmechanische Beschreibung hitte wihlen sollen. Nur
unter zusdtzlichen Voraussetzungen an das jeweilige physikalische System erweist sich die Beschrei-
bung durch die klassische Mechanik als zuldssig. Nun steht man aber vor dem Problem, eine aus
grundlegenden Prinzipien abgeleitete quantenmechanische Beschreibung fiir ein beliebig vorgege-
benes physikalisches System formulieren zu miissen. Dieses stellt nun aber in den meisten Fillen
ein grofles wenn nicht sogar uniiberwindliches Hindernis dar, da eine direkte quantenmechani-
sche Beschreibung der menschlichen Anschauung im Gegensatz zur klassischen Beschreibung kaum
zuginglich ist. Aus diesem Problem ergibt sich die Fragestellung, ob nicht durch zusétzliche Annah-
men aus der klassischen Beschreibung eines Systems, die konzeptionell (jedoch hdufig technisch)
keinerlei Schwierigkeiten darstellt, auf die quantenmechanische Beschreibung geschlossen werden
kann. Diese Vorgehensweise wollen wir dann als Quantisierung bezeichnen. Quantisieren bedeutet
hierbei keineswegs einem System, das den Gesetzen der klassischen Physik gehorcht, eine Quanten-
natur aufzuprigen, vielmehr verhilt sich die Natur quantenmechanisch und es ist nur die klassische
Beschreibung, die unzureichend ist und deshalb modifiziert werden mu8.

Es stellt sich nun umgekehrt die Frage, warum sich die klassische Beschreibung in vielen Fillen
als realistische Approximation der physikalischen Situation erweist. Dieses Phinomen des klassi-
schen Limes kann man in gewisser Weise als Umkehrung der Quantisierung verstehen, wenngleich
es sich hierbei tatsdchlich um ein physikalisches Phdnomen handelt, wohingegen der Prozef} der
Quantisierung ein Hilfsmittel zur Formulierung einer méglichen quantenmechanischen Beschreibung
darstellt. Die Existenz des klassischen Limes legt es nun nahe, die klassische Beschreibung nicht
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villig zu verwerfen, obwohl sie im allgemeinen nicht von fundamentaler Bedeutung ist, sondern
diese nur um gewisse Quantenkorrekturen zu bereichern, die dem quantenmechanischen Verhal-
ten Rechnung tragen. Der Prozef des klassischen Limes er6ffnet einem in gewissen Grenzen auch,
dariiber zu entscheiden, ob eine gewihlte, vermeintliche quantenmechanische Beschreibung eines
Systems Aussicht auf Erfolg verspricht, indem man iiberpriift, ob sie einen sinnvollen klassischen
Limes besitzt. Ist dem nicht so, so ist diese wieder zu verwerfen.

Wir wollen nun nach diesen allgemeinen Bemerkungen die Gemeinsamkeiten und Unterschiede
von klassischer und quantenmechanischer Beschreibung herausarbeiten.

Die hier gewdhlte Formulierung stellt den Begriff der Observablenalgebra als zentrales Objekt
beider Theorien in den Vordergrund. Unter einer Observablen versteht man eine Kenngréfie ei-
nes physikalischen Systems, deren Wert bzw. Erwartungswert sich durch eine Messung ermitteln
1a8t. Sowohl in der klassischen als auch in der quantenmechanischen Beschreibung ist die Observa-
blenalgebra eine assoziative Algebra mit Eins iiber dem Korper der komplexen Zahlen. In beiden
Féllen sei diese Algebra mit einer *-Involution versehen, die ein antilinearer Antiautomorphismus
des jeweiligen assoziativen Produktes ist, so daf§ die tatsdchlich beobachtbaren Elemente gerade
die unter dieser Involution invarianten sind. Der wesentliche Unterschied zwischen klassischer und
quantenmechanischer Beschreibung liegt darin, dafi die klassischen Observablen eine kommutative
Algebra bilden, die quantenmechanischen hingegen nicht. Betrachtet man zum Beispiel die funda-
mentalen Observablen Ort und Impuls fiir das einfachste physikalische System, dessen Phasenraum
R? ist, so vertauschen diese auf klassischer Seite, wohingegen ihr quantenmechanischer Kommu-
tator gerade durch das ih-fache des Finselementes gegeben ist. Insofern kontrolliert die Gréfie des
Planckschen Wirkungsquantums die Nichtkommutativitdt der quantenmechanischen Algebra. Sind
nun charakteristische Grofien der Dimension Wirkung des Systems erheblich grofler als h, spielt
diese Nichtkommutativitdt eine untergeordnete Rolle und die klassische Beschreibung des Systems
stellt eine realistische Approximation der physikalischen Verhiltnisse dar. Hiermit kommt man
aber dem Verstdndnis des klassischen Limes ndher, was zusammengefafit so ausgedriickt werden
kann, daf sich die quantenmechanische Algebra fiir ,,# = 0 auf die klassische reduzieren soll. Es
steht natiirlich aufler Frage, dafl der tatsichliche Wert von A in keinster Weise beeinflufibar ist,
geschweigedenn auf 0 gesetzt werden kann, sondern die oben gew&hlte Schreibweise bedeutet nur
eine Kompatibilitit zwischen klassischer und quantenmechanischer Beschreibung, die besagt, daf§
die Quantenmechanik die klassische Mechanik umfassen soll und sich im Grenzfall unter der oben
genannten Bedingung auf diese reduziert.

Neben dem Begriff der Observablen ist es auch notwendig, den Zustand eines Systems beschrei-
ben zu kénnen. Ein System kann sich in verschiedenen Zustinden befinden, die in einer gewissen
zeitlichen Abfolge durchlaufen werden. Hierbei bleibt die Observablenalgebra zu allen Zeiten ei-
ne feste dem System zugeordnete Algebra. Aus der Kenntnis des momentanen Zustandes ist es
moglich, klassisch den Wert einer Observablen bzw. quantenmechanisch den Erwartungswert und
die Streuung um diesen Erwartungswert zu bestimmen. In der klassischen Mechanik ist ndmlich
(idealisierterweise) die Streuung der Meflwerte in einem reinen Zustand Null, wohingegen dies in
der Quantenmechanik in der Regel nicht der Fall ist und somit der tatsdchliche Mefiwert vom Er-
wartungswert verschieden sein kann. Priziser formuliert liefert die Angabe eines Zustandes sowohl
klassisch als auch quantenmechanisch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die moglichen Mef3-
werte, die man das Spektrum der Observablen nennt, einer Observablen. Also ist ein Zustand ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Menge der Spektralwerte. Der wesentliche Unterschied zwischen
den Zustdnden auf klassischer und quantenmechanischer Seite besteht nun darin, dafl es in der
klassischen Mechanik Zustdnde gibt, so dafl das induzierte Wahrscheinlichkeitsmaf fiir alle Obser-
vablen ein Punktmaf ist, wohingegen dies in der Quantenmechanik aufgrund der Heisenbergschen
Unschérferelation unmoglich ist.
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Als weiteres wichtiges Konzept beider Theorien betrachten wir die zeitliche Entwicklung eines
Systems. Wir wihlen hier die Formulierung der zeitlichen Entwicklung fiir die Observablen, wenn-
gleich diese auch fiir die Zustédnde eines Systems formuliert werden kann. Da sich die Struktur der
Observablen mit der zeitlichen Entwicklung nicht dndern soll, mufl diese durch einen zeitabhidngi-
gen Automorphismus der jeweiligen Observablenalgebra gegeben sein. Zusétzlich mufl dieser Au-
tomorphismus mit der jeweiligen *-Involution vertriglich sein, denn eine observable Gréfle mufy
unabhingig von dem betrachteten Zeitpunkt observabel sein, also unter der *-Involution stabil
sein. In beiden Theorien werden diese Automorphismen durch eine Differentialgleichung erzeugt,
so dafl die zeitliche Entwicklung durch eine durch die Zeit ¢t parametrisierte Einparameter-Gruppe
von *-Automorphismen gegeben ist. Die infinitesimale Grofie, mit der ein Automorphismus erzeugt
wird, ist durch eine Derivation der Algebra gegeben. Im Fall der klassischen Mechanik fiihrt dies
auf die Notwendigkeit einer zusdtzlichen Struktur auf der Observablenalgebra ndmlich der Poisson-
Klammer, so dafi die klassische Algebra zu einer Poisson-Lie-Algebra wird. Die zeitliche Entwicklung
wird dann durch die Poisson-Klammer mit einem ausgezeichneten Algebra-Element, der Hamilton-
Funktion, erzeugt. In der Quantenmechanik besteht aufgrund der Nichtkommutativitit nicht die
Notwendigkeit, eine dullere Derivation zur Beschreibung der Zeitentwicklung heranzuziehen, son-
dern diese wird vermdége einer inneren Derivation ndmlich durch das %—fache des Kommutators
mit dem Hamilton-Operator, der ein ausgezeichnetes Element der quantenmechanischen Observa-
blenalgebra ist, vermittelt. Also besitzt die quantenmechanische Observablenalgebra ebenfalls die
Struktur einer Lie-Algebra mit der Lie-Klammer, die durch das %—fache des Kommutators gegeben
ist.

Das Vorhandensein der Poisson-Struktur auf der klassischen Seite und der Lie-Struktur auf
der quantenmechanischen Seite, die man mit Hilfe des Kommutators erhilt, bildet nun einen An-
kniipfungspunkt zwischen beiden Theorien. Da beide Lie-Strukturen vertrdglich mit der jeweiligen
Algebra-Struktur sind, n&mlich derivativ wirken, ist es naheliegend bei der Quantisierung eine Ent-
sprechung von Poisson-Klammern und einem Vielfachen des Kommutators anzustreben. Aus der
kanonischen Vertauschungsrelation von Orten und Impulsen erhilt man, dafl der quantenmechani-
sche Kommutator dem if-fachen der klassischen Poisson-Klammer entsprechen soll. Fordert man
nun aber eine exakte Entsprechung fiir alle relevanten Observablen, so ist diese Forderung zu stark,
da das Groenewold-van Hove-Theorem [1, Thm. 5.4.9] besagt, daf} dies selbst in einfachsten Féllen
nur unter Verlust der Irreduzibilitét der Darstellung zu erreichen ist. Der Ausweg aus dieser Si-
tuation, den man mit der Deformationsquantisierung wihlt, besteht darin die Entsprechung von
Kommutator und dem ih-fachen der Poisson-Klammer nur bis auf héhere Ordnungen in A zu for-
dern, was mit dem klassischen Limes vertriglich ist. Weiter ist natiirlich auch eine Entsprechung
der *-Involutionen zumindest bis auf hthere Ordnungen in A aus Kompatibilitdtsgriinden mit dem
klassischen Limes zu fordern. Stellt man sich auf den Standpunkt, dal eine in der klassischen
Mechanik observable Gréfle auch in der Quantenmechanik observabel sein soll, so ist hier sogar
eine exakte Entsprechung der jeweiligen *-Involutionen zu fordern. Diese exakte Entsprechung zu
erreichen, erweist sich im Rahmen der Deformationsquantisierung tatséchlich als méglich.

1.1.2 Quantisierung auf T*R” via Ordnungs-Vorschriften

Als erstes Beispiel betrachten wir den Phasenraum T*R”™ = R?* mit der kanonischen symplekti-
schen Form wg = d¢® A dpj, und der hierdurch induzierten Poisson-Klammer. Die klassische Ob-
servablenalgebra ist also durch die glatten Funktionen auf R?" gegeben, zunichst wollen wir uns
jedoch auf die Betrachtung von polynomialen Funktionen in den Orts- und Impulskoordinaten,
d.h. Funktionen der Gestalt (¢,p) — g ...qispj1 ...pj, beschrdnken. Im weiteren bezeichnen wir
diese Funktionen mit ¢* ...q“pj1 ...p;, und fassen hierbei ¢' und p; als Funktionen auf R*" auf,
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die wir als Koordinatenfunktionen bezeichnen. Wir wollen nun Funktionen dieser Gestalt in bi-
jektiver Weise mit Differentialoperatoren auf den glatten Funktionen C*°(R}) auf dem Unterraum
Ry = R"x {0} von R2"” in Verbindung bringen. Zunéchst legen wir fest, auf welche Operatoren die
Koordinatenfunktionen ¢', p; und die konstante Funktion 1 abgebildet werden sollen. Die von uns
gewidhlte Zuordnung entspricht gerade der kanonischen Quantisierungsregel, das heifit wir definieren
die Quantisierungsabbildung o durch

1 = id
0:8 ¢ = (1.1)
p] — ?8(1]7

wobei [ i die Linksmultiplikation mit der Koordinatenfunktion q' bezeichnet. Da nun die Opera-
toren o(q'), o(p;) nicht miteinander kommutieren, sondern die kanonische Vertauschungsrelation
[o(q"), o(p;)] = —?5}id erfiillen, ist es notwendig, um diese Abbildung in wohldefinierter Weise
auf Polynome héheren Grades ausdehnen zu konnen, eine Ordnungs-Vorschrift zu wihlen. Wir
entscheiden uns zunichst fiir die Standard-Ordnungs-Vorschrift, welche darin besteht, vor der Er-
setzung gem&f der Abbildung o die Impulskoordinaten auf die rechte Seite zu schreiben. Umgekehrt
bedeutet das bei gegebenem Differentialoperator, der im Bild der so definierten Abbildung liegt,
diesen so umzuschreiben, dafl alle Ableitungen auf der rechten Seite stehen, um dann durch die
riickgidngige Ersetzung die entsprechende in den Orts- und Impulskoordinaten polynomiale Funk-
tion zu erhalten. Die somit auf diesen Funktionen erklirte Abbildung ps., ist offensichlich injektiv

und es gilt
: : AN ot
2sialq™ g pjy - D) = (;) bt G g (1.2)

Mit Hilfe der kanonischen Vertauschungsregel 1a8¢t sich nun das Operatorprodukt der Bilder zweier
Polynome unter pgq wieder in standard-geordneter Form schreiben, weshalb aufgrund der Injekti-
vitdt von pg fiir zwei in den Koordinaten polynomiale Funktionen F,G durch das Zuriickziehen
des Operatorproduktes eine assoziative Verkniipfung g4 durch

F oo G = Qs_t(ll(gStd(F)QStd(G)) (1.3)

definiert werden kann, welche ihnen wiederum eine in den Koordinaten polynomiale Funktion zu-
ordnet, die zusdtzlich polynomial von & abhdngt. Das so definierte assoziative Produkt auf den in
den Koordinaten polynomialen Funktionen hat die folgende explizite Gestalt

<1 /\'  oF G
F*srdG—lz:;ﬁ (T) 8])“ 8])” 8(]“ 8q”7 (14)

wobei die Summe iiber [ bei einem endlichen Index abbricht, der von der Ordnung der Polynome F
und G abhéngt (vgl. [86, Abschnitt 2.5]). Offensichtlich kann man gg,4 als Darstellung der Algebra
der in den Koordinaten polynomialen Funktionen mit dem Produkt xg,, aufgefafit werden und wird
entsprechend Standard-Darstellung genannt und x4,4 das standard-geordnete Produkt. Wir bemer-
ken zunichst, dal I *gq G in nullter Ordnung von & mit dem punktweisen Produkt {ibereinstimmt
und daf die erste Ordnung in /i des Kommutators (die nullte verschwindet) durch i{F, G} gegeben
ist, womit tatsdchlich gezeigt ist, dafl der Kommutator des Quantenproduktes zumindest bis auf
héhere Ordnungen in & dem ih-fachen der Poisson-Klammer der entsprechenden klassischen Obser-
vablen entspricht. Die Entsprechung ist sogar exakt, wenn eine der beiden Funktionen hochstens
linear in den Koordinatenfunktionen ist. Weiter gilt, dafl das Produkt %g, in jeder Ordnung in A
durch Bidifferentialoperatoren beschrieben wird, die zudem in der Ordnung 72" von der Ordnung r in
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jedem Argument sind. Zudem ist die konstante Funktion 1 offensichtlich das Einselement beziiglich
Xstd -

Zwar ist die Standard-Ordnung die einfachste Ordnungs-Vorschrift, die man verwenden kann
um polynomialen Funktionen auf T*R"™ Operatoren zuzuordnen; aus physikalischen Griinden ist sie
jedoch als Operatorordnung zu verwerfen. Um dies einzusehen schrinken wir die durch pg.4 erhal-
tenen Differentialoperatoren auf den Pri-Hilbert-Raum C§°(R}) der Funktionen mit kompaktem
Triager mit dem iiblichen L%:-Produkt beziiglich des Lebesgue-Mafes ein und bestimmen fiir eine in
den Koordinaten polynomiale Funktion F den zu gs.(F) formal adjungierten Operator og.q(F)T,
der fiir ¢, € Cg°(R}) durch

/R P @b@) = | 3@ (esa(F)) (@)%

n n
q Rq

definiert ist. Durch sukzessive partielle Integration kann man zeigen, daf s, (F)T folgendermafien
geschrieben werden kann

QStd(F)T = Ostd (N2F)7 (1.5)
wobei der Operator N durch
h :
N = exp EA mit A = 0x0p, (1.6)

gegeben ist. Offenbar bildet N in den Koordinaten polynomiale Funktionen wieder auf solche ab
und ist bijektiv. Da nun gs,q gemaf (1.5) reelle Polynome nicht notwendigerweise auf formal selbst-
adjungierte Operatoren abbildet, ist diese Ordnungs-Vorschrift physikalisch unbefriedigend. Glei-
chung (1.5) legt nun aber nahe, durch

QWeyl(F) ‘= QOstd (NF) (1.7)

eine andere Abbildung, die einer polynomialen Funktion einen Differentialoperator zuordnet, zu
definieren, da fiir diese Zuordnung dann

QWeyl(F)T = QOstd (NF)T = QOstd (NQW) = QStd(NF) = QWeyl(F)

gilt, womit reellen Polynomen durch gy., formal selbst-adjungierte Operatoren zugeordnet werden.
Ferner stellt man fest, daB auch hier owen(q') = lyi, Owen(pj) = 20,5 und oyen(1) = id gilt, so daB
die kanonische Vertauschungsrelation durch die obige Modifikation erhalten bleibt, und pwe., eine
durch eine andere Ordnungs-Vorschrift aus der Zuordnung (1.1) definierte Abbildung ist. In der Tat
kann man zeigen, daf py., einer in den Orts- und Impulskoordinaten polynomialen Funktion gerade
das vollstindig symmetrisierte Polynom der Operatoren o(q') und 0(p;) zuordnet, was gerade der
Weylschen Symmetrisierungs-Vorschrift entspricht (vgl. [86, Abschnitt 2.5]). Analog zur Definition
VOI %gq erhalten wir nun, da gw.,; offensichtlich injektiv ist, da gs.q injektiv ist und N bijektiv ist,
ein neues Produkt ., durch

F*Weyl G = QV_Velzyl(QWeyl(F)QWeyl(G))v (1'8)

wobei die offensichtliche Tatsache eingeht, dafl das Bild von pw., abgeschlossen unter Operatorver-
kettung ist. Auch hier ist das definierte Produkt ., wieder assoziativ und wir erhalten

QStd(N(F Kyweyl G))
= QWeyl(F KWeyl G) = QWeyl(F)QWeyl(G) = QOstd (NF)QStd(NG) = QStd((NF) K5t (NG))7
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so daf also wegen der Injektivitdt von gs,4 folgende Beziehung zwischen ., und xg, besteht:
F 5oy G = N"H(NF) xs0a (NG)). (1.9)

Das heifit aber, dafl NV ein Algebra-Isomorphismus zwischen ., und *s,4 jeweils auf den in den
Koordinaten polynomialen Funktionen ist. In volliger Analogie zu der Situation fiir pgq kann
man Qwe., als Darstellung beziiglich des Produktes %y., auffassen, die man Weyl-Darstellung oder
Schrodinger-Darstellung nennt. Bezeichnet man mit u(F@G) = FG die punktweise Multiplikation,
so a8t sich mit (1.9) und der expliziten Gestalt von *g,4 zeigen, daf xw., explizit durch

h
F ey G = 10 exp (5 (0p, @ Opp — Opp @ 8pk)) (FoG) (1.10)

gegeben ist (vgl. [86, Abschnitt 2.5]). Anhand dieser Formel macht man sich sofort klar, daf die
nullte Ordnung in & gerade das punktweise Produkt ist und die erste Ordnung in 2 durch %{F7 G}
gegeben ist, so dal der Kommutator beziiglich %y., bis auf hthere Ordnungen in % dem if-fachen
der Poisson-Klammer entspricht. Ferner wird *y.,; ebenso wie %54 in der Ordnung A" durch Bi-
differentialoperatoren der Ordnung (r,r) beschrieben und die konstante Funktion 1 ist wieder das
Einselement beziiglich xw.,. Der entscheidende Unterschied, der zwischen ., und s.4 besteht,
ist die Tatsache, dafi die komplexe Konjugation ein antilinearer Antiautomorphismus von ., ist,
wohingegen dies fiir *gq nicht der Fall ist. Diese Eigenschaft spiegelt die physikalisch wiinschens-
werte Eigenschaft von gy.,; wider, reelle Polynome in den Koordinatenfunktionen auf formal selbst-
adjungierte Operatoren abzubilden, denn es gilt

QWeyl(F *Weyl G) = QWeyl(F *Weyl G)T = (QWeyl(F)QWeyl(G))T = QWeyl(G)TQWeyI(F)T
= QWeyl(G)QWeyl(F) - QWeyl(G *Weyl F)?

so dafl wegen der Injektivitdt von pgyw., das behauptete Verhalten von ., unter komplexer Kon-
jugation, also
F*WeylG: G*WeylF (1.11)

folgt.

Der Vollstdndigkeit halber sei hier noch erwidhnt, dafl man analog zur Standard-Ordnung die
Anti-Standard-Ordnung 4,4 dadurch definieren kann, daf§ man vor der Ersetzung gemif} (1.1) alle
Impulse auf die linke Seite schreibt. Das resultierende Produkt x,5.q, das man das anti-standard-
geordnete Produkt nennt, besitzt dann die zu den Eigenschaften von g4 und #w., analogen Ei-
genschaften. Ebenso wie x4 erfiillt aber x,g,4 die physikalisch notwendige Gleichung (1.11) nicht.
Explizit erhdlt man

= 1( h\' 9F 0'G
Frpsa G lz:; N ( 1) 8(]“ _ ‘8(]” 8]72'1 _ ‘8]72'17 (112)
woran die oben genannten Eigenschaften leicht iiberpriift werden kénnen. Die Beziehungen zwi-
schen den Produkten sy, *we, und *ss.a sind in unseren Arbeiten [18, 19, 17, 86] und in der
Dissertation [109] ausfiihrlich diskutiert worden, wo wir deren Verallgemeinerungen auf beliebige
Kotangentenbiindel behandelt haben. Die Produkte %s.4, *we,1 und %,s,4 besitzen noch eine weitere
spezielle Eigenschaft, die eine Verallgemeinerung auf beliebige Kotangentenbiindel zuldfit. Hierzu
betrachten wir & als eine zusidtzliche Variable, von der die betrachteten Funktionen polynomial
abhingen und definieren den Differentialoperator

H = hop+ Le, (1.13)
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wobei £ = p;0d,, das kanonische Liouville-Vektorfeld auf 7*R™ bezeichnet, welches man unter Ver-
wendung der kanonischen Einsform 6y = pidqi mit wg = —dfy durch ¢cwy = —0p definiert. Offen-
sichtlich gilt dann L¢wp = wo und anhand der expliziten Gestalt der Produkte g4, *wey und %4544
weist man leicht nach, dal  eine Derivation dieser Produkte ist. Diese Eigenschaft kann man auch
leicht anhand der Eigenschaft der drei Darstellungen poguq, 0weyn und gas.q nachweisen, indem man
beachtet, daf diese fiir alle in den Koordinatenfunktionen und in % polynomialen Funktionen F die
folgende Homogenititseigenschaft besitzen:

[haﬁv QO(F)] — Qo(,HF)y (114)

wobei o fiir sta, wey1 0der asta steht. Physikalisch gedeutet bedeutet diese Homogenitit, dafl der der
Impulskomponente p; entsprechende Operator die physikalische Dimension eines Impulses besizt,
welche mit der Dimension von A dividiert durch Linge (der Dimension von ¢7) iibereinstimmt.

Ein letztes Beispiel, das wir an dieser Stelle anfiihren wollen ist die in Anlehnung an die in
der Quantenfeldtheorie Verwendung findende Normal- oder Wick-Ordnung definierte Ordnungs-
Vorschrift. Man bildet hierzu aus den kanonischen Koordinaten ¢',...,¢", p1,...,p, von T*R" =
R?7 = C" die komplexen Koordinaten z',..., 2" bzw. 7!, ...,2" durch

=gk —ipy (1.15)

=" +ipy und z
und schreibt in den Koordinaten (g, p) polynomiale Funktionen in in den komplexen Koordinaten
(z,%Z) polynomiale Funktionen um. Die kanonische symplektische Form wq besitzt dabei in den

komplexen Koordinaten die Gestalt wy = %5k7dzk A dZ'. Man betrachtet dann die Zuordnung

I — id
0:¢ Z = Il (1.16)
# o 2RO,

wobei die Abbildungen auf der rechten Seite dieser Zuordnung als Differentialoperatoren auf den
antiholomorphen Funktionen auf C* verstanden werden. Die Wick-Ordnung besteht nun darin,
in einer in den komplexen Koordinaten polynomialen Funktion zunichst alle z-Koordinaten auf
die rechte Seite zu schreiben und dann die Ersetzung gemif (1.16) vorzunehmen. Analog zur
Vorgehensweise fiir g4 erhdlt man durch Zuriickziehen der Operatorverkettung das Wick-Produkt
auf polynomialen Funktionen F,G durch

o0

Fxwio G i= QV_Vilck(QWick (F) Owick (G)) = Z
=0

O'F 0'G
Jz .. Pz 9z ... 9z

| =

(2n)lsinir . 50 (1.17)

—

!

Auch dieses Produkt erweist sich als zum Weyl-Produkt isomorphes Produkt, wobei ein Algebra-
Isomorphismus durch

S=exp(hA)  mit A =" .0 (1.18)
gegeben ist, mit dem fiir alle Polynome F, G

F 5o G = STH(SF) xwic (SG)) (1.19)

gilt. Da S offensichtlich reell ist, vertauscht S mit der komplexen Konjugation und sy besitzt
ebenso wie %y, die Involutionseigenschaft beziiglich komplexer Konjugation: F' xyw;q G = G F .
Weiter kann man wieder leicht verifizieren, dafl % ebenso wie die bisher in diesem Abschnitt
diskutierten Beispiele alle Eigenschaften besitzt, die unseren Forderungen an ein Quantenprodukt
entsprechen. Ferner 148t sich in Analogie zur Anti-Standard-Ordnung auch eine Anti-Wick-Ordnung
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definieren, die wiederum auf ein solches Quantenprodukt, das Anti-Wick-Produkt bzw. Produkt
mit Separation der Variablen g,y (vgl. [67]) fiihrt. Dieses ist explizit durch

o~ l l
F*deG:Z o>F 0'G
(=0

N o B P SR PR

| =

(—2m)!50d g (1.20)

—

gegeben.

Wir wollen nun darauf hinarbeiten, die in diesen Beispielen beobachteten Eigenschaften der
Quantenprodukte so weit zu axiomatisieren, dafl solche Produkte auf beliebigen symplektischen
Mannigfaltigkeiten definiert werden kénnen. Das offensichtlich gréfite Hindernis bei der Verallge-
meinerung der Produkte stellt die Tatsache dar, daf§ es auf einer beliebigen symplektischen Man-
nigfaltigkeit keinen sinnvollen Begriff von polynomialen Funktionen gibt. Zwar kann man fiir be-
liebige Kotangentenbiindel den Begriff der in den Impulsen polynomialen Funktionen definieren
und hiermit eine Verallgemeinerung der Konstruktion von %s.q, *we,1 und x,5.q finden, was wir in
unserer Arbeit [87] ausfiihrlich diskutiert haben, aber damit ist man noch immer weit von dem
Fall einer beliebigen symplektischen Mannigfaltigkeit entfernt. Da es also im allgemeinen a priori
keine besonders ausgezeichnete Funktionenklasse gibt, auf die man sich beschrinken kann, lassen
wir alle glatten Funktionen auf der symplektischen Mannigfaltigkeit als der quantenmechanischen
Algebra zugrundeliegenden Vektorraum zu. Betrachtet man die expliziten Formeln (1.4), (1.10),
(1.12), (1.17) und (1.20), so wird klar, daf hierdurch fiir beliebige glatte Funktionen im allgemei-
nen keine wohldefinierten Ausdriicke mehr gegeben sind, jedoch machen die Produkte fiir beliebige
glatte Funktionen Sinn, wenn man sie als formale Potenzreihe in /i betrachtet. Andererseits ist
aber auch nicht mehr zu erwarten, da man mit dem Borel-Lemma leicht zeigen kann, dafl man
immer glatte Funktionen finden kann, so dafl die Ausdriicke fiir die Produkte g, *wey1, *asta;
Jwick Und xgqy fiir jedes h # 0 divergieren. Trotz dieses unphysikalischen Verhaltens erweisen sich
die formalen Potenzreihen als der richtige Weg zur Verallgemeinerung der obigen Produkte auf
beliebige symplektische Mannigfaltigkeiten. Insbesondere kénnen viele algebraische Eigenschaften
wie beispielsweise die Assoziativitit in diesem Rahmen bereits entschieden werden. In konkreten
Féllen steht man dann nach erfolgter Konstruktion eines Quantenproduktes im formalen Rahmen
vor der Aufgabe gewisse Unteralgebren zu finden, auf denen diese konvergieren. Fiir den Fall eines
beliebigen Kotangentenbiindels ist dies, wie wir in [18, 19, 86] gesehen haben, sehr einfach moglich.
Das von uns im weiteren Verlauf der Arbeit betrachtete Konzept der Deformationsquantisierung
erbffnet auch die Moglichkeit Produkte, die in enger Verwandtschaft zu den mit der Wick- bzw.
Anti-Wick-Ordnung definierten Produkten stehen, auf beliebigen Semi-K&hler-Mannigfaltigkeiten
zu definieren (vgl. Kapitel 3).

1.2 Sternprodukte

1.2.1 Definition von Sternprodukten

Das Bestreben der Definition von Sternprodukten ist eine Axiomatisierung der bei den speziel-
len Quantisierungs-Vorschriften auf T*R"™ gefundenen Eigenschaften der induzierten Produkte, die
eine Formulierung der Deformationsquantisierung auf beliebigen Phasenrdumen erlaubt. Hierbei
stellen wir die algebraischen Aspekte in den Vordergrund, die eine physikalisch sinnvolle Quantisie-
rung besitzen soll, um diese von funktional-analytischen Fragestellungen, wie der Darstellung der
Observablen als Operatoren in einem Hilbert-Raum, zu trennen. Die geometrischen Eigenschaften
des Phasenraumes treten hierbei zunichst in den Hintergrund und werden durch eine algebraische
Beschreibung abgeltst, wenngleich sich einige topologische Eigenschaften des Phasenraumes bei
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weitergehenden Untersuchungen, wie der Klassifikation von Sternprodukten, dennoch als wichtig
erweisen werden.

Die grundlegende Idee der Deformationsquantisierung besteht darin, die zu findende quanten-
mechanische Observablenalgebra nicht als neues, abstraktes Objekt zu suchen, um dann eine dem
Korrespondenzprinzip Rechnung tragende Beziehung zu den klassischen Observablen herzustellen,
sondern den Vektorraum der Funktionen auf dem Phasenraum mit einem neuen assoziativen Pro-
dukt zu versehen, das dem quantenmechanischen Operatorprodukt entsprechen soll. Der entschei-
dende Vorteil dieser Vorgehensweise besteht offenkundig darin, dafi die Korrespondenz zwischen
klassischen und quantenmechanischen Observablen durch die Identitdtsabbildung auf dem Vek-
torraum der Funktionen auf dem Phasenraum gegeben ist. Weiter kénnen auf klassischer Seite
vorhandene Symmetrieeigenschaften des Phasenraumes in die quantenmechanische Beschreibung
ibertragen werden, so dal man leicht formulieren kann, welche Bedingungen man an das neue
Produkt stellen muf}, damit es die vorhandene Symmetrie des Phasenraumes respektiert, bzw.
widerspiegelt.

Hat man nun eine quantenmechanische Observablenalgebra konstruiert, so besteht der nédchste
Schritt in der Konstruktion von Darstellungen dieser Algebra in Hilbert-Rdumen, was den An-
schlufl an die iibliche Quantenmechanik darstellt. Im Rahmen der Deformationsquantisierung kann
ein erster Schritt in diese Richtung mit einer Verallgemeinerung der GNS-Konstruktion getan wer-
den, indem man aufbauend auf der Vorgabe positiver Funktionale auf der deformierten Algebra
Pra-Hilbert-Rdume und die durch diese Funktionale auf diesen Rdumen induzierten Darstellungen
betrachtet.

Eine offenkundige Schwierigkeit des angestrebten Konzepts der Konstruktion der Observablenal-
gebra besteht in der richtigen Auswahl der betrachteten Funktionen auf dem Phasenraum. In kon-
kreten Féllen kann eine solche Auswahl zwar hiufig physikalisch motiviert werden, hingt aber
in der Regel zu spezifisch von der Situation ab, als dafl man hierzu ein allgemeingiiltiges Kon-
zept entwickeln koénnte. Deshalb sieht man sich bei der Deformationsquantisierung im allgemeinen
zunichst gezwungen, alle glatten Funktionen auf dem Phasenraum zu betrachten und erst nach
erfolgter Konstruktion des deformierten Produktes eine Auswahl zu treffen, indem man zusitzliche
Konvergenzbedingungen stellt. In der Tat lassen sich in der Regel die deformierten Produkte fiir
alle glatten Funktionen nur im Rahmen formaler Potenzreihen definieren, wie wir es schon fiir die
Beispiele auf T*R"™ gesehen haben. Trotz dieser vom physikalischen Standpunkt unbefriedigenden
Eigenschaft erweist sich die Deformationsquantisierung als reichhaltig genug, um in diesem for-
malen Rahmen viele Aspekte der Quantisierung, die rein algebraischer Natur sind, befriedigend
herauszuarbeiten.

Nach diesen Vorbemerkungen geben wir nun die genaue Definition eines Sternproduktes, wie
es von Bayen, Flato, Frgnsdal, Lichnerowicz und Sternheimer in [8] eingefiihrt wurde, an. Wir
benennen den formalen Parameter mit v, und reservieren das Symbol £ fiir das Plancksche Wir-
kungsquantum, wobei in konvergenten Situationen v durch if zu ersetzen ist, so dafl wir den for-
malen Parameter als rein imagindr betrachten. Diese Konvention birgt eher pragmatische denn
philosophische Griinde, da somit das hdufige Auftreten von i und die damit einhergehenden Vorzei-
chenprobleme vermieden werden, wenngleich diese Konvention in der Regel in der mathematischen
Literatur Verwendung findet, wohingegen in den Arbeiten der Physiker der formale Parameter A
verwendet wird, der in konvergenten Situationen direkt mit 7 zu identifizieren ist, und somit als
reell angesehen wird.

Definition 1.2.1 ([8]) Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und bezeichne { -, - } die
von w auf den glatten Funktionen C*°(M) auf M induzierte Poisson-Klammer. Dann heifit eine
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Cl[v]]-bilineare Abbildung
x: CEM[[v]] < = (M) [[v]] = = (M)[[v]];

die fir f,g € C>°(M) als formale Reihe in v

frg=) _v'Cilf,9)
r=0
mit C-bilinearen Abbildungen C'. : C*(M)xC>® (M) — C*(M) geschrieben werden kann, ein lokales
Sternprodukt fir (M,w), falls folgende Figenschaften erfillt sind:

i.) * ist assoziativ: fx(g*xh) = (fxg)*xh Vf g,h e C(M)[[V]].
ii.) x ist eine Deformation des punktweisen Produktes: Co(f,q9) = fg Yf,g € C=(M).

iii.) x ist eine Deformation in Richtung der Poisson-Klammer: Ci(f,g) — Ci(g,f) = {f, 9}
Vf,geC>®(M).

iv.) Die konstante Funktion 1 ist Finselement fir x: fx1=1xf=f Vf e C>®(M)[[v]].
v.) * ist lokal: supp(C,(f, g)) C supp(f) Nsupp(g) VYf,g € C®(M),VreN.

Anhand der expliziten Gestalt der Produkte %s.q, *wey, *asta, *wiae und xgqy auf 7*R™ macht
man sich leicht klar, dafl diese gerade den Anforderungen der gemachten Definition geniigen, al-
so Sternprodukte auf (T*R™ wq) definieren. Insbesondere ist die Lokalitdt gewihrleistet, da die
zugehorigen Abbildungen €' sogar Bidifferentialoperatoren sind. Diese grundlegenden Beispiele
stellen die Motivation fiir die folgende Definition dar.

Definition 1.2.2 ([11, Def. 1.1]) Ein lokales Sternprodukt im Sinne der Definition 1.2.1 heifft
differentielles Sternprodukt, falls die dort eingefiihrten C-bilinearen Abbildungen C, : C*(M) X
C®(M) — C>*(M) fir alle r € N Bidifferentialoperatoren sind.

Im weiteren Verlauf der Arbeit betrachten wir ausschlieBlich differentielle Sternprodukte und
vereinbaren daher zur Vereinfachung der Sprechweise, den Terminus Sternprodukt synonym fiir
differentielles Sternprodukt zu verwenden, ohne diese Eigenschaft immer zu betonen.

Weiter beobachtet man an den Beispielen g4, *wey1, *astas *wiae und *xgqv, dafl die Bidifferen-
tialoperatoren (. in der r-ten Ordnung des formalen Parameters v in beiden Argumenten von der
Differentiationsordnung r sind. Da die Differentiationsordnung eines Differentialoperators eine kar-
tenunabhingig definierte Gréfie ist, ist folgende Begriffsbildung auch fiir beliebige symplektische
Mannigfaltigkeiten sinnvoll.

Definition 1.2.3 ([104]) Fin Sternprodukt heiffit vom Vey-Typ, falls die Bidifferentialoperatoren
C, fiir alle r € N von der Ordnung (r,r) sind.

Als ein erstes Ergebnis der in Abschnitt 1.1.2 betrachteten Beispiele und der gemachten Defi-
nitionen kénnen wir nun folgende Proposition formulieren:

Proposition 1.2.4 Definiert man fir f,g € C*(T*R") die Produkte xsia, *wey, *asta, *wicx Und
*sqy durch die Gleichungen (1.4), (1.10), (1.12), (1.17) und (1.20), indem man in diesen I durch
—iv ersetzt, und setzt diese durch Forderung nach C[[v]]-Bilinearitit zu Produkten ks, *wey1, *asias
*wicks *sav : C(T*R™)[[v]] x C=(T*R™)[[v]] = C=(T*R™)[[v]] fort, so sind s, *weyi, *asias *wick
und *sqy differentielle Sternprodukte fiir (T*R",wq) vom Vey-Typ.
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Eine ndhere Betrachtung der Beispiele %g.q, *wey1s *asta, *wiae Und xsqyv gibt noch zu einigen wei-
teren in allgemeinerem Rahmen formulierbaren speziellen Begriffen von Typen von Sternprodukten
Anlafl. So 1a8t sich das Verhalten von xy.,; unter komplexer Konjugation und die Symmetrie bzw.
Antisymmetrie der Operatoren (). fiir Sternprodukte auf beliebigen Mannigfaltigkeiten formulie-
ren, was einen zum Begriff des Sternproduktes vom Weyl-Typ fiihrt (vgl. Abschnitt 2.4.4). Weiter
fiihrt einen das Verhalten von ey, *wia und *g4y unter komplexer Konjugation zur Definition
von Sternprodukt-Algebren mit *-Struktur (vgl. Abschnitt 2.4.2). Die Eigenschaft von x4, daf} die
Bidifferentialoperatoren €. im ersten Argument nur in Impulsrichtung differenzieren, 148t sich auf
beliebigen Kotangentenbiindeln formulieren und fiihrt zum Begriff des standard-geordneten Stern-
produktes, sowie die Eigenschaft der Bidifferentialoperatoren, die x,gq4 beschreiben, im zweiten
Argument nur in Impulsrichtung zu differenzieren zum Begriff des anti-standard-geordneten Stern-
produktes fiihrt (vgl. [18, 19, 17, 86, 109]). Ferner ist fiir alle drei Sternprodukte *su4, *wey, und
*as1q der Homogenitédtsoperator H = vd, + L¢ mit dem kanonischen Liouville-Vektorfeld & = p;0,,
eine Derivation. Da sich das kanonische Liouville-Vektorfeld & mit der kanonischen Einsform 6q
vollig analog durch igwy = —6y auf beliebigen Kotangentenbiindeln (17Q,wp) einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit ), wobei wq die kanonische symplektische Form bezeichne, definieren 148t,
kann man auf beliebigen Kotangentenbiindeln (7*Q,wq) den Begriff eines homogenen Sternpro-
duktes dadurch einfithren, daf§ ein Sternprodukt auf (7*Q,wg) homogen heifit, falls H eine De-
rivation dieses Sternproduktes ist (vgl. [32] und unsere Arbeiten [18, 19, 17, 86]). Weiter 14}t
sich die Struktur der Bidifferentialoperatoren C. von i, die im ersten Argument nur in holo-
morphe und im zweiten Argument nur in antiholomorphe Richtung differenzieren, auf beliebige
Semi-K&hler-Mannigfaltigkeiten {ibertragen. Solche Sternprodukte nennt man dann Sternprodukte
vom Wick-Typ, denen wir uns in Kapitel 3 ausfiihrlich widmen wollen. Die analoge Eigenschaft des
Sternproduktes xg4v, bei dem die Bidifferentialoperatoren im ersten Argument nur in antiholomor-
phe und im zweiten Argument nur in holomorphe Richtungen differenzieren, {ibertrégt sich ebenfalls
auf beliebige Semi-Kédhler-Mannigfaltigkeiten; derartige Sternprodukte nennt man Sternprodukte
mit Separation der Variablen.

AbschlieBend wollen wir noch bemerken, daf} die Definition eines Sternproduktes nur von der
Poisson-Struktur Gebrauch macht, die nicht notwendigerweise durch eine symplektische Form in-
duziert sein muf}, so dal man nicht die im symplektischen Fall geltende Nichtausgeartetheit des
Poisson-Tensors benétigt, um von Sternprodukten reden zu kénnen und Definition 1.2.1 auf belie-
bige Poisson-Mannigfaltigkeiten (M, A) zu iibertragen.

1.2.2 Existenz von Sternprodukten

Natiirlich stellt sich im Anschlufl an die Definition von Sternprodukten die Frage nach der Exi-
stenz solcher Deformationen. Der Versuch der schrittweisen Konstruktion eines Sternproduktes
fiihrt einen in der Tat auf ein kohomologisches Problem (vgl. Abschnitt 2.1.1), so daf8 hierbei mit
Obstruktionen und zwar in der dritten Hochschild-Kohomologie der zugrundeliegenden Algebra zu
rechnen ist. Dieses Problem ergibt sich aus der Forderung der Assoziativitdt, die tatsichlich die
einschneidendste Bedingung in Definition 1.2.1 darstellt. Es muf also mit zusitzlichen Argumenten
gezeigt werden, daf diese Obstruktionen de facto vermieden werden kénnen, da sich die betreffende
Kohomologie als isomorph zu T'°(A’TM) also fiir dim(M) > 3 keineswegs trivial erweist. Die
nachfolgend erwihnten Existenzsitze zeigen, dafi dies tatsichlich der Fall ist:

Zunéchst haben Neroslavski und Vlassov in [83] durch eine kohomologische Analyse zeigen
kénnen, dafi die dritte de Rham-Kohomologie von M als mégliche Quelle von Obstruktionen auf-
tritt, so daf falls H2 (M;C) = 0 erfiillt ist, die Existenz von Sternprodukten gesichert ist. Wenig
spiter zeigten Cahen und Gutt in [26], daf} fiir Kotangentenbiindel parallelisierbarer Mannigfal-
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tigkeiten immer Sternprodukte existieren, was in [32] von DeWilde und Lecomte kurz darauf auf
beliebige Kotangentenbiindel ausgedehnt wurde. Im selben Jahr gelang diesen Autoren in [33] auch
der Nachweis der Existenz von Sternprodukten auf beliebigen symplektischen Mannigfaltigkeiten,
der in [34] eine Erweiterung um ein Klassifikationsresultat erfuhr. Unabhingig davon gab Fedo-
sov in [42, 43, 44] einen lange Zeit unbeachteten Existenzbeweis, der erst durch die Arbeit [45]
allgemein bekannt wurde und auf einer eleganten, expliziten Konstruktion von Sternprodukten ba-
siert, auf die wir in Abschnitt 1.3 noch ndher eingehen werden. Einen dritten Existenzbeweis fiir
symplektische Mannigfaltigkeiten erbrachten Omori, Maeda und Yoshioka in [90]. Insgesamt ist
die Ixistenz von Sternprodukten hiermit fiir beliebige symplektische Mannigfaltigkeiten gesichert,
was einen entscheidenden Vorteil gegeniiber anderen Methoden wie zum Beispiel der geometri-
schen Quantisierung darstellt, die eine mit topologischen Bedingungen verbundene Existenz von
Pri-Quantenbiindeln voraussetzt.

Satz 1.2.5 ([33, 42, 90]) Auf jeder symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w) existiert ein (sogar
differentielles) Sternprodukt.

Abschlieflend wollen wir noch bemerken, dafi Kontsevich in [74] die Existenz von Sternprodukten
fiir beliebige Poisson-Tensoren auf R™ nachgewiesen hat. Ein Nachweis der Existenz fiir beliebige
Mannigfaltigkeiten ergibt sich mit dem dortigen Beweis, indem man die in [75, 105] formulierte
formality conjecture beweist. Fiir eine weiterfiihrende Diskussion der Deformationsquantisierung
von Poisson-Mannigfaltigkeiten verweisen wir auf [89], wo auch physikalische Aspekte diskutiert
werden und auf [29], wo eine angepafite Version der Fedosov-Konstruktion Verwendung findet, um
mit der Existenz von Sternprodukten fiir Poisson-Strukturen auf R” auf die Existenz auf beliebigen
Mannigfaltigkeiten zu schlieflen.

1.2.3 Aquivalenz von Sternprodukten

Wie man schon an den Beispielen auf T*R”™ erkennt, gibt es zu einer gegebenen symplektischen
Mannigfaltigkeit kein eindeutig bestimmtes Sternprodukt. Vielmehr sind in diesen Beispielen ver-
schiedene Sternprodukte die Konsequenz verschiedener Wahlen von Ordnungs-Vorschriften, den-
noch sind die Algebren auf eine mit dem klassischen Limes vertrdgliche Weise isomorph und man
nennt sie in diesem Sinne dquivalent. Um dieser Vieldeutigkeit (die auf 7*R™ tatsédchlich die Ein-
deutigkeit bis auf Wahl einer Ordnungs-Vorschrift bedeutet) von Sternprodukten im allgemeinen
Rechnung zu tragen, definiert man die Aquivalenz von Sternprodukten folgendermaBen:

Definition 1.2.6 ([8]) Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Zwei lokale Sternprodukte
* und ' heiffen dquivalent, falls es eine formale Potenzreihe

S=id+> V'S, (1.21)
r=1

von C-linearen, lokalen Operatoren S, : C*(M) — C*(M) mit S.(1) =0 fir r > 1 ¢ibt, so dafs
S(fxg)= (S~ (S9) (1.22)
fiir alle f,g € C>=(M)[[v]] gilt.

Fiir differentielle Sternprodukte definiert man analog den Begriff der differentiellen Aquivalenz:
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Definition 1.2.7 ([11, Def. 1.2]) Seien x und *' zwei differentielle Sternprodukte auf (M,w), die
dquivalent im Sinne der Definition 1.2.6 sind, dann heiffen x und %' differentiell dquivalent, falls
die C-linearen Operatoren S, fir alle r > 1 Differentialoperatoren sind.

Tatsédchlich kann man zeigen, dafi es fiir differentielle Sternprodukte keinen Unterschied zwischen
den beiden Begriffen der Aquivalenz gibt.

Satz 1.2.8 ([56, Thm. 2.22]) Seien x und x' zwei differentielle Sternprodukte, die im Sinne der
Definition 1.2.6 dquivalent sind, dann sind die C-linearen Abbildungen S, fir alle r > 1 Differen-
tialoperatoren.

Da wir uns in der vorliegenden Arbeit auf die Betrachtung von differentiellen Sternprodukten
beschrinken, meinen wir angesichts des obigen Satzes, wenn wir von Aquivalenz sprechen immer
differentielle Aquivalenz ohne diese Eigenschaft der Aquivalenztransformation immer zu betonen.

Offensichtlich ist der oben eingefiihrte Aquivalenzbegriff tatsichlich eine Aquivalenzrelation.
Geht man umgekehrt von einem (differentiellen) Sternprodukt x und einer formalen Reihe S von
lokalen Operatoren (von Differentialoperatoren) der Gestalt (1.21) mit S,(1) = 0 fiir » > 1 aus,
so definiert f« g :=S((S7Lf)x(S71g)) ein neues zu * dquivalentes (differentielles) Sternprodukt.
Insbesondere ist wegen S(1) = 1 die konstante Funktion 1 wieder das Einselement und durch Be-
trachtung der nullten Ordnung in » und des antisymmetrischen Anteils der ersten Ordnung in v
der Gleichung S(f*g) = (Sf)* (S¢) weist man leicht nach, daf «” die in Definition 1.2.1 gestellten
Bedingungen erfiillt. Diese Vorgehensweise zur Definition neuer Sternprodukte wird hdufig Verwen-
dung finden, um Sternprodukte mit bestimmten zus&tzlichen Eigenschaften aus bereits gefundenen
zu konstruieren.

Auch hier erhalten wir aus den in Abschnitt 1.1.2 bzw. Proposition 1.2.4 betrachteten Beispielen
ein erstes Ergebnis:

Proposition 1.2.9 Die Sternprodukte *s.a, *wey, *asia; *wiex Und *say auf (T*R™ wy) sind alle
zuetnander dquivalent. Insbesondere gilt

N_l((Nf) *sa (NG)) = [ *wen § = N((N_lf) XAstd (N_lg)) (1.23)

und

S_l((sf) *wick (99)) = f *wey g = S((S_lf) Ksdv (S_lg)) (1.24)
fiir alle f, g € C=(T*R")[[v]], wobei die /fquivalenztmnsfarm_ationen N und S explizit durch N =
exp(—5A) und S = exp(—ivA’) mit A = 9,0y, und A= 6M9_k0- gegeben sind.

Physikalisch gedeutet bedeutet der oben eingefiihrte Aquivalenzbegriff also eine Quantisierung
bis auf Wahl einer Ordnungs-Vorschrift und eine derartige Freiheit bei der Wahl eines Sternproduk-
tes ist insofern verstédndlich, als da aus rein klassischen Informationen eine bestimmte Ordnungs-
Vorschrift bestenfalls motiviert aber keinesfalls zwingend festgelegt werden kann. Die Forderung,
dafl S in nullter Ordnung mit der Identitdt beginnt, stellt hierbei die Kompatibilitdt mit dem klas-
sischen Limes sicher. Interessant ist nun natiirlich die Fragestellung, ob es Sternprodukte gibt, die
nicht in dem oben definierten Sinn dquivalent sind, so dafl die Wahl einer Ordnungs-Vorschrift nicht
die einzige Freiheit bei der Quantisierung darstellt. Uber viele Jahre hinweg haben sich verschiedene
Autoren im Zuge der verschiedenen Existenzbeweise auch mit der Fragestellung der Klassifikation
von Sternprodukten bis auf Aquivalenz beschiftigt. Das gemeinsame Ergebnis dieser Untersuchun-
gen ist, dafl die Klassifikation topologische Eigenschaften der zugrundeliegenden symplektischen
Mannigfaltigkeit involviert:
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Satz 1.2.10 ([11, 31, 84, 85, 111]) Sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit, dann ist die
Menge der Aquivalenzklassen von Sternprodukten in Bijektion mit H% (M; C)[[v]].

Mit einfachen kohomologischen Methoden und mit Kenntnis der Hochschild-Kohomologie ist es
leicht zu sehen, daf fiir den Fall HZ,(M;C) = 0 alle Sternprodukte dquivalent sind (vgl. Proposition
2.1.2). Insbesondere sind hiermit alle Sternprodukte auf 7*R™ dquivalent, so daf die in Abschnitt
1.1.2 bzw. Proposition 1.2.9 gefundenen Beziehungen zwischen g4, *wey1, *asta, *wiax UNd *s4y nicht
weiter verwunderlich sind.

Die Vorgehensweisen zur Definition eines Elementes von HZ (M;C)[[v]] zu einer gegebenen
Aquivalenzklasse von Sternprodukten ist in der Regel bei verschiedenen Autoren unterschiedlich.
Bertelson, Cahen, Gutt zeigen in [11, Thm. 3.8], daf} der antisymmetrische Anteil der Differenz
der Bidifferentialoperatoren C} und C}, die die Sternprodukte x und *' beschreiben, die bis zur
Ordnung k iibereinstimmen (d.h C; = C! V0 <17 <k — 1), eine geschlossene Zweiform auf M lie-
fert, und daf} diese Sternprodukte genau dann dquivalent sind, wenn diese Zweiform exakt ist. Eine
analoge Aussage liefert der iiberarbeitete Existenzbeweis von DeWilde, Lecomte in [34]. Fedosov
kann in seiner Arbeit [45] zeigen, dafl die mit seiner expliziten Konstruktion gewonnenen Stern-
produkte, genau dann Aquivalent sind, wenn die in die Konstruktion eingehenden formalen Reihen
geschlossener Zweiformen kohomolog sind (vgl. Abschnitt 1.3), so daff auch hierdurch eine Klassi-
fikation durch HZ, (M;C)[[v]] nahegelegt, wenn auch nicht bewiesen, ist. Indem Nest und Tsygan
in [84, 85] jedoch zeigen kénnen, daf jedes Sternprodukt zu einem mit der urspriinglichen Fedosov-
Konstruktion gewonnenen Sternprodukt dquivalent ist, ist klar, dafl das Resultat von Fedosov eine
allgemeine Klassifikation von Sternprodukten impliziert. In [31] fithrt Deligne ein Klassifikations-
schema fiir Sternprodukte ein, das in kanonischer und funktorieller Weise eine Bijektion zwischen
Aquivalenzklassen von Sternprodukten und Elementen von % + HZ (M; O)[[v]] liefert. Die einem
Sternprodukt x zugeordnete Klasse ¢(x) nennt man die charakteristische Klasse. Mit dieser von
Deligne gegebenen Definition stellt sich nun die Frage, wie die bisherigen Klassifikationsergebnisse
in diesen funktoriellen Rahmen eingeordnet werden kénnen. In Abschnitt 2.3 kdnnen wir zeigen,
wie die charakteristische Klasse des urspriinglichen Fedosov-Sternproduktes mit der von Fedosov
definierten, klassifizierenden Klasse in Beziehung steht. Hiermit ist dann aber auch die Briicke
zu den Ergebnissen von Nest und Tsygan geschlagen, da deren Klassifikation auf dem Vergleich
mit Fedosov-Sternprodukten basiert. Einen Uberblick iiber die Arbeit von Deligne findet man in
[56], wo insbesondere ein Vergleich mit der Klassifikationsmethode von DeWilde, Lecomte gegeben
wird. Die fiir unsere Belange wichtigen Ergebnisse haben wir [56] folgend in 2.2 dargestellt. Fiir
Sternprodukte mit Separation der Variablen auf einer Kihler-Mannigfaltigkeit (vgl. Kapitel 3) hat
Karabegov in [68] eine speziellere kohomologische Klassifikation gegeben, die auf der von Deligne
eingefiithrten Klassifikationsmethode basiert.

1.3 Die verallgemeinerte Fedosov-Konstruktion

In diesem Abschnitt wollen wir die Fedosov-Konstruktion von Sternprodukten studieren, da diese
neben der Existenzaussage fiir Sternprodukte auf symplektischen Mannigfaltigkeiten eine explizite,
rekursive Konstruktions-Vorschrift fiir Sternprodukte liefert. Da wir insbesondere an Sternproduk-
ten mit speziellen Eigenschaften in Situationen interessiert sein werden, in denen die symplektische
Mannigfaltigkeit zusitzliche Strukturen besitzt, etwa eine K&hler-Mannigfaltigkeit oder das Ko-
tangentenbiindel T7() einer Mannigfaltigkeit @ ist, nehmen wir im Vergleich zur urspriinglichen
Fedosov-Konstruktion, wie sie in [45, 46] dargestellt ist, einige geringfiigige Verallgemeinerungen
vor. Zum Teil sind diese Verallgemeinerungen schon in den gemeinsamen Arbeiten mit M. Borde-
mann und S. Waldmann [18, 19] und in der Dissertation [109] verwendet worden.
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1.3.1 Definitionen und Grundlagen

Diesen ersten Abschnitt verwenden wir, um die von uns verwendete Notation zu erkldren und um
die grundlegenden Definitionen bereitzustellen. Im weiteren sei M eine differenzierbare Mannigfal-
tigkeit, dann definieren wir

WOAM) = (XZoC(I(VT™M @ AT M))) [[v]]. (1.25)

Um die Notation nicht unnétig zu komplizieren, treffen wir die Vereinbarung, immer die komple-
xifizierten Biindel zu betrachten, ohne dies explizit zu erwdhnen. Im weiteren werden wir oft von
faktorisierten (homogenen) Schnitten in den Biindeln \/*T*M @ AT*M Gebrauch machen, um die
Abbildungen zu definieren, welche fiir uns von Wichtigkeit sind. Damit sind Schnitte der Gestalt

FJ‘ = I/nJT]‘ (039 o5

mit 7; € I°(V/7T*M), o; € I°(A\"T*M) gemeint (j sei hierbei aus einer Indexmenge I). Auf
solchen Schnitten definieren wir die Grad-Abbildungen deg,,deg,, deg, durch

degst = S]‘Fj, degaFj = aij, degij = I/@UF]‘ :nij
und erweitern linear zu Abbildungen
deg,,deg,,deg, : WOA(M) — WRA(M).

Auf die entsprechenden Grade beziehen wir uns als symmetrischen, antisymmetrischen und v-
Grad. Fiir den Raum der Elemente in W®A(M) mit antisymmetrischem Grad a schreiben wir
W@A* (M) und fiir den Raum der Elemente mit antisymmetrischem Grad Null kurz W(M) :=
W®A?(M). Einen Endomorphismus £ von W@A (M) nennen wir (homogen) vom Grad (s, a,n),
falls fiir homogenes Iy wie oben definiert gilt, daf§

degs(EFl) = (S—|— Sl)EFl dega(EFl) = (a—l— al)EFl degy(EFl) = (n—l— nl)EFl.

Fiir zwei Elemente a,b € W@ A(M) definieren wir ihr punktweises, undeformiertes, mit ab = p(a@b)
bezeichnetes Produkt durch das symmetrische V-Produkt im ersten Tensorfaktor und das anti-
symmetrische A-Produkt im zweiten Tensorfaktor. W@ A (M) wird durch dieses Produkt zu einer
assoziativen, superkommutativen (d.h. ab = (=1)%lPlba, fiir deg, a = |a|a,deg, b = |b|b) Algebra
mit Eins. Offensichtlich sind die Grad-Abbildungen deg,, deg,, deg, Derivationen des undeformier-
ten Produktes und W@ A(M) ist beziiglich des antisymmetrischen Grades eine gradierte Algebra.
Beziiglich des symmetrischen Grades und des v-Grades ist W®@A(M) nur noch formal gradiert,
da W@A(M) nur noch das kartesische Produkt aber nicht die direkte Summe der jeweiligen ho-
mogenen Elemente ist. Mit ¢ : W@A(M) — C*(M)[[v]] bezeichnen wir die Abbildung, die auf
den Unterraum mit symmetrischem und antisymmetrischem Grad Null projiziert, welche offen-
sichtlich ein Homomorphismus des undeformierten Produktes ist. Fiir ein Vektorfeld X € ' (T'M)
bezeichnen wir die symmetrische Einsetzabbildung in den symmetrischen Anteil eines Elementes
von W@A(M) mit i5(X) und mit ¢,(X) bezeichnen wir die antisymmetrische Einsetzabbildung in
den antisymmetrischen Anteil. Offensichtlich sind i,(X) bzw. ¢,(X) Superderivationen vom Grad
(—1,0,0) bzw. (0,—1,0). Wir betrachten nun faserweise assoziative formale Deformationen o des
undeformierten Produktes von der Form

aob:Zyr,u,,(a,b), (1.26)
r=0
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wobei po(a,b) = ab das undeformierte Produkt sei und g, fiir » > 1 durch
fhr (@, b) = pllrdvdng (95 i (05 )aig(95) - . is(5,)b (1.27)

gegeben sei. Hier bezeichnen 0; fiir 1 < ¢ < dim (M) Koordinatenvektorfelder in einer lokalen Karte
von M und g7t die Komponenten eines Tensorfeldes p,. € T°°(\/"TM @ \/"T M) beziiglich
dieser Karte. Die Bedingung der Assoziativitidt von o liefert offensichtlich algebraische Bedingungen
an die Tensorfelder pu,., die aber in den von uns konkret betrachteten Féllen erfiillt sein wird. Da
derartige Deformationen den antisymmetrischen Grad unberiihrt lassen, ist (W®A(M), o) eine
deg,-gradierte Algebra. Dagegen ist das deformierte Produkt im allgemeinen weder formal deg,-
noch deg, -gradiert. Aufgrund der speziellen Gestalt von o gilt jedoch, daf§

Deg := 2deg,, + deg, (1.28)

eine Derivation von o ist und somit (W@A(M), o) zu einer formal Deg-gradierten Algebra wird.
Vermége des Deg-Grades 148t sich die folgende Filtrierung von W@ A (M) definieren: Man definiert
Wi @A(M) als diejenigen Elemente in W@A(M), deren Deg-Grad gréfier oder gleich £ ist, dann
gilt offensichtlich

WRA(M) = Wo@A(M) D Wi @A(M) D Wo@A(M) D ---D {0} (1.29)

und ﬁ W@ A(M) = {0}, (1.30)
k=0

womit Deg eine absteigende Filtrierung definiert, die mit o vertriglich ist, da Deg eine Derivation
beziiglich o ist. Offensichtlich 148t sich nun jedes Element a € W&A(M) als eine (unendliche)
Summe von Deg-homogenen Elementen a = > ;7 a'® mit Dega® = kal® schreiben, weshalb
W&A(M) das kartesische Produkt aller Deg-homogenen Elemente ist. Beziiglich o definieren wir
deg,-gradierte Superkommutatoren und schreiben ad,(a)b := [a, b],.

Wir wollen nun noch eine Aussage beweisen, die unter gewissen Bedingungen an das faserweise
Produkt die zentralen Elemente von (W®A(M), o) eindeutig charakterisiert.

Lemma 1.3.1 Falls fiir das Tensorfeld jn € I'>°(TM @ T M), welches die erste Ordnung des faser-
weise deformierten Produktes o beschreibt gilt, daf§ Alt(u1) nicht ausgeartet ist, so ist ein Element
a € WRA(M) zentral, d.h. fir alle b € WRA(M) gilt ado(a)b = 0 genau dann, wenn deg, a = 0,
dh. a =10 o mita € I°(NT*M)[[v]]. Hierbei ist Alt(uy) € T(N\*TM) fir 3,y € I'°°(T*M)
durch (Alt(u1))(8,7) = §(11(8,7) — 11 (7, 8)) definiert.

BEWETISs: Sei also a € WA (M) zentral, dann gilt fiir ein beliebiges b = T'® 1 wobei T' € T (T* M) offenbar
0 =ads(a)b= I/(/,Li’j—/,t‘{’i)is (0;)Ts(0;)a. Da Alt(p1) nach Voraussetzung nicht ausgeartet ist und 7" beliebig
ist, folgt aber ¢;(X)a = 0 fiir alle X € T'*°(TM), also mufl @ vom symmetrischen Grad 0 sein oder a = 0.
Umgekehrt ist aufgrund der Gestalt des faserweisen Produktes o offensichtlich, daf fiir alle a € W@A(M)
mit deg, a = 0 ad,(a) = 0 gilt. O

Die soeben bewiesene Aussage wird es uns in konkreten Beispielen, in denen die Bedingung an
w1 erfiillt ist, erlauben aus der Tatsache, dafl ein Element zentral ist, auf seine Gestalt zu schlieflen.

Bevor wir mit dem allgemeinen Teil der Fedosov-Konstruktion fortfahren, wollen wir an dieser
Stelle einige wichtige Beispiele fiir Deformationen o angeben, die wir im weiteren Verlauf der Arbeit
niher diskutieren werden.

Beispiele 1.3.2  i.) Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit, dann definiert

aogb = 11 0 exp (gmis(@) 2is(0))) (a2 ) (1.31)
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ein assoziatives Produkt der Gestalt wie in Gleichung (1.26). Hierbei bezeichne AY die Kom-
ponenten des zur symplektischen Form w gehdrenden Poisson-Tensors, die mit denen der
symplektischen Form in der Beziehung wijij = 52 stehen. Dieses Produkt wurde von Fe-
dosov bei seiner urspringlichen Konstruktion verwendet, weshalb wir es als das Fedosovsche
faserweise Produkt bezeichnen.

ii.) Sei (M,w,I) eine Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit (d.h. die entsprechende Kdhler-Metrik muf
nicht notwendigerweise positiv definit sein), dann definieren wir das faserweise Wick-Produkt
als

2V 47, .=
ot i= oo (ZLgfi(2) 0 () ) (w o), (132

wobei in einer holomorphen Karte w = %gkjdzkAdEl gelte und der zugehorige Poisson-Tensor
durch A = %gkle A Z; mit gklgni = 8% gegeben sei. Dieses faserweise Produkt wurde in [20]
von M. Bordemann und S. Waldmann benutzt um ein Sternprodukt vom Wick-Typ zu konstru-
teren und wird von uns in Kapitel 3 in einer Verallgemeinerung der dortigen Vorgehensweise
eingesetzt werden, um fir alle Sternprodukte vom Wick-Typ eine Konstruktion anzugeben.

iii.) Eng verwandt mit dem vorangehenden Beispiel ist das faserweise Produkt mit Separation der
Variablen auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit (M, —w, I), welches durch

v 3. = .
@0sqvh := o exp (i—ygklzs(Zl) ® zs(Zk)) (a®@b) (1.33)

gegeben ist und sich von owiq nur durch die vertauschten Rollen von holomorphen und an-
titholomorphen Koordinaten unterscheidet, so daf fir a,b € WQA(M) mit deg, a = |ala und
deg, b = |b|b

aodeb = (_1)|a||b|bowicka (1'34)

gilt. Dieses faserweise Produkt werden wir in Abschnitt 3.5. noch bendtigen, um eine Fedosov-
Konstruktion fir die von A. Karabegov in [67] definierten Sternprodukte anzugeben.

Grundlegend fiir das weitere Vorgehen sind die folgenden faserweisen Endomorphismen von

W@A(M), die durch
§:=(1®@da%)ig(9;) und & = (da’ @ 1)in(8;) (1.35)

definiert sind, wobei wir wiederum lokale Koordinaten von M verwendet haben. Offensichtlich sind
sowohl ¢ als auch §* unabhingig von der verwendeten Karte definiert und man rechnet sofort nach,
dafy

P =5%=0 (1.36)

gilt. Zudem sind § bzw. §* deg,-gradierte Derivationen des undeformierten Produktes vom Grad
(—1,1,0) bzw. (1,—1,0). Aufgrund der speziellen Form des deformierten Produktes o ist § auch
eine o-Superderivation, wohingegen dies fiir 6* im allgemeinen nicht der Fall ist. Wegen §2 = 0
definiert ¢ eine Kohomologie, deren Struktur fiir die Fedosov-Konstruktion grundlegend ist, und
die fast trivial ist, wie wir gleich einsehen werden. Hierzu definiert man fiir homogene Elemente
a € WRA(M) mit deg, a = ka und deg, a = la die Abbildung §=! durch
1 —8*a falls k+1#0
o= { 0 falls kti=0 (1.37)
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und erweitert linear zu einer Abbildung 6! : W@A(M) — W@A(M). Durch einfaches Nachrech-
nen findet man, daf fiir alle « € W@A(M) die Gleichung

a=38"ta+ 8 a+o(a) (1.38)

gilt, die von Fedosov aus naheliegenden Griinden als Hodge-de Rham-Zerlegung bezeichnet wird
und die die Kohomologie von § in allen symmetrischen und antisymmetrischen Graden bestimmt.
Die Abbildung —§ wird im folgenden Abschnitt, in dem wir die Fedosov-Derivation einfiihren, als
Term mit dem niedrigsten Homogenitdtsgrad beziiglich der Deg-Gradierung der Fedosov-Derivation
Verwendung finden.

1.3.2 Fedosov-Derivation und Fedosov-Taylor-Reihe

Bevor wir nun die weiteren Bestandteile der Fedosov-Konstruktion anfithren, wollen wir noch ei-
niges iiber die ihr zugrundeliegende Philosophie sagen. Die Idee ist es, eine Unteralgebra der Al-
gebra (W®A(M), o) auszuzeichnen, welche in Bijektion zu den Elementen mit symmetrischem
und antisymmetrischem Grad Null, also zu C*(M)[[v]], ist und ein deformiertes Produkt auf
C*>(M)[[v]] durch Zuriickziehen des Produktes o auf dieser Unteralgebra mittels dieser Bijektion
zu definieren. Dabei ist darauf zu achten, dafl die Bijektion in gewissem Sinn geniigend nicht-
trivial ist, um tatsdchlich ein deformiertes Produkt zu erhalten; so kann man z.B. zeigen, dafl zwar
ker(d) Nker(deg,) die erwdhnten Eigenschaften besitzt, das induzierte Produkt aber gerade wieder
das urspriingliche undeformierte Produkt liefert. Die Idee ist es nun, eine Superderivation von o zu
finden, deren Kern in Bijektion zu C*°(M)[[v]] steht. Die Eigenschaft Superderivation von o zu sein
impliziert ndmlich, dafl ihr Kern eine o-Unteralgebra ist. Auflerdem fordern wir, dafl das Quadrat
der Superderivation verschwindet, was qualitativ formuliert sicher stellt, daf§ ihr Kern ,geniigend
grof3“ ist. Wir werden in diesem Abschnitt eine solche Superderivation, die Fedosov-Derivation,
rekursiv definieren und zusitzlich die Abbildung, die Fedosov-Taylor-Reihe, welche einem Element
in C*°(M)[[v]] das korrespondierende Element im Kern dieser Superderivation zuordnet. Auflerdem
werden wir einsehen, dafi die Umkehrabbildung dieser Abbildung gerade durch die Einschrinkung
der Abbildung ¢ auf den Kern der Superderivation gegeben ist, und somit eine recht explizite
Konstruktions-Vorschrift fiir ein assoziatives Produkt % auf C*(M)[[v]] finden, welches unter ge-
wissen Voraussetzungen eine Deformation des punktweisen Produktes ist.

In Fedosovs urspriinglicher Konstruktion ist das wesentliche neue Element ein Endomorphismus
von W@A (M), der nicht von einer faserweise definierten Abbildung herkommt. Vermdoge eines torsi-
onsfreien Zusammenhangs V auf M definiert Fedosov eine Abbildung V : W@A(M) - WRA(M)
durch

V= (1@dz")Va,, (1.39)

die vom Grad (0, 1,0) also vom Deg-Grad Null ist. Durch einfaches Nachrechnen erhilt man, daf
V? eine faserweise Abbildung ist, die durch die Kriimmung des Zusammenhangs festgelegt ist.
Dariiberhinaus stellt man fest, dal V(1 ® o) = 1@ da fiir alle o € I (AT*M)[[v]] gilt, wobei d die
duflere Ableitung bezeichnet. Weiter findet man, dafl wegen der Torsionsfreiheit von V die Gleichung
[6, V] = 0 erfiillt ist. Ohne weitere Voraussetzungen sind V und o nicht miteinander vertriglich,
weshalb wir also solche Zusammenhdnge suchen miissen, die V zu einer o-Superderivation vom
deg,-Grad 1 machen. Das obige konkrete Beispiel legt also folgende Verallgemeinerung nahe: Wir
betrachten eine o-Superderivation D vom antisymmetrischen Grad 1 und vom totalen Grad 0 mit
folgenden Eigenschaften: [§, D] = 0, D(1@a) = 1@da fiir alle o € I (AT*M)[[v]], D* = —Lado(R)
mit einem Element B € W®A*(M), vom totalen Grad 2. Da R hierdurch offensichtlich nur bis
auf zentrale Elemente festgelegt ist, werden wir in den meisten konkreten Situationen Elemente
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R finden, die vom Grad (2,2,0) sind, die die noch zu nennenden weiteren Voraussetzungen fiir
die Fedosov-Konstruktion erfiillen. Weiter fordern wir, daf§ die Gleichungen R = DR = 0 erfiillt
sind, die im Fall eines torsionsfreien Zusammenhangs gerade den beiden Bianchi-ldentitaten fiir den
Kriimmungstensor entsprechen. Offensichtlich muf} o hinreichend nicht-trivial sein, damit es {iber-
haupt nicht-triviale quasi-innere Superderivationen geben kann. Mit einer solchen Superderivation
D sind alle Voraussetzungen fiir folgenden Satz [45, Thm. 3.2] bzw. [46, Thm. 5.3.3] erfiillt:

Satz 1.3.3 ([18, Thm. 2.1], [87, Thm. 2.1]) Sei D : WRA(M) - W A(M) eine C[[v]]-lineare
o-Superderivation vom deg,-Grad 1 und Deg-Grad 0, so daff [§,D] =0, D(1® «) = 1@ da fir alle
o € I (AT*M)[[V] und D* = —Lado(R) mit einem Element R € W@A*(M) vom totalen Grad
2, welches R = DR = 0 erfillt, gilt. Sei weiter Q =3 7", V' eine formale Reihe geschlossener
Zweiformen auf M und s € Ws(M) mit o(s) = 0 gegeben. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes

Element r € Wo@AY (M) derart, daf

1
Sr=Dr—=ror+R+190Q und & 'r=s. (1.40)
v

Dariiberhinaus erfillt r die Gleichung

1
r:(Ss—l—(S_I(Dr——ror—l—R—l—l@Q), (1.41)
v
aus welcher r rekursiv bestimmt werden kann. In diesem Fall ist die Fedosov-Derivation
D= —6+ D — Tady(r) (1.42)
v

eine Superderivation vom deg,-Grad 1 beziiglich o und es gilt D% = 0.

Fedosov nennt © einen flachen Zusammenhang fiir das Biindel W@ A(M). Entscheidend fiir den
Beweis ist die fast triviale 6-Kohomologie (vgl. Gleichung (1.38)).

Bemerkung 1.3.4 i) Man kann den Satz 1.3.3 auch formulieren, indem man auf die Voraus-
setzung D(1 @ ) = 1 @ da fiir alle o € U (ANT*M)[[v]] verzichtet, dann ist aber auch die
Voraussetzung an die formale Reihe £ von Zweiformen zu modifizieren. Hierzu dberlegt man
sich leicht, daf aufgrund der anderen Voraussetzungen an die Abbildung D, die tatsdchlich
zwingend sind, D(1®a) = 1@da fiir alle o € I (AT M)[[v]] gilt, wobei d die Eigenschaften
d> = 0 und d(a A B) = da A B+ (~D)Fa A dB fir a € T(N'T*M), B € T°(NT*M) be-
sitzt. Also ist in diesem Fall die Geschlossenheit von €); durch die Bedingung dS); zu ersetzen.
Die oben gemachte zusdtzliche Voraussetzung entspricht also der zusdtzlichen Forderung, dafl
Df = 1®df fir alle f € C>(M) gilt, da dann nach der eindeutigen Charakterisierung der
dufleren Ableitung d = d folgt. Von diesem Standpunkt gesehen ist die obige Formulierung
also sehr nahe an der allgemeinst méglichen. Da wir aber in der vorliegenden Arbeit immer
Abbildungen D betrachten werden, die den Voraussetungen von Satz 1.3.3 geniigen, wollen
wir darauf verzichten auf diesen etwas allgemeineren Fall ndher einzugehen.

ii.) Offensichtlich ist das Element R in den Voraussetzungen von Satz 1.3.3 vom totalen Grad
2, das D? = —%ado(R) und 6R = DR = 0 erfillt, hierdurch nur bis auf die Addition eines
Terms der Form 1 @ v mit einer geschlossenen Zweiform 9 auf M eindeutig bestimmt, da
dieser Term zentral ist und offensichtlich im Kern von 6 und D liegt. Da aber Q eine beliebige
formale Rethe geschlossener Zweiformen ist, wird diese Freiheit in der obigen Formulierung
schon mitberiicksichtigt.
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iii.) In [71] haben Karabegov und Schlichenmaier eine Fedosov-Konstruktion fiir Sternprodukte
auf Fast-Kdhler-Mannigfaltigkeiten angegeben, bei der auf die Bedingung [§, D] = 0 verzichtet
werden muf, da dort die Abbildung D auf einem faktorisierten Schnitt S@a durch D(S®@a) =
Vs, 5 @ dz' Ao+ S @ do definiert ist, wobei V ein Zusammenhang ist, dessen Torsion nicht
verschwindet. Diese konkrete Situation kann natirlich auch in vollig allgemeinem Rahmen
behandelt werden: Gilt nimlich [8, D] = Lado(T) mit einem Element T € W@A*(M) vom
totalen Grad 1 (also gilt deg, T =T), welches zusdtzlich §T = 0 und DT = 0 R erfillt, wobei
D? = —%ado(R) mit DR = 0, so existiert analog zu obigem Satz ein eindeutig definiertes
Flement r € W2®A1(M) derart, daf §~'r = s und ér = Dr — %ror—l—T—l—R—l— 1®Q, welches
dariiberhinaus rekursiv aus r = 8s + 61 (Dr — %r or+T+R+1® Q) bestimmt werden
kann und in diesem Fall gilt auch ©* = 0. Wir werden auf diese Situation noch in Abschnitt
1.3.7 zu sprechen kommen und zeigen, dafs diese Art der Fedosov-Konstruktion dquivalent zu
ewner der in Satz 1.3.3 angegebenen ist. Dort werden wir auch einen Beweis fir diese etwas
allgemeinere Situation angeben, der fir den Spezialfall T = 0 natirlich auch einen Beweis
fiir Satz 1.3.3 liefert.

iv.) Neben der Verallgemeinerung hinsichtlich der Abbildung D und des faserweisen Produktes
o haben wir gegeniiber der von Fedosov gegebenen Formulierung des Satzes 1.3.3 zusdtzlich
die Normierungsbedingung 6~'r = s, die bei Fedosov durch §~'r = 0 gegeben ist, eingefiihrt.
In Abschnitt 1.3.6 werden wir fiir einige Anteile von s eine Interpretation dieser Normie-
rungsbedingung liefern, die grob gesprochen besagt, daff hierdurch auf einfachste Weise eine
gewisse Schar von mdglichen Wahlen der Abbildung D und alle méglichen Wahlen einer zu
Q kohomologen formalen Reihe geschlossener Zweiformen parametrisiert wird. Im Spezialfall
der urspriinglich von Fedosov angegebenen Konstruktion werden wir zeigen kénnen, daff durch
emen Anteil von s alle moglichen Wahlen eines symplektischen, torsionsfreien Zusammen-
hangs, der dort in D eingeht, parametrisiert werden.

Der néchste wichtige Schritt in der Fedosov-Konstruktion besteht darin, die flachen Schnitte
a € W(M), also diejenigen Elemente mit ®a = 0, in Bijektion mit C*(M)[[v]] zu bringen. Auch
hier geben wir eine kleine Verallgemeinerung von Fedosovs Resultat [45, Thm. 3.3] an:

Satz 1.3.5 ([18, Thm. 2.2]) Sei 2 = -6 + K : WRA(M) — WoA(M) eine C[[v]]-lineare
Abbildung vom deg,-Grad 1 mit 22 = 0, wobei K den Deg-Grad nicht verringere.

i.) Dann existiert fir alle f € C*(M)[[v]] ein eindeutig bestimmtes Element 7z (f) € ker(Z) N
W(M), so dafs

o(rz(f)) = f (1.43)

gilt und 7z : C=(M)[[v]] — ker(Z) " W(M) eine C[[v]]-lineare, bijektive Abbildung ist, die

man die Fedosov-Taylor-Reihe zu Z nennt.

ii.) Ist zudem K von der Form K =2, KO mit homogenen Abbildungen KO vom Deg-Grad [,
dann gilt fir f € C*(M) fir tz(f) = Y50 2 () mit Degrz (f)F) = krz(£)™* folgende
Rekursionsformel:

rz(N0 =
k
Tg(f)(k‘l'l) — 51 (Z ]C(I)Tz(f)(k—l)) ) (1.44)
(=0

iii.) Ist Z eine o-Superderivation, wie man sie etwa nach Satz 1.3.3 konstruieren kann, dann ist
ker(Z) N W(M) eine o-Unteralgebra und durch Zuriickziehen von o mit 7z erhdlt man ein
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neues (unter gewissen Voraussetzungen deformiertes) assoziatives Produkt + z auf C>(M)[[v]]

durch
frzg:=0(rz(f)oTz(g9)). (1.45)

BEwEIs: Der Vollstdndigkeit halber geben wir einen Beweis dieses Satzes an, wir folgen hierbeil im we-
sentlichen der Darstellung in der Dissertation [109, Anhang B.1.1]. Um die Gleichung Z7z(f) = 0 unter
der Bedingung o(rz(f)) = f fiir ein fest gewahltes aber beliebiges f € C®(M)[[v]] zu lésen, wenden
wir auf diese §~1 an und erhalten mit der Zerlegung (1.38), dal 7z(f) dann wegen o(rz(f)) = f und
§71rz(f) = 0 die Gleichung 7z (f) = f + §"'Krz(f) erfilllen muB. Wir betrachten also die Abbildung
Ty : W(M) — W(M), die fiir a € W(M) durch Tya := f + §~'Ka definiert ist. Beziiglich der in Anhang
A .2 eingefithrten Metrik auf W@A(M) ist die Abbildung 7 kontrahierend, da K den Deg-Grad nicht ver-
ringert und 6! den totalen Grad um eins erhht. Es gibt also einen eindeutigen Fixpunkt by € W(M)
von T}, fiir den by = Tyby = f + 37 'Kbs gilt. Fiir diesen Fixpunkt gilt offensichtlich o(bs) = f. Als
néchstes zeigen wir, dafl dieser Fixpunkt im Kern von Z liegt. Hierzu leiten wir eine Fixpunkt-Gleichung
fiir Zb; ab, deren einzige Losung durch 0 gegeben ist. Wegen der Zerlegung (1.38) gilt unter Benutzung
von T¢by = by und o(by) = f offensichtlich 671 Zb; = —by + T¢b; = 0. Mit Z? = 0 erhalten wir wei-
ter 0 = Z%b; = —32Zb; + KZby, so daBl wir wiederum mit der Zerlegung (1.38) wegen o(Zbs) = 0 und
§71Zb; = 0 die Gleichung Zb; = §='KZb; erhalten. Da K den totalen Grad nicht verringert und =!
ihn um eins erhéht, ist die Abbildung §='K : W@A (M) = WoA (M) wiederum kontrahierend beziiglich
der in Anhang A.2 eingefiihrten Metrik, so dal =K einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Da aber =K
linear ist, ist 0 trivialerweise ein Fixpunkt dieser Abbildung und die Eindeutigkeit des Fixpunktes impliziert
Zby =0, also gilt by € ker(Z). Also erfiillt der Fixpunkt b; von Ty die Gleichungen, die 7z (f) erfiillen soll.
Da aber ein Element, das diese Gleichungen erfiillt, wie wir oben gesehen haben immer auch Fixpunkt von
Ty ist, folgt aus der Eindeutigkeit dieses Fixpunktes auch, dafi 7z (f) durch 7z(f) € ker(Z) N W(M) und
o(rz(f)) = f eindeutig bestimmt ist. Wir zeigen nun, dafi f — 7z(f) eine C[[v]]-lineare Abbildung ist. Sei
hierzu f = ki f1 + kafe € C®(M)[[V]] mit f1, f2 € C®°(M)[[v]] und k1, k2 € C[[v]], dann erfilllt 7z(f,) fir
r = 1,2 die Fixpunkt-Gleichung 7% 7z (f,) = f, + 7 'K7rz(f+) = 7z(f;). Mit der C[[v]]-Linearitat von §=!
und K folgt hieraus aber

kirz(fi) + katz(fo) = kifi + kofo + 671K (kimz (f1) + ka72 (f2))

also erfillt k172 (f1) + ka7z(f2) dieselbe Fixpunkt-Gleichung wie 7z (f) und mit der Eindeutigkeit des Fix-
punktes folgt 7z(f) = ki7z(f1) + karz(f2) also die C[[v]]-Linearitat von 7z. Es bleibt noch zu zeigen,
daBl 7z eine Bijektion zwischen C*(M)[[v]] und ker(Z) N W(M) ist. Die Injektivitdt ist trivial, da fiir
fi, fa € C®°(M)[[V]] aus Tz (f1) = 7z (f2) durch Anwenden von o direkt f1 = fa folgt. Es bleibt zu zeigen,
daB 7z surjektiv ist. Sei hierzu a € ker(Z) N W(M), dann folgt fiir ¢ mit der Hodge-de Rham-Zerlegung
aus Za = 0 die Fixpunkt-Gleichung a = o(a) + §~'Ka, womit a Fixpunkt von T5(a) 1st. Dieser ist aber
eindeutig und durch 7z(o(a)) = a gegeben, womit 7z also auch surjektiv ist. Die Rekursionsformel fiir
rz(f) mit f € C>°(M) erhilt man direkt aus der Fixpunkt-Gleichung 7z (f) = f + 0~ 'K7z(f), indem man
diese nach dem totalen Grad sortiert. Zum Beweis des dritten Teils beachten wir, daff der Kern einer o-
Superderivation eine o-Unteralgebra ist, so dafi ker(Z) N W(M) als Durchschnitt zweier o-Unteralgebren
wieder eine o-Unteralgebra ist. Da nun o assoziativ ist und 7z eine C[[v]]-lineare Bijektion ist, liefert das
Zuriickziehen von o ein assoziatives C[[v]]-bilineares Produkt xz auf C*(M)[[v]]. Fir f,g € C®(M) gilt
zudem fxz g = o(rz(f) o 72(9)) = fg + O(v), so daBl die unterste Ordnung von *z in v tatsichlich durch
das punktweise Produkt gegeben ist. d

1.3.3 Eigenschaften der Fedosov-Taylor-Reihe 7z und der Produkte xz

Wir tragen an dieser Stelle noch einige allgemeine Eigenschaften, der Fedosov-Taylor-Reihe 72 und
der induzierten, assoziativen (deformierten) Produkte xz zusammen, die fiir manche Spezialfille
der Fedosov-Konstruktion aus der Literatur bekannt sind, aber in etwas schwicherer Form auch in
volliger Allgemeinheit Giiltigkeit haben (vgl. [20, Thm. 3.4] und [18, Lemma 5.8]).
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Wir benétigen an dieser Stelle einige grundlegende Definitionen und Eigenschaften von Diffe-
rentialoperatoren, wie wir sie in unserer Arbeit [86, Bem. 3.4.17 und Anhang B.1] dargestellt haben,
die wir aber als bekannt voraussetzen.

Wir betrachten im weiteren sowohl Differentialoperatoren auf C*°(M) mit Werten in dem
C*(M)-Modul W@A(M), die wir mit Diff*(C>* (M), WRA(M)) bezeichnen, als auch C*(M)-
Differentialoperatoren auf dem C°°(M)-Modul W@A(M) mit Werten in W@A(M), die wir mit
Diffgoc (aryW@A(M)) bezeichnen.

Lemma 1.3.6 Sei Z eine o-Superderivation wie in Satz 1.3.5. Fir alle k € N ist dann die in Satz
1.3.5 definierte Abbildung

Co(M) 3 [ () e W(M)

ein Differentialoperator der Ordnung k, d.h. T(Zk) € Diff*(C®(M), W(M)). Schreibt man fiir k #

E—1
0 rz(f)®) = ZE:% ]Vlrg(f)gf_)zl, so sind also die Abbildungen C*(M) > [ — Tg(f)gf_)zl €
FOO(\/k_QlT*M) Differentialoperatoren der Ordnung k.

BEWEIS: Zum Beweis dieses Lemmas ben&tigen wir einige Aussagen iiber die Differentiationsordnung der in
der Rekursionsformel fiir 7z vorkommenden Abbildungen.

Sublemma 1.3.7 Sei Z = =5+ K : WRA(M) - WRA(M) eine C[[v]]-lineare o-Superderivation vom
deg,-Grad 1, wobei K = 3 ,° 0 KO mit homogenen Abbildungen K© vom Deg-Grad | den Deg-Grad nicht
verringere. Dann gilt § € Dzﬁcw (W®A( ), KO ¢ Dzﬁcw (W®A( )) fir alle | € N. Ferner gilt

071 € Diffe 31y (WOA(M)).

BEWEIS: Die Aussagen iiber die Differentiationsordnung der Abbildungen 6 und 6! sind offensichtlich, da
sowohl § als auch 6! faserweise Abbildungen sind und als solche mit der Linksmultiplikation mit Funktionen
fece(M) auf WRA(M) vertauschen. Sei nun K eine o-Superderivation, dann gilt fiir alle f € C* (M),
b€ WoA(M) die Gleichung E(f ob) = (Ef) ob+ fo (Eb) Wegen der Gestalt des faserweisen Produktes
o gilt aber foa = fa = l;a fir alle f € C°(M), a € W@A(M) und wir erhalten [K,l;]b = (Kf) o b.
Fir alle ¢ € C*(M) gilt wiederum wegen der Gestalt des faserweisen Produktes (Ef) o (gb) — g((ﬁf) o
b) = 0, d.h. die Abbildung b — (Ef) o b ist ein COO( )-Differentialoperator der Ordnung 0 und nach
Definition von Dzﬁcw yWaA(M)) folgt K e Dzﬁcw y(W@A(M)). Da alle Abbildungen KO firl € N
o-Superderivationen smd folgt hieraus die Behauptung. \V4

Die C-Linearitdt von Tg(f)(k) ist nach Satz 1.3.5 fiir alle £ € N klar. Wir beweisen nun die Aussage
iiber die Differentiationsordnung per Induktion iiber den totalen Grad k. Fiir £ = 0 ist die Abbildung

o) fe Tz(f)(o) = f offensichtlich ein Differentialoperator der Ordnung 0. Wir nehmen nun an, dafl fiir
r=0,...,k gelte, daB Tg) € Diff (C> (M), W(M)). Unter Verwendung der Rekursionsformel (1.44) finden

wir dann
2 ()T = (ZK Tz (f T))~

Nach den im vorangehenden Sublemma bewiesenen Aussagen iiber die Differentiationsordnungen von §=!
und K und der Induktionsannahme gilt aber, daB die Abbildungen f +— §= (K" 7z (£)F=")) fiir 0 < r < k
Differentialoperatoren der Ordnung & — r + 1 mit Werten in W(M) sind. Da sich die Summe {iber r von
0 bis k erstreckt, folgt also 7 (k+1 € Diﬁk+1(C°°(M), W(M)). Die explizitere Form von 7z (f)*) fiir k # 0
folgt direkt aus der Tatsache, daB 7z (f)*®) vom totalen Grad k ist, und o(rz(f)*)) = 0 fiir k # 0 gilt. Die
Aussage iiber die Differentiationsordnung von f — Tz(f)l(f_)zl folgt unmittelbar, aus der bereits bewiesenen

Aussage des Lemmas. d
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Satz 1.3.8 Das in (1.45) definierte assoziative Produkt * z ist fiir alle Z, die den Voraussetzungen
von Satz 1.3.5 geniigen, differentiell, d.h. schreibt man fir f,g € C*(M)

f*Zg:fg—I_ZVrCr(fvg)v

r=1

so sind die Abbildungen C, : C*°(M) x C*(M) — C*(M) Bidifferentialoperatoren. Ferner ist C,
von der Ordnung (2r — 1,2r — 1), so daff xz insbesondere vom Doppel-Vey-Typ ist.
(k)

BeEwEIs: Unter Verwendung der in Lemma 1.3.6 eingefiihrten Notation fiir 737 erhdlt man mit einer direkten
Rechnung

00 r—1 1
Frzg=Ffa+ 3 V"IN pesi(rz (U 1z ()T,

r=1 =0 k=0

also C\(f,g9) = ;;01 22:0 ﬂr_l(rg(f)527l+2k),Tg(g)yjl_%)) fir > 1. Indem man die jeweiligen Sum-
mationsbereiche beriicksichtigt, macht man sich leicht klar, da} die Terme mit dem hé&chsten oberen In-
dex, der fiir den totalen Grad steht, in diesem Ausdruck den Index 2r — 1 besitzen. Da zudem pu, :
WoAM) x WRAM) = WeA(M) fir alle s > 1 ein C* (M)-Bidifferentialoperator, der Ordnung (0, 0)

ist, folgt die Behauptung aus der Aussage von Lemma 1.3.6 unter Benutzung der bekannten Ergebnisse tiber

die Differentiationsordnung von Verkettungen von Differentialoperatoren. a

Korollar 1.3.9 Sei Z eine o-Superderivation, die den Voraussetzungen von Satz 1.3.5 geniigt.
Dann ist die Abbildung

€*(M) 3 f o Lo(ady(R)7=(f)) = DJ

fir alle h € W(M) eine formale Reihe von Differentialoperatoren. Schreibt man D =372 v'D; so
ist D; von der Ordnung 2t + 1.

BEWEIS: Eine zum Beweis von Proposition analoge Rechnung liefert

oQ K3 m

1 ; — i+1—m g m—
so(ade (W2 () = Y0 Y0 Y i (RS 2 (DR T),

=0 m=0t=0

wobel wir h = 37, ZE]O hff_)zl mit hff_)zl € T (\/*#T* M) geschrieben haben und p fiir a,b € W(M),
r > 1 durch g7 (a,b) = 1(pr(a,b) — pr(b,a)) definiert haben. Wir finden also fiir D; den Ausdruck
D;f = Zin:O S, 2/¢Z»_+1_m(hl(»::|_11__n:1+2t), rz(f)ﬁiﬁl_t,T‘z”). Auch hier macht man sich anhand der Sum-
mationsbereiche klar, dafl der hochste im Ausdruck fiir D; vorkommende obere Index, der fiir den totalen
Grad des jeweiligen Terms der Fedosov-Taylor-Reihe steht, durch 2i+1 gegeben ist. Da fiir alle » > 1 und alle
b e WoA(M) gilt, dafl die Abbildungen W@A(M) 3 a — g, (b, a) und WRA(M) 3 a — pr(a,b) C=(M)-
Differentialoperatoren der Ordnung 0 auf W®A (M) sind, folgt hiermit die Behauptung wiederum aus der
Aussage von Lemma 1.3.6 und den bekannten Aussagen iiber die Differentiationsordnung von Verkettungen
von Differentialoperatoren. a

Unter relativ schwachen zusitzlichen Voraussetzungen an die o-Superderivation K kénnen wir
sogar zeigen, daf die Deformationen *z wie in den aus [20, Thm. 3.4], [18, Lemma 5.8] bzw. [109,
Lemma 4.3.17] bekannten Spezialfillen vom Vey-Typ sind.

Lemma 1.3.10 Sei Z = —6 + K eine o-Superderivation wie in Satz 1.3.5. Gilt zusdtzlich, dafs

die Abbildungen K vom Deg-Grad r fiir alle r € N wvon der Form KU = 2;1'01 I/lICT(,T_)m mit
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ein

Abbildung IC( )21 vom deg -Grad r — 2l fir 0 <! <r+ 1 sind, wobei fiir alle r € N IC( )

2(r+1)
Dzﬂerentmlopemtor der Ordnung 0 sei, dann ist die Abbildung

Co(M) 3 f s 2 (N, € T (V2T M)
Jir alle k> 1 und 0 <[ < [’“2;1] ein Differentialoperator der Ordnung k — [.

BEwEIs: Wir fithren den Beweis per Induktion iiber den totalen Grad k. Zun&chst bemerken wir, daf§ die

Abbildungen ICff_)zl wegen Sublemma 1.3.7 fiir 0 < [ < r 4+ 1 Differentialoperatoren der Ordnung 1 sind

(r)
r—2(r+1
der Ordnung 0 ist. Fiir den Induktionsanfang betrachten wir 7z (f)(!) fiir f € €*°(M). Offensichtlich ist

rz(H)) = Tz(f)(ll) und wegen 7z(f)(®) = f erhalten wir mit K(9) = IC((JO) + IC(_OZ) und der Rekursionsformel
(1.44) (f)(l) = (5‘1(IC(0)f) da IC(OZ)f = 0. Da IC(O) ein Differentialoperator der Ordnung 1 und §~ ein

Differentialoperator der Ordnung 0 ist, ist also Tzl ) e Diff* (C= (M), T (T*M)). Fiir den Induktionsschritt
betrachten wir

und zusédtzlich gilt wegen der gemachten Voraussetzungen, dafl K ) sogar ein Differentialoperator

—r— 1

k-1 2
rz(f)FTY = 5! Z Z ez (AN + KEf
r=0 =

E—1 r [5=5=4]
- m g~ (7 k—r
= YK, Y V(S
r=0m=0 =0

k—1
+Z T+1IC 2(r+1) Z VTZ k 7')21+IC( )f
r=0

Da K®) ein Differentialoperator der Ordnung 1 ist, ist die Abbildung f 5‘1(IC(k)f) nach Sublemma
1.3.7 ein Differentialoperator der Ordnung 1. Wir betrachten nun die beiden anderen Summanden getrennt.

r)

Gemaf Induktionsannahme ist Tgff__r_y fir 0 < r < k ein Differentialoperator der Ordnung k — » — [.

Da Kf«r—)zm fir 0 < m < r ein Differentialoperator der Ordnung 1 vom symmetrischen Grad r — 2m

ist, und ="' von der Ordnung 0 ist und den symmetrischen Grad um eins erhoht, sind die Summanden

k—r—I+1) k—r—I{+1
Tmll(c+1 2(l+m f, mit Differentialoperatoren D, mvll(c-l—l—Z(l-I—Zn) €

Diﬁk_r_l+1(C°°(M),FOO(\/kH_z(Hm)T*M)) Da nach Voraussetzung IC£ )2(T+1)

vom symmetrischen Grad r — 2(r + 1) ist, sind wiederum wegen der Induktionsannahme und den Eigen-

der ersten Summe von der Form »t™D

von der Ordnung 0 und

schaften von 6=' die Summanden der zweiten Summe von der Form v'*7+1 D, lék_l_lr 2l()l+r+1 f, mit Differen-
tialoperatoren Dhlg:-zc_zl()lq-rﬂ) e DiffF ==l e (M), FOO(\/kH_z(HTH)T*M)). Da sich die Summe iiber m

nur von 1 bis r erstreckt, stehen also im ersten Summanden im symmetrischen Grad k& + 1 — 2(/ + m) nur
Differentialoperatoren der Ordnung k+ 1 —({+m),dak—r—-I{4+1 < k+1-(4+m) < m < r.
Im zweiten Summanden stehen im symmetrischen Grad k& + 1 — 2({ + r + 1) nur Differentialoperatoren der
Ordnung k+1— (I +r+1) = k=1 — r. Da der letzte Summand unabhéngig von den vorkommenden

symmetrischen Graden von der Ordnung 1 ist und fiir 0 < n < [%] immer 1 < k 4+ 1 — n gilt, folgt al-

S0 Tg(f)g::l_)% € Diﬁk+1_n(C°°(M),FOO(\/kH_znT*M)) fir 0 < n < [£], womit die Behauptung durch
Induktion tiber den totalen Grad bewiesen ist. O

Mit Hilfe dieses Lemmas erhalten wir den Satz.

Satz 1.3.11 Fir alle K, die den Voraussetzungen von Lemma 1.3.10 geniigen, ist das nach Satlz
1.3.5 mit Z = =6+ K konstruierte assoziative Produkt xz vom Vey-Typ, d.h. schreibt man fxz g =

fog+2.2,vCo(f,g) fir f,g € C(M), so sind die Abbildungen C'. : C*(M) x C**(M) — C*> (M)
Bidifferentialoperatoren der Ordnung (r,r).
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BEWEIs: Analog zum Beweis von Satz 1.3.8 gilt C,.(f,g) = T_l 22:0 /,Lr_l(Tz(f)(r 1+2k) Tz(g)(r-l_l 2k))

r—1 r—1
(r+i— Zk)

Geméf der Aussage des vorangegangenen Lemmasist 7z, )

(7‘ l+2k)

ein Differentialoperator der Ordnung r — k&
und 7z ein Differentialoperator der Ordnung r — [ + k. Also ist die hochste vorkommende Differen-

tlatlonsordnung sowohl im zweiten als auch im ersten Argument r und der Satz ist bewiesen. a

Bemerkung 1.3.12 Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.53.10 kann man mit einer zum vor-
angegangenen Beweis analogen Argumentation auch zeigen, dafS eine zur Aussage von Korollar
1.3.9 analoge Aussage in einer etwas strengeren Form gilt, d.h. %U(ado(h)rg(f)) = >, v'D:f,
wobei D; € Difft1(C>(M)).

Schlieilich kénnen wir nun zeigen, dafi unter einer geringfiigig einschrdnkenden Bedingung an
die Abbildung D, vermége der wir in Satz 1.3.3 die Fedosov-Derivation © konstruiert haben, alle
assoziativen Deformationen g vom Vey-Typ sind.

Satz 1.3.13 Sei D : WRA(M) — WRA(M) eine Abbildung, die die Voraussetzungen von Satz
1.3.3 erfillt. Zudem sei D von der Form D = D(()O) + I/D(_OQ), wobei D(()O) ein C*°(M)-Differential-

operator der Ordnung 1 vom deg,-Grad 0 und D(_OQ) ein C*™(M)-Differentialoperator der Ordnung 0
vom deg,-Grad —2 auf W@ A(M) sei. Dann erfillt ® = =6+ K = =6+ D — Lado(r) die in Lemma
1.3.10 gestellten Bedingungen, also ist das assoziative Produkt xo nach Satz 1.3.11 vom Vey-Typ.

BEWEIS: Wir miissen nur nachweisen, da £(® = D — %ado(r(z)) und K" = —%ado(r(”‘l'z)) fir n >
1 die in Lemma 1.3.10 genannten Eigenschaften besitzt. Da —%ado(r(k)) eine faserweise Abbildung ist,
ist offensichtlich, daf K fiir n > 1 ein C (M)-Differentialoperator der Ordnung 0 ist. Aufgrund der

Voraussetzungen an D ist aber auch klar, dal IC((JO) = D(()O) ein Differentialoperator der Ordnung 1 ist und
alle weiteren Terme von K(?) Differentialoperatoren der Ordnung 0 sind. Hiermit sind die Bedingungen an
die Differentiationsordnungen der Anteile von K{*) sicher erfiillt, es bleibt nachzuweisen, daB K(*) die in
Lemma 1.3.10 vorausgesetzte Gestalt hat. Hierzu beachtet man, daB fiir a € W®A|a|(M) mit 7?12 =
Z[%ﬁ] 1..(n+2)

=0 V'Tpi5_ o, wobei der untere Index den symmetrischen Grad bezeichne, folgende Gleichung gilt

n+1 21

—ad n+2 a_ Z Z itk (ﬂk 1 £L+-;2_)2laa)_(_1)|a|ﬂk+1(aar£$éz—)2l))~
1=0 =

Aufgrund der jeweiligen Summationsbereiche iiberlegt man sich leicht, dal immer [ + k& < n 4+ 1 gilt, und

K®) somit die geforderte Gestalt besitzt, womit der Satz bewiesen ist. d

Bemerkung 1.3.14 Wir werden in der vorliegenden Arbeit fast ausschliefilich Fedosov-Deriva-
tionen betrachten, die man mit D =V, wobei V wie in Gleichung (1.39) unter Verwendung eines
geeigneten Zusammenhangs definiert ist, erhdlt. Mit der Aussage des oben bewiesenen Satzes ist
dann unmittelbar klar, daf$ die Produkte xo vom Vey-Typ sind.

Da wir nicht an beliebigen Deformationen des punktweisen Produktes interessiert sind, sondern
uns fiir Sternprodukte auf symplektischen Mannigfaltigkeiten (M,w) interessieren, geben wir nun
ein Kriterium an, unter welchen Voraussetzungen an das faserweise Produkt o das oben definierte
Produkt #gp, wobei © wie in Satz 1.3.3 definiert sei, ein Sternprodukt ist.

Satz 1.3.15 Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit, und sei xp das oben konstruierte as-
soziative Produkt auf C*°(M)[[v]]. Dann gilt: xg ist ein differentielles Sternprodukt fiir (M,w) genau
dann, wenn das Tensorfeld py € I'*(TM @ TM), welches die erste Ordnung in v des faserweise
deformierten Produktes festlegt, die Gleichung

2Alt (1) = A (1.46)
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erfiillt, wobei A den zu w gehérenden Poisson-Tensor bezeichnet und Alt(uy) € I (A\*TM) wie in
Lemma 1.3.1 fir a, 3 € T (T*M) durch (Alt(p1)) (e, B) = $(p1 (e, B) — 1 (B, @) gegeben ist.

BEWEIS: Die Assoziativitdt von g ist klar. Auflerdem gilt offensichtlich f = f*xg 1 = 1 xp f flr alle
fec=(M)v]],da mp(1) = 1. Nach Satz 1.3.8 wird *gp durch Bidifferentialoperatoren beschrieben, woraus
insbesondere folgt, dafl ¢ lokal ist. Fiir den Fall, dafl g tatsdchlich ein Sternprodukt definiert, ist also
auch offensichtlich, daf dieses differentiell ist. Zum weiteren Beweis schreiben wir fiir f,g € C* (M) das
(deformierte) Produkt gemif obiger Definition als fxpg = o (o (f) 70 (9))+vuy’ o(is(9:)mo (f) is(9;)m0(9))+
O(v?). Um also das Produkt bis zur Ordnung 1 in v angeben zu kénnen, miissen wir nur den Term vom totalen
Grad 1 der Fedosov-Taylor-Reihe bestimmen, da alle Terme vom symmetrischen Grad 1 in den Termen von
héherem totalen Grad mindestens von der Ordnung 1 in v sind. Mit der obigen Rekursionsformel ergibt sich

7—3(31)(f) =0"YDf - tado(r®)f) =711 @ df) = df @ 1 und wir erhalten wegen o(rp(f)) = f
o g =Lg+ iy (0:))(9;9) + O(°).

Insbesondere folgt hier, dai f xp g = fg + O(v) fiir alle Wahlen von o gilt. Also ist xg ein Sternprodukt
genau dann, wenn (ui’j — u{’i)(&f)(ﬁjg) ={f,9} = A9(9;f)(9;9) fiir alle f,g € C>(M) gilt, wobei { -, -}
die zu w gehorige Poisson-Klammer bezeichnet. d

Insbesondere implizert Gleichung (1.46), dafl Alt(uq) nicht ausgeartet ist, da fiir symplektische
Mannigfaltigkeiten mit der symplektischen Form w auch der zugehérige Poisson-Tensor A nicht
ausgeartet ist. Wenn wir also ein solches faserweises Produkt o voraussetzen, ist auch immer Lemma
1.3.1, welches die zentralen Elemente in (W®A(M), o) charakterisiert, anwendbar. Aufgrund des
oben bewiesenen Satzes macht man sich leicht klar, dafl die faserweisen Produkte op, oy und ogqv,
die wir oben als Beispiele angegeben haben, benutzt werden kénnen, um Sternprodukte mit der
zugehorigen Fedosov-Konstruktion zu gewinnen, da fiir diese faserweisen Produkte Gleichung (1.46)
erfiillt ist, vorausgesetzt man findet eine geeignete Abbildung I wie in Satz 1.3.3. Mit einem an die
jeweilige Situation angepafiten Zusammenhang auf M und der wie in Gleichung (1.39) definierten
Abbildung V kennt man fiir die Beispiele oy, oy und ogey eine solche Abbildung.

Bemerkung 1.3.16  i.) Fedosovs urspriingliche Konstruktion geht vom faserweisen Produkt oy
aus und mittels eines symplektischen, torsionsfreien Zusammenhangs erhdlt man wie in Glei-
chung (1.39) eine o-Superderivation V, die die Voraussetzungen von Satz 1.5.3 erfillt. Hier-
bei ist R € WRA*(M) explizit durch R = iwitR;kldxi V da? @ dx® A dxt gegeben, wobei
R;M die Komponenten des Krimmungstensors des verwendeten Zusammenhangs bezeichnet.
Man bemerke, daff auf allen symplektischen Mannigfaltigkeiten symplektische, torsionsfreie
Zusammenhdnge existieren, jedoch gibt es im allgemeinen keinen eindeutigen, besonders aus-
gezeichneten derartigen Zusammenhang.

ii.) Fir den Fall einer Kihler-Mannigfaltigkeit haben M. Bordemann und S. Waldmann in [20] in
einem Spezialfall der obigen Konstruktion mit dem faserweisen Produkt oy, ein Sternprodukt
vom Wick-Typ konstruiert. Hier gibt es einen ausgezeichneten Zusammenhang, den Kdhler-
Zusammenhang, so daff die zugehdrige Abbildung V eine o, -Superderivation, wie wir sie
bendtigen, wird. Fir R erhdlt man hier R = %gk;R}fﬁdzk VdZ @ d2t A dF.

iti.) Im Prinzip sind die Sternprodukte, die man mit der oben vorgestellten Methode erhilt, bis
zu jeder gewiinschten Ordnung rekursiv explizit bestimmbar. In der Prazis lassen sich die
Rekursionsformeln aber nur in den einfachsten Fillen - etwa fir flache Zusammenhinge -
geschlossen ldsen. Trotzdem lassen sich viele Aussagen tber die algebraischen Figenschaften
der konstruterten Produkte nur anhand der Konstruktions-Vorschrift ohne explizite Kenntnis
des Sternproduktes erkennen, wie wir im weiteren an vielen Stellen der Arbeit sehen werden.
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iv.) Fine direkte Ubertragung der Fedosov-Konstruktion auf Poisson-Mannigfaltigkeiten scheitert
daran, dafs es hier im allgemeinen keinen Zusammenhang gibt, so dafi der Poisson-Tensor
kovariant konstant ist.

Zum Abschluf§ dieses Abschnittes wollen wir noch zeigen, dafl die Kohomologie einer Abbildung
Z wie in Satz 1.3.5 auf den Elementen von W@ A(M ) mit positivem antisymmetrischen Grad trivial
ist. Da der urspriingliche Beweis hierzu [46, 5.2.5] rein algebraisch ist, iibertrigt er sich leicht auf
die obige verallgemeinerte Situation. Zuniichst definieren wir W@ A1 (M) als das Unterbiindel der
Elemente mit positivem deg,-Grad, also

dim(M)
WeAT (M) = @ War (M). (1.47)
k=1
Sei nun K : W@A(M) - W@A(M) eine C[[v]]-lineare Abbildung vom deg,-Grad 1, die den
Deg-Grad nicht verringere, dann gilt

[HTLK =0T K KT - (TR KT =0,

da 6% = 0. Zudem erhsht [6~!, K] den Deg-Grad mindestens um eins, weshalb id — [6=!, K] durch
eine geometrische Reihe invertierbar ist. Da §71 den deg,-Grad um eins verringert, ist [, K]
homogen vom deg,-Grad 0.

Proposition 1.3.17 Sei 2 = -6+ K : WRQA(M) - WRA(M) eine C[[v]]-lineare Abbildung vom
deg,-Grad 1 mit Z* = 0, wobei K den Deg-Grad nicht verringere. Dann gilt fiir

2= 7 id - [ KD (1.48)
und alle a € WQ AT (M) die deformierte Zerlegung
a=2Z"ta+ 27'2a, (1.49)

womit gezeigt ist, daf die Z-Kohomologie auf allen Elementen von W@ A(M) mit positivem anti-
symmetrischen Grad trivial ist. Die Abbildung Z~' besitzt die Figenschaft, den Deg-Grad minde-
stens um eins zu erhdéhen.

BEWEIS: Zunichst ist Z~1 als Abbildung wohldefiniert und fiir alle a € W@AT(M) gilt wegen o(a) = 0
nach Gleichung (1.38) die Zerlegung

a=0""6a+66"ta=[""Kla— (67 ' Za+ 257 "a) . (1.50)

Wegen Z% = 0 erhélt man durch Anwenden von Z auf diese Gleichung bzw. durch Verwendung dieser
Gleichung fiir Za anstelle von a die Identitidten

Z5 1 Za=—Za+ Z[67', Kla bzw. Z6'Za=—-Za+[67" K]Za

fiir alle a« € WRAT(M), womit gezeigt ist, daB Z[0~1, K]|WoAT (M) = [0~ K]ZIWoAT (M) gilt. Da Z
den deg,-Grad um eins erhoht und [§~', K] ihn unveridndert 1a8t, folgt induktiv Z[§~1, K]" W@ AT (M) =
[~ K" ZIW@AT (M) fiir alle n € N. Hiermit und mit der Gleichung [6=',[§~*,K]] = 0 folgt nun die
behauptete Zerlegung direkt aus (1.50) unter Beriicksichtigung der Gestalt von (id — [6=%, K])~!. Da (id —
[671,K])~! den Deg-Grad nicht verringert und 6=! ihn um eins erh&ht ist klar, dal Z=!' den Deg-Grad
mindestens um eins erhéht. d
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1.3.4 Faserweise Aquivalenztransformationen und Automorphismen

Wir wollen nun untersuchen, wie faserweise Aquivalenztransformationen und Automorphismen auf
W@A(M) Aquivalenztransformationen der deformierten Produkte auf C*(M)[[v]] induzieren.

Definition/Lemma 1.3.18  i.) Seien o und o' zwei assoziative Produkte auf W A(M) wie in
Gleichung (1.26). Eine faserweise Abbildung & : WRA(M) - WRA(M) der Gestalt

o0 2k
1 - .
S=id+) A8 mit Sp= 58y is(dh,) - is(07), (1.51)
k=1 =1 '
wobei S,ill'"il die Komponenten eines Tensorfeldes Sy € FOO(\/ITM) sind, heifit faserweise
Aquivalenztransformation von o nach o', falls S(aob) = (Sa) o' (Sb) fir alle a,b € WA (M)
gilt.

ii.) Sei o ein assoziatives Produkt auf W@ A(M) und h € Ws(M) mit o(h) =0, dann ist Aj, =
exp (Lad,(h)) eine wohldefinierte Abbildung auf W@ A(M) und fir alle a,b € WRA(M) gilt

Ap(aob) = (Apa) o (And), (1.52)
weshalb wir Aj, einen faserweisen Automorphismus von o nennen.

BEWEIS: Zum Beweis von ii.) bemerken wir zunichst, daff die Abbildung Lad,(h) wegen h € W3(M) den
Deg-Grad mindestens um eins erhdht, woraus sich die Wohldefiniertheit von A, = exp (%ado(h)) ergibt. Da
%ado(h) eine (quasi-innere) o-(Super-)Derivation (vom antisymmetrischen Grad 0) ist, ist die Giiltigkeit von
Gleichung (1.52) offensichtlich. O

Offenbar gilt S(1) = Ax(1) = 1. Weiter existieren S™! und A;' = A_; und S7! ist eine
faserweise Aquivalenztransformation von o’ nach o, sowie A_;, ebenfalls ein faserweiser Automor-
phismus von o ist. Die spezielle Gestalt von & gemdf (1.51) und die Tatsache, dal h € W5(M)
gewihrleisten, dafl sowohl § als auch Ay, den Deg-Grad nicht verringern.

Sei nun Z = —§ 4+ K eine o-Superderivation vom antisymmetrischen Grad 1 mit 22 = 0 und £
eine Abbildung, die den Deg-Grad nicht verringert. Dann existiert nach Satz 1.3.5 eine zugehdrige
Fedosov-Taylor-Reihe 7z, die ein assoziatives Produkt *z auf C*°(M)[[v]] induziert. Man verifiziert
sofort, daf}

Z'=828"=-6+K

mit K’ = SKS~! eine o’-Superderivation vom deg,-Grad 1 mit Z’? = 0 ist. Da wegen der expliziten
Gestalt von § die Abbildung K’ den Deg-Grad nicht verringert, besitzt auch Z’ eine zugehori-
ge Fedosov-Taylor-Reihe 7z/, die ihrerseits ein assoziatives Produkt xz/ induziert. Die folgende
Proposition besagt, dafl unter diesen Umstdnden *xz und *z, dquivalent sind.

Proposition 1.3.19 ([18, Prop. 2.3]) Mit den obigen Bezeichnungen ist die Abbildung

Sf:=0(Stz(f)) (1.53)

mit f € C=(M)[[v]] eine C[[v]]-lineare Aquivalenztransformation von %z nach *z:. Fir alle f,g €
C>(M)[[v]] gilt also S(f xz g) = (Sf) *z (Sg), und das Inverse von S ist durch

STl =0o(S7 'z (f)) (1.54)

gegeben.
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BEwEIS: Die C[[v]]-Linearitit von S und S~! ist offensichtlich. Weiter gilt Z'S7z(f) = SZrz(f) = 0,
weshalb nach Satz 1.3.5 Stz (f) = 2/ (¢(Stz(f))) = 72/(Sf) gilt. Hiermit erhidlt man

S(frzg) = o(Sz(f *z 9)) = o(S(rz(f) 0 72(9))) = o((ST2(f)) o' (ST2(9)))
= o(rz/(Sf) o' 72:(Sg)) = (Sf) *2r (Sg).
Es bleibt also zu zeigen, daf (1.54) das Inverse von S definiert. Wegen Z8~1rz/(f) = 871 Z'rz/(f) = 0 gilt
STz (f) = r2(0(S7trzi(f))) = 72(S~1f) und man findet
STISf=a(S7 rz/(Sf) = a(87 STz (f)) =F und SST f=0(STz (ST ) = o(SST rz () = f,

womit die Proposition bewiesen ist. a

Analog zur obigen Proposition beweist man, dafl man vermoge eines faserweisen Automorphis-
mus Ay, ebenfalls Aquivalenztransformationen konstruieren kann. Hierzu sei 2 wie oben gegeben,
dann erhilt man eine weitere o-Superderivation Z vom deg,-Grad 1 mit Z2 =0 durch

- 1 exp (Lad,(h)) —id
Zi=ApZA_, = Z — —ad, . Zh) |,
ARZA_y ~a ( Tado () (Zh)

wobei wir folgendes Lemma verwendet haben.

Lemma 1.3.20 Fir alle h € W5(M) und alle o-Superderivationen 2 gilt:

A ZA_, = 2 — %ado (eXp (iil" ((’2))) — i (Zh)) . (1.55)

BEwEIs: Mit ad(F)E’ = [E, E'] bezeichnen wir den deg,-gradierten Superkommutator, wobei E, E' Endo-
morphismen von W®A (M) seien. Hiermit gilt dann offensichtlich

AwZA_y = exp Gad(ado(h))) Z=Z+ 2 % G) ad(ad, (h))" = [ads (h), 2] .

Da Z eine o-Superderivation ist, gilt offensichtlich [ad,(h), Z] = —ad,(Zh). Ferner gilt fiir b € W@A(M)
die Gleichung ad(ad,(h))ad,(b) = ade(ade(h)b). Setzt man diese Bezichungen in die obige Gleichung fiir
Ap ZA_p, ein und verwendet W =57 %x’"_l, so erhilt man die behauptete Gleichung (1.55). O

Da wir h € Ws(M) vorausgesetzt haben, gilt somit Z = —§ 4+ K, wobei die Abbildung
~ exp(Lado(h))-id
zugehorigen Fedosov-Taylor-Reihe 7z und eines induzierten Produktes *  gesichert ist. Vollig ana-
log zu Proposition 1.3.19 beweist man dann folgendes Korollar:

(Zh)) den Deg-Grad nicht verringert, so dafi die Existenz einer

Korollar 1.3.21 Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen ist die Abbildung
Apf =o(Aptz(f)) (1.56)

mit f € C(M)[[V]] eine C[[v]]-lineare Aquivalenztransformation von %z nach *z und das Inverse
von Ay ist durch

A = a(Aorz()) (1.57)
gegeben.
Bemerkung 1.3.22 Man beachte, daff im allgemeinen die Abbildung Aj kein Automorphismus

von *z sein wird, auch wenn die entsprechende faserweise Abbildung Ay ein faserweiser Automor-
phismus ist, und somit *z und * 5 tatsichlich verschieden sind.
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Diese allgemeinen Konstruktionen von Aquivalenztransformationen werden nun an einigen Stel-
len der vorliegenden Arbeit Verwendung finden. Insbesondere werden wir in spezielleren Situationen
hiermit das Werkzeug dafiir besitzen, um Aussagen iiber die Aquivalenztransformationen von Stern-
produkten zu machen, ohne diese explizit, sondern nur deren Konstruktions-Vorschrift, zu kennen.
Desweiteren werden wir in einigen dieser speziellen Situationen auch zeigen kénnen, dafi das Vor-
gehen wie in Korollar 1.3.21 in gewissem Sinne umgekehrt werden kann, d.h. wir gehen von zwei
verschiedenen o-Superderivationen Z und Z und den zugehérigen Produkten aus und kénnen zei-
gen, daff dann unter gewissen Voraussetzungen ein h € W3(M) mit o(h) = 0 gefunden werden kann,
sodal Z = A, ZA_,, gilt. Korollar 1.3.21 liefert dann die Existenz einer Aquivalenztransformation
zwischen *z und * 5.

1.3.5 (J[[v]}-linearer Derivationen fiir verallgemeinerte Fedosov-Sternprodukte

Als eine erste Anwendung der Aussage von Proposition 1.3.17 fiir 2 = D, wobei © wie in Satz
1.3.5 konstruiert sei, geben wir hier eine explizite Konstruktion fiir alle C[[v]]-linearen Derivationen
eines Sternproduktes g an (Wegen Satz 1.3.15 setzen wir also voraus, dafi das faserweise Produkt
o die dort gefundene Bedingung erfiillt und somit auch Lemma 1.3.1 anwendbar ist.). Insbesondere
finden wir fiir allgemeine Fedosov-Sternprodukte eine konkrete Realisierung der Bijektion zwischen
Cl[[v]]-linearen Derivationen und formalen Reihen von geschlossenen Einsformen auf M. Mittels die-
ses Ergebnisses finden wir zudem eine Bijektion zwischen H1, (M;C)[[v]] und dem Quotientenraum
der C[[v]]-linearen Derivationen modulo der quasi-inneren Derivationen. Fiir die Situation beliebi-
ger Sternprodukte sei auf Abschnitt 2.1.2 verwiesen. Wir wollen die Konstruktion C[[v]]-linearer
Derivationen fiir allgemeine Fedosov-Sternprodukte hier insbesondere deshalb demonstrieren, da
eine eng verwandte Methode auch zur Konstruktion anderer (nicht C[[v]]-linearer) Derivationen
benutzt werden kann, derer wir uns in den Abschnitten 2.3.2 und 3.3.1 bedienen werden.

Ahnlich der Konstruktion von Aquivalenztransformationen gehen wir von geeigneten faserweisen
(Super-)Derivationen des faserweisen Produktes o aus. Wir betrachten also eine faserweise quasi-
innere (Super-)Derivation vom deg,-Grad 0 der Gestalt

Dy = —%ado(h), (1.58)
wobei h € W(M) und ohne Einschrdnkung angenommen werden kann, da§ o(h) = 0, da fiir alle
[ € C*(M)[[v]] offensichtlich ad(f) = 0 gilt. Unser Ziel ist es durch C**(M)[[v]] 5 f — a(Dpmo(f))
Cl[[v]]-lineare Derivationen von g zu erkldren. Fiir ein beliebiges Element h € W(M) mit o(h) =
0 wird die so definierte Abbildung jedoch im allgemeinen keine Derivation von kg sein, da Dy
Elemente aus ker(®) N W(M) im allgemeinen nicht wieder auf Elemente im Kern von © abbildet.
Damit dies der Fall ist, mufl ndmlich © mit D}, (super-)kommutieren. Da © eine C[[v]]-lineare o
Superderivation ist gilt offensichtlich

[, D] = —%ado(’Dh)

und somit mufl ©h offensichlich zentral also von der Form 1 ® A mit A € '™ (T*M)[[v]] sein,
damit [©,D}] = 0 gilt. Da ©% = 0 erhalten wir als notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit der
Gleichung ®h = 1® A indem wir D anwenden 0 = D(1®A) = 1@dA, also mufl A eine formale Reihe
geschlossener Einsformen auf M sein. Da die D-Kohomologie nach Proposition 1.3.17 auf Elementen
mit positivem antisymmetrischen Grad trivial ist, ist diese Bedingung aber auch hinreichend fiir
die Losbarkeit der genannten Gleichung. Diese Beobachtungen fiihren uns zu folgenden Aussagen.
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Proposition 1.3.23  i.) Fiir alle formalen Reihen A € I'>°(T*M)[[v]] geschlossener Einsformen
auf M existiert ein eindeutig bestimmtes Element hy € W(M) mit Dhs = 1@ A und o(ha) =
0. Dariiberhinaus ist hy explizit durch

ha=D" 1® A) (1.59)
gegeben.

ii.) Fiir alle formalen Reihen geschlossener Einsformen A € Z1 (M;C)[[v]] auf M definiert die
Abbildung Dy : C*(M)[[v]] = C=(M)[[v]], wobei

D.f 1= 0(Dryra(f)) = o (~Sadha)ra())) (1.60)

fiir f € C>(M)[[v]], eine C[[v]]-lineare Derivation von g, so daff Z1 (M;C)[[v]] > A+ D4 €
Dercy, ) (C(M)[[V]], *») eine Abbildung mit Werten in den C[[v]]-linearen Derivationen von
xq erkldrt.

BEWEIS: Zum Beweis von i.) wenden wir auf 1 @ A die nach Proposition 1.3.17 auf W@A™ (M) geltende
Zerlegung an, so daf} die zu 16sende Gleichung wegen dA = 0 die Form Dhs = 10 A = (DD 1+ D71D)(1®
A) = DD (1 ® A) annimmt. Also ist fiir hy = D71(1 @ A) die Gleichung Dhy = 1 @ A erfiillt und da
D~ H1®A) wegen der Gestalt von D~! nur aus Termen vom symmetrischen Grad groer oder gleich 1 besteht
gilt auch o(h4) = 0. Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei h4 eine weitere Losung, dann gilt ©(hg — l?;;) =0,
das bedeutet aber nach Satz 1.3.5 hy — hy = o (p) fir ein ¢ € C®(M)[[v]]. Wendet man nun o auf
diese Gleichung an findet man 0 = o(mp(p)) = ¢, da o(ha) = 0'(];;;) = 0, also folgt schlielich ha = ha.
Zum Beweis von ii.) bemerken wir, dafi wegen ©hy = 1 ® A nach den obigen Uberlegungen offensichtlich
[©,Ds,] = 0 gilt. Damit gilt aber fiir alle f € C*°(M)[[v]] die Gleichung @D;, 75 (f) = 0, so daf nach Satz
1.35 Dy, o (f) = Tp(ga ¢) mit einer von A und f abhéngigen formalen Funktion ga ; € C*°(M)[[v]] folgt.
Durch Anwenden von o erhélt man weiter g4 ¢ = 0(Dp,mo(f)) = Daf also Py, mo(f) = mp(Daf). Mit
dieser Gleichung weist man nun leicht nach, dal D4 eine Derivation von g ist:

Da(f*pg) = o(DPny(ro(f)oro(9)) =((Prymo(f)) oo(9) + m0(f) o (Prato(9)))
= o(rp(Daf)ormn(g) +m(f) om0(Dag)) = (Daf) *p g+ f*o (Dag).

Die C[[v]]-Linearitat von D, ist offensichtlich, da 74 nach Satz 1.3.5 C[[v]]-linear ist und die Abbildungen
Dy, als auch o ebenfalls C[[v]]-linear sind. O

Wir kénnen nun zeigen, dafl man mit den oben konstruierten Derivationen D 4 sogar alle C[[v]]-
linearen Derivationen von g erhilt.

Satz 1.3.24 Die in Proposition 1.53.23 definierte Abbildung
Zen(M; C)[[v] 3 A = D € Dergyp,y (C%(M)[[V]], *9)

ist eine Bijektion. Dariberhinaus gilt, dafi Dy fir alle f € C*(M)[[v]] eine quasi-innere De-
rivation ist, d.h. Dy = %adm(f). Also induziert die Abbildung A — Dy eine Abbildung von
HL(M;CQ)[[v] & ZL(M;C)[[v])/BL, (M;C)[[v]] in den Raum der C[[v]]-linearen Derivationen
Dergyp,) (C(M)[[V]], *) von xp modulo der quasi-inneren Derivationen Der?ci[[y]] (C=(M)[[V]], *)
durch

[4] -+ D],

die ebenfalls eine Bijektion ist.
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BEWEIS: Wir zeigen zunéchst, daBl die Abbildung A — D4 injektiv ist. Sei dazu D4 = D4, dann gilt
wegen Dp,mo(f) = 7 (Daf) und der analogen Gleichung fiir A’ fiir alle f € C*(M)[[v]] die Gleichung
Dh,ymo(f) = DPr,,mo(f) =0, dh. ade(ha — ha/)mp(f) = 0. Da ein Element, das mit allen Fedosov-Taylor-
Reihen o-(super-)kommutiert, zentral ist muf} also hy — has zentral also wegen ha, har € W(M) eine formale
Funktion sein. Da aber auch o(hs) = o(ha/) = 0 folgt sogar hy — hyr = 0. Hiermit ist aber 1 ® A =
Dhy =Dhy = 1@ A', womit die Injektivitat gezeigt ist. Zum Beweis der Surjektivitat wollen wir fiir eine
gegebene Derivation D von g induktiv eine formale Reihe von geschlossenen Einsformen A; finden, so dafl
Sooov'Da, = D gilt. Wir nehmen an, daB wir die geschlossenen Einsformen A; fiir 0 < i < k — 1 bereits

gefunden haben, so dafi D’ = D — Zfz_ol v'Dy,, was offensichtlich wieder eine Derivation von #gp ist, die
Form D' = "2, 1D} besitzt. Die k-te Ordnung in v der Gleichung D'(f xp g) = (D'f) *p g + f *p (D'g)
fir f,g € C°(M) liefert D, (fg) = (D'xf)g + f(DLg), d.h. D}, ist ein Vektorfeld X € I'™°(TM). Aus dem
antisymmetrischen Anteil der & 4 1-ten Ordnung in v der Gleichung D'(f *9 ¢) = (D'f) *p ¢ + f o (D'g)
erhalt man Lx, {f, 9} = {Lx. [, 9} +{f, Lx,.9}, so daBl X ein symplektisches Vektorfeld ist, d.h. Lx,w = 0.
Wegen dw = 0 und der Cartan-Formel fiir die Lie-Ableitung gilt dann dix,w = 0, so daB} Ay = —ix, w
eine geschlossene Einsform definiert. Dann ist ¥*D,, offensichtlich eine C[[v]]-lineare Derivation. Weiter
gilt Da, f = —o (1 (D71 @ Ag), 70 (f)) — p1(rmo (f), D711 @ Ax))) + O(v). Anhand der expliziten Form
von ®~! macht man sich leicht klar, da ®~1(1 @ Ag) wegen (D — %ado(r))(l ® Agr) = 0 von der Form
— Ak ® 14 Terme vom totalen Grad gréBer oder gleich 2 ist. Diese sind aber fiir die Berechnung der nullten
Ordnung in v von Dy, irrelevant und wegen T@(f)(l) =df ®1 und —ix,w = Ag erhalten wir Dy, f =
(7 — ") AR (0:)(0; ) + O(v) = A9 AL(9;)(8; F) + O(v) = Xk (f) + O(v). Damit ist aber D’ — v¥D 4, eine
Derivation von #g, die erst in der Ordnung k& + 1 in v beginnt, womit die Behauptung induktiv bewiesen
ist. Fiir den Beweis der zweiten Aussage des Satzes beachten wir zunéchst, daf fiir alle f € C*°(M)[[v]] die
Fedosov-Taylor-Reihe als f — D~1(1 @ df) geschrieben werden kann, da zum einen o(f — @~ Y1 @ df)) = f
und auch D(f—D~Hlod)) =1lod —(1edf —D 1D odf) = D (1@ d*f) = 0 gilt, wobei wir wieder

Proposition 1.3.17 verwendet haben. Hiermit finden wir aber wegen ad,(f) =0

D9 = 7 (oo (D7 (16 AN)rn(a) ) = Lo (7o) 72 () = ades (g

fiir alle g € C*°(M)[[v]]. Hiermit ist aber auch die Wohldefiniertheit der Abbildung [A] — [D] bewiesen.
Die Bijektivitat dieser Abbildung folgt direkt aus der Bijektivitdt der Abbildung 4 — D4. a

Wir wollen an dieser Stelle darauf hinweisen, daf§ sich unsere Vorgehensweise, um nachzuweisen,
da 7}, (M; O)[[v]] in Bijektion zu Dergyp,y (C™ (M)[[v]], *p) ist, in sehr dhnlicher Weise auf den Fall
beliebiger Sternprodukte iibertragen 148t (vgl. Abschnitt 2.1.2).

1.3.6 Interpretation der Normierungsbedingung an r

Zum Abschlufl dieses allgemeinen Abschnittes zur Fedosov-Konstruktion wollen wir noch unter-
suchen, welche Konsequenzen die von uns in Satz 1.3.3 gegeniiber der von Fedosov gegebenen
Formulierung dieses Satzes neu eingefiihrte Normierungsbedingung 6~'r = s hat. Hierzu gehen wir
von zwei Sitzen von Eingangsdaten (Dy, 2y, s1) und (D, g, s2), die die Voraussetzungen von Satz
1.3.3 erfiillen, aus und betrachten die resultierenden Fedosov-Derivationen ¢ und ©s. Nun ist
die Fragestellung, unter welchen Bedingungen an diese Eingangsdaten diese Fedosov-Derivationen
und damit auch die induzierten assoziativen Produkte *gp, und *g, iibereinstimmen, naheliegend.
Wenn das faserweise Produkt o die Voraussetzung von Lemma 1.3.1 erfiillt, 148t sich diese Frage
zufriedenstellend beantworten. Da dies nach Satz 1.3.15 aber, um mit der Fedosov-Konstruktion
Sternprodukte zu erhalten, immer der Fall sein muf}, wollen wir annehmen, dafl diese Vorausset-
zung erfiillt ist, also Alt(y1) nicht ausgeartet ist. Grundlegend fiir unsere Analyse ist die Beziehung
zwischen zwei moglichen Abbildungen Dy und Ds, die die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erfiillen,
die wir im folgenden Lemma n&her beleuchten wollen.

Lemma 1.3.25 Seien Dy, Dy : WRQA(M) — WRA(M) zwei C[[v]]-lineare o-Superderivationen
vom deg,-Grad 1 und Deg-Grad 0, die die Voraussetzungen von Satz 1.53.3 erfiillen. Insbesondere
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sei D? = —%ado(Rl) und D3 = —%ado(Rg) mit Blementen Ry, Ry € W@ A?(M) vom totalen Grad
2. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Tensorfeld TY? € T°°(\/*T*M @ T*M) C W@ A (M),
so dafl

1
Dy — Dy = —ad (T (1.61)
v
gilt. Dariberhinaus erfillt dieses Tensorfeld die Gleichungen

D1T1’2 — Ry — Ry + %Tl,z oTh? + 1 ® pol?

12 _
0T * =0 und DTV = Ry — Ry — %Tl’z o T12 41@ vi'?,

(1.62)

wobei 912 eine durch Dy, Dy, Ry, Ry eindeutig bestimmte geschlossene Zweiform auf M ist.

BEWEIS: Zunichst zeigen wir, dal Dy — Dy eine faserweise o-Superderivation i1st. Nach Voraussetzung gilt
Dy f = 1®df = Dof fiir alle f € C®(M)[[v]]. Hiermit erhalten wir aber fiir alle « € W@A(M), die Gleichung
(D1 — D2)(fa) = (D1 —Da)(foa)=((D1—Da)f)oa+ fo((D1— D2)a) = f(D1 — Da)a, also ist Dy — D5
eine faserweise Abbildung. Fiir einen faktorisierten Schnitt der Form T'® o € W®A(M) erhilt man wegen
Dy (1®a) = D2(1®a) = 1@da weiter, (D1—Ds)(T®a) = (D1—D32)(T@1)o(10a)) = (D1—D2)(T®1)(10a),
so daBB Dy — Dy nur im symmetrischen Anteil von WA (M) operiert. Weiter ist Dy — Ds eine C[[v]]-lineare
Abbildung vom totalen Grad 0, so dafl Dy — Ds = Z;X;O v" D_s,, wobei die C-linearen Abbildungen D_,
vom symmetrischen Grad —2r sind. Verwendet man nun, dafl D1 — D5 eine o-Superderivation ist, mit zwei
Elementen von W(M), so findet man in nullter Ordnung in v, dal Dy eine Derivation des V-Produktes ist.
Folglich ist Dy, da Dy eine faserweise Abbildung ist, von der Gestalt Dy = Sll»j(dxi @ dx?)is(9;), wobei Sll»j
die Komponenten eines Tensorfeldes S € T (T*M @ T*M @ TM) bezeichnet. Betrachtet man die nullte
Ordnung in v der Gleichung [D; — D2, d] = 0, so erhdlt man zudem Sll»j = S;Z Weiter betrachten wir den
antisymmetrischen Anteil der Gleichung (D1 — Da)((a®@ 1) o (F® 1)) = (D1 = Da)(a®@ 1)) o (F @ 1) +
(a®1)o ((Dy — D2)(f ®1)) fiir Einsformen «, f € T (T" M) und erhalten mit einer einfachen Rechnung
in Koordinaten GMSZl»j = G“Sfj, wobei wir G** = ui’k — ulf’i verwendet haben, wobei G** die Komponenten
eines nicht ausgearteten Tensorfeldes G € FOO(/\zTM) bezeichnet. Insbesondere existiert ein Tensorfeld
g € FOO(/\zT*M), dessen Komponenten mit denen von G durch g;;G" = 65« verkniipft sind. Mit diesem
Tensorfeld definieren wir 7y € T'° (\/2T*M ® T*M) in lokalen Koordinaten durch Ty := %gikal dz' vdit @
dz”, und betrachten %ado (Tp). Eine direkte Rechnung unter Benutzung der fiir S¥ oben nachgewiesenen
Gleichung liefert mit der Symmetrie von .S, dafl der Term in nullter Ordnung von v dieser o-Superderivation
mit Dy tbereinstimmt, so dall D; — Dy — %ado (Ty) eine o-Superderivation der Form > °7, 1/5_27« ist,
wobel 5_27« vom symmetrischen Grad —2r ist. Wie oben folgt, dafl 15_2 eine faserweise Derivation des V-
Produktes ist, da 5_2 aber vom symmetrischen Grad —2 sein soll, folgt 5_2 = 0, denn fiir eine Einsform «
gilt dann D_sa = 0. Da aber eine Derivation beziiglich V dadurch festgelegt ist, wie sie auf den Einsformen
operiert folgt hieraus 5_2 = 0. Durch wiederholtes Anwenden dieser Argumentation erhalten wir Dy — Dy —
%ado (Ty) = 0, also die Existenz eines Tensorfeldes 712 := Tp, das die behauptete Gleichung (1.61) erfiillt.
Die Eindeutigkeit dieses Tensorfeldes unter der Bedingung ein Element von FOO(\/ZT*M ® T* M) zu sein ist
offensichtlich, da Gleichung (1.61) das Element 712 bis auf zentrale Elemente in (W@A(M), o) festlegt, die
aber durch die Elemente vom symmetrischen Grad 0 gegeben sind. Nach diesem sehr technischen Teil des
Beweises erhalten wir wegen 0 = [§, Dy — D] = [, 2ad, (T%)] = Lad, (67?), daB 67? zentral ist. Auf der
anderen Seite ist 7% vom symmetrischen Grad 1, so daf die erste Identitit in (1.62) folgt. Durch Quadrieren
der Gleichung Dy = D, + %ado (TH?) erhalten wir —%ado(Rl) = —%ado(Rz) + %ado(Dle’z) + Vl—Qado (T%%0
Tl’z), so daB sich D>7T1? und Ry — Ry — %Tl’z o TH2 um ein zentrales Element vom totalen Grad 2 und
vom antisymmetrischen Grad 2 unterscheiden. Also gilt D72 = Ry — Ry — %TLQ oTH2 +1@vdh?, woraus
man durch Anwenden von Dy mit DsRs = Dy Ry = 0 die Gleichung —%ado(Rz)Tl’2 = —%ado(Rl)Tl’2 —
%ado(Dle’z)Tl’2 + 1 ® vdyh? erhilt. Nochmaliges Einsetzen der urspriinglichen Gleichung liefert dann
d1? = 0. Mit Dy = Dy — %ado (TH2) folgt schlieBlich die Gleichung fiir D;T1?, da ad, (TH%)TH? = 2TH2 o
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T2, und das Lemma ist bewiesen, da es offensichtlich ist, dal ¥1'2 unter den gegebenen Voraussetzungen
wegen der Eindeutigkeit von TH2 durch Dy, Do, Ry, Ro eindeutig festgelegt ist. a

Man beachte, dafl das gerade bewiesene Lemma insbesondere alle méglichen Abbildungen D
angibt, die man verwenden kann, um bei einem gegebenen faserweisen Produkt, das die eingangs
erwihnte Bedingung erfiillt, eine Fedosov-Derivation zu konstruieren, vorausgesetzt man kennt eine
solche Abbildung. Es gilt ndmlich das folgende Lemma:

Lemma 1.3.26 Sei D : WQA(M) — W@A(M) eine C[[v]]-lineare o-Superderivation vom deg,-
Grad 1 und vom Deg-Grad 0, die die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erfillt, insbesondere sei
D? = —Lad,(R). Sei ferner S € T (\/°T*M) und T = §(S @ 1) € WA (M), dann ist D' =
D+ Lad (T) fir alle S € T°°(\/’T*M) wieder eine solche Abbildung, wobei D" = —Lado(R') mit
R' =R-DT - %TOT. Nach dem vorangehenden Lemma sind dies auch alle méglichen derartigen
Abbildungen, die die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erfillen.

BEwEIs: Gemafl der Definition von 7" gilt 7' € FOO(\/zT*M ® T*M) und somit ist klar, daB Lad,(7) vom
totalen Grad 0 und vom antisymmetrischen Grad 1 ist. Offensichtlich gilt aber auch D'(1® «a) = D(1®«a) =
loda, da (1o«) fiir o € [ (AT* M)[[v]] zentral ist. Ferner folgt aus [§, D] = 0 mit 67" = 0 (da 62 = 0) direkt
[0, D'] = 0. Durch Quadrieren von D' = D + %ado (T) erhilt man D'? = —%ado(R) + %ado(DT + %T oT),
also gilt fiir ' = R — DT — 1T o T die Gleichung D? = —Lad,(R'). Ferner folgt aus 6R = 0 = 67" wegen
[0, D] = 0 unmittelbar 6 R = 0. Es bleibt nachzuweisen, dafi D’ R’ = 0 gilt. Hierzu berechnet man aber mit
DR =0 und D? = —%ado(R) direkt

1 1 1
D'R'=D(R = DT~ ~ToT)+ —ado(T)(R— DT = ~T o T) =0,

wobei wir benutzt haben, dafl D eine o-Superderivation ist und ad,(7) (7 o T) = 0 gilt. d

Wir betrachten nun die Fedosov-Derivationen ©1 = -8 + Dy — %ado(rl) und Dy = -8 + Dy —
%ado(rg), die man mit den Losungen der Gleichungen éry = Dyry — %rl ory + Ry +1®€Q und
571ry = 51 bzw. dry = Darg — %rgorg + Ro+1©2Q und §1ry = sy erhilt, wobei Q1, 51, Qq, 59 die
Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erfiillen.

Proposition 1.3.27 Mit den Bezeichnungen von Lemma 1.3.25 gelten folgende Aquivalenzen:
D1 =Dy < TV —ri4r=10p < § T —51455 = p@1 und v924+Q, —Qy = dp, (1.63)
wobei p =377 vip; € T°°(T*M) eine formale Reihe von Finsformen auf M ist.

BEwEIs: Unter Verwendung von (1.61) gilt offensichtlich ©; = ©5 <« %ado (TH2 — 7y 4+ 15) = 0. Das ist
aber Aquivalent dazu, dal TV2 — r; 4 r, zentral ist, so dafl dieser Ausdruck wegen Lemma 1.3.1 von der
Form 1 ® p mit einer formalen Reihe von Einsformen sein mufl. Da weiter 752 — 71 4+ ry € W, ®A1(M) gilt,
darf diese formale Reihe erst in erster Ordnung in v von 0 verschiedene Terme besitzen. Fiir den Beweis
der zweiten Aquivalenz gelte zunéchst 712 — 7 + 75 = 1 ® p, woraus man durch Anwenden von ="' unter
Verwendung der Normierungsbedingungen an r; und rs die Gleichung 671742 — 51 + s5 = p @ 1 erhiilt.
Wendet man § auf 7H% — ry + 75 = 1 @ p an, so findet man wegen J75% = 0 und (1 ® p) = 0 mit den
Gleichungen fiir v und rs

1 1
0 = D27°2—D17°1—;7“207°2+;7“107°1+R2—R1+1®(92—Q1)
1,2 1 1,2 1,2 1
= D2(1®p+T1—T’)—;(Tl—T’)O(Tl—T’)—|—R2—R1—D17°1—|—;T10T1+1®(Qz—91)
= 1@ (dp— v+ Qs —Qy),

wobei wir im letzten Schritt die Gleichung fiir D5TH?% und (1.61) verwendet haben. Fiir die Umkehrung
der zweiten Aquivalenz gelte 671752 — s; + 55 = p®@ 1 und vIV2 + Q; — Qy = dp. Wir definieren B =
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ri—ro+1®p—TH% € Wo@A (M) und wollen zeigen, dal aus den gegebenen Gleichungen B = 0 folgt.
Hierzu berechnen wir unter Ausnutzung der Gleichungen fiir r; und r5 und der Gleichungen fiir T2

1 1
—6B + DlB — —ado(rl)B + —BoB
1% 1%
1 1 1 1
= —67“1 + 67“2 + D17°1 — D17°2 +1® dp — D1T1’2 ——riori+ —reors+ —ado (Tz)Tl’z + —T1’2 o 711’2
1% 1% 1% 1%
— 1,2 1 1,2 1,2 _ 1,2 _
= —R1+R2+1®(Qz—91+dp)—D1T —|—;T ol —1®(Qz—91—1/7ﬂ —|—dp)—0

Weiter gilt 71 B = 51 —s2+p@1—571TH2 = 0, so daBl wir wegen o(B) = 0 mit der Zerlegung (1.38) schliefilich
B=6§YDB - %ado(rl)B + %B o B) erhalten. Nun erhéht die Abbildung L : Wa@AY (M) — Wa@AL (M)
mit La := §~1(Dya — %ado(rl)a + %a o a) den totalen Grad mindestens um eins, so dafl es nach dem
Fixpunkt-Satz (vgl. Anhang A.2 oder [109, Kor. A.1.6 ii.)]) einen eindeutigen Fixpunkt B € Wo@ Al (M)
mit B = LB gibt. Da B = 0 trivialerweise diese Gleichung 16st, folgt mit der Eindeutigkeit des Fixpunktes
0=r; —7r+1®p—TH2 also die zu zeigende Gleichung. d

Um die Aussage dieser Proposition leichter deuten zu kdnnen wollen wir einige spezielle Situa-
tionen betrachten.

Beispiele 1.3.28  i.) Betrachten wir zundchst den Fall, in dem Dy = D3, Ry = Ry und somit
TY2 =0 und 91? = 0 gilt. Dann besagt die obige Proposition, daff ausgehend von den Daten
(Q, s) der Ubergang zu (2,35 = s+ p @ 1) gleichbedeutend mit der Beibehaltung der Normie-
rungsbedingung s und dem Ubergang zu Q + dp ist. Fiir fizviertes Q parametrisiert man also
durch geeignete Variation der Normierungsbedingung alle zu ) kohomologen Wahlen einer
anderen formalen Reihe geschlossener Zweiformen.

ii.) Weiter kénnen wir den Fall p = 0 betrachten, der eintritt, wenn die Anteile vom symme-
trischen Grad 1 von s und sy iibereinstimmen. Hier bedeutet die oben bewiesene Aussa-
ge, dafi ausgehend von den Daten (D,Q,s) der Ubergang u (D,Q,5 = s+ S © 1) mit
S € T°(\’T*M), wobei S @1 = §~'T, bzw. T = §(S @ 1), gleichbedeutend mit der Bei-
behaltung von Q und der Normierungsbedingung und dem Ubergang zu D' = D — %ado (T)
ist, wobei D"? = —%ado(R + DT — %T oT) und somit R" = R+ DT — %T o T verwendet
wird. Somit beeinflufst eine solche Variation der Normierungsbedingung den Term vom tota-
len Grad 0 in der Fedosov-Derivation. In einigen speziellen Beispielen, auf die wir in den
folgenden Kapiteln der Arbeit noch stoffen werden, werden wir nochmals auf die Interpretati-
on der Normierungsbedingung zuriickkommen, da es sich dort zeigen wird, dafi dieser Anteil
der Normierungsbedingung alle geeigneten Abbildungen V, die man wie in (1.39) mit einem
Zusammenhang ¥V definiert, durchparametrisiert.

1.3.7 Die Fedosov-Konstruktion mit Torsion

Motiviert durch die Arbeit [71] in der Karabegov und Schlichenmaier eine Fedosov-Konstruktion
mit einem torsionsbehafteten Zusammenhang angegeben haben, wollen wir den Satz 1.3.3 noch
leicht verallgemeinern und zeigen, dafl im allgemeinen auf die Voraussetzung [4, D] = 0 an die
o-Superderivation verzichtet werden kann. Da in dem von Karabegov und Schlichenmaier betrach-
teten Spezialfall [6, D] durch eine von der Torsion abhingige Abbildung gegeben ist, wollen wir die
Verallgemeinerung dieser Fedosov-Konstruktion als Fedosov-Konstruktion mit Torsion bezeichnen,
wenngleich [4, D] im allgemeinen natiirlich nicht zwingend von der Torsion eines Zusammenhangs
herrithren mufl. Wir kénnen jedoch zeigen, dafl diese Konstruktion unter Verzicht auf die Voraus-
setzung [§, D] = 0 tatsichlich dquivalent zu einer Fedosov-Konstruktion gemif Satz 1.3.3 ist, so daf}
diese tatsichlich keine wirkliche Verallgemeinerung darstellt. Unsere Vorgehensweise wird hierbei
dhnlich zu der in Abschnitt 1.3.6 sein.
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Proposition 1.3.29 Sei D : W@A(M) — WL(M) eine C[[v]]-lineare o-Superderivation vom
deg,-Grad 1 und Deg-Grad 0, so daf [8, D] = Lad,(T) mit einem Element T € W@A*(M) vom
totalen Grad 1 mit T = 0, D(1®«a) = 1@da fir alle o € T (AT*M)[[v]] und D? = —Lad,(R) mit
einem Element R € W@ A? (M) vom totalen Grad 2, welches §R = DT und DR = 0 erfiillt, gilt.
Sei weiter Q@ = 32, V' eine formale Reihe geschlossener Zweiformen auf M und s € Ws (M)
mit o(s) = 0 gegeben. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Element r € Wo@AY (M) derart, daf8

1
or=Dr— —ror4+T+R+189Q und 57 =s. (1.64)
v

Dariiberhinaus erfillt r die Gleichung

r:és—l—cs_l(Dr—lror—l—T—l—R—l—1®Q)7 (1.65)

14

aus welcher r rekursiv bestimmt werden kann. In diesem Fall ist die Fedosov-Derivation D :=
-+ D — %ado(r) eine Superderivation vom deg,-Grad 1 beziiglich o und es gilt D* = 0.

BEwEIs: Um die Gleichungen (1.64) zu 16sen wenden wir auf ér = Dr — %ror—i—T—l—R—l— 1®€2 die Abbildung
6=1 an und verwenden die Zerlegung d6~' +6~'d4 ¢ = id und erhalten mit () = 0, dar € WoA' (M), und
§=1r = s die Gleichung (1.65). Wir betrachten nun die Abbildung L : W@ A (M) — Wa@ AL (M), welche
durch La :=ds+d671 (Da — %a ca+T+R+1® Q) definiert ist. Aufgrund der totalen Grade von R, T2,
der Tatsache, dal s € W3(M), und da §=! den totalen Grad um eins erhéht, macht man sich leicht klar, daf
L tatsichlich nach Wa@A'(M) abbildet und beziiglich der in Anhang A.2 erklirten Metrik kontrahierend
ist, so daf es nach dem Fixpunkt-Satz (vgl. Anhang A.2 oder [109, Kor. A.1.6 ii.)]) genau einen Fixpunkt
r=Lr € Wa@A'(M) von L gibt. Es bleibt nun noch zu zeigen, daf dieser Fixpunkt r tatsichlich auch die
Gleichungen (1.64) erfiillt. Hierzu betrachten wir A := dr — Dr + %r or—T—R—1®Q und miissen A =0
zeigen. Hierzu berechnen wir unter Verwendung der gemachten Voraussetzungen an D, T, R und 2

A = —(5Dr—|—lado((5r)r—DT
v

1 1 1
= ——ado(T)r+ Dér + —ad, (A—i—Dr— —ror—i—T—i—R)r—DT
v v v

1 1
= D(A—l—Dr——ror—l—T—l—R—l—l@Q)—|——ado(A—|—Dr—|—R)r—DT
v v

1 1 1 1 1
= DA - —ad,(R)r — —ade(Dr)r + DT 4+ ——ad,(r)A + —ad,(Dr)r + —ad, (R)r — DT
v v v v

v

1
= DA-— —ad,(r)A.
v

Wegen (§71)? = 0 gilt fiir den Fixpunkt » der Abbildung L offensichtlich §=1r = §=1ds = s—d~ts—o(s) = s.
Hiermit und mit Lr = r finden wir 714 = 0, so daBl mit der Hodge-de Rham-Zerlegung angewandt auf A,
da offensichtlich ¢(A) = 0, die Gleichung

A=¢6"1 (DA — lado(r)A)
v

folgt. Damit ist also A € W@A?(M) Fixpunkt der Abbildung L =¢" (D — Lad,(r)), die wegen r €
W2 @A (M) den totalen Grad mindestens um eins erhoht, also auch einen eindeutigen Fixpunkt nimlich
A € W®A2(M) besitzt. Andererseits ist L linear und besitzt 0 als trivialen Fixpunkt, so dafl aus der
Eindeutigkeit des Fixpunktes A = 0 folgt. Also erfiillt der Fixpunkt r der Abbildung L die Gleichungen
(1.64). Da wir aber schon gezeigt haben, dafi eine Ldsung von (1.64) auch immer Fixpunkt von L ist, folgt
somit aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes r auch die Eindeutigkeit der Losung der Gleichungen (1.64).
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Es bleibt noch zu zeigen, da8 mit dem so bestimmten Element r € Wo@ At (M) fiir die o-Superderivation
D = -3+ D — Lad,(r) tatsichlich ®* = 0 gilt. Hierzu berechnen wir einfach

@2

52+ D%+ lado (lr o r) —1[6, D] + [(5, lado(r)] - [D, lado(r)]
v v v v

1 1 1
—ad, (—R+—ror—T—|—5r—Dr) = —ado(1® Q) =0.
v v v

|

Wir wollen nun zeigen, dafl aus einer o-Superderivation D, die die Voraussetzungen von Pro-

position 1.3.29 erfiillt, auf einfache Weise eine andere o-Superderivation D’ gefunden werden kann,

die die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erfiillt. Mit deren Hilfe werden wir dann durch geeignete

Wahl der Daten €' und s’ eine Fedosov-Derivation D’ konstruieren kénnen, die mit der Derivation
® aus Proposition 1.3.29 {ibereinstimmt.

Lemma 1.3.30 Sei D eine o-Superderivation, die die Voraussetzungen von Proposition 1.53.29
erfillt, dann erfillt D' .= D — %ado((s_lT) die Voraussetzungen von Satz 1.3.3, wobei R' = R +
D67 — L(671T) o (671T).

BEwEIs: Da T vom totalen Grad 1 ist, ist 7" vom deg,-Grad 1 und vom deg,-Grad 0 und es gilt ¢(7) =
0. Ferner ist deshalb §=!7" vom deg,-Grad und vom Deg-Grad 2, so dafl insbesondere klar ist, dal D’
vom totalen Grad 0 ist. Die Tatsache, daBl D’ vom deg,-Grad 1 ist, ist ebenfalls offenkundig, da 7' €
W@A(M). Nun gilt aber offensichtlich [§, D'] = [4, D]— Lad,(6671T") und mit der Hodge-de Rham-Zerlegung
erhalten wir wegen 67" = 0 und o(7) = 0 die Gleichung 6617 = T, so dafi wegen [4, D] = Lad,(T)
schlieBlich [4, D'] = 0 folgt. Da ad,(671T) auf 1 @ o verschwindet gilt natiirlich auch D'(1 ® o) = 1 ® da
fiir alle o« € I'*°(AT*M)[[v]]. Durch Quadrieren der Definition D' = D — Lad,(6='T) erhilt man D? =
—Lad, (R4 DS~ — 2(671T) o (67'T)), so daB die Wahl R' = R+ D17 — 2(671T) o (§71T") nahegelegt
wird. Wir miissen nun noch nachweisen, dafl § R’ = D' R’ = 0. Zunéchst macht man sich aber leicht klar, daf3
R’ vom Deg-Grad 2 ist, da R und d =7 vom Deg-Grad 2 sind. Zunichst berechnen wir J R’

1

SR = SR+3IDI™IT — =§((671T) o (671T))
1%

DT + lado (TY6™ ) — D&~ — lado (66 1) (071T) =0,
v v
da §6=1T = T. Ferner bestimmen wir D’ R’ durch direkte Rechnung
D'R'= DR — lado ('R — lado(R)(a—lT) - lado (6~1TY(Ds™ T — laclo(D(s—lT)(a—lT) =0,
v v v v

da ad, (=YY ((671T) o (671T)) = 0. Somit erfiillt D’ mit dem so definierten R’ die Voraussetzungen von
Satz 1.3.3 und die Aussage des Lemmas ist bewiesen. d

Wir geben nun eine Bedingung an die Daten, aus denen man mit D’ eine Fedosov-Derivation
D’ erhilt, an, so dafl diese mit der nach Proposition 1.3.29 konstruierten Fedosov-Derivation D
ibereinstimmt.

Proposition 1.3.31 Sei D eine o-Superderivation, die die Voraussetzungen von Proposition 1.5.29
erfillt und sei D' die gemdf Lemma 1.3.30 hieraus konstruierte o-Superderivation, die die Voraus-
setzungen von Satz 1.3.3 erfillt. Seien dann r,r' € Wo@AY (M) die eindeutigen Lésungen der Glei-
chungen ér = Dr — %ror—l—T—l—R—l—l@Q, 571y = s baw. v = D'v' — %r’or’—l—R’—l—l@Q, Sl =5,
wobei D' = D — Lado(671T) und R = R+ D6~'T — L(6717) o (67T, dann gilt 5T ++'—r =0,
d.h. die Fedosov-Derivationen ® = —§+ D — Lad,(r) und ©' = =6+ D' — Lad,(r') und somit auch
die hierdurch induzierten assoziativen Produkte x5 und g auf C*°(M)[[v]] stimmen iberein.
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BEWwEIS: Wir wollen zeigen, dafl unter den gemachten Voraussetzungen 6~'7T + v/ — r = 0 gilt. Hierzu
definieren wir B := 71T 4+ r' —r € W@ A (M) und leiten eine Fixpunkt-Gleichung fiir B ab, die nur 0
als Losung besitzt. Zundchst gilt wegen (671)? = 0 und §= 1 = §=!r = s die Gleichung §=*B = 0 und
offensichtlich ist o(B) = 0. Weiter finden wir mit 66=7" = T und den Gleichungen fiir » und

1 1
§B = 86 'T+6r' —6r=D'v' — —+' o' + R = Dr+ —ror—R
v v

(D—lado(é‘lT)) (B+r—407'T) —l(B—i—r—(S_lT)o(B—l—r—(S_lT)—l—R’—Dr—l—lror—R
v v v

1

(B4+r)o(B+r)

v

1 1
DB—DS'T+R —R+—-ror+ —(6"'T)o (7'T)
1% 1%
1 1
= DB — —ad,(r)B— —Bo B.
1% 1%

Mit der Hodge-de Rham-Zerlegung folgt hieraus mit §=*B = 0 und ¢(B) = 0 aber B = §~}(DB— Lad,(r)B—
%B o B). Nun besitzt die Abbildung L : Wa®@AL (M) — W>®AL (M), die durch La := = (Da — %ado(r)a —
%aoa) definiert ist, wieder einen eindeutigen Fixpunkt, da diese den totalen Grad mindestens um eins erhéht.
Trivialerweise 1st 0 ein Fixpunkt von L, aber wie wir gezeigt haben gilt auch LB = B, so daf schlieflich
B = 0 und somit ' = r —§ =T folgt. Die Aussage, dafi dann ® = D’ gilt, ist eine triviale Konsequenz dieser
Gleichung und der Definition von D’. d

Aufgrund der Aussage dieser Proposition stellt also eine Fedosov-Konstruktion mit Torsion
keinerlei Verallgemeinerung gegeniiber einer solchen mit [§, D] = 0 dar. Jedoch kann der Verzicht
auf die Voraussetzung [4, D] = 0 in manchen Beispielen wie etwa in [71] das Auffinden einer der
Situation angemessenen o-Superderivation D erleichtern.



Kapitel 2

Klassifikationsergebnisse in der
Deformationsquantisierung

2.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt stellen wir die Grundlagen dar, die fiir die folgenden Abschnitte {iber die
Klassifikation von Sternprodukten von Noéten sind. Hierbei stellen wir zunichst den Zusammen-
hang zwischen Deformationstheorie assoziativer Algebren und der Hochschild-Kohomologie her. Im
Anschluf3 berichten wir iiber einige Resultate {iber Derivationen und Automorphismen von Stern-
produkten, die im weiteren Verlauf der Arbeit immer wieder Verwendung finden werden.

2.1.1 Hochschild-Kohomologie und Deformationstheorie

Um den kohomologischen Gehalt des Deformationsproblems diskutieren zu kénnen, erinnern wir
in diesem Abschnitt an die Definition des Hochschild-Komplexes assoziativer Algebren. Fiir eine
assoziative Algebra A {iber einem Koérper K definiert man die Hochschild-Koketten mit Werten in

A durch

Cm(A,A) = Homg(A®" A) n>0
CH(A,A) =P C™(A, A mit CYAA) = A (2.1)
=/ Cr(A,A) = {0} n < 0.

Elemente C' € CF (A, A) kénnen also als Kemultilineare Abbildungen C': AX...X A (n Eintrige) —
A aufgefafit werden. Das Hochschild-Differential dy : C3(A, A) — C3T1(A, A) ist fiir C € CP(A, A)
und ag,...,a, € A durch

(6:C) (ao, - - -, ay) (2.2)

= aoClay,...,a —I—Z kC’ (Agy -+ vy Qp1@hy - -y ap) + (=1)" T C(ag, . . ., ap_y)ay, (2.3)

definiert. Unter Verwendung der Assoziativitdt von A kann man durch elementares Nachrechnen
§2 = zeigen, womit Jy also eine Kohomologie definiert. Als Hochschild-Kozykeln vom Grad n be-
zeichnet man die Elemente des Kerns Z (A, A) von 0y eingeschrénkt auf C (A, A). Also Hochschild-
Kordnder Bj (A, A) bezeichnet man die Elemente in C} (A, A), die im Bild von 4y liegen. Offen-
sichtlich gilt wegen 82 = 0 B7(A, A) C ZI(A, A), und man definiert die Hochschild-Kohomologie
von A als

=@ H(AA)  mit  HI(A A):=Z;(A A)/Bi(A, A). (2.4)
neZ
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Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns nun dem Deformationsproblem zuwenden. Das
assoziative Produkt der Algebra A sei wieder mit po(a,b) = ab mit pg € C2(A, A) bezeichnet
und die Assoziativitit der Algebra A ist dquivalent zu &y = 0. Sei nun weiter p = > viu; €
C2(A, A)[[v]] eine formale Deformation von g, wobei A[[v]] als K[[v]]-Algebra aufgefafit wird. Dann
ist p genau dann assoziativ, wenn folgende Gleichungen erfiillt sind

B

-1

—0up1 =0 und - (5H:uk) (av b, C) + (:ul(:uk—l(av b)? C) - :ul(av :uk—l(bv C))) =0 Vk2>2, (2'5)
=1

die man erhélt, wenn man die Gleichung p(a, p(b,c)) = p(p(a,b),c) fir a,b,c € A Ordnung fiir
Ordnung im formalen Parameter v betrachtet. Die nullte Ordnung in v dieser Gleichung ist gerade
wieder dquivalent zur Assoziativitét von A, die wir vorausgesetzt haben. Die erste Ordnung bedeutet
gerade, dafl die Richtung der Deformation p; ein Hochschild-Kozyklus sein mufi. Hat man nun zu
einem py € ZZ(A, A) hdhere Ordnungen ps, ..., pr—y gefunden, so daff die Assoziativitit von p
bis zur Ordnung k — 1 erfiillt ist, so mufB das noch zu findende py (2.5) erfiillen. Dies stellt aber
ein kohomologisches Problem dar. Zwar a8t sich unter diesen Bedingungen zeigen, dali Fj €
C3(A, A) mit Ej(a,b,c) = Z;:ll (p(pr—i(a,b), ¢) — (e, pr—i1(b, c))) die notwendige Bedingung fiir
die Losbarkeit der Gleichung dyu, = F erfiillt, also dy-geschlossen ist. Es ist aber im allgemeinen
nicht klar, ob [} auch déy-exakt ist. Damit tritt beim Deformationsproblem einer assoziativen
Algebra also im allgemeinen eine Obstruktion in der dritten Hochschild-Kohomologie HZ(A, A) der
Algebra A auf. Im giinstigsten Fall ist H2(A, A) = 0 und damit (2.5) immer 18sbar. Im Fall der
Deformationsquantisierung ist dies aber nicht richtig, womit die Existenz von Deformationen zu
gegebenem gy durch zusitzliche Uberlegungen gezeigt werden mus.

Nach dieser allgemeinen Diskussion des Deformationsproblems wollen wir uns der speziellen
Situation der Deformationsquantisierung zuwenden. Wir betrachten die C-Algebra C*(M) der
glatten komplex-wertigen Funktionen auf einer glatten Mannigfaltigkeit M und fragen nach der
Hochschild-Kohomologie von C*(M). Der rein algebraische Rahmen allein scheint hier aufgrund
der C°°-Struktur und der topologischen Struktur der Mannigfaltigkeit M unangemessen, so daf
man folgende speziellere Koketten betrachtet:

Chie(CF(M),C™(M)) = {CeCH(C™(M),C™(M))|C ist lokal}

Cl oy (CT7(M),C (M) == {C € CF,, (C(M),C™(M)) | C verschwindet auf Konstanten }
Chag(CT(M),C(M)) = {C e Cx(CT(M),C™(M))|C ist multidifferentiell }

Cf aign (CT7(M),C(M)) == {C € CFf 4g(C™(M),C(M)) | C' verschwindet auf Konstanten}.

Hierbei bedeutet Lokalitdt einer Kokette C' € CH(C*(M),C>(M)), daB fiir alle fy,..., f, € C>(M)
die Inklusion supp(C(fi,..., fa)) Csupp(fi) N...Nsupp(f,) gilt. Offenbar gilt

Citain e (€77 (M), € (M) C C 40 (C™(M),C(M)) € Cy
und g 1 (C (M), CF (M) C Cr 1, (C(M),C (M)

(C™(M),C™(M))

,Jlok

fiir alle n € N, da alle Multidifferentialoperatoren lokal sind. Der algebraisch definierte Hochschild-
Korandoperator &y bildet zudem offensichtlich lokale Koketten auf lokale, differentielle auf dif-
ferentielle und so weiter ab, so dafi (Cf 4., (C*(M),C>(M)),dn), (Cf4g(C(M),C>(M)), 0u),
(CF 1ok (CZ (M), C°(M)), 6x) und (CF,, (C=(M),C>(M)), dx) Unterkomplexe des algebraischen
Hochschild-Komplexes (C%(C*(M),C*(M)), dy) sind. Diese Unterkomplexe induzieren natiirlich
die entsprechenden Hochschild-Kohomologien Hy ;¢\ (C*(M),C*(M)), H} 4q(C™(M),C>(M)),
HY oy i (C(M),C*(M)) und HE,, (C*(M),C*(M)) und man versucht das Deformationsproblem
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in einer dieser Kohomologien zu 16sen. Das Hochschild-Kostant-Rosenberg-Theorem bestimmt diese
Kohomologien alle als isomorph zu den antisymmetrischen Multivektorfeldern auf M. Urspriinglich
wurde dieser Satz von Hochschild, Kostant und Rosenberg fiir algebraische Varidtdten bewiesen
[65]. Der Beweis fiir eine beliebige Mannigfaltigkeit M ist in [27] zu finden. Einen direkten Beweis
fiir den differentiellen Fall findet man auch in [54].

Satz 2.1.1 (Hochschild-Kostant-Rosenberg-Theorem) Sei M eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit, dann gilt fir alle n € N
(N\N"TM) = H}

H,diff,nk

(C™(M),C=(M)) = Hy 11 (C™ (M), C% (M)
= Hy o (C7(M),CT(M)) = Hy, (C™(M),C™(M)),

wobei die totale Antisymmetrisierung der Koketten den Isomorphismus induziert. Es gilt also fiir

alle dg-geschlossenen C' € Cf (C*(M),C*(M)) und alle fy,..., f, € C*(M)

C(f17"'7fn) - (5HB)(f177fn) +A(df177dfn)

mit einem B € CLHC™(M),C®(M)) und A € T(A\"TM), wobei o fir 1ok, 1oknk, ait oder aif,nk
steht.

Insbesondere impliziert dieser Satz, dafi die dritte Hochschild-Kohomologie fiir dim(M) > 3
nicht-trivial ist und deshalb bei der Konstruktion von Sternprodukten a priori mit dem Auftreten
von Obstruktionen zu rechnen ist. Dafi diese tatsdchlich vermieden werden kénnen, ist ein Ergebnis
zusdtzlicher Argumente.

Da fiir ein Sternprodukt x immer fx1 = 1 x f = f gelten soll, betrachten wir ausschlie}-
lich Koketten, die auf den Konstanten verschwinden, so dafl von den obigen Isomorphien jeweils
nur die erste jeder Zeile fiir unseren Fall relevant ist. Zudem betrachten wir in dieser Arbeit
nur differentielle Sternprodukte, so daf fiir unsere Zwecke nur die oben erstgenannte Isomorphie
zum tragen kommt. Fiir eine symplektische Mannigfaltigkeit (M, w) 148t sich die Gleichung fiir
einen Hochschild n-Kozyklus €' unter Verwendung der Hamiltonschen Vektorfelder Xy, ..., X,
als C(f1y--oy fu) = BuB)(f1y---, o) + (X, ..., Xy,) schreiben, wobei g € I'™(A"T*M). Das
Hochschild-Kostant-Rosenberg-Theorem wird sich in vielen Beweisen der folgenden Abschnitte als
ein wichtiges Werkzeug erweisen.

2.1.2 Lokale Aquivalenzen, C[[v]]-lineare Derivationen und Automorphismen

In diesem Abschnitt stellen wir einige grundlegende Resultate iiber die topologischen Bedingungen
zusammen, die bei der Frage nach der Existenz von Aquivalenztransformationen zwischen Stern-
produkten von Wichtigkeit sind. Weiter zeigen wir, wodurch die C[[v]]-linearen Derivationen von
Sternprodukten klassifiziert werden und welche Gestalt C[[v]]-lineare Automorphismen von Stern-
produkten haben und wie diese mit den Derivationen in Zusammenhang stehen.

Ein erstes wichtiges Resultat ist, daf alle Sternprodukte fiir (M, w) lokal dquivalent sind.

Proposition 2.1.2 ([56, Prop. 3.1]) Seien x und ¥’ zwei differentielle Sternprodukte auf (M,w).
Wenn die zweite de Rham-Kohomologie verschwindet, also H2,(M;C) = 0 gilt, dann existiert eine
Aquivalenztransformation T, so daff T(f xg) = (T f)x' (Tq) fir alle f,g € C>=(M)[[v]] gilt.

BEwEIs: Wir nehmen an, daf die Sternprodukte x und *' bis zur Ordnung k iibereinstimmen (d.h. fiir die
beschreibenden Bidifferentialoperatoren gilt C; = CY fiir 0 < ¢ < k —1). Aus der Assoziativitdt von x und '
in k-ter Ordnung in v folgt, daB dy (Cx — C},) = 0, also kann man nach dem Hochschild-Kostant-Rosenberg-
Theorem (Cyx — CL)(f,9) = (6aB)(f,9) + A(Xf, X,) mit einem Differentialoperator B und einer Zweiform
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A auf M schreiben. Aus der totalen Antisymmetrisierung der Assoziativitidt beider Sternprodukte in der
k 4+ 1-ten Ordnung erhélt man zudem, dafl A geschlossen ist. Damit erhédlt man aber 4 = %da fiir eine
Einsform «, da HZ;(M;C) = 0. Transformiert man nun * mit der Aquivalenztransformation 7", welche
durch T"f := f 4+ v*~1a(X;) definiert ist, so erhilt man durch 7"(f ' g) = (I"f) ¥ (1"g) ein Sternprodukt
" und es gilt, daff der antisymmetrische Anteil von Cj — C}/ verschwindet. Um dies einzusehen betrachtet
man einerseits den antisymmetrischen Anteil aus der k-ten Ordnung der Definitionsgleichung von «”, der
Cl(f.9) —Cllg, f) = C{(f,9) — Cll(g, f) — da(Xy, X,) liefert. Da andererseits wegen der Symmetrie von
daB Cx(f,9) — Cily, f) — 2A(Xs, Xy) = CL(f,9) — Cl.(g, f) gilt, folgt also wegen A = %da die behauptete
Gleichung. Also gilt Cy = C}/ + éxB’, da natiirlich weiterhin C; = CJ fiir 0 < ¢ < k — 1. Transformiert
man nun dieses Sternprodukt abermals mit einer Aquivalenztransformation 7" := id — v* B/, so stimmte das
resultierende Sternprodukt ' mit T (f «" g) = (T" f) x"" (T"g) bis zur Ordnung k + 1 mit * {iberein, denn
die k-te Ordnung dieser Gleichung lautet C}/ = C}/ — 0x B’. Da je zwei Sternprodukte immer in der nullten

Ordnung miteinander iibereinstimmen folgt somit induktiv, dafl sie auch dquivalent sind. d

Folgerung 2.1.3 ([56, Cor. 3.2]) Seien x und *' zwei differentielle Sternprodukte fir (M,w) und
U C M eine offene zusammenziehbare Menge, dann existiert eine lokale Aquivalenztransformation

T, so daf T(fxg) = (Tf)x' (Tg) fir alle f,g € C=U)[[v]] gilt.

BewEIs: Da HZ, (U; C) = 0 folgt die Behauptung direkt aus Proposition 2.1.2. d
Die eben bewiesene Existenz lokaler Aquivalenztransformationen zwischen je zwei Sternpro-
dukten, wird in den folgenden Abschnitten zur Definition der charakteristischen Klasse noch eine
wichtige Rolle spielen.
Weiter bendtigen wir noch einige Ergebnisse iiber die lokale Gestalt von C[[v]]-linearen Deriva-
tionen eines Sternproduktes.

Proposition 2.1.4 ([11, Thm. 4.2]) Die C[[v]]-linearen Derivationen eines Sternproduktes x auf
(M,w) sind in Bijektion mit Z1,(M;C)[[v]]. Der Raum der C[[v]]-linearen Derivationen modulo
der quasi-inneren Derivationen ist in Bijektion mit HY (M;C)[[v]]. Prézise ausgedrickt ist jede
Cl[v]]-lineare Derivation D von x von der Gestalt

| 1
Daq = Dalew@) = Z;V ~ad(Hio) = —ad.(Ha), (2.6)

wobei U = {UyYoer eine lokal endliche, gute, offene Uberdeckung von M ist und dH;, = Aily,
gilt. Hierbei sei A =737, V' A; eine formale Reihe geschlossener Einsformen auf M, mit der fir
H, = Y2 v H;y € C®(U,)[[V]] die Gleichung dH, = Alu, erfillt ist. Insbesondere ist Ds durch
(2.6) global wohldefiniert.

BEwEIs: Wir zeigen zunichst, dafi der Raum der C[[v]]-linearen Derivationen von x in Bijektion mit
formalen Reihen geschlossener Einsformen auf M ist. Hierzu bendtigen wir folgende Voriiberlegung. Sei
A € Z1,(M;C), dann existieren nach dem Poincaré-Lemma Funktionen H, € C*(U,) mit dH, = Aly,
und aufgrund der Assoziativitat von * ist durch Da, = Daly, = %ad*(HOC) eine lokale Derivation von
(C® (Ua)[[V]], *) erklart. Da aber auf i, N Up offensichtlich H, — Hpg = cap € C gilt, erhalten wir, da die
beschreibenden Bidifferentialoperatoren Cy von % fiir & > 1 auf Konstanten verschwinden, Dg, — Dag =0
auf C* (Us NUg). Somit ist D4 durch obige Definition eine global erkldrte C[[v]]-lineare Derivation von *.
Hiermit ist aber offensichtlich, dafi man fiir jede formale Reihe A geschlossener Einsformen auf M durch
(2.6) eine global erklarte C[[v]]-lineare Derivation von x erhalt. Um zu zeigen, daff man hiermit schon alle
C[[v]]-linearen Derivationen erhilt, gehen wir induktiv vor, um fiir eine gegebene Derivation D von * eine
formale Reihe von geschlossenen Einsformen A; zu finden, so da Y ;- v*Da, = D gilt. Wir nehmen an, dafi
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wir die geschlossenen Einsformen A; fiir 0 < ¢ < k— 1 bereits gefunden haben, so daff D’ = D — Zf:_ol v'Da,,
was offensichtlich wieder eine Derivation von « ist, die Form D’ = Y=, D} besitzt. Die k-te Ordnung in v
der Gleichung D'(f xg) = (D'f) xg + f = (D'g) fiir f,g € C(M) liefert D, (fg) = (D'xf)g + f(D}g), d.h.
D, ist ein Vektorfeld X € T°°(T'M). Aus dem antisymmetrischen Anteil der k + 1-ten Ordnung in v der
Gleichung D'(f xg) = (D'f) xg + f » (D'g) erhélt man Cx,{f, 9} = {Lx,.f, 9} + {f, Lx.9}, so daB X} ein
symplektisches Vektorfeld ist, d.h. Lx,w = 0. Wegen dw = 0 und der Cartan-Formel fiir die Lie-Ableitung
gilt dann dix,w = 0, so daB A, := —ix,w eine geschlossene Einsform definiert. Dann ist vk D, offensicht-
lich eine C[[v]]-lineare Derivation und D’ — v¥D,, ist eine C[[v]]-lineare Derivation, die erst in k + 1-ter
Ordnung beginnt, womit die Surjektivitdt induktiv bewiesen ist. Um die Injektivitdt der durch Gleichung
(2.6) erklarten Abbildung A — D4 zu beweisen, betrachten wir zwei C[[v]]-lineare Derivationen D4, D4
mit Dy, = %ad*(HOC), Day = %ad*(H&), aus deren Ubereinstimmung dann natiirlich %ad*(Hoé —H,) =0
folgt. Dies impliziert aber, da eine Funktion auf I{,, deren Poisson-Klammer mit allen Funktionen auf i/,
verschwindet, konstant ist, dal H, — H/, = ¢ € C[[v]] und somit Alyy, = dH, = dH,, = A'|y, gilt. Da
a € I beliebig war, folgt hieraus also A = A’ und somit die zu zeigende Injektivitit der Abbildung A — D 4.
Offensichtlich gilt fiir f € C*(M)[[v]] Dgg = Lad.(f), so daB die durch Gleichung (2.6) erklirte Abbil-
dung A + D4 eine Bijektion zwischen den Quotienten Hl,(M;C)[[v]] und dem Raum der C[[v]]-linearen
Derivationen modulo der quasi-inneren Derivationen durch [A] — [D4] induziert (vgl. Satz 1.3.24). O

Folgerung 2.1.5 ([56, Cor. 3.6]) Jede lokale C[[v]]-lineare Derivation von (C*(U)[[v]], *), wobei
U C M eine offene zusammenziehbare Menge sei, ist eine quasi-innere Derivation.

BEWEIs: Sei Dy eine lokale C[[v]]-lineare Derivation von (C* (U)[[v]], ), dann findet man wie im Beweis
der Proposition 2.1.4 eine formale Reihe H = ;2 v H; € C*(U)[[v]], so daB Dy = Lad,(H). O

Schlieilich wollen wir noch einige Eigenschaften von Automorphismen von Sternprodukten und
deren lokale Struktur untersuchen. Wir beschrinken uns hierbei auf C[[v]]-lineare Automorphismen,
die mit id beginnen, die in der Literatur gelegentlich auch als Selbstdquivalenzen eines Sternpro-
duktes bezeichnet werden.

Proposition 2.1.6 Sei A ein C[[v]]-linearer Automorphismus eines differentiellen Sternproduktes
* fiir (M,w), der mitid beginnt, dann gilt A = exp(vD), wobei D eine C[[v]]-lineare Derivation von
* 1st.

BEWEIS: Wiederum erhalten wir den Beweis dieser Proposition mit einem induktiven Argument. Sei also
A =1id+v* A +0(v*+1), dann erhalten wir aus der k-ten Ordnung der Gleichung A(fxg) = (Af)x(Ag), daB
Ay ein Vektorfeld auf M ist. Der antisymmetrische Anteil der Gleichung in k4 1-ter Ordnung zeigt, dafl dieses
Vektorfeld symplektisch ist. Wie im Beweis von Proposition 2.1.4 findet man also eine C[[v]]-lineare Derivati-
on Dy von x, so dafl Dy = A +O(v) und exp(—v*Dg)A = id+ Vk+1./4;€+1 + O(v**2) ist offensichtlich wieder
eine Selbstidquivalenz von . Induktiv erhalten wir also die Existenz von C[[v]]-linearen Derivationen Dy, fiir
k > 1 von x derart, dafl id = .. .exp(—v*Dy) .. .exp(—vD;).A. Da sich die Ordnung in v im Exponenten von
einem Faktor zum néchsten jeweils um eins erhoht, ist dieses unendliche Produkt von Exponentialfunktionen
offensichtlich wohldefiniert. Da der Kommutator zweier Derivationen wieder eine Derivation ist, erhalten wir
aus der Gestalt der Baker-Campbell-Hausdorff-Reihe, daBl . . .exp(—v"Dy) .. .exp(—vD;) = exp(—vD), wobei
D eine C[[v]]-lineare Derivation von % ist. Hiermit gilt aber A = exp(vD). O

Folgerung 2.1.7 ([56, Cor. 3.4]) Jede lokale Selbstiquivalenz Ay eines Sternproduktes x ist ein
lokaler innerer Automorphismus von *, d.h. Aly = exp(ad,(a)), wobei a € C>(U)[[V]] undUd C M
eine offene zusammenziehbare Menge bezeichnet.

BEwEIs: Die Folgerung ist eine direkte Konsequenz der Proposition 2.1.6 und der Folgerung 2.1.5. a
Auch diese Aussagen iiber lokale Selbstiquivalenzen von Sternprodukten, werden sich als essen-
tielle Bestandteile der Definitionen der klassifizierenden Klassen im folgenden Abschnitt erweisen.
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2.2 Deligne’s Cech-Kohomologie-Klassen

In diesem Abschnitt werden wir die Klassifikation von Sternprodukten bis auf Aquivalenz wie sie von
Deligne in [31] eingefiihrt wurde vorstellen. Anstatt der in [31] gew#hlten algebraisch-geometrischen
Formulierung folgen wir der Darstellung von Gutt und Rawnsley [56], die sich auf die Verwendung
Cech-kohomologischer Techniken beschrinkt und somit direkte, elementare Beweise der wichtigen
Aussagen erméglicht. Wir wollen betonen, dafl die Ergebnisse und Definitionen, die wir in diesem
Abschnitt darstellen nicht neu sind, sondern in einer Zusammenfassung der Resultate aus [31, 56]
bestehen. Um jedoch eine Einordnung der von uns erzielten Resultate, die wir in den Abschnitten
2.3, 2.4 und 3.3 diskutieren werden und die von den allgemeinen Klassifikationsaussagen Gebrauch
machen, zu erméglichen, erscheint es uns unerldfilich diese anzufiihren.

Wir werden in den folgenden drei Abschnitten verschiedene Cech-Kohomologie-Klassen aus
H?(M;Q)[[v]] definieren und deren Eigenschaften untersuchen. Da es sich jedoch an einigen Stel-
len als geschickter erweist, mit den vermége des de Rham-Isomorphismus entsprechenden Klassen
der zweiten de Rham-Kohomologie HZ, (M;C)[[v]] zu arbeiten, verabreden wir fiir die beiden in
Eins-zu-Eins-Beziehung stehenden Kohomologie-Klassen dieselben Bezeichnungen und Symbole zu
verwenden, da aus dem Zusammenhang unmittelbar klar wird, von welcher der beiden Klassen die

Rede ist.

2.2.1 Die relative Klasse

Dieser Abschnitt beschreibt die relative Cech-Kohomologie-Klasse, die von Deligne als Obstruk-
tion fiir das Zusammensetzen lokaler Aquivalenztransformationen zwischen zwei Sternprodukten
eingefiihrt wurde. Fixiert man ein Sternprodukt, so ordnet diese Klasse jeder Aquivalenzklasse von
Sternprodukten ein Element in HZ,(M;C)[[v]] (d.h. eine formale Potenzreihe mit Werten in der
zweiten de Rham-Kohomologie) zu. Wir werden also eine Cech-Kohomologie-Klasse betrachten,
die zwei differentiellen Sternprodukten zugeordnet ist, welche mittels lokaler Aquivalenztransfor-
mationen zwischen diesen Sternprodukten definiert werden kann. Wir machen hierzu von einem
Ergebnis aus Abschnitt 2.1.2 Gebrauch, welches besagt, daf§ jede Selbstdquivalenz eines Sternpro-
duktes % eingeschrinkt auf eine offene, zusammenziehbare Menge U von der Gestalt exp(ad,(f))
fiir ein f € C*(U)[[v]] ist. Da wir im weiteren Verlauf des Abschnitts hdufig mit Verkettungen lo-
kaler Selbstdquivalenzen der Form exp(ad,(f))exp(ad.(g)) fiir f,g € C>(U)[[v]] arbeiten werden,
erweist es sich als bequem, diese Verkettung in Termen von f und g zu schreiben. Dies geschieht
mit der Baker-Campbell-Hausdor{l Reihe fo,g beziiglich der Lie-Algebren-Struktur, welche durch
Sternprodukt-Kommutatoren gegeben ist. Eine kompakte Form diese Reihe anzugeben ist:

=1+ [ ' explad (1)) exp(tad. (9))) g . (2.7

wobei 1 durch

z—1 n

0(z) == zlog(z) _ +3 ((n_—ll—): n (-1t ) (1)

definiert ist. Das folgende Lemma fafit einige wichtige Eigenschaften und Identitdten der durch
Gleichung (2.7) gegebenen Verkniipfung o, zusammen.

Lemma 2.2.1 ([56, Lemma 4.1])

i.) o, ist eine assoziative Verkniipfung.

ii.) exp(ad.(fo.g)) = exp(ad,(f)) exp(ad.(g)),
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iii.) forgoi(~f) = exp(ad.(f))g,
iv.) —(fo,g) = (—g)ox(—f),
0.) s (~Poulf +1g) = Ui,

BEwEIs: Die Aussagen des Lemmas sind aus der Literatur wohlbekannt; man vergleiche hierzu [23, I1. §6.].
|
Sei nun U = {U,}ecr eine lokal endliche, offene Uberdeckung von M durch Darboux-Koordi-
naten-Definitionsbereiche, so daf die U, und alle ihre endlichen, nicht-leeren Durchschnitte zusam-
menziehbar sind, d.h. ¢/ ist eine lokal endliche, gute, offene Uberdeckung von M durch Darboux-
Koordinaten-Definitionsbereiche. Weiter sei {u,}ocr €ine U untergeordnete Zerlegung der Eins.
Seien nun * und « zwei differentielle Sternprodukte auf der symplektischen Mannigfaltigkeit
(M, w). Wie wir in Abschnitt 2.1.2 gesehen haben sind ihre Einschrdnkungen auf C* (U, )[[v]] 4qui-
valent, also existieren formale Reihen von Differentialoperatoren T, : C* (U, )[[v]] = C™ (U.)[[V]]

auf C* (U, ), so daB fiir alle f,g € C(U,)[[¥]]

To(f *g9) = (Tof) ¥ (Tog)

gilt. Auf C° (U, NUz)[[v]] ist nun T5'T, eine Selbstiquivalenz von (C* (U, NUz)[[V]],*), also exi-
stieren Elemente g, = —tog € C*(Uy NUp)[[V]] mit

T7'T, = exp(ad,(ts.))-
Auf C= (U, NUz NU,)[[v]] induziert das Element
by = LanyOslyposl e € C™°(Us MU U )[[V]

die Identitdt als Automorphismus von (C* (U, NUz NU,)[[v]], %) also ist £z, ein Element des Zen-
trums C[[¢]] von (C*° (U, NUs NU,)[[V]], %). Die Familie t3, ist also ein Cech-2-Kozyklus fiir die
Uberdeckung ¢ mit Werten in C[[¢]]. Die iiblichen Argumente zeigen, daB die zugehéorige Klasse
nicht von den gemachten Wahlen abhdngt und mit Verfeinerungen vertréaglich ist. I5s folgt also, daf
t.po eindeutig eine Cech-Kohomologie-Klasse [t.5,] € H?(M;Q)[[v]] definiert. Diese Uberlegungen
fithren zur folgenden Definition:

Definition 2.2.2 ([56, Def. 4.2]) Mit den oben eingefithrten Bezeichnungen definiert
L(¥, %) = [typa] € H* (M3 O)[[v]]
Deligne’s relative Klasse von %' beziiglich .

Das weitere Ziel dieses Abschnittes ist es die Bedeutung der relativen Klasse in Bezug auf die Aqui-
valenz von Sternprodukten zu untersuchen. Eine erste Folgerung aus der Definition der relativen
Klasse ist:

Proposition 2.2.3 ([56, Prop 4.3]) Seien x, ', *" drei differentielle Sternprodukte auf (M,w),
dann gilt:
t" %) = t(x" ) + (K %) (2.8)

BEWEIS: Seien die lokalen Aquivalenztransformationen zwischen * und « bzw. ' und +” mit T, bzw. Sp
bezeichnet. Auf U, NUp selen tga, 550 € C° (Us NUg)[[v]] durch

Tg_lTa = exp(ad,(tsn)) und Sg_lSa = exp(ad, (ssa))
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gegeben. Weiter seien mit V, := S, 7T, lokale Aquivalenzen von * und +” bezeichnet. Es gilt dann
Vglva = T@_lTOCTO(_1 exp(ad, (sga))Tn = exp(adi(tsa)) exp(ad*(Ta_lsga)) = exp(ad*(t@ao*Toé_lsga)),
also kénnen wir vg, = t@ao*TOé_lsga wéhlen. Man beachte, dal vgo = —vap gilt, denn
tsaosTa ' (spa)ox(—tga) = expladi(tpa)) (T 'spa) = T5 ' Tula 'spa = —T5 'sap,
woraus wegen fo,(—g)o,g = f die Gleichung
vpa = tpaoxTs 'spa = (=15 sap)ox(~tap) = —(taposTh 'Sap) = —Vap
folgt. Auf U, NUs NU, gilt dann weiter fiir s € C*° (U N Uz NUL)[[V]]
T3 soutyp = tygo,(—typ)o Ty "soutys = tygo, explady(tpy )Ty 's = typ0.T5 s
und somit erhalten wir

Uyfa = UVayOxUyg0xVga = tMo*TW_1sowo*two*Tg_lswo*t@ao*Ta_lsﬁaa

= towo*two*T@_1swo*t@ao*Ta_lswo*Ta_lsga = towo*two*t@ao*Ta_150570*TO(_15WO*TO(_15@Q.
Da die 75 ' lokale Aquivalenztransformationen zwischen + und * sind, gilt
Toé_lswo*Ta_lswo*Ta_lsﬁaa = Toé_l(sOW Oyr SyB Ot Sga) = Toé_lswa = SvyBa,

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dafl 5.5, € C[[v]] und die Differentialoperatoren in den Ord-
nungen r > 1 im formalen Parameter der lokalen Aquivalenztransformationen auf Konstanten verschwinden.
Schliefflich erhalten wir

Uypar = Loy OxlypoxlpaOxSypa = typaOxSypa = typa + Sypa,

wobel der letzte Schritt wiederum aus der Tatsache folgt, daB 454, sy € C[[V]] also zentral sind. O
Die folgende Proposition beantwortet die Frage nach dem Zusammenhang der relativen Klasse
mit den Aquivalenzklassen von Sternprodukten.

Proposition 2.2.4 ([56, Prop. 4.4]) Die relative Klasse t(x',x) verschwindet genau dann, wenn
die beiden differentiellen Sternprodukte x und ' dquivalent sind.

BewEIs: Falls x und «' dquivalent vermoge der Aquivalenztransformation 7' sind, so kénnen wir als lo-
kale Aquivalenztransformationen T, die Einschrankungen von T auf C® (U, )[[v]] wihlen und somit ver-
schwindet die relative Klasse t(*, x) offensichtlich. Nun betrachten wir was passiert, wenn die Klasse #(+, x)
verschwindet. Dann kénnen wir tg, durch Addition eines zentralen Elementes (womit seine adjungier-
te Wirkung nicht verdndert wird) so modifizieren, daf ¢34 = 0 gilt. Dann ist ¢,5 aber ein Kozyklus
und somit ein Korand, also gibt es Funktionen t, € C®(U.)[[v]] mit t,3 = (—ty)oxts. Dies beweist
man mit der folgenden induktiven Argumentation. In nullter Ordnung in v lautet die Kozyklusbedingung

tgm -I-tgﬁ —I—t%a = 0. Definiert man mit der oben eingefiihrten Zerlegung der Eins téo} =D ner uﬁtgﬁ, so gilt

tys —(—tio})o*téo} = O(v). Gibt es nun eine Losung i = Zf:o v"t7,, so dafl tw—(—tik})o*ték} = OV tY,

dann hat der Kozyklus c 5 = (—tik})o*two*ték} den ersten nichtverschwindenden Term in der Ordnung

k+11n v mit c’;#l + cigl + cg‘olzl = 0. Definiert man tg"'l = Zae[ uaci‘gl und ti(k-l_l} = ti(k} + I/k+1tl;+1,
so gilt t,5 — (—tik-l_l})o*ték-l_l} = O(¥**?), womit die Behauptung per Induktion folgt. Setzt man nun
T! = Ty exp(ade(ty)), soist T, = Té auf U, NUg und somit existiert eine globale Aquivalenztransformation
T" auf C* (M)[[I/]] mit T/|Coo(ua)[[l,]] =T!. O

Fiir ein gegebenes differentielles Sternprodukt x haben wir also eine Abbildung von Aquivalenz-

klassen von differentiellen Sternprodukten nach H?*(M;C)[[v]], welche durch
[*] = t(x, %)

gegeben ist und wir haben gerade gezeigt, dafl diese Abbildung injektiv ist.
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Proposition 2.2.5 ([56, Prop. 4.5]) Sei x ein festes differentielles Sternprodukt. Die Abbildung
von Aquivalenzklassen von differentiellen Sternprodukten nach H?(M;Q)[[v]], welche durch

[*] = t(x, %)
gegeben ist, ist surjektiv.

BEWEIS: Um einzusehen, dafl die Abbildung surjektiv ist, gehen wir in zwei Schritten vor. Zun#chst zei-
gen wir, dafl man fiir einen gegebenen 2-Kozyklus ?,5, formale Reihen von lokal definierten Funktionen
tga € C(Us NUL)[[V]] finden kann, so daB ty3q = tayoxtysoxtsa gilt. Danach konstruieren wir eine formale
Reihe von Differentialoperatoren Ty, auf U, die mit id beginnt, so daf3 T@ w = exp(ady(tsq)) erfiillt ist. Fiir
den ersten Schritt verwenden wir wie oben, daf} die Garbe der Funktionen fein ist. In nullter Ordnung nimmt
die Kozyklusbedingung die Gestalt twa tgﬁa + tgwx tévﬁ = 0 an. Wir definieren t9 _ := ZWE[ vﬁoc’
so daB tgﬁa = to —|—t 5+ tﬁa, also tyga — tgwo*two*tﬁa = O(v) gilt. Wir nehmen nun an, daf§ wir

tg;} mit tg;} = t{k} gefunden haben und ¢ 54 — t{k}o t{k} tg;} = O(vF*+1) erfiillt ist. Wir definieren
CyBa = tiﬁv}o*tik} téa}, also sind die Koeffizienten c . Konstanten Vr < k. Man beachte, dal c,s, in
einer nichtkommutativen Situation nicht notwendlgerwelse ein Kozyklus ist. Dennoch sind die ck;i total
antisymmetrisch in ithren Indizes, denn wegen t{ - t{k} gilt
k+1 k+1
CIZ;L% = ( el + t{k}o*t{k}o*t{k} {k}) = (tig}o*téz}o*tii}o*tig} + tjfy})
- (til;}o*téi}o*t{k} + 8 —|—t{k}) = ckt!
und
S ) D ) B

( (t g;} *t{k})) o (1)) == (1 oot lt)) = —cos.

Weiterhin tiberpriift man, daf3 (cvﬁao*cwo(o*c(;w{o*c(;w)k‘l'l = c%’olé — c’g;’; + c’g%} — c’g'l'l = 0, also definieren
k41 k k41 k41 k41

wir tg;';l = ZWE[ (tﬁ;olé cigolé) und t{ i téa}—i—kat’;Zl, Es ist dann twa—ti{l_ ) iﬁ-l_ 4 *té; -

O(v**2) erfiillt und es gilt ték-l_l} —ti’;H}, womit der erste Teil des Beweises per Induktion erbracht ist.

Fiir den zweiten Teil benttigen wir formale Reihen von Differentialoperatoren T, auf C* (U,), welche mit
id beginnen und exp(ad,(tg.)) = T3 ‘T, erfiillen. Wiederum verwenden wir eine rekursive Argumentation.

Wir nehmen an wir haben Ta{k} bereits so konstruiert, dafl Tgk} exp(ad*(t@a))Ta{k} =id+ I/kS@a + ... erfullt
ist. Diese Gleichung liefert, dal Ss, ein 1-Kozyklus mit Werten in den Differentialoperatoren ist, die auf
Konstanten verschwinden. Da diese wiederum eine feine Garbe bilden, ist dieser 1-Kozyklus ein Korand,
also existieren Differentialoperatoren S, auf C®(U,), die ebenfalls auf Konstanten verschwinden und auf

C® (U NUp) die Gleichung Spo = S — S erfiillen. Definiert man nun Ta{k-l_l} = (id+ 1/’“+1SQ)TQ{R}, so gilt
Tgk-l_l} exp(ad*(t@a))Ta{kH} = id—i—l/k‘l'lSéa + ..., womit auch der zweite Schritt per Induktion bewiesen ist.
Mit den so gefundenen formalen Reihen von Differentialoperatoren T, definiert man ' fiir f, g € C*(Uq)[[V]]

durch
P+ g = To (T3 () * T (9)
womit aber ' global d.h. fiir alle f € € (M)[[v]] definiert ist, da wegen obiger Konstruktion 757, =
exp(ad,(tsa)) gilt und letzterer Operator ein lokaler Automorphismus von « ist. Aufgrund der Konstruktion
von * ist es offensichtlich, daff die relative Klasse von «* durch ¢(¥, %) = [ty3a] gegeben ist. O
Die Ergebnisse dieses Abschnittes fassen wir in folgendem Satz zusammen:

Satz 2.2.6 ([56, Thm. 4.6]) Fiziert man ein differentielles Sternprodukt x, so héingt die relative
Klasse t(x',x) € H*(M;C)[[v]] nur von der Aquivalenzklasse des differentiellen Sternproduktes '
ab und vermittelt eine Bijektion zwischen der Menge der Aquivalenzklassen differentieller Stern-

produkte und H*(M;C)[[v]].
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2.2.2 Die intrinsische Derivations-verwandte Klasse

In diesem Abschnitt beschreiben wir die intrinsische Derivations-verwandte Klasse, die einem Stern-
produkt zugeordnet ist. Diese erhdlt man indem man sogenannte lokale v-Euler Derivationen dieses
Sternproduktes vergleicht. Dariiberhinaus werden wir eine Beziehung zwischen der relativen Klasse
zweier Sternprodukte und deren intrinsischen Derivations-verwandten Klassen finden.

Die Additionsformel fiir relative Klassen gemifi Proposition 2.2.3 legt nahe, dafl es sich bei
t(x', %) um die Differenz zweier Klassen c¢(x), c(x) € H*(M;C)[[v]] handeln sollte. Dariiberhinaus
sollte die Klasse ¢(x) wegen Satz 2.2.6 das Sternprodukt bis auf Aquivalenz festlegen. Als einen
Schritt in diese Richtung betrachten wir eine intrinsische Klasse, welche eine Obstruktion dafiir
darstellt, spezielle, lokale Derivationen eines Sternproduktes zusammenzusetzen.

Definition 2.2.7 ([56, Def. 5.1]) Fine Derivation E von (C*(U)[[v]], *) auf einer offenen Menge
U € M heifit lokale v-Fuler Derivation von x auf U, falls sie die Gestalt

E=v0,+L:+D (2.9)

besitzt, wobei & € I'°(T'U) ein konform symplektisches lokales Vektorfeld ist d.h. Lew|y = w|y und
D =22, v'D; eine formale Reihe von Differentialoperatoren auf C*°(U) ist.

Die folgende Proposition liefert die Existenz lokaler v-Euler Derivationen fiir beliebige differen-
tielle Sternprodukte.

Proposition 2.2.8 ([56, Prop. 5.2]) Sei x ein differentielles Sternprodukt auf (M,w), dann gibt
es fir alle U, € U eine lokale v-Luler Derivation E, = vd, + L¢, + D, der Algebra (C*°(U,)[[v]], %)
auf Uy

BEWEIS: Auf R?" mit der kanonischen symplektischen Struktur wq betrachten wir das Weyl-Produkt ey,
welches wie wir in Abschnitt 1.2 gesehen haben ein homogenes Sternprodukt ist, d.h. H = v0, + £ mit £ =
pi0p, ist eine Derivation von #wey. Weiter sei @, : Uy — On C R ein Symplektomorphismus (P wolu, =
wlu, ), vermége dessen man ein Sternprodukt *, auf (O, wp) durch ®%(f xo g) = (DL f) (DL g) fiir f,g €
C% (04)[[V]] erkliren kann. Da alle Sternprodukte auf offenen, zusammenziehbaren Teilmengen des RZ"
Aquivalent zu xw., sind, existiert eine formale Reihe von Differentialoperatoren Ty, auf C*° (O4) mit To (fxwey
9) = (Tof) *a (Tag)Vf, g € C®(04)[[V]]. Man erhilt somit eine lokale Derivation E, von x auf C*(Uy)[[v]]
durch E, := @ZTQ%T;%;“. Um einzusehen, dafl E, eine v-Euler Derivation ist beachtet man zun&chst,
daB TLHTSY = H + Z;’il I/idou' mit gewissen Differentialoperatoren d,; auf C*(0,) gilt, da 7,, mit id
beginnt. Somit hat also E, die Gestalt E, = v0, + L¢, + Z;’il I/Z'DOM' wobei £, € T°°(TU,) und die
Differentialoperatoren D, ; auf C*(Us) durch &, = ®%¢ und D.,; = @Zdayi@a_l* gegeben sind. Um zu
zeigen, dafl &, lokal konform symplektisch ist, berechnet man auf U,

Lew = LaxePrwo = P, (Lewo) = Prwo = w,

womit die Behauptung bewiesen ist. d

Wir betrachten nun eine Sammlung von lokalen v-Euler Derivationen E, wie in Proposition
2.2.8 und auf U, N Uz deren Differenzen Eg — E,,. Diese sind ebenfalls Derivationen von x und die
Ableitungen nach v fallen weg, so da Eg—E, eine C[[v]]-lineare Derivation von (C* (U, NUg)[[V]], *)
ist. Da jede C[[v]]-lineare Derivation auf einer offenen, zusammenziehbaren Menge U von der Form
Lad,(d) mit d € C>(U)[[v]] ist, existieren formale Funktionen dg, € C* (U, NUg)[[v]] mit

1
Es — Eo = —ad. (), (2.10)

wobei dg, eindeutig bis auf ein zentrales Element, also bis auf eine formale Reihe mit Werten in den
komplexen Zahlen, ist. Auf U, NUz NU, muB die Summe d, + d~3 + dg, zentral sein und definiert
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deshalb d.g, € C[[v]]. Es ist leicht zu sehen, da die d,g, einen 2-Kozyklus definieren, dessen
Cech-Kohomologie-Klasse [ds,] € H?(M;C)[[v]] von keiner der getroffenen Wahlen abhingt.

Definition 2.2.9 ([56, Def. 5.3]) Mit den oben eingefithrten Bezeichnungen definiert
A(x) = [dypa] € HE(M; O)[[V]
Deligne’s intrinsische Derivations-verwandte Klasse von *.
Eine erste Folgerung aus der gemachten Definition ist:

Proposition 2.2.10 ([56, Prop. 5.5]) Fir zwei dquivalente, differentielle Sternprodukte x und
* auf (M,w) stimmen die Derivations-verwandten Klassen d(x) und d(x) diberein.

BEWEIS: Sei T eine Aquivalenztransformation von * nach +, d.h. T(fxg) =(THF (Tg)Vf, g € C(M)[[V]].
Weiter seien E, lokale v-Euler Derivationen fiir %, aus welchen man mit E/, = TE,T~! lokale v-Euler
Derivationen fiir «’ erhilt. Dann gilt

1 1
E; —E,=T(Eg —E,)T™' =T (;ad* (d@a)) T = —ad (Tdgy) -

Also gilt mit den gewadhlten v-Euler Derivationen d’ﬁa = T'dg, und somit d’wa = Tdyso = dypa, da alle
Terme aufler der nullten Ordnung von T Differentialoperatoren sind, die auf Konstanten verschwinden.

Folglich gilt d() = d(«'). O

Proposition 2.2.11 ([56, Prop. 5.6]) Die Terme der nullten und der ersten Ordnung der int-
rinsischen Derivations-verwandten Klasse d(x) =Y ;2 v*d(*)* sind durch

d(»)? = —[w] und d(x)' =0
gegeben.

BEwEIS: Fiir die Berechnung von d(%)° betrachten wir die Terme der nullten Ordnung in v der Gleichung
(2.10) angewandt auf eine Funktion f € C* (U, NUp) und erhalten L¢,_¢, f = {d%a,f}. Definiert man
o := —ig, w, so erhélt man mit der Cartan-Formel aus L wliy, = wlu,, daB wly, = —df, gilt. Also folgt
mit dem Hamiltonschen Vektorfeld X; der Funktion f

(05 — 0a)(Xp) = w(Xf, 85 — o) = Leyoeo S ={dja, [} = d(d3,)(Xy),

sodaB 03 —0, = d(dga) auf U, NUp gilt. Wegen dflg = —w folgt hieraus, daf dgﬁa ein Reprisentant der Cech-
Kohomologie-Klasse ist, die vermdge des de Rham-Isomorphismus der Klasse —[w] € HZ,(M;C) entspricht,
womit die erste Aussage der Proposition bewiesen ist. Fiir den Beweis der Aussage iiber d(x)! beachten wir
zunéchst, dafl wir wegen Proposition 2.2.10 % durch ein dquivalentes Sternprodukt ersetzen diirfen, von dem

wir annehmen diirfen, dal C1(f,g) = %{f,g} und C5 (f,9) = %(C’z(f,g) —Ch(y, f)) = A(Xy, X,) fiir eine

geschlossene Zweiform A gilt. Schreibt man die Terme der ersten Ordnung in v der Gleichung (2.10) aus, so
erhdlt man

(D1 = Dan)f = {dpa, 1} + 265 (d3a, ) = {dhas [} + 2A(Xus, X) (2.11)

fiir f € C*° (U NUpg). Schreibt man auBerdem die ersten Ordnungen der Gleichung E.(f xg) = (Eof) xg +
fx(Eqg) fiir f,g € C(U,) aus, so findet man aus der ersten Ordnung in v, dafl D, ; eine Derivation des
punktweisen Produktes, also ein lokales Vektorfeld Y, auf i, ist. Der antisymmetrische Anteil der zweiten
Ordnung in v liefert

- _ 1 1 1 _ -
202 (fag) + ‘CEQCz (fag) + §Doc,1{fag} = §{Doc,1fag} + §{fa Doc,lg} + Cz ('Cfafag) + 02 (fa ‘Cﬁag)a
was man unter Benutzung von A und Y, als

2 (;CEQA) (Xg’Xf) = {‘CYafag} + {fa ‘CYag} - EYa{fag} (212)

schreiben kann. Hierbei haben wir folgendes Lemma benutzt:
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Lemma 2.2.12 Fir g € C*(U,,) erfillt das zugehdrige Hamiltonsche Vektorfeld
Le, Xg=Xg, g— Xy
BEWEIS: Der Beweis ergibt sich durch folgende Rechnung
W(Xg, Le, Xp) = Lro x,9=—Lew( Xy, Xg) +w(Xs, Xz, g)
= —w(Xy, Xy) —w(Le, Xy, Xg) —w(Xy, Le, Xg) + w0(Xp, Xeg, o),

wobei L¢, w = w benutzt wurde. Man erhilt also 0 = w(X;, X, + L¢, Xy — X, o) und somit die behauptete
Gleichung. \V4

Definiert man nun lokale Einsformen B, durch B, = —%iyaw, so gilt Bo(Xf) = %ﬁyaf und man erhilt
aus Gleichung (2.12)

(LeoA) (X5, Xg) = Lx,Ba(Xy) — Lx, Ba(Xg) — Ba([Xg, X;]) = —dBa(Xy, Xy).

Da A geschlossen ist folgt aus der Cartan-Formel, dafl i A + B, auf U, geschlossen ist, also existiert
nach dem Poincaré-Lemma eine Funktion f, € C™(U,) mit dfy = ¢, A + Bo. Setzt man die hergeleiteten
Beziehungen nun in Gleichung (2.11) ein, so erhalt man mit {3 — £, = —Xd%

Lysovof ={dsa: [} = 2 (ieg -6, A) (X5) = {djo, [} + 2dfa(Xf) = 2Ba(Xy) — 2df5(Xy) + 2Bs(X;).
Wegen B, (X;) = %Eyaf erhilt man schlieflich
{déom f} = Q{fﬁ - fOéa f}
Wihlt man also déa = 2(fs — fa) so sieht man, daf} die Klasse d(%)! verschwindet. d

Lemma 2.2.13 ([66, Lemma 5.7]) Seien x und " zwei differentielle Sternprodukte auf (M, w)
mit lokalen Aquivalenztransformationen T, : (C%(U)[[V]], %) — (C=(Ua)[[V]],¥) und seien E,
lokale v-FEuler Derivationen fir x. Dann sind E, := TLE, Ty lokale v-FEuler Derivationen fir
«'. Sei auf U, N Uz weiter Eg — E, = %ad*(dﬁa) und Tg_lTa = exp(ad,(tgq)) mit dgo,tpa €
C*(Us NU)[[Y]]. Dann gilt B}y — B/, = Lad.(d},), wobei

! = Tadgo — 1T ((id - ezgizcﬁl; (t“ﬁ))) (Eatag)) . (2.13)

BEWwWEIS: Wegen E’ﬁ —E, =T5(Es — (TﬁlTQ)Ea(Tng@))Tﬁl erhilt man mit

exp(ad, (—ta))Ea exp(ady(fag)) = Ea + ad, ((id - eXp(_ad*(t“ﬁ))) (Eata@)) ,

ad*(ta@)
was man dhnlich zum Beweis von Lemma 1.3.20 nachweisen kann,
_ id — exp(—ad,(tap)) _
E,—E, = Ty(Es —E)I5' —T (ad ((1 x Eutas) | | 75"
5 3(Ep — Bo) T —Tp | ady ad, (o) (Eatap) | | T5
1 id — exp(—ady(tag)) 1 ,
= “Tyad, (dsy — Folas) )| T5t = —ady (d
~Tpa *( 5 V( 2 (i) (Eatap) ) T5 = —adw ()

mit den in Gleichung (2.13) angegebenen lokalen formalen Funktionen d’ﬁa. Man beachte, daf} tatséchlich
dy,5 = —dj, gilt, denn

(a4

= T =y (SR ) (g
A ((exp(asg*(szﬁa;)) - id) (E@t@a))
= Tudos + T} ((id - ezgizi*)(t“ﬁ))) (Eataﬁ))

T ((id - exp(—ad*(ta@))) ((Es — Ea)ta@)) .

ad*(ta@)
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av — Eo)las = ady(dpo)tasg = —ad, (T, o gilt, hefert die obige GGleichun
D Es—E 8 dy(dg 8 d g)daa gilt, liefert die obige Gleichung

1d — exp(—ad,(t,
Tada@ + I/T@ (( alc)li(t ;;( ﬁ))) (Eata@)) — T@d@a + T@ exp(ad*(t@a))d@a

—dlyo, + Todas + TT5 Tadse = —d 5.

dip

d

Lemma 2.2.14 ([56, Lemma 5.8]) Unter den Voraussetzungen und mit der Notation des Lem-
mas 2.2.13 gilt

'/yﬁoz = Ta(dwﬁa + Vzautwﬁa)- (214)

BEWEIS: Wir benutzen die Formel fiir die Ableitung der Exponentialfunktion, die fiir (lokale) formale Funk-
tionen f, g, h insbesondere %|t:0(fo* —g)ox(g+th)or(—f) = exp(ad.(c)) %ﬁﬂlh liefert und die Tat-

sache, dafB fiir jede (lokale) Derivation D von x die Gleichung D(fo,g) = %|t:0(f—|—th)o*g + %|t:0fo*(g +
tDg) gilt. Wegen t.5, € C[[v]] folgt dann

id — exp(—ady(tay))

vOtyse = Ey(tayoxtysostsa) = expladi(tay)) 2 () Eytony
ay
id — exp(—ad,(t5)) id — exp(—ady(t54))
+ exp(ad, (1, E tys + Eviga
( *( ﬁ)) ad*(tw) Y8 ad*(t@a) yv6
id — exp(—ady(t4a)) _1,, id —exp(—ad(ty5))
= Et.~+ 15T, E.t
adi(tya) e P adi(ty) T
id — exp(—ady(t54)) id — exp(—ady(t54))
Estpa + E, — Eg)tsa.
ad*(t@a) 86 ad*(t@a) ( ¥ »@) 8

Auf der anderen Seite gilt nach Lemma 2.2.13

id — exp(—ady(t4a)) id — exp(—ady(t5))

dixv - /ﬁv - /ocﬁ = Today —vT, Evtya —Tpdpy + V15

E.t
adi(tya) ad(t5) T
id — exp(—ady(t54))
—Todos+ v, Estse.
g ad, (tge ) pre
Also folgt
dyy —dp, —dlyy = To(V?0utypa) + Taday — Tpdgy — Tadap + To(id — T ' Tg)dyg
= Toc(Vzﬁut'yﬁoc + doc’y + d'yﬁ + dﬁoc)a
womit das Lemma bewiesen ist. O

Wir erhalten also den folgenden Satz:

Satz 2.2.15 ([566, Thm. 5.9]) Die relative Klasse und die intrinsischen Derivations-verwandten

Klassen zweier differentieller Sternprodukte x und ¥ auf (M,w) erfillen
V2O, (X, %) = d(¥) — d(%). (2.15)

BEWEIS: Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 2.2.14 und den Definitionen der Klassen unter Beriick-
sichtigung der Tatsache, dafi wegen t,5, € C[[v]] die Gleichung Ty (v?d,t150) = V2t 54 gilt. |
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2.2.3 Die charakteristische Klasse

Dieser Abschnitt fithrt die charakteristische Klasse ein, die durch die intrinsische Derivations-
verwandte Klasse und den zweiten Term der Deformation des punktweisen Produktes definiert
werden kann. Wir zeigen einige Aquivarianzeigenschaften dieser Klasse und die wesentliche Tatsa-
che, daf sie die Aquivalenzklasse eines Sternproduktes charakterisiert.

Gleichung (2.15) stellt die Verbindung zwischen der relativen Klasse und den intrinsischen
Derivations-verwandten Klassen zweier differentieller Sternprodukte x und «" her. Sie zeigt auch,
daf die Information, die in d(*’) — d(x) verloren geht, dem Term der Ordnung 0 in v von ¢(¥, %)
entspricht. Im folgenden werden wir den fehlenden Anteil berechnen.

Seien x und ' durch fxg = 322, v*Ci(f,g) und f«' g = 372, v CL(f, 9) mit Bidifferen-
tialoperatoren Cj, C} auf C* (M) gegeben. Aus der Assoziativitdt beider Sternprodukte in erster
Ordnung in v folgt, daf} Cy — C] ein symmetrischer Hochschild 2-Kozyklus ist, wobei wir beachtet
haben, daf§ die antisymmetrischen Anteile von Cy und C] iibereinstimmen und durch %{ ——
gegeben sind. Wir kénnen also

C1(f,9) =Ci(f.9) — fEL(g) — Ex(f)g + Er(fg)

schreiben, wobei F; ein Differentialoperator auf C°°(M) ist, der bis auf Addition eines Vektorfeldes
festgelegt ist. Aus der Assoziativitdt beider Sternprodukte in zweiter Ordnung in v erhdlt man

0u(Cy = CY)(fr9,h)
= —% ({(0aE1)(f,9), 13 +{(0uEr) (R, 9), F1 + (3uE1)({f; 9, h) + (0 Er) ({h; g3, f))

= B9 h),
wobei B(/.9) = {f, Ex()} + {Er(£). 9} ~ Fa({f. ) und C~(f.g) = H(C(1.) g, /). Also gil

(C5 = C)(f9) = —%({f, Ev(g)} +{E(f) g} — Ev({f, 9}) + A(Xy, Xy),

wobei A eine geschlossene Zweiform ist, wie man aus der totalen Antisymmetrisierung der Asso-
ziativitdt beider Sternprodukte in dritter Ordnung in v erhilt. Man beachte, dafl die de Rham-
Klasse [A] von A nicht von der Wahl von FE; abhidngt, da fiir ein Vektorfeld X die Gleichung
{,X(9)} +{X(9), [} — X({[.9}) = (dixw)(X;, X,) gilt. Die Klasse von A bezeichnen wir im
folgenden mit

[A] = (C) = 7).

Wir werden nun einen Zusammenhang zwischen dem Term nullter Ordnung der relativen Klasse
t(', %) und der Klasse von A herstellen. Auf C*°(%,,)[[v]] gibt es eine lokale Aquivalenztransforma-
tion Ty = id + vE, + ... mit T,(f xg) = (Tof) ¥ (Tag), wobei E,(f) = E1(f) + Ba(Xy) und
Aly, = 3dB,. Man findet also

explady(tpa)) =157, =id + v(Ey — Eg) +...=id + v(Bs — Bs)(X.) +...,

das heifit fiir alle f € C™ (U, NUz) gilt

{130, f} = (Ba — Bp)(Xg) = —dbga(X5) = —{bpa, [},

woraus schliefSlich
[1550] = —[bysa) = —2[A]
folgt.
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Bemerkung 2.2.16 Man kann zeigen, daf jeder auf Konstanten verschwindende Bidifferential-
operator C', der ein 2-Kozyklus der Chevalley-Kohomologie von (C*(M),{ -, - }) mit Werten in
C* (M) beziiglich der adjungierten Darstellung ist, als

C(f,9) = aSP(f,9) + A(Xy, Xo) + (L[, E(9)} +{E(S). 9} = E({[. 9}))

geschrieben werden kann. Hierbei ist a € C, S ein bidifferentieller auf Konstanten verschwindender
2-Kozyklus, der niemals ein Korand ist und dessen Symbol von der Ordnung 3 in jedem Argument
ist, A eine geschlossene Zweiform auf M und E ein Differentialoperator, der auf Konstanten ver-
schwindet. Also ist

thev,nk(COO(M)7COO(M)) = C @ HC?R(M7 C)

und die Abbildung ¥ ist die Projektion auf den zweiten Anteil in dieser Zerlegung. Schreibt man den
total antisymmetrischen Teil der Assoziativitdl eines Sternproduktes in dritter Ordnung in v aus,
so findet man, dafy C'y gerade die Bedingungen an das obige C' erfiillt. Falls fiir ein Sternprodukt
sogar C1(f,g) = %{f7 g} gilt, so nimmt die obige Zerlegung von C eine besonders einfache Gestalt
an, denn unter dieser Voraussetzung gilt

Cy (fr9) = A(Xy, Xy).
Unser obiges Resultat kann also folgendermafien formuliert werden:

Proposition 2.2.17 ([56, Prop. 6.2]) Seien x und x' differentielle Sternprodukte auf (M,w),
dann ist der Term nullter Ordnung der relativen Klasse t(x',x) durch

H¥ 0 = —2(CY) +2(C ) (2.16)
gegeben.

Aus dem bisher gezeigten folgt, da8 (C5)f und d(x) die Aquivalenzklasse eines Sternproduktes
vollstindig festlegen.
Wir wollen nun eine Klasse ¢(x) definieren, die die Aquivalenzklasse von * festlegt und #quiva-

riant beziiglich eines Wechsels des formalen Parameters ist. Damit ist folgendes gemeint:

Man betrachte ein fiir f, g € C°°(M) durch fxg = > 72, v*Ci(f, g) gegebenes Sternprodukt und
einen Parameterwechsel p(v) = v+ "2, v"p, mit p, € Cund das durch den Wechsel des Parameters
definierte Sternprodukt ' mit f«' g = 372, (p(v))*Ck(f, g). Die Forderung nach Aquivarianz von

¢ beziiglich Parameterwechsels bedeutet dann, daf§

W)= c(x)op buw. e(x)(v) = c(x)(p(r))

gelten soll.
Man beachte, daB fiir eine lokale v-Euler Derivation E, = vd, + L¢, + Do(v) von x durch

E, = 5,((1;)) dy + L¢, + Da(p(v)) eine lokale Derivation von x" gegeben ist, so dafi man mit

El, =vd, +

eine lokale v-Euler Derivation von # erhilt, da 20 — 1 4 pp, + ... Mit (Eg — E,)(v) =
Lad,(dga(v)) findet man also

(€~ ) (v) = vp' (v) (Es— E)(p(v)) = vp' (v) ad, (dga(p(v))) = %ad*/( (V)
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mit dj (v) = %dﬁa(p(y)). Hieraus folgt aber

1)) = 22 g0y o)), (2.17)

Sei nun ¢(*) eine Losung von

B, c(x) (v) = %d(*)(y), (2.18)

so wird hierdurch ¢(x) bis auf den Term nullter Ordnung ¢(x)° bestimmt und Gleichung (2.17) wird
zu

Dye(x)(v) = 0, (c() (p(+)))-
Wegen Proposition 2.2.11 gilt d(%)? = —[w] und d(x)! = 0 und mit der Definition von ¢(x) erhilt
man

c(*)(pv) = 1% + () +p)d(*)? +... = [b:—](l —vpa+ 2 (ps —p3) + .. )+ c(x)° + vd(x)°
Wl _

= pofw] + c(x)° +v(d(*)° + (p3 — p3)[w]) +....

Also ist ¢(%) dquivariant unter Parameterwechseln genau dann, wenn c(x')? = ¢(x)° — py[w] gilt.

Wegen ) = Co+ paCh gilt C47 = Cy +EB{-, -}, das heiit (C}7)F = (C)* + E[w] also erhilt man

e(*)? +2(Cy7)F = e(x)" + 2(C3)F

und es gilt Aquivarianz, wenn ¢(x)° = —2(C; ). Die durchgefiihrten Uberlegungen fiihren zu der
Definition:

Definition 2.2.18 ([56, Def. 6.3]) Die charakteristische Klasse c(x) eines differentiellen Stern-
produktes x auf (M,w) ist das Element des affinen Raumes 4 HZ2 (M; C)[[v]], welches durch

c(x)° = =2(C5)"  und (2.19)
de(x)(v) = —d(*)(v) (2.20)

definiert ist.

Satz 2.2.19 ([56, Thm. 6.4]) Die charakteristische Klasse besitzt die folgenden Figenschaften:

i.) Die relative Klasse ist in Termen der charakteristischen Klasse durch
t(x', %) = e(x) — e(x) (2.21)
gegeben.

ii.) Die Abbildung C' von Aquivalenzklassen von Sternprodukten auf (M,w) in den affinen Raum
by HZ2 (M;Q)[[v]], die [*] auf c(x) abbildet ist eine Bijektion.

v

iii.) Fiir einen Diffeomorphismus ¢ : M — M’ und ein Sternprodukt x auf (M,w) definiert f
g = (o) (¢*f xd*g) fir f,g € C=(M")[[V]] ein Sternprodukt x' = (¢71)*x auf (M’ o' =
(¢71)*w). Die charakteristische Klasse ist natiirlich beziiglich Diffeomorphismen, das heifst

() =c((67)%) = (671) e(x). (2.22)
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iv.) Sei p(v) = Y2, V' pr, wobei p, € C und py # 0 gilt, ein Parameterwechsel und sei *'

das durch diesen Parameterwechsel auf (M,w' = pilw) definierte Sternprodukt, das heift

Ixg=320(pW)rCi(f, g) fir f,g € C*(M). Die charakteristische Klasse ist dquivariant
unter solchen Parameterwechseln, das heifst

c(¥)(v) = c(¥) (p(v)). (2.23)

BEwEIs: Die Aussage i.) ergibt sich aus der Definition der charakteristischen Klasse unter Verwendung
des Resultates von Satz 2.2.15, der besagt, daBl v2d,t(¥, %) = d(*') — d(*) = v?0,(c(¥') — (%)), woraus
die Richtigkeit der behaupteten Gleichung in den von Null verschiedenen Ordnungen in v folgt. Daf die
behauptete Gleichung auch in nullter Ordnung in v erfiillt ist, folgt aus Proposition 2.2.17, denn diese liefert
tH(x, )0 = =2(C57 ) 4+2(C5)F = e(#)°—¢(%)°. Die Behauptung ii.) folgt direkt ausi.) und Satz 2.2.6. Fiir den
Beweis von iii.) beachte man, dafi man fiir lokale v-Euler Derivationen E, = 3, + L¢, + Do von x lokale v-
Euler Derivationen E/, fiir « durch Ej, = (¢71)*Eq¢* = vd,+ Le1 4+ (¢71)*Do¢™ erhiilt, wobei &, = (¢71)*Eq
konform symplektische lokale Vektorfelder fiir w’ = (¢~!)*w sind. Sei dann Eg — E,, = %ad*(d@a), so erhilt
man

) — B, = (67 adu(dsa) 6" = Tado((67)" dsu),

also gilt d(*') = [(¢71)*dypa) = (671)*[dysa] = (¢71)*d(%). Hieraus erhilt man direkt, e(¥')* = (¢71)*c(x)*
fiir alle & # 0. Um einzusehen, daf diese Aussage auch fiir & = 0 gilt, betrachten wir CJ in der in Bemerkung
2.2.16 angegebenen Form C5 (f,g) = aSP(f, 9) + A(XF, Xg) + ({F, E(9) ¥ +{E(f), 9} — E({/,9}*)) und
erhalten somit fiir 4~ (f,9) = (67)"(C5 (6 1,6"9) = al6™))" (S} F,6"9)) + ((6=) A)(X¥', X&) +
{7 E’(g)}“’l + {E’(f),g}“’l - E’({f,g}wl)), hierbei sei E'f = (¢~1)*E¢* f. Dariiberhinaus haben wir die
Gleichungen X§., = (/)*X}"I und (¢=1)*{a* f, ¢*g}¥ = {f,g}“’l verwendet, die man leicht aus (¢=1)*w =«
ableitet. Also findet man (C57)F = (¢71)*(C5 )} und somit c(x')? = (¢71)*c(%)?, was den Beweis von iii.)
vervollstindigt. Zum Beweis von iv.) schreiben wir den Parameterwechsel p als p(v) = (p* o p)(v), wobei
p'(v) == pwv und p(v) = v+ .2, I/TZ—: und betrachten zuniachst als Hilfsgrofie das Sternprodukt "
zur symplektischen Form ' = p%w, das durch den Parameterwechsel p' entsteht, und bestimmen dessen
charakteristische Klasse in Termen der charakteristischen Klasse ¢(x). Aus lokalen v-Euler Derivationen
Eo = v8, + Le,, + Do (v) fiir x erhélt man ebensolche Derivationen fiir x” durch E? = vd, + L, + Do (p' (v)),
so dal mit dg, wie in iii.) (Eg —E)(v) = (Eg — Eo)(p'(v)) = mad*u(d@a(pl(y))) = %ad*u(dga(y)) mit
dio(v) = p%d@a(pl(y)) gilt. Also erhalten wir d,¢(*"") = 1}—2 (*) =pm Wd(*)(pl(y)) = Oy (c(*)(p*(¥)))
und somit c(x")* = c(x)(p!(v))* fiir k # 0. Wegen C% = p?C5 und X}"I = p1X¥ erhdlt man (CI)Y = (CH,
also e(%")? = ¢(%)?, womit die Gleichung e(x”)(v) = c(x)(p*(r)) bewiesen ist. Da wir die charakteristische
Klasse gerade so definiert hatten, dafl sie unter Parameterwechseln der Form von p dquivariant ist, erhalten
wir insgesamt c(*')(v) = c(*")(P(v)) = e(x)(p (P(v))) = e(*)(p(v)), wobei wir benutzt haben, dafl das
Sternprodukt * aus dem Sternprodukt « durch den Parameterwechsel p entsteht, und der Satz ist bewiesen.
(I

Das in diesem Abschnitt vorgestellte Klassifikationskonzept fiir differentielle Sternprodukte,
werden wir im weiteren Verlauf der Arbeit in vielen konkreten Situationen, in denen wir direkte
Konstruktionen von Sternprodukten (mit speziellen Eigenschaften) angeben, verwenden um deren

Aquivalenzklassen zu bestimmen.

2.3 Deligne’s charakteristische Klasse von Fedosov-Sternproduk-
ten

In diesem Abschnitt betrachten wir die Fedosov-Konstruktion fiir Sternprodukte auf einer sym-
plektischen Mannigfaltigkeit (M, w), die bis auf die verallgemeinerte Normierungsbedingung an das
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Element r aus Satz 1.3.3 mit der urspriinglich von Fedosov in [45] angegebenen Vorgehensweise
tibereinstimmt. Indem wir das in Abschnitt 2.2 vorgestellte Klassifikationsschema auf diese Stern-
produkte anwenden, kénnen wir zeigen, wie die Aquivalenzklasse der konstruierten Produkte von
den Eingangsdaten der Fedosov-Konstruktion abhdngt, indem wir deren charakteristische Klasse
explizit bestimmen. Wir folgen hierbei im wesentlichen der Darstellung in unserer Arbeit [87]. Um
Verwechslungen mit der véllig allgemeinen Situation in Abschnitt 1.3 auszuschlieffen und einige
Notationen einzufiihren, stellen wir kurz die wichtigen Bestandteile der spezielleren Konstruktion
zusammen.

Wir gehen aus von der Algebra (W®A(M), or), wobei op fiir a,b € W@ A(M) durch
[T .
gopb 1= 1 0 exp (51\]@5(@) @is(0))) (a ) (2.24)

gegeben sei und AY die Komponenten des zu w gehérenden Poisson-Tensors bezeichnet. Mit einem
symplektischen, torsionsfreien Zusammenhang V erhilt man durch V := (1 @ d2*)Vy, eine Abbil-
dung V : W@A(M) — W®A(M), die alle Voraussetzungen an die Abbildung D aus Satz 1.3.3
erfiillt. Die Tatsache, dafl der Zusammenhang torsionsfrei ist, gew#hrleistet hierbei, daff [, V] =0
und V(1 ® a) = 1 @ da fiir alle o € T (AT*M)[[v]] gilt. Aufgrund der Symplektizitit des Zusam-
menhangs erhdlt man zum einen, daff V eine op-Superderivation vom deg,-Grad 1 ist, da Vw = 0,
und daB V? = —Lad, (R), wobei R = %witRﬁkldxi V dv? @ da* A dz' durch die Komponenten
R;M = da2'(V5,V5,0; — V5, Vs, 0;) des Kriimmungstensors von V festgelegt ist. Wiederum garan-
tieren die Torsionsfreiheit und die Symplektizitit, dal §R = VR = 0, was dquivalent zu den beiden
Bianchi-Identitdten fiir den Kriimmungstensor des Zusammenhangs ist. Fiir alle formalen Reihen
geschlossener Zweiformen ©Q = Y22 v'Q; und alle s € W3(M) mit o(s) = 0 existiert dann nach
Satz 1.3.3 ein eindeutig bestimmtes Element ry € W@ A' (M) derart, daf

drp = Vrp — %rFoFrF +R+1®Q und §lrp=s (2.25)
und rp 148t sich aus der Gleichung
rp=0s+6"" (VrF — %rFoFrF +R+1® Q) (2.26)
rekursiv bestimmen. In diesem Fall ist die Fedosov-Derivation
Dp— —54+V— %adoF(rF) (2.27)
eine Superderivation vom deg,-Grad 1 beziiglich or und es gilt D% = 0. Fiir alle f € C>(M)[[v]]

existiert dann nach Satz 1.3.5 die zugehérige Fedosov-Taylor-Reihe 79 (f), die wir kurz mit 7= (f)
bezeichnen wollen, und die mit

() = f
k-1
e (f)HD) = 51 (VTF(f)(k) _ %;adoF(rg“))TF(f)(k_’)) (2.28)

rekursiv bestimmt werden kann. Ebenfalls nach Satz 1.3.5 existiert das induzierte assoziative Pro-
dukt s, auf C*(M)[[v]], das wir kurz mit *p bezeichnen wollen, welches nach Satz 1.3.15 ein
Sternprodukt ist. Da die Abbildung V vom symmetrischen Grad 0 ist, sind die Voraussetzungen
von Satz 1.3.13 erfiillt, so dafl %z ein Sternprodukt vom Vey-Typ ist. Auf dieses Sternprodukt be-
ziehen wir uns in dem nun folgenden Abschnitt als das Fedosov-Sternprodukt. Man beachte, daf§
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dieses Sternprodukt von drei wesentlichen Eingangsdaten abhéngt, die noch variiert werden kénnen,
ndmlich dem symplektischen, torsionsfreien Zusammenhang V, der formalen Reihe geschlossener
Zweiformen €2 und dem Element s, das die Normierungsbedingung an ry festlegt. Insofern wére es
richtiger von einer ganzen Schar von Fedosov-Sternprodukten zu sprechen, bei der alle méglichen
Wahlen der Eingangsdaten zugelassen sind. Fin wichtiges Iorgebnis der nun folgenden Untersuchung
wird sein, wie diese Eingangsdaten EinfluB auf die Aquivalenzklasse des erhaltenen Sternproduktes
nehmen. An dieser Stelle bietet es sich an, auf die in Abschnitt 1.3.6 im allgemeinen Rahmen gegebe-
ne Interpretation der Normierungsbedingung in dem uns konkret vorliegenden Beispiel zu sprechen
zu kommen, da sich in diesem Fall die Verhiltnisse im Vergleich zu der allgemeinen Situation (vgl.
Proposition 1.3.27) etwas einfacher darstellen.

2.3.1 Die Normierungsbedingung in der Konstruktion von

Zunichst wollen wir an einige bekannte Eigenschaften von symplektischen, torsionsfreien Zusam-
menhingen auf (M,w) erinnern, die wir in folgendem Lemma zusammenstellen.

Lemma 2.3.1 Seien V und V' zwei symplektische, torsionsfreie Zusammenhdnge auf (M,w), dann
qgilt:

i.) Durch SV=V'(X,Y):=VxY — VALY fir X,Y € [°°(TM) ist ein symmetrisches Tensorfeld
SV-V' ¢ FOO(\/QT*M @ TM) auf M definiert.

ii.) Definiert man mit X,Y, 7 € T°°(TM) weiter c¥ =V (X,Y,7) := w(SV-V(X,Y), Z), so ist
oV=V' e I (\/°’T*M) ein total symmetrisches Tensorfeld.

iii.) Ist umgekehrt o € FOO(\/ST*M) beliebig und V ein gegebener symplektischer, torsionsfreier
Zusammenhang auf (M, w), und definiert man S° € FOO(\/QT*M @TM) durch o(X,Y,7) =
w(S7(X,Y), Z), dann ist V7 wobei V&Y = VxY — S7(X,Y) wieder ein symplektischer,
torsionsfreier Zusammenhang. Auf diese Weise erhdlt man alle derartigen Zusammenhdnge

auf (M, w).

BEwEIS: Mit der Tatsache, dafl V und ¥V’ Zusammenhinge sind, weist man sofort nach, dafl fiir alle f &
C>®(M) und X,¥Y € I™(TM) die Gleichung fSV-V'(X,Y) = SV-V'(fX,Y) = SY-V'(X, fY) gilt, also
ist SY=V' ein Tensorfeld. Weiter folgt die Symmetrie dieses Tensorfeldes direkt aus der Torsionsfreiheit
von V und V’. Da sowohl V als auch ¥V’ symplektisch sind, erhalten wir 0 = (Vxw)(Y, 7)) = X(w(Y, 7)) —
WV Y +SV-V(X, V), 2)—w(Y, Vs Z+ SV -V (X, 7)) = (Vyxw) (Y, Z2) =¥~V (X,Y, Z) 40V V' (X, Z,Y)
also UV_VI(X, Y, 7Z) = UV_VI(X, Z,Y). Da V=V nach i.) in den ersten beiden Argumenten symmetrisch
ist, folgt hieraus die totale Symmetrie von V=Y. Indem man die Argumentationen in i.) und ii.) umkehrt
ist es ein leichtes nachzuweisen, dafl man in der angegebenen Art und Weise wieder einen symplektischen,
torsionsfreien Zusammenhang definiert. Nach i.) und ii.) ist aber auch klar, daff man somit alle derartigen
Zusammenhinge erhélt, womit das Lemma bewiesen ist. d

Wir wenden uns nun der Frage zu, die entsprechenden Abbildungen, V und V’, die man vermége
zweier symplektischer, torsionsfreier Zusammenhinge wie in (1.39) definieren kann, zu vergleichen.

Lemma 2.3.2 Seien V und V' zwei symplektische, torsionsfreie Zusammenhdnge auf (M,w) und

seien die entsprechenden Abbildungen auf W@ A(M) gemdf (1.39) mit denselben Symbolen bezeich-
net, dann gilt mit den Bezeichnungen aus Lemma 2.3.1

V- V' = —(da? © da)is(SVV (8, 0,)) = %adoF (17", (2.29)
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wobei TV=V" € T°°(\/*T*M @ T*M) C WRAYM) durch TV=V'(Z2,Y; X) := V"V (X,Y,Z) =
w(SV_V/(X7 Y), Z) definiert ist. Weiter erfillt TV-Y'" die Gleichungen

VTV_V/ =R - R+ %TV_V/OFTV_V/

v-v’
0T =0 und VTV-V  — R'_ R — %TV‘VIOFTV_Vlv

(2.30)

wobel R = iwitR;kldxi Vda! @ da® A dat und R = iwitR’;kldwi Vda! @ da® A dat die mit den ent-

sprechenden Krimmungstensoren von NV und V' gebildeten Elemente von W@ A*(M) bezeichnen.

BEwEIs: Fiir den Beweis von (2.29) ist es genug auf faktorisierten Schnitten der Form T'® 8 € W@ A(M) zu
arbeiten. Dann gilt in lokalen Koordinaten offensichtlich (V—V")(T® 8) = (1@dz")((Vs, — V5, )T'@p). Fiir
T € T°° (1™ M) berechnet man weiter (V, =V )T = dai vV ((Va, =V} )T)(0;) = —dal VT (V,8; =V} 0;) =
—dxj\/is(Sv_vl (05, 0;))T. Danun sowohl V5, _vla, als auch —dzI Vi, (Sv_vl (0, 0;)) Derivationen beziiglich
V sind, folgt hiermit aber, dafl diese beiden Abbildungen iibereinstimmen, da sie auf den Einsformen {iberein-
stimmen. Somit ist die erste Gleichung in (2.29) bewiesen. Fiir den Beweis der zweiten Gleichung schreiben
wir TV-V' = —%wijSv_vl‘;ldl‘i\/dl‘l(}bdrk wobel Sv_vl‘;l = da:j(Sv_vl(ﬁk, d1)) die Komponenten des Ten-
sorfeldes SY=V" bezeichnet. Unter Verwendung der expliziten Gestalt des faserweisen Produktes op erhilt
man %adoF(Tv_vl) = Aijis(ﬁi)Tv_vlis(ﬁj). Man beachte an dieser Stelle, daf3 hierbei wesentlich eingeht,
dafl der Term in zweiter Ordnung in v des faserweisen Produktes op symmetrisch ist, was dazu fithrt, dafl
in %adoF (TV_VI) kein Term in erster Ordnung in v auftritt. Durch eine offensichtliche Rechnung in lokalen

Koordinaten erhalt man nun %adoF(Tv_vl) = —(dz¥ @ dxi)is(Sv_vl(&,ﬁj)), wobei man die Gleichung
wljSv_vl‘;Z» = wijSv_vl‘;l, die aus der totalen Symmetrie von V-V folgt, benutzt. Die bewiesene Aussage

ist natiirlich ein Spezialfall von Lemma 1.3.25, wobei hier nicht nur die blofle Existenz und Eindeutigkeit
des Tensorfeldes TV~=V" sondern auch seine explizite Gestalt von Wichtigkeit ist. Die Gleichungen (2.30)
folgen nun direkt aus Lemma 1.3.25, wobei wir nur beachten miissen, dafl die dort auftretende geschlossene
Zweiform ¥V=Y hier verschwindet, da vIv-vi— %TV_VIOFTV_VI keinen Anteil vom symmetrischen Grad
0 besitzt, was wiederum eine Konsequenz der Symmetrie des Terms der zweiten Ordnung in v des faserweisen
Produktes op und der Tatsache, dafl V vom symmetrischen Grad 0 ist, ist. |

Betrachtet man nun zwei Fedosov-Derivationen Dy und D}, die man aus den Eingangsdaten
(V,Q,s) und (V', ', ¢) erhilt, so stimmen diese nach Proposition 1.3.27 genau dann iiberein, wenn
dp=Q—Q und V=V —s+5 = p@1 mit einer formalen Reihe p = 32, vip; von Einsformen auf
M gilt. Dies bedeutet aber folgendes: Geht man von einem fixierten symplektischen, torsionsfreien
Zusammenhang V, einer fixierten formalen Reihe geschlossener Zweiformen €2 und einem Element
s € W4(M) mit o(s) = 0, welches zusétzlich keinen Anteil vom symmetrischen Grad 1 besitzt, aus
und geht iiber zur Normierungsbedingung 3 = s+ p @1+ @ 1, wobei o € ['™(\/*T*M), so ist das
gleichbedeutend mit dem Ubergang zu Q + dp und V — Lads, (6(c @ 1)) = V7 unter Beibehaltung
der Normierungsbedingung s, hierbei sei V7 wie in Lemma 2.3.1 definiert. Also parametrisieren die
Anteile vom symmetrischen Grad 1 und der Anteil vom v-Grad 0 und symmetrischen Grad 3 der
Normierungsbedingung alle méglichen Wahlen eines symplektischen, torsionsfreien Zusammenhangs
und alle zu ©Q kohomologen Wahlen einer formalen Reihe geschlossener Zweiformen.

2.3.2 Explizite Konstruktion lokaler v-Euler Derivationen

Nach Abschnitt 2.2 bildet die explizite Angabe lokaler v-Euler Derivationen die Grundlage fiir die
Berechnung der charakteristischen Klasse eines Sternproduktes. Fiir das Sternprodukt *; werden
wir in diesem Abschnitt eine explizite Konstruktion fiir solche Derivationen finden, die uns spéter
den Zugang zur Bestimmung der Derivations-verwandten Klasse und somit zur charakteristischen
Klasse ermoglicht.
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Sei wie im vorangehenden Abschnitt ¢ = {U, }oer eine lokal endliche, gute, offene Uberdeckung
von M durch Darboux-Koordinaten-Definitionsbereiche. Um die Notation zu vereinfachen, benut-
zen wir die Konvention, dafl eine Gleichung, wenn sie Indizes «, 3, beinhaltet, immer bedeutet,
dafl diese Gleichung auf dem Durchschnitt der entsprechenden Mengen U,,,Ug,U.,, deren Indizes in
der Gleichung erscheinen, gilt.

Als ersten Schritt in der Konstruktion lokaler v-Euler Derivationen miissen wir lokale, konform
symplektische Vektorfelder &, € I'*°(TU,) finden. Da dw = 0 kénnen wir nach dem Poincaré-Lemma
auf allen U, Einsformen 6, finden, so dafl w = —d#f,, gilt. Vermoge dieser Einsformen kénnen wir
lokale Vektorfelder &, durch ¢¢,w = —8, definieren. Wegen der Cartan-Formel fiir die Lie-Ableitung
erfiillen diese Vektorfelder offensichtlich L¢,w = w. Unter Verwendung dieser Vektorfelder finden
wir das folgende Lemma:

Lemma 2.3.3 ([87, Lemma 3.1]) Sei H, : WRQA(U) = WRAU,) definiert durch
Ho =10, + Lg,. (2.31)

Dann ist H, eine lokale (Super-)Derivation beziiglich des faserweisen Produktes or vom antisym-
metrischen Grad 0 und vom totalen Grad 0, d.h.

Mo (aopb) = (Hoa)orb + aop (Hob) (2.32)
fir alle a,b € W@ A(U,). Dariberhinaus gilt [L¢,,, 8] = [Le¢,, 0] = 0 und [Hy, 6] = [Hq, 6% = 0.

BEWEIS: Die Aussagen iiber den antisymmetrischen und den totalen Grad von H, sind offensichtlich aus
der Definition von H,. Da sowohl £ als auch v8, Derivationen beziiglich des undeformierten Produktes p

sind, gilt Hoop=po(Ho® 1412 H,). Weiter gilt

o © 1410 Ha, A0 (9) @ i0(9))] = ZATi (D) ©1(0y) + 5 (Le, A) Vi (05) @ ic(95) = 0,
da wegen L w = w die Gleichung £ A = —A erfiillt ist. Insgesamt erhalt man also

Ho(aopb) = g o exp (gA”is(&) ® is(aj)) Ho @14+ 10H,)(a®@b) = (Haa)orb + aop (Hab),

womit (2.32) bewlesen ist. Die Vertauschungsrelationen fiir £y folgen direkt aus den Tatsachen, daf die
Lie-Ableitung eine Derivation beziiglich Tensorprodukten ist und mit Kontraktionen kommutiert. Die Ver-
tauschungsrelationen fiir #, sind dann offensichtlich. d

Wie es die Philosophie der Fedosov-Konstruktion nahelegt, besteht unser weiteres Vorgehen
darin, geeignete faserweise v-Iuler Derivationen zu finden, die mit der Fedosov-Derivation Dy
vertriglich sind und auf C*(M)[[v]] dann v-Euler Derivationen induzieren. Man vergleiche hierzu
unsere Vorgehensweise in Abschnitt 1.3.5. Auf den ersten Blick kdnnte es denkbar sein, lokale
Derivationen beziiglich *p zu erhalten, indem man H,, auf C*(M)[[v]] einschridnkt. In der Tat kann
man in einigen speziellen Fillen, in denen der Zusammenhang V mit der Lie-Ableitung beziiglich der
Vektorfelder &, vertriglich ist, so vorgehen. Ein wichtiges Beispiel fiir diese Situation sind homogene
Sternprodukte auf Kotangentenbiindeln, die wir in [18, 19, 86, 109] genauer betrachtet haben. Aber
im allgemeinen kann dies nicht getan werden, da die Inkompatibilitit des Zusammenhangs mit den
obigen Lie-Ableitungen zur Folge hat, daf§ die Fedosov-Derivation Dy nicht mit H, kommutiert.
Somit bildet also #H,, im allgemeinen Elemente aus ker(Dr) nicht wieder auf Elemente in ker(®Dy) ab.
Also versuchen wir H,, zu einer og-(Super-)Derivation vom antisymmetrischen Grad 0 zu erweitern,
die mit D vertauscht. Hierzu machen wir den Ansatz

1 1
Eo=Ho+ ;adoF(ha) =v0, + L¢, + ;adoF(ha) (2.33)

mit h, € W(U,), so daBB a(h,) = 0 und berechnen [Dy, &,].
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Lemma 2.3.4 ([87, Lemma 3.2]) Sei &, wie in Gleichung (2.33) gegeben, dann ist &, eine
op-(Super- ) Derivation vom antisymmetrischen Grad 0 und es gilt

1 1
[Dr, €] = ~adey (Deha) + [V, Le,] + —adog (Hare = 1i). (2.34)

BEWEIs: Nach Lemma 2.3.3 ist H,, eine op-(Super-)Derivation vom deg,-Grad 0. Da aber auch %adoF(ha)
fiir alle h, € W(Uy) eine solche ist, ist £, = Hao + %adoF (hg) offensichtlich auch eine op-(Super-)Derivation
vom deg,-Grad 0. Da ®p eine Superderivation vom deg,-Grad 1 ist und H, gemifi Lemma 2.3.3 eine

(Super-)Derivation vom deg,-Grad 0 bezliglich op ist, finden wir
1 1 1 1
[QFa goc] = [_5 +V - ;adoF (rF)a/}-loc] + [QF, ;adoF (ha)] = [va EEQ] + ;a‘dOF (%och - TF) + ;adoF (QFhoc)

Hierbei haben wir [§, Ho] = 0 und [V, H.] = [V, L¢,] benutzt. O

Nun betrachten wir die Abbildung [V, L¢, ] genauer. Die Formeln, die wir in den beiden folgen-
den Lemmas zusammenfassen, sind essentiell fiir die ganze Konstruktion lokaler v-Fuler Derivatio-
nen.

Lemma 2.3.5 ([87, Lemma 3.3]) Fir die lokal definierten Vektorfelder &, besitzt die Abbildung
[V, Le, ] die folgenden Ligenschaften:

i.) In lokalen Koordinaten gilt
[V, Le] = (do? @ da')ig((Le,V)s,0;) = (da? @ da')is(S4(0;,0;)), (2.35)
wobei das lokale Tensorfeld S, € ' (T*U, @ T*U, @ TU,,) durch
Sa(0i,05) = (£e,V),0; 1= L&, Vo,05= Vo, Lea 0y = Vg, 0,05 = R(&, )0+ V(3 €a (2.36)
definiert ist.
ii.) S, wie oben definiert ist symmetrisch, d.h. S, € FOO(\/QT*Z/{OY @ TU,).
iii.) Fir alle X,Y, Z € I'*°(TU,,) gilt
w(Z,5,(X,Y)) = —w(9,.(X, 7),Y). (2.37)

BeEwETs: Auf einem faktorisierten Schnitt der Form 7'® 8 € W@A(M) berechnen wir mit V(T' @ ) =
Vo, T@de* N3+ T @df

V. Le J(T@B) = Vo le,T@de' AN+ Le, T@dB+ Vo, T @de' ALe B+ T@dLe, B
—Le Vo, T@dr' N3 —Vo,T @ Le (de' AB) — Le, T@dS—T @ Le, df
= (Vo Le)+ Vi, 0) T ©da' AB.

Da sowohl V als auch £, mit Kontraktionen vertauschen erhalten wir fiir 7' € I'™ (T* M)
([vﬁm ‘Cﬁa] + vﬁ&aaz) r
= dxiv (([Val,ﬁga] + Vggaal) T) (3]) = dxi v is([,gav(’)laj - Valﬁgaﬁj - Vggaalaj)T.

Da sowohl dad Vi, (Le, V,0; — Vo, Le,0; — Vi, 0,0;) als auch [Vs,, Le ]+ Vi, s, Derivationen beziiglich V
sind, gilt diese Gleichung aber fiir alle symmetrischen Tensorfelder, womit (2.35) bewiesen ist. Zum Beweis
der letzten Gleichheit in (2.36) verwenden wir die Torsionsfreiheit von V und erhalten

Le, Vo, 0j = Vo, Le,0; — Vi, 0,0; = [ Vo,0;] = Vo, [€a, 0] — Ve, 0,95
= Ve, V0,05 = Vv,0,€a = Vo, Ve, 0; + Vo, Voo — Ve, 010; = R(€a, 0:)0; + Vﬁézyaj)&(.
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Aus dieser Gleichung ist aber auch offensichtlich, daB S, ein lokales Tensorfeld definiert. Fiir den Beweis
von ii.) berechnen wir mit X, Y € T'™°(TlU,,)

SOC(XaY) - S(YaX)
= R X)V = R(€a, V)X + V(g 0 = VI ) €a = R(€a, X)Y + R(Y, €)X + R(X,Y)éa =0,
wegen der ersten Bianchi-Identitat. Mit Vw = 0 und L¢,w = w erhdlt man [L¢,,Vx]w — V¢, xw = 0;
zudem gilt [Le,, Vx]f — Ve, xf = 0 fiir alle f € C*(U,), so dal man, da sowohl V als auch L¢, mit
Kontraktionen vertauschen und [L¢,, Vx] — V¢, x eine Derivation beziiglich Tensorprodukten ist,
w(Z,5.(X,Y))
= w(Z, ([[’EaavX] - vﬁgaX)Y)

(
([Leo Vx] = Ve, x)w)Z2,Y) + ([Leo, Vx] = Ve, x)w(Z2,Y)) —w(([Leo, Vx] = Vi, x)2,Y)
= —w(([Leo, Vx] = Vi x)2,Y) = —w(Sa(X, 2),Y)

erhalt. O
Die oben definierten lokalen Tensorfelder S, induzieren auf natiirliche Weise Elemente T, €

1 (\/*T*U, @ T*U,) von WA (Uy,) vom Grad (2,1,0) durch
To(Z,Y: X) i= w(Z, Sa(X,Y)). (2.38)

In lokalen Koordinaten bedeutet das T, = %wijsaildxi V dz! @ da*, wobei Sail = da? (S, (0, 0))
die Komponenten von S, in lokalen Koordinaten bezeichnet.

Lemma 2.3.6 ([87, Lemma 3.4]) Die in Gleichung (2.38) definierten lokalen Tensorfelder T, €
WoAYU,) erfilllen die folgenden Gleichungen:

i)
%adoF (1) = [V, Le.], (2.39)

ii.)
Ty = ia(€)R+V (%Doa ® 1) , (2.40)

wobei der Operator der symmetrischen kovarianten Ableitung D durch D = dx'VV g, definiert
ist und 0, = —ig, w.
0y =0 wund VIT,=L¢ R-R. (2.41)

BEWEIs: Zunichst folgt aus Lemma 2.3.5 iii.), dal T, (Z,Y; X) = w(Z,5.(X,Y)) = —w(S.(X,2),Y) =
w(Y,S.(X, 7)) = To(Y, 7;X), also Ty, € FOO(\/zT*Ua ® T*Uy). Den Nachweis von i.) erbringen wir durch
einfaches Nachrechnen unter Verwendung der Eigenschaften von S, gemifl Lemma 2.3.5

“adog (Tu)a = A0, (0)Tais(90)a = (da! © da¥) SA"™ (wrjsa{k + w,jsaik) iy (9,)a

= (de' @ de® )N w, Sl is(0s)a = (da' © de”)is(Sa(Br,d))a = [V, Le,]a
fiir alle a € WQA(Us). Wegen S,(0;,0;) = R(€a, 0;)0; + Vggz 6j)€0< erhalt man weiter

1 : . 1 . . .
T, = §wij5a‘l7kdxl vde! @ da* = 5%‘7 (R‘an o+ dx? (vgglyal)ga)) de' v dz' @ dx*. (2.42)



68 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNG

Wegen R = %wininldxi Vdxk @ dx™ Adx' gilt offensichtlich %win{nk otdrt Vv dr' @ de* =i,(€,)R. Um den
zweiten Summanden im Ausdruck fiir 7, weiter umzuformen, verwenden wir die Definition ¢ w = —8, von
£o, um wegen Vw = 0 die Gleichungen

—Val Ha = ivalgaw und — Vakv(’)lga = ivakvalgaw
zu erhalten, aus denen mit der Definition der zweiten kovarianten Ableitung i () v —Vggl 61)9‘3‘ folgt,
(0),8)5 ’
so dafl wir in (2.42) wijdxj (Vgglyal)é’a) durch (Vgglyal)ﬁa) (8;) ersetzen konnen. Also gilt

. o2
To = ia(6a) R+ 5V(5) o0 V da' © do*.

Auf der anderen Seite berechnen wir
1 1 1 1_¢s
\Y <§D9a) = 5Vo, (d2' v Vo bu) 0da* = 3 (vakva, bo — Vv, 0 ea) Vdr'@da* = ivgalyal)éa\/da@l(@drk,

womit (2.40) bewiesen ist. Fiir den Beweis der ersten Gleichung unter iii.) verwenden wir die Super-Jacobi-

Identitat fir [[§, V], L¢,] und erhalten wegen [d, V] = 0 = [4, L¢, ] und Gleichung (2.39)

0=[4, V], [’Ea] =[4,[V, [’Ea]] + [V, 19, [’Ea]] = % [6’ adoF (TOC)] = %adOF (6TOC) )

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dafl § eine op-Superderivation vom deg,-Grad 1 ist. Also folgt,
daB3 §T,, zentral ist; da aber §T,, positiven symmetrischen Grad namlich 1 besitzt, folgt hieraus §7;, = 0, da die
einzig nicht-trivialen zentralen Elemente in (W®A(Uy), op) durch alle 1@« fiir o € T (AT*UL)[[V]] gegeben
sind, 87, = 0. Fiir den Beweis der zweiten Gleichung in iii.) benutzen wir V? = 1[V,V] = —Lad,, (R) und
berechnen

1 1 1 1
Ha, [V, V] = [Ha, —;adoF(R)] = ;adoF(R) — ;adoF(%aR) = ;adoF(R — L¢ R),

N | —

da H 4 nach Lemma 2.3.3 eine lokale op-(Super-)Derivation vom deg,-Grad 0 ist und v9, R = 0 gilt. Auf der
anderen Seite gilt nach der Super-Jacobi-Identitat

N | —

(Mo [V, V]
1

= L ([, V] VI [V, [, VI = 9, [, VI = 9, [, V1) = [V, — oo (T)] = — adeg (VT2),

wobei wir neben der Tatsache, dafl ¥V eine op-Superderivation vom Grad 1 ist, wieder (2.39) benutzt haben.
Insgesamt folgt also, daf3
Via+R—-Le R

zentral ist. Mit einer analogen Argumentation wie fiir den ersten Teil des Beweises von iii.) erhdlt man
hieraus, da VT, + R — L¢ R vom symmetrischen Grad 2 ist, VI, + R — L, R = 0, also die zu zeigende

Gleichung. d
Zusammenfassend haben wir also gezeigt, daf fiir £, wie in (2.33)

1
[©F7 ga] — ;adoF (@Fha ‘I‘ TO[ ‘I_ %arp - T‘F) (2.43)

gilt. Unser nichstes Ziel ist es nun zu zeigen, da8l h, € W(U,) mit o(h,) = 0 so gewdhlt werden
kann, dal ©phy + T, + Horer — re = 1 ® A, wobei A, eine formale Reihe von lokal definierten
Einsformen, die geeignet zu wihlen sind, ist, da dann [®y, £,] = 0 gilt. Die notwendige Bedingung
dafiir, daB diese Gleichung lésbar ist, ist Dp(1 @ Ay — T — Horp + 15) = 0, da D2 = 0. Diese
ist aber auch hinreichend, da die Dx-Kohomologie auf Elementen « € W@ AT (M) mit positivem
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antisymmetrischen Grad trivial ist, da die folgende Homotopieformel ©:D7'a + D51 Dra = a,

wobei Dila = —§7! (id—[é—l,V—lladoF(rF)]a)’ gilt (vgl. Proposition 1.3.17). Mit den fiir 7, in

Lemma 2.3.6 nachgewiesenen Eigenschaften gelingt es uns im folgenden Lemma zu zeigen, dafl bei
geeigneter Wahl von A, die obige notwendige Bedingung erfiillbar ist.

Proposition 2.3.7 ([87, Lemma 3.5])

i.) Sei A, € I'°(T*"U,)[[v]] eine formale Reihe von lokal definierten Einsformen auf U,, dann
gilt

genau dann, wenn

dA, = (id — H.) 9, (2.45)

wobei Q= >"77, V' die formale Reihe geschlossener Zweiformen auf M bezeichnet, die in
der Gleichung (2.25) fir rr erscheint.

ii.) Wdhit man lokale Potentiale ©;, der geschlossenen Zweiformen ; aufU,, d.h. dO;, = Q;
fir i € N\ {0} und definiert ©, = >_2 v'0,,, so ist fir
Ag = (id = Ha)Oy = (id — Ha) Y 'Ol (2.46)
=1
die Gleichung (2.45) erfillt und es gilt (1 @ Ay — Ty — Hore + 1) = 0.

BEWEIs: Zum Beweis von i.) berechnen wir ©p(1 @ Ay — T — Horp + rp) fiir eine beliebige formale Reihe
lokaler Einsformen A, auf U,:

1 1
Dr(l@ Ay —To) =10 dAs + 6T, — VI, + ;adoF(rF)Ta =1®@dA, —VT,y+ ;adoF(rF)Ta,
da 6T, = 0 nach Lemma 2.3.6 iii.). Weiter gilt wegen [, H,] = 0 unter Verwendung von Gleichung (2.25)
1 1
Dp(Harp —1p) = —Hodrp +3drp + VHorp — Virp — ;adoF(rF)"flarF + ;adoF(rF)rF

1 1
= %Oc <_rFOFrF —VT’F —R— 1®Q) — _rFOFrF+R+ 1®Q+v7‘loﬂ”p
14 14

1 1
—;adoF (re)Hare + ;adoF (re)rp.

Verwendet man nun, dafi H,, eine op-(Super-)Derivation vom deg,-Grad 0 ist, so erhélt man wegen vd,R = 0
1 1 1
7-[05 ;rFOFrF - er - R -1 ® Q == —;rFOFrF + ;adoF (TF)%QTF — %QVTF — EEQR -1 ® %O{Q
SchlieBlich erhélt man wegen ad,, (r¢)rr = 2rpopre und [V, H,] = [V, Le,] = %adoF(TQ)

1 1
Dr(MHarr —1rp) =10 (Q=HQ) +R— L, R+ ;adoF(TQ)rF =10 Q—-HL) - VT + ;adoF(rF)Ta,

wobei wir im letzten Schritt Lemma 2.3.6 iii.) und ad,, (T%)rr = adey (7r)7n verwendet haben. Insgesamt
finden wir also
Dr(10Ag —To —Horp+71r) = 1@ (dAy — (id — Ho)Q)
und dieser Ausdruck verschwindet genau dann, wenn (2.45) erfiillt ist und i.) ist bewiesen. Zum Beweis von
ii.) berechnet man einfach dA, = (id—H,)dO, = (id — H ), da die duflere Ableitung d mit v, vertauscht
und dl¢, = Le, d gilt. O
Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir die folgende wichtige Proposition:
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Proposition 2.3.8 ([87, Prop. 3.6]) Seien formale Reihen A, lokal definierter Finsformen wie
in Proposition 2.3.7 ii.) gewdhlt. Dann existieren eindeutig definierte Elemente h, € W(U,), so
daff Dpho =10 Aq —To — Hare +1e und o(hy) = 0 erfillt ist. Dariberhinaus ist h,, explizit durch

ho =D (1© Ay — Ty — Hors + 75) (2.47)

gegeben, wobei Dyla = —6~! (id—[é—l,V—lladoF(rF)]a)' Weiter gilt h, € Ws(U,). Mit den so be-

stimmten Elementen h, kommutieren die faserweisen lokalen v-FEuler Derivationen &, = vd, +
Le, + %adoF(ha) mit der Fedosov-Derivation Dx.

BeEwEIs: Zum Beweis wenden wir die Homotopie-Formel ®p®5 'a + D5 'Dra = a, die fir « € W AT (M)
gilt auf 1 ® Ay — Ty, — Horr + 7p an und erhalten aus Aussage ii.) der vorangehenden Proposition

1A —To—Hars+rr = <©F©;1 + legF) (1®Aa_Toc_%och+rF) = ©F©;1(1®AQ_T04_/H047QF+TF)~

Da wir aber hy, € W(Uy) so bestimmen wollen, dal Dphy = 1 ® Ay — Ty — Harr + 7 gilt, erhalten wir
ho — @;1(1 @ Aq —To —Horp +1r) € ker(Dp) NW(U,). Aus Satz 1.3.5 folgt dann aber h, — @;1(1 @A, —
To — Harr +18) = Te(pa), Wobel ¢ € C° (U, )[[v]] beliebige lokal definierte formale Funktionen sind. Da
D! den symmetrischen Grad mindestens um eins erhéht, gilt dann o(he) = o(r(pa)) = @a, so dal wir
aus der Forderung o(hy) = 0 schliefllich ¢, = 0 und

hae =5 (1@ Aq — To — Harw +7p)

erhalten, womit die Eindeutigkeit und die explizite Gestalt der gesuchten Elemente h, bewiesen ist. Um
einzusehen, dafl h, € W3(U,) gilt, beachten wir zunichst, daB 1 ® A, — Ty — Hare + 70 € Wa@A (U,) gilt,
da offensichtlich 1 ® Ay, T, € Wa@AY (U, ). Da aber auch rp € Wa@ A (M) und H, vom totalen Grad 0
ist, 1st auch Horp € W2®A1(UQ). Nach Satz 1.3.17 erhoht @;1 den totalen Grad mindestens um eins und
folglich gilt h, € W3 (Uy). Mit den so bestimmten h, erhalten wir aus Gleichung (2.43)

1 1
[QFagoc] = ;adoF (QFhoc + Ty +Harr — rF) = ;adoF(l ® Aoc) =0

und die Proposition ist bewiesen. a
Mittels der von uns konstruierten faserweisen lokalen v-Euler Derivationen &, sind wir nun in
der Lage lokale v-Euler Derivationen fiir das Fedosov-Sternprodukt *p zu definieren.

Definition 2.3.9 ([87, Def. 3.7]) Seien die Elemente h, € W(U,) wie in Gleichung (2.47)
gegeben. £, : WoAU,) — WRA(U,) bezeichne die faserweisen lokalen v-Euler Derivationen
Ea =0y + Le, + Lado, (ha). Dann definieren wir Abbildungen E, : C™(U,)[[v]] — C*(Ua)[[v]] fiir
feC>™(Ua)[[v]] durch

E.f i=0c(&ame(f)). (2.48)

Mit dieser Definition erhalten wir das Hauptresultat dieses Abschnittes.

Satz 2.3.10 ([87, Thm. 3.8]) Die in Gleichung (2.48) definierten Abbildungen E, sind lokale
Derivationen des Fedosov-Sternproduktes *. Dariiberhinaus gilt E,, = v0, + L¢, + Do, wobei D, =
Yoy Vti' eine formale Reihe von Differentialoperatoren auf C* (U, ) ist. Die Abbildungen E,, sind
also lokale v-Fuler Derivationen fir das Sternprodukt .

BEwEIS: Per Konstruktion der faserweisen lokalen v-Euler Derivationen &, gilt [Dr, o] = 0, so dall wir
fiir alle f € C®(UL)[[v]] die Gleichung Dp&o7e(f) = E4Dpme(f) = 0 erhalten, und wegen Satz 1.3.5 gilt
Eamr(f) = Tr(gy) mit einer formalen Funktion gy € C* (U )[[v]]. Wendet man ¢ auf diese Gleichung an, so
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findet man mit Gleichung (2.48) gy = o(me(gs)) = o(Eamw(f)) = Eaf d.h. Eamw(f) = m(Eof). Mit dieser
Identitat berechnet man nun fiir f, g € C*° Uy )[[V]]

Ea(frrg) = o(Eate(frrg)) = o(Ealre(forTr(9))) = o((Eame(f))orTe(g) + o (f)or (Eatr(g)))
= U(TF(Eaf)OFTF(g) + TF(f)OFTF(Eaf)) = (Eocf)*Fg + f*F(Eocg)a

womit die erste Aussage des Satzes bewiesen ist. Um die Aussage iiber die explizite Gestalt von E, zu
beweisen, beachten wir zunéchst, daff sowohl vd, als auch £¢ mit ¢ vertauschen, so dafl wir wegen o (7= (f)) =

/
1
Eaf = v f + Lo, + — o (adog (he)7e (/)

erhalten. Nach Korollar 1.3.9 ist die Abbildung C*®°(U,) > f — 1o (adoF(ha)TF(f)) = D, eine formale

Reihe von Differentialoperatoren. Es bleibt noch zu zeigen, daf§ diesl:e formale Reihe erst in der Ordnung 1 im

formalen Parameter v beginnt. Hierzu berechnen wir zunéchst unter Beriicksichtigung der expliziten Gestalt
von op

la (adoF(ha)TF(f)) = A0 (0 ) ha)o(is(0s)me (f)) + 0(1/2).

v
Da nach Proposition 2.3.8 h, € Ws(U,) gilt, ist i5(0r)he vom totalen Grad groBer oder gleich 2, so daf
o (i5 (9 )ha) nur Terme der Ordnung groBer oder gleich eins in v beinhaltet, womit Dy = ;7 I/Z'DOM' folgt
und der Satz bewiesen ist. a

Der soeben bewiesene Satz stellt die Grundlage fiir die Bestimmung der Derivations-verwandten
Klasse von Fedosov-Sternprodukten dar.

2.3.3 Die deformierte Cartan-Formel fiir D,

Ziel dieses kurzen, eher technischen Abschnittes ist es, die deformierte Cartan-Formel fiir die
Fedosov-Derivation Dr zu beweisen, die sich fiir die weitere Berechnung der Derivations-verwandten
Klasse d(*g) als sehr praktisch erweisen wird. Diese Formel und der Beweis, den wir angeben wer-
den, stammen aus [15, Lemma 4.6].

Proposition 2.3.11 ([87, Prop. A.1]) Fir alle Vektorfelder X € I'>°(T'M) kann die Lie-Ablei-
tung Lx : WRQA(M) - WRA(M) in der folgenden Weise ausgedriickt werden:

Ly = Diia(X) +ia(X)De + is(X) + (d2' @ 1)i5(Vo, X) + %adoF(ia(X)rF). (2.49)

Fiir den Fall, daff X = Xy das Hamiltonsche Vektorfeld einer Funktion f € C*(M) d.h. ix,w = df
ist, nimmt diese Formel die folgende Form an:

) ) 1 1 )
Lx, = Drtg(Xy) + 10 (Xf)Dp — ;adoF (f +df @1+ §Ddf ®1 - za(Xf)rF) . (2.50)

wobei D = dx' V V. den Operator der symmetrischen kovarianten Ableitung bezeichnet.

BEWEIs: Auf einem faktorisierten Schnitt ¢ =7 ® 8 € W®A(M) berechnen wir

(0ig(X) + 4a(X)d)a (2.51)
= i (0T @ dx' Nig(X)B 4 is(0)T @ dz' (X)B — i5(0)T @ da’ Nig(X)B = is(X)T @ 8 = is(X)a.
Da i4(X) eine op-Superderivation vom deg,-Grad —1 ist, gilt weiter

% (adoF(rF)ia (X)+ ia(X)adoF(rF)) = %adoF(iG (X)rg). (2.52)
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Zudem berechnen wir mit V(T'® 8) = Vo, T @ dz* A3+ T @ dB

(Vig(X) 4 iq(X)V)a (2.53)
= Vo, T @de' Nig(X)B4+T @ dig(X)3+VxT @B —Vo,T@de' Nig(X)3+T @in(X)ds
= VxTep+T® Lxfl.

Da V torsionsfrei ist, gilt fiir eine Einsform 7'
VxT =da' VvV (VxT)(0;) = LxT + da' VT([X,0;]] = Vx ;) = LxT — da' Vi, (Va,X)T.
Da aber sowohl Vx als auch £Lx — dz’ V is(Vs,X) Derivationen beziiglich V sind folgt hieraus
VxT = LxT —de' Vi (Ve X)T
fiir alle symmetrischen Formen. Folglich erhalten wir insgesamt mit (2.53)
Vig(X) 4+ i (X)V = Lx — (dz' ©1)i,(Va, X). (2.54)

Kombiniert man nun die Gleichungen (2.51), (2.52) und (2.54) unter Beriicksichtigung von ®p = =6 + V —
%adoF(rF) so erhilt man Gleichung (2.49), womit der erste Teil der Proposition bewiesen ist. Fiir die zweite
Aussage der Proposition berechnet man zunéchst unter Benutzung der expliziten Gestalt von op

%adoF(df @ 1) =0 ()N i:(0s) = —1:(Xy), (2.55)
da Xy = —A"0,(f)0,. Analog erhélt man
%adoF (%Ddf ® 1) = A”(is(&«)%Ddf ® 1)is(0s).

Mit der Definition von D erhilt man weiter

200 5 DAf = SV 0, df + 5029 (Va,dF)(0r) = da? (V) (01,
da man aus der Torsionsfreiheit von V die Gleichung (Vs,df)(0,) = (Va,df)(9;) erhilt. Da V symplektisch
ist, findet man mit df(Y') = w(X;,Y) die Gleichung (Va,df)(Y) = w(Vs, X;,Y) also

dzd (Vo,df)(0,) = de’w(Vo, X, 0,)

und berechnet weiter
1 1 ) :
;adoF <§Ddf & 1) = A”(dx]w(vanf,&«) ® 1)is(0s) = —(da’ ® 1)i5(Vanf). (2.56)

Mit ado, (f) = 0 liefern die Gleichungen (2.56) und (2.55) zusammen mit (2.49) die zu beweisende Identitét
(2.50). O

Die oben bewiesene Formel fiir die Lie-Ableitung als deformierte Cartan-Formel zu bezeichnen,
ist insofern naheliegend, als da diese auf Elementen (1 ® 3) € W@A(M) mit g € I'°(AT*M)[[v]]
gerade Lxf = (dix + ixd)[ liefert, was aber gerade die Cartan-Formel fiir die Lie-Ableitung auf
der dufleren Algebra ist.

2.3.4 Berechnung der Derivations-verwandten Klasse

Mit Hilfe der lokalen v-Fuler Derivationen E,, die wir in Abschnit 2.3.2 konstruiert haben, sind
wir nun in der Lage die Derivations-verwandte Klasse d(xp) fiir alle Fedosov-Sternprodukte zu
bestimmen. Hierzu miissen wir nach Abschnitt 2.2.2 formale Funktionen d,g € C* (U, NUg)[[v]]
finden, so daf auf ¢, Nz die Gleichung E, —Eg = %ad*F(dag) gilt. Aus der Definition der lokalen v-
Euler Derivationen E, und mit der deformierten Cartan-Formel aus dem vorangehenden Abschnitt
erhalten wir:
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Lemma 2.3.12 ([87, Lemma 4.1)]) Fir g € C*° (U, NUp)[[v]] gilt

(€= El) = 50 (ks (o s+ o+ oy 014+ 3D 01— Xy ) 7l0) ) (257)

wobei fo3 € C™(U, NUg) die Gleichung df,p = 8, — 8 erfillt, die lokalen Finsformen 6, die
Gleichung db, = —w erfillen und Xy, , das Hamiltonsche Vektorfeld zu fop bezeichnet.

BEwWEIS: GemAil der Definition der lokalen v-Euler Derivationen gilt

(Ea— Es)(9) = o{(Leuea + g (he — ha))7e(9))

Nun gilt auf ¢, NUp die Gleichung —df, = w = —dfs, so dafl wir nach dem Poincaré-Lemma lokal definierte
Funktionen f,s finden kénnen, so dafl dfas = 0, — 05 gilt. Gem&8 der Definition der lokalen Vektorfelder &,
erhilt man weiter ¢, _¢,w = —(0o — 0) = d(—fop), was impliziert, dal £, — £ = X_;,, das Hamiltonsche
Vektorfeld der Funktion —f,s ist. Also kénnen wir die deformierte Cartan-Formel (2.50) anwenden, um
Le¢,—¢; im Ausdruck fiir E, — Eg zu ersetzen. Da nach Satz 1.3.5 Dpre(g) = 0 und iy (X_;, ;)7 (g) = 0, da
deg, = (g) = 0, gilt, erhilt man so schlielich die behauptete Gleichung (2.57). O

Wir miissen jetzt noch zeigen, dafl der Term, der in Gleichung (2.57) im Argument von ado,
steht, durch eine lokal definierte, formale Funktion a,g € C*(U, NUz)[[v]], die offensichtlich
adop (aqp) = 0 erfiillt, so ergdnzt werden kann, daff das gesamte Argument die Fedosov-Taylor-Reihe
Tr(fap — 0(1a(X,;)r8) + @up) der lokalen formalen Funktion dog := fop — 0(ia( Xy, 5)7r) + aap ist.
Wenn es uns gelingt, solche lokalen, formalen Funktionen zu finden, so liefert (2.57) E, — Eg =
Lad,, (dap) und wir sind mit Hilfe der d,p in der Lage, einen Ausdruck fiir die Derivations-
verwandte Klasse d(+p) zu finden. Wir miissen also zeigen, daf a,g € C* (U, NUg)[[v]] so gewdhlt
werden kann, daf3

1 .
Dy (ha —hg+ anpg+ fap+dfap @1+ §Ddfozﬁ ®1-— Za(Xfaﬁ)rF) =0 (2.58)
gilt.
Lemma 2.3.13 ([87, Lemma 4.2]) Mit den Bezeichnungen aus Lemma 2.3.12 gilt

1 . . .
Dy (ha ~ g+ fap+dfap @ L+ SDdfap @1~ la(Xfaﬁ)f‘F) = 1@ ((1g, 2+ An) — (1,2 + Ap)),

(2.59)
wobei A, € '™ (T*U,)[[v]] wie in Proposition 2.3.7 ii.) gegeben ist.

BEWEIs: Aus der Konstruktion der Elemente h, € W(lU,), die wir in Abschnitt 2.3.2 (vgl. Proposition 2.3.8)
angegeben haben, erhalten wir

QF(hoc — h@) =1QA, — T, —Harrp —1® A@ —|—T@ —|—7‘[@7°F =1® (Aa — A@) - T, + T@ — [,ga_gﬂrp.
Weiter findet man mit Dy = —0 + V — %adoF(rF) durch direkte Rechnung

1 1 1 1
Dy (fa@ +dfap @1+ §Ddfocﬁ ® 1) = ;adoF (dfa@ @1+ §Ddfocﬁ ® 1) e+ V <§Ddfocﬁ ® 1) .

Wir verwenden nun nochmals die deformierte Cartan-Formel (2.50), die Definition von ©p und Gleichung

(2.25), um
) ) ) ) 1
Op(—1a(Xfos)rr) = =(Dria( Xy, 5 )rr + 1a(Xfo 5 )Prre) +1a(X5, ) (—(WF + Vryp — ;adoF(rF)rF)

1 1 . , 1
= Leg—esrr+ ;adoF (—dfa@ ®1- 5Ddfoéﬁ ®1+ za(Xfaﬂ)rF) e —1a(Xf, ) <R+ 1o+ ;rFoFrF)

1 1 . .
[,ga_gﬂrp + ;adoF (—dfa@ ®1— §Ddfa@ ® 1) re + Za(fa — f@)R—I— 1® Zga_gﬂQ
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zu erhalten, da — Xy, . =&, — &p und i, (X, , ) (rporrr) = adoey (14 (Xy, 5 )rr)re. Insgesamt finden wir also

1 .
Dr (ha — h@ + fa@ + dfa@ ®1+ §Ddfa@ ®1-— Za(Xfaﬂ)rF)

= 10 ((Aa+14,Q) — (A +1¢,Q) = Ta+T+ V (%D(Ga —03)® 1) +ia(éa —&5)R.

Da aber nach Lemma 2.3.6 ii.) die Gleichung T, = 74 (o) R+ V(3 D0, ©1) gilt, folgt hieraus die Behauptung.

O
Mit Hilfe des soeben bewiesenen Lemmas finden wir nun:
Proposition 2.3.14 ([87, Prop. 4.3])
i.) Mit den obigen Bezeichnungen gilt
1 .
Dy (ha —hg+aos+ fop +dfapg @1+ §Ddfozﬁ ®1- Za(Xfaﬁ)rF) =0 (2.60)

genau dann, wenn die lokal definierten formalen Funktionen a,g € C* (U, NUg)[[V]] die Glei-
chung

daaﬁ = —((igaQ + Aa) — (igﬁg + Aﬁ)) (2.61)

erfiillen.

FEs existieren lokal definierte formale Funktionen ang € C* (U, NUg)[[v]] derart, daf§ (2.61)
und somit auch (2.60) erfillt ist. In diesem Fall gilt

1 .
hoz - hﬁ + Ao + fozﬁ + dfozﬁ @14+ §Ddfozﬁ ®1- Za(Xfaﬁ)rF — TF(dozﬁ)7 (262)
wobei die lokalen formalen Funktionen dyg € C* (U, NUg)[[V]] durch

dop = fop + aap — U(ia(Xfaﬁ)rF) (2.63)

gegeben sind.

BEWEIs: Die Aussage 1.) folgt direkt aus Lemma 2.3.13 unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl ®raqg =
1 ® dang. Um die Existenz der ans wie in (2.61) nachzuweisen, berechnen wir mit der Cartan-Formel und
mit [d, Ho] = 0, was wegen Ho = v, + L¢, offensichtlich ist,

d(ic, Q+ Ag) = Lo, Q — i, dQ+ dO, — HodOy = Q — 10,9,

da df2 = 0 und dO, = Q. Also ist die rechte Seite der Gleichung (2.61) geschlossen und die Existenz von
lokal definierten formalen Funktionen a.g, die diese erfiillen, durch das Poincaré-Lemma gesichert. Wegen
Satz 1.3.5 gilt fiir diese a,p die Gleichung (2.62) und d.p ist durch

1 .
dop =0 (ha —hg+ aap+ fap +dfap @1+ §Ddfocﬁ ®@1- Za(Xfaﬂ)rF)

gegeben. Hieraus erhilt man aber sofort den Ausdruck (2.63), da wir die hy so konstruiert haben, daf
o(hy) = 0 gilt. O
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun folgenden Satz formulieren:
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Satz 2.3.15 ([87, Prop. 4.3]) Mit den lokalen formalen Funktionen d.g € C* (U, NUg)[[v]] aus
Proposition 2.3.14 ii.) gilt
1

E,—Eg= ;ad*F(dag). (2.64)
Dariiberhinaus erfillen diese formalen Funktionen dd,g = 0,—03+d(0(i(80)1r)) —d(0(i0(€5)rr)) —
(16, 2+ Ay) = (16,2 + Ap)). Also definieren die dyg einen 2-Kozyklus und das Bild der entsprechen-
den Cech-Kohomologie-Klasse unter dem de Rham-Isomorphismus, also die Derivations-verwandte
Klasse des Sternproduktes g, ist durch

d(*p) = —[w] = [ — v0,9Q] (2.65)
gegeben.

BEWEIS: Wegen ado (¢qs) = 0 gilt nach Lemma 2.3.12 und Proposition 2.3.14 ii.)

(Ex— Es)l) = o (o (0 (des)) 70 (9)) = ol (ds)g

v

fiir alle g € C*° (U NUp)[[v]], also die erste Aussage des Satzes. Aus Gleichung (2.63) erhalten wir wegen
dfap = 0a—0p, dag, = —((ig, Q+As) — (1e, Q2+ Ap)) und £, —€s = — X}, , den behaupteten Ausdruck fiir die
duflere Ableitung von dog, aus dem offensichtlich ist, dafi durch diese formalen Funktionen ein 2-Kozyklus
definiert ist (vgl. Abschnitt 2.2.2). Um die entsprechende de Rham-Klasse, also die Derivations-verwandte
Klasse d(*r) zu bestimmen, berechnet man d(fq + d(o(ia(€a)rr)) — (e, 2+ An)) = —w — (2 —v3,Q), wobel
wir das Ergebnis fiir d(i;, © + A,) aus dem Beweis von Proposition 2.3.14 ii.) verwendet haben. Also folgt
d(xp) = —[w] — [ — v3,0] und der Satz ist bewiesen. O

2.3.5 Berechnung der charakteristischen Klasse

Mit der im vorangehenden Abschnitt erfolgten Bestimmung der Derivations-verwandten Klasse
d(*p) haben wir schon fast alles bereitgestellt, um in diesem Abschnitt die charakteristische Klasse
c(xp) aller Fedosov-Sternprodukte angeben zu kdnnen.

0

2.3.5.1 Bestimmung von c(*p) — ¢(*x)" aus der definierenden Differentialgleichung

Wie wir in Abschnitt 2.2.3 allgemein gesehen haben, kann man aus der Gleichung 8,¢(x) = Jrd()

bei Kenntnis von d(x) alle Terme von ¢(x) € I HZ2,(M; C)[[v]] auBer dem Term c¢(x)? in der

nullten Ordnung in v bestimmen. Fiir den Fall der Fedosov-Sternprodukte *; erhdlt man:

Proposition 2.3.16 ([87, Thm. 4.4]) Die charakteristische Klasse c(*y) € % + HZ (M;O)[[v]]
der (leicht verallgemeinerten) Fedosov-Sternprodukte +p erfillt

e(rs) = clor)? = L[] 4 %Zw[m. (2.66)

BEWEIS: Aus dem Ergebnis von Satz 2.3.15 erhalten wir mit Q = ;2| Vi

Ouctrs) = =5l = 510 -00,00 = 0, (1)) + 00 - D9l = 0, (%M s %Zwmi]) .

Hieraus folgt aber offensichtlich die behauptete Gleichung. a
Den noch unbekannten Term c¢(*5)° bestimmen wir im nfichsten Abschnitt.



76 KLASSIFIKATIONSERGEBNISSE IN DER DEFORMATIONSQUANTISIERUNG

0

2.3.5.2 Konkrete Berechnung von ¢(xz)” aus den Rekursionsformeln

Um den noch fehlenden Term ¢(*5)° der charakteristischen Klasse zu bestimmen, benétigen wir
nach Abschnitt 2.2.3 einen expliziten Ausdruck fiir den antisymmetrischen Anteil C); des Bidiffe-
rentialoperators C', der in der Beschreibung des Sternproduktes *x durch fxpg = fg+vCi(f,9)+
v2ICy(f,g) + ... fiir f,g € C°°(M) erscheint.

Hierzu beweisen wir folgende Proposition:

Proposition 2.3.17 ([87, Prop. B.1]) Der antisymmetrische Anteil C5 des Bidifferentialopera-
tors C'y ist durch

Cr(f.9)= 3 (ColFig) — Caly 1) = —5 (2 + ) (X1 X)) =i pn(Xp, Xy (267)

gegeben, wobei f,g € C*(M) und Xy, X, die entsprechenden Hamiltonschen Vektorfelder beziiglich
w bezeichnen. 8(13) € I'(T*M) bezeichnet hierbei die Einsform, die im Term der ersten Ordnung

invins® = (823) +1/s(13)) ®1, wobei 85))3) € T°(\/°T*M), erscheint und der Normierungsbedingung

5§ lre = s (vgl. Gleichung (2.25)) entspringt. Also gilt
c(#6)? = =205 = —2[py] = [U]. (2.68)

BEWEIS: Unter Benutzung der expliziten Gestalt des faserweisen Produktes op erhalten wir fxpg — g4 f =
vo(A™is (0, )7e (f)is(0s)me(9))+O(v3). Um die Terme der Ordnung kleiner oder gleich zwei in v zu berechnen,
miissen wir also 7w (f) und 7% (g) nur bis auf Terme mit symmetrischem Grad oder v-Grad grofler als eins
kennen. Also ist es genug TF(f)(O), : ..,TF(f)(B) zu betrachten, da fiir TF(f)(k) mit k& > 4 entweder der
symmetrische Grad oder der v-Grad der vorkommenden Terme gréfer als eins ist. Aus der Rekursionsformel

(2.28) ersieht man, daf die Terme von rp, die wir hierzu benétigen, durch r(Fz) = 05 und r(FS) = s 4
51 (Vr(Fz) - %r(Fz)oFr(Fz) +R+1® 1/91) gegeben sind, was man aus (2.26) erhilt, indem man die Terme
vom totalen Grad 2 und 3 aufschreibt. Mit O(v?, deg?) bezeichnen wir im folgenden alle Terme, deren v-Grad

oder symmetrischer Grad grofler als eins ist. Aus einer ldngeren aber vollig offensichtlichen Rechnung erhélt
man

TF(f)(O) = f
TF(f)(l) = df®l
()P = %Ddf@l—is()(f)sg?’)®1:O(1/2,deg§)
1
() = =07 (X)) + O deg?) = — ( (X738 + Fix, (2 + dsﬁ?’))) ST+ 00" deg?),

wobei wir s(*) = (5514) —+ 1/5(24)) ® 1 mit 524) € FOO(\/kT*M) geschrieben haben. Setzt man diese Resultate in

f*rg — gxp f, wie oben angegeben ein, so fallen die Terme, die 5(24) € FOO(\/ZT*M) enthalten, aufgrund ihrer
Symmetrie heraus, und man erhilt

Freg — geef = v{f, g} — V3@ + dst?) (Xp, X,) + O(),

womit Gleichung (2.67) bewiesen ist. Die Gleichung (2.68) fiir ¢(*y)" ist hieraus offensichtlich und die Pro-
position bewiesen. a
Man beachte, dafi der Beweis der vorangehenden Proposition die einzige Stelle in der Bestim-
mung der charakteristischen Klasse ist, an der die modifizierte Normierungsbedingung fiir r5 in
unsere Betrachtungen konkret eingeht, wohingegen alle anderen Terme von ¢(*g) bestimmt werden
konnten, ohne hiervon Gebrauch zu machen.
Unser Hauptresultat dieses Abschnittes fassen wir zusammen als
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Satz 2.3.18 ([87, Thm. 4.4]) Deligne’s charakteristische Klasse c(xy) eines Fedosov-Sternpro-
duktes *p ist durch
1

[€2] (2.69)

14

1
c(#p) = ;[W] +
gegeben.

BEWEIS: Die Aussage ist eine direkte Konsequenz der Aussagen von Proposition 2.3.16 und Proposition
2.3.17. |

Insbesondere ersieht man aus der Aussage dieses Satzes, dal die Wahlen des symplektischen,
torsionsfreien Zusammenhangs als auch der Normierungsbedingung keinen EinfluB auf die Aquiva-
lenzklasse des erhaltenen Sternproduktes haben. Jedoch hidngt die konkrete Gestalt des Sternpro-
duktes sehr wohl von der Wahl dieser beiden Gréflen ab.

Als eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes, die fiir den Fall der Normierungsbedingung
§71re = 0 urspriinglich von Fedosov in [46, Cor. 5.5.4] gezeigt wurde, finden wir:

Folgerung 2.3.19 Zwei Fedosov-Sternprodukte xx und xi" fir (M,w), die aus den Eingangsdaten
(V,Q,s) und (V', ¥, s") konstruiert sind, sind dquivalent genau dann, wenn [Q2] = [Q'].

BEWEIs: Nach Satz 2.2.19 ii.) sind zwei Sternprodukte aquivalent genau dann, wenn ihre charakteristischen

Klassen iibereinstimmen. Wegen Satz 2.3.18 ist dies fiir die Sternprodukte *r und *p’ der Fall genau dann,

wenn [Q] = [©]. O
Eine weitere Folgerung aus Satz 2.3.18 ist:

Folgerung 2.3.20 Fir alle Klassen ¢ € CI HZ2 (M; C)[[v]] auf einer symplektischen Mannigfal-

v

tigkeit (M, w) existiert ein Fedosov-Sternprodukt «z mit
c(xp) = c. (2.70)

Insbesondere ist also jedes Sternprodukt x auf (M,w) dquivalent zu einem Fedosov-Sternprodukt %y .

BEWEIS: Wir schreiben ¢ = L[w] + ¢5 o mit ¢5 o € Hi, (M; C)[[v]] und sei R(cs o) ein Repriisentant von ¢ o,

d.h. R(es o) ist eine formaleyReihe geschlossener Zweiformen auf M und es gilt [R(cso)] = ¢5o. Definiert

man Q := vR(cs o), so erfiillt © also alle Voraussetzungen, um in der oben benutzten Fedosov-Konstruktion
verwendet zu werden. Das mit diesem 2 konstruierte Fedosov-Sternprodukt *p erfiillt dann aber nach Satz

2.3.18 ) .
c(re) = Wl + [Rlexo0)] = W] +ex0 = c.

Sei + ein beliebiges Sternprodukt auf (M,w) und sei ¢(*) € % + HZ,(M;O)[[v]] seine charakteristische
Klasse. Nach der eben bewiesenen Aussage existiert dann ein Fedosov-Sternprodukt sz mit c(xp) = e(%).
Nach Satz 2.2.19 ii.) folgt hieraus aber, dafl x 4quivalent zu *x ist. a

Die Aussage dieser Folgerung werden wir uns im folgenden Abschnitt an vielen Stellen zunut-
ze machen, um fiir Klassen, die gewissen einschrinkenden Bedingungen geniigen, Sternprodukte
mit ebendiesen Klassen als charakeristische Klassen zu konstruieren, die zusdtzliche algebraische

Eigenschaften besitzen.

2.4 Spezielle Sternprodukte, ihre charakteristischen Klassen und
Aquivalenztransformationen

In diesem Abschnitt betrachten wir Sternprodukte, die zuséitzliche algebraische Eigenschaften be-
sitzen und berechnen deren charakteristische Klassen. Wir kénnen zeigen, dafl die zus&tzlichen
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Eigenschaften Einschrinkungen an die maéglichen charakteristischen Klassen bedeuten, d.h. nicht
alle Aquivalenzklassen von Sternprodukten kénnen als Reprisentanten Sternprodukte mit diesen
zusétzlichen Eigenschaften enthalten. Umgekehrt kénnen wir aber zeigen, dafl, wenn die cha-
rakteristische Klasse die notwendige Bedingung erfiillt, daf§ ein Sternprodukt dieser Klasse die
gewiinschte algebraische Eigenschaft besitzen kann, wir auch immer Sternprodukte (sogar Fedosov-
Sternprodukte mit geeignet gewidhlten Daten (V,€,s)), also Reprédsentanten dieser Aquivalenz-
klasse, finden kénnen, die diese algebraische Eigenschaft tatsdchlich besitzen. Dariiberhinaus be-
trachten wir Aquivalenztransformationen zwischen Sternprodukten mit zusitzlichen algebraischen
Eigenschaften, die vermége Abbildungen von C*(M)[[v]] — C*>*(M)[[v]] definiert sind, und zeigen,
dafB es immer solche Aquivalenztransformationen gibt, die mit diesen Abbildungen in einem noch
zu prizisierenden Sinn vertriglich sind. Allgemeiner betrachten wir in einigen Fillen C[[v]]-lineare
Isomorphismen zwischen solchen Sternprodukten und untersuchen, ob es dann auch immer Iso-
morphismen gibt, die mit den obengenannten Abbildungen vertriglich sind. Die hier vorgestellten
Ergebnisse sind in der Literatur bisher unerwdhnt geblieben aufier fiir den in [20, Lemma 3.3]
erwihnten sehr speziellen Fall, in dem fiir das Fedosov-Sternprodukt # mit 2 = 0, s = 0 gezeigt
wird, daf dieses verschiedene spezielle, algebraische Figenschaften besitzt. Unsere Herangehenswei-
se, vermdge der charakteristischen Klasse entscheiden zu kénnen, ob diese Klasse gewisse, speziellere
Sternprodukte enthalten kann, hat dagegen noch an keiner Stelle in der Literatur Verwendung ge-
funden.

2.4.1 Abbildungen, induzierte Sternprodukte und ihre charakteristischen Klas-
sen

Im weiteren bezeichne C : W@A(M) — W®A(M) die komplexe Konjugation, wobei wir an-
gesichts unserer Konvention den formalen Parameter v als rein imaginédr anzusehen Cr = —v
definieren. Fiir Elemente ¢ aus dem Ring C[[v]] schreiben wir manchmal auch kurz Ca = @. Mit
P : WoQA(M) — W@A(M), wobei P := (—1)4°8 bezeichnen wir den sogenannten v-Paritits-
Operator. Offensichtlich erfiillen diese Abbildungen C? = P? = id. Weiter sei im fogenden ® ein
Symplektomorphismus von (M,w), d.h. & : M — M ist ein Diffeomorphismus und es gilt ®*w = w.
Zusétzlich sei L = id + 322, v'L; eine formale Reihe von Differentialoperatoren auf C>(M). Mit
Hilfe dieser Abbildungen werden wir in diesem Abschnitt verschiedene spezielle Typen von Stern-
produkten definieren.

Definition 2.4.1 ([87, Def. 5.1 1.)]) Fiir ein gegebenes Sternprodukt x auf (M,w) definieren wir
mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen die Sternprodukte *,,,, *p, *c o+ 1 fiir (M, —w) durch

Jroppg = gxf (2.71)
freg = PP (Pg)=fg+ ) (-v)'Ci(f.9) (2.72)
Jrewrng = LTH@TH) C((CPLS) x (CP™Lg)), (2.73)

wobei f,g € C®(M)[[v]] und die Bidifferentialoperatoren C; das Sternprodukt x durch fxg =
fo+272, v'Ci(f, g) beschreiben. Fiir ® =idy; bezeichnen wir xc g+ mit xc 1, d.h.

frerg = L_IC((CLf) * (CLg)). (2.74)
Fir L =id bezeichnen wir xc g+, mit *c o+, d.h.

rcarg = (27H*C((CO™ f) % (CD™g)). (2.75)
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Fir ® =idpys und L = id bezeichnen wir ¢ g+ 1, mit *¢, d.h.
[rcg = C((Cf) * (Cyg)). (2.76)

Zunichst macht man sich leicht klar, daf3 es sich bei den oben definierten assoziativen Produkten
*opps *py *c e+ tatsdchlich um Sternprodukte fiir (M, —w) handelt, indem man jeweils die nullte
Ordnung in v und den antisymmetrischen Anteil der ersten Ordnung in v der jeweiligen Produkte
betrachtet. Da x¢ 4+ 1, also ein Sternprodukt fiir (M, —w) ist, ist unmittelbar klar, daff auch die
Produkte ¢y, *c e+ und *c Sternprodukte fiir (M, —w) sind, da es sich hierbei um Spezialfille
VOl ¢ ¢+ 1, handelt. Weiter findet man, dafl zwischen den Produkten ¢ g+ 1, *c 1, *c o+ und *¢ die
folgenden Beziehungen bestehen: Fiir alle f,¢g € C*(M)[[v]] gilt

[rca g = L_l((Lf)*c,é*(Lg)) (2.77)
freng = L(Lf)xe(Lg)) (2.78)
Frowrg = FU@T) %) g = (@71 (2" f)xc(®*9)), (2.79)

wobei wir in (2.79) die Bezeichnung wie in Satz 2.2.19 iii.) verwendet haben.
Mit den von uns gemachten Definitionen und ersten Beobachtungen finden wir:

Proposition 2.4.2 ([87, Lemma 5.2 i.)]) Die charakteristischen Klassen der Sternprodukte x,,,,
*p, *o o+ 1, fir (M, —w) sind mit der charakteristischen Klasse c(x) des Sternproduktes x fir (M,w)
durch die Gleichungen

U Q—— (2.50)
o)) = c(¥)(=v) = P(c()(¥)) (2.81)
c(xoar) = (ko) = (@) e(xe) = (@) Ce(x) (2.82)

verkniipft. Insbesondere gilt:
C(*C) = C(*C,L) = CC(*). (2-83)
BEWEIs: Seien E, lokale v-Euler Derivationen fiir . Zum Beweis von (2.80) bemerken wir, dafi dann of-
fensichtlich E, ebensolche Derivationen fiir %,,, sind. Man erhélt dann, wegen E, — Eg = %ad*(da@) =
%ad*opp (—dap), dafl die Derivations-verwandten Klassen von + und *,p, durch d(x) = —d(%opp) in Beziehung
stehen. Wegen Jy¢(x) = Vl—Qd(*) gilt dann aber 9, ¢(%opp) = —0,c(x) und wir erhalten ¢(%opp) — ¢(*opp)” =

—(e(*) — ¢(%)?). Bezeichnet man mit C ., den Bidifferentialoperator, der in der zweiten Ordnung in v das
Sternprodukt k., beschreibt, so gilt C5 o, (f,9) = Ca(yg, f). Hiermit findet man aber C —C5, also

(kopp)? = —QCioppﬁ = —(—QCZ_u) = —c(x)?, woraus mit dem bereits gezeigten schlieBlich ¢(%,pp,) = —c(*)
folgt. Gem&afl der Definition von %p gilt, dafl xp dasjenige Sternprodukt ist, welches man aus x durch den
Parameterwechsel p(v) = —v erhilt. Wegen der Aussage iv.) von Satz 2.2.19 gilt dann aber c(xp)(v) =
e(x)(—v) = P(e(*p)(v)) also (2.81). Als néchstes beweisen wir Gleichung (2.83). Mit v-Euler Derivationen
E,, fiir x sind wegen C? = id die Abbildungen E. ¢ = CELC offensichtlich v-Euler Derivationen fiir x¢ und

wir finden wegen Cv = —v

2,0pp T

1 1
Eac—Esc=C (;ad*(da@)) C = ——ad.. (Cdap).

Also gilt fiir die Derivations-verwandten Klassen d(xc) = —Cd(x) und wir erhalten

v? v?

dvelxe) = %d(*c) = —iCd(*) =-C (id(*)) = —Cdye(x) = 9,Ce(x),
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wobei wir im letzten Schritt C9, = —9, C verwendet haben. Somit gilt also c(xc) — c¢(%c)? = C(e(x) — ¢(x)°).
Schreibt man C5 ¢ fiir den Bidifferentialoperator, der %¢ in der zweiten Ordnung in v beschreibt, so gilt
Cye(f,9) = CC5 (Cf,Cg). Damit ist dann aber offensichtlich ¢(x)’ = 205 = —2CC5 " = Ce()",
womit wir schliefilich ¢(*¢) = Ce(*) erhalten. Die Gleichheit ¢(*¢) = ¢(*c 1) in (2.83) ist klar, da nach (2.78)
*c und *¢ 1, vermoge L dquivalent sind. Weiter ergibt sich nach Satz 2.2.19 iii.) wegen (2.79) die Gleichung
c(*c.a+) = (271)*e(*c), womit mit dem bereits bewiesenen die letzte Gleichheit in (2.82) klar ist. Weiter gilt
nach (2.77), daf x¢ o+ 1, und x¢ g+ vermoge L dquivalent sind, somit stimmen aber auch die charakteristischen
Klassen c(x¢ g+ 1) und ¢(xg g+) iiberein und (2.82) ist bewiesen. |

Mit der obigen Proposition haben wir die Grundlage dafiir geschaffen, zu untersuchen, welche
Bedingungen die Forderungen nach speziellen algebraischen Figenschaften von Sternprodukten an
die charakteristische Klasse dieser Sternprodukte stellen. Warum hierbei die oben definierten und
untersuchten Sternprodukte x,,,, *p und % g5, eine besonders wichtige Rolle spielen, wird in den
nichsten Abschnitten klar werden, in denen wir definieren, was wir unter Sternprodukten mit
*-Strukturen, mit v-Paritdt und vom Weyl-Typ verstehen wollen.

2.4.2 Sternprodukte mit *-Strukturen

Definition 2.4.3  i.) Ein Sternprodukt * auf (M,w) mit einer Abbildung S : C*(M)[[v]] —
C>(M)[[v]], die ein C[[v]]-antilinearer, involutiver Antiautomorphismus von x ist, nennt man
ein Sternprodukt mit *-Struktur. Das Tripel (C*°(M)[[v]], %, S) nennt man dann eine formale
*-Sternprodukt-Algebra mit *-Involution S. S soll also die Bedingungen

S(af) = as(f)  Vae ], VfeC™(M)[[v] (2.84)
S? = id und (2.85)
S(fxg) = (Sg)x(Sf)  VfgelT(M)V] (2.86)

erfiillen.

i.) Zwei formale *-Sternprodukt-Algebren (C* v]], %, S) und (C* v]], * eiffen dqui-
i) Zwei formale *-Sternprodukt-Algebren (C*(M)[[v]], x,5) und (C=(M)[[v]], ¥, S') heifien dqui
valent, wenn x und %' dquivalente Sternprodukte sind, und es eine Aquivalenztransformation

T =id + 352, VT mit T(f*g) = (Tf)« (Tyg) gibt, die zusditzlich
TST =5 (2.87)

erfillt. In diesem Fall nennen wir die entsprechenden *-Strukturen, bzw. *-Involutionen S und
S’ dquivalent.

iii.) Zwei formale *-Sternprodukt-Algebren (C*(M)[[V]], *,S) und (C>(M)[[v]],*,S’) heiflen iso-
) P g %, ,
morph, wenn % und x' isomorphe Sternprodukte als C[[v]]-Algebren sind und es einen Isomor-
phismus T mit Z(f xg) = (Zf)~' (Zg) gibt, der zusdtzlich

'S8T =5 (2.88)

erfillt. In diesem Fall nennen wir die entsprechenden *-Strukturen, bzw. *-Involutionen S und
S’ isomorph.

Zunichst einmal ist nicht klar, ob und unter welchen Umstdnden es tatsichlich solche wie oben
definierte formale *-Sternprodukt-Algebren gibt. Dariiberhinaus ist nicht klar, ob es, sofern man die
Existenz solcher *-Sternprodukt-Algebren nachweisen kann, in jeder Aquivalenzklasse von Stern-
produkten einen Reprisentanten dieser Klasse gibt, der eine formale *-Sternprodukt-Algebra ist.
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Die Antwort auf die zuletzt formulierte Frage ist, wie wir im weiteren zeigen werden, im allgemei-
nen negativ. Um der Beantwortung der Frage nach der Existenz formaler *-Sternprodukt-Algebren
niher zu kommen, untersuchen wir zunichst, welche Gestalt die *-Involution S haben kann.

Lemma 2.4.4 Sei (C*(M)[[v]],*,S) eine formale *-Sternprodukt-Algebra fir (M,w), dann ist die
*-Involution S von folgender Gestalt

S = CP*L, (2.89)

wobei C die komplexe Konjugation bezeichnet, ® : M — M ein Symplektomorphismus von (M, w)
mit ® o ® = idps ist, und L = id + "7, V'L; eine formale Reihe von Differentialoperatoren auf
C>(M) bezeichnet. Schreibt man L =id + L, so gilt LT + C®*LTC®* 4 CO*LTCO*LT = 0. Fiir
den Spezialfall ® = idy; gilt CLC = L1,

BEWEIS: Wegen C? = id schreiben wir S = C%S = CT, wobei T := CS. Offensichtlich ist T eine C[[v]]-lineare
Abbildung von C*®(M)[[v]] auf C°(M)[[v]]. Wegen S(f x g) = (Sg)  (Sf) gilt mit der Definition von *,,,
und x¢ fiir diese Abbildung

T(gxoppf) = CS(f % g) = C((C*Sg) x (C*8f)) = (CSg)*c(C8f) = (Tg)xc(TS), (2.90)
d.h. T2 (C®(M)[[V]], *opp) = (C=(M)[[V]], *¢) ist ein C[[v]]-linearer Algebra-Tsomorphismus. Schreiben wir

y Nopp

also T = Y02 v"T;, mit C-linearen Abbildungen T, so folgt aus der nullten Ordnung in v der Gleichung
(2.90) mit f,g € C (M), daBl To(gf) = (Tog)(Tof) fiir alle f, g € C=(M) gilt, somit ist Tg = &*, wobei
® : M — M ein Diffeomorphismus ist. Betrachtet man die erste Ordnung in v der Gleichung (2.90) und
nimmt hiervon den antisymmetrischen Anteil, so erhalt man ®*{f, g} = {®*f, ®*g} V[, g € C(M), also gilt
®*w = w, womit gezeigt ist, daBl @ ein Symplektomorphismus ist. Definiert man nun L := (®~1)*T, so gilt
zum einen T = ®*L und wegen Ty = ®* ist L von der Gestalt L = id + Z;’il v'L;. Weiter erhilt man aus
(2.90) mit Gleichung (2.79) folgende Beziehung

Ligropef) = (@71 Tlgoppf) = (271 ((®7(271) Ty)e (27(271)TS)) = ((271) Tyg)xc 0+ (271)"T)
= (Lg)*c,a* (Lf), (2.91)

also ist L eine Aquivalenztransformation von (C°°(M)[[]], *opp) Nach (C®(M)[[V]], xc,s+). Da aber fiir ein
differentielles Sternprodukt % die Sternprodukte %,,, und *c ¢+ ebenfalls differentiell sind, folgt nach Satz
1.2.8, daB L eine formale Reihe von Differentialoperatoren ist. Wegen der Bedingung S? = id muf} offensicht-
lich C®*LC®*L = id gelten. Betrachtet man die nullte Ordnung in v dieser Gleichung, so erhilt man, da
L mit id beginnt, C®*C®* = id. Da aber C mit ®* kommutiert und C? = id folgt hieraus (®*)? = id, also
®od =idy. Mit L =id + LT, folgt aus C®*LCP*L, = id mit CH#*CP* = id die behauptete Gleichung fiir
L*t. Fiir ® =idys ist S = CL und wegen S? = id folgt CLC = L=! und das Lemma ist bewiesen. a

Da (C*(M)[[v]], ) eine Deformation des punktweisen Produktes ist, und die *-Involution fiir
die klassische Observablen-Algebra durch die komplexe Konjugation gegeben ist, ist es sinnvoll die
Definition 2.4.3 i.) einer *-Involution S um die Forderung S = C + Z;’il V'S, zu erweitern, was
gerade der Forderung entspricht, dafi der klassische Limes der *-Involution durch die Involution C
der klassischen Algebra gegeben ist.

Definition 2.4.5 Sei (C*(M)[[v]],*,S) eine formale *-Sternprodukt-Algebra mit *-Involution S,
dann nennen wir (C*°(M)[[v]], x,S) eine formale *-Sternprodukt-Algebra mit korrektem klassischen
Limes, falls S = C + >°72, V'S;. Zwei formale *-Sternprodukt-Algebren mit korrektem klassischen
Limes nennen wir dquivalent bzw. isomorph, wenn sie dquivalent bzw. isomorph im Sinne der
Definition 2.4.3 ii.) bzw. iii.) sind.

Da nach Lemma 2.4.4 die *-Involutionen mit korrektem klassischen Limes durch S = CL mit
einer formalen Reihe L. von Differentialoperatoren, die mit id beginnt, gegeben sind, wollen wir eine
solche *-Involution fiir L # id kurz auch formale *-Involution nennen.
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Wir arbeiten nun auf die Beantworung der Existenzfrage von formalen *-Sternprodukt-Algebren
hin, indem wir zundchst einmal speziellere *-Involutionen als die oben gefundene allgemeine Form
S = C®*L einer *-Involution zulassen. Tatsfchlich ist die einfachste Gestalt einer *-Involution,
ndmlich diejenige, die nur in der komplexen Konjugation C besteht, die vom physikalischen Stand-
punkt relevante (vgl. Abschnitt 1.1), mit der wir uns im folgenden Abschnitt genauer auseinan-
dersetzen werden. Hier besitzt die *-Involution nicht nur den korrekten klassischen Limes, sondern
stimmt tatsdchlich mit der klassischen *-Involution iiberein.

2.4.2.1 Hermitesche Sternprodukte

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff Hermitesches Sternprodukt und leiten aus die-
ser Definition eine Einschrdnkung an die charakteristische Klasse Hermitescher Sternprodukte ab.
Weiter konnen wir zeigen, dafl fiir jede Klasse, die dieser einschrdnkenden Bedingung geniigt, auch
tatsdchlich Hermitesche Sternprodukte (sogar Fedosov-Sternprodukte) existieren. Dariiberhinaus
kénnen wir zeigen, dafl zwei Hermitesche Sternprodukte, die als Sternprodukte dquivalent bzw.
isomorph sind, auch als formale *-Sternprodukt-Algebren dquivalent bzw. isomorph sind, d.h. es
existiert dann eine Aquivalenztransformation, die mit den *~Involutionen C vertriglich wie in (2.87)
ist, bzw. ein Isomorphismus, der mit C vertriglich wie in (2.88) ist.

Definition 2.4.6 ([87, Def. 5.1 iii.)]) Fin Sternprodukt x fiir (M,w) heifst Hermitesches Stern-
produkt, falls (C*(M)[[v]],*, C) eine formale *-Sternprodukt-Algebra mit *-Involution C ist, d.h. es
gilt

freg = froppg Vg € CT(M)[[V]]. (2.92)

Ein erstes Ergebnis dieser Definition ist das folgende Lemma.

Lemma 2.4.7 ([87, Lemma 5.2 iii.)]) Die charakteristische Klasse c(x) eines Hermiteschen
Sternproduktes x fir (M,w) erfillt

Ce(x) = —c(%). (2.93)

BEwEIs: Nach Gleichung (2.92) gilt fiir ein Hermitesches Sternprodukt x offensichtlich ¢(xc) = ¢(%opp)- Da
aber nach Proposition 2.4.2 ¢(*¢) = Ce(x) und e(*,pp) = —c(*) gilt, folgt hieraus die Behauptung. O

Dieses Lemma besagt also, daB es im allgemeinen Aquivalenzklassen von Sternprodukten (die
in Bijektion mit den charakteristischen Klassen stehen) gibt, die keinen Reprisentanten besitzen,
der ein Hermitesches Sternprodukt ist, ndmlich diejenigen, deren entsprechende charakteristische
Klasse nicht die Gleichung (2.93) erfiillt. Umgekehrt zeigen wir in der folgenden Proposition, dafl

man fiir jede Klasse ¢ € [%] + HZ,(M;C)[[v]], die die Gleichung Ce = —e¢ erfiillt, Sternprodukte
(sogar Fedosov-Sternprodukte) finden kann, die Hermitesch sind und deren charakteristische Klasse

durch ¢ gegeben ist.

Proposition 2.4.8 ([87, Prop. 5.3 ii.)]) Fir alle ¢ € % + HZ (M; Q)[[v]] mit Ce = —c gibl es
Fedosov-Sternprodukte *y fiir (M,w) mit

c(xp) =c und C(frrg) = (Cg)xe(Cf) VYf,g € C(M)[V].

Insbesondere existieren also fiir alle ¢ € [%] + HZ (M;C)[[v]] mit Ce = —c Hermitesche Sternpro-

dukte, deren charakteristische Klasse c ist.
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BEWEIS: Zum Beweis beachten wir zunéchst, dafl das faserweise Produkt op wegen der Antisymmetrie des
Poisson-Tensors und wegen Cv = —v fiir alle a,b € WQA(M) mit deg, a = |a|a, deg, b = |b|b die Gleichung
C(aopb) = (=1)IellPl(Cb)og (Ca) erfiillt. Weiter schreiben wir ¢ € %%—H;R(M; O)[[v]] als ¢ = % +¢5 o, wobei
wegen C'c = —c offensichtlich C'es o = —e5 o gilt. Sei R(CZ o) nun ein Représentant der Klasse >0, dann

definieren wir Q := %(R(cs ) — CR(c50)). Wegen Cv = —v und C? = id gilt dann offensichtlich CQ = Q.

Zudem erhalt man 1[Q] = £ ([R(cs0)] — C[R(¢50)]) = 2(cs0—Ces o) = ¢ o. Dariiberhinaus sei u € Wi(M)

mit o(u) = 0 und wir definieren s := %(u + Cu), so daBl Cs = s erfiillt ist. Mit den so definierten Daten s,
und einem beliebigen symplektischen, torsionsfreien Zusammenhang V starten wir die Fedosov-Konstruktion
und erhalten fiir Crp wegen der oben genannten Eigenschaft des faserweisen Produktes op die Gleichungen
3~1Crp = s und 6Crp = VCrp — %(CrF)OF(CrF) 4+ R+ 1 ® Q. Da diese Gleichungen mit den Gleichungen
fiir rp libereinstimmen, und deren Loésung eindeutig ist, folgt hieraus Crp = rp. Fiir ein solches Element
rr kommutiert die Fedosov-Derivation ®r offensichtlich mit C und wir erhalten Crw(f) = mw(gs) fiir alle
FeC™®(M)[[v]] und ein gy € C*(M)[[v]]. Da aber C auch mit ¢ kommutiert, folgt hieraus weiter g; = Cf,
also Crp (f) = 7= (Cf). Schliefllich finden wir

C(fxrg) = o(Cre(f)orTr(9))) = o((Cre(9))or(CTe(f))) = o (7w (Cg)orTe (C[)) = (Co)* (Cf),

also ist *p ein Hermitesches Sternprodukt. Wegen Satz 2.3.18 und der obigen Berechnung von %[Q] gilt
— ]

c(*r) = 5 + ¢5 0 = ¢, womit die Proposition bewiesen ist. O
Zum Abschlufl dieses Abschnittes wollen wir Aquivalenztransformationen und Isomorphismen

zwischen Hermiteschen Sternprodukten studieren.

Proposition 2.4.9 ([87, Prop. 5.6 i.)]) Seien x; und x3 zwei Hermitesche Sternprodukte fiir
(M, w) mit c(x1) = ¢(*2), dann sind die formalen *-Sternprodukt-Algebren (C*°(M)[[v]], %1, C) und
(C®(M)[[V]], %2, C) dquivalent im Sinne der Definition 2.4.3 ii.), d.h. es existiert eine Aquivalenz-
transformation T mit T (f x19) = (T f) 2 (Tg) fir alle f,g € C(M)[[v]], die

T-'CT=C (2.94)
erfiillt, also ist T eine reelle Aquivalenztransformation.

BEWEIs: Da nach Voraussetzung c(x1) = ¢(*2) gilt, existiert eine Aquivalenztransformation 7" von %1 nach o.
Dann ist aber offensichtlich CT'C ebenfalls eine Aquivalenztransformation von 1 nach xo, da C sowohl fiir
als auch fiir x5 eine *-Involution ist. Folglich gibt es einen Automorphismus .4 von %, so dafl CT'C = T'4 und
die nullte Ordnung in v von A die Identitét ist. Konjugiert man CTC = T'.A mit C und verwendet C? = id,
so erhalt man 7' = CT'CCAC = TACAC, also findet man ACAC = id. Da nun jeder Automorphismus von
%1, der mit id beginnt, von der Form A = exp(vD) ist, wobei D eine Derivation von % ist, schlieBen wir id =
exp(vD) exp(—rCDC), also CDC = D. Fiir t € R betrachten wir dann den Automorphismus .A* := exp(tvD)
von w1, fiir den CA'C = (A"~ = A~ gilt. Nun ist 7; := T\A? offensichtlich eine Aquivalenztransformation
von *; nach % und fiir alle ¢ € R gilt CT;C = CTCCA;C = TAA™? = TA'"* = T;_,. Darum erfiillt
T := Ti/2 die Gleichungen 7 (f x1 g) = (T f) %2 (Tg) und CTC = T, also (2.94) und die Proposition ist

bewlesen. O

Bemerkung 2.4.10 Die Aussage iber die Existenz einer reellen Aquivalenztransformation zwi-
schen zwei dquivalenten Hermiteschen Sternprodukten hat eine weitreichende Konsequenz fiir die
GNS-Darstellungen, die man fir diese Sternprodukte konstruieren kann. Fs gilt ndmlich, daff eine
reelle Aquivalenztransformation eine unitire Abbildung zwischen den aus der GNS-Konstruktion
erhaltenen GNS-Hilbert-Rdumen induziert, die eine Beziehung zwischen den entsprechenden GNS-
Darstellungen herstellt (vgl. [19, Prop. 5.1]).

Wir wenden uns nun der Betrachtung von isomorphen Hermiteschen Sternprodukten auf (M, w)
zu. Hierzu bendtigen wir zunéchst eine einfache Aussage iiber die mogliche Gestalt eines C[[v]]-
linearen Isomorphismus zwischen zwei Sternprodukten * und »/, die auch eine Aussage iiber den
Zusammenhang deren charakteristischer Klassen zur Folge hat.
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Lemma 2.4.11 Fin C[[v]]-linearer Isomorphismus I : (C*(M)[[v]],*) — (C>(M)[[v]],*) zwi-
schen zwei Sternprodukten x und ¥ auf (M,w) ist von der Gestalt

[=¢"T, (2.95)

wobei ¢ : M — M ein Symplektomorphismus und T eine formale Reihe von Differentialoperatoren,
die mit id beginnt, ist. Insbesondere gilt dann fiir die charakteristischen Klassen c¢(x) und c¢(¥') die
Gleichung

c(x) = c((671)¥) = (671)"e(+). (2.96)

Beweis: Als C[[v]]-lineare Abbildung ist I von der Form I = > ;2 v'I; mit Clinearen Abbildung I; :
C® (M) — C=(M). Wie im Beweis von Lemma 2.4.4 erhalt man durch Betrachtung der nullten Ordnung
in v der Gleichung I(f xg) = (If) %' (Ig) fir f,g € C*(M), dal Iy ein Homomorphismus des punktweisen
Produktes, also der Pull-back mit einem Diffeomorphismus ¢ : M — M ist. Die Betrachtung des antisym-
metrischen Anteils derselben Gleichung in erster Ordnung in v liefert dann wieder, dafl ¢*w = w gelten muf,
¢ also ein Symplektomorphismus ist. Nun ist 7' := (¢=1)*I = id + Yoicy v'T; und es gilt

T(fxg) = (=) ((Lf) ¥ (Ig)) = (671) ((¢"TF) ¥ (6"T9)) = (TF)((67)"+)(Tg),

also ist T eine Aquivalenztransformation von % nach (¢71)*+ und somit eine formale Reihe von Diffe-
rentialoperatoren, die mit id beginnt, da wir ausschliefilich differentielle Sternprodukte betrachten. Hier-
mit ist aber die Aussage tiber die Gestalt von I bewiesen und mit Satz 2.2.19 iii,) erhalten wir zudem
c(*) = c((¢71)*+) = (¢71)*e(¥'), womit das Lemma bewiesen ist. d

Nach dieser allgemeinen Vorbereitung betrachten wir nun isomorphe Hermitesche Sternproduk-
te.

Lemma 2.4.12 Seien x; und x3 zwei isomorphe Hermitesche Sternprodukte fir (M,w), dann sind
die formalen *-Sternprodukt-Algebren (C*(M)[[V]], x1, C) und (C* (M)[[v]], %2, C) isomorph im Sin-
ne der Definition 2.4.3 iii.), d.h. es existiert ein Isomorphismus T mit Z(f x1 g) = (Zf) %2 (Zg) fir
alle f,g € C>(M)[[V]], der Z71CT = C erfiillt, also ist T ein reeller Isomorphismus.

BEWEIS: Sei I = ¢*T ein Isomorphismus von %*; und s, der nach Voraussetzung existiert, dann betrachten
wir das Sternprodukt (¢~1)*x2, welches wegen dieser Voraussetzung und (2.96) dquivalent zu %; ist und
zudem wegen C¢* = ¢*C ebenfalls ein Hermitesches Sternprodukt ist. Nach Proposition 2.4.9 existiert
dann eine Aquivalenztransformation 7 von %; nach (7 1)*%q, die T-ICT = C erfiillt. Damit erhilt man
aber durch 7 := ¢*7 einen Isomorphismus von %; nach s, der offensichtlich Z='CZ = C erfiillt und die
Behauptung ist bewiesen. d

Somit sind also isomorphe als auch dquivalente Hermitesche Sternprodukt-Algebren immer auch
als formale *-Sternprodukt-Algebren isomorph bzw. dquivalent.

2.4.2.2 Sternprodukte mit geometrischer *-Struktur

Wir fahren nun mit der Untersuchung von Sternprodukten mit *-Strukturen fort, indem wir nach
dem Fall der *-Struktur C den n#chst komplizierteren Fall einer *-Struktur betrachten. Unsere
Vorgehensweise ist dabei analog zu der im vorangehenden Abschnitt.

Definition 2.4.13 FEin Sternprodukt x fiir (M, w) heifit Sternprodukt mit geometrischer *-Struktur,
falls (C=(M)[[v]], x, C®*) eine formale *-Sternprodukt-Algebra mit *-Involution C®* ist, d.h. es gilt

fres g = froppg VS g€ CT(M)[[V]. (2.97)

Nach Lemma 2.4.4 ist hierbei ® : M — M ein Symplektomorphismus von (M,w) mit o ® =idy,.
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Lemma 2.4.14 Die charakteristische Klasse c(x) eines Sternproduktes x fir (M,w) mit geometri-
scher *-Struktur und *-Involution C®™ erfillt

CP*c(x) = D*Ce(x) = (871 Cex) = —c(#). (2.98)

BeEweEIs: Nach Gleichung (2.97) gilt fiir ein Sternprodukt mit geometrischer *-Struktur C®* offensichtlich
¢(*c.a+) = ¢(%opp). Da aber nach Proposition 2.4.2 ¢(xc ¢+) = (®71)*Ce(x) und e(*opp) = —e(*) gilt, folgt
hieraus mit C®* = ®*C die Behauptung, da wegen ® o ® = idy; zudem ®~! = & gilt. a

Wie fiir den Fall Hermitescher Sternprodukte erhalten wir also, daB es im allgemeinen Aqui-
valenzklassen von Sternprodukten gibt, die keinen Reprisentanten besitzen, der ein Sternpro-
dukt mit der geometrischen *-Struktur C®* ist. Umgekehrt zeigen wir in der folgenden Propo-
sition, dafl man fiir alle Symplektomorphismen ® von (M,w) mit ® o & = idps und jede Klasse

c € % + H% (M;C)[[v]], die die Gleichung C®*c = —c erfiillt, Sternprodukte (wiederum sogar
Fedosov-Sternprodukte) finden kann, fiir die C®* eine *-Involution ist und deren charakteristische

Klasse durch ¢ gegeben ist.

Proposition 2.4.15 Fir alle Symplektomorphismen ® von (M,w) mit ® o & = idp; und alle
celdy HZ2 (M; Q)[[v]] mit C®*c = —c gibt es Fedosov-Sternprodukte x5 fiir (M,w) mit

c(rp) =c und  CO*(frpg) = (CO7g)xx(CO™f)  Vf g€ CT(M)[[v]].

BEWEIS: Zum Beweis dieser Proposition reicht es nicht, wie es fiir die *-Involution C der Fall war, nur die
Eingangsdaten s und €2 der Fedosov-Konstruktion geeignet anzupassen, sondern auch der symplektische,
torsionsfreie Zusammenhang muf} der Situation angepafit werden. Wir zeigen dazu das folgende:

Sublemma 2.4.16 Fir alle Symplektomorphismen ® von (M,w) und alle a,b € WRA(M) gilt
O* (aopb) = (P a)op (P D).

Sei V die wie in (1.39) mit einem beliebigen symplektischen, torsionsfreien Zusammenhang v definierte
Abbildung und ® erfiille zusdtzlich ® o ® = idys. Fiir

1 ~ ~
V=5 (V+ 97V

gilt dann
o'V = Vo~

und fir R € WA (M) mit V? = —Lad, (R) gilt
®*R = R.

Diese Definition von V entspricht der Wahl des symplektischen, torsionsfreien Zusammenhangs, den man
aus YV erhdlt, indem man VxVY = %(VXY + V2Y) fir X, Y € T°°(TM) definiert, wobei V® den mit ®
zurtickgeholten Zusammenhang bezeichnet.

BEwEIs: Die Aussage, dafi ®* fiir alle Symplektomorphismen & ein Automorphismus von oy ist, folgt un-
mittelbar aus der Gestalt von op, die den Poisson-Tensor zu w beinhaltet, der aber mit w auch unter ®
invariant ist. Um die Aussagen iiber V und R zu beweisen, gibt es zwei Moglichkeiten. Einerseits kann man
direkt zeigen, daf es sich bei dem durch VxVY := %(VXY +VEY) fiir X,V € I°°(T'M) definierten Zusam-
menhang um einen symplektischen, torsionsfreien, ®-invarianten Zusammenhang handelt, so daf§ auch sein
Kriimmungstensor ®-invariant ist, womit dann alle Aussagen des Lemmas offensichtlich wéren. Wir wollen
einen etwas anderen Weg beschreiten. Daf} die oben definierte Abbildung ¥V mit der aus dem Zusammen-
hang, der durch VxY = %(VXY + V2Y) fiir X,Y € T°(TM) definiert ist, erhaltenen iibereinstimmt,
ist eine direkte Folge der Definition des lings ® zuriickgeholten Zusammenhangs. Da wegen [§, ®*] = 0 und
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[6,V] = 0 aber offensichtlich auch [§, V] = 0 gilt, ist dieser Zusammenhang torsionsfrei. Zudem weist man
direkt nach, dafi V eine op-Superderivation vom antisymmetrischen Grad 1 ist, da dies fiir v gilt und ®* ein
Automorphismus von op ist. Hieraus folgt aber, dafl der Zusammenhang V symplektisch ist. Weiter gilt fiir
die oben definierte Abbildung V offensichtlich V = ®*V®* und durch Quadrieren dieser Gleichung erhélt
man wiederum weil ®* ein Automorphismus von op ist ®* R = R und das Lemma ist bewiesen. \V4

Aus der ersten Aussage des Sublemmas erhalten wir, daf fiir alle a,b € W®A(M) mit deg, a = |a]a und
deg, b = |b|b die Gleichung C®* (aopb) = (—1)I41P1(CP*b)op (CB*a) erfiillt ist. Weiter schreiben wir ¢ als ¢ =
[w]

=+ ¢ 0, wobei wegen C®*c = —c offensichtlich C® ¢ ¢ = —c5 o gilt. Sei R(CZ o) nun ein Reprisentant der

Klasse ¢ o, dann definieren wir  := Z(R(c» o) —C@*R(CZ 0)). Wegen Cv = —v und CP*CP* = id gilt dann

offensichtlich C®*Q = Q. Zudem erhilt man L[Q] = L([R(cs 0)] = C®*[R(c50)]) = 3(c5 0 — CP* 5 0) = c50.
Dariiberhinaus sei v € Ws(M) mit o(u) = 0 und wir definieren s := 1(u+4 C®*u), so daff CP*s = s gilt.
Mit den so definierten Daten €2 und s und der im obigen Sublemma definierten Abbildung V fithren wir die
Fedosov-Konstruktion durch. Mit den fiir 7 geltenden Gleichungen zeigt man dann leicht, da fiir C®*rp
die Gleichungen §~1C®*rp = s und 6CO*ry = VOP* rp — %(C@*TF)OF(CCI)*TF) + R+ 1®$ gelten, wobei wir
®*R = R und [®*,V] = [®*, 6] = 0 benutzt haben. Wegen der Eindeutigkeit der Losung dieser Gleichungen,
die mit denen fiir ry {ibereinstimmen folgt C®*rp = rp. Mit einem solchen Element rp kommutiert die
Fedosov-Derivation D offensichtlich mit C®* und wir erhalten C®*rp(f) = 7 (CP®*f), da o ebenfalls mit
C®* vertauscht. Mit einer kurzen zum Beweis von Proposition 2.4.8 analogen Rechnung weist man hiermit

nach, daf fiir das so konstruierte Sternprodukt #p die Gleichung
CO*(frpg) = (CP*g)xp (CP* f)

erfiillt ist. Nach Satz 2.3.18 gilt mit der oben fiir 1[Q2] gezeigten Identitét fiir dieses Sternprodukt c(+r) = ¢
und die Proposition ist bewiesen. a

Die Aussage dieser Proposition sichert also, daf fiir alle moglichen (potentiellen) geometri-
schen *-Involutionen der Gestalt C®* auch tatsichlich Sternprodukte existieren, so dafi C®* als
*-Involution dieser Sternprodukte realisiert ist. Auch diesen Abschnitt wollen wir mit der Be-
trachtung von Aquivalenztransformationen zwischen Sternprodukten mit geometrischer *-Struktur
abschlieflen.

Proposition 2.4.17 Seien x; und x3 zwei Sternprodukte fiir (M,w) mit geometrischer *-Struktur
mit ¢(x1) = c(*e), dann sind die formalen *-Sternprodukt-Algebren (C*°(M)[[v]], x1, C®*) und
(C(M)[[V]], %2, C®*) dquivalent im Sinne der Definition 2.4.3 ii.), d.h. es existiert eine Aqui-
valenztransformation T mit T (f %1 g) = (T f) x2 (Tg), die

T1CO*T = Co~ (2.99)
erfillt.

BEWEIs: Da nach Voraussetzung c(x1) = ¢(*2) gilt, existiert eine Aquivalenztransformation 7' von x; nach *s.
Offensichtlich 1st dann aber auch C®*T'C®* eine Aquivalenztransformation von x1 nach %s. Also gibt es einen
Automorphismus A von %, der mit id beginnt, so dal C®*T'C®* = T'A. Konjugiert man diese Gleichung
mit C®*, so findet man wegen (C®*)? = id die Gleichung 7' = CO*TCP*CP* ACP* = TACP* ACP*, also
ACP* ACP* = id. Da A ein Automorphismus von x ist, der mit id beginnt, gilt A = exp(vD), wobei D
eine Derivation von x ist. Wir erhalten also id = exp(vD)C®* exp(vD)CP®* = exp(vD) exp(—vCP*DCP*),
d.h. D = C®*DCP*. Fiir ¢ € R betrachten wir nun den Automorphismus A" := exp(tvD) von i, der
Co®* A'CP* = A~! erfiillt. Weiter betrachten wir 7; := T'4%, wodurch offensichtlich fiir alle ¢ € R eine
Aquivalenztransformation von *; nach %o gegeben ist. Fiir alle t € R gilt dann C®*7,C®* = T At =T, _,

und 7 := 7,5 geniigt den Anforderungen an die gesuchte Aquivalenztransformation. d

Bemerkung 2.4.18 In den Beweis der obigen Proposition geht wesentlich ein, dafs der Symplekto-
morphismus, der die geometrische *-Involution fiir x; festlegt, mit dem entsprechenden Symplekto-
morphismus fiir xo tbereinstimmt. Unter gewissen zusdtzlichen Annahmen an die charakteristische
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Klasse ¢(*1) und an die verschiedenen Symplektomorphismen ®1 und ®4 ist es zwar mdglich, daff es
zwel dquivalente Sternprodukte mit verschiedenen geometrischen *-Strukturen gibt, aber der obige
Beweis ldfit sich nicht auf diese Situation verallgemeinern, um zu zeigen, daff diese *-Sternprodukt-
Algebren dquivalent im Sinne der Definition 2.4.3 ii.) sind. Wie oben erhdlt man dann zwar, daff
CO3TCPOT ein Isomorphismus von x; nach xy ist, aber dieser beginnt nicht mit der Identitdt son-
dern mit ®5®7, ist also keine Aquivalenztransformation von *, nach *y. Es gilt zwar immer noch
CO3TCP®T =T A, mit einem Automorphismus von xy, aber A beginnt nicht mit id sondern mit ®5®7
und somit scheitert die weitere oben verwendete Argumentation, da AY? nicht sinnvoll definiert
werden kann.

Die in der Bemerkung 2.4.18 gemachte Beobachtung fiihrt mit Proposition 2.4.17 zu folgender
Folgerung.

Folgerung 2.4.19 Seien x; und %y zwei Sternprodukte fiir (M,w) mit geometrischer *-Struktur
mit ¢(*1) = c(*q), dann sind die formalen *-Sternprodukt-Algebren (C°°(M)[[v]], *1, C®}) und
(C=(M)[[V]], *2, CP}) dquivalent im Sinne der Definition 2.4.3 ii.) genau dann, wenn

¢1 :¢27

also wenn die geometrischen *-Involutionen ibereinstimmen.

BEWEIS: Nach Proposition 2.4.17 sind zwei Sternprodukte mit ibereinstimmender geometrischer *-Involution
Aquivalent im Sinne der Definition 2.4.31ii.). Umgekehrt folgt aus der Existenz einer Aquivalenztransformation
T von % nach %3 mit 7-'C®37 = C®}, indem man die nullte Ordnung in v dieser Gleichung betrachtet
@5 = ¢7, womit die Behauptung bewiesen ist. d

Insbesondere erhalten wir aus dieser Folgerung auch, dafi ein Sternprodukt mit geometrischer
*-Struktur C®*, wobei ® # idps, nie dquivalent zu einem Hermiteschen Sternprodukt im Sinne
der Definition 2.4.3 ii.) sein kann, auch wenn diese als Sternprodukte dquivalent sind, was moglich
ist, sofern die Klasse des Hermiteschen Sternproduktes unter @ invariant ist. Fiir geometrische *-
Strukturen ist also der Aquivalenzbegriff als *-Algebra etwas feiner als der Begriff der Aquivalenz
als Sternprodukt, was wir folgendermaflen zusammenfassen:

Korollar 2.4.20 Die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich Aquivalenz von geometrischen *-

Strukturen fiir Sternprodukte auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w) ist in Bijektion zur
Menge der Symplektomorphismen ® : M — M mit ® o ® = idyy.

Auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w) gibt es also genausoviele indquivalente geo-
metrische *-Strukturen, wie es Symplektomorphismen ® : M — M mit ® o & = idy, gibt.

Zwar kann man fiir Sternprodukt-Algebren mit geometrischer *-Struktur C® mit ® # idy,, die
isomorph als C[[v]]-Algebren sind, die Frage, ob diese auch als formale *-Sternprodukt-Algebren
isomorph sind, stellen, jedoch kann diese Frage ohne zusitzliche Voraussetzungen an den Sym-
plektomorphismus ¢, der in dem Isomorphismus dieser Sternprodukte erscheint, sogar wenn die
geometrischen *-Strukturen {ibereinstimmen, im allgemeinen nicht positiv beantwortet werden. Da
derartige Sternprodukt-Algebren mit geometrischer *-Struktur aber von untergeordnetem Interesse
sind, da es sich hierbei nicht um *-Strukturen mit korrektem klassischen Limes handelt, wollen wir
auf eine weitere detaillierte Analyse dieser Fragestellung verzichten.
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2.4.2.3 Sternprodukte mit formaler *-Struktur

Eng verwandt mit den Hermiteschen Sternprodukten sind die Sternprodukte mit formaler *-Struk-
tur, denen wir uns in diesem Abschnitt widmen.

Definition 2.4.21 FEin Sternprodukt x fiir (M,w) heifit Sternprodukt mit formaler Sternstruktur,
falls (C*°(M),*,CL) eine formale *-Sternprodukt-Algebra mit *-Involution CL ist, d.h. es gilt

freng = frompg  Vfig € CT(M)[[v]]. (2.100)

Nach Lemma 2.4.4 ist hierbei L eine formale Reihe von Differentialoperatoren, die mit id beginnt

und L~! = CLC erfiillt.

Das folgende Lemma zeigt, dafl die Sternprodukte mit formaler *-Struktur in sehr enger Bezie-
hung zu den Hermiteschen Sternprodukten stehen.

Lemma 2.4.22 Die charakteristische Klasse c(x) eines Sternproduktes x fir (M,w) mit formaler
*-Struktur und *-Involution CL erfillt

Ce(x) = —c(%). (2.101)

BEwEIs: Nach Gleichung (2.100) gilt fiir ein Sternprodukt mit formaler *-Struktur CL offensichtlich ¢(x¢ 1) =
¢(*opp ). Nach Proposition 2.4.2 gilt ¢(xc 1) = Ce(x) und e(x,pp) = —¢(5) woraus wir die Behauptung erhalten.
O

Die in (2.101) gefundene Bedingung an die charakteristische Klasse eines Sternproduktes mit
formaler *-Struktur stimmt mit der Bedingung an die charakteristische Klasse eines Hermiteschen
Sternproduktes iiberein. Da wir aber in Proposition 2.4.8 nachgewiesen haben, daf fiir jede Klasse
c € [%] + HZ (M;C)[[v]], die dieser Bedingung geniigt, auch ein Hermitesches Sternprodukt mit
ebendieser Klasse als charakteristische Klasse existiert, gibt es zu jedem Sternprodukt mit formaler
*-Struktur (sofern ein solches zu vorgegebenem L # id existiert) ein dquivalentes Hermitesches
Sternprodukt. Um also fiir alle (potentiellen) formalen *-Involutionen der Gestalt CL die Existenz
eines Sternproduktes nachzuweisen, fiir welches CL als *-Involution realisiert ist, gehen wir von
einem Hermiteschen Sternprodukt aus und geben mit einer von L abhingigen Aquivalenztransfor-

mation ein Sternprodukt an, das die gewiinschte Eigenschaft besitzt.

Proposition 2.4.23 Fir alle formalen Reihen mit Werten in den Differentialoperatoren L, die
mit id beginnen und CLC = L™1 erfillen und alle ¢ € [yi] + HZ2,(M; Q)[[v]] mit Cc = —c gibt es ein
Sternprodukt x fir (M,w) mit

c()=c und CL(fxg)=(CLg)x(CLf)  Vf.ge ™))

Dariberhinaus ist (C*(M)[[v]], *, CL) dquivalent zu (C*(M)[[v]],*,C) im Sinne der Definition
2.4.3 ii.), wobei ' ein Hermitesches Sternprodukt mit c(¥') = c ist. Die Aquivalenztransformation
T mit T(f« g) = (Tf) x(Tg) und T-*CLT = C ist hierbei durch T = L™Y/? := exp(—31In(L))
definiert.

BeEweis: Nach Proposition 2.4.8 existiert fiir alle ¢ € % + HZ,(M;C)[[v]] mit Ce = —c ein Hermitesches
Sternprodukt *" mit ¢(¥) = ¢. Von einem solchen Sternprodukt ausgehend, suchen wir nun nach einer
formalen Reihe von Differentialoperatoren 7, die mit id beginnt und L = C7CT ! erfiillt. Also suchen wir
nach einem 7 mit 7~ = C7C und 7-!” = L. Wir definieren nun 7 := exp(—% In(L)) und weisen hierfiir

die gewiinschten Eigenschaften nach. Zunachst ist nachzuweisen, dafl 7 wohldefiniert ist. Da L mit id beginnt
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In(L)) wohldefiniert
L folgt. Weiter gilt

ist In(L) wohldefiniert und beginnt in erster Ordnung in v, somit ist aber auch exp(—

und beginnt mit id. Offensichtlich ist 7! = exp(% In(L)), so daB T-17 = exp(In(L))
wegen CLC = L~1

1
2

CTC = exp (—%Cln(L)C) = exp (—%ln(CLC)) = exp (_% m(L—l)) .

Da aber L trivialerweise mit L= kommutiert folgt 0 = In(LL™!) = In(L) + In(L~!) und mit dem bereits
gezeigten erhalten wir C7TC = 7~1. Wir definieren nun fxg := T ((T~1f) ' (T~ 1g)), so daB offensichtlich
c(*) = e(¥') = ¢ gilt. Wie wir bereits gezeigt haben gilt fiir 7 die Gleichung 7-*CL7 = C. Da aber % ein
Hermitesches Sternprodukt ist, erhdlt man hiermit und mit der Definition von x unmittelbar CL(f xg) =
(CLg) x (CLAYf, g € C*(M)[[v]], womit die Proposition bewiesen ist. O

Indem wir beachten, dafl wir die Argumentation aus dem Beweis der vorangehenden Propo-
sition umkehren kénnen, um aus einem Sternprodukt mit formaler *-Struktur ein Hermitesches
Sternprodukt zu erhalten und die Aussage von Proposition 2.4.9 verwenden, erhalten wir die fol-
gende Folgerung.

Folgerung 2.4.24  i.) Sei* ein Sternprodukt fiir (M, w) mit formaler *-Involution CL und sei "
ein Hermitesches Sternprodukt fir (M,w), so daff ¢(x) = ¢(¥"), dann sind (C*(M)[[v]], x, CL)
und (C(M)[[v]],*", C) dquivalente formale *-Sternprodukt-Algebren.

ii.) Seien xy und xy zwei Sternprodukte mit formaler *-Struktur fir (M, w) mit ¢(x1) = ¢(x2), dann
sind (C*(M)[[V]], 1, CL1) und (C*(M)[[v]], %2, CL3) dquivalent im Sinne der Definition 2.4.3

ii.).

BEwEIs: Fiir den Beweis von i.) kehren wir die Argumentation des Beweises von Proposition 2.4.23 um, und
definieren mit 7 = exp(—% In(L)) ein Hermitesches Sternprodukt « durch fx'g := T=1((T f))*(T g), welches
wegen der Eigenschaften von 7 dquivalent zu * im Sinne von 2.4.3 ii.) ist. Weiter ist sicher ¢(*') = ¢(*”") und
nach Proposition 2.4.9 existiert eine Aquivalenztransformation 7/ von #” nach ' mit 7/~ 'CT’ = C, so daB
T" .= T7T" eine Aquivalenztransformation von " nach * liefert, die 7" *CLT" = C erfiillt, womit der erste
Teil der Folgerung bewiesen ist. Fiir den Beweis von ii.) beachten wir zunichst, daff wegen Proposition 2.4.8
und Gleichung (2.101) zu jedem Sternprodukt * mit formaler *-Struktur ein Hermitesches Sternprodukt *”/
mit ¢(x) = e(x”) existiert, so dafl also die Voraussetzungen von i.) erfiillt sind. Also findet man nach i.) zu
%1 ein Hermitesches im Sinne der Definition 2.4.3 ii.) dquivalentes Hermitesches Sternprodukt /. Wiederum
wegen 1.) und (%) = e(*2) ist auch %5 in diesem Sinn dquivalent zu */ und es folgt die Behauptung. O

Erniichternderweise ist also der Aquivalenzbegriff fiir Sternprodukte mit formaler *-Struktur,
wie wir ihn eingefiihrt haben, nicht feiner als der iibliche Begriff der Aquivalenz als Sternprodukte.
Andererseits bedeutet dies aber auch, daf} es fiir das Studium von Sternprodukten mit formaler
*-Struktur, geniigt Hermitesche Sternprodukte zu studieren, da diese nach Aussage i.) der voran-
gehenden Folgerung dquivalent als formale *-Sternprodukt-Algebren sind, sofern deren charakte-
ristische Klassen iibereinstimmen, sie also als Sternprodukte dquivalent sind. Da wir fiir formale
*.Sternprodukt-Algebren mit korrektem klassischen Limes denselben Aquivalenzbegriff wie in 2.4.3
ii.) verwenden, gibt es modulo Aquivalenz, wie aus Folgerung 2.4.24 folgt, genau eine *-Involution
ndmlich die komplexe Konjugation und das Studium von formalen *-Sternprodukt-Algebren mit
korrektem klassischen Limes reduziert sich auf das Studium von Hermiteschen Sternprodukten.
Zusammengefalit bedeutet das:

Korollar 2.4.25 Auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w) g¢ibt es beziiglich Aquivalenz
genau eine Aquivalenzklasse von *-Strukturen mit korrektem klassischen Limes fiir Sternprodukte,
ndmlich diejenige, die durch die *-Involution C reprdsentiert wird.
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Diese Beobachtung ist natiirlich der Grund dafiir, dal wir uns in weiteren konkreten Beispie-
len (vgl. Proposition 3.5.19) insbesondere fiir die Konstruktion von Hermiteschen Sternprodukten
interessieren werden.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes wollen wir noch isomorphe Sternprodukte mit formaler *-
Struktur betrachten und zeigen, daf auch hier die Isomorphie als C[[v]]-Algebra die Isomorphie als
formale *-Sternprodukt-Algebra impliziert.

Lemma 2.4.26  i.) Sei x ein Sternprodukt fir (M,w) mit formaler *-Struktur CL und sei x"
ein Hermitesches Sternprodukt fiir (M,w), so daf ein C[[v]]-linearer Isomorphismus I von x
nach ¥ existiert, dann sind (C*(M)[[v]], x, CL) und (C*(M)[[v]], ", C) isomorphe formale
*-Sternprodukt-Algebren.

ii.) Seien x1 und g zwei Sternprodukte mit formaler *-Struktur fir (M,w), so daf ein C[[v]]-
linearer Isomorphismus I von x; nach xy existiert, dann sind (C*(M)[[V]],*1,CL1) und
(C=(M)[[V]], x2, CLg) isomorph im Sinne der Definition 2.4.3 iii.).

BEWEIs: Sei I = ¢*T ein C[[v]]-linearer Isomorphismus von * nach ", dann betrachten wir das Sternpro-
dukt (¢~1)*+”, welches Hermitesch ist und wegen e(x) = ¢((¢~1)**”) dquivalent zu * ist. Nach Folgerung
2.4.24 1.} sind (C>(M)[[v]],*, CL) und (C>(M)[[v]], (¢~1)*+",C) dquivalent im Sinne der Definition 2.4.3
ii.), also existiert eine Aquivalenztransformation 7 von * nach (¢~ 1)y*«”, die T=1CT = CL erfiillt. Hiermit
ist dann aber Z := ¢*7 ein Isomorphismus von * nach «”, der Z='CZ = CL erfiillt und i.) ist bewiesen.
Wegen Ce(x1) = —c(*1) und Ce(xz) = —e(*2) existieren zu %, und %z nach Folgerung 2.4.24 i.) dquivalente
Hermitesche Sternprodukte % und %4, derart daB die Aquivalenztransformationen 7; und 75 von ; nach
*{ und %5 nach « die Gleichungen T 1CT; = CLy und 75 'CT5 = CLs erfiillen. Demzufolge sind * und x
isomorphe Sternprodukte, da nach Voraussetzung x; und x5 isomorph sind. Wegen Lemma 2.4.12 existiert
dann aber ein Isomorphismus Z” von *{ nach x4 mit 7""'CI"” = C, mit dem wir einen Isomorphismus 7
von % nach x» durch die Definition Z := 75 *Z”7; erhalten. Fiir diesen weist man aber unter Verwendung
der Eigenschaften von Z, 77 und 73 direkt nach, dal Z='CLsZ = CL; gilt, womit Aussage ii.) bewiesen ist.
(I
Es zeigt sich also, daff auch der Isomorphiebegriff fiir formale *-Sternprodukt-Algebren mit
formaler *-Struktur nicht feiner ist als der Begriff der Isomorphie als C[[v]]-Algebra. Also gibt
es auch modulo Isomorphie genau eine *-Struktur mit korrektem klassischen Limes ndmlich die
komplexe Konjugation. Zusammengefafit bedeutet das:

Korollar 2.4.27 Auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w) gibt es beziiglich Isomorphie
genau eine Aquivalenzklasse von *-Strukturen mit korrektem klassischen Limes fiir Sternprodukte,
ndmlich diejenige, die durch die *-Involution C reprdsentiert wird.

2.4.2.4 Sternprodukte mit allgemeiner *-Struktur

Nach den Untersuchungen der vorangehenden Abschnitte ist es nun ein leichtes die bisherigen
Ergebnisse einzusetzen, um Sternprodukte mit allgemeiner *-Struktur zu studieren.

Lemma 2.4.28 Die charakteristische Klasse c(x) eines Sternproduktes x fir (M,w) mit allgemei-
ner *-Struktur und *-Involution S = C®*L erfillt

P c(#) = —c(%). (2.102)

BEWEIS: Wegen S(g * f) = (Sf) x (Sg) gilt froppg = STLH(SF) % (Sg)) = fxc.a+ L9, also c(xepp) = (ke o+ 1)
Nach Proposition 2.4.2 folgt hieraus aber mit ¢(x,pp) = —c(%) und (% ¢+ 1) = (®71)*Ce(*) die Behauptung,
wenn wir noch ®~! = & verwenden. O
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Die in (2.102) gefundene Bedingung an die charakteristische Klasse eines Sternproduktes mit
allgemeiner *-Struktur und *-Involution C®*L stimmt mit der Bedingung an die charakteristische
Klasse eines Sternproduktes mit geometrischer *-Struktur und Involution C®* iiberein. Da wir aber
in Proposition 2.4.15 nachgewiesen haben, daf$§ fiir alle Symplektomorphismen ® von (M,w) mit
$ o ® = idys und jede Klasse ¢ € % + HZ2 (M; Q)[[v]], die dieser Bedingung geniigt, auch ein
Sternprodukt mit dieser geometrischen *-Struktur C®* mit ebendieser Klasse als charakteristische
Klasse existiert, gibt es zu jedem Sternprodukt mit allgemeiner *-Struktur (sofern ein solches zu
vorgegebenem L # id existiert) ein dquivalentes Sternprodukt mit geometrischer *-Struktur. Um
also fiir alle (potentiellen) *-Involutionen der Gestalt C®*L die Existenz eines Sternproduktes nach-
zuweisen, fiir welches C®*Li als *-Involution realisiert ist, gehen wir von einem Sternprodukt mit
geometrischer *-Involution C®* aus und geben mit einer von L abhingigen Aquivalenztransforma-
tion ein Sternprodukt an, das die gewiinschte Eigenschaft besitzt.

Proposition 2.4.29 Fir alle formalen Reihen mit Werten in den Differentialoperatoren L., die
mit id beginnen und CO*LCP* = L™ erfiillen und alle Symplektomorphismen ® von (M,w) mit
o =idys und alle c € [%] + HZ (M; C)[[v]] mit C®*c = —c gibt es ein Sternprodukt x fiir (M,w)
mit
c(x)=c und S(fxg)=(Sg9)*(Sf)  Vf.gelM)V]

wobei S = CO*L. Dariberhinaus ist (C*(M)[[v]], x,S) dquivalent zu (C*(M)[[v]], ', C®*) im Sinne
der Definition 2.4.3 ii.), wobei ¥’ ein Sternprodukt mit geometrischer *-Struktur mit ¢(¥') = ¢ ist.
Die Aquivalenztransformation T mit T(f «' g) = (T f) *x (Tg) und T~*ST = C®* ist hierbei durch
T =L7Y2 = exp(-1In(L)) definiert.

BeEwEIs: Nach Proposition 2.4.15 existiert fiir alle Symplektomorphismen ® von (M,w) mit ® o & = idy
und fiir alle ¢ € & 4 HZo(M;O)[[v]] mit C®*c = —c ein Sternprodukt ' mit *-Involution C®* und mit

v
c(x") = ¢. Von einem solchen Sternprodukt ausgehend, suchen wir nun nach einer formalen Reihe von

Differentialoperatoren 7, die mit id beginnt und L = C®*7C®*7 ! erfiillt. Also suchen wir nach einem
T mit 7-! = C®*7CP* und 7-'° = L. Wir definieren nun 7 := exp(—%ln(L)) und weisen hierfiir die
gewlinschten Eigenschaften nach. Wie im Beweis von 2.4.23 folgt die Wohldefiniertheit von 7 und T-1* = L.
Weiter gilt wegen C®*LC®* = 171

CP*TCP™ = exp (—%Cq)* ln(L)Cq)*) = exp (—%IH(C@*LC@*)) = exp (—% ln(L_l)) =7

da In(L=!) = —1In(L). Wir definieren nun fxg = T((T-1f) ' (T71g)), so daB offensichtlich ¢(x) =
c(¥) = ¢ gilt. Wie wir bereits gezeigt haben gilt fiir 7 die Gleichung 7 !C®*L7T = C®*. Da aber *
ein Sternprodukt mit geometrischer *-Involution C®* ist, erhilt man hiermit und mit der Definition von *
unmittelbar S(f x g) = (Sg) * (SF)Vf, ¢ € C(M)[[v]], womit die Proposition bewiesen ist. O

Indem wir beachten, dafl wir die Argumentation aus dem Beweis der vorangehenden Proposition
umkehren kénnen, um aus einem Sternprodukt mit allgemeiner *-Involution C®*L ein Sternprodukt
mit geometrischer *-Involution C®* zu erhalten und die Aussage von Proposition 2.4.17 verwenden,
erhalten wir die folgende Folgerung.

Folgerung 2.4.30  i.) Seix ein Sternprodukt fir (M,w) mit allgemeiner *-Involution S = CO*L
und sei %" ein Sternprodukt mit *-Involution C®* fir (M,w), so daf c¢(x) = c¢(¥"), dann sind
(C=(M)[[V]], x,S) und (C=(M)[[v]],¥", C®*) dquivalente formale *-Sternprodukt-Algebren.

ii.) Seien x1 und xg zwei Sternprodukte mit formaler *-Struktur und *-Involutionen Sy, Sy fiir
(M, w) mit c(x1) = c(*2), dann sind (C=(M)[[V]], 1,51 = C®TLy) und (C=(M)[[v]], *2,S2 =
C®3Ly) dquivalent im Sinne der Definition 2.4.3 ii.) genau dann, wenn die Symplektomor-
phismen ®1 und ®y dbereinstimmen.
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BEWEIs: Zum Beweis von i.) definieren wir mit 7 = exp(—% In(L)) ein Sternprodukt +* mit *-Involution C®*
durch f+' g := T 2(T f))*(Tg), welches wegen der Eigenschaften von 7 #iquivalent zu x im Sinne von 2.4.3
ii.) ist. Weiter ist sicher ¢(*') = ¢(*’') und nach Proposition 2.4.15 existiert eine Aquivalenztransformation
T’ von " nach ' mit 7'~ C®*T’ = C®*, so daB 7" := 7T’ eine Aquivalenztransformation von " nach
* liefert, die 777 'CO*LT"” = C®* erfiillt, womit der erste Teil der Folgerung bewiesen ist. Zum Beweis
von ii.) seien zunéchst (C*°(M)[[v]], *1,S1 = CPTL1) und (C* (M)[[V]], *2, S2 = CP3L3) dquivalent im Sinne
von 2.4.3 ii.). Aus der Existenz einer Aquivalenztransformation 7 von %; nach x5 mit 771S,7 = S; folgt
durch Betrachtung der nullten Ordnung in v sofort ®; = ®,. Fiir die andere Richtung der Aussage von ii.)
beachten wir zunéchst, dafl wegen Proposition 2.4.15 und Gleichung (2.102) zu jedem Sternprodukt % mit
*-Involution C®*L ein Sternprodukt *” mit *-Involution C®* und ¢(*) = ¢(*’) existiert, so daff also die
Voraussetzungen von i.) erfiillt sind. Also findet man nach i.) zu %; ein im Sinne der Definition 2.4.3 ii.)
Aquivalentes Sternprodukt *” mit *-Involution C®*. Wiederum wegen i.) und e(x1) = ¢(*z) ist auch x5 in
diesem Sinn dquivalent zu #/, da nach Voraussetzung ® = ®; = &5 und es folgt die Behauptung. d

Die Aussage i.) der vorangehenden Folgerung bedeutet, daf es fiir das Studium von Sternpro-
dukten mit allgemeiner *-Struktur geniigt, Sternprodukte mit den verschiedenen, also von verschie-
denen Symplektomorphismen @ herriihrenden, geometrischen *-Strukturen zu untersuchen. Also
ist der Aquivalenzbegriff, den wir fiir formale *-Sternprodukt-Algebren eingefiihrt haben nur ge-
ringfiigig feiner als der iibliche Aquivalenzbegriff von Sternprodukten. Auf einer symplektischen
Mannigfaltigkeit (M,w) gibt es genausoviele indquivalente *-Strukturen, wie es Symplektomorphis-
men & : M — M mit & o & =idys gibt.

Diese Tatsache fassen wir zusammen als:

Korollar 2.4.31 Die Menge der Aquivalenzklassen beziglich Aquivalenz von allgemeinen *-Struk-
turen fiir Sternprodukte auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w) ist in Bijektion zur Menge
der Symplektomorphismen ® : M — M mit ® o ® = idy,.

Hinsichtlich der Isomorphie formaler *-Sternprodukt-Algebren sind fiir beliebige *-Strukturen
S = CP*L mit ® # idys die Verhéltnisse dhnlich wie im Fall der geometrischen *-Strukturen C®*
mit ® # idps, so daBl ohne weitere Voraussetzungen an die Gestalt der vermittelnden Isomor-
phismen die Frage nach der Existenz von Isomorphismen, die mit den *-Involutionen vertriglich
sind, im allgemeinen nicht positiv beantwortet werden kann, selbst wenn die Symplektomorphismen
in den zu vergleichenden *-Involutionen iibereinstimmen. Da die hier betrachteten *-Involutionen
natiirlich fiir ® # idp; keine Involutionen mit korrektem klassischen Limes sind, wollen wir auch
hier unsere Untersuchungen nicht weiter vertiefen, da dieser Fall fiir physikalische Fragestellungen
von untergeordnetem Interesse ist.

2.4.3 Sternprodukte mit r-Paritéit

In diesem Abschnitt studieren wir Sternprodukte mit v-Paritit, was unter anderem deshalb von
Interesse ist, da diese Eigenschaft eines Sternproduktes, in der friihen Literatur zur Deformations-
quantisierung, Bestandteil der Definition eines Sternproduktes ist.

Definition 2.4.32 ([87, Def. 5.1 ii.)]) Fin Sternprodukt x fir (M,w) heifit Sternprodukt mit
v-Paritdt, falls der v-Paritits-Operator P ein Antiautomorphismus von x ist, d.h. es gilt

Jreg = Fropg VI g € CT(M)[[V]]. (2.103)

Schreibt man fx,,,g = g* f = > o0y 'Cy(g, f) so sieht man wegen fxpg = > 2 (—v)'Ci(f,9),

1=
dafl die Bedingung an x, ein Sternprodukt mit v-Paritit zu sein, dquivalent dazu ist, daf} die
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Bidifferentialoperatoren C; die Gleichung C;(f,g) = (—1)'C;(g, f) fiir alle i € N und alle f,g €
C™(M) erfiillen. Diese Bedingung ist in den frithen Arbeiten von S. Gutt, M. Cahen [26, 53],
D. Arnal et. al. [4], M. DeWilde, P. B. A. Lecomte [32, 33] zur Deformationsquantisierung fester
Bestandteil der Definition eines Sternproduktes. Tatsdchlich stellt sie aber eine Einschrénkung an
die charakteristische Klasse des Sternproduktes dar.

Lemma 2.4.33 ([87, Lemma 5.2 ii.)]) Die charakteristische Klasse c(x) eines Sternproduktes x
fiir (M,w) mit v-Paritdt erfillt
Pe(x) = —¢(*). (2.104)

BeEwEIs: Nach Gleichung (2.103) gilt fiir ein Sternprodukt x mit v-Paritat offensichtlich e(x,pp) = ¢(*p). Da
aber nach Proposition 2.4.2 ¢(%.pp) = —c¢(*) und c(xp) = Pe(*) gilt, folgt hieraus die Behauptung. O

Anders ausgedriickt bedeutet (2.104), daf ¢(x) von der Form ¢(x) = % + >0 v He(x) 2t
ist, also nur ungerade Potenzen von v beinhaltet. In diesem Lichte betrachtet ist die Tatsache, daf§
im von M. DeWilde und P. B. A. Lecomte in [33, Sec. 4] gegebenen Existenzbeweis fiir Sternpro-
dukte bei der rekursiven Konstruktion nur in den ungeraden Ordnungen in v die Moglichkeit, eine
geschlossene Zweiform auf M, die die Aquivalenzklasse des Sternproduktes festlegt, zu wihlen, be-
steht, natiirlich verstindlich. Zudem ist somit aber auch das urspriingliche Klassifikationsresultat
in diesem Artikel, das in [34] seine Verfeinerung und Vervollstindigung findet, nur die ,,Hilfte* der
tatsidchlichen Klassifikation von Sternprodukten.

Auch hier ist die Konsequenz von Gleichung (2.104), daf} es Aquivalenzklassen, nimlich diejeni-
gen deren entsprechende charakteristische Klasse diese Gleichung nicht erfiillt, von Sternprodukten
gibt, die keinen Reprdsentanten besitzen, der ein Sternprodukt mit v-Paritdt ist. Fiir alle Klassen
ce % + H% (M; O)[[v]], die die Gleichung Pc = —c erfiillen, kénnen wir aber Sternprodukte mit
v-Paritit konstruieren, deren charakteristische Klasse durch ¢ gegeben ist.

Proposition 2.4.34 ([87, Prop. 5.3 i.)]) Fiir alle c € % + HZ (M; Q)[[v]] mit Pc = —c gibt es
Fedosov-Sternprodukte *g fiir (M,w) mit

cxe)=c und  P(fcg) = (Pg)e(Pf) V[, g€ CT(M)[¥].

BEWEIS: Fiir das faserweise Produkt or gilt wegen Pv = —v und der Antisymmetrie des Poisson-Tensors fiir
alle a,b € W@A(M) mit deg, a = |ala, deg, b = [b|b die Gleichung P(aopb) = (—=1)I4I°l(Pb)or(Pa). Weiter
schreiben wir ¢ € % + HZ,(M;O)[[v]] als ¢ = % + ¢ o, wobei wegen Pec = —c offensichtlich Pcs o = —¢5

gilt. Sei nun R(cy o) ein Reprisentant der Klasse ¢y o, dann definieren wir Q := Z(R(c5 o) —PR(c5 o). Wegen

P? = id und Prv = —v gilt dann offensichtlich PQ2 = Q. Zudem erhélt man 1[Q] = 1([R(c5 )] —P[R(c5 0)]) =

%(CZ o — Pcs o) = ¢5 . Dariiberhinaus sei u € W3(M) mit ¢(u) = 0 und wir definieren s := %(u + Pu), so
dafl Ps = s erfiillt ist. Mit den so definierten Daten €, s und einem beliebigen symplektischen, torsionsfreien
Zusammenhang V betrachten wir nun das resultierende Fedosov-Sternprodukt *p und erhalten fiir Pry wegen
der oben genannten Eigenschaft des faserweisen Produktes und der Definitionen von s und Q die Gleichungen
5~ lry = s und Pry = VPrp — %(PrF)OF(PrF) + R+ 1® €. Da diese Gleichungen mit den Gleichungen
fiir rp {ibereinstimmen und ry deren eindeutige Losung ist, folgt Prp = rp. Mit diesem ryp kommutiert die
Fedosov-Derivation ©p offensichtlich mit P und wir erhalten Prp(f) = m=(Pf) fiir alle f € C=(M)[[v]], da
P auch mit ¢ kommutiert. Mit einer zum Beweis von Proposition 2.4.8 analogen Rechnung findet man dann
P(f+rg) = (Pg)*p(Pf) fiir alle f, g € C*(M)[[v]]. Wegen Satz 2.3.18 und der obigen Gleichung fiir %[Q] gilt
c(xp) = % + ¢> o = ¢ und die Proposition ist bewiesen. |

Auch fiir den v-Paritdts-Operator P kann man zeigen, dafl es zu zwei dquivalenten Sternpro-
dukten mit v-Paritit immer eine Aquivalenztransformation gibt, die mit dem v-Paritits-Operator
vertriglich ist.
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Proposition 2.4.35 ([87, Prop. 5.6 ii.)]) Seien x; und xy zwei Sternprodukte fir (M,w) mit
v-Paritit und c(x1) = c(x3), dann ezistiert eine Aquivalenztransformation T mit T(f x1 g) =

(T f)x2 (Tg) fir alle f,g € C*°(M)[[v]], die
T'PT =P (2.105)
erfillt, also hingt T nur von geraden Potenzen von v ab.

BEWEIs: Da nach Voraussetzung c(x1) = ¢(*2) gilt, existiert eine Aquivalenztransformation 7" von %1 nach *s.
Dann ist aber PTP ebenfalls eine Aquivalenztransformation von x; nach *», da P sowohl ein Antiautomor-
phismus von % als auch von %5 ist. Folglich gibt es einen Automorphismus A von *, so dal PTP = T'A und
die nullte Ordnung in v von A die Identitit ist. Konjugiert man PTP = T4 mit P und verwendet P? = id,
so erhalt man 7' = PTPPAP = TAPAP, also findet man APAP = id. Da nun jeder Automorphismus
von %1, der mit id beginnt, von der Form A = exp(vD) ist, wobei D eine Derivation von % ist, schlie-
flen wir id = exp(vD) exp(—vPDP), also PDP = D. Fiir ¢ € R betrachten wir dann den Automorphismus
A" = exp(tvD) von xq, fiir den PA'P = A~ gilt. Nun ist 7; := T'A" offensichtlich eine Aquivalenztrans-
formation von %1 nach %, und fiir alle ¢ € R gilt P7;P = PTPPA'P = TAA™" = T}_,;. Darum erfiillt die
Aquivalenztransformation 7 := T1/2 von % nach %3 die Gleichung (2.105) und die Proposition ist bewiesen.

O

Bemerkung 2.4.36 Fir den Beweis dieser Proposition sind wir véllig analog zum Beweis von
Proposition 2.4.9 vorgegangen, indem an die Stelle von C der v-Paridts-Operator P getreten ist.
Da wir aber im folgenden Abschnitt nochmals von der expliziten Vorgehensweise in diesen beiden
Beweisen Gebrauch machen werden, wobei beide Abbildungen C und P gleichzeitig eine wichtige
Rolle spielen werden, erschien es uns sinnvoll ihn der Deutlichkeit halber anzugeben.

2.4.4 Sternprodukte vom Weyl-Typ

In diesem Abschnitt betrachten wir Sternprodukte vom Weyl-Typ. Das Interesse an Sternprodukten
dieses Typs liegt vorallem darin begriindet, dafl das Weyl-Moyal-Produkt auf T*R"”, welches eine
korrekte Beschreibung der Quantisierung von in den Koordinaten polynomialen Funktionen liefert,
ein solches Sternprodukt ist. Weitere Beispiele von Sternprodukten vom Weyl-Typ findet man auch
in [18, 19, 17]. Unsere Resultate dieses Abschnittes stellen insbesondere die Verallgemeinerung einer
Beobachtung dar, die wir in [17, Thm. 4.1 iii.) und Thm. 4.6] gemacht haben, und die eine Beziehung
zwischen der charakteristischen Klasse und der Eigenschaft eines Sternproduktes vom Weyl-Typ
zu sein herstellt.

Definition 2.4.37 ([87, Def. 5.1 iv.)]) Fin Sternprodukt x fir (M,w) heifst Sternprodukt vom
Weyl-Typ, falls x ein Hermitesches Sternprodukt mit v-Paritdt ist, d.h. es gilt

fxcg = [roppd und f*pg = [*oppg Vf,geC™(M)[v]] (2.106)
Die unmittelbare Konsequenz dieser Definition ist das folgende Lemma.

Lemma 2.4.38 Die charakteristische Klasse c(x) eines Sternproduktes x fiir (M, w) vom Weyl-Typ
erfillt
Ce(*) = —c(%) und Pe(x) = —¢(%). (2.107)
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BEWEIS: Die Aussage des Lemmas folgt direkt aus den Lemmas 2.4.7 und 2.4.33. a

Also unterliegt die charakteristische Klasse eines Sternproduktes vom Weyl-Typ zwei einschrin-
kenden Bedingungen, die wiederum bedeuten, daff es im allgemeinen Aquivalenzklassen von Stern-
produkten gibt, die keinen Reprisentanten besitzen, der ein Sternprodukt vom Weyl-Typ ist. Indem
wir die Beweise der Propositionen 2.4.8 und 2.4.34 geeignet modifizieren erhalten wir auch hier fiir
jede Klasse, die den Bedingungen in (2.107) geniigt, die Existenz eines Sternproduktes vom Weyl-
Typ mit dieser vorgegebenen charakteristischen Klasse.

Proposition 2.4.39 ([87, Prop. 5.3 iii.)]) Fiir alle ¢ € % + H2,(M;Q)[[v]] mit Pc = —c = Ce
gibt es Fedosov-Sternprodukte *y fiir (M,w) mit

clrp) =c  und  P((Pf)xs(Pg)) = gxe f = C((CFxe(Cg))  Vf g € CT(M)[[V]].

BeEwEITs: Auch hier gehen wieder wesentlich die Gleichungen C((Ca)or(Cb)) = P((Pa)or(Pb)) = (—1)lelll
fiir a,b € W@A(M) mit deg,a = |aja und deg, b = |b]b fiir das faserweise Produkt op in den Beweis
ein. Weiter schreiben wir ¢ € % + H2Z,(M;O)[[v]] als ¢ = % + ¢5 o, wobei aufgrund der Voraussetzungen
Pes g = —c» o und Cey o = —e5 0 gilt. Sei nun R(CZ o) ein Reprasentant der Klasse > o, dann definieren
wir © := %(id — P)(id — C)R(c» o). Wegen P? = C? = id, Pv = Cv = —v und PC = CP gilt dann
offensichtlich P2 = CQ = €. Zudem erhalt man %[Q] = %(CZO —Pes g — Cey 9+ PCes ) = ¢5 0, indem
man die Gleichungen Pes o = —c¢»o und Cey g = —c» o verwendet. Dariiberhinaus sei u € Ws (M) mit
o(u) = 0 und wir definieren s := 1(id + P)(id + C), so daB Ps = Cs = s erfiillt ist. Aus einem beliebigen
symplektischen, torsionsfreien Zusammenhang und den so vorgegebenen Daten s, (2 erhalten wir dann ein
Fedosov-Sternprodukt *p. Wie in den Beweisen zu den Propositionen 2.4.8 und 2.4.34 zeigt man dann, dafl
Crg = Prp = rp, so dafl die Fedosov-Derivation ®r sowohl mit C als auch mit P kommutiert. Also erhalten
wir wieder fiir alle f € C*°(M)[[v]] die Gleichungen Cre(f) = 7 (Cf) und Pr=(f) = 7= (Pf), mit denen man
aber die Giiltigkeit der behaupteten Gleichungen fiir *r genauso wie in den Beweisen zu den Propositionen
2.4.8 und 2.4.34 nachweist. Weiter gilt mit dem oben definierten € nach Satz 2.3.18 ¢(xp) = ¢ und die
Proposition ist bewiesen. a

Schlielich beweisen wir noch, dafl es fiir dquivalente Sternprodukte vom Weyl-Typ immer

Aquivalenztransformationen gibt, die sowohl mit C als auch mit P vertriglich sind.

Proposition 2.4.40 ([87, Prop. 5.6 iii.)]) Seien x; und x3 zwei Sternprodukte vom Weyl-Typ
fiir (M,w) mit c(x1) = c(x2), dann ezxistiert eine Aquivalenztransformation T mit T(f *1 g) =

(T f)x2 (Tg) fiir alle f,g € C*(M)[[v]], die
T'CT=C und T'PT =P (2.108)
erfiillt, also ist T eine reelle nur von geraden Potenzen von v abhingige Aquivalenztransformation.

BEWEIs: Wegen c(*1) = ¢(*2) existiert eine Aquivalenztransformation 7' von x; nach %2. Unter Benutzung
dieser Aquivalenztransformation erhilt man nach Proposition 2.4.9 und Proposition 2.4.35 zwei weitere
Aquivalenztransformationen 8; = T.A%/2 und 8§ = T.A%/Z, die C§,C = &1 und PS,P = 8, erfiillen, wobei
A; und A; Automorphismen von x sind, die durch CTC = T'A; und PTP = T A, gegeben sind und
CAIC = AT? bzw. PALP = A57 erfiillen. Im allgemeinen erfiillt weder S; die Gleichung PS;P = &) noch S5
die Gleichung C82C = 83. Aber durch eine analoge Vorgehensweise zu den Beweisen der Propositionen 2.4.9
und 2.4.35 kénnen S; und S so modifiziert werden, daB die resultierenden Aquivalenztransformationen die
gewlinschten Eigenschaften besitzen. Da P mit C kommutiert gilt CPTPC = PCTCP, woraus wir mit den
Definitionen von A; und As

CT.AQC = PT.AlP bzw. TAlCAzC - T.AQP.AlP
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also 4;CAsC = AP AP erhalten, was sich als fiir den Beweis essentielle Gleichung erweisen wird. Nun
berechnen wir 08>C = CTCCA?C = TA,CAY?C = 8,452 A, CAL?C = Sy F5, wobel wieder Fo 1=
AT A CASC ein Automorphismus von «q ist, der mit id beginnt, also gilt F2 = exp(vDz) wobei D2 eine
Derivation von x; ist. Wie im Beweis von Proposition 2.4.9 erhilt man FoCF,C = id und 73 = Sz}%/z,
wobei Fi = exp(tvDa), ist eine Aquivalenztransformation von x; nach xg, die C7,C = T3 erfiillt. Es
bleibt also zu zeigen, daff 72 auch P73P = 75 erfiillt. Hierzu berechnen wir P3P unter Verwendung von
A1C = A,PAPCAT?

PF.P = PA7Y2A,CAI2CP = PATY2A,PAPCAT A 2CP = PAY?P A, PCATY2CP
= A7VPACAYC = Fs.

Also erhalten wir mit Fy = exp(vD2) die Gleichung PD2P = —D5 und folglich PFLP = F4. Somit finden wir
PP = PSQPP}"%/zP = 82}"%/2 = 75, womit wir eine Aquivalenztransformation T2 gefunden haben, die die
behaupteten Eigenschaften besitzt. In analoger Vorgehensweise kann man auch die Aquivalenztransformation
81 modifizieren, um eine Aquivalenztransformation 77 := 81}"%/2 zu erhalten, die ebenfalls die behaupteten
Eigenschaften besitzt. Hierbei ist F; := AT APALPP = exp(vDy) wiederum ein Automorphismus von
%1, der CF1C = Fy erfiillt und Ff := exp(tvDy). a



Kapitel 3

Sternprodukte vom Wick-Typ auf
Semi-Kiahler-Mannigfaltigkeiten und
deren Klassifikation

3.1 Geometrie von Semi-Kihler-Mannigfaltigkeiten

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine kurze Finflihrung in die Differentialgeometrie von Semi-K&hler-
Mannigfaltigkeiten zu geben, die die Aspekte Semi-Riemannscher, komplexer und symplektischer
Geometrie miteinander vereinen. Insbesondere fiihren wir alle fiir das gesamte Kapitel wichtigen
geometrischen Grofien und Notationen ein. Wir beschranken uns hierbei auf eine Darstellung der fiir
uns wichtigen Tatsachen und Aussagen und verweisen fiir Beweise und eine ausfiihrliche Einfiihrung
in diesen Bereich der Differentialgeometrie auf [73, II Chap. 9].

3.1.1 Die komplexe Struktur

Die Grundlage der komplexen Differentialgeometrie bildet der Begriff der komplexen Struktur.
Sei M eine reelle 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit, dann heifit ein Schnitt I € I'>*(TM @ T*M)
> [ (End(TM)) eine fast-komplexe Struktur, wenn I? = —id gilt. Mit dieser fast-komplexen
Struktur / definiert man fiir Vektorfelder X,Y € I'*(TM) durch N;y(X,Y) :=[IX,IY]-[X,Y] -
I[IX,Y] - I[X,1Y] die Nijenhuis-Torsion Ny € I'*(T'M @ T*M & T*M) von I. Verschwindet die
Nijenhuis-Torsion, so heifit I komplexe Struktur und nach dem Satz von Newlander-Nirenberg
existiert eine eindeutige komplexe Struktur auf M, d.h. M ist eine komplexe Mannigfaltigkeit mit
dimg(M) = n, so daf§ die fast-komplexe Struktur / mit der induzierten kanonischen komplexen
Struktur der komplexen Mannigfaltigkeit iibereinstimmt (vgl. [73, Il Appendix 8]). Eine komplexe
Mannigfaltigkeit ist hierbei eine Mannigfaltigkeit, die einen Atlas aus holomorphen Karten besitzt,
d.h. alle Kartenwechsel, die Abbildungen zwischen offenen Teilmengen von C* sind, sind holomorph.
Eine solche komplexe Mannigfaltigkeit besitzt dann eine induzierte kanonische komplexe Struktur /.
Sei dazu eine holomorphe Karte gegeben, die man mit z* = 2¥ +iy* in ihren Real- und Imaginirteil
zerlegt, dann definiert man eine komplexe Struktur von M durch (d,x) := 0yx und I1(9,x) := —0,x
und man kann zeigen, dafl hiermit eine von der Koordinatenwahl unabhingig erklirte komplexe
Struktur definiert ist (vgl. [112, Prop. 3.4]).

Mit Hilfe einer fast-komplexen Struktur I auf einer reellen 2n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
kénnen einige weitere fiir das folgende Kapitel wichtige Begriffe definiert werden. Offensichtlich
besitzt der Biindel-Isomorphismus I des komplexifizierten Tangentialbiindels T'M die (faserweisen)
Eigenwerte £i und man bezeichnet mit TM*Y das Biindel der +i-Eigenriume und mit 7M1

97
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das Biindel der —i-Eigenrdume. Offensichtlich ist dann TM = TMIO @ TMY! und alle Schnitte
X € I'*°(TM) lassen sich eindeutig in je einen Schnitt X'? € I°°(TM*"°) vom Typ (1,0) und einen
Schnitt X% € I°(TM%!) vom Typ (0,1) zerlegen. Ferner betrachten wir die jeweiligen dualen
Biindel 7*M'° und T*M°!, fiir die dann T*M = T*MY° & T* M gilt und somit jeder Schnitt
a € I'*(T*M) eindeutig in je einen Schnitt vom Typ (1,0) und vom Typ (0,1) zerlegt werden
kann. Diese Zerlegungen iibertragen sich nun natiirlich auch auf die Schnitte 7" € T (\/*T*M) und
3 € (A" T*M), so daB wir

2n
I ATMy = @ TI=N\"T"M) (3.1)
a'=0p'+q'=a'
erhalten, wobei wir mit AP"*? T*M das Biindel mit der charakteristischen Faser /\p/’q/T;ZW7 reM
bezeichnen, und /\p/’q/T;M der Unterraum von /\a/T;M mit «’ = p’ + ¢’ sei, der durch Elemente
der Gestalt v A w mit v € /\p/T;ZWL0 und w € /\q/T;ZMO’1 erzeugt wird. Mit 774" bezeichnen wir
die natiirlichen Projektionen

ad" TR (AT M) — T (AP T* M), wobei ' = p' + ¢,
die wir durch die direkte Summenzerlegung (3.1) erhalten. Ferner setzen wir diese Projektionen
zu Abbildungen auf I'°(AT*M) durch 79" (3) := 0 fiir § € FOO(/\GIT*M) mit o’ # p' + ¢ fort.

Schnitte 3 € FOO(/\p/’q/T*M) nennen wir vom Typ (p/, ¢').
Analog erhalten wir

XZ L= (VT M) = X2 €D (V™ T™M), (3.2)
ptg=s
wobei wir mit \/"?T*M das Biindel mit der charakteristischen Faser \/**T*M, v € M bezeichnen,
und \/PIT:M der Unterraum von \/°T;M mit s = p+ ¢ sei, der durch Elemente der Gestalt vV w
mit v € \/PTr MY und w € \/TF MO erzeugt wird. Ferner induziert auch hier die Zerlegung (3.2)
natiirliche Projektionen 77¢ durch

Pl T (/' T*M) — T (\/PIT* M), wobei s = p+q.
Diese Projektionen setzen wir zu Abbildungen auf X2 ,I'°(\/*T*M) fort, indem wir #>¢(T) := 0

s$=

fir T € I'°(\/°T*M) mit s # p + ¢ definieren. Schnitte T' € I'™*(\/""?T*M) nennen wir vom Typ
(1, q)-

Auf einer komplexen Mannigfaltigkeit mit der induzierten kanonischen komplexen Struktur [
kann man in einer holomorphen Karte die lokalen Basis-Vektorfelder

Lo vio,) e roo (MmO

Zyp =0 = 5

1 ) —
5 (Opx — 100 ) € D(T M) und Ty =0z =
und die zugehérigen lokalen dualen Basis-Einsformen

d2" = da® +idy* € T°°(T* M) und d7" = da® —idy* € T°°(T* M)
definieren.

Weiter kann auf einer komplexen Mannigfaltigkeit mit der induzierten kanonischen komplexen
Struktur I zusdtzlich zu den obigen Zerlegungen, die nur eine fast-komplexe Struktur voraussetzen,
die duBere Ableitung d auf den Differentialformen als d = 9 + 0 geschrieben werden. Hierbei sind
O 2 TN TT*M) — T(AP M) und 9 2 T(AP T T*M) — T(AP T T T*M) auf den
Schnitten vom Typ (p', ¢') FOO(/\p/’q/T*M) durch 8 = #?*47¢ und 9 = #?"¢'+'d und durch C-
lineare Fortsetzung auf I'>(AT*M) erklart. Es gilt dann

=0 =0 und 99 = —0.
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3.1.2 Der Semi-Kéihler-Zusammenhang und dessen Kriimmungsgréfien

Wir wollen nun zun&chst definieren, was man unter einer Semi-K&hler-Mannigfaltigkeit versteht und
aufzeigen inwiefern diese Elemente der Semi-Riemannschen, der komplexen und der symplektischen
Geometrie vereint. Zunéchst sei (M, I) wieder eine 2n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit.

Eine Semi-Riemannsche Metrik ¢ auf (M, I') heifit Hermitesch, falls die fast-komplexe Struktur
eine Isometrie von ¢ ist, d.h. fiir alle X,Y € I'*(T'M) gilt

g(IX, 1Y) = g(X,Y).

Die Semi-Riemannsche Metrik heifit Semi-K&hlersch, wenn die fast-komplexe Struktur zusitzlich
beziiglich des Levi-Civita-Zusammenhangs von g kovariant konstant ist, d.h. VI = 0 gilt. Ist g eine
Hermitesche Semi-Riemannsche Metrik auf (M, I), so definiert

w(X,Y) =¢(X,Y)

fiir X, Y € (T M) eine nicht ausgeartete Zweiform w € '™ (A*T*M) und es gelten dann folgende
Aquivalenzen [73, Chap. 9 Thm. 4.3]:

Vw=0 <= VI=0 < dw=0und N;y=0.

Somit ist nach dem Satz von Newlander-Nirenberg jede Semi-K&hler-Mannigfaltigkeit eine kom-
plexe Mannigfaltigkeit, deren kanonische komplexe Struktur mit I {ibereinstimmt und eine sym-
plektische Mannigfaltigkeit, da die oben definierte Zweiform w nicht ausgeartet und geschlossen
ist. Ferner ist der Levi-Civita-Zusammenhang (dieser ist torsionsfrei) der Semi-Riemannschen Me-
trik g ein symplektischer, torsionsfreier Zusammenhang auf (M,w), diesen bezeichnet man als
Semi-K&hler-Zusammenhang. Im weiteren bezeichnen wir eine Semi-K&hler-Mannigfaltigkeit mit
(M,w, ).

Zum Abschlufl dieses Abschnittes wollen wir noch die fiir uns wichtigen geometrischen Objekte
in lokalen Koordinaten angeben; insbesondere benotigen wir im weiteren einige Aussagen iiber die
Gestalt der Christoffelsymbole und des Kriimmungstensors des Semi-K&hler-Zusammenhangs.

Da die Semi-Riemannsche Metrik Hermitesch ist, folgt unmittelbar, dafl sowohl ¢ als auch w
vom Typ (1,1) sind, so daf in einer holomorphen Karte von M

w = %gkjdzk AdZ

mit der Hermiteschen (g,; = g = g¢;7) nicht ausgearteten Matrix g,; = 2¢(Zx, Z;) gilt. Da die
komplexe Struktur kovariant konstant bezliglich dem Semi-K&hler-Zusammenhang ist, erhalten wir
wegen [ 7y, = iZ; und [ 7, = —iZ} weiter:

Vo Zm =102, Vg Zm =157, V2021 = Vg Zm = 0,
so daf} die einzig nichtverschwindenden Christoffelsymbole durch I} =~ und F%m gegeben sind, die

wegen der Torsionsfreiheit von V in den unteren Indizes symmetrisch sind. Explizit sind diese
Christoffelsymbole durch die Gleichungen

VA (gmﬁ) = ngLm und 71 (gmﬁ) = gm¥rll’%

bestimmt, die man erhilt, indem man Vg = 0 verwendet. Ferner erhdlt man, dafl die einzigen
nichtverschwindenden Komponenten des Kriimmungstensors von V durch

R(Zk77l)Zm =R Zn und R(Zk77l)7n = R?ﬁlﬂ?l‘

n -
mkl
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gegeben sind. Mit den Komponenten R = Riﬁ des Ricci-Tensors definiert die Ricci-Form

p = —%Rﬁdzi A dF (3.3)

eine geschlossene Zweiform vom Typ (1,1) auf M.

3.2 Die Fedosov-Konstruktion mit faserweisem Wick-Produkt

In diesem Abschnitt betrachten wir die Fedosov-Konstruktion fiir eine Semi-K&hler-Mannigfaltig-
keit (M,w, I) mit dem faserweisen Wick-Produkt. Unser Ziel hierbei ist es, die von M. Bordemann
und S. Waldmann in [20] angegebene Konstruktion so weit zu verallgemeinern, daff es moglich
ist, mit der von uns angegebenen Konstruktion alle Sternprodukte vom Wick-Typ auf einer Semi-
K&hler-Mannigfaltigkeit zu erhalten. Im folgenden Abschnitt geben wir im wesentlichen an, welche
Strukturen wir zur Anwendung der allgemeinen Fedosov-Konstruktion gem&fl Abschnitt 1.3 in die-
ser spezielleren geometrischen Situation benutzen. Im anschliefenden Abschnitt ziehen wir einige
erste Konsequenzen aus der Prisenz der komplexen Struktur, die einige spezielle Eigenschaften
der Fedosov-Derivation und der entsprechenden Taylor-Reihe zur Folge haben. Die dort dargestell-
ten Ergebnisse werden fiir die eindeutige Charakterisierung der Sternprodukte vom Wick-Typ in
Abschnitt 3.4 noch von Bedeutung sein.

3.2.1 Die Fedosov-Derivation Dy, und die Taylor-Reihe 7y,

In diesem Abschnitt betrachten wir die Fedosov-Konstruktion fiir Sternprodukte auf einer Semi-
Kéhler-Mannigfaltigkeit (M, w, I), die bis auf die verallgemeinerte Normierungsbedingung und auf
die zusétzliche Abhidngigkeit von einer formalen Reihe geschlossener Zweiformen auf M mit der
in [20] angegebenen iibereinstimmt. Die letztgenannte Verallgemeinerung erweist sich hierbei als
essentiell dafiir, zeigen zu kénnen, dafl diese Konstruktion in dem Sinn universell ist, da} man mit
ihr alle Sternprodukte vom Wick-Typ (vgl. Definition 3.4.1) erhilt.

Wir gehen aus von der Algebra W& A (M), owic), wobeil oy, fiir a,b € WRA (M) durch

2 7. Jp—
Wb = 0 exp (T”gk%s<zk> ® zs<zl>) (o b) (3.4)

gegeben sei und %gki die Komponenten des zu w gehdrenden Poisson-Tensors A = %gijk A Z; mit
gklgni = 6% in einer holomorphen Karte bezeichne. Dieses faserweise Produkt ist gemif [20, Lemma
2.1] mit dem faserweisen Produkt op durch die faserweise Aquivalenztransformation

S :=exp (?A;b) mit AL, = gkiis(Zk)is(jl) (3.5)
verkniipft, d.h. fiir alle a,b € W@ A(M) gilt
S(aorb) = (Sa)owia (Sh). (3.6)

Weiter sei V der in Abschnitt 3.1.2 betrachtete Semi-K#hler-Zusammenhang, der wie wir gesehen
haben torsionsfrei, symplektisch und Semi-Riemannsch ist. Fiir diesen Zusammenhang betrachten
wir die Abbildung V = (1@dz")V5,, die wir wieder mit demselben Symbol bezeichnen. Offensichtlich
ist V wegen der Symplektizitit eine op-Superderivation vom deg,-Grad 1, so daff SVS~! wegen
(3.6) eine ow;y-Superderivation vom deg,-Grad 1 ist. Wegen [V, Al ] = 0, was man direkt mit
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den Eigenschaften des Semi-Kihler-Zusammenhangs nachweisen kann, gilt aber SVS~! = V, so
dafl V selbst eine oy -Superderivation vom deg,-Grad 1 ist. Weiter ist wegen der Torsionsfreiheit
des Zusammenhangs [§, V] = 0 und mit R = iwitRﬁkldxi V dz? @ dz* A dz! erhalten wir V? =
SVEST = —18ad,, (R)S™! = —Lad,,,, (SR) = —Llad,,,, (R). Hierbei haben wir verwendet, daf
SR = R+ YAL R und dafl Af R wegen deg,(Af R) = 0 zentral ist. Also stimmt das Element
R € W@A?*(M) fiir diese Situation mit dem bei der Konstruktion mit dem faserweisen Produkt
op verwendeten iiberein und wir wissen 6 R = VR = 0, da V torsionsfrei ist. In einer holomorphen
Karte erhdlt man fiir R folgenden Ausdruck R = %gkgRi.;de Vdz' @dz AdF. Somit erfiillt die mit
dem Semi-K&hler-Zusammenhang definierte Abbildung V alle Voraussetzungen, um mit Satz 1.3.3
eine oy -Superderivation vom antisymmetrischen Grad 1 mit Quadrat Null zu konstruieren. Fiir
alle formalen Reihen geschlossener Zweiformen Q = 3% »iQ; und alle s € W3(M) mit o(s) = 0
existiert dann nach Satz 1.3.3 ein eindeutig bestimmtes Element ry;, € Wo ®A1(M) derart, dafl

0rwick = V7wick — %rwickowickrwick +R+1®Q und 5 i = 5 (3.7)
und rywie 148t sich aus der Gleichung
P = 05+ 671 (VrWick - %rWickoWickrWick +R+1® Q) (3.8)
rekursiv bestimmen. In diesem Fall ist die Fedosov-Derivation
Dwie = —0+V — %adoWick (rwick) (3.9)

eine Superderivation vom deg,-Grad 1 beziiglich oy, und es gilt Dwice. = 0. Fiir alle [ €
C>(M)[[v]] existiert dann nach Satz 1.3.5 die zugehorige Fedosov-Taylor-Reihe mg,., (f), die wir
kurz mit 7w (f) bezeichnen wollen, und die mit

TWick (f 0)

)(k =f
-1
T w1
TWICk (f) + - 5 (VTka (f) v

3.10
a'dOWick (rWick(l—l—z))TWick (f)(k_l)) ( )

(=0

rekursiv bestimmt werden kann. Ebenfalls nach Satz 1.3.5 existiert das induzierte assoziative Pro-
dukt #gp,., auf C*(M)[[v]], das wir kurz mit sy, bezeichnen wollen, welches nach Satz 1.3.15
ein Sternprodukt ist. Ferner erfiillt die Abbildung V die Voraussetzungen von Satz 1.3.13, so daf3
*wice €in Sternprodukt vom Vey-Typ ist. Auch hier handelt es sich genau genommen um eine gan-
ze Schar von Sternprodukten, die zunichst von den Wahlen von € und s abhidngen. Wir wollen
nun ausdriicklich betonen, dafl die Bezeichnung ;. zunichst einmal nur bedeuten soll, daf§ das
Sternprodukt aus dem faserweisen Wick-Produkt oy, konstruiert wurde. Es ist ndmlich keinesfalls
richtig, daB #;.. fiir beliebige Wahlen von € und s immer ein Sternprodukt vom Wick-Typ (vgl.
Definition 3.4.1) ist. Ob und unter welchen Voraussetzungen dies tatsichlich der Fall ist, werden
wir in Abschnitt 3.4 noch genau analysieren.

3.2.2 Konsequenzen der komplexen Struktur

Die in Abschnitt 3.1.1 dargestellten Fakten, die sich aus der Prisenz der komplexen Struktur [ er-
geben, ermdglichen es uns nun auf W@ A(M) weitere Abbildungen und Gradierungen einzufiihren,
die fiir eine detaillierte Analyse der Sternprodukte ;. notwendig sein werden. Dieser eher techni-
sche Abschnitt stellt hierbei die wesentlichen Grundlagen fiir die folgenden Abschnitte des Kapitels
zusammen.
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Fiir alle p, ¢,p', ¢ € N definieren wir die Abbildungen 75", RYACEE WAM) - WeAM) auf
faktorisierten Schitten T'® 3 € WRA(M) durch

T @ 3) = (779T) @ 3 und 29T @ B) =T (x78) (3.11)

und erweitern diese linear zu Abbildungen auf W@ A(M).
Mit Hilfe dieser Abbildungen definieren wir weiter die Projektionen auf den jeweils holomorphen
bzw. antiholomorphen Anteil im symmetrischen und antisymmetrischen Anteil von W& A (M) durch

o0 o0
Tz i= E 7P bzw. Moz i= E 704 (3.12)

p=0 9=0

und
dimg (M) dimg (M)
I I
Mg, 1= E 7P 0 bzw. Moz 1= 7o (3.13)
plZO q/:0

Aus diesen Projektionen wiederum erhilt man weiter die Projektionen auf den sowohl im antisym-
metrischen als auch im symmetrischen Anteil von W@A(M) rein holomorphen bzw. antiholomor-
phen Anteil durch

Ty i= M2 Ma = Mg 5Ws,z bzw. Tz 1= MszMaqz = Mg zNs 3. (3.14)

Wir fassen nun einige Eigenschaften der definierten Projektionen zusammen:

Lemma 3.2.1 Die in den Gleichungen (3.12), (3.13) und (3.14) definierten Abbildungen sind Pro-
jektionen d.h. es qilt w5 .75, = Fs 2, Tq2Ta. = Tazy FszWsz = Fsz, TqzFaz = Tqz und somit auch
T.T, = W, und wzwy = wz. Ferner sind diese Projektionen Homomorphismen des undeformierten
Produktes auf W@ A(M). Zusdtzlich sind m, . und 7,z Homomorphismen des faserweisen Wick-
Produktes oo Fiir alle a,b € W@ A(M) gelten weiter die Gleichungen

Ts,z (aowickb) = ﬂ-s,z((77-5,2@)OWickb) und 71-S,E(aowickb) = 77-S,E(aowick (ﬂ-s,Eb)) (315)

und
7o (aowiab) = 7. ((7,a)owiab) und Tz(aowiab) = Tz(aowia (7). (3.16)

BEWEIS: Der Nachweis dafiir, dal die betrachteten Abbildungen Projektionen sind, ist trivial und folgt
direkt aus deren Definitionen. Ferner ist direkt aus den Definitionen offensichtlich, dafl diese Abbildungen
Homomorphismen des undeformierten Produktes sind. Da das faserweise Wick-Produkt den antisymmetri-
schen Tensorfaktor unberiihrt 148t, ist aber auch klar, dal 7, ., und 7,z Homomorphismen des Produktes
owick sind. Da die Projektion m, , mit symmetrischen Einsetzabbildungen i,(Z;) vertauscht und die Projek-
tion m, > mit symmetrischen Einsetzabbildungen i, (Zk) vertauscht, folgen die Gleichungen (3.15) direkt aus
der expliziten Gestalt von ow; unter Verwendung der Tatsachen, dafl beide Abbildungen Projektionen und
Homomorphismen des undeformierten Produktes sind. Schliefilich folgt hieraus aber auch (3.16), da 7, ; und
7a,z Homomorphismen des faserweisen Produktes owic, sind. O

Auf einem faktorisierten Schnitt I/ =T @ f mit T € I'**(\/"T*M) und § € FOO(/\p/’q/T*M)
definieren wir die folgenden Grad-Abbildungen deg; ., deg, =, deg, ., deg, > durch

deg, , F:=pk, deg, ;I :=qlF, deg, F:= p'F, deg, ;- I’ := qF
und erweitern linear zu Abbildungen

degs,zv degs,?v dega,zv dega,? : W®A(M) — W®A(M)
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Offensichtlich sind diese Grad-Abbildungen Derivationen beziiglich des undeformierten Produktes
auf WOA(M) und es gilt deg, = deg, . +deg, >, deg, = deg, . +deg, =. Auf die entsprechenden
Grade beziehen wir uns als symmetrischen holomorphen bzw. antiholomorphen, antisymmetrischen
holomorphen bzw. antiholomorphen Grad. Einen Endomorphismus £ nennen wir (homogen) vom
symmetrischen holomorphen Grad s. bzw. symmetrischen antiholomorphen Grad sz und vom an-
tisymmetrischen holomorphen Grad a, bzw. antisymmetrischen antiholomorphen Grad az, falls fiir
F wie oben definiert gilt, daf§

degs,z(EF) = (SZ +p)EF7 degs,E(EF) = (SE—I— q)EF7
dega,z(EF) = (aZ +p/)EF7 dega,E(EF) = (ag—l— (]/)

Ferner sind die Grad-Abbildungen Deg, := deg, , +deg, und Deg; := deg, >+ deg, Derivatio-
nen beziiglich oy, und es gilt Deg = Deg, + Degz, was man sich anhand der expliziten Gestalt
von Oy, leicht klar macht.

Die komplexe Struktur / der Semi-Kahler-Mannigfaltigkeit (M, w, I') erlaubt es uns nun, alle in
der Fedosov-Derivation ®;q erscheinenden Abbildungen in einen ,holomorphen® Teil und einen
»antiholomorphen® Teil zu zerlegen. Schreibt man hierzu die Abbildungen §, 6* und V in einer
holomorphen Karte von M, so findet man

§ = (10d")i(Z) + (10 d3)i(Z) =6. + 6= (3.17)
5 = (dF ®1)i(Z) 4+ (dF @ 1)in(Z) = 65 + 6% (3.18)
V = (10d:")Vz +(10dz)Vy =V. + Vs (3.19)
und offensichtlich sind die Abbildungen ¢, dz,6%,0%, V., V= : WRA(M) - W@A(M) durch
5. = (1@d2%)i(Zy), & = (dF@1)i(Z), V. = (1@d*)Vy, (3.20)
b = (1odZ)i(Z), & = (dF©1)i(Z), Vs = (10dz)Vy '

koordinatenunabhingig erkldrt. Ferner sind 4., éz, V, und Vz offensichtlich ow;q-Superderivationen
vom antisymmetrischen Grad 1.

Analog zur Definition von 67! definieren wir fiir a € W@A(M) mit deg, . a = ka und deg, , a =
la die Abbildung 6! durch

L _§ra  falls k +1 #0

57 a = { ket (3.21)

0 falls k+1=0
und erweitern linear zu einer Abbildung 67" : W@ A(M) — WRA(M). Fiir a € W@A(M) mit

deg, >a = ka und deg, > a = la definieren wir weiter

L5%q  falls k +1 #0
—1 - k+17%
o= a { 0 fallsk+1=0 (3:22)

und erweitern auch hier linear zu einer Abbildung 65! : WQA(M) — W@A(M). Das folgende
Lemma stellt nun einen Zusammenhang zwischen den mit der komplexen Struktur definierten
Abbildungen und den urspriinglich in der Fedosov-Konstruktion verwendeten Abbildungen her.

Lemma 3.2.2 Fir alle a € WQA(M) gelten die Zerlegungen
5.0+ 8.8 a+msa = a und 67 Y0za + 607 'a + 7.0 = a. (3.23)
Ferner gelten folgende Beziehungen:

.0 = 0.7, .V = V.7, 7725_1 = 52_17727

mz0 = Ozmz, =V = Vzmz, e (3.24)
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BEWEIS: Zum Beweis von (3.23) beachten wir, dafl aus den Definitionen die Gleichungen 4,4 + 853, =
deg, , +deg, , und 607 + 6707 = deg, >+ deg,, > folgen. Hiermit folgt dann aber fiir alle « € W@A(M) die
Gleichung

a— Ty = ((5;1(52 + (52(52—1)(a — mza) = 6718, a4+ 6,07 a,

da d.m7a = 0 = 67 'mza. Mit einer analogen Argumentation folgt die zweite behauptete Zerlegung. Von
den Bezichungen in (3.24) beweisen wir jeweils diejenige fiir die holomorphen Anteile, die Beweise fiir die
antiholomorphen Anteile sind véllig analog. Mit der Gleichung § = J, 46z erhalten wir wegen 7,dza = 0 direkt
m.da = m.6,a = (1 @ dz¥)m,i4(Zk)a = 6,7.a, da 7, ein Homomorphismus des undeformierten Produktes
ist, T, (1 ® dzk) =(1® dzk) gilt und 7, offensichtlich mit antisymmetrischen Einsetzabbildungen i,(7%)
vertauscht. Aufgrund der Eigenschaften des Semi-Ké&hler-Zusammenhangs gilt, daf§ fiir alle Vektorfelder
X € I°°(TM) mit a € T°(\/PIT*M @\ ¢ T*M) auch Vxa € T°(\/PIT*M  \/ ¢ T* M) gilt. Somit
vertauscht aber auch 7, mit Vz, und mit einer analogen Argumentation wie fiir ¢ folgt 7,V = V,7,. Zum
Beweis der Identitét fiir =% sei @ € W@A(M) mit deg, a = ka und deg, a = la. Falls k +1 = 0, so ist
a € C®(M)[[v]] und offensichtlich verschwinden dann 7,6~ und 67 'x, auf a. Falls k + [ # 0 erhalten wir

1

wie beim Beweis der Identitit fiir § die Gleichung 7,67 'a = 03 m,a. Falls nun deg, , @ = ma mit m < k

E+
oder deg, , @ = na mit n < [, so gilt m.07'a = 0 = 6;'m.a, da dann 7,a = 0. Nur fiir deg, ., a = ka und
deg, , a = la liefern also beide Seiten der zu beweisenden Gleichung ein von Null verschiedenes Ergebnis.
Mit der Definition von &, ! folgt dann aber 7,0 'a = 5,Z_17rza, womit die Behauptung bewiesen ist. O

Ferner 148t sich 7w schreiben als
Twick = (1 & dzk)ia(Zk)rWick + (1 & dgl)ia(7l)rwick = TWick,z + T'Wick 7 (3-25)
so dafl wir insgesamt

— 1
©Wick,z - _52 —I_ VZ - ;a‘dowick (rWick7z)

Dwick = Dwick,» T Pwick 7 mit
z Wick ,z _ 1
’ ’ ©Wick 2 _55 —I_ V? - ;a'dOWick (rWick 2

(3.26)

erhalten. Wegen Dwie > = 0 erhalten wir also
CDWick?Z + @wmk,z@wmk Z + CD\)Vick,ECDWick,z + @wmk?g = 0.

Da aber Dy , homogen vom antisymmetrischen holomorphen Grad 1 und D, z homogen vom
antisymmetrischen antiholomorphen Grad 1 ist, erhalten wir hieraus

2 2
©Wick7z = Dwick Z ©Wick,z©Wick,E + Dwick ,ECDWick,z =0, (3-27)

also besitzt Dy, eine Zerlegung, die an die Zerlegung der duflieren Ableitung d = J 4 0 erinnert.
Ferner hat diese Zerlegung zur Folge, dafi die Fedosov-Taylor-Reihe 7y, (f) sowohl im Kern von
Dwick,» als auch im Kern von Dy 7 liegt, d.h. fiir alle f € C*(M)[[v] gilt

CD\)Vick,zTWick (f) =0 und Dwick 2 TWick (f) =0.

Insbesondere sind natiirlich sowohl Dy , als auch Dyic z owia-Superderivationen vom deg,-Grad
1. Eine weitere Konsequenz der Prisenz der komplexen Struktur besteht nun darin, dafl der explizite
Ausdruck von fyiq g nicht von den gesamten Taylor-Reihen von f und g abhingt, sondern nur vom
holomorphen Anteil von 7w (f) und vom antiholomorphen Anteil von Ty (¢). Um dies einzusehen
beachten wir zunéchst, daB o(a) = 7, 75704 = 7,275 .a fir a« € W(M) gilt, so daB wir aus den
Aussagen von Lemma 3.2.1

fHwiag = TS,ZTS,E(TWick (f) Owick Twick (g)) = U((ﬂ'zTWick (f))OWick (TETWick (g)))
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erhalten, da 75 .a = 7.a und 75 za = 7za fir alle ¢« € W(M). Diese Beobachtung legt es nun nahe
zu fragen, ob es nicht méglich ist, fiir 7. 7w (f) und 727w (¢) einfachere Rekursionsformeln als die
der gesamten Fedosov-Taylor-Reihe zu finden, da diese fiir die explizite Bestimmung des Sternpro-
duktes fwiqg vOllig ausreichend wiren. Im allgemeinen ist dies jedoch, wie wir in Abschnitt 3.4
sehen werden, nicht so, aber fiir die Sternprodukte vom Wick-Typ werden wir zeigen kénnen, dafy
man mit Hilfe der Abbildungen D, und Dwiq z und der Zerlegungen (3.23) einfachere Rekursi-
onsformeln fiir 7,7wia (f) und 7z7wiq (¢) finden kann. Hierzu werden wir spéter einige Eigenschaften
der Abbildungen §,, V., 7., die in volliger Analogie auch fiir dz, Vz, 7z gelten, bendtigen und die
wir in folgendem Lemma zusammenfassen wollen.

Lemma 3.2.3 Fir die vermdge der Zerlegungen (3.17), (3.18), (3.19) definierten Abbildungen
gelten folgende Identitdten:

53 = 5% = [527 55] = 07 [527 VZ] = [557 VE] =0 (3 28)
Vz - V% =0, [V:Vi]= _%adOWick () [0, Vz] =[6z,V.] = 0. '
Fiir alle b € m,(WaA*(M)), c € m=(WaA(M)),a € WO A (M) gilt:
5zﬂz(bowicka) = Tz (5zbowicka) ‘|’ (_1)kﬂ-z (bOWick(Sa) (3 29)
Vzﬂ'z(bOWicka) = Tz (VzbOWicka) + (—1)k7"z (bOWickva) '
55775(aowmkc) = (_1)m775((10w1ck550) + 775(5QOWickC) (3 30)
VET"E(QOWick C) = (_1)m7"5(aow1ck VEC) + TE(VQOWickC)- ’

BEWEIS: Wegen 62 = 0 erhilt man mit § = §, +6> die Gleichung §2+4[4,, dz]+42 = 0. Da aber §, homogen vom
antisymmetrischen holomorphen Grad 1 und éz homogen vom antisymmetrischen antiholomorphen Grad 1
ist, gilt 62 = [§,,d7] = 62 = 0. Mit V? = —%adoWick (R) und V = V, + Vz erhiilt man V2 +[V,, Vs + VZ =

%adoWick (R). Da aber R homogen vom antisymmetrischen holomorphen Grad 1 und vom antisymmetri-
schen antiholomorphen Grad 1 ist, folgt VZ = VZ =0 und [V, Vz] = —Ladoy,, (R). Aus [§, V] = 0 erhilt
man mit den bereits verwendeten Zerlegungen, indem man diese Gleichung nach den jeweiligen symmetri-
schen und antisymmetrischen holomorphen und antiholomorphen Homogenitatsgraden aufteilt, die Vertau-
schungsrelationen fiir ¢, 0%, V;, Vz. Zum Beweis von (3.29) verwenden wir die in Lemma 3.2.2 und Lemma
3.2.1 gezeigten Identititen und erhalten 8,7, (bowiaa) = 7. (bowiaca) = 7, (Jbowiaa + (—1) bowiada). Wei-
ter gilt 7, (dbowia @) = T, (T 0bowiaa) = 5 (0, msbowia @) = T, (0, bowiaa), da m,b = b. Der Beweis der analo-
gen Formel fiir V, erfolgt vollig analog. Ahnlich erhalten wir drrz(aowiac) = mr(daowiae+ (—1)" aowia0¢)
und weiter folgt mx(aowiade) = mr(aowiamsdc) = mr(aowiadzc), da mzc = . Auch hier erfolgt der Beweis

der analogen Formel fiir Vz analog. a

3.3 Die charakteristische Klasse des Sternproduktes x,,.,

Bevor wir uns der Frage zuwenden wollen, ob man mit der angegebenen Fedosov-Konstruktion
mit dem faserweisen Produkt oy alle Sternprodukte vom Wick-Typ erhilt, wollen wir zunichst
die charakteristische Klasse der Sternprodukte #uw;q bestimmen, um sicherzustellen, dafi wir mit
unserer Konstruktion zu jeder beliebigen vorgegebenen Klasse ¢ € % + HZ2,(M;C)[[v]] ein Stern-
produkt #y;. erhalten kénnen, so dafi ¢ = c(*wia) gilt. Unsere Vorgehensweise zur Berechnung
der charakteristischen Klasse ¢(#yiq ) ist hier analog zu unseren Betrachtungen in Abschnitt 2.3.
Zudem kénnen wir alle dort bewiesenen Formeln mit der faserweisen Aquivalenztransformation S

von (W®@A(M), o) nach (WRA(M), owia) libertragen.
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3.3.1 Die Derivations-verwandte Klasse von ;.

Wie in Abschnitt 2.3.2 bildet die explizite Angabe lokaler v-Euler Derivationen fiir #y; die Grund-
lage fiir die Bestimmung der Derivations-verwandten Klasse d(kwic)-

3.3.1.1 Faserweise v-Euler Derivationen fur oy,, und v-Euler Derivationen fir *y;.

Der erste Schritt zur Angabe von v-Euler Derivationen von sy besteht wieder darin, zunéchst
faserweise derartige Derivationen zu konstruieren. Da wir viele Ergebnisse des Abschnittes 2.3.2
auf die verdnderte Situation mit dem anderen faserweisen Produkt oy, libertragen kénnen, wollen
wir insbesondere die Notation aus diesem Abschnitt weiter verwenden. Insbesondere bezeichnen im
weiteren &, € I'(TU,) lokale, konform symplektische Vektorfelder beziiglich der symplektischen
Form w auf der Semi-K&hler-Mannigfaltigkeit (M,w,I), die analog zu Abschnitt 2.3.2 definiert
seien. Mit diesen Vektorfeldern findet man:

Lemma 3.3.1 Die durch HS = SH,S™': WRA(U,) — WOA(U,) definierte Abbildung ist eine
lokale (Super-)Derivation beziiglich des faserweisen Produktes oy, vom antisymmetrischen Grad
0 und vom totalen Grad 0, d.h.

7{2 (aowiab) = (7—[‘2(1) Owick 0 + AOwick (%ib) (3.31)

fir alle a,b € W@A(U,). Hierbei ist wie in Lemma 2.3.3 Ho = vd, + L¢,. Dariberhinaus gilt
[H5.6] = 0.

BEWETS: Die Aussage iiber den antisymmetrischen Grad von H¢ ist offensichtlich. Aufgrund der expliziten
Gestalt von & ist weiter klar, dal & den totalen Grad unveradndert 148t, so dal die Aussage iiber den
totalen Grad von HS aus der entsprechenden Aussage iiber H, aus Lemma 2.3.3 folgt. Ferner ist H, nach
Lemma 2.3.3 eine op-Derivation, so dafi wegen S(aopb) = (Sa)owia (Sh)Va,b € WRA(M) die Gleichung
HE (aowiad) = (HSa)owiawb + aowia (HSH) fiir alle a,b € WOA(U,) folgt. Wegen [S,d] = 0 folgt die
Vertauschungsrelation von #$ aus der entsprechenden Aussage fiir #, aus Lemma 2.3.3. a

Wegen 1S = exp(ad(¥Af,))H, ist klar, da #S von der Gestalt 19, 4+ L¢, + >0, v*D; mit fa-
serweisen Abbildungen D; ist. Also erfiillt S die Anforderungen, um durch geeignete Modifikation
zur Konstruktion faserweiser lokaler v-FEuler Derivationen verwendet zu werden. Wir versuchen also
7—[‘2 zu einer oy, -(Super-)Derivation vom antisymmetrischen Grad 0 zu erweitern, die mit Dy
vertauscht. Hierzu machen wir wie in (2.33) den Ansatz

1
E,=HS + —adoy (ha) (3.32)
mit h, € WU, ), so daBB o(h,) = 0 und berechnen [Dyq, Eql.

Lemma 3.3.2 Sei &, wie in Gleichung (3.32) gegeben, dann ist &, eine oy -(Super-)Derivation
vom antisymmetrischen Grad 0 und es gilt

1
I:@Wick7 goz] - ;a‘dowick (gwickhoz —I_ STa —I_ %irwick - rWick)7 (333)

wobei T, € T\ ’T*U, © T*U,) € WA (U,) wie in Abschnitt 2.3.2 Gleichung (2.38) gegeben

S€l.
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BEwEISs: Nach Lemma 3.3.1 1st 7-[2 eine ow;c-(Super-)Derivation vom deg,-Grad 0. Da aber offensicht-
lich auch %adoWick (he) fiir alle hy € W(U,,) eine solche ist, ist &, ebenfalls eine ow;q.-(Super-)Derivation
Vom deg,-Grad 0. Zum Beweis von (3.33) erweist es sich als sinnvoll Dwiq, als Dwiae = =6 + S(V —

ad p(S™ Lrwicr))S™1 zu schreiben, was wegen [V,8] = 0 und SadoF(a)S_1 = adoy,, (Sa) fir alle a €
W®A( ) gilt. Da Dwiq eine ow;q -Superderivation vom deg,-Grad 1 ist, erhalten wir mit der Definition
von HS und mit [§, HS] =0

1
[QWick,ga] = ;adoWick (QWickh )-l— S|V - —ad (S rWle) Ha S_1~
Nach Lemma 2.3.6 1.) erhalten wir mit [V, v9,] = 0 weiter
_ 1 4 1
SV, Ho|S = S;adoF(TQ)S Va owiex (STw)-
Ferner gilt
-1 1 -1 -1 -1 1 s

=S —ad (S rWle) HaolS = —S;adoF (S Twick — HaS rWick)S = _;adowick (rWick - %arwick)a

da H 4 eine op-Derivation ist, so daff wir insgesamt die behauptete Gleichung (3.33) finden. a

Unser néchstes Ziel ist es nun zu zeigen, daf§ h, € W(U,) mit o(h,) = 0 so gewdhlt werden kann,
dafl Dwiccho + STo + %‘ngick — rwi = 1 ® A, gilt, wobei A, eine formale Reihe lokal definierter
Einsformen, die geeignet zu wihlen sind, ist, da dann [Dyia, 4] = 0 gilt. Wegen Dwicr > = 0 ist die
notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit dieser Gleichung D wic (1®AQ—STQ—H‘§ Pwick +Twie) = 0.
Mit den in Lemma 2.3.6 nachgewiesenen Eigenschaften von T, gelingt es uns zu zeigen, daf diese
Bedingung bei geeigneter Wahl von A, erfiillbar ist.

Proposition 3.3.3  i.) Sei A, € I'°(T*U,)[[v]] eine formale Reihe lokal definierter Einsformen
auf Uy, dann gilt
@wmk(l @ Ay — ST, — %irwmk + rWick) =0 (3.34)

genau dann, wenn

dA, = (id = Ha) (2 - ii,o) , (3.35)

wobei p die in (3.3) definierte Ricci-Form und Q =2, v'Q; die formale Reihe geschlossener
Zweiformen auf M, die in die Gleichung (3.7) fiir rwia. eingeht, bezeichnet.

ii.) Wdhit man lokale Potentiale ©;, der geschlossenen Zweiformen ; aufU,, d.h. dO;, = Q;
fiir i € N\ {0} und lokale Potentiale £, der Ricci-Form, d.h. de, = p und definiert ©, =
S V'O, so st fir

. v
A = (id = Ha) (O - i—ea) (3.36)

die Gleichung (3.35) erfillt und es gilt Dwia (1 @ Ay — STy — HE roie + Fwicx) = 0.

BEWETS: Zum Beweis von i.) berechnen wir ®wic (1@ Ag — STh — HS rwick —|— Pwiex ) flr eine beliebige formale
Reihe lokaler Einsformen auf U, wobei wir wieder Dy = =3 + S(V — ad p(S™ Lrwicx )81 verwenden:

Dwick (1 @ Ao — ST4)
1
= 1®dA,+08T, —S(V - —ad (S rwia))Ta = 1@ dAy — S(Le, R— R) + d<>chk (rwicc) ST,

da [0, 8] = 0 und da nach Lemma 2.3.6 iii.) 6T, = 0 und VT, = L R — R gilt. Ferner haben wir wieder die
Beziehung zwischen ad,, und ad benutzt. Weiter gilt wegen [Dwia, HS] = L Sadoy g (8T + HS rwicx —

OWick
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Pwicx ) unter Verwendung von Gleichung (3.7)

S S S
Dwick (13 rwick — "'wiek) = ;adoWick (8To + Horwice — Twick ) Twick + Ho D wick Pwick — D wick "'Wick

1 1
= ;adoWick (8To + 7'12 Pwick — TWick ) "Wick — %i(R +1®Q+ ;TWick Owick P'Wick )

1
+R4+1®Q+ ;rwick Owick "'Wick -

Da 7-[2 eine owiq-(Super-)Derivation vom deg, -Grad 0 ist erhalten wir weiter

1
s s
H, (;rwmk Owick rWick) = - ; TWick OWick "wick 1 ;adoWick (%a TWick ) TWick s
1 _ 2 . .
so dafl wegen +ado ;. (Twick)Twick = = wick Owick "wick schlieflich

1 .
Dwick (3 rwick — Twick) = ;adoWick (rwick)STo + R—HS R4+ (id = H3)(1 © Q)

also insgesamt
Dwicr (1@ Ag — 8Ty — HS rwiek + rwick) = 1 @ dA, — S(Le, R— R) — R+ SH,ST'R— (id — H3) (1 © Q)

folgt. Da Af, den symmetrischen Grad um zwei verringert und H#, = v8, + L, ihn unveréndert 1a8t, gilt
offensichtlich #S (1© Q) = Ho (10 Q) = 1@ H Q. Da zudem R vom symmetrischen Grad 2 ist, erhalten wir
mit der expliziten Gestalt von & und wegen v0, R =0

—S(Le.R— R)— R+ SHoS ' R=—2Le, ALy R = (id — Ho) S AL R,
1 1

wobei wieder eingeht, dafi AL den symmetrischen Grad um zwei verringert. Mit der expliziten Gestalt von
R und Ay, ist es ein leichtes einzusehen, daff ALy R = 1 ® p mit der Ricci-Form p gemif Gleichung (3.3)
gilt. Hiermit folgt aber

Dwicr(1® Aa — 8T — HS rwicx + rwics) = 1 @ (dAa — (id — Ha) (Q — %p))

und dieser Ausdruck verschwindet genau dann, wenn (3.35) erfiillt ist und i.) ist bewiesen. Zum Beweis von
ii.) berechnet man einfach dA, = (id — Ho)(dOy — Fdey) = (id — Ho ) (2 — Zp), da die duBere Ableitung d
mit v8, vertauscht und dl¢, = L¢ d gilt. O

Bemerkung 3.3.4 Aus der Gleichung AL, R = 1® p erhdlt man einen sehr einfachen Beweis fiir
die Geschlossenheil der Ricci-Form p, da man hiermit durch Anwenden von V wegen VR = 0 und

[V,AL] =0 direkt 1 @ dp = 0 findet.
Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir die folgende wichtige Proposition:

Proposition 3.3.5 Seien formale Reihen A, lokal definierter Finsformen wie in Proposition 3.3.3
gewdhlt. Dann existieren eindeutig definierte Elemente h, € W(U,), so daff Dyiaha =10 Ay —
STy — HE rwic + Twiae und a(hy) = 0 erfiillt ist. Dariiberhinaus ist b, explizit durch

ha = Dwia (1 @ Ay = 8To — H5 rwick + Twia) (3.37)
: -1, _ -1 1 . . .
gegeben, wobei Dy @ = —0 (id—[é—l,V—%adoWick o a) . Weiter gilt h, € Ws(U,). Mit den so

bestimmten Elementen h, kommutieren die faserweisen lokalen v-Euler Derivationen &, = HS +

%adoWick (he) mit der Fedosov-Derivation D ;.
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BEWEISs: Der in Abschnitt 2.3.2 gefiihrte Beweis von Proposition 2.3.8 148t sich mit der Aussage ii.) der
vorangehenden Proposition und Lemma 3.3.2 direkt auf die hier vorliegende Situation iibertragen. Um die
Aussage iiber den minimalen in h, vorkommenden totalen Grad zu erhalten geniigt es zu beachten, dafl
1® Ag — STy — HE rwick + Fwick € W @AY (U,) gilt, da S den totalen Grad nicht verdindert. Die weitere
Argumentation verlduft wieder analog zum Beweis von Proposition 2.3.8. a

Im n#chsten Schritt verwenden wir die konstruierten faserweisen lokalen v-Fuler Derivationen
zur Definition lokaler v-Euler Derivationen fiir ;.-

Definition 3.3.6 Seien die Llemente h, € W(U,) wie in Gleichung (3.37) gegeben. Weiter be-
zeichne o : WRA(Uy) — WRAU,) die faserweisen lokalen v-FEuler Derivationen &, = S(vd, +
Le)S™V + Ladoy,, (ha). Dann definieren wir Abbildungen E, : C°°(Uy)[[V]] = CUa)[[V]] fiir
fec=(Uy)[v]] durch

Eof == o(&amwia ([))- (3.38)

Mit dieser Definition erhalten wir das Hauptresultat dieses Abschnittes.

Satz 3.3.7 Die in Gleichung (3.38) definierten Abbildungen E,, sind lokale Derivationen des Stern-
produktes %y . Dariiberhinaus gilt E, = v0, + L¢, + Do, wobei D, = Z;’il Vti' eine formale
Reihe von Differentialoperatoren auf C*(Uy,) ist. Die Abbildungen E, sind also lokale v-Euler De-
rivationen fir das Sternprodukt *wic,.

BEWEIs: Der Nachweis dafiir, dafl die in Gleichung (3.38) definierten Abbildungen E, lokale Derivationen
von *wie sind, erfolgt in volliger Analogie zum Beweis von Satz 2.3.10 in Abschnitt 2.3.2. Es bleibt also
nachzuweisen, dafl E, die behauptete explizite Gestalt besitzt. Hierzu bendtigen wir zunéchst einen etwas
expliziteren Ausdruck fiir HS. Mit einer einfachen Rechnung in lokalen Koordinaten, kann man unter Ver-
wendung von L¢ w = w zeigen, dafl

[%Agb,%a} - —%gki (A7 (L, Z1)is(Zm)is(Z1) + d2™ (Le, Z1)is (Zm)is (Z1))

gilt. Diese faserweise Abbildung, die wir mit ¥D; bezeichnen wollen, kommutiert aber offensichtlich mit A, ,
so dafl wir schliefilich
7—[2 =v0, + Le, +vDy

erhalten. Da nun o sowohl mit v, als auch mit £, kommutiert, erhalten wir wegen o(rwic(f)) = f

folgenden Ausdruck fiir E,

Euf = 080 + Lo 4 v0(D1 e (1)) + 0 (addyyy () i (1),

Wegen Lemma 1.3.6 und Korollar 1.3.9 ist die Abbildung C®(U,) > f — %U(adoWick (ho)Twic (f)) +
vo(D17wia (f)) = Dof eine formale Reihe von Differentialoperatoren. Es bleibt zu zeigen, dafl diese for-
male Reihe erst in der Ordnung 1 im formalen Parameter v beginnt. Fiir die Abbildung C*(U,) 3 f —
vo(Dimwia (f)) ist dies offensichtlich der Fall, da mwiq (f) nur nichtnegative Potenzen des formalen Para-
meters beinhaltet. Um diese Eigenschaft fiir den zweiten Anteil von D, einzusehen, berechnen wir unter
Beriicksichtigung der expliziten Gestalt von oy

2

lU(Eﬂtdowuk(hoc)Tvvick(f)) = lgki (0 (is (Zk)ha)o(is (Z1) Twice (f)) = 0 (is (Zk) Twiex ()0 (i (Z1) ha) ) + O(v).

v

Da nach Proposition 3.3.5 h, € W3(Uy) gilt, sind is(Zx ) he und is(Z;)h, vom totalen Grad grofer oder gleich
zwel, so dafl o (s (7, )he) und o(és (7l)ha) nur Terme der Ordnung grofier oder gleich eins in v beinhalten,
womit D, = Z;’il I/Z'DOM' folgt und der Satz bewiesen ist. O

Dieser eben bewiesene Satz stellt wiederum die Grundlage fiir die Bestimmung der Derivations-
verwandten Klasse d(xyi. ) dar.
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3.3.1.2 Die deformierte Cartan-Formel fiir Dy, und die Bestimmung von d(*y;.)

Bevor wir mit den lokalen v-Euler Derivationen fir #w;q aus Satz 3.3.7 die Derivations-verwandte
Klasse von ki bestimmen kdnnen, miissen wir die Ergebnisse aus Proposition 2.3.11, die eine
hierfiir sehr niitzliche Formel fiir die Lie-Ableitung beinhaltet, auf die vorliegende Situation mit
dem anderen faserweisen Produkt oy, iibertragen.

Lemma 3.3.8 Fir alle Vektorfelder X € I'*°(TM) gilt fir die Lie-Ableitung Lx : WRA(M) —
WRA(M) folgende Formel:

SLxS™ = Ducrta (X) 4 1 (X) D+ S (X) + (' © 1)is(Vo, X)S™ 4 Ly (7a(X) ).

(3.39)
Fiir den Fall, daff X = Xy das Hamiltonsche Vektorfeld einer Funktion f € C*(M) ist, nimmt
diese Formel die folgende Form an:

. . 1 1 .
SLxS™H = Dunaia(Xp) + a(X 1) Dwiar = —adoyy, (5 (f +df + 3 Ddf 1) - @a(xf)rWick) :
(3.40)

wobei D = da'V V. den Operator der symmetrischen kovarianten Ableitung in einer Karte x von
M als reelle Mannigfaltigkeit bezeichnet.

BEWEIs: Analog zum Beweis von Proposition 2.3.11 erhélt man fiir alle X € T*°(T'M)
Lx = (=6 + V)ia(X) +ia(X) (=0 + V) + i (X) + (da’ @ 1)is(V5,X).

Konjugiert man diese Gleichung mit S, so erhélt man wegen [3,8] = [V, 8] = [(4(X),S] = 0 und wegen
ia(X)adoyy (Twick) +adoyq (Fwick)ia (X) = adoy;y (70 (X)rwick ) die erste behauptete Gleichung (3.39). Fiir
den Fall, daBf X = X; ein Hamiltonsches Vektorfeld ist, nimmt diese Formel wegen i, (X;) = —%adoF(df®1),
adop (f) = Ound (dz'@1)is(V, X)) = — %adoF (%Ddf@l) (vgl. Beweis von Proposition 2.3.11) die behauptete
Gestalt (3.40) an, wobei wir wieder die Beziechung Sad,y (a)S™! = adey,, (Sa), die fiir alle a € W@A(M)
gilt, verwendet haben. d

Nach dieser eher technischen Vorbereitung wenden wir uns der Berechnung der Derivations-
verwandten Klasse von #w;q zu. Aus der Definition der lokalen v-Euler Derivationen E, und mit
der obigen Formel fiir die Lie-Ableitung erhalten wir:

Lemma 3.3.9 Fir alle g € C*= (U, NUg)[[V]] gilt

(Eo — Es)(g) (3.41)

1 1 )
= -0 (adowick (ha - hﬁ + S (fozﬁ + dfozﬁ & 1 + §Ddfozﬁ & 1) - 7/a()(faﬁ)rwick) TWick (g)) y

14

wobei fog € C™ (U, NUg) die Gleichung df,z = 0, — g erfillt, die lokalen Linsformen 8, die
Gleichnung d, = —w erfillen und Xy, , das Hamiltonsche Vektorfeld zu fu5 bezeichnet.

BEwEIS: Gemi$ der Definition der lokalen v-Euler Derivationen gilt
_ 1
(B = Ep)(9) = 0((SLeaes ™" + —adoyigy (ha = hp))Twicx (9)).

Analog zum Beweis von Lemma 2.3.12 erhalten wir {,, —&s = X_y,_ ,, so dal} Sﬁga_gﬂS_l im obigen Ausdruck
fiir E, — Ep mit der Formel (3.40) fiir f = — fo 3 ersetzt werden kann. Ferner verwenden wir ® wick Twick (¢) = 0
und i (X_f, ;) Twick (¢) = 0 und erhalten somit die behauptete Gleichung (3.41). |
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Wir miissen jetzt wieder zeigen, daff der Term im Argument von ade,, in Gleichung (3.41)
durch eine lokal definierte formale Funktion @,z so ergdnzt werden kann, dafl das gesamte Argument

die Fedosov-Taylor-Reihe 7w (fos + 57 AL, Ddfos — U(ia(Xfaﬁ)rWick) + a,p) der lokalen formalen

Funktion dop := fop+ 5 AL Ddfas — U(ia(Xfaﬁ)rWick) + a,p ist. Wenn es uns gelingt, solche lokalen
formalen Funktionen zu finden, so liefert (3.41) E, — Eg = Lad.y,., (dog) und wir sind in der Lage

einen Ausdruck fiir die Derivations-verwandte Klasse d(*wi,) zu finden. Wir miissen also zeigen,
daB a,p € C* (U, NUg)[[V]] so gewdhlt werden kann, daBl

1 .
D wick (ha — hﬁ + anp + S (faﬁ + dfaﬁ ®1+ §Ddfaﬁ & 1) — Za(Xfaﬁ)rWick) =0 (3.42)

gilt.

Lemma 3.3.10 Mit den Bezeichnungen aus Lemma 3.3.9 gilt
1 .
D wick (ha —hg+ S (faﬁ +dfap @1+ 5 Ddfop @ 1) - la(Xfa;s)f‘Wick) (3.43)
. V. . v,
= 1® ((lfQQ_ i_lfap—l_Aa) - (lgﬁg_Tlgﬁp+Aﬁ))7

wobei A, € '™ (T*U,)[[v]] wie in Proposition 3.3.3 ii.) gegeben ist.

BEWEIs: Aus der Konstruktion der Elemente hg, die wir in Abschnitt 3.3.1.1 angegeben haben (vgl. Propo-
sition 3.3.5), erhalten wir

Owick (ha — hg) = 1@ (Aq — Ag) — S(To — Ts) — SLe -, 8™ Twick-
Weiter findet man durch direkte Rechnung

1
DwiaS (focﬁ +dfos @1+ §Ddfocﬁ & 1)

1 1 1
= “adoy,, (3 (dfwj © 1+ 5 Ddfop © 1)) rwice + SV <§Ddfag ® 1) ,

wobei es sich als sinnvoll erweist Dw;. S = S(—I+V — %adoF (87 rwia)) zu verwenden, womit sich die ent-
sprechende Berechnung im Beweis von Lemma 2.3.13 auf die obige Situation iibertragen 148t. Wir verwenden
nun nochmals Gleichung (3.40), die Definition von Dy und Gleichung (3.7), um

QWick(—ia (Xfaﬂ)rwmk) = _(Qwickia(Xfaﬂ)rWick + ia(Xfaﬂ)QWickrWick)

. 1
+ia(Xfos) <—57°Wick + Vrwick — ;adoWick (rWick)rWick)
1 1 1 )
= Sﬁﬁa—ﬁﬂs 'wick — ;adowick Sldfap @1+ §Ddfocﬁ @1 -1, (Xfaﬂ)rWick TWick
. 1
—1a(Xtos) (R +1e0Q+ ;rWickOWickrWick)
-1 1 1 . .
= SLe 658 Twick — ;adoWick Sldfop®1+ §Ddfa@ Q1) ) rwick + taléa — &) R+ 1@ dg,—¢, 9

zu erhalten, da —X;, , = &0 — & und 1,(X;, ;) (Pwick OwickTwick) = oy, (0 (X o) Twick) Twick - Insgesamt
findet man also

1 .
Dwick (ha —hsg+S (fa@ +dfop @1+ §Ddfocﬁ ® 1) - Za(Xfaﬂ)rWick)

= 10 (Ao + 2 — (A = i) = ST = T5) + SV (D00, = 0)) +inlé — ).
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Da aber nach Lemma 2.3.6 ii.) die Gleichung T, = ¢, (o) R+ V(%DHQ) gilt, folgt hieraus wegen Siy(£4)R =
ia(Ea) R+ 14(€a)TAL R = 14(Ea) R+ 51 @ ig, p die Behauptung. a
Mit Hilfe des soeben bewiesenen Lemmas finden wir nun:

Proposition 3.3.11  i.) Mit den obigen Bezeichnungen gilt

1 .
D wick (ha —hg+aap+S (fozﬁ +dfap @14 §Ddfozﬁ ® 1) — Za(Xfaﬁ)rWick) =0 (3.44)

genau dann, wenn die lokal definierten formalen Funktionen a,g € C* (U, NUg)[[V]] die Glei-
chung

daop = — ( (ie.2 - Zig,p + o) = (i - Zie.p+ 45)) (3.45)
erfiillen.

ii.) Es existieren lokal definierte formale Funktionen aqg € C™ (U, NUg)[[v]] derart, daf§ (3.45)
und somit auch (3.44) erfillt ist. In diesem Fall gilt

ho —hg+aas+S (faﬁ +dfog @14 %Ddfaﬁ ® 1) — 10 (X, 5)rwick = Twick(dag),  (3.46)
wobei die lokalen formalen Funktionen dyg € C* (U, NUg)[[V]] durch
dup = G+ fop + 580, Dlfus = 0(10(X 1)) (3.47)
gegeben sind.
BEwEIs: Die Aussage i.) folgt direkt aus Lemma 3.3.10 unter Beriicksichtigung der Tatsache, daf Do dap =

1 ® daqg gilt. Um die Existenz der a,p wie in (3.45) nachzuweisen, berechnen wir mit der Cartan-Formel

fiir die Lie-Ableitung und mit (3.35)
. v, v . v ) v
d (ie.2 - Zig,p+ Ao) = Le, Q- “Le,p+ (id = Ha) (2- Tp) = (id - vd,) (2 - Tp) ,
da dQ = 0 und dp = 0. Also ist die rechte Seite von Gleichung (3.45) geschlossen und die Existenz lokal

definierter formaler Funktionen a,g, die diese erfiillen, durch das Poincaré-Lemma gesichert. Nach Satz 1.3.5
gilt fiir diese anpg die Gleichung (3.46) und dnp ist durch

1 .
dop =0 (ha —hs+aws+S (fa@ +dfos®1+ §Ddfo<@ ® 1) - Za(Xfaﬂ)rWick)

gegeben. Hieraus erhilt man mit der expliziten Gestalt von S den Ausdruck (3.47), da wir zudem die k4 so
konstruiert haben, daf o(h,) = 0 gilt. O
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun folgenden Satz formulieren:

Satz 3.3.12 Mit den lokalen formalen Funktionen d.g € C* (U, NUg)[[v]] aus Proposition 3.3.11
ii.) gilt
1
Eo — Ep = —aduy, (daﬁ)' (3.48)
v

Dariiberhinaus erfiillen diese formalen Funktionen
. v , v
Adag = 0o =05+ d (0 (ial€) i) + 385, D0) = d (0(ia(€a)runa) + 525, D05)

(S 0) ~ (- Y 1)
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Also definieren die d,g einen 2-Kozyklus und das Bild der entsprechenden Cech-Kohomologie-Klasse
unter dem de Rham-Isomorphismus, also die Derivations-verwandte Klasse des Sternproduktes
*wick, 18t durch

Ahia) = =[] = [ (2= Tp) = v, (2= )] (3.49)

gegeben.

BEWEIS: Wegen adoy,; , (¢as) = 0 gilt nach Lemma 3.3.9 und Proposition 3.3.11 ii.)

1 1
(B = Es)(9) = 0 (adoyyi, (T (das)) i (9)) = -2l (das)g

fiir alle g € C™° (U NUB)[[v]], womit die erste Aussage des Satzes bewiesen ist. Aus Gleichung (3.47) erhalten
wir wegen dfas = 0o — 0, & — &g = —Xj,, und Gleichung (3.45) den behaupteten Ausdruck fiir die
duflere Ableitung von d, 5. Aus diesem ist offensichtlich, dafl durch diese formalen Funktionen ein 2-Kozyklus
definiert ist. Um die entsprechende de Rham-Klasse zu bestimmen, berechnet man d(0, + d(o(iq (o) rwick) +
5 AL, DOL)— (i, Q—Fie, p+An)) = —w—(id—v0,)(2—%p), wobei wir das Ergebnis fiir d(i¢, Q—%i¢, p+ Aa)
aus dem Beweis von Proposition 3.3.11 ii.) verwendet haben. Also folgt das behauptete Ergebnis fiir die

Derivations-verwandte Klasse d(*wiq ) und der Satz ist bewiesen. O

Bemerkung 3.3.13 FErstaunlicherweise stimmt die Derivations-verwandte Klasse d (k) mit der
Klasse —[w] — [ — v0,8] iiberein, da der zusdtzliche Term, der von der Ricci-Form p abhéngt, von
erster Ordnung in v ist. Dennoch war zur Konstruktion der v-Fuler Derivationen explizit eine
Beriicksichtigung der Ricci-Form und eine Wahl lokaler Potentiale dieser Form notwendig. Diese
Beobachtung legt die Vermutung nahe, daf die Ricci-Form bei der Bestimmung des Terms ¢(¥wiq)°
der charakteristischen Klasse, der nicht durch die Derivations-verwandte Klasse festgelegt ist, eine
Rolle spielen wird.

Da die charakteristische Klasse ¢(x) eines Sternproduktes mit der Derivations-verwandten Klas-
se d(x) durch die Gleichung d,c(x) = Zd(*) verkniipft ist, kénnen wir fiir das Sternprodukt sy,
alle Terme der charakteristischen Klasse bis auf den Term c(*Wick)O in der nullten Ordnung in v
angeben.

Proposition 3.3.14 Fir die charakteristische Klasse ¢(*wia) € % + HZ,(M;C)[[v]] der Stern-
produkte xg;q gilt

C(*Wick) - C(*Wick)o = %[W] + %ZVZ[QZ] (3.50)

BEWEIS: Der Beweis ergibt sich vdllig analog zum Beweis von Proposition 2.3.16 unter Verwendung der
Aussage von Satz 3.3.12 und unter Berlicksichtigung von Bemerkung 3.3.13. a
Den noch unbekannten Term c(*Wick)O bestimmen wir im nichsten Abschnitt.

3.3.2 Der Bidifferentialoperator C; und die Bestimmung von c(#y;)°

Um den noch fehlenden Term c(*Wick)O der charakteristischen Klasse zu bestimmen, ben&tigen
wir nach Abschnitt 2.2.3 einen expliziten Ausdruck fiir den antisymmetrischen Anteil C des
Bidifferentialoperators C5, der in der Beschreibung des Sternproduktes syin durch fxwing =
fg+vCi(f,g) + v2Ca(f,g) + ... fiir f,g € C*(M) erscheint. Mit dem faserweisen Produkt oy,
erweist sich die Berechnung dieses Bidifferentialoperators als deutlich aufwendiger als die entspre-
chende Berechnung fiir das Sternprodukt #; in Proposition 2.3.17. Zudem zeigt es sich, daf} es in
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diesem Fall im Gegensatz zur Situation bei *; aufwendiger ist, eine Zerlegung des Bidifferential-
operators C; wie in Bemerkung 2.2.16 zu finden, um C’z_ﬁ bestimmen zu kdnnen, was ursichlich
daran liegt, daf} fiir #wi im Gegensatz zu * der Bidifferentialoperator C7 nicht durch %{ oy}
gegeben ist.

Fiir f,g € C*(M) bestimmen wir nun fkwiag — g*wia.f bis auf Terme der Ordnung gréfler oder
gleich drei in v. Mit der expliziten Gestalt des faserweisen Produktes oy, erhdlt man:

[rwiad — Frwiaf = 21 gklllg(ls(zkl)TWick(f)iS(7ll)TWick (g) - is(Zkl)TWick (g)is(jll)TWick(f))

_I_% (21_1/) gklﬁgbga( (Zkl) (ZkQ)Twlck(f) (le) (Zl2)TW1ck(g))

() i i 0 )is s (1) O,

Um also f*wiag — g*wia f bis auf Terme der Ordnung grofler oder gleich drei in v zu berechnen,
bendtigen wir fiir den Anteil QT”gkllla(is(Zkl)TWick(f)i5(7ll)TWick (9)—1s(Zr) Twice (9)1(Z1)) Twier ( f))
nur 7'V\,ick(f)(0)7 .. .,7'V\,ick(f)(3)7 da fiir TWick(f)(k) mit k& > 4 entweder der symmetrische Grad oder
der v-Grad der vorkommenden Terme gréfler als eins ist. Fiir die Bestimmung des zweiten Anteils
bis auf Terme der Ordnung gréBer oder gleich drei in v ist nur derjenige Anteil von 7w (f) vom
v-Grad 0 und vom deg,-Grad 2 relevant, so daf§ hierfiir nur TWick(f)(z) bendétigt wird.

Lemma 3.3.15 Fir die Fedosov-Taylor-Reihe T, (f) einer Funktion f € C* (M) gilt:

TWick(f)(O) = f
TWick(f)(l) = df®1

1
R (NP = SDdF a1 - i (X8 @1
. L.
rwa()O) = = (15<Xf>s§4>+5@Xf<91+ds§3)>)®1

v (9705 (is(Z0))ia(Z0) i (Z,)i0(Z1,) D2
—io(Z0)is(Z0)58 s (20, )i Z0,) D21 )
97 (14 (20, )is (20,16 (X )50 (20,1 (Z,) o5
(2

i (20 )is 2505 (0,)is(Z)io(X )5 ) © 1+ O (02, deg?),

wobei O(v?,deg?) Terme bezeichnet, deren v-Grad oder symmetrischer Grad gréfier als eins ist.
Ferner haben wir die Anteile vom totalen Grad 3 und 4 des Elementes s, das die Normierungsbe-
dingung an i festlegt, als s = (823) + 1/8(13)) @1 und s = (8514) + 1/8(24)) @1 geschrieben, wobei
der untere Index den jeweiligen symmetrischen Grad bezeichnet.

BEwEIs: An den Rekursionsformeln fiir die Fedosov-Taylor-Reihe erkennt man, dafi nur die Terme Pwia 2 =
553 und ryig® = s 461 (VrWick(z) — %rWick(z)oWickrWick(z) +R+1® 1/91) des Elementes 1w fiir
die Berechnung von TWick(f)(O), e TWick(f)(S) benotigt werden. Die Formeln fiir TWick(f)(O), e TWick(f)(S)
erhdlt man hieraus mit einer langen Rechnung, auf deren Darstellung wir hier verzichten wollen, da man aus
dieser keine besondere Einsicht gewinnt. d

Mit diesen Resultaten und mit der eingangs angegebenen Gleichung fiir f+wiw§ — ¢*wia f findet
man folgendes Lemmas:
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Lemma 3.3.16 Der antisymmetrische Anteil C'y des Bidifferentialoperators Co, der in der Be-
schreibung von *wia als frwiag = fg+vCi(f,g) +v2Ca(f, g) + ... erscheint, ist durch

C7(.9) = 2 (Colf.9) - Calg. )
S > (@ ™) (X7, X)) (3.51)
_l klllgk2l2 ( S(Zkl)iS(ZIQ)szi5(7ll)i5(7l2)ng (Zlm) (Zk2)ngi5(7ll)i5(7l2)D2f)

4

gegeben, wobei f,g € C*(M) und Xy, X, die entsprechenden Hamiltonschen Vektorfelder bezeich-
nen.

BEwEIs: Mit den in Lemma 3.3.15 angegebenen Ergebnissen fiir TWick(f)(O), .. .,TWick(f)(S) ergibt sich die
obige Formel fiir C (f, g) wiederum durch eine langere Rechnung unter Benutzung der eingangs angegebenen

Gestalt von frwiccg — 9*wick f- D

Bemerkung 3.3.17 Erstaunlicherweise hingt das Ergebnis fiir C5 nicht von dem Tensorfeld 823)

ab, obwohl dieses in die relevanten Terme der Fedosov-Taylor-Reihe eingeht.

Als ndchsten Schritt in der Berechnung von c(*Wick)O miissen wir fiir diesen Bidifferentialoperator
eine Zerlegung der Gestalt

Cy (f.9) = aSP(f.9) + A(Xy, Xy) + ({1, E(9)} +{E(f). 9} - E{ . 9})),

wobei F : C*°(M) — C°(M) einen Differentialoperator bezeichnet, bestimmen. Da SZ(f,g) ein
Bidifferentialoperator ist, dessen Symbol in jedem Argument von der Ordnung 3 ist (vgl. Bemerkung
2.2.16) und da C5 wegen (3.51) offensichtlich von der Ordnung 2 in jedem Argument ist, gilt in
dem vorliegenden Fall sogar

Gy (fr9) = A(X5, Xo) + ({1 E(9)} H{E(), 97 — E{[, 1),

wobei die geschlossene Zweiform A auf M, bzw. deren Kohomologie-Klasse den fehlenden Term
c(*wir)? der charakteristischen Klasse durch e(wiq)® = _202—ﬁ = —2[A] bestimmt. Betrachtet
man das fithrende Symbol von €7, so ist die Vermutung naheliegend, dafl der Differentialoperator

FEin enger Beziehung zu dem Laplace-Operator A der Semi-Riemannschen Metrik g ist. Der Laplace
Operator A € Diff*(C>(M)) ist hierbei fiir f € C>°(M) durch

Af= —g L (Z1)i,(Z) D f (3.52)

definiert und durch leichte Rechnung in lokalen Koordinaten findet man Af = ¢MZ,Z;f. Im
folgenden Lemma bestimmen wir (dcnee D) (f,9) = {f. Dg} + {Af, g} — A{f, g} um unsere Ver-
mutung hinsichtlich der Gestalt des Differentialoperators IV in der obigen Zerlegung zu best&ti-
gen. Hierbei bezeichnet §¢y., den Chevalley-Kohomologie-Operator der Chevalley-Kohomologie von
(C*®(M),{-, -}) mit Werten in C*(M) beziiglich der adjungierten Darstellung.

Lemma 3.3.18 Fiir alle f,g € C*(M) gilt

Oenee D) 9) =S, Bgy +{AS 9} — A{fyg}———( (f:9) = 59, 1)) +p(Xs, Xg),  (3.53)

wobei wir zur Abkiirzung den Bidifferentialoperator S durch

(f7 ) = 1 klllgk2l2l (Zkl) S(Zk2)D2fi5(7ll)i5(712)D29

definiert haben und p die Ricci-Form gemdf Gleichung (3.3) bezeichnet.
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BEWEIS: Der direkte aber auch aufwéindigste Weg zum Beweis der obigen Formel ist eine ldngere Rechnung in
lokalen Koordinaten, in die wesentlich die Eigenschaften des Semi-K&hler-Zusammenhangs und die explizite
Gestalt der Hamiltonschen Vektorfelder eingehen. Da auch diese keine besondere Einsicht vermittelt, wollen
wir auch hier auf eine detaillierte Darstellung verzichten. d

Mit der obigen Gestalt von dcpe, A und dem Ausdruck fiir €5 aus Lemma 3.3.16 finden wir
schliefilich:

Proposition 3.3.19 Der antisymmetrische Anteil C; des Bidifferentialoperators Cy ist fir f,g €
C*(M) durch

1 ) i
C7(fg) = =5 (@ +ds? +ip) (X, X) + 50 2) (£ 9) (3.54)
gegeben. Also gilt
c(twia) = —205F = Fh-—lp]- (3.55)
i

BEwEIs: Die explizite Formel fiir €5 folgt direkt aus den Gleichungen (3.53) und (3.51) unter Beriick-

sichtigung der Definition des Bidifferentialoperators S. Aus dieser Identitét ist aber die Gleichung (3.55)

offensichtlich. d
Wir erhalten also als Hauptresultat dieses Abschnittes den Satz:

Satz 3.3.20 Deligne’s charakteristische Klasse ¢(xwi) eines mit der Fedosov-Konstruktion aus
dem faserweisen Produkt owio erhaltenen Sternproduktes %y, ist durch

cﬂwozﬁﬂ+lp—?4 (3.56)

14 14

gegeben.

BEWEIS: Die Aussage ist eine direkte Konsequenz der Aussagen von Proposition 3.3.14 und Proposition
3.3.19. |

Vergleicht man dieses Resultat mit dem entsprechenden Resultat fiir *, so fillt auf, daf§ hier
tatsdchlich eine vom Semi-Kédhler-Zusammenhang herriihrende Gréfie ndmlich die Ricci-Form die
Aquivalenzklasse des Sternproduktes beeinflut. Im Gegensatz dazu war dort c(*p) unabhingig
von der Wahl des symplektischen Zusammenhangs. In Bezug auf die anderen Abhingigkeiten der
charakteristischen Klasse von den Eingangsdaten der Fedosov-Konstruktion deckt sich das hier
gefundene Ergebnis mit dem fiir g, da auch hier die Normierungsbedingung die Aquivalenzklasse
unberiihrt 148t und wieder die formale Reihe geschlossener Zweiformen €2 in diese eingeht.

Als eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes finden wir:

Folgerung 3.3.21 Zwei Sternprodukte xwio, und sw' fir (M,w, 1), die aus den Eingangsdaten
(Q2,s) und (', s") konstruiert sind, sind dquivalent genau dann, wenn [Q] = [Q'].

BEWEIs: Nach Satz 2.2.19 ii.) sind zwei Sternprodukte dquivalent genau dann, wenn ihre charakteristischen
Klassen iibereinstimmen. Wegen Satz 3.3.20 ist dies fiir die Sternprodukte #wiq und *wiq’' genau dann der
Fall, wenn [Q2] = [Q'] gilt. O

Weiter erhalten wir ebenfalls als Folgerung, dafi mit der von uns angegebenen Konstruktion mit
dem faserweisen Produkt oy Sternprodukte jeder Aquivalenzklasse von Sternprodukten konstru-
iert werden kdnnen. Diese Tatsache ist insbesondere deshalb von Belang, da wir zeigen wollen, daf§
wir mit dieser Konstruktion tatsidchlich alle Sternprodukte vom Wick-Typ erhalten kénnen.
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Folgerung 3.3.22 Fir alle Klassen ¢ € % + HZ, (M; Q)[[v]] auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltig-
keit (M,w, I) existiert ein mit der Fedosov-Konstruktion fiir oy, erhaltenes Sternprodukt i

mat
c(*wia) = C. (3.57)

Insbesondere ist also jedes Sternprodukt x auf (M, w, I) dquivalent zu einem der Sternprodukte ;. .

BEWEIS: Wir schreiben ¢ = L[w]+c5 o mit ¢5 o € Hix (M; O)[[v]] und sei R(cs o) ein Reprisentant von ¢ o,
d.h. R(cey o) ist eine formale Reihe geschlossener Zweiformen auf M und es gilt [R(cso)] = ¢5o. Definiert
man Q :=vR(cso) + li’—p, so erfiillt 2 also alle Voraussetzungen, um in der Fedosov-Konstruktion mit oy;,
verwendet zu werden. Das mit diesem  konstruierte Sternprodukt #wic, erfiillt dann aber nach Satz 3.3.20

c(*wick) = %[W] + [Rexo)] = l[w] +eso=c.

- v

Sei + ein beliebiges Sternprodukt auf (M,w) und sei ¢(*) € % + HZ2,(M;C)[[v]] seine charakteristische
Klasse. Nach der eben bewiesenen Aussage existiert dann ein Sternprodukt #wiq, mit ¢(*wia) = ¢(*). Nach

Satz 2.2.19 ii.) folgt hieraus aber, dafl x Aquivalent zu ;o ist. O

3.4 Charakterisierung der Sternprodukte x,,, vom Wick-Typ

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen an die Eingangsdaten
der Fedosov-Konstruktion mit oy, die Sternprodukte #yiq Sternprodukte vom Wick-Typ auf
der Semi-Kihler-Mannigfaltigkeit (M, w, I) sind. Hierbei sind Sternprodukte vom Wick-Typ die
natiirliche Verallgemeinerung des Sternproduktes ;. auf (C* =2 R?", wp), welches wir in Abschnitt
1.1.2 betrachtet haben.

3.4.1 Sternprodukte vom Wick-Typ und mit Separation der Variablen

Zunichst wollen wir definieren, was man unter einem Sternprodukt vom Wick-Typ auf einer Semi-
Kéhler-Mannigfaltigkeit (M,w, I') versteht, wobei diese Definition durch Eigenschaften von sy
motiviert wird. Ferner wollen wir iiber einige bekannte Ergebnisse berichten, die im Zusammen-
hang mit solchen Sternprodukten stehen, insbesondere betrachten wir hierbei Sternprodukte mit
Separation der Variablen, die in enger Beziehung zu den Sternprodukten vom Wick-Typ stehen.

Betrachtet man die explizite Gestalt des Sternproduktes i, auf (C* = RQ”,wo), so stellt
man fest, daf fiir alle holomorphen Funktionen A € O(C") und alle Funktionen f € C*(C") das
Sternprodukt f xwiq £ mit dem punktweisen Produkt von f und h iibereinstimmt. Ferner gilt fiir
alle antiholomorphen Funktionen h/ € O(C") und alle Funktionen g € C*°(C"), daB} h' *wia ¢
ebenfalls mit dem punktweisen Produkt von ¢ und %’ iibereinstimmt, d.h. es gilt

f*wice h = fh und B xwiec g = h'g (3.58)

fiir alle f,g € C*(C*),h € O(C*), W € O(C").

Méchte man eine analoge Eigenschaft eines Sternproduktes x auf eine beliebigen Semi-K&hler-
Mannigfaltigkeit (M,w,I) formulieren, so ist der erste naive Ansatz hierzu zu fordern, daf fiir
alle f,g € C®(M),h € O(M),h' € O(M) die hierzu analogen Gleichungen erfiillt sein sollen.
Fiir eine kompakte Semi-Kahler-Mannigfaltigkeit sind jedoch sowohl die holomorphen als auch die
antiholomorphen Funktionen gerade durch die konstanten Funktionen auf M gegeben. Da nun
aber gemifl der Definition eines Sternproduktes die Bidifferentialoperatoren C, fiir £ > 1 auf den
Konstanten verschwinden, gelten die zu (3.58) analogen Gleichungen auf einer kompakten Semi-
Ké&hler-Mannigfaltigkeit fiir jedes Sternprodukt, so dafi diese Méglichkeit der Verallgemeinerung
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nicht sinnvoll erscheint. Stattdessen ist also eine Verallgemeinerung nétig, die von lokaler Natur ist,
so daf} topologische Eigenschaften diese Verallgemeinerung nicht wie fiir kompakte Semi-Ké&hler-
Mannigfaltigkeiten zunichte machen. Betrachtet man also nochmals die Bidifferentialoperatoren,
die xwiq beschreiben, so findet man, daf diese im ersten Argument nur in holomorphe Richtungen
und im zweiten Argument nur in antiholomorphe Richtungen differenzieren, also bietet sich fol-
gende Definition an: Ein Sternprodukt auf (M,w, I') heifit Sternprodukt vom Wick-Typ, wenn die
beschreibenden Bidifferentialoperatoren fiir r» > 1 in einer holomorphen Karte von der Form

Ol allly
Co(f,9) = ZCZ * 9-K ozl

KL

mit gewissen Koeffizientenfunktionen O sind. Offenbar stellt dies auf Semi-K&hler-Mannigfaltig-
keiten eine globale Charakterisierung dar. Offensichtlich ist diese Charakterisierung zu folgender
Definition dquivalent.

Definition 3.4.1 ([20, Thm. 4.7]) Fin Sternprodukt x auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit
(M, w, I) heifst Sternprodukt vom Wick-Typ, falls fiir alle offenen TeilmengenU C M, alle f, g, h, b’
€ C(M) mit hly € O(U), K|y € O(U) die Gleichungen

f*h|U = fh|U und h/*g|U = h/g|U (3.59)
gelten.

Diese Definition stellt offensichtlich eine fiir beliebige Semi-K&hler-Mannigfaltigkeiten verniinf-
tige Verallgemeinerung von (3.58) dar.

Analog geht man vor, um die Verallgemeinerung des Sternproduktes xg,y auf (C* = R?" wg) mit
Separation der Variablen zu definieren. Hierbei sind im Vergleich zum Sternprodukt vom Wick-Typ
lediglich die Rollen von holomorphen und antiholomorphen Richtungen vertauscht.

Definition 3.4.2 ([67, Sec. 2 Def.]) Fin Sternprodukt x auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit
(M,w, I) heifst Sternprodukt mit Separation der Variablen, falls fir alle offenen Teilmengen U C M,
alle f,g,h,h' € C>(M) mit hly € O(U), 1|y € O(U) die Gleichungen

h*f|U = hf|U und g*h/|U = gh/|U (3.60)
gelten.

Aufschluf iber die Beziehung zwischen Sternprodukten mit Separation der Variablen und Stern-
produkten vom Wick-Typ gibt das folgende Lemma.

Lemma 3.4.3 FEin Sternprodukt x auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit (M, w, I) ist ein Stern-
produkt vom Wick-Typ genau dann, wenn das Sternprodukt x,,, (vgl. Definition 2.4.1 (2.71)) ein
Sternprodukt mit Separation der Variablen auf (M, —w, I) ist.

BEWEIs: Zunichst wollen wir bemerken, dafi die Semi-Kahler-Mannigfaltigkeit (M, —w, I) aufgrund der
Beziehung von symplektischer Form, Semi-Riemannscher Metrik und komplexer Struktur mit dem Negativen
der Semi-Riemannschen Merik von (M,w, I) versehen ist. Sei also * ein Sternprodukt vom Wick-Typ auf
(M,w,T), dann ist per Definition fx,,,9 = g * f und offensichlich ist dies ein Sternprodukt mit Separation
der Variablen auf (M, —w, I). Wegen x P =k ist auch die andere Richung der Aquivalenz offensichtlich.

d

OPPop
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In [20] haben M. Bordemann und S. Waldmann mit einem Spezialfall der Fedosov-Konstruktion
fiir *wiq die Existenz von Sternprodukten vom Wick-Typ auf beliebigen Kihler-Mannigfaltigkeiten
zeigen konnen. Im gleichen Zeitraum hat A. Karabegov in [67] eine Konstruktion von Sternproduk-
ten mit Separation der Variablen gegeben, die auf einer lokalen Charakterisierung dieser Sternpro-
dukte basiert und diese vermdoge lokaler Ausdriicke definiert. Die erhaltenen Sternprodukte hdngen
hierbei von einer formalen Deformation der Kéhler-Form ab, die konkret durch eine formale Reihe
geschlossener Zweiformen auf M vom Typ (1, 1) gegeben ist. Ferner formuliert Karabegov in dem
zitierten Artikel einen Satz, nach dessen Aussage die Sternprodukte mit Separation der Variablen
in Bijektion zu solchen formalen Deformationen der Kihler-Form sind. Auch zur kohomologischen
Klassifikation der Sternprodukte mit Separation der Variablen hat Karabegov in [68] eine charak-
teristische Klasse definieren und bestimmen konnen. Ferner ist es in [69] gelungen zu zeigen, dafl
das von Bordemann und Waldmann konstruierte Sternprodukt das entgegengesetzte Sternprodukt
zu dem Sternprodukt mit Separation der Variablen ist, das der trivialen Deformation der Kdhler-
Form entspricht. Eine naheliegende Frage, die wir mit A. Karabegov diskutiert haben, ist es nun,
ob durch Modifikation der Konstruktion in [20] auch die anderen zu Sternprodukten mit Separation
der Variablen entgegengesetzten Sternprodukte konstruiert werden kénnen, die nicht der trivialen
Deformation der Kidhler-Form entsprechen. Wie wir in diesem Abschnitt zeigen werden, ist dies
in der Tat moglich, wobei die Konstruktion von sy, die Grundlage fiir diese Verallgemeinerung
ist. Es zeigt sich jedoch, daf§ der Nachweis aus [20] dafiir, daf§ diese Sternprodukte vom Wick-Typ
sind, nicht einfach auf die vorliegende allgemeinere Situation iibertragen werden kann und zudem
sind die Produkte #y;, nur unter zusidtzlichen Voraussetzungen an die Daten € und s tatsdchlich
vom Wick-Typ. Hierzu bedarf es einer detaillierten Analyse der Elemente rg;, und der Fedosov-
Taylor-Reihe 7w (f), der wir uns anschlieBend widmen werden. Ferner werden wir in Abschnitt
3.5 zeigen, dafBl unsere Konstruktion universell fiir alle Sternprodukte vom Wick-Typ ist.

3.4.2 Spezielle Eigenschaften von r,,

Wir betrachten wieder die Fedosov-Konstruktion mit dem faserweisen Produkt oy, aus Abschnitt
3.2.1. Fiir die genaue Analyse der Eigenschaften der hiermit erhaltenen Sternprodukte sy er-
weist es sich als sinnvoll eine Redundanz, die bei der Beschreibung dieser Sternprodukte vermdoge
der Fedosov-Derivation ;g auftaucht zu eliminieren. Diese besteht darin, daf3 die mit unserer
Konstruktion gefundenen Produkte i, und sy’ unter gewissen Bedingungen an die unter-
schiedlichen Daten (€,s) und (€', s'), aus denen man die Derivationen Dy, und Dy, erhilt,
iibereinstimmen konnen.

Lemma 3.4.4 Die aus den Daten (2,s) und (Q',s") konstruierten Fedosov-Derivationen D
und Dwie. stimmen genau dann iiberein, wenn s’ = s+ B @ 1 und Q = Q' + dB fiir eine formale
Reihe B = 3777, V' B; € T>(T*M)[[v]] gilt. Insbesondere sind in diesem Fall die Produkte s
und sy, identisch.

BEWEIS: Die Aussage des Lemmas ist nur eine Reformulierung der Aussage von Proposition 1.3.27 fiir unsere
konkrete Situation, in der die Abbildungen D; und Ds iibereinstimmen und durch ¥V mit dem Semi-K&hler-
Zusammenhang gegeben sind. d

Diese Aussage bedeutet nun wieder folgendes: Geht man von einer formalen Reihe € geschlos-
sener Zweiformen und einem Element s,, € W5(M) mit o(s,,) = 0 aus, das zusitzlich keinen Anteil
vom symmetrischen Grad 1 besitzt, und geht {iber zur Normierungsbedingung s = s,,+ B® 1, so ist
das gleichbedeutend zum Ubergang zu Q + dB unter Beibehaltung der Normierungsbedingung s,,.
Also stellt es keinerlei Einschrinkung dar, wenn wir uns auf Normierungsbedingungen der Gestalt
s, beschrdnken, sofern wir die formale Reihe geschlossener Zweiformen €2 noch beliebig variieren.
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Sei also im folgenden D die mit einer Normierungsbedingung 6~ 'ryiq = s, € Ws (M) mit
o(s,,) = 0, die keinen Anteil vom symmetrischen Grad 1 besitzt, und einer beliebigen formalen
Reihe Q@ =377, Vi, geschlossener Zweiformen auf M konstruierte Fedosov-Derivation und sy
das hieraus resultierende Sternprodukt.

In dem von M. Bordemann und S. Waldmann angegebenen Nachweis, daff das von ihnen ange-
gebene Produkt vom Wick-Typ ist, ist eine spezielle Eigenschaft des Elementes r € W@ A (M), das
die Fedosov-Derivation festlegt, essentiell. So gilt in dem dort betrachteten Fall fiir dieses Element
nach [20, Lemma 4.5] fiir alle ¢,p > 0 die Gleichung

0 = 709 = . (3.61)

Diese Gleichungen fiir p = 1 und ¢ = 1 bedeuten aber insbesondere, dafi » keinen Anteil besitzt,
der vom symmetrischen Grad 1 ist. Betrachtet man nun aber die Gleichung (3.8), aus der ry;.
rekursiv bestimmt werden kann, so taucht im Ausdruck fiir Foiee 2R fiir alle & > 1 ein Summand
der Gestalt *§71(1 ® Q) auf. Dieser Term ist aber offensichtlich vom symmetrischen Grad 1,
so dafl durch die Hinzunahme der formalen Reihe € die obige Gleichung fiir ry; nicht gelten
kann. Andererseits kann, um Sternprodukte mit beliebiger charakteristischer Klasse konstruieren
zu kénnen, wegen Satz 3.3.20 nicht auf die Hinzunahme von €2 verzichtet werden, so daf der einzige
Ausweg, um dennoch zeigen zu kénnen, dafl man so Sternprodukte vom Wick-Typ erhalten kann,
darin bestehen kann, dafl die obige Gleichung in etwas abgewandelter Form gilt.

Mit den in Abschnitt 3.2.2 dargestellten Ergebnissen und Formeln gelingt es uns unter gewissen
Voraussetzungen an die Eingangsdaten €, s, zu zeigen, dafBl ry;. eine etwas abgeschwichte Form
der Gleichung (3.61) erfiillt, die sich spiter als notwendig und hinreichend dafiir erweisen wird, daf
*wice vom Wick-Typ ist. Das Klassifikationsergebnis von A. Karabegov legt dabei nahe, dafi der
Fall, in dem € vom Typ (1, 1) ist, hierbei von besonderem Interesse sein sollte.

Proposition 3.4.5 Sei ryiq € WA (M) die eindeutige Lésung der Gleichungen (3.7), wobei
s = s, keinen Anteil vom symmetrischen Grad 1 besitze. Dann gilt:

Torwia =0 <= m,(1@Q2)=0 und 7.5, =0 (3.62)
Towia =0 <= mz(10Q)=0 wund wzs, =0. (3.63)

Also gilt 7,rwia. = Tzrwia = 0 genau dann, wenn Q vom Typ (1,1) ist und 7,5, = 7zs,, = 0.

BEWEIS: Wir beweisen zunichst die Aquivalenz (3.62). Es gelte hierzu zunichst 7, (1®) = 0 und 7,8, = 0.
Wendet man auf die Gleichung 5 rwice = 8i, die Projektion 7, an, so erhilt man wegen m,s,; = 0 mit
6l =671n, (vgl. Lemma 3.2.2 (3.24)) 67 . Pwick = 0. Ferner erhalt man durch Anwendung von 7, auf
Irwick = VTwick — %rwickowickrWick +R+1®Q wegen m,0 =d,m,,m,V=V,m,und , R=0=7,(1® Q)
die Gleichung

1
0, Ty Pwick = V2TsTwick — ;ﬂ-z((ﬂ-zrwick)OWickrWick)a
wobei wir auflerdem Gleichung (3.16) verwendet haben. Man beachte, dafi %ﬂ'z((ﬂ'z PWick ) OWick "'wick ) Wegen
7o (T2 rwick ) Pwic) = 0 wohldefiniert ist. Auf diese Gleichung wenden wir nun 571 an und erhalten mit der
Zerlegung 6,6, + 6716, + m==1id

-1 -1 -1
J; (Vzﬂ'zrwmk - ;ﬂ-z((ﬂ-zrwick)owickrwick)) =05 0, M wick = ToTwick =050z Tz Twick — T2z Pwick = T2 TWick

da 7z, rwic = o(rwia) = 0 und 57, rwiae = 0. Mit den offensichtlichen Gleichungen rwic owick (T2 rwick) =
Pwick (T2 Pwick ) und 7, (Fwick (T2 7wicr ) = 0 148t sich diese Gleichung als

_ 1
Torwice = 05 (vzﬂ'zrwick — = (adoyia, (TWick)(FzTWick)))
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schreiben. Nun gilt, da die Abbildung L : m,(W@A'(M)) 3 a = 65 (V.a — Lm.(adey,, (Twia)a)) €
T (VV@A1 (M)) den totalen Grad mindestens um eins erhdht, so dafl es nach dem Fixpunkt-Satz (vgl. Anhang
A.2 oder [109, Kor. A.1.6 ii.)]) einen eindeutigen Fixpunkt b € 7,(W®A(M)) mit Lb = b gibt. Da aber
b = 0 trivialerweise diese Gleichung 16st, folgt aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes wegen L7, rwicx = 72 Fwick
schlieflich 7, rwia = b = 0. Fiir den Beweis der Umkehrung sei nun 7, 7wic = 0, dann folgt aus 6 ' rywick = sir
wieder durch Anwenden von w, die Gleichung 7, s;, = 87 mrwiae = 0. Ferner folgt mit 7, R = 0 aus der
anderen Gleichung, die rywic, bestimmt 6, . rwice = VT2 Pwick — %ﬂ'z((ﬂ'z Pwick ) Owick Pwick ) + T2 (1 ©€2). Wegen
T, wice = 0 impliziert diese Gleichung jedoch 7, (1 ® ) = 0. Der Beweis der Aquivalenz (3.63) erfolgt vollig
analog unter Verwendung der entsprechenden Eigenschaften von 7. d

An der Aussage der vorangehenden Proposition erkennt man leicht, dafi unsere Vorgehensweise
auf Normierungsbedingungen s,,, die keinen Anteil vom symmetrischen Grad 1 besitzen, zu redu-
zieren (was jedoch nach Lemma 3.4.4 keinerlei Einschrankung bedeutet), insofern sinnvoll war, als
da die Bedingungen 7.7wiq = 7zrwiac = 0 mit dem obigen Beweis, in dem wir diese Voraussetzung
tiberhaupt nicht ben6tigt haben, implizieren, daf s, keinen solchen Anteil besitzen darf.

Im ndchsten Abschnitt werden wir zeigen kénnen, dafl die Gleichungen 7, 7w = 0 und wzrywiq =
0 weitreichende Konsequenzen fiir die Gestalt von 7. Twia (f) und mz7wia (g) fiir f,g € C=(M)[[v]]
haben. Da aber der explizite Ausdruck von f#yw;a g durch diese Anteile der Fedosov-Taylor-Reihen
vollstédndig festgelegt ist, konnen wir unter diesen Bedingungen auch Aussagen iiber die Sternpro-
dukte i gewinnen.

3.4.3 Spezielle Eigenschaften von 7y

Unter den Voraussetzungen 7,rwiq = 0 und mzrwiq = 0 gelingte es uns nun, einfachere Rekursi-
onsformeln fiir 7. 7wia (f) und 7z7wia (f) abzuleiten.

Proposition 3.4.6 Seiry,, € WA (M) die eindeutige Lisung der Gleichungen (3.7), wobei s =
s keinen Anteil vom symmetrischen Grad 1 besitze. Und bezeichne Ty die aus der entsprechenden
Fedosov-Derivation bestimmte Fedosov-Taylor-Reihe.

i.) Falls 7 rwia = 0 gilt, dann erfillt 7. 7wia (f) fir alle f € C(M)[[v]] die Gleichung
1
02T s Tawicx (f) = V.7 Twic (f) + ;ﬂ-z((ﬂ-szick (f))owickrwick)- (3-64)

In diesem Fall ist 7, Twio (f) hierdurch wegen o(m.Twia (f)) = f eindeutig festgelegt und kann
fir f e C®(M) rekursiv aus

T2 Twick (f) = f + 52_1 (Vzﬂ'szmk (f) + %ﬂ-z((ﬂ-szick (f))owickrwick)) (3-65)

bestimmt werden.
ii.) Falls mzryia = 0 gilt, dann erfillt mzrwia (f) fiir alle f € C(M)[[v]] die Gleichung

Oz T5Twick (f) = VamzTwic (f) - %ﬂ-?(rwickowick (TETWick (f))) (3-66)

In diesem Fall ist mzTwia (f) hierdurch wegen o(mzTwia (f)) = f eindeutig festgelegt und kann
fir f e C®(M) rekursiv aus

TzTwick (f) = [+ 55_1 (VETETWick (f) - %TE(rWick Owick (TETWick (f)))) (3-67)

bestimmt werden.
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BEwEIs: Es gelte m,rwiq. = 0, dann folgt aus ®wia Twia (f) = 0 fiir alle f € C*°(M)[[v]] indem man =, auf
diese Gleichung anwendet mit den Identitdten aus Lemma 3.2.1 und Lemma 3.2.2 die Gleichung

1
5z7TzTWick(f) = varzTWick(f) - ;Fz(TWickOWickTWick(f) - TWick(f)OWickrWick)
1 1

= V.msrwia(f) + ;Fz(TWick(f)OWickrWick) = V.7 twia (f) + ;ﬂ'z((ﬂ'zTWick(f))OWickTWick)a

da Fz(rwickowickTWick(f)) = 7Tz(7Tz(TWick)OWickTWick(f)) = 0. Man beachte, dafl %ﬂ-z(Fz(TWick(f))OWickrWick)
wegen 7, (7, Twiek (f))7wick ) = 0 wohldefiniert ist. Um zu zeigen, dafl 7, 7w (f) hierdurch eindeutig festge-
legt ist und aus der Gleichung (3.65) rekursiv bestimmt werden kann, wenden wir auf diese Gleichung 61
an und erhalten mit 6,07 4+ 619, 4+ 7= = id wegen (5;17TZTWiCk(f) = 0 und 7z, Twia (f) = o(Twia (f)) = f

6t (Vzﬂ'zTWick(f) + %ﬂ-z((FzTWick(f))owickrwick)) = M, Twiek (f) — f.

Die durch Tra := f + 57t (Vza + %ﬂ'z(aoWickrWick)) definierte Abbildung T : 7, (W(M)) — 7, (W(M)) ist
nun wieder kontrahierend beziiglich der in Anhang A.2 definierten Metrik, so dafl diese wieder einen eindeu-
tigen Fixpunkt by € m, V(M) besitzt. Offensichtlich gilt o(bs) = o(T¢bs) = £, da 671 den symmetrischen
Grad um eins erhoht. Es bleibt zu zeigen, dafl b; tatséchlich die Gleichung d,b; = V,b; + %ﬂ'z(bf OWick F'wick )
erfiillt. Hierzu definieren wir A := —6,b¢ +V, by + %ﬂ'z(bf owick Fwick ) und leiten eine Fixpunkt-Gleichung fiir
A ab, deren eindeutige Losung durch 0 gegeben ist, womit dann b wie behauptet die Gleichung fiir 7, Twic (f)
erfilllt. Da 7, fwic (f) wie wir oben gesehen haben aber ein Fixpunkt von T} ist, gilt dann by = 7, rwic (f),
da dieser eindeutig ist. Unter Benutzung der in Lemma 3.2.3 bewiesenen Identititen findet man

1
A = —=V.dbr+ ;ﬂ'z(ézbfowmk?“wmk + browick 0 wick )

1 1 1
= Vz(A - Vzbf - ;ﬂ'z(beWickTWick)) - ;ﬂ'z((A - Vzbf - ;77,2(bfOWickrWick))OWickrWick)

1 1
+;7Tz(bfowick(vrwick — 3, T Wick OWick T Wick +R+1®Q))

1
= V,A- ;ﬂ'z (Aowic "wick) — ;ﬂ'z(vzbfowmk?”wmk + by Owick V wick) + ;ﬂ'z(vzbfowmk?”wmk)

1

1
—I-ﬁ(bf Owick "'Wick Owick 'wick ) + ;ﬂ-z(bf Owiek VT'wick) — ﬁﬂ'z(bf OWick T Wick OWick " Wick)
= V. A- ;ﬂ-z (Aowick "wick )

wobei wir im vorletzten Schritt 7, . R = 0 und die Aussage von Proposition 3.4.5, nach der wegen 7, rwia = 0
7, (1 ® Q) = 0 gilt, verwendet haben. Wendet man nun auf diese Gleichung wieder 671 an und verwendet
nochmals die Zerlegung 8,01 4+6716, + m= = id, so findet man wegen 5714 = —5;1(5219]: +Tpby—f=—br+
o(bs) +Tyby — f = 0, wobel wir beriicksichtigt haben, dafl aus by € 7, (W(M)) insbesondere nzby = o(by)
folgt, die Gleichung

1
(5;1 (VZA — ;71'2 (AOWickrWick)) = A,

da offensichtlich m=A = 0 gilt. Wiederum besitzt die Abbildung L : 7,(WoA'(M)) > a — 67 (V.,a —
%ﬂ'z (aowick"wick)) € T, (VV@A1 (M)), da diese den totalen Grad mindestens um eins erhoht einen eindeutigen
Fixpunkt. Da aber 0 trivialerweise diese Fixpunkt-Gleichung 16st, folgt aus der Eindeutigkeit A = 0 und
somit erfiillt b; die Gleichung fiir 7, Twic (f). Der Beweis der analogen Aussagen unter ii.) fir ms7wia (f)
unter der Voraussetzung mzrwiq = 0 erfolgt vollig analog zum Beweis von i.). O
Insbesondere erhalten wir also, dafl unter den Voraussetzungen 7. rwiq = 0 und mzryiq = 0
deutlich einfachere Rekursionsformeln als diejenigen fiir 7yw;q im Prinzip eine explizite Bestimmung
von [y g ermoglichen. Als eine einfache Folgerung aus Proposition 3.4.6 erhalten wir ferner:

Lemma 3.4.7 Sei U C M eine offene Teilmenge von M.
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i.) Falls 7, rywiq = 0, so gilt fir alle k' € C>°(M) mit b'|y € O(U)

T2 Twick (h/)|U = h/|U- (3.68)

ii.) Falls mzryia = 0, so gilt fir alle h € C*°(M) mit h|y € O(U)

Tz TWick (h)|U = h|U- (3.69)

BEwEIs: Nach Proposition 3.4.6 wissen wir, dal 7, Twiq (h') unter der Voraussetzung m,7rwia = 0 die ein-
deutige Loésung der Gleichung

1
FzTWick(h/) =h+ 5,2_1 (Vzﬂ'zTWick(h/) + ;ﬂ'z((ﬂ'zTWick(h/))OWickTWick))

ist. Um also fiir h'|y € O(U) zu zeigen, daBl 7, 7w (k)| = R'|y gilt, geniigt es zu zeigen, daf A'|y diese
erfiillt. Also berechnen wir h’|U—|—(5Z_1VZh’|U—|—%ﬂ'z(h’oWickrWickﬂU = h'|y,da V,h'|y =0 wegen |y € O(U)
und da 7 (A’ owicPwick) = 275 (Pwic) = 0. Somit gilt aber (3.68). Der Beweis der entsprechenden Aussage
ii.) fiir mzrwic (R), wobei hly € O(U), ergibt sich vollig analog zum Beweis von i.). a

Mit den in diesem Abschnitt dargestellten speziellen Eigenschaften von 7, Twiq (f) und mz7wia (f)
haben wir bereits alle Ergebnisse bereitgestellt, um im folgenden Abschnitt ein hinreichendes Kri-
terium dafiir angeben zu konnen, dafl k., vom Wick-Typ ist.

3.4.4 Die Sternprodukte *y,, vom Wick-Typ

Proposition 3.4.8 Sei Dy, die aus den Daten (2, s,,) konstruierte Fedosov-Derivation und e,
das resultierende Sternprodukt auf der Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit (M,w, I). Ferner sei U C M
eine offene Teilmenge von M.

i.) Falls 7,(1® Q) = 7.(s,) = 0 gilt, so gilt fir alle g,h' € C>=(M) mit |y € O(U)
h/*Wickg|U = h/g|U- (3.70)
ii.) Falls mz(1 ® Q) = 7z(s.,) = 0 gilt, so gilt fir alle f,h € C* (M) mit bl € O(U)

f*Wickh|U = fh|U- (3.71)

Falls also 7,s,, = 7zs,, = 0 gilt und Q vom Typ (1,1) ist, so ist das Sternprodukt %y, ein Stern-
produkt vom Wick-Typ auf (M,w, ).

BEWEIs: Wir zeigen wieder nur die Behauptung i.) der Beweis von ii.) ergibt sich analog. Nach Proposition
3.4.5 folgt aus den Voraussetzungen an Q und s,,, daf 7, rwia = 0. Wegen Lemma 3.4.7 i.) impliziert dies

jedoch, dal 7, 7w (A')|v = A'|v und folglich gilt fir alle g € C(M)
h/*Wickg|U = 0'((7Tz7'w1ck(h/))OWick(ﬂ'zTWick (g)))IU = O'(h/OWick(ﬂ'zTWick (g)))IU = th’(ﬂ'zTWick (g))|U = h/g|U.

|
Bemerkenswerterweise zeigt die Aussage der vorangehenden Proposition, dafl die beiden charak-
terisierenden Eigenschaften, durch die der Begriflf Sternprodukt vom Wick-Typ definiert ist, auch

einzeln fiir Sternprodukte realisiert werden kénnen. Wir wollen ein Sternprodukt x, daf fiir alle
g,h' € C>(M) mit h'|y € O(U) die Gleichung ' x gl = h'g|y erfiillt vom links-Semi-Wick-Typ
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nennen. In einer lokalen holomorphen Karte sind die beschreibenden Bidifferentialoperatoren C'.
eines solchen Sternproduktes fiir » > 1 von der Gestalt

JIKI f Tl
0 9zLg=M~

Cr(fvg) = Z Cr{(;EJW

K, LM

Analog nennen wir ein Sternprodukt x vom rechts-Semi-Wick-Typ, falls fiir alle f, h € C>°(M) mit
hlr € O(U) die Gleichung f x h|yy = fh|p erfiillt ist. In einer lokalen holomorphen Karte besitzen
hier die C'. die Gestalt o _

JIEIHIM] £ lLl g

9zRozM ozl

CT’(f? g) = Z CT{Xy7M7L
K.M,L
Wir wollen nun beginnen zu zeigen, dafl die Voraussetzungen aus Proposition 3.4.8 nicht nur
hinreichend dafiir sind, daf das Sternprodukt #y;, vom (links-)rechts-Semi-Wick-Typ ist, sondern
daf} diese auch notwendig sind.
Als ersten Schritt zeigen wir:

Lemma 3.4.9 Sei 7w die aus der obigen Derivation Dy konstruierte Fedosov-Taylor-Reihe.
Ferner sei U C M eine offene Menge.

i.) Falls fir alle ' € C* (M) mit I!'ly € O(U) gilt, daf die Fedosov-Taylor-Reihe 7. Ty (B) | =
Wy erfillt, so gilt 7.rwiq = 0.

ii.) Falls fir alle h € C* (M) mit hly € OU) gilt, daf die Fedosov-Taylor-Reihe mzTwiq (R)|v =
hlo erfillt, so gilt Trwia = 0.

BEWEIs: Aus DwiaTwia(h’) = 0 erhalten wir durch Anwenden der Projektion 7., dafl m,7wia (h') die
Gleichung 0= —5z7TzTWick(h/)+vz FzTWick(h/)— %ﬂ-z((ﬂ-zrwick)owickTWick(h/)_(ﬂ-z TWick(h/))OWickrWick) erfiillt.
Schriankt man diese Gleichung auf U ein und verwendet, dafi m, Twiq (A')|r = A'|v und die Tatsache, dafl A’
auf U antiholomorph ist,; so erhélt man wegen §,h" = 0 und V,A'|y = 0 die Gleichung 0 = %h’ﬂ'erick|U —
%Fz((ﬂzrwick)owickTWick(h/))|Ua da 7Tz(FzTWick(h/)OWickrWick”U = Fz(h/OWickrWick”U = h/ﬂ-zrwick|U~ Also gilt
fiir alle A’ € C*°(M) mit |y € O(U)

1
0 — ;ﬂ-z((ﬂ-z rWick)OWick (TWick (h/) - h/))|U

Man beachte, dafi dieser Ausdruck wegen 7, ((7.rwia ) (Twic (B') — R'))|r = 0 wohldefiniert ist. Betrachtet
man nun die Terme dieser Gleichung, die vom totalen Grad { > 1 sind, so liefert dies:

l
Z 7o (72 rwick (I42=r) ) OWick Twick (h/)(r)) o

r=1

)l

v
Wir zeigen nun durch Induktion iiber den totalen Grad, daf§ hieraus m,rwiq. = 0 folgt. Sei nun (z,V) eine
lokale holomorphe Karte von M und x € C*° (M) eine Funktion mit supp(x) C V, derart, daf x| = 1, wobei
U C V, dann ist fiir alle 1 < k < dimg(M) die Funktion xz* € € (M) und es gilt xz*|y = Z"|y € O(U).
Verwenden wir nun die obige Gleichung fiir A’ = YZ* und [ = 1, so finden wir wegen Ty (Xik)(l)h] =dz*|y,
daB fir 1 < k£ < dimg(M) 0 = %g”EiS(Zn)ﬂerick(2)|U gilt. Folglich kénnen, da g nicht ausgeartet ist, in
ﬂerick(2)|U nur nichtverschwindende Terme vorkommen, wenn deren symmetrischer Grad 0 ist. Da aber
si: keinen Anteil vom symmetrischen Grad 1 besitzt und 6~! den symmetrischem Grad um eins erhéht, ist
aus der Rekursionsformel (3.8) fiir rwiq klar, daBl rwiq keinen Anteil vom symmetrischen Grad 0 besitzt,
somit besitzt aber auch m,rw; keinen Anteil vom symmetrischen Grad 0 und es folgt ﬂerick(2)|U = 0.
Da man diese Argumentation mit allen holomorphen Karten von M wiederholen kann, folgt also schliellich



CHARAKTERISIERUNG DER STERNPRODUKTE %y, VOM WICK-TYP 125

Torwia () = 0. Wir nehmen also nun an, daf fiir 2 < s < n bereits 7, Pwice ) = 0 gezeigt sel, und wollen mit
der Gleichung 0 = %Zi:l 71'2((ﬂerick(H'z_’“))oWickTWick(h’)(’”))|U, die fiir alle [ > 1 gilt zeigen, dafl dann
auch T,rwig ("t = 0, und somit induktiv 7, rw; = 0 folgt. Fiir [ = n liefert diese Gleichung aber wegen
der Induktionsannahme 0 = %ﬂ'z ((rr, rWick(”H))oWick Twick (h’)(l)) |o. Indem wir die obige Argumentation, die
zum Beweis der Tatsache 7, rwic(2) = 0 fiihrte wiederholen, folgt aus dieser Gleichung aber 7, Poice P TH = 0,
womit die Aussage i.) des Lemmas bewiesen wire. In vollig analoger Weise kann natiirlich auch die Aussage
ii.) bewiesen werden, wobei hier anstelle der lokal antiholomorphen Funktionen xZ" die lokal holomorphen
Funktionen yz* in einer lokalen holomorphen Karte von M verwendet werden, um aus der Gleichung 0 =
%F;((TWick(h) — h)owik (Tzrwick ) ) [v wieder per Induktion iiber den totalen Grad mzrwiq, = 0 zu zeigen. O

Mit diesem Lemma, der Aussage von Lemma 3.4.7 und Proposition 3.4.5 folgen also folgende

Aquivalenzen:
TS, = 0 _ TTwia ()| = Bl VR € C°(M)
e =0 T TS e, e o), (3.72)
mzsu =0 o s = 0 erw(B)lu = hlu VR € CF(M) (3.73)

(12 Q) =0 mit hly € O(U).

Um diese Kette von Aquivalenzen zu vervollstindigen, wollen wir nun noch zeigen, daB die
Tatsache, dafl #w;q vom (links-)rechts-Semi-Wick-Typ ist, die Gleichung wzmwiu (h)|r = by fiir
Rlo € OU) (7. 7wia (W) | = W |y fiir |p € O(U)) impliziert.

Lemma 3.4.10 Sei U C M eine offene Teilmenge von M.

i.) Fir das Sternprodukt *wi.. gelte M xwia gl = B glu fir alle g7£’ € C=(M) mit M|y € O(U),
dann gilt 7, Twia. (R | = W|u fiir alle b’ € C* (M) mit K|y € O(U).

ii.) Fiir das Sternprodukt *wiq gelte fxwiahl = fhly fir alle fyh € C*°(M) mit hly € O(U),
dann gilt 7zTwia (h)|v = hlu fir alle h € C* (M) mit h|lpy € OU).

BEWEIs: Wir beweisen zunéchst die Aussage i.) und schreiben Twlck( ) = g+ o Twick (g)(’“) und Twia (A) =

R +5702 mwia (R )(l) womit man h'*wiag = h'g+> s ZT 1 O'(Twlck(h )( ) 0 wick Twick (g)(k_’“)) findet. Nun
ist Twlck(h )( )owlckrwlck (g)(k ") vom totalen Grad k also kann o (Twic (B )(T)OWickTWick (g)(k_’“)) nur dann
nichtverschwindend sein, wenn k gerade ist, und folglich ist

oo 2s—1

h *wickd = h g + Z Z TWICk OchkTVvlck (g)(zs_r))'

s=1 r=1

Da dieser Ausdruck nach Voraussetzung auf U mit h’'g iibereinstimmt, gilt also
Z Z U(TWick(h/)(r)OWickTWick (g)(Zs—r))|U =0.

Da ferner die einzig nichtverschwindenden Terme in O'(TWick(h/)(r)OWickTWick (g)(zs_’“)) vom v-Grad s sind,
folgt, daBl somit fiir alle s > 1 die Summanden einzeln verschwinden, d.h.

2s—1 2s—1
Z o (Twick (h/)(T)OWiCkTWick (g)(zs_r)”U = Z o (72 Twick (h/)(r))OWick (T Twick (g)(zs_r))”U =0.
r=1 r=1

Wir betrachten diese Gleichung zunéchst fiir s = 1, d.h. 0 = U((WZTWiCk(h’)(l))oWick(ﬂ;TWick (g)(l)))|U. Sei
nun (z, V) eine holomorphe Karte von M und x € C*(M) eine Funktion mit supp(x) C V und x|pv =1
fiir eine offene Menge U/ C V. Ferner gelte U N U’ # (. Dann betrachten wir die Funktionen xz* €
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C® (M) mit XZ o = 7|y, Wegen Tiwic (Xik)(1)|UnU/ = dZ*|yap erhalten wir aus obiger Gleichung 0 =
ZT”g”Eis(Zn)ﬂZTWick(h’)(1)|UnU/ fiir alle 1 < k < dimg(M). Da nun aber g nicht ausgeartet ist, folgt hieraus
Ty Twick (h’)(l) |unu = 0. Da man diese Argumentation mit allen lokalen holomorphen Karten, fiir die UNU’ #
() gilt, wiederholen kann, erhalten wir schliefSlich, 7, Tyici (h’)(l) |y = 0. Wir wollen nun per Induktion tiber den
totalen Grad zeigen, daf§ aus Zf:l o (7 Twick (h/)(r))OWick(ﬂ'gTWick (g)(zs_’”)))h] = 0 fiir alle s > 1 insgesamt

FZTWiCk(h/)(T”U = 0 fiir r > 1 folgt. Hierzu benétigen wir folgendes Sublemma:

Sublemma 3.4.11 Sei (z,V) eine holomorphe Karte von M um p € M mit z(p) = 0. Ferner sei x €
C® (M) eine Funktion mit supp(x) CV und x| = 1 auf einer offenen Menge U' CV und es gelte p € U’.
Weiter sei *wiq. ein Sternprodukt vom links-Semi- Wick-Typ, dann gilt fir alle r > 1 Twia (X?l“1 .. .Ekr)(s) lp =
0 fir 0 < s <r und Ty (X7 ... 2|, =dZFr v v dFT |,

BEwEIs: Da die glatten Funktionen yZ* lokal antiholomorph auf U’ sind, gilt wegen " |pv = 1 fiir r € N
offensichtlich Yz** ... 2% |y = (XE’“) . (XE’“T)|U/ = (Xikl)*Wick . *Wick(xikr)b/ aufgrund der Vorausset-
zung, dafl #wiq vom links-Semi-Wick-Typ ist. Wendet man auf diese Gleichung myiq an, so erhdlt man
Twick (X?l“1 .. .Ekr)|U/ = Twick (Xikl)oWick e OWick TWick (XE’“)|U/, bzw. indem man die Terme vom totalen
Grad s einzeln betrachtet

Z Twick (kal)(ll)owmk <« - Owick TWick (kar)(lr) o
i+ . +Hl,=s

TWick (szl .. .Ekr)(s)h]/

Fiir s < r ist mindestens eines der I; = 0, so dall wir aus Tw;cx (XEk’)(0)|U/ =7 wegen z(p) = 0 fiir s < r die
Gleichung 7w ()(Ek1 .. .Ekr)(s))|p = 0 erhalten. Fiir s = r ist der einzige im Punkt p nichtverschwindende
Summand derjenige, bei dem [} = ... =1, = 1 gilt. Wegen 7w, (Xik)(l)h]/ = dz*|y+ erhalten wir also unter
Beriicksichtigung der expliziten Gestalt von oy

Twie(XZ . T, = dF ok - owiadZE ], = dF VL v dEF |,

womit das Sublemma bewiesen ist. \V4

Wir nehmen nun an, daf bereits FZTWiCk(h/)(T”U =0 fir 1 <r <n-—1 gezeigt sei, wobei n > 2 sei.
Mit dieser Indukionsannahme folgt aus Zf;l o((r, TWick(h’)(’“))oWick(ﬂ;TWick (g)(zs—r)))h] = 0 fiir alle s mit
2s > n+ 1 die Gleichung

2s—1

0= Z U((WzTWick (h/)(r))owick (WZTWick (g)(zs_r)))|U~

r=n

Sei nun p € U und (z,V) eine Karte wie im obigen Sublemma, dann setzen wir, da diese Gleichung fiir
beliebige g € C* (M) gilt ¢ = xZ"t ... Z"2-n in diese Gleichung ein und werten am Punkt p € U aus und
erhalten wegen der Aussagen des Sublemmas

2 2s—n _ _ . .
0= (—) ghtk | glesmnbamng(G (7)) . .zs(Zl2S_n)ﬂZTWick(h/)(")ﬂp

1

fir alle s mit 2s > n + 1. Wir miissen nun eine Fallunterscheidung durchfiihren, ob n gerade oder un-
gerade ist. Falls n = 2¢ mit ¢ € N\ {0} ist, so enthilt TWick(h’)(Zt) nur Terme mit geradem (positivem,
da O'(TWick(h/)(Zt)) = 0) symmetrischen Grad und die obige Gleichung liefert, da g nicht ausgeartet ist:
a(is(Z1,) - .is(ZlQ(S_t))WZTWiCk(h’)(Zt)ﬂp = 0 fiir alle 2¢ > s > ¢+ 1 (fiir s > 2¢ ist dies ndmlich natiirlich
trivialerweise erfiillt, da der hochste symmetrische Grad in TV(VZQ{ durch 2t gegeben ist). Also folgt, da
Twick (h’)(Zt) nur Terme mit geradem symmetrischen Grad enthalt, dafl m, 7ywicx (h’)(Zt) l[p =0.Fallsn =2t +1
mit ¢ € N\ {0}, so enthilt TWick(h’)(Zt‘l'l) nur Terme mit ungeradem symmetrischen Grad und die obi-
ge Gleichung liefert wieder o(is(71,) .. 'is(ZlQ(S_t)_l)ﬂ-ZTWick(h/)(zt-I—l)”p =0fiir 20 4+1>s>t+1. Also
folgt, da TWick(h’)(ZtH) nur Terme mit ungeradem symmetrischen Grad enthilt, daf «, TWick(h/)(2t+1)|p =0.
Folglich gilt fiir » unabhingig davon ob n gerade oder ungerade ist 7, 7Twia (h')], = 0. Da aber der
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Punkt p € U beliebig war, schlieen wir hieraus FZTWiCk(h/)(n)|U = 0 und die erste Aussage des Lem-
mas ist bewiesen. Der Beweis der Aussage ii.) verlauft vollstdndig analog zum Beweis von i.). Hierzu
beweist man analog zu obigem Sublemma, dafl falls *w; ein Sternprodukt vom rechts-Semi-Wick-Typ
ist, in einer wie dort gewahlten Karte, die Gleichungen 7w, (szl .. .zkr)(’“)|p =d:F v, v dzkr|p und
TWick (szl .. .zkr)(s)|p = 0 fiir s < r gelten. Indem man dann die aus der Voraussetzung fiir s > 1 folgende
Gleichung 0 = Zf;l o((r, TWick(f)(zs_r))OWick(ﬂ'g'TWick(h)(r)))|U auf den Funktionen f = yz*'...z%2-» am
Punkt p € U auswertet und die Induktionsannahme W;TWick(h)(l) v = 0 fiir 1 <1< n-—1verwendet, schlief3t
man analog zur obigen Argumentation W;TWick(h)(”)|U = 0. Der Beweis des Induktionsanfangs ergibt sich
hierbei natiirlich auch analog zur Vorgehensweise in i.), wobei hier die Funktionen yz* fiir f einzusetzen
sind. d

Mit dem eben bewiesenen Lemma kénnen wir die Kette von Aquivalenzen vervollstindigen und
wir haben insgesamt den folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.4.12 Sei Dy die aus den Daten (,s,,) fir das faserweise Produkt oy, konstruierte
Fedosov-Derivation auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit (M, w,I) und sy das durch Dy
induzierte Sternprodukt, dann gelten folgende Aquivalenzen:

i)

T8, =0 B T.Twia (W) = B VA € C°(M)
e =0 T Twa=0= s o (3:74)
< RWxwiaglv =Mglu Vg,h' € C®(M) mit b'|y € O(U), (3.75)
ii.)
25, = 0 g _ TrTwia (1) = hly Yh € C*(M)
e =0 o Twa=0= e o (3:76)

—  frwiahlv = fhlv Vf,h € C™(M) mit hly € O(U). (3.77)

iii.) Also ist das Sternprodukt i, auf (M,w,I) vom Wick-Typ genau dann, wenn Q vom Typ
(1,1) ist und 7.8, = 7zs, = 0 gilt.

BewEIs: Die Aquivalenzen in (3.74) und (3.76) haben wir bereits bewiesen vgl. (3.72) und (3.73). Die jeweils
letzte Aquivalenz in i.) (3.75) und ii.) (3.77) folgt dann aber schliefilich aus Lemma 3.4.10 und Proposition
3.4.8. Die Aussage iii.) ist eine unmittelbare Konsequenz der Definition eines Sternproduktes vom Wick-Typ
und der Aussagen i.) und ii.). O

Nachdem wir nun diejenigen Sternprodukte ki, die vom Wick-Typ sind, eindeutig charak-
terisiert haben, wollen wir diese im ndchsten Abschnitt mit den von A. Karabegov konstruierten
Sternprodukten mit Separation der Variablen in Verbindung bringen.

3.5 Die Universalitit der Fedosov-Konstruktion fiir Sternproduk-
te vom Wick-Typ

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafl mit der von uns angegebenen Konstruktion von sy, al-
le Sternprodukte vom Wick-Typ auf einer Semi-K&hler-Mannigfaltigkeit (M,w, I') erhalten werden
kénnen. Hierzu geben wir einen neuen elementaren Beweis, der auf einfachen Argumenten unter
Benutzung der Hochschild-Kohomologie basiert, dafiir, dai Sternprodukte vom Wick-Typ in Bijek-
tion zu formalen Reihen geschlossener Zweiformen vom Typ (1,1) auf M sind. Ferner werden wir
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fiir jedes Sternprodukt i, vom Wick-Typ herausfinden kénnen, mit welchem der von A. Karabe-
gov mit lokalen Argumenten konstruierten Sternprodukte, dieses iibereinstimmt. Hierzu werden wir
einen gegeniiber dem Beweis in [69] fiir = 0 deutlich einfacheren Beweis fiir beliebige Q angeben.
Schlieilich geben wir der Vollstdndigkeit halber durch leichte Modifikation unserer urspriinglichen
Konstruktion eine Fedosov-Konstruktion fiir die von A. Karabegov definierten Sternprodukte mit
Separation der Variablen an.

3.5.1 Eine Redundanz der Fedosov-Konstruktion fiir Sternprodukte vom Wick-
Typ

Als einen ersten Schritt zum Ziel der Identifikation der Sternprodukte ki, vom Wick-Typ, die
wir bereits eindeutig durch Bedingungen an die Anfangsdaten € und s,, charakterisiert haben,
wollen wir zeigen, dafl diese Sternprodukte tatsdchlich nicht von der Normierungsbedingung s,,
abhingen, so dafi die Sternprodukte *y;, vom Wick-Typ nur durch eine formale Reihe geschlossener
Zweiformen vom Typ (1, 1) bestimmt werden.

3.5.1.1 Agquivalenztransformationen zwischen #yu;, und *y;.’

In diesem Abschnitt wollen wir explizit Aquivalenztransformationen zwischen dquivalenten Stern-
produkten sy und #w;q’ konstruieren. Zunichst wollen wir hierbei, um so allgemein wie moglich
zu bleiben, keine weiteren Voraussetzungen machen. Insbesondere machen wir weder die Ein-
schrénkung, daf die verwendeten Normierungsbedingungen keinen Anteil vom symmetrischen Grad
1 besitzen, noch wollen wir uns auf die Sternprodukte vom Wick-Typ einschrinken.

Wir betrachten also allgemein zwei Sternprodukte *y; und *wi’, die aus den Fedosov-Deriva-
tionen Dyiq, und Dy’ zu den Eingangsdaten (Q,s) und (', s) konstruiert seien. Aufgrund der
Folgerung 3.3.21 aus Satz 3.3.20 sind diese beiden Sternprodukte genau dann &quivalent , wenn
[Q] = [Q], bzw. Q = Q' + dC, wobei C' = S22, 'C; € I'°(T*M)[[v]]. Wir wollen unter diesen
Bedingungen zeigen, dafi es einen faserweisen Automorphismus Ay := exp(%adoWick (h)) von owiq,
mit o € W3(M) und o(h) = 0 gibt, so daB Dwia.’ = ArDwicA—p gilt. Aus der Aussage des Korollars
1.3.21 erhilt man dann ndmlich direkt eine Aquivalenztransformation VO *ywie Nach #yiy' durch
Anf = o(Aptwia (f)) mit f € C°(M)[[v]]. Eine dhnliche Konstruktion hat Fedosov in [45, Thm.
4.3] angegeben, um Aquivalenztransformationen fiir die Sternprodukte *, zu konstruieren. Mit der
Aussage des Lemmas 1.3.20 erhalten wir fiir alle h € W3(M)

(1)) - id
)

1
exp ( = adoy;.,

Lad
v

1
ArDwiaeA—n = Dwiae — ;adoWick ( (@wmkh)) .

OWick (

Dieser Ausdruck soll aber fiir das von uns gesuchte A € W5(M) mit Dy iibereinstimmen. Auf-

grund der expliziten Gestalt von Dy und Dy;e” bedeutet das aber, daB es ein h € W3(M) geben

exp(yadoy;y () —id
adoy, . (h)

es eine formale Reihe C' € I'**(T*M)|[[v]] von Einsformen auf M und h € W5(M) mit o(h) = 0 gibt

derart, dafl

muf} derart, dafl rywica’ — Twice — (Dwiah) zentral ist, d.h. wir miissen zeigen, daf

(1)) ~ id
h)

1
exp ( = adoy;.,

Lad

v

(Qwickh) — 1 ® C- (3-78)

/
Twick — T'wick —
OWick (

Zunéchst leiten wir eine notwendige Bedingung dafiir ab, dafl diese Gleichung erfiillt werden kann,
indem wir D ;. auf sie anwenden.
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Lemma 3.5.1 Wenn die Gleichung (3.78) erfillt ist, gilt
Q-Q =dcC. (3.79)
BeEwEIS: Die Gleichungen fiir 7wic, und rywi’ liefern direkt

QWick(rWick/ — rwi) = 1 ®@ (2 — Q/) + ;(rwick/ — TWick ) OWick (rWick/ — Pwick)-

Ferner erhilt man mit @chk = 0 unter Benutzung der Formel M ZT 1 T,l‘
exp (%ado . (h)) —id < 1 /1N ! ..
QWick ( lado\:;ickk (h) (@Wick h) = ; F ; [QWicka a'dOWick (h) 1](©Wickh)

o 1 r—1r—2

= 2 ] (‘) > adoyi, (h)'adoy, (Dwiach)adoy,, (B) ™2 (Dwiach),
r=2 t=0

wobel wir 1m letzten Schritt

r—

2
[Dwick, adoyq, (1)~ 1] adoyyic (h)t[QWick’ ado ;. (h)]adoy; ., (h)r_z_t

t=0

und [Dwick, adoy;.y ()] = adoy, (Dwickh) verwendet haben, da Dy eine ow;cc-Superderivation ist. In dem
oy (B)

xp(adegy; g (b)) —id

(3.78) wegen der Zentralitdt von 1 ® C folgt und erhalten wieder wegen adoy,,, (1 ® C) =0

obigen Ergebnis ersetzen wir nun wieder D h durch (rwia’ — "wi) — 1 ®@ C, was aus

exp (yadoy,q, () —id N A . o
@Wick ( %adoWick (h) (@Wickh) — ; F ; ; adoWick (h) adoWick (b)adowick (h) b,

vadoy; o (A)
exp(%adoWick (h)) —id
dann mit dem 1m Anschlufl bewiesenen Sublemma 3.5.2

- (exp (Fadoyy (1) = id

wobel wir zur Abkiirzung b = (rwick’ — Twick) geschrieben haben. Hieraus erhalten wir

%ad h)

1
(Qwick h) = _(rWick/ - rWick)OWick(rWick/ - rWick)~
OWick ( v

Da auf der anderen Seite Dwi (1 ® C') = 1 @ dC gilt, erhalten wir also schliellich Gleichung (3.79).

Sublemma 3.5.2 Fiir alle b € Wo @AY (M), alle h € W3(M) und ein faserweises, assoziatives Produkt o
auf W A(M) gilt

1y 17«—21 2=ty = L {ep Gade(h) —id ) (exp (ade (k) —id
S(5) Bt omrm= (LRGN o (2GR ).

r=2 t=0
(3.80)

BEwEIS: Offensichtlich gilt ad, (h)%ad,(b)ad,(h) =27t = Zk 0 ( ) o(ado(h)*b)ad, (R)"~27%b, so daB die
linke Seite [(h,b) der zu beweisenden Gleichung durch

oQ

I(h,b) = %Z (%) i Z (Zj ( )) ad, (ad, (h)*b)ad, (h)" = %b

r=2 k=0

gegeben ist. Nun gilt aber, wie man leicht durch Induktion nachweist, Z:;,f (;) = (Z;i) und nach Umbe-
nennung der Summationsindizes s = k + 1, { = r — s liefert das

U(h,b) = :1 :1 <5+1t>1(t+i_ 1)ado (Gado(h))s_lb) (%ado(h))t_lb.

R | =
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Wegen ad, ((%ado(h))s_1 b) (%ado(h))t_1 b= ad, (( ad, (h))t ! b) (%ado(h))s_1 b, was aus der Tatsache,
daB b € WA (M), folgt, erhalten wir weiter

11T & E t+s 1 o 1 -t
55;@ SH ( . )ado ((;ado(h)) b) (;ado(h)) b,

wobel wir die bekannten Identititen (H";_l) + (H's_l) = (H's_l) + (H's_l) = (tl’s) fiir die Binomialkoef-

t s s—1
fizienten verwendet haben. Schliefllich folgt hiermit aber wegen der Potenzreihenentwicklung von W

die Behauptung, wobei wir wieder b € W@ A' (M) benutzen, um %%ado (eXp(EZ?EZ;)_id b) exp(-ij ((Z)))_idb

durch die rechte Seite der Gleichung (3.80) auszudriicken. \v4
|
Die notwendige Bedingung dafiir, daf der faserweise Automorphismus A eine Aquivalenztrans-
formation zwischen #y;q und *yw;’ induziert, ist also nach der eingangs gemachten Bemerkung ge-
rade dquivalent dazu, dafl *ywi und *w;' dquivalente Sternprodukte sind. Wir wollen nun zeigen,
daf} die Bedingung (3.79) nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend fiir die Losbarkeit der
Gleichung (3.78) ist. Gelingt es uns dies zu beweisen, so haben wir insbesondere einen alternativen
eher konstruktiven Beweis fiir die Aussage [Q] = [] = ¢(*wia) = ¢(*wia’), die natiirlich aus
Folgerung 3.3.21 bekannt ist, gefunden.

Proposition 3.5.3 Seien Dyiq und Dyia zwei Fedosov-Derivationen, die aus (Q,s) und (', s')
mit Q@ = Q' + dC konstruiert seien, wobei C' =3 2 v'C; € I'°°(T*M)[[v]] eine formale Reihe von
Einsformen auf M ist. Dann existiert ein faserweiser Automorphismus A), = exp(%adoWick (h)) mit
h € Ws(M) und o(h) = 0 derart, daff Dwia.' = ApDwiacA—p. Dariiberhinaus kann das durch die
Bedingungen h € Ws(M), o(h) = 0 und (3.78) eindeutig festgelegte Element h rekursiv aus der
Gleichung

%a'dOWick (h)
exp(%adowmk (h)) —id

1
h=C®1+6" (Vh — ;adoWick (rwic )b — (rWick’ — rWick)) (3.81)

bestimmt werden.

BEWEIs: Zum Beweis der Existenz und der Rekursionsformel fiir ein gesuchtes Element h derart, daf§ (3.78)
erfiillt ist, wenden wir =1 auf diese Gleichung an und erhalten mit der Zerlegung (1.38) wegen §=*h = 0
und o(h) = 0 die Gleichung (3.81), die A erfiillen mufl. Definiert man L : Ws(M) — Ws(M) durch La :=

1

_1 1 yadoy, k(a) , . .. AP

Col4+4 (Va — Zadoy;y (Fwick)a — exp(ladow.lck(a))—id(rWiCk — Pwick) ), 80 ist zunéchst zu verifizieren,
v 1C

daB L tatsichlich nach Ws(M) abbildet. Da C erst in erster Ordnung in v beginnt gilt C' ® 1 € Ws(M).
Ferner erhoht %adoWick (a) fiir a € W5(M) den totalen Grad mindestens um eins. Da zusitzlich rwia, rwia’ €
Wa@AY (M) gilt, V den totalen Grad nicht verdndert und =% ihn um eins vergréBert, macht man sich leicht
klar, dafl La € W5 (M) fiir a € W3(M ). Ferner macht man sich mit ebendiesen Eigenschaften der involvierten
Abbildungen leicht klar, dafl L kontrahierend beziiglich der in Abschnitt A.2 erklarten Metrik ist, so dafl es
nach dem Fixpunkt-Satz einen eindeutigen Fixpunkt A € W3(M) der Abbildung L gibt, d.h. Lh = h, der aus
(3.81) rekursiv bestimmt werden kann. Es bleibt nun noch nachzuweisen, daf§ dieser Fixpunkt tatsichlich
auch die Gleichung (3.78) erfiillt. Wir definieren also mit dem Fixpunkt h von L das Element B € W@ A" (M)

durch
_ %a’dOWick (h)
exp(fadoy, (h)) —id

und wollen zeigen, dafl B eine Fixpunkt-Gleichung erfiillt, deren einzige Losung durch 0 gegeben ist, womit
nachgewiesen wire, daff der eindeutige Fixpunkt A von L das eindeutige Element 2 € W5(M) mit o(h) =0
ist, das die Gleichung (3.78) erfiillt. Aus Lh = h erhilt man mit (1.38) unmittelbar =1 B = 0. Ferner erhilt

(rWick/ — rWick) —Dwikh—12C
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man mit einer einfachen aber etwas aufwendigen Rechnung, die &hnlich zur Herleitung der notwendigen
Bedingung fiir die Losbarkeit der Gleichung (3.78) verlauft, die Gleichung

Dwiee )5+ ] (1)T_1 S g (0l (Bl (1=
ic - - — — a ) a ) a .
e exp(%adoWick (h)) —id e rt \v — O Wick OWick OWick
ladOW' k (h) ’
5 = ic - ic = R P! P B ,
exp(%adowick (h)) - ld (Tw k Tw k) 2y rwick chk( )

wobei wesentlich die Bedingung (3.79), Dwic > = 0, die Definition von B und die Gleichung Dwiq (rwic’ —
rwik) = 1 ® (2 — Q) + %(Twmk/ — Pwick ) Owick (Pwick” — Twick) eingeht. Mit der Zerlegung (1.38) erhélt man
hieraus durch Anwenden von §=! wegen §=1B = 0 und ¢(B) = 0, daB8 B die Gleichung

1
B=4" <VB - ;adowick(rWiCk)B - Rh,TWick’JWick(B))
erfiillt. Wir betrachten also die Abbildung L : W@A' (M) — W@A' (M), die durch

~ 1
La:=4§"" (Va - ;adowick (rwick)a — Rh i’ rwick (a))

definiert ist. Wegen h € W3(M), rwic, "wiae’ € Wa @AY (M) und der Tatsachen, daf §=! den totalen
Grad um eins erh6ht und V ihn gleich 148t, gilt, dafl L den totalen Grad mindestens um eins erhoht.
Also besitzt L einen eindeutigen Fixpunkt B = LB € W®A1(M). Da aber 0 offensichtlich ein Fixpunkt
von L ist, erhalten wir B = 0 und somit erfiillt der Fixpunkt h € Ws(M) mit o(h) = 0 der Abbildung
L tatséchlich die Gleichung (3.78). Die Eindeutigkeit von A unter den gestellten Bedingungen folgt dann
natiirlich aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes von L. Aus der Giiltigkeit von (3.78) folgt dann natiirlich
ApDwiccA—n = Dwick — %adoWick (rWick/ - rWick) = QWick/~ O

Aus der Existenz des faserweisen Automorphismus A;, mit Dwia' = ApDwiaA_p und dem
Korollar 1.3.21 erhalten wir also:

Proposition 3.5.4 Seien Dy und Dyi zwei Fedosov-Derivationen, die aus (2, s) und (', s')
mit Q@ = Q' + dC konstruiert seien, wobei C' =322, v'C; € I°°(T*M)[[v]] eine formale Reihe von
FEinsformen auf M ist. Dann ist durch

Apf = o (AnTwa(f)) (3.82)

mit f € C*(M)[[v]], wobei h € W5(M) mit o(h) = 0 die eindeutige Losung der Fizpunkt-Gleichung
(3.81) sei, eine Aquivalenztransformation von (C*(M)[[V]], *wic) nach (C®(M)[[V]], ¥wia’) gege-
ben.

BEwEIS: Die Aussage dieser Proposition folgt direkt aus Proposition 3.5.3 und Korollar 1.3.21. a

3.5.1.2 Ubereinstimmung der Sternprodukte vom Wick-Typ zu verschiedenen Nor-
mierungsbedingungen

Wir wollen nun die Ergebnisse aus dem vorangehenden Abschnitt, in dem wir vollig allgemeine
Sternprodukte #w; und Aquivalenztransformationen betrachtet haben, auf Sternprodukte vom
Wick-Typ spezialisieren und hieraus ableiten, dafi die Sternprodukte vom Wick-Typ nur von der
Wahl von ©Q abhingen.

Wir betrachten also zwei Sternprodukte sy und o’ vom Wick-Typ, die wegen Satz 3.4.12
aus Fedosov-Derivationen Dy und Dy’ konstruiert sind, deren Eingangsdaten (€2, s,,) und
(@, s,') die Bedingungen 7.s,, = w,s, = 7S, = 7zs, = 0 erfiillen und sowohl Q als auch
' vom Typ (1, 1) sind. Damit diese Sternprodukte dquivalent sein kénnen muf natiirlich [Q] = [©]
gelten. Wir wollen uns hierbei auf den Fall Q = Q" konzentrieren.
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Folgerung 3.5.5 Seien ki und *wio' zwei aus den Daten (2, s,) und (9,s,') konstruierte
Sternprodukte vom Wick-Typ auf (M,w, ). Dann induziert der faserweise Automorphismus Ay =
exp(Ladoy,, (h)) von oy, wobei h € Wi(M) mit o(h) =0 aus der Gleichung

%a'dowick (h)
exp(%adowmk (h)) —id

1
h=¢6"1 (Vh — ;adoWick (rwice)h — (Pwick’ — rWick)) (3.83)

rekursiv bestimmt werden kann, gemdff Proposition 3.5.) eine Aquivalenztransformation von #yiq
nach *wiy'.

BEwEIs: Die Aussage folgt direkt aus Proposition 3.5.4, wobei die Rekursionsformel (3.81) fiir A wegen
= Q' die Gestalt (3.83) annimmt. O

Wir wollen nun aus der Tatsache, dafl die Sternprodukte #w;q und #w;’ vom Wick-Typ sind
eine Aussage iiber die spezielle Struktur des gemif (3.83) konstruierten Elementes i ableiten, die
weitreichende Konsequenzen fiir die Beziehung von sy und sy’ hat.

Lemma 3.5.6 Seien *wiq, *wia und h wie in Folgerung (3.5.5) gegeben, dann gilt
m.h = 7mzh = 0. (3.84)

BEWEIs: Zum Beweis dieser Aussage schreiben wir zunéchst Gleichung (3.83) mit m =2y XBar,
wobei B, die r-te Bernoulli Zahl bezeichne (vgl. [61, S. 297 ff.]), als

_ 1 =1 " .
h = (5 1 (vh — ;adoWick (rWick)h — Z_; FBT (;) adOWick (h) (rWick/ _ rWick)) .

Da wir unsere Behauptung per Induktion iiber den totalen Grad beweisen wollen, schreiben wir fiir £ > 3
den Term h*) vom totalen Grad k explizit als

p) = 51| wpte-n_ L S adayi (rwie ) hD
1%

kyHl=k41,1>2
<k <k—1

(o] 1 1 r
- Z FBT (Z) Z Aoy (R - adoy (A7) (rwic” = 7))
r=0 "

ki4...+kprHi=k—142r
3<k j<h—1,1>2

Fiir k = 3 liefert diese Gleichung mit By = 1 explizit A(3) = =5 ((rwia’ — rWick)(z)) = —sn’(?’) +5,3) . Also
folgt 7,h3) = 7zh(3) = 0 da sowohl *wiq als auch *wi,’ vom Wick-Typ sind und deshalb nach Satz 3.4.12
T8y = TsSy = TWy8, = Tzs, = 0 gilt. Zundchst beweisen wir per Induktion iiber den totalen Grad, daf
m,h = 0. Es gelte also m,h{") = 0 fiir 3 < n < k — 1, wobei k > 4 und wir betrachten

R e W > ma(adoyy (rwiaV)REY)
1%

kyHl=k41,1>2
<k <k—1

(o) 1 1 r
- B (Z) > 7o (adoyysey (R - adoyy (BF) (rwic” = Povic) )
r=0

ki4...+kpHi=k—142r
3<kj<k—1,1>2

Aufgrund der Induktionsannahme verschwindet offensichtlich der Term (5;1(Vz7rzh(k—1)). Ferner gilt mit

(3.16) ﬂz(adoWick(rWick(l))h(kl)) = ﬂz((ﬂerick(”)oWickh(kl) — (ﬂzh(kl))oWickrWick(”). Der erste Summand
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hiervon verschwindet, da nach Satz 3.4.12 m,rwiq. = 0 gilt, da *wiq vom Wick-Typ ist. Der zweite Summand
ist dann aber wieder wegen der Induktionsannahme Null, da 3 < k; < k—1. Also ist nur noch fiir den dritten
Summanden im Ausdruck fiir 7,h®*) nachzuweisen, daB dieser verschwindet. Ist der Summationsindex 7 in
diesem Term 0, so erhalten wir den Beitrag —(5;171'2((7“Wick’ — rWick)(k_l)) zu 7. h(F). Da aber sowohl #wicx
als auch *ywiq’ vom Wick-Typ sind gilt 7, rwick = T.rwia’ = 0, also verschwindet auch dieser Beitrag. Ist
der Summationsindex r groBer als Null, so besteht die gesamte Summe offensichtlich aus Termen der Gestalt

ﬂ-z(h(kj)owickA) = Fz((ﬂzh(kj))OWickA) und 7Tz((7°w1ck/ - rWick)(l)OWickB) = Fz((ﬂz(rwmk/ - rWick)(l))OWickB)a

mit gewissen Elementen A € W®A1(M), B € W(M), deren explizite Gestalt fiir den Beweis unwesentlich
ist. Vielmehr ist wichtig, dafl wegen der Summationsbereiche immer k; < k — 1 gilt, so dafi die Terme der
Gestalt 7, ((ﬂzh(ki))oWick A) wegen der Induktionsannahme verschwinden. Die anderen Terme 7, (7, (rwic’ —
rWick)(l))oWickB) verschwinden wiederum, wegen 7,7 wice = > wic’ = 0, so dafl insgesamt 7, A%*) = 0 und
somit induktiv 7. h = 0 folgt. Eine v6llig analoge Uberlegung mit w5 zeigt aber auch, daf m=h = 0. a

Mit den nachgewiesenen Eigenschaften des Elementes h, welches die Aquivalenztransformation
VON *yic Nach #y;. festlegt, konnen wir nun zeigen, dafl die Sternprodukte *y;q und *yw;’ sogar
iibereinstimmen.

Satz 3.5.7 Seien xwiq, und xwio' zwei aus den Daten (2, s,.) und (2, s,.") konstruierte Sternpro-
dukte vom Wick-Typ auf (M,w,I). Dann ist die gemdff Folgerung 3.5.5 durch den faserweisen
Automorphismus Ay, induzierte Aquivalenztmnsformation VON Fywiae nach *wia' die Identitdt, d.h.
die Sternprodukte *wio, und *wia' stimmen tiberein.

BewEIs: Fiir f € C°(M)[[v]] ist die durch A, induzierte Aquivalenztransformation Aj, durch

A= oA (1) = @ (650 (oo (1)) (1)) = £+ 0 (i% () adoWiCkw)’“TWick(f))

gegeben. Nun besitzen alle in der Summe iiber » vorkommenden Terme die Gestalt
o(howia A) = mzms(howiaA) = o((msh)owia A)  und  o(Bowiah) = m.mx(Bowia h) = o(Bowia (7zh))

mit gewissen Elementen A, B € W(M). Nach Lemma 3.5.6 gilt aber m,h = 7mzh = 0, so daf die gesamte
Summe verschwindet und A, f = f fiir alle f € C®(M)[[v]], also A = id folgt. Die Aussage, dafl dann *w;q,
und i libereinstimmen ist trivial. |

Aufgrund der Aussage dieses Satzes erhalten wir also, dafl die Sternprodukte vom Wick-Typ,
die wir aus den Daten (€, s,,), aus denen wir ry;, und somit D, erhalten, konstruieren, nicht
von s;, abhdngen. Wir konnen also immer s,, = 0 wihlen, so dafl die von uns angegebene Fedosov-
Konstruktion bzw. die daraus resultierenden Sternprodukte vom Wick-Typ nur von einer formalen
Reihe Q geschlossener Einsformen vom Typ (1,1) auf M abhingen. Die Fedosov-Konstruktion
vermittelt also eine Abbildung

W . Q — Xwick — W(Q)7 (3-85)

die einer formalen Reihe Q = 3", v'Q; geschlossener Zweiformen vom Typ (1,1) ein Sternprodukt
kwice vom Wick-Typ auf (M, w, I') zuordnet. Wir wollen in den beiden folgenden Abschnitten zeigen,
dafB diese Abbildung eine Bijektion zwischen {Q = 3252 v'Q; € T (A*T*M)[[v]] | dQ = 0, 7"'Q =
Q} und der Menge der Sternprodukte vom Wick-Typ auf (M, w, I') vermittelt. Hierzu werden wir im
ndchsten Abschnitt zun&chst einige Ergebnisse von A. Karabegov fiir Sternprodukte mit Separation
der Variablen auf die Sternprodukte vom Wick-Typ iibertragen.
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3.5.2 Die eindeutige Charakterisierung von Wick-Typ-Sternprodukten a la Ka-
rabegov

Diesen Abschnitt wollen wir darauf verwenden, einige Ergebnisse aus den Artikeln [67, 68, 69]
von A. Karabegov zum Thema Sternprodukte mit Separation der Variablen auf die Sternprodukte
vom Wick-Typ zu {ibertragen. Wir wollen hierbei weitgehend auf Beweise der angefiihrten Aus-
sagen verzichten und verweisen hierfiir auf [67, 68, 69]. Ferner wollen wir spiter die vorgestellten
Ergebnisse auf die mit der Fedosov-Konstruktion erhaltenen Sternprodukte iy vom Wick-Typ
anwenden und somit nachweisen, daf§ mit dieser alle Sternprodukte vom Wick-Typ auf (M,w,I)
erhalten werden kénnen.

Wir betrachten ein Sternprodukt xwiq vom Wick-Typ auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit
(M,w, I). Ferner sei (z, V) eine lokal holomorphe Karte von M, wobei V' C M eine zusammenzieh-
bare offene Menge sei. Dann kann Karabegov in [67, Prop. 1] zeigen, daf es fiir 1 < k < dim¢(M)
lokal definierte formale Funktionen wuy € C*(V)[[v]] derart gibt, daf

{ { {
Uk Hwick 2 — 2 Kwick Uk = —VO}, (3.86)

gilt. Man beachte, daf sich diese Gleichung um ein Vorzeichen, von der von Karabegov angegebenen
unterscheidet, da wir Wick-Typ-Sternprodukte betrachten, und eine andere Vorzeichenkonvention
fiir die Poisson-Klammer verwenden. Vollig analog gilt dann, dafi weiter lokal definierte formale
Funktionen ©; € C*(V)[[v]] fiir 1 <[ < dimg(M) existieren, so daBl

— —k =k — k
U *wick & — 2 Kwick V] = 1/57 (3.87)

gilt. Unter Verwendung der Tatsache, dall xyiy ein Sternprodukt vom Wick-Typ ist, kann man
zeigen (vgl. [67, Lemma 2]), daB fiir diese lokal definierten formalen Funktionen und alle f €
C>(V)[[v]] die Gleichungen

[ xwiae ug = fup +vZi(f) und Ul *wie [ =01f +vZi(f) (3.88)

gelten. Ferner definiert Karabegov unter Benutzung der Funktionen uy, 7, € C*(V)[[v]] formale Rei-
hen lokal definierter Einsformen «, 3 € I'*°(T*V)[[v]] durch a := —uydz* vom Typ (1,0) und 8 :=
7;dZ vom Typ (0,1). Da die *y;q-Rechtsmultiplikation mit uj mit der xy;q-Linksmultiplikation mit
T, kommutiert erhélt man mit (3.88), daB Z;(ux) = Zx (%), so daB also dow = 93 gilt. Dariiberhinaus
kann man zeigen, dafl man durch diese Definition eine formale Reihe von geschlossenen Zweiformen
auf M vom Typ (1, 1) erhélt, indem man zum einen nachweist, dafi diese Form nicht von der Wahl
der Losungen uy bzw. T; der Gleichungen (3.86) bzw. (3.87) abhdngt und tatsichlich auf Durch-
schnitten der Definitionsbereiche verschiedener holomorpher Karten von M iibereinstimmt. Die
so definierte, einem Sternprodukt xui, vom Wick-Typ zugeordnete formale Reihe geschlossener
Zweiformen auf M vom Typ (1,1) wollen wir mit K (xwia) bezeichnen und nennen sie Karabe-
gov’s charakterisierende Form. Auch hier sollten wir darauf hinweisen, dafl wir die Definition von
K (*wic ) geeignet um einen Faktor % modifiziert haben, da wir im Unterschied zu A. Karabegov
den formalen Parameter nicht als reell betrachten. Betrachtet man die erste Ordnung im formalen
Parameter der Gleichungen (3.86) bzw. (3.87), so weist man leicht nach, da8l der Term nullter Ord-
nung in v gerade durch die symplektische Form w der Semi-K&hler-Mannigfaltigkeit gegeben ist,
d.h. K (*wice) = w + K (*wia) T, wobei K (xwiq )T in nullter Ordnung von v verschwindet. Nach den
9-0-Poincaré-Lemmas (vgl. [112, Lemma 2.15]) gibt es nun auf einem zusammenziehbaren Defini-
tionsbereich V' einer holomorphen Karte lokal definierte Funktionen ¢ € C*(V)[[v]], derart, daf
K (*xwia )|y = 03¢, man nennt ¢ das formale lokale Kihler-Potential von K (e ). Schreibt man
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@ = o + @4+ s0 ist @ ein lokales K&hler-Potential der symplektischen Form w. Man weist dann
leicht nach, dafi mit einem derartigen lokalen Potential fiir alle f € C*(V)[[v]] die Gleichungen

f *wic Zk (99) = fZy (‘P) + vy (f) und 71(99) *wick [ = 71(99)f + I/Zl(f) (3-89)

erfiillt sind. Somit gilt also der Satz:

Satz 3.5.8 ([67, Thm. 1]) Sei *xy; €in Sternprodukt vom Wick-Typ auf der Semi-Kdhler-Man-
nigfaltigkeit (M, w, I), dann definiert K (xwi.) €ine diesem Sternprodukt zugeordnete formale Reihe
geschlossener Einsformen vom Typ (1,1) auf M, die eine formale Deformation der Semi-Kdhler-
Form w ist. Falls p € C*(V)[[v]] eine lokales formales Kihler-Potential der Form K (xwi.) ist, so
gilt fir alle f € C*(V)[[v]] die Gleichung (3.89).

Im Abschnitt 3.5.3 werden wir fiir die von uns konstruierten Fedosov-Sternprodukte *w;, vom
Wick-Typ Karabegov’s charakterisierende Form K (i) bestimmen, was es uns erméglichen wird
die Sternprodukte #y;q zu identifizieren. Um einzusehen, dafl durch die Kenntnis von Karabegov’s
charakterisierender Form eine Identifikation der Sternprodukte i erfolgt, ben6tigen wir noch
eine weitere Aussage aus [67, Thm. 2].

In [67, Sec. 4] zeigt Karabegov mit Hilfe lokaler Argumente, dafl man zu einer gegebenen for-
malen Deformation der symplektischen Form vom Typ (1, 1) ein Sternprodukt xwi, vom Wick-Typ
auf (M, w, I') konstruieren kann, so daf§ die charakterisierende Form K (xwi.) durch die vorgegebene
Deformation von w gegeben ist. Hiermit formuliert Karabegov dann den folgenden Satz, den wir
auf unsere Situation fiir Sternprodukte vom Wick-Typ iibertragen:

Satz 3.5.9 ([67, Thm. 2]) Die Sternprodukte vom Wick-Typ auf einer Semi-Kdihler-Mannig-
faltigkeit (M, w, I) sind in Bijektion zu den formalen Reihen geschlossener Zweiformen vom Typ
(1,1) (die in nullter Ordnung von v verschwinden) auf M. Hierbei wird die bijektive Abbildung,
die einem Sternprodukt xwiq, €ine solche Zweiform zuordnet, durch Karabegov’s charakterisierende
Form vermittelt, und ist durch

Fwicx — K (*kwia) — w (3.90)

gegeben.

Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, daf§ die Abbildung in (3.90) gerade die Umkehrab-
bildung zu der vermoge der Fedosov-Konstruktion in (3.85) definierten Abbildung W ist, die 2 das
entsprechende Sternprodukt i, vom Wick-Typ zuordnet. Um einzusehen, dafl ein Sternprodukt
*wix vom Wick-Typ durch die Form K (5w ) charakterisiert werden kann, wollen wir nun noch
einen Beweis dafiir angeben, daf} ein Sternprodukt vom Wick-Typ auf (M, w, I') durch eine formale
Deformation der symplektischen Form vom Typ (1, 1) festgelegt ist.

Satz 3.5.10 Seien kwio und xi,., zwei Sternprodukte vom Wick-Typ auf (M,w,I) und sei d =
{U, }ocs eine lokal endliche, gute, offene Uberdeckung von M durch Definitions-Bereiche holomor-
pher Karten von M. Ferner sei K = w+ Kt eine formale Reihe geschlossener Zweiformen vom
Typ (1,1), wobei KT in nullter Ordnung in v verschwindet. Seien weiter o, € C*(U,)[[v]] formale
lokale Kihler-Potentiale von K, d.h. K|y, = 00¢,.

i.) Falls fiir alle o € J und jeweils alle f € C*(Uy,)[[V]]

I xwiae Z(9a) = f*(zwck Zg($a) (3.91)

. . P
gilt, so stimmen xwiq, und iy, Uberein.
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ii.) Falls fir alle o € J und jeweils alle f € C*=(U,)[[V]]

Z1(Pa) *wiac [ = Z1(0a) ¥wiac (3.92)
gilt, so stimmen sy und 4, iberein.

BEwEIs: Wir nehmen an, daf} die Bidifferentialoperatoren C; und CY, die die Sternprodukte *wic, und x4y,
beschreiben fiir 0 < ¢ < k — 1, wobei k& > 1, iibereinstimmen und wollen unter Benutzung der Gleichung
(3.91) und der Voraussetzung, daff beide Sternprodukte vom Wick-Typ sind, nachweisen, daf C und Cj,
ebenfalls tibereinstimmen, da dann induktiv folgt, daB xwiq und *iy; . tibereinstimmen, da alle Sternproduk-
te in nullter Ordnung im formalen Parameter {ibereinstimmen. Aus der Assoziativitdt beider Sternprodukte
in der Ordnung k im formalen Parameter erhilt man mit der obigen Induktionsannahme, dafl Cj — C, ein
Hochschild-Kozyklus ist. Nach dem Hochschild-Kostant-Rosenberg-Theorem existiert somit ein Differential-
operator B auf C*° (M) und eine Zweiform A auf M, so da8 (C, —C})(f, 9) = (0a B)(f, 9)+ A(X;, X,) fiir alle
f,g € C=(M). Betrachtet man den total antisymmetrischen Anteil der Assoziativitit beider Sternprodukte
in der Ordnung & 4 1 im formalen Parameter, so erhilt man, dafl A geschlossen ist, d.h. dA = 0. Indem wir
den antisymmetrischen Anteil der gefundenen Gleichung betrachten erhalten wir, da dg B ein symmetrischer
Bidifferentialoperator ist, die Gleichung

A1, Xy) = 4 (Cul,0) = Cilg, ) = CL(F.9) + Chlo. 1)

Sei nun z eine lokal holomorphe Karte auf #/,. Da der Bidifferentialoperator C(f,g) = A(Xf, X,) offen-
sichtlich von der Ordnung 1 in jedem Argument ist, reicht es um A festzulegen, diese Gleichung auf den
Koordinaten-Funktionen 2* 7' auszuwerten. Da wiq und =4, vom Wick-Typ sind, gilt Cy(z',2*) =
Ci(Z, %) = Cp(7,7") = CL(Z',7") = 0 und wir erhalten wegen X,x = —%gkﬁ7n und Xz = ?—glem
die Gleichungen

0= A(X,0, X)) = —4¢" ¢ A(Zp, Zrp)  und 0= A(Xow, Xo1) = —4g" g™ A(Z), Zp).

Da man diese Argumentation fiir alle « € J mit einer entsprechenden lokal holomorphen Karte durchfithren
kann, folgt hieraus wegen der Nicht-Ausgeartetheit von g aber, daf A vom Typ (1, 1) ist. Schreibt man also
in lokalen Koordinaten A = Aﬁdzi AdZF | so gilt A(Xy, X,) = 4Ai;gilg”j (Zi(F)Zn(9) — Zi1(9) Zn(F)). Wir
bendtigen nun noch eine Aussage iiber den symmetrischen Anteil dy B der Differenz der Bidifferentialopera-
toren Cj — C..

Sublemma 3.5.11 Sei dg B ein Bidifferentialoperator der in lokalen holomorphen Koordinaten (z,Uy) die

Gestalt ' :
(@aB)(f,9) = > CKE (3|K|f oltly N oKl 3|L|f)
K,

oK gzt oK gzt

besitzt und auf Konstanten verschwindet, dann gilt, daff dg B in lokalen holomorphen Koordinaten (z,Uy)
die Gestalt

(uB)(f,9) = C*(Z(HZ0(9) + Zk(9)Z1(F))
besitzt, wobei C* die Komponenten eines Tensorfeldes C € T (TM @ TM) vom Typ (1,1) bezeichnet.

BEwETs: Wegen 62 = 0 gilt fiir alle f,g,h € C®(M) offensichtlich 0 = f(6uB)(g,h) — (duB)(fg,h) +
(g B)(f,gh) — (du B)(f, g)h. Wertet man diese Gleichung fiir f,g,h € C*°(M) mit g|v, hlz € O(U), wobei
U C M eine offene Menge mit U NU, # 0 sei, aus, so erhalt man mit der obigen Gestalt von dyx B,
unter Beriicksichtigung der Tatsache, daf8 |K| und |L| mindestens eins sein miissen, da dgz B auf Konstanten
verschwindet, auf U, N U die Gleichung

9K gzL YK o7k 9Kz

0= CKE (3'K'(gh) oy aKlhaltly oIl alf'f)

KL
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Diese Gleichung bedeutet aber, dafl auf U, ZKI CEL aaljlf aal;g = Zk,f C'k?ka(f) ot l
man, indem man die obige Gleichung fiir f|r, gl € O(U) auswertet

o [0 9 (fg) OIEIp 9Ll § OIEIp 9Ll g
— K;L _ —
0= ZC ( 9:K g7 992K gzt 9K o7L |°

sodaB ) T cKiL aaljlf a(,)l;g =2 kI C'Kl ol lf Z1(g) folgt. Insgesamt folgt hieraus aber die Behauptung. <7

Da nun beide Sternprodukte i und *chk vom Wick-Typ sind, folgt aus (Cr—C})(f,9) = (0uB)(f, 9)+
A(Xy, Xy), daB (duB)(f,9) = %((C’k —C)(f,9) + (Cu — C) (g, f)) von der Gestalt wie im eben bewiese-

nen Sublemma ist. Da ferner C und C} auf Konstanten verschwinden, erhalten wir also (dxB)(f,g) =

C’ki(Zk(f)7l (9) + Zi(9)Z,(f)). Insgesamt haben wir also gezeigt, dafl

(Cr — CL)(f.9) = C*(Zk(NZ1(9) + Zi(9)Z1(£)) + 414:39" 9™ (Z1(£) 20 (9) — Z1(9) 20 (£))

gilt. Da aber sowohl Cj; als auch C}, im ersten Argument nur in holomorphe und im zweiten Argument nur in

anitholomorphe Richtungen differenzieren, muf} ferner ol = —4Ai—g” 7 gelten und wir erhalten schlieBlich

(Cr = CR)(f.9) = 849" g™ Zu(f)Z1(9)-

Erst jetzt benotigen wir die Voraussetzungen (3.91) bzw. (3.92) um i.) und ii.) zu beweisen. Betrachtet man
die Gleichung fxwic Zk(pa) = [ *wia 2k (pa) in der Ordnung k des formalen Parameters, so folgt wegen der
Annahme, daff C; = Cf fiir 0 < ¢ < k—1 die Gleichung Ci(f, Z, (¢a0)) —C,(f, Zn(pan)) = 0 fiir f € C*°(Ua),
wobel pq0 ein lokales Kéhler-Potential fiir w bezeichnet. Setzt man hier nun die oben abgeleitete Gestalt
von (Cy — CY}) ein, so erhélt man 0 = —SAZ»;gﬁgijm(f) %gni = —4iAn;gm7Zm(f) fiir alle f € C™(U,).
Da g nicht ausgeartet ist, impliziert das aber, dafi die Komponenten der Einsform A auf U, verschwinden.
Da aber o € J beliebig war, folgt hieraus A = 0 und somit Cy = Cj, so dafl i.) bewiesen ist. Betrachtet
man in der Gleichung El(goa) *wick | = El(goa) *uie. [ ebenfalls die k-te Ordnung in v, so folgt analog
Ce(Zi(pa0), f) — C,g(?l(goao), f) = 0 und wie im Beweis von i.) erhdlt man hiermit A = 0, womit auch ii.)
bewiesen ist. d

Die Aussage dieses Satzes bedeutet, daf ein Sternprodukt vom Wick-Typ eindeutig durch die
Giiltigkeit einer der Gleichungen (3.89) in jeder holomorphen Karte (z,V) und somit durch K
festgelegt ist. Dieser Satz stellt aber auch die Grundlage fiir den im néchsten Abschnitt gegebenen
Beweis fiir die Aussage, dal man mit unserer Fedosov-Konstruktion jedes Sternprodukt vom Wick-
Typ erhilt, dar.

3.5.3 Identifikation der Fedosov-Sternprodukte vom Wick-Typ

Wir wollen in diesem Abschnitt Karabegov’s charakterisierende Form K (k) fiir die von uns
konstruierten Sternprodukte vom Wick-Typ bestimmen. Ferner kénnen wir mit diesem Ergebnis
nachweisen, daf die durch diese Konstruktion vermittelte Abbildung W gemifi Gleichung (3.85)
eine Bijektion ist. Um K (i) bestimmen zu kénnen, bendtigen wir also lokale formale Funktionen
ur € C=(V)[[v]] mit

I I I
Uk kwick 2 — 2 Fwick Uk = _V5k7

wobei (z, V) eine lokale holomorphe Karte von M bezeichnet. Bezeichnet man mit ¢g ein lokales
Ké&hler-Potential von w, so gilt offensichtlich

—5j, {Z1(g0), '} = =X 7,(00) (2)) = = (710X 3, (40)) () = —U(ﬁwlvonkwo)TWick(Zl))

= _O-('CZkTWick (Zl))7
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wobei wir im vorletzten Schritt benutzt haben, daf die Lie-Ableitung mit ¢ vertauscht und letztlich
verwendet haben, dafl WI’OXZk(%) = Zj. Definiert man also ugo := Zx(po), so miissen wir die
Existenz lokaler formaler Funktionen uyy € C*°(V)[[v]] zeigen, so daf

1

_O-(’CZkTWiCk(Zl)) = ;U(adowick (Twia (ko + uk+))TWick(Zl))

gilt. Wir benutzen nun die analoge Form der deformierten Cartan-Formel aus Proposition 2.3.11
(2.49) fiir Dyia, deren Beweis direkt vom Fall Dy auf die hier vorliegende Situation iibertragen
werden kann, um die Lie-Ableitung Lz, als

) ) 1 ) ) " )
»CZk = Dwickla (Zk) + la(Zk)CDWick + ;a‘dowick (la (Zk)rwick) + ls(Zk) + (dZ & 1)15(VZnZk)

zu schreiben, wobei wir V3, 7; = 0 verwendet haben. Wegen o ((dz" @ 1)is(V 2, Zk) Twia (2')) = 0,
@WickTWick(zl) =0 und ia(Zk)TWick(zl) = 0 gilt also

1 . .
_U(L:Zk TWick (Zl)) = —0 (;a‘dowick (la(Zk)rWick)TWick (Zl) + ls(Zk)TWick (Zl)) .

Definiert man nun ay :=iz,w® 1 € W(V), so findet man mit der expliziten Gestalt von oy, daf
is(Z1r) = —Ladoy,, (ar) gilt, und wir —o(Lz, Twia (2')) mit o = 7.7z und (3.16) durch

—0 (L7, Twick (Zl))
1 . 1 )
= _;U((ﬂ-z(la(zk)rwick - ak))owick (TETWick (Zl))) + ;U((TZTWick (Zl))owick (TE(la(Zk)rWick - ak)))
ausdriicken konnen. Offensichtlich gilt 7 ar = 7.(izw ® 1) = 0, da w vom Typ (1,1) ist und
Tota (Zk)Pwick = ta(Zk)TaTwiae = 0 nach Satz 3.4.12, so dafl wir mit —52 = —O'(,CZkTWick(Zl)) schlief3-
lich die Gleichung
_V(Si = U((TZTWick (Zl))owick (TE(ia(Zk)rWick - ak)))

erhalten. Da wir nach einer formalen Reihe lokal definierter Funktionen uxy € C°°(V)[[v]] su-
chen, derart, daf} fiir ur = wuro + ury die Gleichung —1/5,1g = UpkwiZ — 2 kit gilt, muf
77 (1 (Zk ) Pwie — k) in enger Beziehung zur Fedosov-Taylor-Reihe der noch zu bestimmenden Funk-
tion uy stehen. Falls ndmlich mzmwia (ur) = we — 72(ia (Zk) rwice — @) = up — Tzta(Zk) rwiae + ak
gilt, so ist U((TZTWick (Zl))owick (TE(ia(Zk)rWick - ak))) = U((TZTWick (Zl))owick (Uk — TzTwick (Uk))) =
wpzt — i ttr = Urtwin st — 2% wiactts. Also haben wir gezeigt:

Lemma 3.5.12 Sei ¢ ein lokales Kdihler-Potential von w auf dem offenen zusammenziehbaren
Definitionsbereich V' einer holomorphen Karte (z2,V) von M und sei upg € C*(V) durch uyo :=
Zy (o) definiert. Falls es lokal definierte formale Funktionen upy = > o0, viug; € C(V)[[v]] gibt,
so daf fiir ur, = upo + upt

TzTwick (Uk) = ug + ika @1 — 7z, (Zk)rwick (3-93)
gilt, dann gilt upxwiaz' — 2 % wiauy = —1/52.

Es bleibt also zu zeigen, daB es solche Funktionen wie in (3.93) gibt, und um die charakteri-
sierende Form K (#ywiq) bestimmen zu kdénnen, bendtigen wir neben ihrer Existenz auch konkrete
Aussagen iiber deren Gestalt.

Proposition 3.5.13 Mit den Bezeichnungen von Lemma 3.5.12 gelten folgende Aussagen:
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i.) Fir alle upy € C(V)[[v]] gilt o(up 4+ iz,0 @ 1 — w21, (Zk) rwia) = up und
1 = .
—0zAr + Vz A, — ;TE(rWickOWickAk) =1® (8uk+ - ZZkQ)v (3-94)

wobel Ay, = up + iz,w @1 — 7ziy (k) rwia € W(V).

ii.) Bs gilt mzTwia(ug) = up + iz,w0 @ 1 — 7510, (Zk) rwiac. genau dann, wenn Oupy — iz, = 0.
Falls upy = Zi(py), wobei oy € C(V)[[v]] ein lokales Kdhler-Potential fir Q ist, d.h.
88@4— = Q|V; 50 gill T=Twicx (Uk) = up+ ika ®1- ﬂ-?ia(Zk)rWick'

iii.) Karabegov’s charakterisierende Form K (kwi.) des Sternproduktes sy, vom Wick-Typ ist

durch
K (fwiex) = w + Q (3.95)

gegeben.
iv.) Fir alle f € C(V)[[v]] und ux wie in ii.) gilt

Trwiacur = fug +vZg (). (3.96)

BeEwgEIs: Offensichtlich gilt fiir alle uiq € C=°(V)[[V]] o(ur + iz,w @ 1 — mxia (T ) rwick) = ui, da 0 = 7z,
und 7, (iq (75 ) rwiar) = 0. Weiter berechnen wir zum Beweis von i.)

oz(up +iz,w © 1 = mria(Zi)rwia) = 1 @ iz,w — 7501 (Zg ) rwiac = 1 @ iz,w — 77 (is (Zi ) rwice — ta (21 )T wick),
wobei wir (2.51) und (3.24) verwendet haben. Mit der Gleichung (3.7) fiir rwiq erhalten wir hieraus wegen
T7ig (Zk)R = 0, mit m7rwicx = 0 und
Fz(ia(Zk)(TWickOWickTWick))
= FZ((ia(Zk)TWick)OWick(FZTWick)) - F?(rwickowick(ia(Zk)rWick)) = _ﬂ-?(rwickowick(ia(Zk)rWick))

das Zwischenresultat

Or(up +iz,w @1 — mxiq (71 ) rwick)
. . . 1 . .
= 1Qig,w — 75l (Zk)rwicx + 751 (Z1) Vrwia) + ;WZ(rWickOWick (ia(Zg)rwic)) + 1 ® 2,8,

da Q vom Typ (1,1) ist. Ferner gilt wegen Vz Zr = 0 und Vz w = 0, dafl auch Vz iz, w verschwindet, so
daB wir mit (2.54) und (3.24)

Va(ur + iz,w @ 1 — w20 (75 ) rwicc)
= 1@ 0up — m=(Lz, rwick — (42" © 1)is(Vz, Ze)rwice — ia(Z) Viwia) = 1 @ Qg + mzia (Zk) Vrwic

erhalten, da wegen mzrwia. = 0 natiirlich auch 7Lz, rwiac = 0 gilt. SchlieBlich berechnen wir wieder mit
T wick = 0

1 1

—;ﬂ'z(rwmkowmk(uk +iz,w @1 — w5 (Zy)rwick)) = —75(0s (Z1) Pwiek ) + ;ﬂ'z(rwmkowmk(ia(Zk)TWick)),

wobei wir neben (3.16) die triviale aber hilfreiche Identitat 0 = m#((iz,w ® 1)owiarwia) und is(75) =
—%adoWick ((iz,w ®1)) verwendet haben. Kombiniert man nun unsere drei Zwischenresultate, so findet man
wegen ugg = Zgpo bzw. Jugg = iz,w die Gleichung (3.94), womit i.) bewiesen ist. Nach Proposition 3.4.6
ii.) gilt nun wegen o(Ay) = ug, daB Ay = mrTwia (ug) genau dann, wenn Oupy — iz, Q = 0. Diese Gleichung
ist aber offensichtlich dann erfiillt, wenn wiy = Z;(p4) mit einem lokalen Kahler-Potential ¢4 von € gilt.
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Nach Lemma 3.5.12 gilt in diesem Fall ug ki 2t — 2 ki Uy = —1/(52, so dafl wir gemé&B der Definition der
charakterisierenden Form K (#w;q ) fiir diese mit ug = Z5(¢) = Zk(po + ¢4)

K (*wick) = —g(ukdzk) = —g(uk) AdzZF = d2F A iz,(w+Q)=w+Q

erhalten, womit iii.) bewiesen ist. Zum Beweis von iv.) berechnen wir fiir f € C*°(V)[[v]] mit mzrwia (u) =
ugp +iz,w @1 — ina(Zk)TWick, QWickTWick(f) =0 und (3~16)

Frwicts = 0(Twiek (f)owicr (g + iz,w @ 1 — i0(Zr) rwick )

= Jfur + QTVgnmU(is(Zn)TWick(f))(ika)(Zm) + 0 (i (Z )ado ;o (Twick) Twick (f))
_U((ia(Zk)rwick)owickTWick(f))
= fuk + VU(is(Zk)TWick(f)) + VU(ia(Zk)(v - 5)7'Wick(f)) - U((ina(Zk)TWick)OWickTWick(f))~
Weiter erhalten wir wegen 7,iq(Z5)rwic = Ga(Zk)Tsrwiace = 0 und io(Z3)(V = §)rwia(f) = (Vz, —
is(Zk))Twick (f) das Ergebnis
Frwiaur = fup + vo(Vz, rwia(f)) = fur + v Z5(f),

und die Proposition ist bewiesen. a
Indem man die Beweise von Lemma 3.5.12 und Proposition 3.5.13 geringfiigig modifiziert, kann
man ebenfalls die Existenz lokal definierter formaler Funktionen v; € C*(V)[[v]] nachweisen, fiir die

ki 2° — % U] = 1/5[5 gilt. Der Vollstdndigkeit halber geben wir die entsprechenden Ergebnisse
an, wollen aber auf einen Beweis verzichten, da fiir die Identifikation der Sternprodukte *w;, nach
Satz 3.5.10 der Nachweis der entsprechenden Eigenschaften der Funktionen wy bzw. o, fiir einen
der beiden Funktionentypen geniigt. Zudem lassen sich die entsprechenden Beweise, die wir gefiihrt
haben, leicht auf diese Aussagen iibertragen.

Lemma 3.5.14 Sei ¢ ein lokales Kihler-Potential von w auf dem offenen zusammenziehbaren
Definitionsbereich V. einer holomorphen Karte (z,V) von M und sei Ty € C*(V) durch Ty :=
Z1(o) definiert. Falls es lokal definierte formale Funktionen Ty = Y20, v'5,; € C°(V)[[V]] gibt,
so daff fiir v; =V + Ui+

T2 Twiae (U1) = T) — izw @14+ Tzia(7l)7‘w1ck (3.97)
gilt, dann gilt Tixwin Z° — Z¥ w01 = 1/57?.
Proposition 3.5.15 Mit den Bezeichnungen von Lemma 3.5.14 gelten folgende Aussagen:
i.) Fir alle v € C*(V)[[v]] gilt o(v; — izw@1l+ 740 (Z) Pwia) = ) und

_ — 1 — .
—6.B1+ V.B + ;rZ(BZOWiCkrWiCk) =1 (004 +iz,Q), (3.98)

wobei By :=T; — izw ® 14+ Tzia(71)f‘wick e W(V).

ii.) Es gilt ﬂ'ZTWici(El) =0 —izw®1l+ Ti0(Z)) rwiac genau dann, wenn 0T + iZQ = 0.
Falls vy = Zi(¢4), wobei oy € C(V)[[V]] ein lokales Kdhler-Potential fir  ist, d.h.
004 = Qlv, so gilt 7, Twia (V1) =75 — izw @ 1+ 70 (Z1) Pwick -

iti.) Auch mit den Funktionen v, ergibt sich fiir Karabegov’s charakterisierende Form K (*wi. ) des
Sternproduktes *yio. vom Wick-Typ

K (kywia) = w + Q. (3.99)
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iv.) Fir alle f € C*(V)[[v]] und 77 wie in ii.) gilt

Ttwia/ = 0if +vZi(f). (3.100)

Die Aussagen iii.) und iv.) von Proposition 3.5.13 und 3.5.15 stellen die Verallgemeinerung des
von Karabegov fiir den Fall = 0in [69, Sec. 4] bewiesenen Theorems dar.

Unter Verwendung des von A. Karabegov bewiesenen Satzes 3.5.8 kénnen wir mit dem von
uns bewiesenen Satz 3.5.10 zeigen, daf} alle Sternprodukte vom Wick-Typ auf einer Semi-Kahler-
Mannigfaltigkeit mit der von uns angegebenen Fedosov-Konstruktion erhalten werden kénnen.

Satz 3.5.16 (Universalitat der Fedosov-Konstruktion fiir Sternprodukte vom Wick-
Typ) Fiir alle Sternprodukte xwi., vom Wick-Typ auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit (M, w, I)
existiert eine Fedosov-Konstruktion mit owia, so dafs das hiermit konstruierte Sternprodukt g,
mit xwia Ubereinstimmt. Ferner ist die vermdge der Fedosov-Konstruktion definierte Abbildung

W . Q — *Wick — W(Q)7 (3.101)

die einer formalen Reihe Q@ =3 77, V'Q; geschlossener Zweiformen vom Typ (1,1) ein Sternprodukt
vom Wick-Typ zuordnet, eine Bijektion und die Umkehrabbildung dieser Abbildung ist durch %y —
K (*wiex) — w gegeben, wobei K (xwio) Karabegov’s charakterisierende Form bezeichnet.

BEWEIS: Die Universalitdt der Fedosov-Konstruktion bedeutet gerade, dafl die Abbildung W surjektiv ist,
also zeigen wir, dafl es zu einem gegebenen Sternprodukt *wig vom Wick-Typ ein € gibt, so dafl xwiq =
W(Q) = *wia. Zu einem gegebenen Sternprodukt vom Wick-Typ existiert nach Satz 3.5.8 Karabegov’s
charakterisierende Form K (xwic ), die vom Typ (1, 1) ist, und fiir ein formales lokales Kahler-Potential ¢ auf
V C M dieser Form sind dann fiir f € C*(V)[[v]] die Gleichungen (3.89) erfiillt. Verwendet man aber die
Fedosov-Konstruktion fiir = K (xwia ) — w, so gelten fiir dieses lokale Potential ¢ nach den Propositionen
3.5.13 und 3.5.15 die Gleichungen fxwia Zx(¢) = fZk (@) + vZe(f) und Zi(p)*wia f = Zi(o)f + vZi(f).
Nach Satz 3.5.10 folgt dann aber aus jeder dieser Gleichungen, daf} i = *wick, womit gezeigt ist, dafl die
Abbildung W surjektiv ist. Da ferner nach den Aussagen iii.) der Propositionen 3.5.13 und 3.5.15 K (#wi) =
w+Q gilt, folgt K(W(Q)) —w = Q, so dal W auch injektiv ist und auch gezeigt ist, dafl die Umkehrabbildung
zu W odurch #wia — K(*wia) — w gegeben ist. |
Eine relativ erstaunliche Folgerung aus diesem Satz ist:

Folgerung 3.5.17 Alle Sternprodukte sy vom Wick-Typ auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit
(M,w, 1) sind vom Vey-Typ.

BEwEIs: Nach Satz 3.5.16 erhilt man mit der Fedosov-Konstruktion mit oy, alle Sternprodukte vom Wick-
Typ. Da aber nach Satz 1.3.13 wegen der Eigenschaften von V alle Sternprodukte #w;q (auch diejenigen,
die nicht vom Wick-Typ sind) vom Vey-Typ sind, folgt hieraus die Behauptung. a

Eine weitere einfache Folgerung, die Karabegov in [68, Thm. 3] bewiesen hat, aus den Aussa-
gen iii.) der Propositionen 3.5.13 und 3.5.15 und der in Abschnitt 3.3 erfolgten Bestimmung der
charakteristischen Klasse ¢(#wi) und des Satzes 3.5.16 ist:

Folgerung 3.5.18 ([68, Thm. 3]) Die charakteristische Klasse ¢(xwi) eines Sternproduktes xwie
vom Wick-Typ auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit (M, w, I) ist mit Karabegov’s charakterisie-
render Form K (xwia ) durch c(xwia) = %[K(*Wick)] - %[,0] gegeben, wobei p die in (3.3) definierte
Ricci-Form bezeichnet.
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BEWEIs: Mit den Aussagen von Satz 3.3.20 und den Aussagen iii.) der Propositionen 3.5.13 und 3.5.15 findet
man fiir *w;q. die Gleichung ¢(*wia ) = %[K(*Wick)] — %[p] Da aber nach Satz 3.5.16 jedes Sternprodukt ek
durch eine geeignete Fedosov-Konstruktion erhalten werden kann, gilt diese Aussage fiir alle Sternprodukte
*wick vom Wick-Typ. O

Als eine Anwendung unserer Ergebnisse dieses Abschnittes wollen wir nochmals auf Sternpro-
dukte mit *-Strukturen zu sprechen kommen, wie wir sie in Abschnitt 2.4.2 diskutiert haben. Wie
wir dort gesehen haben, sind die vom physikalischen Standpunkt relevanten Sternprodukte mit
*-Struktur die Hermiteschen Sternprodukte, die wir in Abschnitt 2.4.2.1 studiert haben und de-
ren *-Involution gerade durch die komplexe Konjugation gegeben ist. Wir wollen also unter den
Sternprodukten vom Wick-Typ auf einer Semi-K&hler-Mannigfaltigkeit (M,w, I') die Hermiteschen
Sternprodukte eindeutig charakterisieren.

Proposition 3.5.19 Fin Sternprodukt xwio, vom Wick-Typ auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltig-
keit (M,w, I) ist Hermitesch genau dann, wenn Karabegov’s charakterisierende Form K (xwiq. ) reell
ist, wenn also CK (kwia) = K (kwia) erfillt ist.

BEWEIS: Sei also xw;q ein Hermitesches Sternprodukt vom Wick-Typ. Wegen der Universalitidt der Fedosov-
Konstruktion fiir Sternprodukte vom Wick-Typ, gibt es ein Fedosov-Sternprodukt i mit *wice = *wick -
Sei nun (z, V) eine lokale holomorphe Karte und seien wuy, 7 € C*(V)[[v]] die in den Propositionen 3.5.13,
3.5.15 angegebenen lokalen formalen Funktionen. Gemif Proposition 3.5.13 iv.) gilt fiir alle f € C*=(V)[[v]]
die Gleichung fawiatus = fur + vZ;(f). Hieraus erhalten wir aber durch komplexe Konjugation unter
Beachtung von Cv = —v, da *wiq nach Voraussetzung Hermitesch ist, die Gleichung C(f)C(uk)—VEk(Cf) =
C(frwiaur) = (Cug)*wia (Cf), also gilt mit den Funktionen 7, := —Cuy fir alle ¢ € C=(V)[[v]] die

Gleichung v} *wickg = Vg + vZi(g), d.h. v, erfiillt die zu der Gleichung fiir ; analoge Gleichung. Mit der
Definition der charakterisierenden Form K (#wiq) erhalt man also wegen C?=1id

Wegen #wicx = *wiax folgt somit K (xwic) = CK (*wick). Sei nun umgekehrt %y ein Sternprodukt vom
Wick-Typ, so dafl K (xwick ) = CK (%wia ) erfiillt ist. Wir betrachten wieder ein Fedosov-Sternprodukt #wiq =
*wick- Nach Proposition 3.5.13 iii.) gilt K (kwia) = w + €, so daf also CQ = Q gilt, da w offensichtlich reell
ist. Wir wollen nun zeigen, dafl hieraus folgt, dafl i Hermitesch ist. Hierzu beachten wir zunéchst, dafl
fiir das faserweise Produkt oy fiir alle a € W®A|a|(M),b € W®A|b|(M) die Gleichung C(aowiab) =
(=)lellPl(Ch)owi (Ca) gilt, da die analoge Gleichung fiir das Produkt op gilt (vgl. Beweis von Proposition
2.4.8) und die faserweise Aquivalenztransformation S von op nach oy mit der komplexen Konjugation
vertauscht. Hiermit erhilt man aber mit CQ = Q sofort, dafl Cryic die Gleichungen §='Cryiq = 0 und
0Crwia = VCrwia — %(CrWick)oWick(CrWick) + R4 Q erfullt. Das bedeutet aber Cryicc = rwicx und wie Im
Beweis von Proposition 2.4.8 folgt hieraus, dafl i also auch xw;q Hermitesch ist. O
Der von uns gefiihrte Beweis impliziert natiirlich auch:

Korollar 3.5.20 Das aus einer formalen Reihe Q =2, V' geschlossener Zweiformen vom Typ
(1,1) konstruierte Fedosov-Sternprodukt sy, vom Wick-Typ auf einer Semi-Kdhler-Mannigfaltig-
keit (M,w, I) ist Hermitesch genau dann, wenn CQ = Q gilt.

3.5.4 Eine Fedosov-Konstruktion fiir die Karabegovschen Sternprodukte mit
Separation der Variablen

Um einen abschliefenden Vergleich unserer Resultate iiber Sternprodukte vom Wick-Typ mit den
Ergebnissen von A. Karabegov zu Sternprodukten mit Separation der Variablen zu erméglichen,
wollen wir mit einer geringfiigigen Modifikation der Fedosov-Konstruktion mit oy, noch eine
Fedosov-Konstruktion fiir Sternprodukte mit Separation der Variablen auf (M, —w,I) angeben.
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Natiirlich handelt es sich hierbei um eher triviale Konsequenzen aus den ausfiihrlichen Untersu-
chungen der Sternprodukte vom Wick-Typ, aber der Vollstindigkeit halber wollen wir diese zu-
mindest anfiihren. Hierbei wird das faserweise Produkt og,y durch das in Beispiel 1.3.2 iii.) (1.33)
angegebene definiert sein.

Wir betrachten also (W®A(M), ogqv) auf der Semi-Kédhler-Mannigfaltigkeit (M, —w, I), wobei
fiir a,b € W@A(M) das faserweise Produkt durch

v 4. = .
@0savh 1= 10 exp (i—”gkhs(z,) ® zs(Zk)> (a @ b) (3.102)

definiert ist, hierbei bezeichne g weiterhin die Semi-Riemannsche Metrik, die zur Semi-K&hler-
Mannigfaltigkeit (M,w, I') gehort. Das faserweise Produkt ogqy steht mit dem faserweisen Produkt
Owig, LT a € VV@A'“'(ZM)7 be W®A|b|(M) in der Beziehung aogqvb = (—1)|“||b|boWicka. Offensicht-
lich stimmt dann der Semi-K&hler-Zusammenhang auf (M, —w, I) mit dem auf (M,w,I) iiberein
und die Abbildung V ist eine oggqy-Superderivation vom antisymmetrischen Grad 1. Ferner gilt
VZ = —ladoy,, (R) = Ladog,, (R) = —ladosey (R') mit R = —R, so daB man mit Satz 1.3.3
fiir alle formalen Reihen geschlossener Zweiformen ' und alle s € W5(M) mit o(s’) = 0 eine
Fedosov-Derivation Dgqy = =6+ V — %adoSdV(rde) mit D2, = 0 erhalten kann, indem man fiir
raav € WA (M) die eindeutige Losung der Gleichungen

1
5rsav = Vrgqv — —TsavOsavTsav + R +1® 94 und 5_1rSdV =5 (3-103)
14

verwendet. Ferner existiert dann fiir alle f € C*°(M)[[v]] die entsprechende Fedosov-Taylor-Reihe,
die wir mit 7g4y (f) bezeichnen und das induzierte Sternprodukt auf (M, —w, I'), welches wir mit *gqy
bezeichnen wollen. Auch hier sei erwdhnt, dafl natiirlich nicht alle Sternprodukte *g4y Sternprodukte
mit Separation der Variablen sind. Da wir unsere Ergebnisse fiir #y; auf %54y ibertragen wollen,
sind natiirlich die Félle fiir uns interessant, wo fiir alle f, g € C*°(M)[[v]] die Gleichung f *sqv g =
G¥wice [ gilt, also xgqy das zu kg entgegengesetzte Sternprodukt ist.

Lemma 3.5.21 Falls die Daten (',s') der Fedosov-Konstruktion fir +sqy mit den Daten (R, s)
der Fedosov-Konstruktion fir *wia durch Q' = —Q und s’ = —s verkniipft sind, ¢gilt rsqv = —Twick-
Ferner gilt dann fir alle f € C*(M)[[V]] Twia(f) = Tsav(f) und *say ist das zu ki entgegenge-
setzte Sternprodukt, d.h. fir alle f,g € C=(M)[[v]] gilt f *sav § = G¥wia f-

BEwEIS: Mit s/ = —s, ' = —Q erhéalt man wegen R’ = —R und rsqv0savTsav = —TsavOwick Psav TUT —Tgaqv
die Gleichungen d=!(—rgqy) = s und d(—rsav) = V(=rsav) — %(—rde)oWick(—rde) + R+1®8Q. Diese
Gleichungen fiir —rgqy stimmen aber mit denen fiir rw;., iberein, so daf aus der Eindeutigkeit deren Losung
—rgqv = Twick folgt. Somit gilt dann aber wegen der Beziehung zwischen ow;., und ogqy auch die Gleichung
adoyi (Fwick) = adogyy (Tsav) also Dwick = Dsqv. Die triviale Konsequenz hiervon ist die Gleichheit der
Fedosov-Taylor-Reihen Twiq (f) und 7sqv (f) fiir alle f € €% (M)[[v]]. Somit gilt aber offensichtlich

fHsav g = U'(Tde(f)OdeTde (g)) = U'(TWick (g)OWickTWick (f)) = g*wick f-

O

Im weiteren betrachten wir immer Paare von Sternprodukten *w;, und *g4y die zueinander

entgegengesetzt sind und driicken alle relevanten Ergebnisse in Termen der Gréfien aus, die das
Sternprodukt #y; festlegen.

Korollar 3.5.22 Die charakteristische Klasse des Sternproduktes xsqy auf (M, —w, I) ist durch

C(*Sd\/) = _C(*Wick) = _I[/w] + % {?,0 — Q} (3.104)

gegeben.
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BEWEIS: Da %5qv = *wickopp f0lgt aus Proposition 2.4.2 ¢(#sqv) = —¢(*wick) und somit die Behauptung aus
Satz 3.3.20. O

Da es fiir die Sternprodukte *y; keine Einschrinkung darstellt Normierungsbedingungen s,
zu verwenden, die keinen Anteil vom symmetrischen Grad 1 besitzen, wollen wir auch hier diesen
Fall betrachten.

Korollar 3.5.23 Das Sternprodukt s,y auf (M, —w,I) ist ein Sternprodukt mit Separation der
Variablen genau dann, wenn Q vom Typ (1,1) ist und w.s, = 7wzs, = 0 gilt. Insbesondere ist
dann xgqy unabhdngig von der Normierungsbedingung und ist nur durch € festgelegt. Die Abbildung
S Q= kgey = S(Q), die Q ein Sternprodukt mit Separation der Variablen zuordnet, ist eine
Bijektion und somit existiert fiir alle Sternprodukte mit Separation der Variablen eine Fedosov-
Konstruktion. Ferner sind alle Sternprodukte mit Separation der Variablen Sternprodukte vom Vey-

Typ.

BEWEIS: Nach Lemma 3.4.3 ist %gqy ein Sternprodukt mit Separation der Variablen genau dann, wenn sy
ein Sternprodukt vom Wick-Typ 1st. Nach Satz 3.4.12 1st dies aber genau dann der Fall, wenn Q vom Typ
(1,1) ist und w8, = mzs,, = 0. Nach Satz 3.5.7 hiangt dann aber das Sternprodukt #wig also auch das
entgegengesetzte Sternprodukt #gqy nicht von der Normierungsbedingung ab, und wir kénnen im weiteren
si: = 0 betrachten. Trivialerweise ist die Abbildung, die einem Sternprodukt das entgegengesetzte Stern-
produkt zuordnet, eine Bijektion und somit folgt die Bijektivitat von S aus der Bijektivitat der Abbildung
W Q= swia = W(Q), somit ist aber auch die Universalitit der Fedosov-Konstruktion fiir Sternprodukte
mit Separation der Variablen klar. Die Tatsache, dafl alle Sternprodukte mit Separation der Variablen vom
Vey-Typ sind, folgt direkt aus Folgerung 3.5.17. |

Natiirlich lassen sich auch alle weiteren Ergebnisse insbesondere die Definition von Karabegov’s
charakterisierender Form auf die Sternprodukte mit Separation der Variablen iibertragen. Anstatt
diese Diskussion zu vertiefen, wollen wir noch angeben, wie man aus den Sternprodukten g,y die
Produkte, die Karabegov in [67] konstruiert hat, erhilt. Hierzu sind wir gezwungen mit unserer
Konvention zu brechen, dafl der formale Parameter als rein imaginidr betrachtet wird, sondern
miissen zum formalen Parameter A iibergehen, der mit v in der Beziehung v = i\ steht. Die De-
finition 1.2.1 eines Sternproduktes {ibertrégt sich dann sinngem&f auf diese Konvention, indem v
durch i\ ersetzt wird, insofern kann man solche Produkte auch als Sternprodukte zur symplekti-
schen Form, die durch das %—fache der urspriinglichen symplektischen Form gegeben ist, ansehen,
d.h. die Poisson-Klammer wird durch das i-fache der urspriinglichen Poisson-Klammer ersetzt.

Seien also () diejenigen Bidifferentialoperatoren, die das Sternprodukt xgqy, fiir Funktionen
frg € C(M) durch f 50y g = fg+ >.02, v'Ci(f,g) beschreiben, dann definieren wir das Stern-
produkt i auf (M, —w, I) fiir f,g € C*°(M) durch

Freg=Ffg+ Y _(IN'Cf.9) (3.105)
=1

und erweitern C[[A]]-bilinear zu einem assoziativen Produkt #x : C°°(M)[[A]] X C=(M)[[A]] —
C(M)[[A]] (Im Sinne der Definition 1.2.1 ist dieses ein Sternprodukt fiir (M, —%).). Da #g4y mit
den oben gemachten Voraussetzungen an €2 ein Sternprodukt mit Separation der Variablen ist, ist
dies trivialerweise auch fiir *x der Fall. Zunichst wollen wir konkret eine Fedosov-Konstruktion fiir
diese Sternprodukte angeben. Hierzu betrachten wir anstelle von W@ A(M) die Fedosov-Algebra
(W@AN(M),ok), wobei WRA (M) := (X2, C(T*°(\V°T*M @ AT*M))) [[A]], mit dem faserweisen
Produkt oy, welches fiir a,b € W@A\ (M) durch

aogb := poexp (2/\91“72'5(71) ® is(Zk)) (a® D) (3.106)
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definiert ist. Fiir dieses faserweise Produkt erhalten wir dann mit Dy := -6+ V — dado, (rk) eine
Fedosov-Derivation mit ©% = 0, wobei ry die eindeutige Losung der Gleichungen

O0rgy = Vrg — %rKoKrK - R—-1®Q(3A) und §lre =0 (3.107)
sei. Hierbei sei Q(iA) = 3°72,(iA)!Q; und Q bezeichne die formale Reihe geschlossener Zweiformen
vom Typ (1,1), die in die Konstruktion von ;. eingeht. Da die Gleichungen fiir rx aus den
Gleichungen fiir r44y dadurch hervorgehen, dafl v durch i\ ersetzt wird, ist wegen der Eindeutigkeit
von rg klar, daf rx = reav (IA) = —rwia (IA) gilt. Hiermit folgt aber sofort, daf fiir die entsprechende
Fedosov-Taylor-Reihe 7 (f) aller Funktionen f € C*(M) auch 7 (f) = Tsav(f)(iA) = Twia (f) (iA)
gilt, da die Gleichung Dy 7 (f) = 0 fiir f € C*°(M) aus der Gleichung DsayTsav(f) = 0 durch die
Ersetzung von v durch iA hervorgeht. Hiermit erhalten wir dann aber sofort, dafl das mit dieser
Fedosov-Taylor-Reihe 7 konstruierte Produkt fx*yg fiir f,¢g € C°° (M) mit dem in Gleichung (3.105)
definierten iibereinstimmt, welches aus f *g4y g durch die Ersetzung von v durch i\ hervorgeht. Da
die charakteristische Klasse ¢ von Sternprodukten dquivariant unter Parameterwechseln ist, erhalten
wir mit Korollar 3.5.22 sofort, daf die charakteristische Klasse ¢(#x) durch

: —[w] 1 :

c(xg) = c(*ksav) (i) = - o [Ap — Q(iAN)] (3.108)

gegeben ist. Ferner wollen wir unter Verwendung der von Karabegov angegebenen Definition die
charakterisierende Form K (xx) bestimmen. Mit den lokal definierten formalen Funktionen uy €
C>(V)|[[v]] und v € C=(V)[[v]] gem&B der Propositionen 3.5.13 und 3.5.15 gelten in einer lokalen,
holomorphen Karte (z, V) die Gleichungen wuy *sav P Tr— 1/5,1g und Tj ksqy 2% — ZF keqy T) =
—1/5[1“7 da *3qv = *wickopp- Also erhalten wir, indem wir in diesen Gleichungen v durch i\ ersetzen

und die Definition von #, beriicksichtigen, fiir die lokalen formalen Funktionen w}, = tug(i\) €

Co(V)[[A]] und ¥, = {3;(iX) € C>°(V)[[A] die Gleichungen
uh by 2= 2w ul, = A6 und T a T - FF o T = —/\57?.

Ferner gilt nach Proposition 3.5.13 iv.) bzw. 3.5.15 iv.) fiir alle f € C*(V)[[A]] indem man den
Zusammenhang von kwic, *sqv und kg beriicksichtigt

W f = f +AZe(f)  und [T = 74 AZ(S). (3.109)

Durch je eine dieser Gleichungen ist aber ein Sternprodukt mit Separation der Variablen bereits
festgelegt, so dafl wir hiermit die Sternprodukte *x, mit den jeweiligen von Karabegov konstru-
ierten Sternprodukten identifizieren konnen. Hierzu bestimmen wir nun die charakterisierende
Form K (#x), welche mit der urspriinglichen Definition von Karabegov (vgl. [67]) durch K (xx) =
i0(—uldz*) = i0(v)dz") = O(—ux(iN)dzF) = 9(T;(1\)dZ') gegeben ist. Wegen der expliziten Gestalt
der lokalen formalen Funktionen wuj und ©; folgt hiermit aber K (x) = w4 Q(iA) und wir erhalten
das Ergebnis:

Satz 3.5.24 Das Sternprodukt *x auf der Semi-Kdhler-Mannigfaltigkeit (M, —w,I) stimmt mit
dem von Karabegov aus einer formalen Deformation w=w + w der symplektischen Form, welche
eine formale Reihe geschlossener Zweiformen vom Typ (1,1) ist, konstruierten Sternprodukt genau
dann tberein, wenn wy = Q(A).

BEWEIS: Die Aussage von Satz 3.5.10 iiber die eindeutige lokale Charakterisierung eines Sternproduktes vom
Wick-Typ tibertragt sich in offensichtlicher Weise auf Sternprodukte mit Separation der Variablen, und unter
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Beriicksichtigung des vorgenommenen Wechsels des formalen Parameters ist klar, daB je eine der Gleichungen
(3.109) das Sternprodukt #x festlegt. Nun erfiillen aber die von Karabegov konstruierten Sternprodukte diese
beiden Gleichungen, genau dann, wenn in der dortigen Konstruktion die formale Deformation w=w + w4

der symplektischen Form mit K (xx) = w + Q(iA) iibereinstimmt, womit der Satz bewiesen ist. d

Bemerkung 3.5.25 Die Tutsache, dafs i unter Benutzung unserer Konventionen ein Sternpro-
dukt zum negativen der symplektischen Form w ist, beruht darauf, dafi sich unsere Vorzeichen-
Konvention fiir die Poisson-Klammer, von der in [67] verwendeten um ein Vorzeichen unterschei-

det.

Der entscheidende Vorteil, den die Fedosov-Konstruktion gegeniiber der lokalen Konstrukti-
on von Karabegov besitzt, ist einerseits natiirlich die Offensichtlichkeit der globalen Wohldefi-
niertheit der Produkte i, da zu deren Definition nur von globalen Objekten Gebrauch gemacht
wird. Ferner ist das Auftreten von KriimmungsgréBen (und hieraus abgeleiteten Grofien) des Semi-
Ké&hler-Zusammenhangs wie z.B. der Ricci-Form hier insofern zu erwarten, da der Semi-K&hler-
Zusammenhang als wesentlicher Bestandteil in die Fedosov-Konstruktion eingeht. Zudem erlaubt
es die Fedosov-Konstruktion, in sehr einfacher Weise, algebraische Eigenschaften der erhaltenen
Produkte zu untersuchen, ohne zwingend explizite Formeln fiir diese angeben zu miissen, was ge-
geniiber der lokalen Beschreibung ein erheblicher Vorteil ist. Diese Tatsache haben wir uns auch
bei der Charakterisierung der Hermiteschen Sternprodukte vom Wick-Typ (vgl. Proposition 3.5.19)
zunutze machen kénnen.



Anhang A

Formale Potenzreihen und der
Banachsche Fixpunkt-Satz

In diesem Anhang wollen wir einige elementare Ergebnisse iiber formale Potenzreihen zusammen-
stellen und eine Formulierung des Banachschen Fixpunkt-Satzes in diesem Rahmen geben, die im
Laufe dieser Arbeit an vielen Stellen Verwendung gefunden hat.

A.1 Formale Potenzreihen

Sei nun V' ein Modul {iber einem Ring R. Dann definiert man die formalen Potenzreihen in v mit
Koeffizienten in V als das kartesische Produkt

VIV == X2 Vi mit Vi =V (A.1)

oder dquivalent dazu als den Folgenraum {(vg)ren | vi € V'}. Diese Menge ist offenbar auf natiirliche
Weise wieder ein Modul iiber R. Elemente v € V[[v]] schreiben wir symbolisch als

v= Zl/kvk, (A.2)
k=0

wobei v; € V, so dafl die Modulstruktur gerade die gliedweise Addition und die gliedweise skalare
Multiplikation mit Elementen des Moduls R ist. Natiirlich beinhaltet die Schreibweise in Gleichung
(A.2) zunichst keinerlei Konvergenzaussage, sondern es handelt sich bei den formalen Potenzreihen
bisher um ein rein algebraisches Konzept und (A.2) dient nur als kompakte Schreibweise, die sich fiir
algebraische Manipulationen als praktisch erweist. Analog definiert man fiir eine R-Algebra A die
Algebra A[[v]] der formalen Potenzreihen mit Werten in A, wobei in A[[v]] die R-Algebra-Struktur
fiir a,b € A[[v]] durch folgende Definition erklirt wird:

ab = (g: Vkak) (li_o: I/lbl) = il/” lzn:(llbn—l- (A.3)

n=0 =

Diese Multiplikation ist offensichtlich R-bilinear und A[[v]] ist genau dann assoziativ (kommutativ),
wenn A assoziativ (kommutativ) ist. Insbesondere ist hiermit also auch R[[v]] selbst eine R-Algebra,
also kann man R[[v]] mit der gliedweisen Addition und der in (A.3) erkldrten Multiplikation als
Ring auffassen (Ist R sogar ein Kérper, so ist dies ein Ring mit 1 # 0.). Hierbei kann der formale
Parameter v durch die Festsetzung v := v1 als Element von R[[v]] verstanden werden. Ferner werden

147
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dann V[[v]] bzw. A[[v]] auf natiirliche Weise zu einem R[[v]]-Modul bzw. einer R[[v]]-Algebra, indem
man die Multiplikation mit einem Element aus R[[v]] analog zu (A.3) definiert. Allgemein gilt, dafl
fiir eine beliebige R-Algebra A und einen beliebigen A-(Links-)Modul M der Modul M][[v]] zu
einem A[[v]]-(Links-)Modul wird, indem man die (Links-)Multiplikation analog zu (A.3) definiert.
Ist A eine assoziative Algebra mit Eins, so ist ein Elemente a = > 72 v*a; € A[[v]] genau dann
invertierbar, wenn ag in A invertierbar ist, was man sich leicht mit Hilfe einer geometrischen Reihe
klar macht (vgl. [86, Lemma 2.2.2]). Fiir weitere Rechenregeln mit formalen Potenzreihen verweisen
wir auf [86, Abschnitt 2.2] und [107, Abschnitt 2.3].

Als n#chstes betrachten wir lineare Abbildungen von V{[v]] nach W{[v]] fiir zwei R-Moduln
V,W. Dann sind V[[v]] und W{[v]] R[[v]]-Moduln und es ist natiirlich, nicht R-lineare sondern
sogar R[[v]]-lineare Abbildungen zu betrachten. Fiir R-lineare Abbildungen n; : V. — W, k € N
definiert man n:= 372 vEng : V[[v]] = W[]] fir v =372, v'v € V[[v]] durch

n(v) =Y v m(va) (A.4)
n=0 =0

und weist leicht nach, daf§ 5 eine R[[v]]-lineare Abbildung ist. Ein einfaches Lemma zeigt, dafl jede
R[[v]]-lineare Abbildung von dieser Gestalt ist:

Lemma A.1.1 ([34, Prop. 2.1])Seien V und W zwei R-Moduln, dann gibt es zu jeder R[[v]]-
linearen Abbildung n : V[[v]] — W][[v]] eindeutig bestimmte R-lineare Abbildungen ny : V — W, fir
keN,sodaffn=>7", vFny, und demnach gilt

Homg (V, W)[[¥]] = Homgp, (V{[¥]], W[¥]))- (A.5)

Das Resultat dieses Lemmas 148t sich natiirlich v6llig analog auf R[[v]]-multilineare Abbildungen
tibertragen. Das Verhalten formaler Potenzreihen bei Quotientenbildung ist ebenfalls natiirlich:

Lemma A.1.2 Set W CV ein Untermodul eines R-Moduls V', dann gilt
VIl Wil = (V/W)llvll, (A.6)

wobei der kanonische Isomorphismus durch Y . v, mod Yieo vEwyg — Yieo v* (vp mod wy,)
gegeben ist.

Als eine weitere kanonisch gegebene Struktur auf den formalen Potenzreihen betrachten wir die

Ordnung o : V[[¥]] = NU {+oc}, die fiir v = Y72, v*v), € V[[v]] durch

= min{k € N|v 0 falls v £ 0
e (Z Vkvk) - { { +c>o| A0 falls v : 0 (A7)
k=0

definiert ist. Diese Ordnung besitzt dann offensichtlich die Eigenschaften:
o(v) = o(—v) und o(v+ ') > min{o(v), o(v')}. (A.8)

Weiter definiert man hiermit die v-adische Bewertung ¢ : V[[v]] = Q durch

[ 270 falls w £ 0
o) = { 0 falls v = 0. (A-9)

Es zeigt sich nun, daf ¢ auf V[[v]] eine Metrik induziert, die V[[v]] zu einem vollstdndigen metrischen
Raum macht.
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Lemma A.1.3 Sei V ein R-Modul, A eine R-Algebra und M ein A-(Links-)Modul. Dann gilt:
i.) Die Abbildung d, : V][v]] x V[[V]] = Q mit
dy(v,v") = (v — ) (A.10)

definiert eine Ultrametrik auf V[[v]], so daf (V[[v]],d,) ein vollstindiger, metrischer Raum
wird. Die durch d, induzierte Topologie wird v-adische Topologie genannt.

ii.) Beziiglich der v-adischen Topologie ist R[[v]] ein topologischer Ring, V[[v]] ein topologischer
R[[v]]-Modul, A[[v]] eine topologische R[[v]]-Algebra und M[[v]] ein topologischer A[[v]]-(Links-
JModul. Die durch die v-adische Topologie auf V C V[[v]] induzierte Topologie ist diskret.

iii.) Fir vp € V, k € N gilt im Sinne der v-adischen Topologie

: k _ k
A}l_r}nOOZl/ v = Zl/ Uk (A.11)

iv.) Der R-Modul V[v] der Polynome in v mit Koeffizienten in V liegt beziiglich der v-adischen
Topologie dicht in V][v]].

Die Beweise dieser Aussagen findet man z.B. in [72] oder [109], so dafl wir auf eine Darstellung
eines Beweises hier verzichten wollen.

Aufgrund dieses Lemmas konvergieren die formalen Reihen im Sinne der v-adischen Topologie
also immer, jedoch besteht im allgemeinen kein Zusammenhang zwischen dieser Topologie und einer
auf V eventuell bereits vorhandenen Topologie. Deshalb lassen sich hieraus auch keine weiteren
Folgerungen fiir die Konvergenz in einer eventuell auf V' vorhandenen Topologie ableiten, falls v
durch ein Element aus dem Ring R ersetzt werden soll. Trotzdem ist es an vielen Stellen sehr niitzlich
die v-adische Topologie zu verwenden, da sich einige Beweise in dieser sehr leicht formulieren
lassen, wie es etwa fiir den Banachschen Fixpunkt-Satz, den wir im anschliefenden Abschnitt kurz
diskutieren wollen, der Fall ist.

A.2 Der Banachsche Fixpunkt-Satz

Wir stellen in diesem Abschnitt einige Folgerungen aus dem Banachschen Fixpunk-Satz zusammen,
derer wir uns an vielen Stellen der Arbeit bedient haben. Zwar lassen sich die betreffenden Beweise,
die den Banachschen Fixpunkt-Satz verwenden, auch elementar durch Induktion beweisen, jedoch
stellt die Beweistechnik mit dem Fixpunkt-Satz eine deutliche Erleichterung dar und macht die
hiermit bewiesenen Aussagen durchsichtiger.

Wir betrachten zunichst einen metrischen Raum (M, d) und eine Abbildung L : M — M dieses
metrischen Raumes in sich, dann heifit I kontrahierend, falls es ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 gibt, so da8
fiir alle z,y, e M

A(L(2), L(y)) < gd(z,y) (A12)

gilt. Anders ausgedriickt bedeutet das, dal L Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante ¢ ist. Ist der
metrische Raum (M, d) zusétzlich vollstindig, so gilt fiir eine solche kontrahierende Abbildung L
der bekannte Banachsche Fixpunkt-Satz:

Lemma A.2.1 Sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und L : M — M eine konrahierende
Abbildung, dann besitzt L genau einen Fizpunkt xg € M, der durch Iteration xq = lim,_ ., L"(x)
bei beliebigem Startwert x € M gewonnen werden kann.
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Die Idee bei der folgenden Anwendung dieses Satzes, ist es eine geeignete Metrik zu finden,
dafl zum einen der betreffende Raum ein vollstdndiger metrischer Raum wird und zum anderen
die relevanten Abbildungen kontrahierend beziiglich dieser Metrik sind. Wir betrachten nun ein
kartesisches Produkt von R-Moduln V}, fiir £ € N, wobei R ein Ring sei, und definieren V := X?2 ,V}.
Dann ist V offensichtlich wieder ein R-Modul und analog zur Definition der Ordnung (A.7) bei
den formalen Potenzreihen definieren wir hier die Ordnung eines Elementes v = (vg)reny durch
o(v) := min{k € N|v; # 0} fiir v # 0 und 0(0) := +oo. Hiermit definieren wir dann analog eine
Abbildung ¢ : V — Q durch op(v) := 27°0) fiir v # 0 und ¢(0) := 0. Analog zu Lemma A.1.3

erhdlt man dann folgende Aussage:

Lemma A.2.2 Mit den obigen Bezeichnungen wird V durch d,(v, w) := ¢(v—w) ein vollstindiger
ultrametrischer Raum. Fine Abbildung L : V — V ist genau dann kontrahierend beziglich der
Metrik dy, falls es ein 0 < k € NU {400} g¢ibt, so dafs

o(L(v) — L(w)) > k+ o(v — w) (A.13)

fiir alle v,w € V gilt. In diesem Fall ist 2=% eine Lipschitz-Konstante fir L, wobei wir 2=°° =0
setzen.

Bemerkenswerterweise ist die direkte Summe @~ Vi C X732 ,V% selbst nicht vollstandig, son-
dern liegt vielmehr nur dicht beziiglich der von d, induzierten Topologie. Das kartesische Produkt
erweist sich also als die metrische Vervollstdndigung der direkten Summe beziiglich dieser Metrik.

Eine offensichtliche Konsequenz der obigen Aussagen fiir die formalen Potenzreihen ist:

Korollar A.2.3 Sei V' ein R-Modul und L : V[[v]] — V[[v]] eine Abbildung. Dann hat L einen
eindeutigen Fizpunkt, wenn es ein k > 0 gibt, so daff o(L(v) — L(w)) > k + o(v — w).

In den fiir uns wichtigen Anwendungen im Rahmen der Fedosov-Konstruktion haben wir die
obigen Aussagen fiir W@A (M), was das kartesische Produkt aller Deg-homogenen Elemente ist,
verwendet. Dort besitzt dann natiirlich eine Abbildung L : W@A(M) — W®@A(M) einen eindeu-
tigen Fixpunkt, falls es ein k& > 0 gibt, so dal der Deg-Grad des Terms mit niedrigstem Deg-Grad
in L(a) — L(b) einen um mindestens k& héheren Deg-Grad als der Term mit niedrigstem Deg-Grad
in a — b fiir alle a,b € WQA(M) hat.
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