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Zusammenfassung

Es ist schon seit Léngerem bekannt, dass Schwerewellen die Zirkulation der mittle-
ren Atmosphére beeinflussen. Sie werden fast ausschlieBlich in der Troposphére durch
Prozesse wie Gebirgsiiberstromung, Konvektionen, Frontogenese etc. erzeugt. Sie pro-
pagieren von ihrem Entstehungsort in der Troposphére in die hoheren Schichten der
Atmosphére und transportieren dabei ihre Energie und ihren Impuls. Unter der Vor-
aussetzung, dass die Energie von Schwerewellen erhalten bleibt und die Dichte der
Atmosphére mit der Hohe exponentiell abnimmt, wichst die Amplitude der Schwere-
wellen so stark an, dass sie brechen und ihren Impuls in Stratosphére und Mesosphére
deponieren. Als Folge davon beeinflussen Schwerewellen die grofiriumige Zirkulation
in der Atmosphére und sind damit ein wichtiges Bindeglied, welches die Troposphére
mit anderen Atmosphérenbereichen verbindet. Folglich ist es wichtig, dass die Klima-
und Wettermodelle in der Lage sind, die Schwerewellendynamik zu beschreiben. Be-
dauerlicherweise konnen diese Modelle nicht das komplette Schwerewellenspektrum
auflosen. Somit miissen Schwerewellen in den Modellen parametrisiert werden. Viele
Parametrisierungsschemen basieren auf Wentzel-Kramer-Brillouin(WKB)-Theorie. Die
WKB-Gleichungen, die sogenannten Strahlengleichungen, beschreiben die rdumliche
und zeitliche Variation der Welleneigenschaften wie Wellenzahl, Wellenamplitude und
Wellenfrequenz entlang der Charakteristiken, welche durch die lokale Gruppengeschwin-
digkeit vorgegeben sind. Die numerischen Modelle, die auf den Strahlengleichungen ba-
sieren, werden als Strahlenmodelle bezeichnet. In Strahlenmodellen werden Schwerewel-
len durch Wellenteilchen dargestellt. Zurzeit verwenden die Strahlenmodelle stationére
Strahlengleichungen, da die Wechselwirkung eines zeitabhéngigen Schwerewellenfeldes
mit einem zeit- und ortsabhéngigen Hintergrund zu Problemen in Strahlenmodellen
fiihren kann. Die Strahlengleichungen basieren auf der Annahme, dass sich nie zwei
Wellenteilchen mit den unterschiedlichen Welleneigenschaften an einer Position befin-
den konnen. Wenn an einer Position zwei Wellenteilchen mit den unterschiedlichen
Wellenzahlen befinden, entsteht sogenannte Kaustik: ein Punkt im Raum, an dem sich
mehrere Charakteristiken kreuzen. Wenn eine Kaustik entsteht, kann die Wellenampli-

tude nicht mehr bestimmt werden.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es mithilfe der WKB-Theorie die Ausbreitung von
Schwerewellenpaketen in einer raum- und zeitabhéngigen Hintergrundstrémung zu be-

schreiben und ein numerisches Modell zu entwickeln, welches die Schwerewellen para-



metrisieren und ihre Wechselwirkung mit der raum- und zeitabhéngigen Hintergrund-
stromung beschreiben kann.

Einfachheitshalber wird in dieser Arbeit nur die Wechselwirkung zwischen hori-
zontal periodischen, vertikal lokalisierten Schwerewellenpaketen und der raum- und
zeitabhingigen Hintergrundstromung betrachtet. Es ist schon seit Langerem bekannt,
dass die Wellen des propagierenden Schwerewellenpaketes einen “welleninduzierten
mittleren Wind” erzeugen. Der welleninduzierte Wind beeinflusst das Schwerewellenpa-
ket und moduliert dessen Frequenz: Dieses Phidnomen ist bekannt als “Selbstbeschleuni-
gung” des Wellenpaketes. Die schwache nichtlineare Dynamik des Schwerewellenpaketes
bestimmt diesen Prozess.

Die vorliegende Arbeit besteht aus drei wichtigen Teilen. Im ersten Teil wird die
Theorie zur Beschreibung der schwach nichtlinearen Ausbreitung von Schwerewellen
in der Boussinesq-Fliissigkeit und in der Atmosphére mit variabler Dichte hergeleitet.
Anschlielend darauf werden die WKB-Gleichungen im Ort-Wellenzahl Phasenraum
zur asymptotischen Beschreibung der schwach nichtlinearen Theorie hergeleitet. Da
die Phasenraumstromung inkompressibel ist, kann keine Kaustik im Ort-Wellenzahl
Phasenraum entstehen. Basierend auf dieser Tatsache wird eine Wellenwirkungsdichte
im Ort-Wellenzahl Phasenraum definiert und ihre Transportgleichung aus den WKB-
Gleichungen hergeleitet.

Im zweiten Teil der Arbeit werden zwei unterschiedliche Algorithmen zur Loésung
der Wellenwirkungsdichtegleichung préasentiert. Der erste Algorithmus wird zur Ent-
wicklung des Euler WKB-Modells eingesetzt. Das Euler WKB-Modell 16st die Trans-
portgleichung in Euler-Darstellung mit einem Finite-Volumen-Verfahren. Der zweite
Algorithmus wird zur Entwicklung des Lagrange WKB-Modells verwendet. Das La-
grange WKB-Modell ist ein Strahlenmodell, welches die Ausbreitung von Wellenteil-
chen im Ort-Wellenzahl Phasenraum simuliert. Die raum- und zeitabhéingige Stréomung
wird dabei in beiden WKB-Modellen durch den Wellenimpulsfluss verursacht. Beide
WKB-Modelle sind in der Lage die schwach nichtlineare Schwerewellenausbreitung in
der Boussinesq-Fliissigkeit und in der Atmosphére mit variabler Dichte zu simulieren.

Im dritten Teil der Arbeit werden die Experimente zur Validierung der WKB-Modelle
und der schwach nichtlinearen Theorie prisentiert. Dabei wird gezeigt, dass erstens die
WKB-Modelle die schwach nichtlineare Ausbreitung von Schwerewellen richtig wieder-
geben konnen, solange die Schwerewellen stabil sind, und zweitens die WKB-Modelle

numerisch stabil bleiben, auch wenn eine Kaustik im physikalischen Raum entsteht.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Schwerewellen sind kleinrdumige periodische Bewegungen von Dichte, Temperatur,
Druck und Wind innerhalb der Atmosphiire.! Sie beschreiben die vertikalen Schwin-
gungen in der statisch stabil geschichteten Atmosphére, bei denen die Schwerkraft die
Riickstellkraft bildet [Holton, 2004]. Daraus ldsst sich auch der Name Schwerewellen
(engl.: gravity waves beziehungsweise buoyancy waves) ableiten.

Der Grofiteil von Schwerewellen wird in der Troposphére erzeugt. Die bekanntes-
ten und meist untersuchten Anregungsmechanismen sind dabei die Uberstrémung von
Gebirgen [Palmer et al., 1986; McFarlane, 1987], vertikalen Bewegungen in den Kon-
vektionen [Clark et al., 1986; Fovell et al., 1992], Windjets [Biihler et al., 1999] und
die spontane Emission durch die synoptische Stromung [O’Sullivan & Dunkerton, 1995;
Plougonven & Snyder, 2005]. Eine der wichtigen Eigenschaften von Schwerewellen ist
ihre Fihigkeit den Impuls zu transportieren.? So transportieren Schwerewellen den ho-
rizontalen Impuls von ihrem Entstehungsregion in der Troposphére in die Stratosphére
und Mesosphére. Unter der Voraussetzung, dass die Energie der Schwerewellen erhalten
bleibt, wichst die Amplitude der Wellen exponentiell mit der Hohe, da die Dichte in
der Atmosphére mit der Hohe exponentiell abnimmt. Wenn die Wellenamplitude zu
grof} wird, brechen die Wellen und deponieren ihren Impuls in den héheren Schichten
der Atmosphire. Als Folge davon beeinflussen Schwerewellen durch ihren Impuls- und
Energietransport die grofiriumige Zirkulation in der Atmosphéire und sind damit ein
wichtiges Bindeglied, das die Troposphére mit anderen Atmosphérenbereichen verbin-
det.

Nach dem heutigen Stand der Forschung ist es unumstritten, dass diese Impulsiiber-
tragung durch die Schwerewellen fiir die grofiskalige Zirkulation der mittleren Atmo-
sphére sehr wichtig ist [Holton, 1982, 1983; Holton et al., 1995]. Insbesondere kann
gezeigt werden, dass die mittlere globale Zirkulation, die sogenannte Brewer-Dobson
Zirkulation, in der Mesosphére nur mithilfe von Schwerewellen zu erklédren ist. Die-
se globale Zirkulation, welche den Sommer- mit dem Winterpol verbindet, wird nicht

nur durch die Erwérmung der Luft in den Tropen und die Abkiihlung iiber den Polen

'Es existieren natiirlich auch Schwerewellen im Ozean. In dieser Arbeit werden aber nur atmo-
sphérische Schwerewellen betrachtet.
?Die ersten Arbeiten dazu gehen auf Sawyer [1959] und Bretherton [1969] zuriick.
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angetrieben, sondern wird in der Mesosphére hauptséchlich durch das Schwerewellen-
brechen verursacht [Houghton, 1978; Schoeberl, 1978; Holton, 1982, 1983]. Folglich ist
es wichtig die Schwerewellendynamik in den Modellen, die das Klima (Klimamodelle)
und das Wetter (Wettermodelle) simulieren, zu implementieren.

Bedauerlicherweise konnen die Klima- und Wettermodelle nicht das komplette Schwe-
rewellenspektrum auflésen. Schwerewellen sind kleinskalige Phénomene, deren horizon-
tale Wellenldngen in der Grolenordnung kleiner als 100 km und deren vertikale Wel-
lenléingen kleiner als 10 km sind. Folglich miissen die Schwerewellen und durch sie
verursachte Turbulenz, welche sich auf den Skalen der Gréflenordnung von wenigen
cm abspielt, in den Modellen parametrisiert werden. Das erste einfache Modell zur
Parametrisierung der Impulsiibertragung von Schwerewellen (engl.: gravity wave drag)
entwickelte Lindzen [1981]. Mittlerweile existiert eine Reihe von verbesserten Parame-
trisierungsschemen zur Beschreibung von Schwerewellen [Hines, 1997a,b; Alexander &
Dunkerton, 1999; Medvedev & Klaassen, 2000; Song & Chun, 2008].3

1.2 Stand der Forschung

Viele Parametrisierungsschemen [Lindzen, 1981; Alexander & Dunkerton, 1999; Song
& Chun, 2008] basieren auf der Wentzel-Kramer-Brillouin(WKB)-Theorie [Bretherton,
1966; Grimshaw, 1975a; Miiller, 1976]. In dieser Theorie werden die Schwerewellen
durch die Welleneigenschaften wie die Wellenamplitude, die Wellenlénge und die Wel-
lenfrequenz, die langsam in Raum und Zeit variieren, reprisentiert. Basierend auf dieser
Annahme werden die WKB-Gleichungen, die sogenannten Strahlengleichungen (engl.:
ray equations), hergeleitet. Diese Strahlengleichungen beschreiben die rdumliche und
zeitliche Variation der Welleneigenschaften entlang der Charakteristiken, die durch die
lokale Gruppengeschwindigkeit vorgegeben sind. Die numerischen Modelle, die auf den
Strahlengleichungen basieren, werden als Strahlenmodelle (engl.: ray tracers) bezeich-
net. In den Strahlenmodellen werden die Schwerewellen durch eine Anzahl von Wel-
lenteilchen, jedes mit einer lokalen Wellenamplitude, lokalen Wellenzahl und lokalen
Wellenfrequenz, reprisentiert. Die Strahlengleichungen beschreiben in den Modellen
dann die zeitliche und raumliche Anderung der Welleneigenschaften der Wellenteilchen
entlang des Pfades (“Strahles”), welches durch die lokale Gruppengeschwindigkeit vor-
gegeben ist.

Die Strahlenmodelle werden schon seit Langeren z. B. zur Interpretation von Schwe-
rewellenmessungen [Eckermann, 1992; Marks & Eckermann, 1995; Hertzog et al., 2002]
oder zur Untersuchung der zeitlichen Entwicklung von Schwerewellen in der realisti-

schen grofiskaligen Stromung verwendet. Beispiele fiir Letztere sind das dreidimensio-

3Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber die atmosphérische Schwerewellen, die Impulsiibertragung und
die Parametrisierungschemen geben Fritts & Alexander [2003], Kim et al. [2003] und Alexander
et al. [2010].



1.2 Stand der Forschung

nale (3D) Strahlenmodell entwickelt von Song & Chun [2008] zur Simulation der Im-
pulsiibertragung von Schwerewellen, die durch die Cumuluskonvektion erzeugt werden,
das 3D Strahlenmodell von Hasha et al. [2008] zur Simulation von Impulsiibertragung,
welche durch die nichtlineare Wellenwechselwirkung entsteht, und auch das 3D Strah-
lenmodell von Senf & Achatz [2011] zur Untersuchung des Effekts, welchen die thermi-

sche Gezeiten auf die Ausbreitung und die Dissipation von Schwerewellen ausiiben.

Obwohl die Strahlengleichungen sowohl die Effekte durch zeitliche Variation als auch
die Effekte durch die horizontale Variation in der grofiskaligen Strémung beriicksichti-
gen kénnen, verwenden viele Strahlenmodelle die stationdre Strahlengleichungen und
berechnen die zeitliche Variation von Welleneigenschaften unter der Annahme, dass
die Hintergrundstromung einen momentanen Wert hat. Der Effekt von Schwerewellen
auf die grofiskalige Stromung wird dabei durch parametrisierungsspezifische Regeln wie
statische Instabilidt oder kritische Schicht bestimmt. Somit betrachtet man nur die
Wellenbrechung und nicht den stéindigen Einfluss von Schwerewellen auf die grofiskali-
ge Stromung, welcher durch die Wechselwirkung mit dem zeitabhéngigen Hintergrund
entsteht. Die letzten Untersuchungen zeigen aber, dass diese stationdre Annahme wahr-
scheinlich nicht gerechtfertigt ist, wenn die Wechselwirkung zwischen den Schwerewellen
und den thermische Gezeiten [Senf & Achatz, 2011] oder zwischen den kleinskaligen pa-
rametrisierten Schwerewellen und den grofiskaligen aufgelosten Schwerewellen betrach-
tet wird. Tatséchlich haben die Klima- und Wettermodelle mittlerweile horizontale
Auflésungen von mehreren Kilometern und kénnen somit einen Teil des Schwerewellen-
spektrums auflosen [Alexander et al., 2010]. Aus diesem Grund ist es auch wichtig, nicht
nur die nicht stationére Strahlengleichungen zu verwenden, sondern auch die gegensei-

tige Wechselwirkung zwischen den Schwerewellen und dem Hintergrund zu zulassen.

Die Verwendung von nicht stationéren Strahlengleichungen und eines zeitabhéngigen
Hintergrundes kann in den Strahlenmodellen zu Problemen fithren. So kann es passieren,
dass sich an einer Stelle zwei oder mehr Wellenteilchen mit unterschiedlichen Wellen-
zahlen und Wellenamplituden befinden. Das ist ein Beispiel fiir Kaustik: ein Punkt im
Raum, an welchem sich zwei oder mehr Strahlen kreuzen [Lighthill, 1978]. Wenn eine
Kaustik entsteht, kann die Wellenamplitude nicht mehr bestimmt und somit auch die
Schwerewelle nicht mehr korrekt beschrieben werden. Zur Losung des Kaustikproblems
wurde mittlerweile eine Reihe von unterschiedlichen Methoden entwickelt [Broutman
et al., 2004; Walterscheid, 2000; Hertzog et al., 2002]. Eine Moglichkeit das Kaustik-
problem zu lésen ist es, die Strahlengleichungen in dem Ort-Wellenzahl Phasenraum
zu formulieren. In dieser Darstellung wird die Wellenamplitude nicht nur raum- son-
dern auch wellenzahlabhéngig. Weil die Stromung in dem Ort-Wellenzahl Phasenraum
inkompressibel ist und somit zwei Wellenteilchen nicht die gleiche Position und die
gleiche Wellenzahl besitzen kénnen, kann die Kaustik nur in dem physikalischen oder

dem spektralen Raum entstehen. Dies fithrt dazu, dass es keine Kaustik in dem Ort-
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Wellenzahl Phasenraum geben kann. Hertzog et al. [2002] entwickelten basierend auf
der Arbeit von Dewar [1970] und Dubrulle & Nazarenko [1997] einen Formalismus zur
Beschreibung der zeitlichen Entwicklung der Wellenamplitude in dem Ort-Wellenzahl
Phasenraum und setzten es erfogleich zur Simulation von Schwerewellen in einem raum-

und zeitabhéngigen Hintergrund ein.

1.3 Ziel der Arbeit

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es mithilfe der WKB-Theorie die Ausbreitung von
Schwerewellenpaketen in einer raum- und zeitabhéngigen Hintergrundstrémung zu be-
schreiben und ein numerisches Modell zu entwickeln, welches die Schwerewellen para-
metrisieren und ihre Wechselwirkung mit der raum- und zeitabhéngigen Hintergrund-
stromung beschreiben kann. Die raum- und zeitabhéngige Stromung wird dabei in dem
Modell durch den Wellenimpulsfluss verursacht.

Es ist schon seit Liangerem bekannt, dass ein horizontal periodisches, vertikal lo-
kalisiertes Schwerewellenpaket den grofiskaligen mittleren Wind moduliert [Grimshaw,
1975b]. Auch ohne den anfinglichen grofiskaligen mittleren Wind existiert der Impuls-
transport von Wellen zur Hintergrundstrémung, so dass die Wellen des propagieren-

“welleninduzierten mittleren Wind” erzeugen. Der wellen-

den Wellenpaketes einen
induzierte Wind beeinflusst das Schwerewellenpaket und moduliert dessen Frequenz:
Dieses Phénomen ist bekannt als “Selbstbeschleunigung” des Wellenpaketes [Grims-
haw, 1975b; Fritts & Dunkerton, 1984; Sutherland, 2001]. Die schwache nichtlineare
Dynamik?® des Schwerewellenpaketes, die diesen Prozess bestimmt, beschreibt die Wech-
selwirkung zwischen den kleinskaligen Schwerewellen und dem grofiskaligen mittleren
horizontalen Wind: Der mittlere horizontale Wind moduliert das Schwerewellenpaket,
dieses aber beeinflusst wiederum den mittleren horizontalen Wind. Ein System, welches
das Wellenpaket mit dem welleninduzierten Wind koppelt und dabei aber die Welle-
Welle-Wechselwirkung vernachléssigt, ist ausreichend, um die wichtigen nichtlinearen
Effekte zu erfassen [Sutherland, 2006; Dosser & Sutherland, 2011]. In dieser Arbeit wird
die schwach nichtlineare Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit und
der Atmosphére mit variabler Dichte untersucht: Es wird zuerst der Effekt des wellen-
induzierten Windes auf die Wellen in der Boussinesq-Fliissigkeit studiert, danach wird
die schwach nichtlineare Dynamik in der Atmosphére mit variabler Dichte untersucht.

In dieser Arbeit werden zwei WKB-Modelle zur Beschreibung der schwach nichtli-
nearen Dynamik von Schwerewellen entwickelt. Dazu wird der Formalismus von Hert-
zog et al. [2002] zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung der Wellenamplitude in

dem Ort-Wellenzahl Phasenraum verwendet. Da der Schwerewellenimpuls in dem Ort-

“Fritts & Dunkerton [1984] bezeichnen die Kopplung zwischen den Schwerewellen und den wellenin-
duzierten Wind als “quasi-lineare” Dynamik.



1.4 Aufbau der Arbeit

Wellenzahl Phasenraum eine Funktion von Position, Wellenzahl und der Wellenamplitu-
de ist, kann es zur Berechnung von welleninduziertem Wind verwendet werden und ein
schwach nichtlineares WKB-Modell entwickelt werden.® Es werden zwei unterschiedli-
che numerische Algorithmen zur Lésung von WKB-Gleichungen in dem Ort-Wellenzahl

Phasenraum vorgeschlagen.

1. Der erste basiert auf dem Finite-Volumen-Verfahren und 16st die Wellenamplitu-

dengleichung in der Euler-Darstellung.

2. Der zweite ist ein Strahlenmodell in dem Ort-Wellenzahl Phasenraum, welches

die Wellenamplitudengleichung in der Lagrange-Darstellung 16st.

Zur Validierung der WKB-Modelle werden drei unterschiedlichen wellenauflésende Mo-

delle verwendet.

1. Zur Uberpriifung von Boussinesq WKB-Modellen, welche die Schwerewellenaus-
breitung in der Boussinesqg-Fliissigkeit beschreiben, werden ein wellenauflésendes
schwach nichtlineares Modell und das nichtlineare Grobstruktursimulationsmodell
INCA verwendet.

2. Zur Uberpriifung von Nichtboussinesq WKB-Modellen, welche die Schwerewellen-
ausbreitung in der Atmosphére mit variabler Dichte simulieren, wird das nichtli-

neare Grobstruktursimulationsmodell PincFloit eingesetzt.

1.4 Aufbau der Arbeit

Im folgenden Kapitel werden die theoretischen Grundlagen zusammengefasst. Zuerst
werden in 2.1 die allgemeinen Grundgleichungen und die “schallfreien” Approxima-
tionen der Eulergleichungen diskutiert. In den darauffolgenden Kapiteln 2.2 und 2.3
werden Gleichungen, welche die schwach nichtlineare Dynamik von zweidimensionalen,
horizontal periodischen, vertikal lokalisierten Schwerewellenpaketen in der Boussinesq-
Fliissigkeit und in der Atmosphére mit variabler Dichte beschreiben, konsistent mit
Hilfe der multiplen Skalenasymptotik und der WKB-Theorie hergeleitet. Die Herlei-
tung von Strahlengleichungen und der WKB-Theorie im Ort-Wellenzahl Phasenraum
werden in 2.4 und in 2.5 dargestellt.

Kapitel 3 beschreibt alle in der Arbeit verwendeten Modelle. So werden in 3.1 die bei-
den entwickelten WKB-Modelle, welche die WKB-Gleichungen in dem Ort-Wellenzahl

5Die gleiche Methode wird schon zur Lésung des Kaustikproblems zur Beschreibung der Ober-
flichenschwerewellen in dem Ozean eingesetzt. In den Modellen wird die Wellenamplitudenglei-
chung in dem Ort-Wellenzahl oder Ort-Frequenz-Richtung Phasenraum formuliert [Booij et al.,
1999; WAMDI Group, 1988; Benoit et al., 1996; Tolman, 1991] und auf die gleiche Weise schwach
nichtlinear mit der Strémung der Ozeanzirkulation gekoppelt[Dietrich et al., 2011; Roland et al.,
2009, 2012].



1 Einleitung

Phasenraum losen, ausfiihrlich erklart: In Abschnitt 3.1.1 wird das Euler WKB-Modell,
welches das Finite-Volumen-Verfahren mit einer Aufwindmethode zweiter Ordnung
zur Bestimmung der Wellenamplitude verwendet, erldutert und in Abschnitt 3.1.2 das
Strahlenmodell. Im darauffolgenden Kapitel 3.2 werden die Validierungsmodelle kurz
vorgestellt.

Im Kapitel 4 werden unterschiedliche Testfélle zur Validierung von WKB-Modellen
prasentiert. Zuerst wird in Kapitel 4.1 die schwach nichtlineare Dynamik von Schwe-
rewellen im Rahmen der Boussinesq-Approximation untersucht und die WKB-Modelle
validiert. Die Testfille wurden dafiir extra so gewéhlt, dass durch die Wechselwirkung
mit dem zeitabhéngigen Wind in jedem Fall eine Kaustik in dem physikalischen Raum
entstehen soll. Darauf schlieit sich die Untersuchung von Wellenpaketen an, welche die
WKB-Voraussetzung der langsam variierenden Welleneigenschaften verletzen. Kapitel
4.2 beschreibt anschliefend die Validierung der Nichtboussinesq WKB-Modelle und
die Untersuchung der schwach nichtlinearen Dynamik in der Atmosphére mit variabler
Dichte.

Die Arbeit schliefit mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse und einem Ausblick

in dem Kapitel 5 ab.
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In diesem Kapitel wird die Theorie zur Beschreibung der schwach nichtlinearen Schwe-
rewellendynamik entwickelt. Diese Erweiterung der linearen Theorie wird notwendig,
wenn nicht nur die Ausbreitung eines kompakten Schwerewellenpaketes durch einen
verdnderlichen Hintergrund sondern zusitzlich das Feedback von den Schwerewellen
auf den Hintergrund betrachtet wird: Ein propagierendes Wellenpaket induziert selbst
durch den Impulstransport von Wellen zu dem grofiskaligen Wind einen Hintergrund-
wind, der wiederum das Wellenpaket beeinflusst. So zeigten Sutherland [2006] und
Dosser & Sutherland [2011], dass die Ausbreitung von horizontal periodischen, vertikal
kompakten Wellenpaketen durch die Wechselwirkung mit dem welleninduzierten Wind
stark beeinflusst wird. Dieses schwach nichtlineare System, welches Wellen mit dem wel-
leninduzierten Wind koppelt und somit asymptotisch die nichtlineare Ausbreitung von
Schwerewellen beschreiben kann, wird in diesem Kapitel vorgestellt. Die wesentlichen
Aspekte dieser Theorie lassen sich bereits in einer zweidimensionalen (2D) Betrach-
tung herleiten, die rdumliche Variationen lediglich in zonaler und vertikaler Richtung
zuldsst. Die Herleitung der Theorie fufit auf dem Wentzel-Kramers-Brillouin(WKB)-
Ansatz, dessen zentrale Annahme darin besteht, dass die charakteristische Zeit- und
Léngenskala der Wellenphase sehr viel kleiner sind als die Skalen auf denen die Wellen-
amplitude sowie die Hintergrundfelder variieren.

Es wird dabei angenommen, dass die 2D Schwerewellen durch die Atmosphére mit
stabiler Schichtung und einem zeit- und héhenabhéngigen horizontalen Hintergrund-
wind propagieren. Die Schwerewellen selbst sollen zeit- und héhenabhéngige vertikale
Wellenzahlen sowie zeit- und hohenabhingige Wellenamplituden besitzen.® Es werden
nur Schwerewellen betrachtet, deren Periode klein genug ist, um die Corioliskraft zu
vernachlissigen, und welche somit die Bedingung f?m? << NZ2k? erfiillen.” Der Ein-
fluss der Corioliskraft ist auf solche Schwerewellen gering, so dass diese vernachléssigt
werden kann. Weiterhin wird angenommen, dass die hier betrachtete Dynamik in guter
Néherung adiabatisch verlduft und ebenso innere Reibung eine vernachléssighbare Rolle
spielt. Die Koordinate der zonalen West-Ost-Richtung wird im Folgenden mit x und
die vertikale Koordinate vom ebenen Boden aufwérts mit z bezeichnet.

Dieses Kapitel ist wie folgt aufgebaut. In 2.1 werden die Eulergleichungen eingefiihrt

Tn 2.4.1 wird gezeigt, dass diese Schwerewellen eine konstante horizontale Wellenzahl besitzen.
"Hier bezeichnen k und m die horizontale und vertikale Wellenlsingen der Schwerewellen, N die Brunt-
Vaisdla Frequenz und f den Coriolisparameter.
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und eine Begriindung fiir die Filterung von Schallwellen gegeben, die schliellich in die
Boussinesq-Gleichungen miindet. Ausgehend von den schallfreien Boussinesq-Gleichungen
wird in 2.2 die Theorie zur Beschreibung der schwach nichtlinearen Schwerewellenaus-
breitung in einer Boussinesq-Fliissigkeit hergeleitet. In 2.3 werden die Eulergleichungen
entdimensionalisiert und die Theorie zur Beschreibung der schwach nichtlinearen Schwe-
rewellenausbreitung in der Atmosphére mit variabler Dichte hergeleitet. In 2.4 werden
die Strahlengleichungen und in 2.5 die WKB-Theorie in Ort-Wellenzahl Phasenraum
hergeleitet.

2.1 Die Grundgleichungen

Die Wellen in der Atmosphére werden durch die sogenannten Zustandsgrofien wie die
Geschwindigkeit v und die thermodynamischen Variablen Druck p, Dichte p und Tem-
peratur 1" beschrieben. Die zeitliche Entwicklung dieser Zustandsgréfien wird allgemein
mit den Eulergleichungen berechnet [Vallis, 2006]. Unter der Voraussetzung, dass die
Corioliskraft genauso wie molekulare Viskositédt und Diffusion vernachléssigt werden,

lauten die Eulergleichungen fiir 2D Wellen

p% + % =0, (2.1a)
p%%—%%—pg:m (2.1b)
g—f —0, (2.1¢)
%+p<%+g—2>=0. (2.1d)

u und w sind die horizontale und vertikale Komponente des Geschwindigkeitsfeldes v,

6 ist die potentielle Temperatur, die weiter unten definiert wird und g = 9,81 m s~2 ist
die Erdbeschleunigung. Die Eulerische Entwicklung der materiellen Ableitung lautet
er D o o9 0
— == — — . 2.2
Di ot "oz TVo: (22)

Die Zustandsgleichung fiir ideale Gase
p=pRT, (2.3)

mit der spezifischen Gaskonstanten fiir trockene Luft R = 287 JK kg™, vervollstindigt
das Gleichungssystem. Das Gleichungssystem (2.1) beschreibt die Wellenausbreitung in
der Atmosphiére vollstandig:

e (2.1a) und (2.1b) sind die Bewegungsgleichungen, die horizontale und vertikale

Impulserhaltung darstellen;
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e (2.1c) ist die Entropiegleichung, welche die Erhaltung der potentiellen Tempera-
tur bei adiabatischen Prozessen postuliert. In der Atmosphiére ist die potentielle
Temperatur 0 ein Maf} fiir die Entropie des Systems und kann mithilfe der Zu-

standsgleichung (2.3) wie folgt definiert werden

0= <@>R/cp T, (2.4)

Dabei sind ¢, = 1004 JK~'kg~! die spezifische Wirmekapazitit trockener Luft

bei konstantem Druck und pg ist ein konstanter Referenzdruck;

e Die Kontinuititsgleichung (2.1d) ist Ausdruck der Massenerhaltung eines kom-

pressiblen Luftteilchens.

Die Eulergleichungen (2.1) beschreiben nicht nur Schwerewellen, sondern auch Schall-
wellen in der kompressiblen Atmosphére. Schallwellen variieren auf einer Zeitskala, die
sehr viel kleiner ist als diejenige der Schwerewellen. Aus diesem Grunde verlangt die nu-
merische Umsetzung der Eulergleichungen {iblicherweise einen sehr kurzen Zeitschritt
[Durran, 1989]. Da man davon ausgeht, dass die Schallwellen einen vernachléssigbaren
Einfluss auf die Entwicklung von Wetter und Klima haben, empfiehlt es sich, die Schall-
wellen aus der kompressiblen Dynamik herauszufiltern. Das auf diese Weise gewonnene
schallfreie Gleichungssystem erlaubt nur noch die Ausbreitung von Schwerewellen und
ldsst sich im Allgemeinen mit geringerem numerischen Aufwand integrieren als die Eul-
ergleichungen, da ein groflerer Zeitschritt gewéahlt werden kann.

In der Atmosphére sind die Fluktuationen von Druck und Dichte sehr klein. Diese
Tatsache kann dazu verwendet werden, die schallfreien Néherungen der Eulergleichun-
gen (2.1) zu entwickeln. Die einfachste Methode um die Schallwellen herauszufiltern, ist
die Boussinesq-Approximation [Boussinesq, 1903; Spiegel & Veronis, 1960]. Bei dieser
Approximation wird angenommen, dass die vertikale Lingenskala von Schwerewellen
viel kleiner als die Referenzhdhe der Atmosphére ist. Diese Annahme fiihrt letztlich da-
zu, dass die Hintergrunddichte der Atmosphére als ndherungsweise konstant betrach-
tet wird. Das Amplitudenwachstum, das bei vertikal propagierenden Schwerewellen
aufgrund des anndhrend exponentiellen Abfalls der Hintergrunddichte in der wirkli-
chen Atmosphére beobachtet wird, kann daher von den Boussinesq-Gleichungen nicht
wiedergegeben werden. Die Beschreibung der Schwerewellenausbreitung mithilfe dieses
Gleichungssystems macht deshalb nur dann Sinn, wenn die vertikale Ausdehnung des
betrachteten Gebietes nicht iiber die Referenzhche der Atmosphére hinausreicht.

Es existieren aber auch schallfreie Approximationen, welche die Hohenabhéngigkeit
der Hintergrunddichte beriicksichtigen: Die anelastischen und pseudo-inkompressiblen
Gleichungen sind gute Beispiele dafiir. Ogura & Phillips [1962] leiteten die anelasti-

schen Gleichungen fiir die isentrope Referenzatmosphére her. Durch die Analyse von
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Stromungen mit niedrigen Mach-Zahlen konnten sie zeigen, dass die resultierenden Glei-
chungen die Schallwellen herausfiltern. Wilhelmson & Ogura [1972] erweiterten die ane-
lestischen Gleichungen auf eine nicht-isentrope Atmosphére. Als spéter entdeckt wurde,
dass die anelastischen Gleichungen von Wilhelmson & Ogura [1972] ein Problem mit
der Energieerhaltung haben, wurde von Lipps & Hemler [1982] eine korrigierte Version
hergeleitet. Achatz et al. [2010] zeigten, dass auch diese Gleichungen nur in einer At-
mosphére mit schwacher Schichtung, in welcher die Entropie nur sehr schwach vertikal
variiert, giiltig sind. Eine andere schallfreie Approximation, die pseudo-inkompressiblen
Gleichungen, wurden von Durran [1989] fiir atmosphérische Stromungen mit kleiner
Mach-Zahl entwickelt. Bei der Herleitung fithrte Durran die sogenannte Pseudomas-
se ein, welche durch die Stromung konservativ transportiert wird. Unterschiedliche
Studien untersuchten, welche der schallfreien Approximationen - die anelastische oder
pseudo-inkompressible - sich besser zur Beschreibung von Schwerewellen eignet [siehe
dazu z.B. Davies et al., 2003; Durran, 2008; Klein, 2009; Klein et al., 2010]. Eine Stu-
die von Achatz et al. [2010], welche das asymptotische Verhalten von kompressibler,
pseudo-inkompressibler und anelastischer Dynamik mithilfe einer Multiskalenanalyse
untersuchte, zeigte, dass die pseudo-inkompressiblen und kompressiblen Gleichungen
in den fithrenden Ordnungen dquivalent sind. Die anelastischen Gleichungen besitzen
diese Eigenschaft nur, wenn die Atmosphire sehr schwach geschichtet ist. Aufgrund
dessen werden in dieser Arbeit die pseudo-inkompressible Approximation verwendet,
um die schwach nichtlineare Schwerewellendynamik in der Atmosphére mit variablen

Dichte zu untersuchen.

2.2 Die Schwerewellenausbreitung in der

Boussinesq-Fliissigkeit

Die Boussinesq-Approximation basiert auf der Annahme, dass die vertikale Langenskala
der Schwerewellen Hyy viel kleiner ist als die Skalenhohe der hydrostatischen Referen-
zatmosphére
1dp] ™t
H,=—|-—— . 2.5
’ [ﬁ dz] 22

In einer isothermen Atmosphére nimmt die Referenzdichte wie folgt mit der Hohe ab

p(2) = poe” s, (2.6)

wobei pg die konstante Referenzdichte z.B. am Boden ist. In der isothermen Atmosphére
mit der konstanten Temperatur 7" = Tj gilt dabei fiir die Skalenhohe der Referenzat-

mosphére

_ RTy

H
Py

(2.7)

10



2.2 Die Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit

Der Referenzdruck p der isothermen Atmosphére ergibt sich aus (2.6) und der konstan-
ten Atmosphérentemperatur T mithilfe der Zustandsgleichung (2.3). Gesamtdichte p
und -druck p kénnen nun in den Referenzanteil und eine Abweichung davon, p’ und p/,

aufgespalten werden

p=p(2) +p(z,2,1t) . (2.9)

Dabei gilt im Allgemeinen p’ << p und p’ << p [Pichler, 1997]. Mit (2.8) folgt aus der

Linearisierung der Kontinuitétsgleichung (2.1d)

dp ou ow
—_— H— nN— — . 2.1
wdz+p8x+p8z 0 (2.10)

Mit H, >> Hyy folgt fiir den ersten Term in (2.10)

1dp 1 ow

- << = 2.11

pdz w 0z ( )
und daher lautet die Kontinuitéitsgleichung in der Boussinesq-Approximation

ou  Ow

—+—=0. 2.12

ox + 0z ( )

Hieraus folgt schliellich ein zentrales Element der Boussinesq-Approximation: Die Dich-

te der Referenzatmosphére ist niherungsweise konstant

5=po. (2.13)

Bevor die Boussinesq-Gleichungen aus den Eulergleichungen (2.1) hergeleitet werden,
ist es wichtig ein Paar zusétzlicher Felder einzufiihren. In der Atmosphire werden die
Schwerewellen sehr oft nicht durch die potentielle Temperatur 6’ sondern durch das
Auftriebsfeld ¢, welches die Fluktuationen der Dichte beschreibt, ausgedriickt
0o
bV =—g=. (2.14)
D
Die potentielle Temperatur € kann genauso wie die Dichte p und Druck p in die poten-

tielle Temperatur der Referenzatmosphire 6 und die kleine Storung 6’ zerlegt werden

0=0(z)+0(x,z1) . (2.15)
Aus der Definition der potentiellen Temperatur (2.4) unter Verwendung von (2.3) folgt,
dass o ,
Z-_r£ (2.16)
i 7

11
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gilt, solange p’/p << 1 ist. Somit kann man b" ausdriicken als

6/
95 (2.17)
Mit der Boussinesq-Annahme (2.13), der Definition des Auftriebsfeldes b’ (2.14) be-
ziehungsweise (2.17) und der Definition der hohenabhéngigen Brunt-Viiséld Frequenz

N _
dp

N2=22

gdz’

welche die Schichtung der Atmosphére beschreibt, kénnen die nichtlinearen Boussinesq-

(2.18)

Gleichungen aus den Eulergleichungen (2.1) hergeleitet werden

ll);z/ + g—i ~0, (2.192)
%U;, + % ¥V =0, (2.19b)
DY Nt =0, (2.190)
%—Z + %ZZ/ =0. (2.19d)

Hier ist p/ = p//po.

Das Gleichungssystem (2.19) wird als Ausgangspunkt zur Herleitung der Theorie,
welche die schwach nichtlineare Ausbreitung der Schwerewellen in der Boussinesq-
Fliissigkeit beschreibt, benutzt.

2.2.1 Die lineare Ausbreitung von Schwerewellen in einer ruhenden
Atmosphare

Bevor die schwach nichtlineare Dynamik von Wellenpaketen untersucht werden kann,
ist es wichtig die Ausbreitung von monochromatischen Schwerewellen mit kleiner Am-
plitude zu studieren. Fiir monochromatische Wellen ist der Advektionsterm im Glei-
chungssystem (2.19) vernachléssigbar klein und somit kann ihre Ausbreitung mit der
linearen Theorie beschrieben werden. Eine kurze Wiederholung der linearen Dynamik
soll daher der Einfithrung der schwach nichtlinearen Theorie vorausgehen.

Im Folgenden wird dazu das Gleichungssystem (2.19) linearisiert. Dabei wird ange-
nommen, dass die Wellen sich in einer ruhender Atmosphére ausbreiten und es wird
folgender Ansatz gemacht: v/ = v, w' = w”, p’ = p” und ¥ = b". Dabei sind v”, v’
p”, b” die kleinen Stoérungen, welche die Schwerewellenfelder reprisentieren. Folglich

lauten die linearisierten Boussinesq-Gleichungen

aul/ 8p//
a " or

0, (2.20a)

12



2.2 Die Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit

aw// apl/

£ =0 2.20b
ot * 0z ' ( )
8b//
7%—+—A%uW::O, (2.20c)
aul/ 8’(1)”
=0 2.20d
oz * 0z ( )

mit NO2 = konstant.
Ein moglicher Ansatz, der dem Gleichungssystem (2.20) geniigt, ist eine ebene mo-

nochromatische Welle®

<
<33

S
S €>
=)

ey (2.21)

i
3>

i, W, b und p sind die Wellenamplituden. Die Phase ® = kx + mz — wt definiert die
horizontale und vertikale Wellenzahl & = 27/, und m = 27/), und die Frequenz
w = 27 /7, mit den Wellenléingen A\, und A\, und der Wellenperiode 7.

Das Einsetzen des Ansatzes (2.21) in das Gleichungssystem (2.20) liefert das lineare

Gleichungssystem
—iw 0 0 ik U
0 —iw —Na i .
e T Y =o0. (2.22)
0 NO —iw 0 b(] /N()
ik im 0 0 D

Damit (2.22) eine nichttriviale Losung besitzt, muss die Determinante der Matrix ver-

schwinden. Dies liefert die Dispersionsrelation
NEk?

2 0

_ , 2.23

v k2 + m?2 (2.23)

welche die Frequenz der Schwerewelle w mit ihren Wellenzahlen k, m verkniipft und die

Ausbreitung von Schwerewellen bestimmt. Aus der Dispersionsrelation folgt, dass jedem

Wellenzahlvektor k = (k, m) zwei unterschiedliche Frequenzen zugeordnet werden

Nok

T (2.24)

w4 ==£

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

Die Ausbreitungsrichtung und die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Schwerewellen sind
durch deren Phasen- und Gruppengeschwindigkeit gegeben. Die Phasengeschwindigkeit

v, beschreibt wie sich Fldchen konstanter Phase fortbewegen, sprich in welche Richtung

8Ein Wellenpaket mit kleinen Amplituden wird mit dem gleichen Ansatz beschrieben.

13
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e A . Wellenfront

. —

Abbildung 2.1: Das Geschwindigkeitsfeld der Wellen v’ = (u”, w") ist parallel zur Wellenfront
und orthogonal zum Wellenzahlvektor k = (k, m).

und wie schnell Wellenberge und Wellentéler propagieren
w
Vph = Wk . (225)

Aus der Kontinuitétsgleichung (2.20d) folgt eine interessante Eigenschaft der Boussinesg-
Dynamik: Das Geschwindigkeitsfeld der Wellen v/ = (u”, w") ist orthogonal zum Wel-
lenzahlvektor k = (k,m) und somit auch zur Phasengeschwindigkeit. Dies ist in Abbil-
dung 2.1 dargestellt.

Die Gruppengeschwindigkeit einer Schwerewelle ist definiert als

¢y = Viw . (2.26)
Thre Horizontalkomponente
Oow Nom?
= Pk = T2 2 (2.27)
und Vertikalkomponente
Ow Nokm
T am T T (K2 1 m2) (2:28)

beschreiben die Ausbreitung der Wellenpaketeinhiillenden® [Nappo, 2002] und somit
auch der Energie des Wellenpakets, wie spéiter in Abschnitt 2.2.2 gezeigt wird. Weil aus
der Dispersionsrelation folgt, dass jedem Wellenzahlvektor zwei unterschiedlich Fre-

quenzen zugeordnet werden (siehe Gleichung (2.24)), besitzen vertikal aufwirts propa-

9Schematische Darstellung der Wellepaketeinhiillenden ist in Abbildung 2.3 gegeben.

14
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z

Y

Abbildung 2.2: Der Wellenzahlvektor und die Gruppengeschwindigkeit fiir ein sich nach oben
ausbreitendes Wellenpaket mit £ > 0, m < 0 und wy = w > 0. Die Phase des
Wellenpakets propagiert nach unten, wérend das Wellenpaket und seine Energie
nach oben propagieren.

gierende Schwerewellen folgende Eigenschaften

(
k>0, m<0, wgq,

k< 0, m > 0, Wy
Cge>0: (2.29)
k>0, m>0, w_,

k<0, m<0, w_

und fiir nach unten propagierende Schwerewellen folgt dementsprechend

(
]C>0, m>0, Wy

k < 0, m < 0, Wy
Cgz < 0 (2.30)
k>0, m<0, w_,

\k:<0, m>0, w_.

An dieser Stelle ist es niitzlich einige Eigenschaften von Schwerewellen, die sich aus
der Definition der Gruppen- und Phasengeschwindigkeiten ergeben, zu besprechen: Per
Definition sind die Gruppen- und Phasengeschwindigkeitsvektoren orthogonal zueinan-
der v, - ¢4 = 0. Dies hat zur Folge, dass sich die Wellenenergie parallel zu Linien mit
konstanter Phase ausbreitet. Aus der Definition (2.25) und (2.28) folgt weiterhin, dass
die vertikalen Komponenten der Gruppen- und Phasengeschwindigkeit unterschiedli-
ches Vorzeichen haben. Dies bedeutet, dass bei einem sich vertikal aufwirts ausbrei-
tenden Wellenpaket die Energie nach oben propagiert, wihrend die Phase nach unten
lauft (siehe Abbildung 2.2).

15
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Polarisationsbeziehungen

Aus dem linearen Gleichungssystem (2.22) lassen sich wichtige Beziehungen zwischen
den Wellenamplituden von Schwerewellen ableiten. Diese sogenannten Polarisationsbe-
ziehungen koppeln die Wellenfeldern aneinander und beschreiben die Phasenverschie-
bung zwischen den Wellenfeldern. So kénnen die Wellenamplituden «, w, p als Funk-
tionen von b dargestellt werden.

Aus der Entropiegleichung (2.20c) folgt ein Zusammenhang zwischen @ und b

A LW

Einsetzen von @ in die Kontinuitétsgleichung (2.20d) liefert

o= —i——=b . (2.32)

Um schlieflich p zu bestimmen, kann die horizontale Impulsgleichung (2.20a) benutzt

werden ,
o .m W~
Diese Polarisationsbeziehungen
A mw . w mw? -
(u,w, b,p) = <—Z?FO2,ZFO2, 1, —ZpN—02> b (234)

zeigen, dass die Wellenfelder aneinander gekoppelt sind, und beschreiben die Phasen-

beziehungen zwischen den Wellenfeldern.!©

2.2.2 Die schwach nichtlineare Dynamik von Schwerewellen

Bisher wurde die Ausbreitung von monochromatischen Schwerewellen in einer ruhen-
den Atmosphére betrachtet. In der realen Atmosphére variieren die Hintergrundfelder
in Zeit und Raum und wechselwirken mit den Schwerewellen, so dass die lineare Theorie
nicht ldnger das geeignete Mittel ist, um die Schwerewellenausbreitung zu beschreiben.
Wenn der Hintergrundwind raum- und zeitabhéngig ist, kann der Advektionsterm in
(2.19) nicht mehr vernachlissigt werden. In diesem Abschnitt wird die Wechselwirkung
zwischen den Schwerewellen und dem zeit- und héhenabhéngigen Hintergrundwind,
welcher durch die Schwerewellen induziert wird, betrachtet. Diese Wechselwirkung wird
mit Hilfe der schwach nichtlinearen Dynamik beschrieben. Um die schwach nichtlineare
Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit zu beschreiben werden die li-

nearisierten Boussinesq-Gleichungen mit der Gleichung fiir den welleninduzierten Wind,

107 B. kann man sehen, dass das Auftriebsfeld b” und die vertikale Geschwindigkeit w” die Phasenver-
schiebung von 7/2 aufweisen.
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2.2 Die Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit

welche den Impulstransport von Wellen zum Hintergrundwind beschreibt, gekoppelt.
Die hier dargestellte Herleitung der Theorie basiert auf der Arbeit von Muraschko
et al. [2014].

Die linearisierten Boussinesq-Gleichungen

Zur Ableitung der Gleichungen, welche die schwach nichtlineare Dynamik der Schwe-
rewellen beschreiben, werden (2.19) zuerst linearisiert. Bei der Linearisierung wird die

folgende Zerlegung der Felder verwendet:

u'(x,2,t) = U(z,t) +u"(z,2,t) (2.35a)
w'(x, 2,t) = w"(x,2,t) , (2.35b)
Pz, 2, t) = p"(z,2,t) , (2.35¢)
V(z,z,t) = B(z) + b"(x,2,t) , (2.35d)

wobei v (x, z,t), w"(z, z,t), p’(z, z,t), V' (x, z,t) die Wellenfelder, U(z,t) der zeit- und
hohenabhéngige Hintergrundwind und B(z) der hohenabhéngige Hintergrundauftrieb
sind. Die Einfiihrung eines zeit- und hohenanhéngigen Hintergrundwindes U(z,t) wird
notwendig, um den Effekt des welleninduzierten Windes auf die Schwerewellen zu
erfassen. Zusitzlich wird durch den héhenabhéingigen Hintergrundauftrieb B(z) eine
hohenabhingige Schichtung zugelassen. Das Einsetzen von (2.35) in (2.19) liefert die

linearisierten Boussinesq-Gleichungen:

ou” ou” ,0U  op”

ot "V T Tar 0 12360
8(;12” N Uaaug;” n aai;ﬁ =0, (2.36Db)
%bt” n U% L N% =0, (2.36¢)

aaz;” N 8@@;” _ 0. (2.36d)

Die Zulassung eines grofiskaligen Hintergrundauftriebsfeldes B(z) fiihrt dazu, dass die
Brunt-Viisild Frequenz nicht mehr konstant sondern hohenabhiingig ist: N2(z) =
NZ + dB/dz. Die linearisierten Boussinesq-Gleichungen (2.36) kénnen nicht mehr mit
dem Ansatz einer ebenen Welle (2.21) gelost werden. Es existiert aber eine Erwei-
terung, mit der Schwerewellen auf einem variierenden Hintergrund unter bestimmten

Voraussetzungen beschrieben werden kénnen.
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2 Grundlagen

Der WKB-Ansatz

Die Wentzel-Kramers-Brillouin(WKB)-Theorie wurde urspriinglich zur Lésung der Schro-
dingergleichung in der Quantenmechanik entwickelt [Messiah, 1961].}! Die WKB-Theorie
basiert auf einem Multiskalenansatz, so wird beispielsweise vorausgesetzt, dass die Wel-
lenamplitude, die Wellenldnge und die Wellenfrequenz auf sehr viel gréfleren Zeit- und
Léngenskalen variieren als die Wellenphase. Entsprechendes ldsst sich auch auf die Be-
schreibung der schwach nichtlinearen Schwerewellendynamik {ibertragen, wo die Hin-
tergrundfelder auf einer viel grofleren Zeit- und Léngenskala variieren als die Schwere-
wellen selbst. Diese Skalenseparation kann dazu verwendet werden eine Losung fiir das
Gleichungssystem (2.36) zu konstruieren.

Ein quasimonochromatisches Schwerewellenpaket,'? dessen Amplitude und Wellen-
variablen, wie vertikale Wellenzahl m und Frequenz w, durch den Hintergrundwind U
beeinflusst werden, kann mit einem Zweiskalen-Ansatz beschrieben werden. Die Phase
eines solchen Wellenpaketes variiert auf einer kurzen Zeit- und Léngenskala Tk g und
Hpkg, wihrend die Variationen der Wellenamplitude und der Wellenvariablen durch
den grofiskaligen Hintergrundwind verursacht werden und sich daher auf einer grofieren
Zeit- und Léngenskala T;g und Hgg abspielen. Folglich stellt das Wellenpaket ein rea-
listisches Schwerewellenfeld dar und kann als Ansatz zur asymptotischen Losung von

Gleichungssystem (2.36) benutzt werden

u'(z,2,t) w(Z,T)
w’(x, 2, 1) _— :(Z, T) gezn [ (2.37)
V' (x, 2, t) b(Z,T)
P, 1) p(2,7)

U, W, b und p sind die zeit- und hohenabhéngigen komplexen Wellenamplituden, Z = ez
und T = et sind die grofiskalige Hohenkoordinate und die “langsame” Zeitkoordinate,
auf denen der Hintergrundwind, die Wellenamplituden, die vertikale Wellenlénge m und
die Frequenz w variieren. Weiterhin ist ® die Gesamtphase, welche wie folgt definiert
ist

¢ =ckx+0O(2,T), (2.38)
wobei k die konstante horizontale Wellenzahl und ©(Z, T') die zeit- und héhenabhéngige
Phase sind. Der Parameter ¢ = Hxg/Hgs << 1 beschreibt die Skalenseparation zwi-

schen der Wellenamplitude und der Phase. In Abbildung 2.3 ist dies dargestellt.

Die Schwerewellenphase héngt von den schnellen Variablen ab, wihrend ihre Ablei-

Dje mathematische Methode, welche der WKB-Theorie zugrunde liegt, wurde schon im neunzehnten
Jahrhundert von Joseph Liouville und George Green entwickelt [Vallis, 2006].

12Nach der Definition kénnen nur Wellen monochromatisch sein. In dieser Arbeit wird als quasimono-
chromatisches Wellenpaket ein Wellenpaket bezeichnet, welches anfinglich (zum Zeitpunkt ¢ = 0)
durch eine einzige Wellenzahl vollstandig beschrieben werden kann.
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2.2 Die Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit

Abbildung 2.3: Die Skalenseparation zwischen der Wellenpaketeinhiillenden l;(Z, T) und der
Welle bv'(z,z,t) = B(Z, T)eiq)(ze ~ Die Wellenpaketeinhiillende I;(Z, T) variiert
auf viel langeren Skalen als die Welle.

tungen nur eine langsame Variation zeigen. Dies wird durch den zusitzlichen e~ '-Faktor

hervorgehoben. Die partielle zeitliche und raumliche Ableitung des Wellenfeldes, z.B.

des Auftriebsfeldes
' 00 0b\ i(ketOZD)
W = { (la—Tb + 66_T> e s (239&)

o' 00 | Ob\ i(ke+OZD)

werden bis zur €’-Ordnung durch die Variationen der Phase dominiert. Die Amplitu-
denvariationen tauchen erst in der e!-Ordnung auf. Nach Hayes [1970b] sind die zeit-

und hohenabhingige vertikale Wellenzahl und Frequenz wie gefolgt definiert:

m(Z,T) = ;Z <¢> _ 2—2 , (2.400)
W(Z.T) = —% (%) - —g—? . (2.40D)

Somit kénnen die partielle zeitliche und rdumliche Ableitung des Wellenfeldes, z.B. des

Auftriebsfeldes auch geschrieben werden als

b B ob z(k +8ET) T))
i R { <—zwb + 60_T> 2 , (2.41a)

b B ob (k +e(z T))
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2 Grundlagen

Um die Losung von (2.36) zu bestimmen, werden die Wellenamplituden in € entwickelt

w(Z,T) w;(Z,T)

WZT) | = |wi(Z7)

b(Z,T) _jzgej Bj(Z,T) ’ (242)
ﬁ(Z’T) ﬁj(Z’T)

zusammen mit dem WKB-Ansatz (2.37) in das linearisierte Gleichungssystem (2.36)

eingesetzt und anschliefend nach e-Ordnungen geordnet

—iw 0 0 ik g —iw 0 0 ik U
0 —iww —N im W n 0 —iww —N im w1
~ € ~
0 N —iw 0 bo/N 0 N —iw 0 b1 /N
ik im 0 0 Po ik 1m 0 0 P1
Big/OT + (AU /OZ )i
0wy /0T + Opy/0Z
bo/OT + o/ —0(&) . (2.43)
1/Naby/OT
Y/
Hier ist

w=w-—kU (2.44)

die intrinsische Frequenz, welche die Doppler-Verschiebung der Frequenz durch den

groBskaligen Hintergrundwind wiedergibt.!?

Die fithrende Ordnung O (1): Dispersionsrelation und Polarisationsbeziehungen

Die fithrende Ordnung des schwach nichtlinearen Gleichungssystems (2.43) liefert das
Gleichungssystem (2.22) (siche Abschnitt 2.2.1), mit dem Unterschied, dass an die Stelle

der absoluten Frequenz w nun die intrinsische Frequenz @ tritt

iy i 0 0 ik

i 0 i N
=0, wobei M= R (2.45)
bo/N 0 N —iw 0

Bo ik im0 0

Das Gleichungssystem (2.45) hat nur dann eine nichttriviale Losung, wenn die Matrix

M singulér ist und ihre Determinante verschwindet (siehe Abschnitt 2.2.1). Dies liefert

13Die Geschwindigkeit, mit der sich die Schwerewellenphase bewegt, héngt davon ab, ob der Beobachter
sich am Boden befindet oder sich mit dem Hintergrundwind bewegt: In zwei unterschiedlichen
Bezugssystemen werden unterschiedliche Frequenz gemessen. Die Frequenz, die ein Beobachter vom
Boden aus misst, wird als absolute Frequenz bezeichnet. Im Bezugssystem, welches sich mit dem
Hintergrundwind bewegt, misst ein Beobachter die sogenannte intrinsische Frequenz.
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2.2 Die Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit

die Dispersionsrelation fiir schwach nichtlineare Schwerewellen

N2
& = (w—kU)? =

= —. 2.4
k2 4+ m? (2.46)

Im Gegensatz zur Dispersionsrelation von Schwerewellen in einer ruhenden Atmosphére
(2.23), stellt (2.46) eine asymptotische Losung fiir kleine € und langsam variierendes N
und U dar.

Wie in Abschnitt 2.2.1 gezeigt wurde, kann der Eigenvektor der Matrix M zusam-
men mit der Dispersionsrelation (2.46) dazu verwendet werden, die Wellenamplituden
g, Wo, Po in Abhingigkeit von by auszudriicken und die Polarisationsbeziechungen zu

bestimmen

~ ~ ~92
mw W .m w ~
—Z?W,Zm,l,—l——> bO . (247)

x = (g, Wo, bo, Po) = (

Die nédchsthéhere Ordnung O (¢): Die Amplituden- und Energiegleichung

Die fithrende Ordnung des Gleichungssystems (2.43) liefert die Dispersionsrelation, wel-
che die Wellenvariablen (k, m, @) aneinander koppelt, und die Polarisationsbeziehun-
gen, welche die Beziehung zwischen den Wellenwindkomponenten, Wellendruck und
Wellenauftrieb angibt. Die Polarisationsbeziehungen (2.47) stellen alle Wellenamplitu-
den in Abhéngigkeit von bo dar, welches selbst weiterhin unbekannt bleibt. Wie Glei-
chung (2.39) bereits andeutet, enthélt die ndchste Ordnung O (¢) Informationen iiber
die Variationen der Wellenamplituden. Dies kann dazu benutzt werden, die Zeitent-
wicklung der Wellenamplitude aus dem O (¢)-Anteil des Gleichungssystems (2.43) zu
bestimmen.
Die O (e€) -Gleichung lautet:

(2.48)

Dabei ist R definiert als

Do /AT + (DU D Z )iy
iy /OT + dpo/OZ
1/Nby/dT
YA

R=— (2.49)

Die Matrix M ist eine anti-hermitische Matrix, d.h. ihre Adjungierte ist gleich ihrem
Negativen: M™ = —M. Diese Eigenschaft der Matrix M kann ausgenutzt werden, um

die linke Seite der Gleichung (2.48) zu eliminieren. Dazu wird (2.48) von links mit x™
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2 Grundlagen

multipliziert:

xtM | | =x*R. (2.50)

Da Mt = —M folgt fiir die linke Seite von (2.50) unter Verwendung von (2.45)

(01 (01
M| =t | | =0 (2.51)
by /N by /N
D1 D1

und so gilt fiir die rechte Seite von (2.50)

g
W
b /N
P

0= (2.52)

Der Realteil der Gleichung (2.52) liefert eine Gleichung, welche die Zeitentwicklung der
Wellenamplituden beschreibt,

10 bo 2 o 1[0
19T <|uo|2 + |aio)? + |]\(;|2 ) + §R{ wo} %{a—z(powo)} =0. (2.53)

Einige weitere Rechenschritte, die im Anhang A.1 ausgefiihrt werden, und die Riick-
transformation in die “schnellen” Koordinaten z = Z/e und ¢t = T'/e fiihren schliellich

zur Energiegleichung der Schwerewellen

OE 0 EoU
E + %(ng ) + kng ~ 8 O . (254)

Dabei ist die Energie E definiert als

> !bo\ _ |bol?

Die Wellenenergie E ist nur dann eine Erhaltungsgréfie, wenn der Hintergrundwind
U hohenunabhiingig ist und damit der Quellterm (ox dU/dz) in Gleichung (2.54) ver-
schwindet. Im allgemeinen Fall (dU/dz # 0) ist der Quellterm als ein Umwandlungsterm
zu verstehen: Ist er negativ (Senke), so wird Wellenenergie auf den Hintergrundwind U

iibertragen, ist er hingegen positiv (Quelle), so zapft die Welle die Energie der Hinter-
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2.2 Die Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit

grundstromung an. Im Grenzwert kleiner Amplituden geht der Quellterm gegen Null
und die komplette Wellenenergie wird mit der Gruppengeschwindigkeit c . konservativ
transportiert. Fiir kleine Amplituden geht somit die schwach nichtlineare in die lineare

Dynamik tiber.

Der welleninduzierte Wind

Bislang wurden allein die Eigenschaften der Schwerewellen und ihre Abhéngigkeit von
der Hintergrundstrémung beleuchtet. Wie schon die Untersuchungen von Grimshaw
[1975b] und Sutherland [2006] zeigten, erhilt man ein realistischeres Bild von der Schwe-
rewellendynamik, wenn statt der einseitigen Beeinflussung der Welle durch den Hinter-
grund eine gegenseitige Beeinflussung angenommen wird. Ein propagierendes Schwe-
rewellenpaket ist in der Lage einen Hintergrundwind zu induzieren, wie die folgenden
Schritte zeigen werden. Um den sogenannten welleninduzierten Wind herzuleiten, wird
im Folgenden ein horizontales Mittel der horizontalen Impulsgleichung (2.19a) betrach-
tet.

Das horizontale Mittel einer Funktion f(z,z,t) ist definiert als

L
f(z,t) = %/0 fz,z, t)dx . (2.56)

Da die Gesamtgeschwindigkeit (uv/,w') = (U 4+ v”,w”) in das Hintergrundfeld U und
die Wellenfelder u”, w”, und der Druck p’ = p” in dem Wellendruck p” zerlegt werden
konnen, folgt aus Gleichung (2.19a)

ap//

Q " //2 " //2 " et
at(U—Fu)—F(U-FU)ax(U—FU ) +w aZ(U+u)+ D =0. (2.57)

Des Weiteren werden nur horizontal periodische Wellenpakete in der horizontalen Domé-
ne der GréBe L = 2% n € N betrachtet, so dass aus dem Wellenansatz (2.37) und den
Polarisationsbeziehungen (2.47) folgt, dass das horizontale Mittel der Wellenfelder ver-

schwindet

u =w" =p"=0. (2.58)

Das horizontale Mittel angewendet auf (2.57) liefert dann

oU ou’ ou”
ot T 9z " oz 0 (2:59)

Die letzten zwei Terme in (2.59) konnen weiterhin mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung

(2.36d) umgeformt werden zu

1 1
D B0 iy 20
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Die zeitliche Entwicklung des welleninduzierten Windes lautet damit

ou 0 ——

< L) . 2.61

5 = 5, W) (2.61)
Verwendet man fiir die Wellenfelder v” und w” die Ansétze (2.37) und (2.42), so lautet
Gleichung (2.61) in fithrender Ordnung

ou 10
— = ———R{ajwo} . 2.62
ot 20z {uow(]} ( )

Die linearisierten Wellengleichungen (2.36) zusammen mit (2.61) beschreiben die
Wechselwirkung zwischen Schwerewellen und dem Hintergrundwind im Rahmen der

schwach nichtlinearen Schwerewellendynamik.

2.3 Die schwach nichtlineare Schwerewellenausbreitung in der
Atmosphare mit variabler Dichte

Im Gegensatz zur Boussinesq-Gleichungen, welche auf der Annahme basieren, dass die
Dichte der Atmosphére konstant ist, werden Gleichungen, welche die Schwerewellenaus-
breitung in der Atmosphére mit der variablen Dichte beschreiben, aus den Eulerglei-
chungen unter der Annahme hergeleitet, dass die Hintergrunddichte hohenabhéingig ist
und mit der Hohe abnimmt. Diese realistischere Darstellung der Atmosphére ermoglicht
es beispielsweise das Amplitudenwachstum vertikal propagierender Schwerewellen zu
untersuchen. Dieses Amplitudenwachstum ist unmittelbar auf die Variation in der Hin-
tergrunddichte zuriickzufiihren und kann somit mit den Boussinesq-Gleichungen nicht
beschrieben werden. Zusétzlich kénnen diese Gleichungen im Gegensatz zur Boussinesq-
Gleichungen auch die Schwerewellen, deren vertikale Skala léinger als die Skalenhéhe der

Atmosphére ist, realistisch beschreiben.

In diesem Kapitel werden die schallfreien Gleichungen, welche die Schwerewellenaus-
breitung in der Atmosphére mit variabler Dichte beschreiben, hergeleitet. Im Gegensatz
zur Boussinesqg-Herleitung, bei der von Anfang an nur die Wechselwirkung zwischen den
Schwerewellen und horizontalen mittleren Wind betrachtet wurde, werden in diesem
Kapitel die allgemeinen Gleichungen fiir 2D horizontal periodische, vertikal lokalisierte
Schwerewellenpakete, welche mit dem grofiskaligen Hintergrund wechselwirken, her-
geleitet. Ein wichtiges Werkzeug bei der Herleitung der Schwerewellengleichungen ist
erneut der WKB-Ansatz.

Als Vorbereitung zur Herleitung von schallfreien Schwerewellengleichungen aus den
Eulergleichungen ist es hilfreich die Dichte p aus den Bewegungsgleichungen (2.1a) und

(2.1b) zu eliminieren. Dies wird durch die Einfithrung des (dimensionslosen) Exner-
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Druckes m bewerkstelligt
T D > R/cp
m=— = —_— . 2.63
0 (Po ( )
Das Einsetzen des Exner-Druckes in die Zustandsgleichung fiir ideale Gase (2.3) liefert

die Beziehung zwischen p und 7
p

Mit dieser neuen Zustandsgleichung kénnen die Eulergleichungen (2.1) wie folgt umge-

p (2.64)

formt werden

% + cpeg—z =0, (2.65a)

% + cpﬁg—z —g=0, (2.65b)

g—f =0, (2.65¢)

% +1 - — (% + %) ~0, (2.65d)

wobei k = R/c, ist.

2.3.1 Die Skalenanalyse und die Entdimensionalisierung

Die schallfreien Gleichungen werden aus den Eulergleichungen unter der Annahme her-
geleitet, dass alle Prozesse in der Atmosphére auf bestimmten zeitlichen und réumlichen
Skalen ablaufen. Unter der Voraussetzung, dass es eine deutliche Trennung zwischen den
Skalen, auf welchen die grofiskaligen Hintergrundfelder und die Schwerewellen variieren,
existiert, wird in diesem Kapitel die Skalenanalyse zur asymptotischen Herleitung der
schallfreien Gleichungen durchgefiihrt. Die Methode der Skalenanalyse wurden schon
in vielen Studien zur Herleitung der schallfreien Gleichungen verwendet [siche dazu
z.B. Grimshaw, 1975a; Shaw & Shepherd, 2009; Achatz et al., 2010; Senf, 2012]. Die
hier vorgestellte Vorgehensweise orientiert sich mafigeblich an der Arbeit von Achatz
et al. [2010]: Unter der Voraussetzung, dass die Atmosphére isotherm ist und die Schwe-
rewellen eine grofie Wellenamplitude besitzen und somit brechen kénnen, werden die
Skalen, auf denen die Schwerewellen und der Hintergrund variieren, definiert und aus

den Eulergleichungen (2.65) die schallfreien Gleichungen hergeleitet.'

Die Skalenanalyse

Es wird die allgemeine Ausbreitung von 2D horizontal periodischen, vertikal lokali-
sierten Schwerewellen und deren Wechselwirkung mit den grofiskaligen Hintergrund-

feldern in der isothermen Atmosphire betrachtet. Es wird dabei angenommen, dass

“Die genaue Skalenanalyse ist im Anhang A.2.1 gegeben.
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die Schwerewellen eine typische horizontale Wellenléinge K und eine typische vertika-
le Wellenlinge M besitzen und die Schwerewellen nichthydrostatisch sind: K = M.15
Die aus der typischen horizontalen Wellenlénge resultierende horizontale Léngenskala
Ly = 1/K und die aus der typischen horizontalen Wellenlénge resultierende vertikale
Léngenskala Hy = 1/M = Ly werden zur Skalierung der rédumlichen Koordinaten
verwendet

xr =Lyt , z=Lwz, (2.66)

wobei f die entdimensionalisierte GroBe f bezeichnet. Die typische Zeitskala Ty =
1/Qw, welche durch die Frequenzskala der Wellen Qy bestimmt wird, wird zur Skalie-

rung der zeitlichen Koordinate verwendet
t =Tyt . (2.67)

Weiterhin wird angenommen, dass die Frequenzskala Oy und die Wellenlédngenskala
K n#herungsweise durch die Boussinesqg-Dispersionsrelation (2.23) verkniipft sind, und
somit fiir die zeitliche Skala Ty = 1/N gilt. Mit diesen Lingen- und Zeitskalen lauten
die Geschwindigkeitsskalen Uy, = Wy = Ly N. Bevor die Skalen weiterer Schwerewel-
lenfelder definiert werden, ist es hilfreich den Skalenparameter ¢ zu definieren.

In der isothermen Atmosphére mit konstanter Temperatur T' = Ty wird die Variati-
on der Dichte p durch die Skalenhéhe der Referenzatmosphére H, (2.7) bestimmt. Die
Variationen des Exner-Druckes 7 und der potentiellen Temperatur 6 der Referenzatmo-
sphéire werden dagegen durch die potentielle Skalenhche der Referenzatmosphére Hy
(A.10) vorgegeben. Allgemein wird davon ausgegangen, dass alle grofiskaligen Felder
auf der vertikalen Skala Hp = Hy variieren und die vertikale Skala der Schwerewellen

Ly kleiner ist als Hy. Basierend darauf wird ein kleiner Skalenparameter € definiert als

€= % << 1. (2.68)
Daraus ergibt sich, dass die grofiskaligen Felder auf der vertikalen Skala Hy = Hy /€
variieren. Zusétzlich wird angenommen, dass die grofiskaligen Felder eine langsamere
Zeitskala als die Schwerewellen besitzen: Ty = Ty /e. Ein interessantes Ergebnis dieser
Skalierung ist die Tatsache, dass die grofiskalige Stromung die gleiche Geschwindig-
keitsskala wie auch die Schwerewellen besitzt: Uy = Wy = Ug = Wg. Somit kénnen

die Geschwindigkeitsfelder skaliert werden wie
u = Uwﬂ s w = UW1I) . (2.69)

Ausgehend von der Definition der isothermen Atmosphére wird die Skala des Exner-

!5 Achatz et al. [2010] zeigten in ihrer Arbeit, dass mit diesen Skalen hergeleitete schallfreien Gleichun-
gen auch fiir hydrostatische Schwerewellen gelten.
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Druckes als II = 1 und die Skala der potentiellen Temperatur als © = T, definiert.
Diese Skalen werden zur Skalierung des Exner-Druckes und der potentiellen Temperatur
eingesetzt

m=1Ir, 6 =00. (2.70)

Zuletzt miissen noch die potentielle Temperatur und der Exner-Druck der Schwere-
wellen skaliert werden. Die obere Grenze fiir die Amplitude des Wellenauftriebsfeldes ist
durch die Bedingung fiir die statische Stabilidt gegeben, sodass die Skala des Auftriebs-
feldes der Schwerewellen definiert werden kann als By = N2/K = eg (A.30). Unter
der Voraussetzung, dass auch in der Atmosphére mit variabler Dichte die Boussinesq-
Polarisationsbeziehungen (2.34) ndhrungsweise gelten, kénnen die Skala fiir den Exner-
Druck der Schwerewellen Iy = €2 und die Skala fiir die potentiellen Temperatur der
Schwerewellen Oy = €T definiert werden. Zur Skalierung der potentiellen Temperatur
und des Exner-Druckes des grofiskaligen Hintergrundes werden die gleichen Skalen wie

zur Skalierung der Schwerewellen verwendet: @ = O und Iy = Ilyy.

Bei dieser Skalierung der Schwerewellen wurde die Boussinesq-Theorie angewandt.
Diese Skalierung fiihrt zur schwachen Variationen des Exner-Druckes Iy = O(€?),
was wiederum die Anwendung der schallfreien Approximation zur Untersuchung von

Schwerewellen in der Atmosphére mit varieblen Dichte erlaubt.

Die schallfreien Gleichungen

Die in dem vorherigen Abschnitt diskutierte Skalierung der Schwerewellen und der Re-
ferenzatmosphére wird zur Entdimensionalisierung der Eulergleichungen (2.65) verwen-
det werden. Das Einsetzen der Skalierung (2.66), (2.67), (2.70) und (2.69) in die Eul-
ergleichungen (2.65) liefert die entdimensionalisierten schallfreien Gleichungen, welche

jetzt die Schwerewellendynamik in der Atmosphére mit variablen Dichte beschreiben.!6

62%? n é% _o0, (2.71a)
62%?+5%_6:0, (2.71b)

g—f: =0, (2.71c)
%Jrlfﬂﬁ(%Jr%):o. (2.71d)

'SEine genauere Herleitung der schallfreien Gleichungen ist im Anhang A.2.2 gegeben.
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2.3.2 Multiskalenansatz und WKB-Entwicklung

Die schallfreien Gleichungen (2.71) werden im Folgenden mithilfe eines Zweiskalen-
Ansatzes ausgewertet.!” Als Losungsansatz wird eine Uberlagerung der ruhenden Re-
ferenzatmosphére, des grofiskaligen Hintergrundes, welcher hohen- und zeitabhéngig
ist, und eines 2D horizontal periodischen, vertikal lokalisierten Schwerewellenpaketes
betrachtet

uw=Ugs+ Uks , (2.72a)
w=Wgs + Wks , (2.72b)
0 = O,ef +Oas + Oks (2.72¢)
7 =1lep 4+ gs + Mg . (2.72d)

Hier bezeichnen Ukg, Wgkgs, Oks, llxs die kleinskaligen Schwerewellen, Ugg, Was,
O¢s, llgs den grofiskaligen Hintergrund und ©,..f, 1l,.¢ die potentielle Temperatur
und den Exner-Druck der Referenzatmosphére. Die Skalen der Referenzatmosphére
und die typischen Skalen des grofiskaligen Hintergrundes werden zur Definition der
“langsamen” Koordinaten Z und T benutzt. Folgend der Skalenseparation von grof3-
skaligem Hintergrund und kleinskaligen Schwerewellen werden die “langsamen” Zeit-
und Hohenkoordinaten als 7' = e und Z = €% definiert.

Wie schon in Unterkapitel 2.2.2 gezeigt, verursacht die grofiskalige Stromung die
Verdnderung der Wellenamplitude, der vertikalen Wellenléinge m und der Frequenz
w der Schwerewellen (siche Gleichungen (2.39)), dementsprechend kann der analoge
WKB-Ansatz zur Beschreibung des Wellenpakets wie in der Boussinesq-Approximation

(2.37) gemacht werden. Fiir ein beliebiges Schwerewellenfeld f lautet dann der Ansatz

F(3,2,1) = %{F(Z, T)ei%}. (2.73)

Dabei représentierten F'(Z,T) die langsam variierende hohen- und zeitabhingige Am-
plitude und ®(z, Z,T) = e/;:@—i—@(Z ,T) die entdimensionalisierte orts- und zeitabhéingige
Phase. Die entdimensionalisierten Wellenvariablen wie Frequenz @(Z,T") und vertika-
le Wellenlinge m(Z,T') sind wie in Gleichung (2.40) beschrieben definiert. Weil in
dieser Arbeit nur horizontal periodische Wellenpakete, welche mit dem hoéhen- und
zeitabhéngigen Hintergrund wechselwirken, betrachtet werden, ist die entdimensionali-
sierte horizontale Wellenliinge & konstant.®

Im Folgenden wird die asymptotische Losung der schallfreien Gleichungen (2.71)

basierend auf der Arbeit von Achatz et al. [2010] hergeleitet. Zuerst wird dazu der

"Die hier prisentierte Herleitung basiert auf den Arbeiten von Achatz et al. [2010] und Rieper et al.
[2013b].

181n 2.4.1 wird gezeigt, dass Schwerewellen, welche mit einem horizontal unabhingigen Hintergrund
variieren, eine konstante horizontale Wellenzahl k besitzen (siehe Gleichung (2.99b)).
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2.3 Die Schwerewellenausbreitung in der Atmosphére mit variabler Dichte

Ansatz (2.72) mithilfe der in dem letzten Abschnitt (und Anhang A.2.1) entwickelten
Skalen mit dem kleinen Skalenparameter e skaliert. Danach wird die WKB-Entwicklung
in € dazu verwendet die asymptotische Losung der schallfreien Gleichungen (2.71) zu

bestimmen. Die Skalierung und die e-Entwicklung des Ansatzes liefert einen erweiterten

Ansatz
oo
i=Y UJ(Z.T) +%ZEJUJ Z,T)e' (2.74a)
7=0 7=0
C:'TS‘ KS
[ee]
=Y Wi (2,T) +§RZeJWﬂ (Z,T)e' (2.74b)
7=0 7=0
GS IZS‘
~ > . > . . D
0=00(2)+> 0(ZT)+RD> _6{(2,T)e' < (2.74c)
N—— = =
ref -
GS KS
o0
= +ZEJHJ (z,T —i—?RZeJH] Z,T)e' (2.74d)
ref J=2 P j=2
as KS

welcher in die schallfreien Gleichungen (2.71) eingesetzt wird. Die weitere Vorgehens-
weise ist wie in dem Unterkapitel 2.2.2: Die fithrende e-Ordnung wird zur Bestimmung
der Dispersionsrelation und Polarisationsbeziehungen und die néchsthéhere Ordnung

zur Bestimmung der Wellenamplitudengleichung verwendet.!?

Die fiihrende Ordnung: Dispersionsrelation und Polarisationsbeziehungen

Der Wellenanteil der fithrenden Ordnung der schallfreien Gleichung (siehe Gleichungs-
system (A.101) im Anhang A.3) liefert ein lineares Gleichungssystem

Uy —i& 0 0 ik

WO 0 = _N, .~

L ! =0, wobei A= 1 ,:0 o (2.75)
Bl /N() 0 NO —iw 0

9113 ik im0 0

Die fithrenden Ordnungen der Boussinesq- und der schallfreien Approximationen sind
identisch (siche Gleichung (2.45)). Dies ist teilweise darauf zuriickzufithren, dass bei

der Skalierung der schallfreien Gleichungen die Boussinesqg-Polarisationsbeziehungen

9Die komplette e-Entwicklung und die genaue Berechnung der beiden fithrenden Ordnungen ist im
Anhang A.3 zusammengefasst.
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verwendet wurden.?? Weil die Matrizen A und M (2.45) gleich sind, liefern diese die

gleiche Dispersionsrelation:

- - N2j2
O = (@ - kU)? = =—2"— . (2.76)
k2 4+ m?

Genauso wie in dem Boussinesq-Fall kénnen aus dem Gleichungssystem (2.75) die

entdimensionalisierten Polarisationsbeziehungen bestimmt werden

X ~ 9
0 70 Rl O0T72) — mw oW mw 1
(U, Wy, By, 6¢lly) = <_Z?Fg’zﬁg’l’_zﬁfg> By . (2.77)

(2.77) ist mit den Boussinesq-Polarisationsbeziehungen (2.47) identisch.

Die nidchsthohere Ordnung: Die Amplituden- und Energiegleichung

Wie bereits in Unterkapitel 2.2.2 erldutert, liefert die fithrende Ordnung der schall-
freien Gleichungen die Dispersionsrelation, welche den Zusammenhang zwischen den
Wellenvariablen wie der vertikalen Wellenlinge 7 und der intrinsischen Frequenz @,
der groBskaligen Strémung UJ und der Atmosphirenschichtung Ny bestimmt, und die
Polarisationsbeziehungen, welche die Phasenverschiebung der Wellenfelder beschreibt.
Zur vollstdndigen Beschreibung des asymptotischen Verhaltens der Schwerewellen ist
noch die Information iiber die zeitliche Entwicklung der Wellenamplitude notwendig.
Die néchsthohere Ordnung der schallfreien Gleichungen liefert die Energiegleichung,
welche die zeitliche Entwicklung der Wellenamplituden bestimmt.

Der Wellenanteil der néchsthoheren Ordnung lautet (siche Gleichungssystem (A.102)
im Anhang A.3)

UL /AT + ikULUY 4 (dUQ /O Z)W?

Ul ’
il OWD /AT + ikULWD + 090112 /02
s = 1/NodBL/OT + kUL B} /Ny : (2.78)
BY/No 0 | o=
o113 HO+T”8_Z [Ho " Wlo}
0

Die Herleitung der Energiegleichung basiert auf der Methode, welche schon in Unter-
kapitel 2.2.2 vorgestellt wurde, und wird im Folgenden skizziert. Zuerst wird (2.78) von
links mit (U*, W*, B{* /Ny, 60113*) multipliziert und somit die linke Seite von (2.78)
eliminiert. Der Realteil der so erhaltenen Gleichung liefert zusammen mit den Polarisa-
tionsbeziehungen (2.77) die Gleichung zur Bestimmung der zeitlichen Entwicklung der

Wellenamplitude

20 Achatz et al. [2010] zeigten in ihrer Studie, dass auch wenn die schallfreien Gleichungen mithilfe der
pseudo-inkompressiblen Polarisationsbeziehungen hergeleitet werden, die fiihrende Ordnung der e-
Entwicklung exakt gleich zu (2.75) ist.
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L ox [OUY 09Uy 0x [0V 0 01T
2%{ h [8T + Wy 97 + Wy a7 + 0, 57 (2.79)
Bi" 0Bl | poro. 10 [Lo= o] |
N02 8—T +90H1 HOPTN a_Z HO Wl — 0 .
0

Mit einigen weiteren Rechenschritten kann aus (2.79) die Gleichung zur Bestimmung der
zeitlichen Entwicklung der entdimensionalisierten Wellenenergie £ berechnet werden?!
oE 0

9E 9 E U
or ' 0z

(7:-2) + ke =k =0. (2.80)

Dabei wird die entdimensionalisierte Energie E definiert als

- P8 02 02 \311\2
E=="{UF+ Wil + —5 | - (2.81)
4 Ng

Die groBskaligen Felder und der welleninduzierte Wind

Im Gegensatz zur Boussinesq-Herleitung, in welcher der welleninduzierte Wind ge-
trennt hergeleitet wurde, folgt die zeitliche Entwicklung des grofiskaligen horizonta-
len Windes bei der schallfreien Herleitung automatisch aus dem Nichtwellenanteil der
néchsthoheren Ordnung der horizontalen Impulsgleichung (2.71a) (sieche dazu Anhang
A.3.4 Gleichung (A.100))

oul 1.1 0
or 2%{

= ,o_88_Z (PSU?*WP)} : (2.82)

Zusiétzlich liefert die WKB-Entwicklung wichtige Informationen iiber den Zustand der
Referenzatmosphére und des grofiskaligen Hintergrundes (siehe Anhang A.3 Gleichungs-
system (A.103)). Eine wichtige Eigenschaft der grofiskaligen Stromung ist der Umstand,

dass kein grofiskaliger Vertikalwind in den beiden fithrenden Ordnung existiert

wo=o0, (2.83)
Wi =0. (2.84)

Diese Tatsache unterstiitzt die Annahme, dass das Wellenpaket nur mit dem hori-

zontalen Hintergrundwind wechselwirkt, welche bei der Linearisierung der Boussinesq-

21Die Herleitung der Energiegleichung im Rahmen der schallfreien Approximation wird auf die glei-
che Weise durchgefiihrt wie die Herleitung der Energiegleichung im Rahmen der Boussinesq-
Approximation. Der einzige Unterschied ist die Multiplikation von Gleichung (2.79) mit der Dichte

—K

ol=r
po = I1,
kann.

~ /0 bevor die Umformung, welche im Anhang A.1 skizziert ist, durchgefithrt werden
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Gleichungen verwendet wurde. Auflerdem liefert
0y =0 (2.85)

die Erkenntnis, dass die kleinskaligen Schwerewellen keinen Einfluss auf die Schichtung

ausiiben.

Zusatzlich liefert 0
- _ 2.86
dz CH (2.86)

die Information dariiber, dass die Referenzatmosphére im hydrostatischen Gleichge-

wicht ist.

Redimensionalisierung und Riicktransformation

In den letzten Abschnitten wurden aus den schallfreien Gleichungen die entdimensio-
nalisierte Dispersionsrelation (2.76), die entdimensionalisierte Polarisationsbeziehungen
(2.77), die entdimensionalisierte Energiegleichung (2.80) und die entdimensionalisierte
Gleichung (2.82), welche die zeitliche Entwicklung des grofiskaligen (welleninduzierten)
Windes beschreibt, hergeleitet. Damit diese Gleichungen weiterhin verwendet werden
konnen, miissen sie zuerst redimensionalisiert und die Energiegleichung und die Glei-
chung fiir den welleninduzierten Wind noch zusétzlich in die schnellen Koordinaten z

und ¢ riicktransformiert werden.

Die Redimensionalisierung der Dispersionsrelation (2.76) und der Polarisationsbezie-

hungen (2.77) liefern die dimensionsbehaftete Dispersionsrelation

R NEK?
P = (2:87)
und die dimensionsbehafteten Polarisationsbeziehungen
(0, G0, bo. o) <,md} o ,md)2>A (2.88)
Up, wo,Y0,pPo) = | =5~ )b P ) 0 - .
FNE N T RN

Dabei bezeichnen g, w, l;O, po die dimensionsbehafteten Wellenamplituden.?? Es
ist nicht iiberraschend, dass (2.87) beziehungsweise (2.88) sich von der Boussinesq-
Dispersionsrelation (2.46) beziehungsweise Polarisationsbeziehungen (2.47) nicht un-

terscheiden.

Die Redimensionalisierung von (2.81) liefert die dimensionsbehaftete Energie F der

22Um die Polarisationsbeziehungen der Boussinesq-Approximation und der schallfreien Approximation
besser miteinander vergleichen zu kénnen, wurde hier nicht nur der Exner-Druck redimensionalisiert,
sondern auch mit Gleichung (2.63) der Wellendruck definiert.
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Schwerewellen in der Atmosphére mit variabler Dichte p

=2 (Jaof? + faop + ) —plol (2.89)
i NE | T Pane

und daraus folgt fiir die redimensionalisierte und die riicktransformierte Energieglei-

chung (2.80) . bou
o s o) TR s =

Dabei bezeichnet U die redimensionalisierte groBskalige Strémung Uy

0. (2.90)

Die Energiegleichungen (2.54) und (2.90) sind exakt gleich. Die Schwerewellen in
der Boussinesq-Approximation und der schallfreien Approximation unterscheiden sich
nur in der Definition der Wellenenergie (vergleiche Gleichungen (2.55) und (2.89)).
WEeil in der schallfreien Approximation die Wellenenergie proportional zur Dichte der
Referenzatmosphére ist, kann Gleichung (2.90) das Wachstum der Wellenamplitude,
welches durch die Abnahme der Dichte mit der Hohe verursacht wird, beschreiben.

Um die schwach nichtlineare Dynamik von Schwerewellen vollstédndig zu definieren,
muss noch Gleichung (2.82), welche die Impulsiibertragung von den Wellen zur grofi-
skaligen horizontalen Stromung beschreibt, redimensionalisiert und riicktransformiert
werden. Damit lautet die zeitliche Entwicklung des welleninduzierten Windes in der

schallfreien Approximation

oU 1 10
E——ﬁ%{

5&@%%)} : (2.91)
2.4 Die WKB-Theorie: Strahlengleichungen und
Wellenwirkung

In den Kapiteln 2.2 und 2.3 wurde die Theorie zur Beschreibung der schwach nichtli-
nearen Schwerewellenausbreitung mit Hilfe der WKB-Theorie hergeleitet. Die numeri-
sche Umsetzung der Wellengleichungen setzt voraus, dass die rdumliche und zeitliche
Auflésung von numerischen Modellen hoch genug ist, die einzelnen Wellen zu beschrei-
ben. In der Praxis konnen Klima- und Wettermodelle nur die Wellenpaketeinhiillende
und die grofiskaligen Hintergrundfelder auflésen [Alexander et al., 2010]. Aus diesem
Grund ist es {iblich in den Klima- und Wettermodellen zur Beschreibung der Schwe-
rewellen eine Parametrisierung zu verwenden.?? In dieser Arbeit wird zur Parametri-
sierung von kleinskaligen Schwerewellen die asymptotische Beschreibung basierend auf
der WKB-Theorie gew#hlt.

Die WKB-Gleichungen, welche hier als Strahlengleichungen bezeichnet werden, be-

23Piir einen Uberblick iiber die zurzeit verbreiteten Schwerewellenparametrisierungen siehe Kim et al.
[2003] und Alexander et al. [2010].
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schreiben die lineare Ausbreitung von kleinskaligen langsam variierenden Wellen im
Hintergrund von grofiskaligen Feldern. Sie setzen voraus, dass die Wellenamplituden
und die Wellenvariablen der Schwerewellenfelder langsam in Raum und Zeit variie-
ren, wobei deren Phasenvariation auf viel schnelleren rdumlichen und zeitlichen Skalen
abléuft [siehe dazu zum Beispiel Lighthill, 1978; Whitham, 1974]. Weil diese Annahmen
mit dem WKB-Ansatz zur Beschreibung von Schwerewellen identisch sind, kénnen die
WKB-Gleichungen, welche die zeitliche Entwicklung der lokalen Wellenzahlen und der
lokalen Frequenz bestimmen, zur Beschreibung von Schwerewellen verwendet werden.
Im Folgenden werden die Strahlengleichungen fiir ein beliebiges 2D horizontal periodi-

sches, vertikal lokalisiertes Wellenpaket hergeleitet.

2.4.1 Die Strahlengleichungen

Die Strahlengleichungen werden seit Léngerem zur asymptotischen Beschreibung der
Schwerewellen verwendet [Bretherton & Garrett, 1968; Hayes, 1970b]. Sie basieren auf
der Annahme, dass fiir quasimonochromatische Wellenpakete die Dispesrionsrelation
gilt: Weil fiir Schwerewellen die Dispersionsrelation (2.46) beziehungsweise (2.87) den
Zusammenhang zwischen Wellenfrequenz, den Wellenzahlen und den Hintergrundfel-
dern liefert, und die Frequenz und die vertikale Wellenlénge aus der gleichen Phasen-
funktion bestimmt werden [Hayes, 1970b]

m(z,t) = g—f , (2.92a)
w(z,t) = —%—f , (2.92b)

kann die Dispersionsrelation zur Berechnung der zeitlichen Entwicklung von Frequenz
und Wellenldngen benutzt werden. Dazu wird die Dispersionsrelation zuerst zur Be-

stimmung der lokalen Frequenz w = Q4 (k, m, z,t) benutzt

kN (z)
Nl

Der Vorzeichen-Index von 4 bezeichnet hier das Vorzeichen von der intrinsischen

w=Qys(k,m,zt)=kU(z,t) £ (2.93)

horizontalen Phasengeschwindigkeit des Schwerewellenpaketes.

Die Strahlengleichungen beschreiben, die Variation der Wellenvariablen entlang der
Charakteristiken, welche durch die Gruppengeschwindigkeit vorgegeben sind. Diese
Charakteristiken werden auch als Strahlen bezeichnet, woraus sich auch die Bezeich-
nung Strahlengleichungen ableitet. Die zeitliche Entwicklung der Frequenz w und der
vertikalen Wellenzahl m entlang der Charakteristik ldsst sich mit (2.93), (2.92) und
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(2.28) unter Beriicksichtigung des Schwarz’schen Satzes berechnen

do 00 Owom 00 00 2om)
o "ot Tomor ot “an da
om Ow 00 Ow IOm of) om

ot~ 9z 0z omo: 0z oz

(2.94D)

Die Wellenpaketeinhiillende und die Wellenenergie breiten sich vertikal mit der verti-
kalen Gruppengeschwindigkeit ¢y, aus. Es wire aus diesem Grund hilfreich die Verénderung
von m und w in dem Bezugssystem, welches sich mit der Gruppengeschwindigkeit c,.
bewegt, zu definieren. Die entsprechende Umformulierung von (2.94) liefert zusammen
mit der Definition der Charakteristik, auf welcher sich das Wellenpaket vertikal aus-
breitet, die Strahlengleichungen [Bretherton & Garrett, 1968; Hayes, 1970b]

dg.2 _ 004 _ NEkm —c,. (2.952)
dt om (k? + m2)§
dg.m 004 k dN oU .
- — - k= = 2.95b
dt 0z :F\/kQ +m?2 dz 0z e (2.95D)
dg.w 004 oU
== k- 2.
di ot ot (2.95¢)
wobel q 5 5
f= o=/ _ OF + cgz—f (2.96)

dt ot 0z

die Zeitableitung einer beliebigen Grofle f im Bezugssystem, welches sich mit der loka-
len Gruppengeschwindigkeit ¢,, bewegt, darstellt. Die Strahlengleichungen beschreiben,
wie der grofiskalige Hintergrund die Wellen beeinflusst. Die zeitliche Abhéngigkeit von
U verursacht die Modulation von w entlang der Charakteristik. Die Hohenabhéngigkeit
von U und N veranlassen die Modifikation von m. Im Gegenzug verursachen die beiden
Wellenvariablen w und m die Modifikation von c¢,, und somit beeinflussen sie den Ver-
lauf der Charakteristik. Weil m und w durch die Dispersionsrelation (2.46) aneinander
gekoppelt sind, reicht es zur Beschreibung des Wellenfeldes die Gleichungen (2.95a) und
(2.95b) oder die Gleichungen (2.95a) und (2.95¢) zu lésen.

Obwohl in dieser Arbeit nur die vertikale Ausbreitung von Schwerewellen betrach-
tet wird, ist es interessant noch kurz die horizontale Ausbreitung und die Variation
der horizontalen Wellenzahl k zu untersuchen. Die horizontale Wellenzahl k wird aus
der gleichen Phasenfunktion bestimmt wie auch die Frequenz w und die vertikale Wel-

lenldnge m [Hayes, 1970b]
0P
k(z,t) = — . 297
(1) = o (297)
Die zeitliche Entwicklung der horizontalen Wellenléinge k£ kann auf die gleiche Weise wie
auch die zeitliche Entwicklung der Frequenz w und der vertikalen Wellenldnge m mit

(2.93), (2.97) und (2.27) unter Berticksichtigung des Schwarz’schen Satzes berechnet
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werden

ok w00 dwdk 90 Om

ot~ 0z 0z 0kox oz ox

Die Wellenpaketeinhiillende breitet sich horizontal mit der horizontalen Gruppenge-

(2.98)

schwindigkeit ¢y, aus. Die entsprechende Umformulierung von (2.98) in dem Bezugs-
system, welches sich mit der Gruppengeschwindigkeit ¢y, bewegt, liefert zusammen mit
der Definition der Charakteristik, auf welcher das Wellenpaket sich in horizontale Rich-
tung ausbreitet, die Strahlengleichungen [Bretherton & Garrett, 1968; Hayes, 1970b]

dgmx . aQi U+ Nm2

- = — = T 2
dt ok (k2 +m?2)3 9 (2:99)
ek 00
L 2.99b
dt Ox 0 (2.99D)

wobei

dge  Of of
dgo _ Of or 2.1
at = ot Ty (2.100)

die Zeitableitung einer beliebigen Grofle f im Bezugssystem, welches sich mit der loka-
len horizontalen Gruppengeschwindigkeit ¢y, bewegt, darstellt. Aus der Strahlenglei-
chung (2.99b) lésst sich ableiten, dass obwohl die Strahlen sich in horizontaler Richtung
mit der horizontale Gruppengeschwindigkeit c,, ausbreiten, solange die Hintergrund-
stromung U x-unabhéngig ist, die horizontale Wellenzahl k konstant bleibt. Im Rahmen
dieser Arbeit wurde nur die vertikale Ausbreitung von 2D Schwerewellenpaketen in dem
zeit- und hohenabhéngigen Hintergrund untersucht, somit bleibt die horizontale Wel-
lenléinge dieser Schwerewellen konstant. Diese Tatsache wurde bereits bei der Herleitung
der Theorie zur Beschreibung der schwach nichtlinearen Schwerewellenausbreitung in

den Kapiteln 2.2 und 2.3 ausgenutzt.

2.4.2 Die Wellenwirkung und der Pseudoimpuls

Die Strahlengleichungen (2.95) beschreiben die zeitliche Variation des Wellenanteils von
Wellenpaketen. Damit das Wellenpaket vollstdndig beschrieben werden kann, ist noch
die Information iiber die Wellenamplitudenénderung entlang einer Charakteristik not-
wendig. Wie schon in den Kapiteln 2.2 und 2.3 erwéhnt, beschreibt die Energiegleichung
die zeitliche Variation der Wellenamplitude. Die Energie der Schwerewellen wird aber
bei der Anwesenheit eines hohenabhéngigen Hintergrundwindes nicht erhalten, wie man
an dem Scherungsterm der Energiegleichung sieht (siehe dazu die Gleichung (2.54) be-
ziehungsweise (2.90)). Die Grofe, welche die Schwerewellen konservativ transportieren

und welche sich dazu eignet, die Zeitentwicklung von Wellenamplituden darzustellen,
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ist die Wellenwirkung [Bretherton & Garrett, 1968; Grimshaw, 1975a,c]

E

o .

A

(2.101)

Die Wellenwirkungsgleichung kann aus der Energiegleichung (2.54) beziehungsweise

(2.90) hergeleitet werden. Dafiir wird zuerst die linke Seite von (2.54) mit & erweitert

oF 0 o [(FE 0 E E [0 d\ .
G gt =05 (5) v ()| + 5 (G reeg) - 1o

Die Strahlengleichung (2.95¢) und w = w— kU kann zur Umformung des Ableitungster-

&l e

mes von @, welcher den Transport von @ entlang eines Strahles beschreibt, verwendet

24‘ é N — 24‘ é _k g_i_ 2 U
ot "9, )Y T ot T 90, )¢ ot "~

werden

oUu oU oU
=k kg Tk
oUu
— - 2.1
Cgzk 5, (2.103)

Das Einsetzen von (2.103) und (2.102) in die Energiegleichung (2.54) und anschliefiendes
Teilen durch @, liefert die Wellenwirkungsgleichung

0A 0
= o5 (cA) =0, (2.104)

welche die Erhaltung von Wellenwirkung auch bei der Anwesenheit eines grofiskaligen
hohenabhéngigen (auch welleninduzierten) Hintergrundwindes postuliert. Die Wellen-
wirkungsgleichung (2.104) kann zur Betrachtung der zeitlichen Entwicklung von Wellen-
amplituden verwendet werden. So gilt z.B. fiir die Amplitude des Wellenauftriebsfeldes
|bp| ausgedriickt durch die Wellenwirkung A

bg|? = 20N2A . (2.105)

Somit kann die Wellenwirkungsgleichung zur Bestimmung der Wellenamplitudenénderung

entlang der Charakteristik eingesetzt werden

dg. A oc
z — _A gz )
dt 0z

(2.106)

Die Wellenwirkungsgleichung (2.106) und je zwei beliebige Strahlengleichungen (2.95a),
(2.95b), (2.95c), wobei die dritte Strahlengleichung mit der Dispersionsrelation (2.46)
eingeschriankt wird, beschreiben die vertikale Ausbreitung des Schwerewellenfeldes voll-

standig.
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An dieser Stelle ist es noch wichtig den Zusammenhang zwischen der Wellenwirkung
A und dem welleninduzierten Wind U hervorzuheben. Wie in Anhang A.1 demonstriert,
folgt aus dem Scherungsterm der Energiegleichung in der Boussinesq-Theorie, dass die

Wellenwirkung und der horizontale Impulsfluss miteinander verkniipft sind
vw' = keg, A . (2.107)

Eingesetzt in die Gleichung des welleninduzierten Windes (2.61) zusammen mit der

Wellenwirkungsgleichung (2.104) erhilt man die Gleichung

0

— (U —-kEA)=0 2.108

(U~ kA) =0, (2.108)
welche die Wellenwirkung mit dem welleninduzierten Wind verkniipft und die Erhal-
tung der Differenz von welleninduzierten Wind und Pseudoimpuls kA postuliert [Ache-
son, 1976; Andrews & Mcintyre, 1978b]. Analog dazu kann man die gleiche Uberlegung
auch fiir die Schwerewellenausbreitung in der Atmosphére mit variabler Dichte durch-

fithren. So gilt fiir den horizontalen Impulsfluss pu/w’
pu'w' = keg A (2.109)

und die Beziehung zwischen welleninduziertem Wind und Pseudoimpuls lautet dann

%(w —kA)=0. (2.110)

2.4.3 Strahlenmodelle und Kaustik

Die numerischen Modelle, welche die Strahlengleichungen zur Beschreibung von Schwe-
rewellen verwenden, représentieren die Schwerewellen durch Wellenteilchen, denen man
eine lokale Frequenz, lokale Wellenzahl und lokale Amplitude zuordnet. Die kleinskali-
gen Fluktuationen der Wellenphase werden dabei vernachlassigt. Auf diese Weise wird
ein Wellenpaket durch eine Ansammlung von Wellenteilchen, welche die oben genannten
FEigenschaften besitzen, und sich mit ihrer Gruppengeschwindigkeit entlang der Cha-
rakteristik fortbewegen, dargestellt. Durch den Weg, den ein einzelnes Wellenteilchen
zuriicklegt, entsteht ein Strahl, woraus sich der Name Strahlenmodell (engl.: ray tracer)
ableitet.

Die Herausforderung in der Entwicklung von Strahlenmodellen ist die numerische
Berechnung der Strahlengleichung fiir die Wellenwirkung (2.106). Da die Wellenteil-

chen als eine zufillige Anordnung von diskreten Punkten anzusehen sind, kann die
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Abbildung 2.4: Schematische Darstellung der Rohre: Ein Biindel von benachbarten Strahlen
(blaue Linien) wird betrachtet. Durch die Ausbreitung von Wellenteilchen ent-
lang von Charakteristiken wird eine Rohre, welche zum Zeitpunkt ¢; den Quer-
schnitt S7 und zum Zeitpunkt to den Querschnitt So hat, aufgebaut

Ableitung der Gruppengeschwindigkeit ¢y, nicht einfach berechnet werden. Aus diesem
Grund wurden unterschiedliche Techniken zur numerischen Berechnung der Wellenwir-
kung entwickelt. Die einfachste und gingigste Methode, welche zur Berechnung der
Wellenwirkung eingesetzt wird, ist dabei die “Ray-Tube”-Technik [Lighthill, 1978]. Bei
dieser Methode wird die Fortbewegung von einer beliebigen Anzahl von benachbar-
ten Teilchen, Biindel von Wellenteilchen, zusammen betrachtet. Durch die Ausbreitung
von Strahlen entsteht eine Rohre, deren Querschnitt kleiner wird, wenn die Strahlen
aufeinander zulaufen, und grofler wird, wenn die Strahlen auseinander laufen (siehe
Abbildung 2.4). Zusétzlich wird bei der “Ray-Tube”-Technik angenommen, dass die
Wellenwirkung A stationér ist: 0A/0t = 0. Somit folgt aus (2.106) (verallgemeinert fiir
das 3D Problem mit 3D Gruppengeschwindigkeitsfeld ¢; = (cgz, cgy, ¢g2), Wobei ¢4y, die
Gruppengeschwindigkeit in y-Richtung ist)

V-(cgA) =0 = /chdS = konstant . (2.111)
S

Hier ist dS der Rand des Querschnittes. Da der Querschnitt der Rohre S und die
Gruppengeschwindigkeit ¢, zu jedem beliebigen Zeitpunkt berechnet werden kénnen,
kann somit die Wellenwirkung A entlang der Charakteristik bestimmt werden. Obwohl
die “Ray-Tube”-Technik weit verbreitet ist [Marks & Eckermann, 1995; Hasha et al.,
2008], kann sie nur angewendet werden, wenn die Zeitabhéngigkeit der Wellenwirkung
vernachléssigt wird.

Eine andere Methode zur Berechnung der Wellenwirkung und somit auch der Wellen-

amplitude schlag Hayes [1970b] vor. Basierend auf der Wellenwirkungserhaltung (2.104)
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[siehe dazu Hayes, 1970a] zeigte er, dass es moglich ist die Wellenwirkung direkt auf
den Strahlen zu berechnen, solange zusamen mit der Position z, Wellenzahl m und
Wellenwirkung A zusitzlich die Ableitung der Wellenzahl dm/9z entlang der Charak-
teristik berechnet wird. Die Ableitung der Wellenzahl dm/90z erlaubt die Berechnung
der Gruppengeschwindigkeitsableitung Ocgy,/0z direkt entlang der Charakteristik. Der
grofle Nachteil dieser Methode ist die Notwendigkeit von Randbedingungen fiir 9m/0z,
welche von der Problemstellung abhéngig sind.

Die Strahlengleichungen sind ein méchtiges Werkzeug zur Beschreibung des Schwe-
rewellenfeldes. Sie haben aber eine grofie Schwéche. Die Strahlengleichungen werden
hergeleitet unter der Grundannahme, dass lokal nur eine Wellenzahl existiert. Wenn
die Strahlengleichungen lokal mehrere Wellenzahlen liefern, ist dies ein Widerspruch
zur Grundannahme und die Strahlengleichungen kénnen nicht mehr komplett gelost
werden: Wenn z.B. sich an einer Stelle mehrere Wellenteilchen mit unterschiedlichen
Eigenschaften (m,w, A) befinden, kann c¢,, und dementsprechend auch die rechte Seite
der Gleichung (2.106) nicht mehr berechnet werden, was dazu fiihrt, dass die Wellen-
amplitude gegen unendlich anwéchst. Diese Situation ist ein Indikator fiir eine Kaustik,
ein Punkt im Raum, an dem sich mehrere Charakteristiken schneiden [siche dazu z.B.
Lighthill, 1978].24 Bedauerlicherweise ist bei der Ausbreitung von Schwerewellen in der
realen Atmosphére die Entstehung von Kaustik nicht die Ausnahme sondern die Regel
[Broutman et al., 2004].

Auch wenn die nichtlineare Wechselwirkung der Wellenfelder vernachléssigt wird,
kann schon bei der linearen Ausbreitung von Schwerewellen eine Kaustik durch die
Welle-Hintergrundwind-Wechselwirkung entstehen, was im Folgenden an zwei Beispie-
len veranschaulicht wird. Die Ausbreitung von Wellenteilchen wird dabei durch die
numerische Losung der Gleichungen (2.95a), (2.95b) und (2.99a) bestimmt. Die Wel-
lenteilchen sind dabei urpriinglich in x = 0 lokalisiert und sind in z gleichméf8ig verteilt.
Die Wellenwirkungsgleichung und die Impulsiibertragung von den Wellen auf den grof3-
skaligen Hintergrund werden vernachléssigt. Die Wellenteilchen haben positive horizon-
tale Wellenzahl k, anfinglich negative vertikale Wellenzahl m und die positive Frequenz
w = Q. Auf diese Weise stellen die Wellenteilchen ein sich nach oben ausbreitendes
Wellenfeld dar. In jedem Beispiel wird zur Beschreibung der Atmosphére die konstante
Brunt-Viisild Frequenz Ng = 2 x 1072 s~! verwendet.

In Abbildung 2.5a ist die Reflexion von Wellenteilchen dargestellt. Diese Wellenteil-

chen représentieren ein Wellenpaket mit der horizontalen und vertikalen Wellenlénge

2"Wenn die Strahlenmodelle die “Ray-Tube”-Technik zur Berechnung der rechten Seite der Wellenwir-
kungsgleichung (2.106) verwenden, bedeutet das Uberschneiden von Strahlen in einem Wellenteil-
chenbiindel, dass der Querschnitt der Rohre verschwindet. Dies fithrt dazu, dass die Wellenwirkung
und somit auch die Wellenamplitude nicht mehr berechnet werden kénnen. Aus diesem Grund wird
sehr oft in den Strahlenmodellen, welche die “Ray-Tube”-Technik verwenden, der Querschnitt als
konstant vorausgesetzt und somit die Kaustik verhindert [Marks & Eckermann, 1995; Hasha et al.,
2008].
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Abbildung 2.5: Beispiele einer Kaustik im physikalischen Raum: (a) Die Wellenteilchen und mit
ihnen assoziierte Strahlen (blaue Linien), die ein Wellenpaket, welches durch
den Hintergrundwind (schwarze Linie) reflektiert wird, représentieren; (b) Die
Wellenteilchen und mit ihnen assoziierte Strahlen (blaue Linien), die ein Wellen-
paket, welches durch den zeitabhiingigen Hintergrundwind (gestrichelte Linien)
beeinflusst wird, représentieren. Die roten Rechtecke zeigen die Position von
Wellenteilchen im Intervall von 100 min in (a) und 500 min in (b).

Az = A, = 3 km, welches durch den Hintergrundwind der Form

(z —21)?
U(z) = Upsech [272 (2.112)
U
mit der maximalen Windstéirke Uy = —5 ms™ !, der Breite ¥y = 3 km und zentriert um

z1 = 70 km reflektiert wird. Wahrend der Reflexion befinden sich nach oben und nach
unten propagierende Wellenteilchen im gleichen Bereich. Dies fithrt dazu, dass die Wel-
lenteilchen mit den vertikalen Wellenzahlen, welche unterschiedliche Vorzeichen haben,
sich unter der Reflexionsebene befinden: Unter der Reflexionsebene iiberschneiden sich

die Strahlen und es entsteht eine Kaustik.

Fin anderes Beispiel zur Entstehung einer Kaustik ist die Modifikation des Wellenpa-
ketes durch den zeitabhéngigen Hintergrundwind. Abbildung 2.5b zeigt die Wellenteil-
chen, die ein Wellenpaket mit der horizontalen und vertikalen Wellenldnge A\, = 30 km

und A, = 3 représentieren und durch den zeitabhéngigen Hintergrundwind der Form

—2z9—ct — 29 — ct)?
U(z,t) = Uy tanh (yt) % exp [—%} , (2.113)
U

41



2 Grundlagen

mit Uy = —8.0ms™ ', v =14x107°s7!, ¢ =042 ms™ !, 2p = 22.5 km und ¥y = 7 km
propagieren. Dieses Windprofil ist dem Profil des Windes, welcher durch ein Gaussisches
Wellenpaket induziert wird, sehr &hnlich, wie in Abschnitt 4.1.1 gezeigt wird. Auch in
diesem Fall kreuzen sich die Pfade von Wellenteilchen. Die Wellenteilchen z.B. in der
Mitte des Wellenpaketes “sehen” einen anderen, stérkeren Hintergrundwind als die
Wellenteilchen an der oberen Flanke des Wellenpaketes. Der stérkere Hintergrundwind
modifiziert dementsprechend ihre Wellenzahl stérker (siehe Gleichung (2.95b)). Somit
wird ihre Gruppengeschwindigkeit grofler und sie konnen die Wellenteilchen, welche die

obere Flanke des Wellenpaketes reprisentieren, iiberholen. Dies fithrt dann zur Kaustik.

Lighthill [1978] untersuchte als erster Kasutikprobleme in der Atmosphére und schlug
die Airy-Funktion zur Losung einer einfachen Kaustik, bei der sich nur zwei benachbar-
te Wellenteilchenpfade kreuzen, vor. Die Verwendung der Airy-Funktion funktioniert
aber leider nur fiir idealisierte Félle. Eine Reihe von Studien [Broutman, 1984, 1986;
Eckermann & Marks, 1996; Walterscheid, 2000] verwendeten die Hayes’ Gleichungen
zur Bestimmung der Wellenamplitude bei auftretender Kaustik. In allen diesen Studien
kam heraus, dass die Position, an denen die Wellenamplitude zu wachsen beginnt, und
die Stirke des Wellenamplitudenwachstums sehr stark von den Randbedingungen der
Wellenzahlableitung und der Form der Hintergrundstrémung abhéngig sind. Wenn die
Form der Hintergrundstréomung kompliziert ist oder die Randbedingungen der Wellen-
zahlableitung nicht bekannt sind, kann diese Methode zur Losung des Kaustiksproblems
nicht angewendet werden. Einen anderen Weg zur Losung des Kaustikproblems schlug
Broutman & Rottman [2002] vor. Die von ihnen verwendete Maslov-Methode [Mas-
lov & Fedoriuk, 1981] basiert auf der Tatsache, dass eine Kaustik nicht gleichzeitig
im physikalischen und spektralen Raum entstehen kann. Wenn eine Kaustik im phy-
sikalischen Raum entsteht, werden die Strahlengleichungen in den spektralen Raum
transformiert und die Wellenwirkung dort berechnet. Die so erhaltene Wellenwirkung
wird dann zuriick in den physikalischen Raum transformiert. Eine Reihe von Studien
[Broutman & Rottman, 2002; Broutman et al., 2003, 2006] testete diese Methode: Sie
verwendeten die Maslov-Methode zur Losung des Kaustikproblems in den stationéren
Fillen, in welchen sie vorhersagen konnten, an welchen Stellen die Kaustik entste-
hen wird, und somit an diesen Stellen die korrigierte Wellenwirkung in den spektralen
Raum berechnen konnten. Wir entschieden uns gegen die Maslov-Methode zur Lésung
des Kaustikproblems. Um die Maslov-Methode anwenden zu kénnen, miisste man jedes
Mal iiberpriifen, ob die Kaustik entstanden ist, und danach wenn nétig die Wellenwir-
kung im spektralen Raum bestimmen. Weil wir diese Vorgehensweise zu kompliziert
fanden und die Maslov-Methode bis jetzt noch nicht zur Losung des Kaustikproblems
im spektralen Raum verwendet wurde, schlagen wir in dieser Arbeit eine andere Me-
thode zur Losung des Kaustikproblems vor. Diese alternative Methode basiert auf dem

Formalismus von Hertzog et al. [2002].
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Mehr iiber das Kaustikproblem und dessen Losung kann man in Broutman et al.
[2004] nachlesen: In ihrer Studie untersuchten sie das Kaustikproblem ausfiihrlich und

fassten alle zurzeit gdngigen Methoden zur Losung des Kaustikproblems zusammen.

2.5 Die WKB-Theorie im Phasenraum

In dieser Arbeit schlagen wir einen alternativen Weg zur Losung des Kaustikproblems
vor, welcher auf dem Formalismus von Hertzog et al. [2002] basiert. Basierend auf der
Tatsache, dass eine Kaustik nicht gleichzeitig im physikalischen und spektralen Raum
entsteht, werden die Strahlengleichungen in dem Ort-Wellenzahl Phasenraum (ab jetzt
einfach Phasenraum) formuliert. Durch die Einfiihrung der sogenannten Wellenwir-
kungsdichte, die im Gegensatz zur Wellenwirkung in physikalischen Raum nicht nur
von z und ¢ sondern auch von m abhéngt, ist es moglich, auch wenn eine Kaustik im
physikalischen Raum auftritt, die Wellenamplitude zu bestimmen. Durch die Formulie-
rung der WKB-Theorie im Phasenraum vermeidet man somit das Umschalten zwischen

spektralen und physikalischen Raum, welches bei der Maslov-Methode notwendig ist.

2.5.1 Die Wellenwirkungsdichte und ihre Transportgleichung

Eine der wichtigsten Eigenschaften des Strahlentransportes im Phasenraums ist die In-
kompressibilitdt. Diese Volumenerhaltung folgt unmittelbar aus den Strahlengleichun-
gen (2.95a) und (2.95b) und der Tatsache, dass das Phasenraumgeschwindigkeitsfeld

(cgz,m) divergenzfrei ist

Ocg, ~ Om _ 0 (094 0 (004 -
aﬁ%‘&(%)‘%(az)—o- (2.114)

Da das Phasenraumvolumen erhalten bleibt, kann eine Kaustik nicht gleichzeitig in
physikalischem und spektralem Raum entstehen. Darauf basierend wird die Wellenam-
plitude durch die Wellenwirkungsdichte, welche nicht nur von z, ¢t sondern auch von m
abhéngig ist, im Phasenraum formuliert.

Ein 2D horizontal periodisches, quasimonochromatisches Wellenpaket kann asym-
ptotisch durch die Uberlagerung von monochromatischen, voneinander unabhingigen
Wellenfeldern {m(z,t), An(z,t)} beschrieben werden. Dabei beschreibt a@ € R einen
kontinuierlichen Parameter, welcher unterschiedliche lokale monochromatische Wellen-
felder voneinander unterscheidet. Jedes dieser Wellenfelder/Wellenteilchen wird durch

die Strahlengleichungen bestimmt

dg.Aq Ocge  0A, 0O B
7 + A, % — o + 9 (cgaAa) =0, (2.115a)
dg-meq  Omg Omy, 004 (z,m,t)
= = — 2.11
af ot e FR ’ (2.115D)

m=me
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wobei cgq = ¢gz(Maq, 2,t) die Gruppengeschwindigkeit von a-Wellenteilchen ist. Die
Wellenwirkungsdichte des kompletten Wellenfeldes im Phasenraum wird dann wie folgt
definiert
N(z,m,t) = /Aa(z,t)6 [m —meu(z,t)] da (2.116)
R

wobei § die Dirac-Funktion (Deltafunktion) ist. Im Folgenden wird die Transportglei-
chung der Wellenwirkungsdichte hergeleitet. Dabei wird der Formalismus von Hertzog
et al. [2002] verwendet.

Wir beginnen mit der zeitlichen Ableitung der Wellenwirkungsdichte (2.116):

ON 0A, 0
e [ 5 5(m—ma)+Aa§5(m—ma)] da
0A, ome, 0
= / [ B d(m —mg) — A“W%é(m — ma)} da . (2.117)
R

Das Einsetzen von (2.115a) in die zeitliche Ableitung der Wellenwirkungsdiche (2.117)

liefert

ON B 0(cgala) Oomg 0
R
Nach der Umordnung der Terme im Integral

ON 0

W = {_5 [CgaAa(S(m - ma)] (2119)
R

Oomg, Omg\ O

_Aa <CgaW + ot ) a—m5(m - ma)} da s

liefert Gleichung (2.119) zusammen mit (2.115a)

ON 0
ek {—5 [cgaAad(m —mgy)] —
R

dg-mq 0
Ay—
d¢ om

d(m — ma)} da . (2.120)

Weil die Wellenfeldeigenschaften Aq(z,t) und dgme/dt nur von z und ¢ abhéngen,

diirfen sie in die partielle m-Ableitung hereingezogen werden

Bt = ) s Coeedlm mmall = 50 | 7

ON 0 0 [dg-ma
0z

And(m — ma)} } da. (2.121)

Zudem kann das Integral iiber o mit den partiellen z- und m-Ableitungen vertauscht
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werden
ON 0 0 [dg.m
- - _ A — - 22 A — . 2.122
py 82’/090‘ ad(m —mgy) da am/ g ad(m —mg)da ( )

R R

Im Folgenden muss nur noch das Integral zur Berechnung von N gelost werden. Aus
der Definition der 0-Funktion wird bei der Integration im ersten Integral ¢y (z,t) durch
¢gz(m, z,t) und im zweiten Integral dgm,/dt durch m(m,z,t) = dym/dt ersetzt und

vor dem Integral herausgezogen

ON  0(cgN)  O(mN)
ot + 0z + om

0. (2.123)

Gleichung (2.123) beschreibt den Transport der Wellenwirkungsdichte durch das Pha-
senraumgeschwindigkeitsfeld (¢, 71) in Euler-Darstellung. Die Transportgleichung kann

mit (2.114) auch in Lagrange-Darstellung (Stahlendarstellung) geschrieben werden

DN (z,m,t) _ ON(z,m,t) e ON (z,m,t) N m0./\/(,z,m,t)
Dt ot 9z 0z om

=0. (2.124)

Aus der Lagrange-Form der Transportgleichung (2.124) ergibt sich der konservative

Transport der Wellenwirkungsdichte durch das Phasenraumgeschwindigkeitsfeld (¢, ).

2.5.2 Asymptotische Beschreibung der schwach nichtlinearen Theorie

Die Transportgleichung (2.123) beziehungsweise (2.124) beschreibt die Amplitudenent-
wicklung des Schwerewellenpaketes in der Boussinesq-Fliissigkeit und der Atmosphére
mit variabler Dichte vollstindig. So wird zur Beschreibung der Schwerewellenausbrei-
tung in der Boussinesq-Fliissigkeit die Wellenwirkungsdichte mit (2.55) und zur Be-
schreibung der Schwerewellenausbreitung in der Atmosphére mit variabler Dichte mit
(2.89) initialisiert. Nach dem die Anfangswellenwirkungsdichte Ny = N (z,m,t = 0)
definiert wird, werden fiir beide Theorien die gleiche Wellenwirkungsdichtegleichung
(2.123) in Euler-Darstellung beziehungsweise (2.124) in Lagrange-Darstellung zur Be-

rechnung der zeitlichen Entwicklung der Wellenwirkungsdichte A (z,m,t) verwendet.

Wie schon oben erwahnt, beschreibt die asymptotische Theorie nur die lineare Aus-
breitung von Schwerewellen. Um die schwach nichtlineare Theorie zu beschreiben, muss
die Transportgleichung der Wellenwirkungsdichte in Euler-Darstellung (2.123) oder die
Strahlengleichungen (2.95a), (2.95b), (2.124) mit dem welleninduzierten Wind gekop-
pelt werden. Das geschieht folgendermaflen: Zuerst wird der horizontale Impulsfluss
w'w' als Funktion von N geschrieben. Dabei muss zwischen der Boussinesq-Fliissigkeit

und der Atmosphéire mit variabler Dichte unterschieden werden. Fiir die Boussinesq-
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Theorie gilt mit (2.107) und (2.116)

ww' = / keg.N(m, z,t)dm . (2.125)

—00

Nachdem der horizontale Impulsfluss u/w’ berechnet ist, kann man die zeitliche Entwick-
lung des welleninduzierten Windes in der Boussinesq-Fliissigkeit mit (2.61) definieren
als

ou o [

5= B / kegN(m, z, t)dm . (2.126)

—00

Analog zur Boussinesq-Theorie folgt in der Atmosphére mit variabler Dichte mit (2.109)
und (2.116)

(e o]

' = / kcg.N(m, z, t)dm (2.127)
und mit (2.91)
oU 10 [
P 50 / kcg.N(m, z, t)dm . (2.128)

An dieser Stelle muss in jedem Fall hervorgehoben werden, dass bei der asympto-
tischen Berechnung des welleninduzierten Windes nur die Selbstwechselwirkung von
jedem einzelnen Wellenfeld o vorausgesetzt wird. Die Wechselwirkung zwischen den
einzelnen Wellenfeldern z.B. a; und as wird vernachléssigt. Der horizontale Impuls-

fluss eines Wellenfeldes «y, welcher durch ein anderes Wellenfeld as verursacht wird

1 On, — © On, — ©
ul, wh, = 1 [ﬁaleQ exp <%> + Uy, W, €XP <—%>] . (2.129)

ist von der relativen Phase O,, — O,, der Wellenfelder o; und a abhéngig. Bei der
asymptotischen Beschreibung werden nur die langsamen Variationen von Welleneigen-
schaften wie A, m und w betrachtet und die schnellen Variationen der Phase ignoriert.

/

Somit kann die WKB-Theorie den horizontalen Impulsfluss u, w

> Welcher gemittellt

iiber eine vertikale Wellenldnge vernachlédssigbar klein ist, nicht beschreiben.

Die in diesem Kapitel vorgestellte asymptotische Theorie kann zur Beschreibung
der schwach nichtlinearen Ausbreitung von Schwerewellenpaketen eingesetzt werden.
Im Gegensatz zur normalen Wellengleichung (in der Boussinesq-Fliissigkeit (2.36) ge-
koppelt mit (2.61) oder in der Atmosphére mit variabler Dichte (2.71)) werden bei
asymptotischen Gleichungen nur die Variationen der Wellenamplitude und der verti-
kalen Wellenlédnge betrachtet. Somit kann die asymptotische Theorie zur Parametrisie-
rung der schwach nichtlinearen Ausbreitung von Schwerewellen verwendet werden. Dazu

werden in der Euler-Darstellung die Wellenwirkungsgleichung (2.123) zusammen mit
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der Gleichung fiir den welleninduzierten Wind (2.126) beziehungsweise (2.128) und in

Lagrange-Darstellung die Strahlengleichungen (2.95a), (2.95b), (2.124) zusammen mit
der Gleichung fiir den welleninduzierten Wind (2.126) beziehungsweise (2.128) geldst.
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3 Numerische Modelle

In diesem Kapitel werden die unterschiedlichen Modelle zur Beschreibung der Schwere-
wellendynamik vorgestellt. Bei den Modellen wird zwischen den Modellen, welche die
asymptotische Beschreibung der schwach nichtlinearen Dynamik von Schwerewellen
simulieren, den sogenannten WKB-Modellen, und den Modellen, welche die Wellen-
gleichungen ohne Néherungen integrieren und dabei die betrachteten Schwerewellen
vollstéindig rdumlich und zeitlich aufiésen, den sogenannte Validierungsmodellen, un-
terschieden. Basierend auf der WKB-Theorie werden zwei unterschiedliche numerische
Modelle zur optimalen Losung der Gleichung, welche die zeitliche Entwicklung der Wel-
lenwirkungsdichte im Phasenraum beschreibt, vorgeschlagen. Zur Uberpriifung dieser
WKB-Modelle werden diverse Validierungsmodelle verwendet.

In Kapitel 3.1 werden die numerischen Modelle zur Simulation der zeitlichen Ent-
wicklung der Wellenwirkungsdichte in Euler- und Lagrange-Darstellung beschrieben.
Dabei wird zusétzlich zwischen den Boussinesq WKB-Modellen, welche die Schwere-
wellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit simulieren, und Nichtboussinesq WKB-
Modellen, welche die Schwerewellenausbreitung in der Atmosphére mit variabler Dich-
te simulieren, unterschieden. Im Anschluss daran werden in Kapitel 3.2 die wellen-
auflosenden Validierungsmodelle vorgestellt. Zur Validierung von Boussinesq WKB-
Modellen wird zum einen ein wellenauflésendes schwach nichtlineares Modell, welches
nur die schwach nichtlineare Dynamik von 2D Wellenpaketen beschreibt, sowie zum an-
deren das Grobstruktursimulationsmodell (engl.: Large- Eddy-Simulation, LES) INCA,
welches die nichtlineare Boussinesq-Dynamik von Schwerewellen simuliert, verwendet.
Zur Validierung von Nichtboussinesq WKB-Modellen wird das LES Modell PincFloit,

welches die nichtlineare pseudo-inkompressiblen Gleichungen 16st, eingesetzt.

3.1 Die WKB-Modelle

Es wurden zwei unterschiedliche Modelle zur Simulation der schwach nichtlinearen Dy-
namik von 2D Schwerewellenpaketen im Phasenraum entwickelt. Das erste Modell ver-
wendet ein Finite-Volumen-Verfahren zur Losung der Wellenwirkungsdichtegleichung in
Euler-Darstellung (2.123). Dabei wird die Wellenwirkungsdichte auf einem 2D Gitter
im Ort-Wellenzahl-Raum definiert, wiahrend der welleninduzierte Wind und horizontale

Wellenimpulsfluss nur im Ort diskretisiert werden.
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3 Numerische Modelle

Das zweite Modell ist ein Strahlenmodell im Phasenraum, welches zur Losung der
Wellenwirkungsdichtegleichung die Lagrange-Darstellung (2.124) verwendet. Im Strah-
lenmodell wird ein Wellenpaket in kleine diskrete Wellenteilchen zerlegt. Jedes Wellen-
teilchen besitzt eine lokale Wellenzahl, lokale Position und lokale Wellenwirkungsdichte.
Es bewegt sich im Phasenraum mit der Phasenraumgeschwindigkeit (¢4, 7) entlang ei-
nes Strahles und transportiert dabei die Wellenwirkungsdichte konservativ. Zur Berech-
nung des welleninduzierten Windes (siehe Gleichung (2.126) beziehungsweise (2.128))
muss auch in diesem Modell der horizontale Wellenimpulsfluss (sieche Gleichung (2.125)
beziehungsweise (2.127)) im Phasenraum integriert werden. Diese Integration ist, an-
ders als im Euler WKB-Modell, im Lagrange WKB-Modell nicht direkt moglich, da die
Wellenteilchen Punktteilchen ohne Ausdehnung sind. Folgende Erweiterung schafft hier
Abhilfe: Um jedes Wellenteilchen wird ein kleines rechteckiges Phasenraumvolumen de-
finiert, das zusammen mit diesem propagiert. Form und Ausrichtung dieses Rechtecks
konnen sich aufgrund von Dehnungs- und Scherungsdeformation im Phasenraumge-
schwindigkeitsfeld (c,.,7) im Laufe der Zeit dndern. Sein Fldcheninhalt bleibt wegen
(2.114) aber erhalten. Der Einfachheit halber sollen Drehung und Scherungsdeformati-
on des Rechtecks vernachlissigt werden. Sind dann Flidcheninhalt und Seitenlénge des
Rechtecks in Wellenzahlrichtung Am zum Ausgangszeitpunkt bekannt, so kann mithil-
fe der Dehnungsdeformation Am(t) berechnet werden. Jedes Wellenteilchen hat daher
als weiteren Freiheitsgrad Am zu transportieren, dass als Wellenzahlinkrement in die
Naherung des Impulsflussintegrals einflief3t.

Schon aus dieser Beschreibung der WKB-Modelle ldsst sich ableiten, dass fiir ein
quasimonochromatisches und rdumlich lokalisiertes Wellenpaket das Lagrange WKB-
Modell viel effizienter ist: Im Gegensatz zum Euler WKB-Modell muss im Lagrange
WKB-Modell nur eine bestimmte Anzahl von Teilchen und nicht der gesamte 2D Pha-

senraum, auf den die Wellenwirkungsdichte zugreifen kann, verfolgt werden.

3.1.1 Das Euler WKB-Modell

Das Euler WKB-Modell verwendet ein Finite-Volumen-Verfahren fiir die Integration der
Wellenwirkungsdichte.?> Dabei wird das Integrationsgebiet in diskrete Volumina zer-
legt. Die Transportgleichung der Wellenwirkungsdichte (2.123) wird mit einer Aufwind-
Methode zweiter Ordnung, dem Monotonic Upstream Scheme for Conservation Laws
(MUSCL) [van Leer, 1979] berechnet, das einen Total-Variation-Diminishing(TVD)-
Limiter verwendet [Kemm, 2010]. Das MUSCL-Schema eignet sich besonders gut zur
Berechnung der Wellenwirkungsdichte, weil es auch bei starken Gradienten stabil bleibt

und dariiber hinaus weniger diffusiv als die Aufwind-Methoden erster Ordnung ist. Fiir

#Die Transportgleichung (2.123) postuliert die Erhaltung von Wellenwirkungsdichte im Phasenraum
und ist als Flussgleichung formuliert. Somit eignet sich das Finite-Volumen-Verfahren, welches zur
numerischen Integration von Flussgleichungen entwickelt wurde, zur numerischen Losung der Trans-
portgleichung am besten.
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3.1 Die WKB-Modelle

die zeitliche Integration wird ein Runge-Kutta-Schema vierter Ordnung [Durran, 2010]
verwendet, wobei der Zeitschritt mit der Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) Bedingung

dynamisch aus der Phasenraumgeschwindigkeit bestimmt wird.

Zur Beschreibung der Boussinesq- und Nichtboussinesq-Dynamik wird im Grunde
das gleiche Modell verwendet. In Abschnitt 2.5 wurde gezeigt, dass die Transportglei-
chung der Wellenwirkungsdichte in den beiden Theorien mit der derselben Gleichung
(2.123) beschrieben wird. Der einzige Unterschied bei der Implementierung der Bous-
sinesq und Nichtboussinesq WKB-Theorie ist die Berechnung des welleninduzierten
Windes (vergleiche Gleichungen (2.126) und (2.128)) und die Anfangsbedingung fiir
die Wellenwirkungsdichte (vergleiche Energiedefinitionen (2.55) und (2.89)).

Das Boussinesq-Modell

Im Euler WKB-Modell wird die Wellenwirkungsdichte A/ (z,m,t) auf einem reguliren

kartesische Gitter der Grofie n, x n,, im Ort-Wellenzahl-Raum diskretisiert
N(zi,mj,t) = N j(t) . (3.1)

Dabei beschreiben z; = 1Az und m; = jAm die Positionen im physikalischen und
spektralen Raum mit i € NA7 € [1,n,]J und j € NAj € [1,ny,]. Az =1,/n, und Am =
/1, reprisentieren die Grofle einer Gitterzelle, wobei [, die vertikale Ausdehnung des
betrachteten Gebietes im physikalischen und /,,, die Ausdehnung im spektralen Raum
sind. Sowohl die Hintergrundfelder U(z,t) und N(z) als auch der Wellenimpulsfluss

uw'w'(z,t) miissen lediglich im Ort diskretisiert werden

N(ZZ) == Nz 5 3.2
Ulzi,t) = U(t) 3.3
ww'(z,t) = wwi(t) (3.4)

Um die numerische Stabilitéit zu erhohen, wird eine versetzte Gitteranordnung verwen-
det. Wihrend N und «/w’ im Mittelpunkt einer Finite-Volumen-Zelle definiert sind,
sind U, dU/dz und dN/dz auf den Zellseiten festgelegt (siche Abbildung 3.1).

Der Fluss der Wellenwirkungsdichte A wird mittels MUSCL, einem Aufwindschema
zweiter Ordnung berechnet. Die Aufwindrichtung des Wellenwirkungsdichteflusses wird

durch den Phasenraumgeschwindigkeitsvektor (c,.,7) bestimmt, der auf dem Gitter
mithilfe von (2.95a) und (2.95b) berechnet wird

Nikmj
3
2

m (3.5a)

Coz(ij) = T
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J J+1 Uita
(AN/dz)is
-/\f(i,j) | v
Ui
i — (dU/dz);
. (dN/d=);
m

Abbildung 3.1: Eine Finite-Volumen-Zelle im Euler WKB-Modell. Das Gitter, auf dem die
hohenabhéngigen grofiskaligen Felder diskretisiert sind, ist versetzt.

k dN; i
i ou,

Th(i, ) = F—F—= — .
J /k2+m§ dz 0z

Die beiden Zweige von )+ werden dabei zugelassen: Abhéingig davon, ob das initiali-

(3.5b)

sierte Wellenpaket positive oder negative Frequenz besitzt, werden die entsprechenden

Gruppen- und Phasengeschwindigkeiten gewéhlt (siche Gleichung (2.29)).

Im Folgenden wird die Berechnung des Flusses am Beispiel des vertikalen Wellen-
wirkungsdichteflusses flz(; ;) in der Zelle (i,j) kurz skizziert. Zuerst wird die Wellen-
wirkungsdichte ./\/(m») an der rechten Zellenwand A zl?i, J) und an der linken Zellenwand
N zL(i,j) rekonstruiert [Kemm, 2010]. Die rekonstruierten Werte der Wellenwirkungsdich-
te werden zur Berechnung des Flusses durch die Zellwand verwendet. Die Gruppenge-
92(i,j) bestimmt die Aufwindrichtung fiir MUSCL und gibt vor, ob der

rechte oder linke rekonstruierte Wert zu verwenden ist:

schwindigkeit ¢

2. >0
g(v]) (36)
)<0.

ng(i7j)N£i7j), falls ¢

flzi,) = .
CQZ(LJ’)NZL(HL]')? falls ¢, (;

Analog dazu kann auch der spektrale Wellenwirkungsdichtefluss fim; ;) in der Zelle

(1,7) bestimmt werden

. R .
flmg) - m(i,j)Nm(z‘,j)’ wenn 1 iy > 0 (3.7)
%) . ~ . ’
m(ivj)Nrfl(i,jJrl), wenn my; ;) < 0.

In Abbildung 3.2 ist der Prozess zur Berechnung des Flusses dargestellt. Nachdem
der vertikale und spektrale Wellenwirkungsdichtefluss in allen (7, j)-Zellen bestimmt

ist, lautet die Diskretisierung der Flussdivergenz der Wellenwirkungsdichte Mi,j) in
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J Jj+1
il N (=T .
Z(w)
7L 7R
Nm(i,j) N(iu‘) Nm(i,j)
o [ ] o
=
mM(i,5)
7L
. 2(i,5)
(3
_—
m

Abbildung 3.2: Eine Finite-Volumen-Zelle des Euler WKB-Modells und die Positionen der re-
konstruierten Wellenwirkungsdichte.

Gleichung (2.123)

NGy Ty = a1y Flmag) — flmago
dt Az Am '
Fir die zeitliche Integration von dj\/'(l-J) /dt wird ein Runge-Kutta-Verfahren vierter

(3.8)

Ordnung [Durran, 2010] verwendet, wobei der Zeitschritt mit der CFL-Bedingung dy-
namisch aus der Phasenraumgeschwindigkeit bestimmt wird.

Zur Berechnung der zeitlichen Entwicklung des welleninduzierten Windes wird Glei-
chung (2.126) numerisch gelost. Dazu wird als erstes das Integral (2.125), welches den
horizontalen Impulsfluss bestimmt, numerisch approximiert. Der horizontale Impuls-
fluss w/w’; in jeder einzelnen Spalte ¢ wird durch Summation iiber den gesamten spek-

tralen Bereich berechnet

Nymk
’U)/z =+ Z ]g2 _|_:n % (z,j)Am . (39)

Auch bei der Berechnung des horizontalen Impulsflusses wird zwischen den beiden
Zweigen von )i unterschieden: Wenn das Wellenpaket mit €2 initialisiert wird, gilt
N > 0; wenn das Wellenpaket mit Q_ initialisiert wird, gilt N/ < 0. Nachdem der
horizontale Impulsfluss an jedem diskreten Ort ¢ bestimmt wurde, wird die Finite-
Differenzen-Methode zur Approximation der z-Ableitung von w/w’ verwendet und der

aktualisierte welleninduzierte Wind berechnet

dUZ u’w’i - u’w’i,l

de Az

(3.10)

Fiir die zeitliche Integration von U wird wieder ein Runge-Kutta-Verfahren vierter
Ordnung verwendet.

Im physikalischen Raum werden einfachheitshalber periodische Randbedingungen
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3 Numerische Modelle

angesetzt, wihrend im Spektralraum Ausstromriander (outflow, Neumann Randbedin-

gung) angenommen werden, die durch einen randnormalen Nullgradienten der Felder

angenédhert werden. Da die Neumann Randbedingungen die Ausdehnung des Modell-

gebietes im Wellenzahl-Raum fiir die vertikale Wellenzahl m angeben, muss die Aus-

dehnung des Modellgebietes im Wellenzahl-Raum grofi genug gewéhlt werden, damit

die Wellenenergie das System nicht verlésst.

Das Nichtboussinesq-Modell

Zur Simulation der Schwerewellenausbreitung in der Atmosphére mit variabler Dichte

wird das Boussinesq-Modell folgenden Modifikationen unterzogen:

54

e Definition der Dichte p: Auf dem Ortsgitter wird die Hintergrunddichte p(z),

welche zur Berechnung von N und U notwendig ist, auf den gleichen Gitterpunk-

ten wie auch N diskretisiert
P(z) =P (3.11)

Der horizontale Impulsfluss v/w’: Zur Berechnung des horizontalen Impuls-
flusses u/w’ aus Gleichung (2.127) flieBt nun die héhenabhéngige Dichte in Glei-
chung (3.9) ein
Wl = F —7/\/ Am . (3.12)
R T
Der welleninduzierte Wind U: Weil die Hintergrunddichte p mit der Hohe
abnimmt und p und U auf dem versetzen Gitter diskretisiert sind, wird Gleichung
(2.91) fur die numerische Berechnung von U umgeschrieben
ou 10, — 0, — —10p
— = ———(pu'w’) :——(u’w’)—u’w’:—p . (3.13)
POz POz
Der letzte Term auf der rechten Seite, welcher die Ableitung der Dichte beinhaltet,

kann mit der Definition der Skalenhthe (2.5) umgeformt werden zu

ou 0 ——,  uu
— =——Wuw)+ —. (3.14)
ot 0z H,
Die Diskretisierung von (3.14) lautet damit
dUu; ww'; —u'w'i_q 1 vw'; +vw'w'i—
_ e 1
dt Az * H, 2 (3.15)

Der Vorteil dieser Darstellung ist die Tatsache, dass sie keine Dichte enthélt. Weil
pund U auf dem versetzten Gitter definiert sind, miisste man bei der Verwendung

von (2.91) zur Bestimmung von U 7 auf die gleiche Position wie auch U interpo-
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lieren. Das kann bei groflien z zu numerischen Problemen fiihren, weil man mit
den sehr kleinen Zahlen arbeiten miisste. Aus diesem Grund wird zur Berechnung

von U Gleichung (3.14) verwendet.

e Randbedingungen: Da in der schallfreien Theorie die Wellenwirkungsdichte A/
und der welleninduzierte Wind U von der Referenzdichte p(z) abhéngig sind,
verwendet das Nichtboussinesq Euler WKB-Modell die Ausstromrandbedingung
nicht nur im spektralen sondern auch im physikalischen Raum. Aus diesem Grund
muss die Ausdehnung des Gebietes in beiden Rdumen hinreichend grofi gew#hlt

werden.

3.1.2 Das Lagrange WKB-Modell: Strahlenmodell im Phasenraum

In dem Lagrange WKB-Modell wird das Wellenpaket durch die Wellenteilchen im Pha-
senraum représentiert. Jedes Wellenteilchen ist durch seine lokale Wellenzahl m, Posi-
tion z und die Wellenwirkungsdichte A charakterisiert. Die Hintergrundfelder U(z,t),
N(z) und p(z), welche die Ausbreitung von Wellenteilchen beeinflussen, sowie der ho-
rizontale Impulsfluss w/w’, welcher mit dem Wellenpaket assoziiert wird, werden auf
dem gleichen versetzten Gitter wie in Abbildung 3.1 diskretisiert. Wie schon zuvor im
Falle des Euler WKB-Modells wurde auch das Strahlenmodell urspriinglich zur Simula-
tion der Boussinesq-Dynamik entwickelt und spéter fiir die Nichtboussinesq-Dynamik
modifiziert.

Das Strahlenmodell nutzt die Tatsache aus, dass die Wellenwirkungsdichte entlang
der Strahlen konservativ transportiert wird, so dass die Wellenteilchen nur in dem
Bereich, wo sich das Wellenpaket anfangs befindet, initialisiert werden miissen. Die
Wellenteilchen breiten sich dann mit der Geschwindigkeit (cg., 1) im Phasenraum aus,
wobei die zuriickgelegten Bahnen die Strahlen bilden.

Auch im Strahlenmodell muss der horizontale Impulsfluss w/w’ zur Berechnung des
welleninduzierten Windes bestimmt werden. Im Gegensatz zum Euler WKB-Modell
kann im Strahlenmodell die Integration von (2.125) beziehungsweise (2.127) im spek-
tralen Raum nicht direkt durchgefiihrt werden, da die Wellenwirkungsdichte N nur auf
den Wellenteilchen, also unregelméflig verteilten Punkten im Phasenraum bekannt ist.
Im Folgenden wird daher eine Methode vorgestellt, welche die Erhaltung einer “mate-
riellen” Fléche im Phasenraum (siche Gleichung (2.114)) ausnutzt, um das Impulsflus-
sintegral ((2.125) beziehungsweise (2.127)), trotz der zuvor genannten Schwierigkeit,

annahern zu konnen.

Das Boussinesq-Modell

Ein quasimonochromatisches Wellenpaket hat eine gewisse Ausdehnung im physikali-

schen und spektralen Raum. Aus diesem Grund nimmt das Wellenpaket im Phasenraum
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Abbildung 3.3: Schematische Darstellung des Phasenraumes: Die Phasenraumflachen R, auf
der das Wellenpaket im Phasenraum definiert ist, und die Rechtecke, die mit
den Wellenteilchen assoziiert werden, zum Zeitpunkt ¢ = 0 (a) und zu einem
spéteren Zeitpunkt (b). R wird durch die Einwirkung der divergenzfreien Pha-
senraumgeschwindigkeit (cg.,m) (dargestellt durch die Vektoren) deformiert.
Der Impulsfluss im Intervall (z1, z2) wird durch die Integration iiber die Fliche
R N Rz berechnet.

ein gewisses charakteristisches Gebiet R ein. Im Strahlenmodell wird dieses Gebiet R
durch die Wellenteilchenverteilung im Phasenraum repréasentiert. Um die zeitliche Ent-
wicklung des welleninduzierten Windes mit (2.126) zu berechnen, muss der horizontale
Impulsfluss v/w’ im spektralen Raum integriert werden. Dies ist bei der Teilchendarstel-
lung nicht moglich, weil die Teilchen nur diskrete Punkte sind, welche keine Ausdehnung
besitzen. Der horizontale Impulsfluss kann in dem Intervall zwischen z und z + Az aus
(2.125) auf folgende Weise berechnet werden

z4+Az o z+Az/2
1 — 1 1
Az / ww'dz = Ay / / kcg.Ndzdm = ~ / kcg2Ndzdm . (3.16)
z —0o0 Z—AZ/Q RNRz

Hier bezeichnet Ry = (z — Az/2,z+ Az/2) x (—00, 00) das Phasenraumgebiet zwischen
z und z+ Az. Um Gleichung (3.16) im Strahlenmodell numerisch zu lésen, muss zuerst
die Fliche, die R im Phasenraum einnimmt, angendhert werden. Als Vorbereitung dafiir
wird das Gebiet R zuerst charakterisiert.

Das vom Wellenpaket eingenommene Gebiet R wird durch die gleiche Phasenraum-
stromung wie auch die Wellenteilchen beeinflusst. So kann die Gestalt von R beispiels-
weise durch Scherung des Phasenraumgeschwindigkeitsfeldes (cg.,7) deformiert wer-
den (siche Abbildung 3.3). Weil die Strémung im Phasenraum inkompressibel ist (siehe
Gleichung (2.114)), muss die Fliche Ar von R erhalten bleiben: Sei OR der Rand des
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3.1 Die WKB-Modelle

Gebietes R, v der Einheitsvektor, der senkrecht auf OR steht und aus R herausweist,
sowie dl das Langenelement, welches mit dem Rand OR assoziiert wird, so folgt aus

dem Divergenzsatz fiir die zeitliche Entwicklung der Fliache Agr

dAR d
O dt dzdm = jécgz, - dl

Ocg. . Om B
—/( 35 +3m> dzdm =0 . (3.17)
R

Diese flichenerhaltende Eigenschaft des Phasenraums wird zur Approximation des Ge-

bietes R verwendet. Um die Approximation des Gebietes R zu ermdoglichen, wird um
jedes Wellenteilchen ein kleines Rechteck mit der Fliche A,y = AzAm definiert, das
zusammen mit dem Wellenteilchen entlang seines Strahls propagiert. Jedes Rechteck
hat genau die gleiche Eigenschaften wie auch das Gebiet R. Weil die Fldache des Recht-
ecks A,qy konstant ist (siehe Gleichung (3.17)), wird nur die zeitliche Anderung einer
Seite verfolgt.?6 Obwohl auf diese Weise nur die Stauchung und die Streckung und kei-
ne Forménderung des Rechteckes zugelassen ist, kann das Gebiet effizient approximiert
werden wie in Abbildung 3.3b dargestellt.?”

Es werden mit jedem Wellenteilchen folgende Variablen assoziiert: Seine Position 2.4y,
seine vertikale Wellenzahl m,.q,, seine konservativ transportierte Wellenwirkungsdichte
Nray, die Fliache des Rechtecks Amy28 und die Seite des Rechtecks Amyq,. Um die
Scherung von R im Phasenraum hinreichend genau zu erfassen, wird ein Wellenpaket
durch zwei Reihen von Wellenteilchen, jede mit einer anderen vertikalen Wellenzahl,
reprisentiert.?? Diese Art der Initialisierung repriisentiert kein exaktes monochroma-
tisches Wellenpaket, stimmt aber genauer mit der Initialisierung in dem Euler WKB-
Modell iiberein: Auf diese Weise wird eine realistische Verteilung von Wellenteilchen
und bessere Approximation von R erreicht. Die Anfangsbedingungen eines beliebigen
Wellenpakets sind in Abbildung 3.4a schematisch dargestellt.

Die zeitliche Entwicklung des Wellenpaketes und die neue Wellenteilchenverteilung

26Da zur Berechnung von w/'w’ die Wellenwirkungsdichte A im spektralen Raum integriert wird, wird
die zeitliche Entwicklung von Am benétigt.

?"Es gibt natiirlich ausgefeiltere Methoden zum Verfolgen der zeitlichen Entwicklung von R, welche
nicht nur die Dehnungsdeformation von R sondern auch die Drehung und Scherungsdeformation in
der zeitlichen Entwicklung des Rechtecks beriicksichtigt. Hier muss in jedem Fall erwahnt werden,
dass keine andere Methoden, welche wir ausprobiert haben und welche die Drehung und Scherungs-
deformationen von R zugelassen haben, bessere Resultate als die hier vorgestellte Methode lieferten.
Dazu kann diese hier vorgestellte einfache Methode leicht auf 2D und 3D Probleme erweitert werden.

28Um das Problem zu vereinfachen, hat A,.qy fiir alle Wellenteilchen denselben Wert.

29Unsere Untersuchungen zeigten, dass zwei Reihen ausreichend sind, um ein quasimonochromatisches
Wellenpaket erfolgreich zu simulieren. Die Initialisierung eines Wellenpakets mit mehr als zwei
Reihen von Wellenteilchen lieferte keine besseren Resultate. Hier muss natiirlich erwdhnt werden,
dass wir bis jetzt nur nahezu monochromatische Wellenpakete untersucht haben. Die Simulation
eines Wellenpaketes, welches eine breite Verteilung im spektralen Raum hat, wird eine Initialisierung
mit mehr als zwei Reihen von Wellenteilchen erfordern.
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Abbildung 3.4: Die Berechnung des Impulsflusses im Strahlenmodell: (a) die anfingliche Posi-
tion von Wellenteilchen und ihnen zugewiesenen Rechtecke; (b) die Aufteilung
eines Rechteckes zur Berechnung des Impulsflusses zu einem spéteren Zeitpunkt.

wird mittels der Strahlengleichungen aus den Anfangsbedingungen bestimmt. So wird
die zeitliche Entwicklung von 2.4, und m,,, aus den Strahlengleichungen (2.95a) und
(2.95b) analytisch berechnet

D, Nk
‘o3 T =, (3.18a)
Dt (k2 +m?2)2
Dym k dN ou
= — —k—=m. 3.18b
Dt :':\/]{;2+m2 dz 0z m ( )

Genauso wie im Euler WKB-Modell sind beide Zweige von 4 zugelassen: Abhéingig

davon, welcher 24-Zweig verwendet wird, werden die entsprechenden Gruppen- und
Phasengeschwindigkeiten gewihlt.
Die zeitliche Entwicklung der Seitenlénge des Rechtecks Am wird aus (3.18b) auch

analytisch bestimmt
D,
Dt
wobei m; und mso die Seitenldnge des Rechteckes in m-Richtung bezeichnen. Die zur
Berechnung von (3.18a), (3.18b) und (3.19) notwendigen Hintergrundfelder N, dN/dz

und dU/dz werden an der Wellenteilchenposition durch lineare Interpolation der Gitter-

(Am) = m(me, z) —m(m, z) , (3.19)

werte berechnet. Zur zeitlichen Integration wird wie im Fuler WKB-Modell ein Runge-
Kutta-Schema vierter Ordnung verwendet.
Um den Impulsfluss v/«w’ und daraus den welleninduzierten Wind U im Strahlenmo-

dell zu berechnen, wird fiir jedes einzelne Wellenteilchen das Integral (3.16) analytisch
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3.1 Die WKB-Modelle

gelost. Dazu wird bestimmt, in welchem Intervall ¢ auf dem Ortsgitter sich das Wellen-
teilchenrechteck befindet und welches Teilstiick des Rechteckes im i-ten Intervall liegt
(siehe Abbildung 3.4b)

m2
S— Az N;k?
T - % ( Zz) Nk oy g

Az (k2 4 mi,,)?
Az; 1 1
=+ (A Z) Nik? Nyay - — - - (3.20)
: (k2 +m3)>  (k? +mi)2
Dabei bezeichen m; = (myqy — Am”"‘”’) und my = (Myqy + Ammy) die Seitenléinge

des Rechteckes in m-Richtung (also Amyqy = ma — m1), Azray = Apay/Amipgy die
Seitenlénge des Rechtecks in z-Richtung und Az;/Az den vertikalen Abschnitt des
Rechtecks, welcher im i-ten Intervall des Gitters liegt. Die Beitrige Wgy aller Wel-
lenteilchen im Intervall i werden zu w/w’; aufsummiert. Um kleinskalige Fluktuationen,
die durch die unregelméfige Wellenteilchenverteilung entstehen, zu eliminieren, wird ein
gleitendes Mittel (engl.: running average filter), mit einem Glattungsfenster der Breite
Agmooth = 3 Gitterpunkte, auf w/w’ angewendet. Nachdem der Impulsfluss geglittet
wurde, wird die zeitliche Tendenz des welleninduzierten Windes auf die gleiche Weise
wie im Euler WKB-Modell (vergleiche Gleichung (3.10)) berechnet.

Die Randbedingungen des Strahlenmodells entsprechen im physikalischen Raum den-
jenigen des Euler WKB-Modells (vergleiche Abschnitt 3.1.1). Im spektralen Raum
miissen keine Randbedingungen vorgegeben werden, denn die Wellenteilchen kénnen

sich in dieser Richtung grundsitzlich beliebig weit fortbewegen.

Das Nichtboussinesq-Modell

Zur Simulation der Schwerewellenausbreitung in der Atmosphére mit variabler Dichte

wird das Boussinesq-Strahlenmodell wie gefolgt abgewandelt:

e Definition der Dichte p: Wie in Abschnitt 3.1.1 beschrieben, wird die h6henab-
hingige Hintergrunddichte p(z) eingefithrt und auf dem Ortsgitter diskretisiert
(siehe Gleichung (3.11))

e Der horizontale Impulsfluss v/w’: Zur Berechnung des horizontalen Impuls-

flusses w/w’ wird das Integral (2.127) approximiert

m2

o Az NAk2

u’w’fftzy =7 < ZZ) — Mray 5 Nraydm
o Pi(

Az K2+ m2,,)?
Az N; 1 1

— 1 < : > U2 Ny - | (3.21)
Az ) b (k2+md)z (k24 m2)z
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3 Numerische Modelle

e Der welleninduzierte Wind U: Die zeitliche Tendenz des welleninduzierten
Windes U wird wie im Nichtboussinesq Euler WKB-Modell (siehe Gleichung
(3.15)) berechnet.

e Randbedingungen: Wie im Nichtboussinesq Euler WKB-Modell gilt am obe-
ren und unteren Rand die Ausstrémbedingung fiir die Felder auf dem Ortsgit-
ter. Falls Wellenteilchen das Integrationsgebiet iiber den oberen oder unteren
Rand verlassen, wird ihre Position im Phasenraum zwar weiterhin verfolgt, ihre
Wellenwirkungsdichte wird aber auf Null gesetzt, damit sie keinen Beitrag mehr
zum welleninduzierten Wind leisten kénnen. Durch diese Vorgehensweise wird ei-
ne fortwdhrende Neunummerierung der Wellenteilchen verhindert, die notwendig

wire, falls Wellenteilchen, welche das Gebiet verlassen, geloscht wiren.

3.2 Die Validierungsmodelle

Zur Validierung der WKB-Modelle und zur Uberpriifung der schwach nichtlinearen
Dynamik werden unterschiedliche wellenauflosende Modelle verwendet. Im Folgenden
werden sie kurz vorgestellt.

Zur Validierung der Boussinesq WKB-Modelle stehen zwei unterschiedliche wellen-
auflosende Modelle zur Verfiigung. Das erste Modell dient zur direkten Uberpriifung
der WKB-Modelle und ist ein eindimensionales Modell, welches die schwach nichtlinea-
ren Boussinesq-Gleichungen fiir ein Wellenfeld mit konstanter horizontaler Wellenzahl
k 16st. Das zweite Modell ist das Grobstruktursimulations(LES)modell INCA, welches
die vollstéindig nichtlinearen Boussinesq-Gleichungen auf einem (z, z)-Gitter integriert.
Mit diesem Modell werden sowohl die WKB-Modelle als auch deren schwach nichtlinea-
re Kopplung an den Hintergrundwind validiert. Das LES Modell INCA wird fiir diese
Arbeit von S. Hickel bereitgestellt.

Die Nichtboussinesq WKB-Modelle werden mithilfe des LES Modells PincFloit, das
die vollsténdig nichtlinearen pseudo-inkompressiblen Gleichungen auf einem (z, z)-Gitter
integriert, validiert. Das LES Modell PincFloit wird fiir diese Arbeit von F. Rieper be-
reitgestellt.

3.2.1 Das wellenauflosende schwach nichtlineare Boussinesq-Modell

Dieses Modell 16st das Gleichungssystem (2.36) zusammen mit der Gleichung fiir den
welleninduzierten Wind (2.62). Dabei wird angenommen, dass die Wellenfelder folgende

Form haben

u’(z, 2, t) W'(z,t)

" ~/
e I e (3.22)
b’ (z,2,t) b (z,t)
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3.2 Die Validierungsmodelle

@', @',V und ' sind die komplexen hohen- und zeitabhiingigen Wellenamplitudenfelder.
Mit dem Ansatz (3.22) lauten die schwach nichtlinearen Gleichungen, welche das Modell

numerisch 16st

o oU
a—lz = —ikU — &/ 5= — ikp (3.23a)
~/ A~/
65; = —ikUd +1 — g—’; , (3.23b)
%—i/ = —ikUY — N?@' | (3.23¢)
ou 1 N> N
or = 1 (@ ’
0%/ oU
k2 Y 9k 2 2
k°p" + 5.2 tkw 9, (3.23¢)

Wie man sehen kann ist dieses Modell so konstruiert, dass es nur eine einzige hori-
zontale Wellenzahl zulédsst und somit realistische Wechselwirkungen mit den hoéheren
Harmonischen in der horizontalen Wellenzahl vernachlésssigt.

Die Felder sind wieder auf einem versetzten Gitter diskretisiert: @’ ist am oberen und
unteren Rand der Zelle und @, ¥, ¢, N und U sind in der Mitte der Zelle definiert.
Fiir die rdumliche Differenziation der Gleichungen (3.23a), (3.23b), (3.23c) und (3.23d)
wird die Finite-Differenzen-Methode und fiir deren Zeitintegration das Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung verwendet. Zur Losung der Poisson-Gleichung (3.23e) wird
eine Fourier-Transformation (in z-Richtung) angewandt.

Zur Stabilisierung des Models wurden die explizite kinematische Viskositét v und die

2

thermische Diffusivitiit p eingebaut und in allen Simulation auf 10~2 m?s~! gesetzt.

3.2.2 Das wellenauflosende nichtlineare Boussinesq-Modell: INCA

Das zweite Validierungsmodell, welches zur Uberpriifung der Boussinesq WKB-Modelle
verwendet wird, ist das LES Modell INCA (http://www.inca-cfd.org), das die nichtli-
nearen Boussinesq-Gleichungen (2.19) numerisch 1ost.

Dieses Gleichungssystem erfasst alle nichtlinearen Wechselwirkungen zwischen grof3-
skaligen Hintergrundfeldern und kleinskaligen Wellenfeldern sowie noch kleinskaligerer
Turbulenz. Eine direkte Simulation der kleinskaligen Turbulenz ist meist sehr teuer, da
eine hohe raumliche und zeitliche Auflésung verlangt werden. Um diese Herausforderun-
gen zu meistern werden héufig Turbulenzparametrisierungen verwendet. Solche Modelle
werden LES Modelle genannt. Sie kénnen die grofiskaligen Prozesse explizit auf dem
numerischen Gitter auflosen, wihrend die kleinskaligen Prozesse, die auf dem Gitter
nicht mehr auflésbar sind, durch sogenannte Feinstrukturmodelle (engl.: subgrid-scale
models) parametrisiert werden [Smagorinsky, 1963]. Das hier eingesetzte LES Modell

INCA benutzt zur Parametrisierung der unaufgelosten Turbulenz die Adaptive Loka-
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3 Numerische Modelle

le Entfaltungsmethode (engl.: Adaptive Local Deconvolution Method, ALDM) [Hickel
et al., 2006]. Eine ausfiihrliche Beschreibung von INCA und die Validierung der LES
Methode mit den Direkten Numerischen Simulationen ist in Remmler & Hickel [2012,
2013] zu finden.

Der Vergleich zwischen den WKB-Modellen und INCA ermoglicht es, abzuschétzen,
ob die schwach nichtlineare Kopplung mit dem Hintergrundwind wirklich ausreichend
ist, oder ob dariiber hinaus andere nichtlineare Effekte, z. B. die Welle-Welle-Wechsel-
wirkung in der Horizontalen, einen nicht zu vernachlissigenden Beitrag leisten. Zusétzlich
wird durch den direkten Vergleich zwischen dem schwach nichtlinearen wellenauflésenden
Modell und dem LES Modell INCA untersucht, wie gut die schwach nichtlineare Theo-
rie, welche die Welle-Welle-Wechselwirkung in der Horizontalen vernachléssigt, die Aus-
breitung eines Wellenpaketes in dem héhen- und zeitabhéngigen Hintergrund und die
Wechselwirkung zwischen Wellenpaket und Hintergrund beschreiben kann. Aus diesem
Grund wird in INCA die gleiche explizite kinematische Viskositdt v und thermische

Diffusivitét p wie in dem schwach nichtlinearen Modell verwendet.

3.2.3 Das wellenauflosende nichtlineare pseudo-inkompressible Modell:
PincFloit

Zur Validierung der Nichtboussinesq WKB-Modelle steht uns nur ein wellenauflésendes
Modell zur Verfiigung, das LES Modell PincFloit. Es verwendet ebenfalls ALDM fiir

die Turbolenzparametrisierung und 16st das Gleichungssystem [Rieper et al., 2013b]:

% + cpeg—z =0, (3.24a)
% + cpeg—z -g=0, (3.24b)
g—f =0, (3.24¢)

p@% + a%(ﬁ?w) =0. (3.24d)

Eine genaue Beschreibung und Validierung des Modells ist in der Arbeit von Rieper
et al. [2013a] gegeben.
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4 Testfdlle und Ergebnisse

Ziel dieser Arbeit ist die numerische Beschreibung der schwach nichtlinearen Dyna-
mik von Schwerewellenpaketen mit Hilfe der WKB-Theorie. Die schwach nichtlineare
Ausbreitung eines Schwerewellenpaketes wird, durch die Wechselwirkung zwischen dem
Wellenpaket und dem welleninduzierten Hintergrundwind beschrieben. Basierend auf
der Annahme, dass die Wellenamplitude, die vertikale Wellenzahl und die Wellenfre-
quenz des Schwerewellenpaketes sowohl auch der Hintergrund langsam in Raum und
Zeit variieren, wurde die WKB-Theorie dazu verwendet zwei unterschiedliche WKB-
Modelle zur Simulation der schwach nichtlinearen Dynamik von Schwerewellenpaketen
zu entwickeln. In diesem Kapitel werden die beiden WKB-Modelle validiert. Ziel der
folgenden Validierung ist es, die Moglichkeiten der WKB-Modelle im Phasenraum zu
prasentieren und zu zeigen, dass diese WKB-Modelle zur Beschreibung der schwach
nichtlinearen Dynamik von Schwerewellen geeignet sind und somit zur Losung des
Kaustikproblems beitragen kénnen.

In Kapitel 4.1 werden die Simulation der schwach nichtlinearen Dynamik des Schwere-
wellenpaketes in der Boussinesq-Fliissigkeit vorgestellt. In 4.1.1 wird zuerst die schwach
nichtlineare Ausbreitung des Wellenpaketes im variierenden Hintergrund aufiihrlich un-
tersucht und dabei die beiden Boussinesq WKB-Modelle mit den wellenauflésenden Mo-
dellen validiert. 4.1.2 befasst sich mit den Grenzen der WKB-Theorie und den Féllen,
welche die WKB-Modelle nicht mehr “naturgetreu” simulieren sollten. In Kapitel 4.2
werden ersten Simulationen der schwach nichtlinearen Dynamik des Schwerewellenpa-
ketes in der Atmosphére mit variabler Dichte gezeigt. Es wird dabei an vier Beispielen
die Ausbreitung der Schwerewellen in der Atmosphére mit variabler Dichte untersucht
und dabei die Nichtboussinesq WKB-Modelle validiert.

4.1 Die Schwerewellenausbreitung in der

Boussinesq-Fliissigkeit

In diesem Kapitel werden die schwach nichtlineare Ausbreitung von Schwerewellen in
der Boussinesq-Fliissigkeit genau untersucht und die Boussinesq WKB-Modelle vali-
diert. Es wird angenommen, dass die Schwerewellen eine relativ grofle Wellenamplitude

besitzen, so dass ihre Ausbreitung nicht mehr mit der linearen Theorie beschrieben
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4 Testféille und Ergebnisse

werden kann.39

Die WKB- und Validierungsmodelle wurden zur Simulation der Ausbreitung unter-
schiedlicher anfanglich monochromatischer, horizontal periodischer, vertikal lokalisier-
ter Schwerewellenpakete verwendet. Als ein Représentant eines Schwerewellenpaketes
wurde ein Gaufisches Wellenpaket mit hohenabhéingiger Auftriebsamplitude gewihlt.
Der Anfangszustand der Wellenamplitude wird dabei definiert als

2
Ap(2) = ao% exp [ %} . (4.1)
Das Gauflsche Wellenpaket ist zentriert um 2y und hat die Breite o. Die entdimensiona-
lisierte Wellenamplitude ag ist so definiert, dass das Kriterium fiir statische Stabilitét,
N24+0b/0z > 0, iiberall im Wellenpaket erfiillt wird, solange ag < 1 ist. mg und Ny sind
die anfiingliche vertikale Wellenzahl des Wellenpakets und die Brunt-V#iséld Frequenz,
welche die Schichtung der Atmosphére darstellt.

Das Schwerewellenpaket wird auf folgende Weise in unterschiedlichen Modellen in-

itialisiert:

e Die wellenaufl6sende Modelle:
Aus den Polarisationsbeziehungen (2.47) lassen sich die Anfangsbedingungen der

Wellenfelder ¥, v/, w', p’ fiir wellenauflésende Modelle ableiten

V' (z,2,t = 0) = Ap(2) cos(kz + mopz) , (4.2a)
W (z,2,t =0) = Ay(z )?m sin(kz +moz) , (4.2b)
w’(x,2,t =0) = —Ay(z )N2 sin(kx + moz) , (4.2¢)
0
o2
P (2,2t =0) = Ay(z )ﬁﬁ sin(kz +mpz) . (4.2d)

Dabei ist wy die intrinsische Frequenz eines am Anfang monochromatischen Wel-
lenpaketes. Wegen der hohenabhingigen Amplitude des vertikalen Windes w’
erfiillt den Anfangszustand (4.2) die Gleichung (2.19d) nicht. Aus diesem Grund
wird in den wellenauflésenden Modellen der divergente Anteil O (€) vor dem ers-

ten Zeitschritt entfernt.

e Die WKB-Modelle:

Sind die Anfangswerte der Wellenfelder bekannt, so kann die Anfangswellenener-

3Fine genaue Untersuchung der Schwerewellenpakete mit kleinen und groBen Wellenamplituden sowie
der Vergleich zwischen linearer und schwach nichtlinearer Dynamik ist in Anhang A.4 gegeben.
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4.1 Die Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit

gie mithilfe von (2.55) wie folgt definiert werden

1 b2 t=
E(z,tzO)zi uQ(x,z,t:O)—l—wQ(x,z,t:O)—i—w (4.3)
_ A2)
2N2

Aus der Definition der Wellenwirkungsdichte (2.116) ldsst sich dann die Anfangs-
wellenwirkungsdichte fiir WKB-Modelle berechnen

Ag(z) 1 Amg Amg
N(zym,t=0)={ 2N% Amg 07 T2 ST SOt (4.4)
0, sonst

Hier ist Amg ein kleines Wellenzahlintervall. Gleichung (4.4) ist eine diskrete
Approximation der Deltafunktion und beschreibt somit ein monochromatisches

Wellenpaket im Phasenraum.

Zwei diagnostische Groflen werden zum Vergleich der WKB-Modelle mit den Vali-

dierungmodellen verwendet:

e Der grof3skalige Wind U (z,t):
Der welleninduzierte Wind U(z,t) = Ug(z,t) — Ug(z)3! bietet sich als eine der
diagnostischen Gréfien an. Er wird direkt in den WKB-Modellen und dem schwach
nichtlinearen wellenauflésenden Modell berechnet. Im LES Modell INCA wird
der welleninduzierte Wind aus dem horizontalen Mittel des horizontalen Windes

bestimmt.

e Die Wellenenergie E:
Die Wellenenergie E¥ wird in den WKB-Modellen durch die Integration der Wel-

lenwirkungsdichte N im spektralen Raum berechnet

EWKB - /N(;J dm . (4.5)

In dem schwach nichtlinearen wellenauflésenden Modell wird Wellenenergie aus
den Wellenfeldern mit (2.55) bestimmt

E _l ~ 1112 A2 w
WNL = !u!+\w\+N2 . (4.6)

Komplizierter ist es die Wellenenergie in dem LES Modell INCA zu berechnen. In

den schwach nichtlinearen Modellen wird ein Wellenpaket mit nur einer einzigen

31 An dieser Stelle bezeichnen Ug(z,t) den gesamten groBskaligen horizontalen Wind und Ug(z) den
hohenabhéngigen, zeitunabhéngigen horizontalen Hintergrundwind.
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horizontalen Wellenzahl betrachtet. INCA ist ein 2D nichtlineares Model, welches
die Welle-Welle-Wechselwirkung erlaubt und somit auch die Wellen mit unter-
schiedlichen horizontalen Wellenzahlen zuldsst. Zum Vergleich mit den schwach
nichtlinearen Modellen wird somit nur das horizontale Mittel der Wellenenergie

der Welle-1 herangezogen

1 ) 5 |01]?
Ervea = 5| ful? + ol + 755 ) (4.7)

wobei als Welle-1 die erste horizontale Fouriermode der Geschwindigkeits- und

Auftriebsfelder uq, wy, by bezeichnet wird.

4.1.1 Ausbreitung eines Schwerewellenpaketes im variierenden Hintergrund

Im Folgenden werden die WKB-Modelle validiert und die Schwéichen und die Stérken

von WKB-Modellen erldutert. Dafiir wird eine Reihe von Experimenten durchgefiihrt.

Insgesamt werden vier Situationen betrachtet:

1. Die Awusbreitung eines hydrostatischen Schwerewellenpaketes durch

den homogenen Hintergrund: Es wird angenommen, dass die Brunt-Vaisald
Frequenz Ny konstant ist und das Wellenpaket nur mit dem welleninduzierten
Wind wechselwirkt;

. Die Ausbreitung des gleichen Schwerewellenpaketes durch den Hinter-

grund mit variierender Schichtung: Es wird angenommen, dass die Brunt-
Viisild Frequenz N(z) hohenabhéngig ist. In diesem Experiment propagiert das
Wellenpaket durch das grofiskalige Auftriebsfeld B(z), welches das Wellenpaket

beeinflussen kann;

. Die Ausbreitung des gleichen Schwerewellenpaketes durch den Hin-

tergrund mit dem grofiskaligen mittleren horizontalen Wind. Es wird
angenommen, dass die Brunt-Viisild Frequenz Ny konstant ist und das Wellen-
paket nicht nur mit dem welleninduzierten Wind sondern zusétzlich mit dem

grofiskaligen hohenabhéngigen horizontalen Wind Up(z) wechselwirkt;

. Die Reflexion eines nichthydrostatischen Schwerewellenpaketes durch

den grof3skaligen mittleren horizontalen Hintergrundwind. Es wird ange-
nommen, dass die Brunt-Viiséld Frequenz Ny konstant ist und das Wellenpaket

durch den starken grofiskaligen horizontalen Wind Ug(z) reflektiert wird.

Die physikalischen Parameter, welche in allen vier Experimenten verwendet werden,

sind in Tabelle 4.1 und die Modellparameter in Tabelle 4.2 zusammengefasst.
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4.1 Die Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit

Testfélle Hintergrund Wellenpaket Die Grofe der
Doméne und
die Laufzeit

Homogener No=2x10"2s""! Az =30 km, Ao = 3 km lz =30 km
Hintergrund k=2m/Az, mo = —27/Az0 l. =100 km
w =04 tmax = 800 min
o =15 km, zo = 30 km
ag = 0.5
Variierende No=2x10"2s"! Az = 30 km, Ao = 3 km Iz = 30 km
Schichtung Apack = 0.8 k=27w/Az, mo = —27/Az0 [, =100 km
M =27 /(20 km) w=Qy tmax = 800 min
z1 = 50 km o =5 km, zo = 30 km
zo = 60 km ao = 0.5
Y =5 km
Horizontaler No=2x10"2s" Az = 30 km, Ao = 3 km l. = 30 km
Wind Up=20m s ' k=27/Aa, mo =27/ Az0 I, =100 km
z1 = 50 km w=0_ tmax = 800 min
Yu =3 km o =5 km, zo = 20 km
ap = 0.5
Reflexion No=2x10"2s" Az =3 km, A0 =3 km l,. =3 km
Up=5ms ! k=271/Aa, mo =27/ Az0 I, =100 km
z1 = 70 km w=0_ tmax = 300 min
Yu =3 km o =5 km, zp =40 km
ap = 0.2

Tabelle 4.1: Die Testfille zur Validierung von Boussinesq WKB-Modellen: Zusammenfassung
von physikalischen Parametern. Die Gleichungen (4.1), (4.2), (4.9) und (4.11) be-
schreiben die Form des Schwerewellenpaketes, des Hintergrundauftriebsfeldes und
des grofiskaligen horizontalen Hintergrundwindes.

Validierungsmodelle
Euler WKB-Modell Strahl dell
e oce rerenmede Schwach nichlinear  LES (FINCA”)
U, s, ) Ao = 200 m n. = 2048 e X 1. = 64 x 2048
-1
m € [—.007, —.0005] m Apo=104m! Aza50m (U, S, J)
Nz X Ny = 500 X 70 n. — 500 At =1s Az x Az =470 m x50 m
(R) — 102 21 (R)
m € [—.01,.005] m™" Mray = 2% 200 v=10 5 mQS ) Az x Az =47 m x 50 m
— Asmooth = 600 m n = 1077 m~s™
Nz X Ny = 500 X 140 CFL=0.5
(At)max =1s V== 1072 m2871

CFL =05

Apo =10 m™!

Tabelle 4.2: Die Testfiille zur Validierung von Boussinesq WKB-Modellen: Zusammenfassung
der Modellparameter (U = der homogene Hintergrund; S = die variierende Schich-
tung; J = der grofskalige horizontale Hintergrundwind; R = der wellenreflektieren-
de grofiskalige horizontale Hintergrundwind).
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Jedes Experiment wurde einmal ohne den anfénglichen welleninduzierten Wind (“Fall
1”) und mit dem anfénglichen welleninduzierten Wind, welcher mit dem Wellenpaket
propagiert [Acheson, 1976; Sutherland, 2006],

Ap(2)

U(z,t =0) =kA(2,t =0) = k2N2sz

(4.8)

(“Fall 2”) durchgefiihrt. Obwohl die Initialisierung eines anféinglichen welleninduzierten
Windes der Form (4.8) von manchen Autoren [z.B. Sutherland, 2006] bevorzugt wird,
kann man aus den Simulationen schlieflen, dass ein welleninduzierter Wind unabhéngig
davon generiert wird, ob er initialisiert wird oder nicht. Wir werden sehen, dass in
dem oberen Bereich der Doméne, in dem am Anfang der Simulation in beiden Fillen
U(t = 0) = 0 ist, kaum ein Unterschied zwischen den Féllen mit und ohne anfinglichen
welleninduzierten Wind besteht. Dies ist auch aus der Pseudoimpulsgleichung (2.108)
abzulesen, welche postuliert, dass die zeitliche Entwicklung von welleninduzierten Wind
nur von der zeitlichen Entwicklung des Pseudoimpulses und nicht direkt von der Form

des grofiskaligen Windes U abhingig ist.

Die Wechselwirkung zwischen dem hydrostatischen Schwerewellenpaket und dem

welleninduzierten horizontalen Wind

Zuerst wird ein Schwerewellenpaket mit der entdimensionalisierten Wellenamplitude
ag = 0.5, welches sich durch die Atmosphéire mit der konstanten Schichtung Ny =
0.02 s~! ausbreitet, simuliert. Die Wellen sind “hydrostatisch”3? mit der horizontalen
Wellenlénge A, = 30 km und besitzen die anfingliche vertikale Wellenlédnge A.g = 3
km. Das Wellenpaket besitzt positive horizontale Wellenzahl k& = 2.1 x 107% m™!,
anfingliche negative vertikale Wellenzahl mg = —2.1 x 1072 m™!, positive intrinsische
Frequenz (positive Wurzel von (2.46)), positive lokale Frequenz w = €4 und stellt somit
ein aufwirts propagierendes Wellenpaket dar (siehe (2.29)). Das Wellenpaket hat die
Breite ¢ = 5 km und ist anfinglich zentriert um 2y = 30 km. Die Ausbreitung des
Wellenpaketes wird in einer rdumlichen Doméne mit der Gesamthéhe von [, = 100 km
simuliert.

Zur Simulation dieses Problems verwendete das Euler WKB-Modell eine 2D-Doméine,
die in m-Richtung die GroBe [—0.007 m~! < m < —0.0005 m~!] hatte und auf n,, = 70
Punkten diskretisiert wurde. Die rAumliche Domé&ne wurde auf n, = 500 Punkte diskre-
tisiert. Die anfangliche Wellenwirkungsdichte wurde in einer Gitterzelle in m-Richtung
definiert, was Amg = 10~* m~! entspricht. Im Lagrange WKB-Modell (Strahlenmodell)
wurden zwei Reihen von Wellenteilchen gleichméfig zwischen z = 10 km und z = 50
km im physikalischen Raum und auf m = my— Amg/2 und m = mg+ Amg/2 im spek-

tralen Raum initialisiert. Die Gesamtanzahl von Wellenteilchen betrugt n.,, = 2 x 200.

32Als hydrostatische werden hier Wellen mit A, > A, bezeichnet.
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Abbildung 4.1: Die Anfangsbedingungen fiir den ersten Testfall, bei dem die Ausbreitung eines
Schwerewellenpaketes in homogener Atmosphire untersucht wird. Links: Die
Wellenwirkungsdichte A/ in dem Euler WKB-Modell und die Wellenteilchenver-
teilung in dem Strahlenmodell (Kreise; die Grofle der Kreise ist proportional zu

N(z,m,t)/max(N(z,m,t = 0))). Rechts: Das anfiingliche Wellenauftriebsfeld
in den wellenauflésenden Modellen (Schnitt durch 2 = 0 in LES Modell INCA).

Zur Beschreibung der grofiskaligen Hintergrundfelder verwendeten beide WKB-Modelle
die gleiche Auflésung in z-Richtung. Somit wurde in jedem i-ten Intervall des Gitters
im Strahlenmodell genau ein Wellenteilchen in jeder Reihe initialisiert.3® Das wellen-
auflosende schwach nichtlineare Modell verwendete die Auflésung von n, = 2048 fiir
die Doméane der Gesamthohe [, = 100 km. Das LES Modell INCA verwendete eine 2D-
Doméne mit zusétzlicher horizontaler Ausdehnung der Linge [, = 30 km (eine horizon-
tale Wellenldnge), welche durch das Gitter mit der Auflésung n, x n, = 64 x 2048 dis-
kretisiert wurde. In Abbildung 4.1 sind die Anfangsbedingungen in den WKB-Modellen
(die Wellenwirkungsdichte und die Wellenteilchenverteilung) und den wellenauflésenden
Modellen (das Wellenauftriebsfeld) gezeigt.

Der horizontale Impulsfluss u/w’ hat am Anfang die gleiche Gaufische Form wie das
Schwerewellenpaket, somit beschleunigt es den welleninduzierten Wind an der obe-
ren Flanke des Wellenpaketes und bremst ihn an der unteren Flanke ab. Im Fall 1

wird auf diese Weise eine anfinglich dipolare Hintergrundscherstrémung induziert. Ab-

33Unsere Untersuchungen zeigten, dass fiir dieses Problem die WKB-Modelle schon mit der kleineren
rdumlichen Auflésung von n. = 100 Punkten brauchbare Ergebnisse liefern. Die Entscheidung, fiir
die Simulation die hohere Auflésung zu verwendeten, wurde wegen der Konvergenz der Ergebnisse
getroffen: Erst ab der Auflésung von n. = 500 konvergieren die Ergebnisse der WKB-Modelle.
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Abbildung 4.2: Der horizontale mittlere Wind (links), der durch das Schwerewellenpaket indu-
ziert wird, und Wellenenergie (rechts) fiir den Fall 1 (a) und den Fall 2 (b) zum
Integrationszeitpunkt ¢ = 200 min simuliert mit allen vier Modellen (LES: das
nichtlineare wellenauflosende Modell INCA; WNL: das schwach nichtlineare wel-
lenauflésende Modell; wkbEFV: Euler WKB-Modell; wkbRay: Strahlenmodell;
LD: lineare Dynamik).

bildung 4.2a zeigt nahezu perfekte Ubereinstimmung zwischen dem welleninduzierten
Wind U und der Wellenenergie E, welche mit den beiden WKB-Modellen und den bei-
den wellenauflésenden Modellen simuliert wurden. Im Fall 2 verursacht die beschleuni-
gende und abbremsende Wirkung des horizontalen Impulsflusses die Ausbreitung des
anfinglichen welleninduzierten Windes zusammen mit dem Wellenpaket.?* In Abbil-
dung 4.2b ist wieder eine gute Ubereinstimmung zwischen dem welleninduzierten Wind
U und der Wellenenergie E gezeigt, welche mit allen vier Modellen simuliert sind.

Die Ahnlichkeit zwischen den schwach nichtlinearen und nichtlinearen wellenaufls-
senden Simulationen unterstiitzt die Behauptung von Sutherland [2006], dass die Aus-
breitung eines horizontal periodischen, vertikal lokalisierten Wellenpaketes vollstandig

beschrieben wird, solange die Wechselwirkung zwischen dem Wellenpaket und dem

34Schon Acheson [1976] und Andrews & Mcintyre [1978a] zeigten, dass der welleninduzierte Wind,
welcher zusammen mit dem Schwerewellenpaket generiert wird, zusammen mit dem Schwerewellen-
paket propagiert. Dies kann aus der Gleichung fiir den Pseudoimpuls (2.108) abgeleitet werden. Das
Einsetzen eines anféinglichen welleninduzierten Windes der Form (4.8) in Gleichung (2.108) liefert
U O(cg:U)
ot 0z
Dies bedeutet, dass der welleninduzierte Wind U mit der Gruppengeschwindigkeit c¢y. und somit
auch zusammen mit dem Schwerewellenpaket transportiert wird.
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Abbildung 4.3: Eine Momentaufnahme zum Integrationszeitpunkt ¢ = 100 min von Wellenpa-
ket, das sich durch die homogene Atmosphire ausbreitet, zeigt die Wellenwir-
kungsdichte A" (Konturintervall 5x 10° m? s7!) und die Wellenteilchenverteilung
(Kreise; die Grofie der Kreise ist proportional zu N(z,m,t)/maz(N(z,m,t =
0))) aus den WKB-Modellen (links), das Wellenauftriebsfeld aus dem schwach
nichtlinearen wellenauflésenden Modell (mitte) und den welleninduzierten Wind
aus dem Euler WKB-Modell (grau) und dem schwach nichtlinearen wellen-
auflosenden Modell (rot) (rechts) fiir den Fall 1 (a) und den Fall 2 (b).

welleninduzierten Wind betrachtet wird: Bei der einfachen Ausbreitung eines Wel-
lenpaketes durch die Atmosphére mit konstanter Schichtung spielt die Welle-Welle-

Wechselwirkung und somit die héheren Harmonischen keine Rolle.

In Abbildung 4.2 ist zusétzlich die Energie eines Wellenpaketes, welches sich in der
homogenen Atmosphére linear ausbreitet, simuliert mit dem linearen wellenauflésenden
Modell dargestellt.3> Wie schon durch Fritts & Dunkerton [1984] beschrieben, wird das
Wellenpaket durch die Wechselwirkung mit dem welleninduzierten Wind modifiziert:
Das Wellenpaket wird breiter und seine Amplitude wird kleiner.?6 Diese Versinderungen
im Wellenpaket werden durch die Anderung der vertikalen Wellenzahl verursacht. Wie
in Abbildung 4.3 dargestellt, bewirkt der héhenabhéingige Hintergrundwind die zeitli-
che Anderung der vertikalen Wellenzahl, was wiederum die Anderung der Gruppenge-

schwindigkeit des Wellenpaketes verursacht: Da das Wellenpaket sich durch den Hin-

35Zur Simulation der linearen Dynamik wird das schwach nichtlineare wellenauflésende Modell verwen-
det. Dabei wird Gleichung (3.23d), welche den welleninduzierten Wind beschreibt, ausgeschaltet.

36Ein ausfithrlicher Vergleich zwischen der linearen und schwach nichtlinearen Dynamik ist in Anhang
A .4 gegeben.
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tergrund mit konstanter Schichtung ausbreitet, folgt aus Gleichung (2.95b), dass die
vertikale Wellenzahl nur von dem héhenabhéngigen welleninduzierten Wind beeinflusst
wird. Folglich wird im Fall 1 7 positiv an der oberen und unteren Flanke des Wellenpa-
ketes und negativ in der Mitte. Dies verursacht die Verschiebung der Wellenwirkungs-
dichte beziehungsweise Wellenteilchen zu kleineren negativen Wellenzahlen (ldngeren
Wellenléingen) auf den Flanken des Wellenpaketes und zu groeren negativen Wellen-
zahlen (kiirzere Wellenléngen) in der Mitte des Wellenpaketes. Im Fall 2, die Scherung,
welche von Anfang an schon im welleninduzierten Wind vorhanden ist, beeinflusst 1
und somit auch A beziehungsweise die Wellenteilchenverteilung auf dhnliche Weise.
Diese Anderung der vertikalen Wellenzahl und somit auch vertikalen Gruppengeschwin-
digkeit fithrt dazu, dass die obere Flanke des Wellenpaketes beschleunigt und die untere
Flanke abgebremst wird.

Aus den Abbildungen 4.2 und 4.3 lésst sich zusétzlich ableiten, dass die Initialisie-
rung eines anfinglichen welleninduzierten Windes nicht nétig ist: Der welleninduzierte
Wind wird um das Wellenpaket generiert, unabhéingig davon ob er am Anfang explizit
vorgegeben wird oder nicht.3” Der einzige Unterschied zwischen den Fillen 1 und 2 ist
der negative Hintergrundwind im Fall 1, welcher die untere Flanke des Wellenpaketes
ein bisschen abbremst und die obere Flanke beschleunigt. Der positive welleninduzierte
Wind (oberhalb 35 km) ist in beiden Fillen nahezu identisch.

Schon in diesem einfachen Fall entsteht Kaustik in beiden Féllen 1 und 2. Abbil-
dung 4.4 zeigt die Position von Wellenteilchen im Phasenraum zum Integrationszeit-
punkt ¢ = 500 min.?® Um die Kaustik besser darzustellen, werden Wellenteilchen durch
einer Kurve verbunden. Eine Kaustik entsteht an den Stellen, wo die horizontale Li-
nie die Wellenteilchenkurve mehrmals schneidet. Dies ist ein Hinweis dafiir, dass an
einer z-Position unterschiedliche Wellenteilchen mit den unterschiedlichen vertikalen
Wellenzahlen existieren und somit die Strahlen, entlang welcher sich die Wellenteilchen
bewegen, sich im physikalischen Raum kreuzen. In der Abbildung ist eine Kaustik im
unteren Teil des Wellenpaketes im Fall 1 und im oberen Teil des Wellenpaketes im Fall
2 zu sehen. In beiden Féllen bedeutet es, dass die Wellenteilchen, welche urspriinglich
unten waren, eine groflere Gruppengeschwindigkeit entwickelten und somit die Wellen-
teilchen, welche urspriinglich oben waren, iiberholten. An diesem Beispiel kann man
schon sehen, dass sogar dieses einfache Experiment zu Instabilitdten in den iiblichen

physikalischen Strahlenmodellen fithren wird.

3TIm Fall 1 entsteht, kurz nachdem das Wellenpaket initialisiert wird, ein negativer Hintergrundwind
um zo, welcher exakt den negativen anféinglichen Pseudoimpuls entspricht (siehe Gleichung (2.108)).
Gleichzeitig wird ein positiver Hintergrundwind an der vorderen Flanke des Wellenpaketes generiert.
Der positive Teil dieses dipolaren welleninduzierten Windes propagiert zusammen mit dem Wellen-
paket also mit der Gruppengeschwindigkeit nach oben. Der negative Teil des dipolares Windes bleibt
am Ort zo bestehen.

38Zur besseren Darstellung wird hier nur eine Reihe von Wellenteilchen, die urspriinglich mit der
gleichen vertikalen Wellenzahl initialisiert wurden, gezeigt.
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Abbildung 4.4: Die Wellenteilchenverteilung zum Integrationszeitpunkt ¢ = 500 min in dem
Testfall mit der homogenen Atmosphére fiir Fall 1 (a) und Fall 2 (b). Die Bei-
spiele einer Kaustik sind durch die horizontale Linie hervorgehoben.

Ausbreitung eines Schwerewellenpaketes durch den Hintergrund mit variierender
Schichtung

Im zweiten Testfall wird die Ausbreitung eines Schwerewellenpaketes durch den Hin-
tergrund mit variierender Schichtung untersucht. Die Variationen in der Schichtung

werden durch das Hintergrundauftriebsfeld der Form

2
abackNo

B(z) = i

[1 —cos(Mz— z1)] exp [—@] , (4.9)
2% 5

verursacht.?® Das Hintergrundauftriebsfeld ist positioniert um z; = 50 km, 25 = 60
km, hat die Breite ¥p = 5 km, die vertikale Wellenldnge M = 27/(20 km) und die
entdimensionalisierte Wellenamplitude apger = 0.8.%0 In diesem Fall ist die gesamte
Brunt-Viisili Frequenz definiert als N(z) = /NZ + dB/dz. In den WKB-Modellen
sind N und dN/dz analytisch aus (4.9) berechnet und sind auf dem Gitter, wie in
Abbildung 3.1 dargestellt, diskretisiert.

Ausgehend aus der einfachen Addition apeer, + |ag| > 1 wiirde man erwarten, dass ein
Schwerewellenpaket statisch instabil wird, wenn das Wellenpaket das Niveau mit der

minimalen statischen Stabilitéit in dem Hintergrund erreicht. Jedoch kann es gezeigt

39Das Hintergrundauftriebsfeld dieser Form kann als ein groBskaliges Wellenpaket mit langer Wel-
lenlénge und der Null-Frequenz interpretiert werden. Auf diese Weise kann dieses Experiment als
eine Vorbereitung zur Untersuchung der Wechselwirkung zwischen den grofiskaligen und kleinskali-
gen Schwerewellen, angesehen werden.

“'Die entdimensionalisierte Wellenamplitude ist wieder iiber das Kriterium fiir statische Stabilitéit
definiert.
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werden, dass die Wellenamplitude und die Wellenléinge bei der Ausbreitung des Wel-
lenpaketes sich so dndern, dass das Minimum der gesamten statischen Stabilitéit in dem
Bereich der maximalen statischen Stabilitdt in dem Hintergrund entsteht (genaueres
dazu in Anhang A.5). Fiir hydrostatische Wellen, die hier untersucht werden, muss die
entdimensionalisierte Wellenamplitude |ag| fiir apeer — 1 mindestens 0.76 sein, damit
die statische Instabilitit iiberhaupt entstehen kann (siehe dazu Gleichung (A.110) in
dem Anhang A.5).4!

Im Gegensatz zum letzten Experiment wird in diesem Experiment die vertikale Wel-
lenzahl des Wellenpakets nicht nur durch den welleninduzierten Wind sondern auch
durch die variable Schichtung beeinflusst. Abbildung 4.5 zeigt die Wellenwirkungsdich-
te N und die Wellenteilchen simuliert mit den WKB-Modellen zum Zeitpunkt als das
Wellenpaket durch das Maximum des Hintergrundauftriebsfeldes propagiert. Die Ablen-
kung des Wellenpaketes im Phasenraum wird in diesem Bereich durch die z-Ableitung
der gesamten Brunt-Véiiséld Frequenz dominiert (siche dazu die Gleichung (2.95b)).
Dies fiihrt dazu, dass in diesem Testfall die Falle 1 und 2 fast iiberhaupt keinen Unter-
schied aufweisen. Wie schon in dem letzten Testfall entsteht auch in diesem Experiment
eine Kaustik in den oberen und unteren Teilen des Wellenpaketes.

Die Abbildungen 4.6 and 4.7 zeigen die Wellenenergie E und den welleninduzierten
Wind U als Funktionen von Zeit und Hohe fiir den Fall 1 simuliert mit allen vier Mo-
dellen. Bevor das Wellenpaket mit dem Hintergrundauftriebsfeld wechselwirken kann,
wird es durch die Wechselwirkung mit dem welleninduzierten Wind, wie schon in dem
vorherigen Experiment beschrieben, beeinflusst. Als das Wellenpaket beginnt mit dem
grofiskaligen Hintergrundauftriebsfeld zu interagieren, wird seine vertikale Wellenzahl
m verindert, wie in Abbildung 4.5 dargestellt. Die Anderung der Wellenzahl verursacht
die Anderung der intrinsischen Frequenz. Dies fiihrt dazu, dass die Wellenenergie sich
auch verdndern muss, um die globale Wellenwirkung zu konservieren. Dies kann leicht
verstanden werden, wenn wir hier fiir einen Moment den zeitabhéngigen Hintergrund-
wind vernachléssigen. In diesem Fall (wie im Anhang A.5 gezeigt), ist die Wellenwir-
kung A. in dem Zentrum des Wellenpaketes z.(t) umgekehrt proportional zur vertikalen

Gruppengeschwindigkeit. Da in diesem Experiment hydrostatische Wellen betrachtet

“Tm allgemeinen Fall, in welchem die Wechselwirkung mit dem welleninduzierten Wind betrachtet
wird, wird die Wechselwirkung eines statisch stabilen hydrostatischen Schwerewellenpaketes mit dem
statisch stabilen Hintergrund wahrscheinlich nie zur statischen Instabilitat fithren. Die ausfiihrliche
Untersuchungen des gleichen Experimentes mit den wellenauflésenden Modellen fiir das Wellen-
paket mit der Wellenamplituden ap = 0.8 und ao = 0.9 und Hintergrundamplitude apacr = 0.9
zeigten, dass auch in diesen Fall die statische Instabilitéit nicht erreicht wird (hier nicht gezeigt).
Die Schwerewellenpakete mit so grofier Amplitude induzieren einen sehr starken Hintergrundwind.
Bevor das Wellenpaket iiberhaupt mit dem Hintergrundauftriebsfeld B(z) wechselwirken kann, ver-
ursacht dieser welleninduzierte Wind eine starke Modifikation der vertikalen Wellenzahl m und
somit auch der vertikalen Gruppengeschwindigkeit cy.. Diese verursachen wiederum eine starke
Abnahme der Wellenamplitude (wie in Abbildung A.1b und Abbildung A.2b im Anhang A.4 fiir
ao = 0.8 dargestellt). Bevor somit das Wellenpaket iiberhaupt mit dem Hintergrundauftriebsfeld
B(z) wechselwirken kann, ist seine entdimensionalisierte Wellenamplitude a kleiner als 0.76.
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Abbildung 4.5: Eine Momentaufnahme zum Integrationszeitpunkt ¢ = 500 min des Wellenpake-
tes, welches durch den Hintergrund mit variabler Schichtung propagiert, fiir den
Fall 1 (a) und den Fall 2 (b). Links: die Wellenwirkungsdichte A/ (Konturinter-
vall 5x10° m® s71) und die Wellenteilchenverteilung (Kreise; die GroBe der Krei-
se ist proportional zu N (z, m, t) /max(N (z,m,t = 0))) aus den WKB-Modellen.
Mitte: das Wellenauftriebsfeld aus dem schwach nichtlinearen wellenauflésenden
Model. Rechts: der welleninduzierte Wind aus dem Euler WKB-Modell (grau)
und aus dem schwach nichtlinearen wellenauflssenden Modell (rot). Die totale
Brunt-Vaisild Frequenz N? wird durch die schwarze gestrichelte Linie darge-
stellt.

werden (|k| < |m|), folgt fiir die vertikale Gruppengeschwindigkeit und intrinsische

Frequenz
Nk Nk

cgzzw, @:W. (4.10)

In Abbildung 4.5 kann man sehen, dass die vertikale Wellenldnge |m| kleiner wird, als
das Wellenpaket durch den Bereich mit dem kleinen N? propagiert (zwischen 60 km
und 70 km). Aus (4.10) folgt A(z.) o |m|/@, was E(z.)  |m| und die Verringerung der
Wellenergie bedeutet. Der schwache welleninduzierte Wind beeinflusst dies nur wenig.
In den Bereichen, wo die Wellenenergie sehr klein wird, wird natiirlich auch kaum
Impuls zum welleninduzierten Wind transportiert, und so wird auch der wellenindu-
zierte Wind sehr klein (vergleiche Abbildungen 4.6 und 4.7 um z = 60 km). Dies folgt
direkt aus (2.108): Wenn U — kA =konstant und die hydrostatische Wellen mit (4.10)
betrachtet werden, dann folgt U(z.) o< E(z.)|m|. Die Verringerung der Wellenenergie

und der vertikalen Wellenzahl, fiithrt zur Verringerung des welleninduzierten Windes.

Im Groflen und Ganzen zeigt der Vergleich von der Wellenenergie £/ und dem wel-
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Abbildung 4.6: Die Wellenpaketenergie fiir den Testfall mit variierender Schichtung als Funktion
von Zeit und Hohe simuliert mit allen vier Modellen (Fall 1).

leninduzierten Wind U simuliert mit allen Modellen, dass WKB-Modelle alle grofiska-
lige Strukturen wiedergeben kénnen. Der auffilligste Unterschied zwischen den WKB-
Modellen und den Validierungsmodellen sind die kleinskaligen Oszillationen in U und
FE in den Validierungsmodellen. Diese Oszillationen werden vermutlich durch die Welle-
Welle-Wechselwirkung verursacht.*? Da die WKB-Modelle diese Wechselwirkung nicht
simulieren kénnen, kénnen sie natiirlich auch die Oszillationen in U und E nicht repro-
duzieren. Die kleinen Ostzillationen in U und E sind wahrscheinlich auch der Grund,
warum die WKB-Modelle in dem Bereich iiber 60 km mehr Energie aufweisen als die
Validierungsmodelle. In den Validierungsmodellen verliert wahrscheinlich das Wellen-

paket aufgrund der Welle-Welle-Wechselwirkung mehr Energie.

“2Der welleninduzierte Wind und das Hintergrundauftriebsfeld beeinflussen das Wellenpaket zusam-
men auf so eine Art und Weise, dass die unteren Teile des Wellenpakets beschleunigt werden und
somit die oberen Teile iiberholen kénnen. Diese unterschiedlichen Teile des Wellenpaketes haben
unterschiedliche vertikale Wellenzahl und Phasen, somit konnen sie einander beeinflussen und mit-
einander wechselwirken (siehe Gleichung (2.129)).
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Abbildung 4.7: Der welleninduzierte Wind fiir den Testfall mit variierender Schichtung als Funk-

tion von Zeit und Hohe simuliert mit allen vier Modellen (Fall 1). Die dicke gelbe

Linie reprisentiert U = 0 m s~ 1.

Ausbreitung eines Schwerewellenpaketes durch den groBskaligen horizontalen
Hintergrundwind

In dem dritten Testfall wird die Ausbreitung eines hydrostatischen Schwerewellenpake-
tes durch den grofiskaligen horizontalen Hintergrundwind untersucht. Das Wellenpaket
wird anfinglich um zp = 20 km zentriert. Der grofiskalige horizontale Wind hat ein
Profil der Form

z—21)?
Ug(z) = Upsech [7( E%]l) } (4.11)
mit z; = 50 km, Uy = 20 m s~ und ¥y = 3 km. Das Windprofil und das Wellenpaket
sind so gewahlt, dass fiir das Wellenpaket keine kritische Schicht entsteht. Als kritische
Schicht bezeichnet man den Bereich, wo U und die horizontale Phasengeschwindigkeit
des Wellenpakets gleich sind:

U-==0. (4.12)

ot
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Abbildung 4.8: Eine Momentaufnahme zum Integrationszeitpunkt ¢ = 500 min von einem

Wellenpaket, welches durch den Hintergrund mit dem grofiskaligen mittle-
ren horizontalen Wind propagiert, fiir den Fall 1 (a) und den Fall 2 (b).
Links: die Wellenwirkungsdichte A" (Konturintervall 5 x 105> m?® s~!) und
die Wellenteilchenverteilung (Kreise; die Grofie der Kreise ist proportional zu
N(z,m,t)/mazx(N(z,m,t = 0))) aus den WKB-Modellen. Mitte: das Wellen-
auftriebsfeld aus dem schwach nichtlinearen wellenauflésenden Modell. Rechts:
der welleninduzierte Wind aus dem Euler WKB-Modell (grau) und aus dem
schwach nichtlinearen wellenauflésenden Modell (rot). Der grofiskalige horizon-
tale Hintergrundwind Up(z) ist durch die schwarze gestrichelte Linie dargestellt.

Um diese Situation zu verhindern, wurde fiir das Wellenpaket die negative horizon-
tale Phasengeschwindigkeit gew#hlt. Dazu wurde das Wellenpaket mit der negativen
intrinsischen Wellenfrequenz (die negative Wurzel von (2.46)), w = Q_ und positiver
vertikaler Wellenzahl mg bei gleicher positiver horizontaler Wellenzahl & definiert, da-
mit die horizontale Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten ihr Vorzeichen wechseln,

wéhrend die vertikale Gruppengeschwindigkeit ihr Vorzeichen beibehilt (siehe (2.29)).

Der grofiskalige Wind beeinflusst das Wellenpaket auf die gleiche Art und Weise wie
die variierende Schichtung in dem letzten Experiment. Abbildung 4.8 zeigt fiir die Félle
1 und 2 die Wellenwirkungsdichte A/ und die Wellenteilchen simuliert mit den WKB-
Modellen zum Zeitpunkt als das Wellenpaket durch das Maximum des grofiskaligen
Windes propagiert. Die Ablenkung des Wellenpaketes im Phasenraum wird in diesem
Bereich durch die z-Ableitung des grofiskaligen Windes dominiert (siche dazu Gleichung
(2.95b)). Dies fiihrt dazu, dass auch in diesem Testfall sich die Fille 1 und 2 kaum

voneinander unterscheiden. Wie schon in dem letzten Testfall entsteht auch hier eine
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Abbildung 4.9: Die Wellenpaketenergie fiir den Testfall mit dem grofiskaligen horizontalen Wind
als Funktion von Zeit und Hohe simuliert mit allen vier Modellen (Fall 1).

Kaustik in den oberen und unteren Teilen des Wellenpaketes.

Abbildung 4.9 zeigt die Wellenenergie fiir Fall 1 wieder als Funktion von Hohe und
Zeit simuliert mit allen vier Modellen. Wieder kann das Verhalten von dem Wellenpaket
mithilfe der Wellenzahlgeschwindigkeit 7, wie schon in dem vorherigen Experiment
erkléirt werden: Wenn das Wellenpaket durch die untere Flanke des grofiskaligen Windes
propagiert, wird die vertikale Wellenzahl kleiner (siche Abbildung 4.8). Um die globale
Wellenwirkung zu konservieren, muss dementsprechend auch die Wellenenergie kleiner
werden (sieche Gleichung (4.10) und Argumentation in dem letzten Testfall).

Abbildung 4.10 zeigt gute Ubereinstimmung fiir den welleninduzierten Wind U,
U(z,t) = Ug(z,t) — Up(z), fiir Fall 1 simuliert mit allen vier Modellen. Auch in diesem
Experiment kann man die kleinskaligen Oszillationen in U in den Validierungsmodellen
beobachten. Diese kleinskaligen Oszillationen haben viel kleinere Amplitude als in dem
Experiment mit variierender Schichtung und es scheint als wiirden sie die Wellenenergie
nicht so stark beeinflussen.

Es ist der einzige Testfall, welcher einen groflen Unterschied zwischen dem schwach
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Abbildung 4.10: Der welleninduzierte Wind, der durch das Wellenpaket induziert wird, wel-
ches durch den grofiskaligen horizontalen Wind propagiert, fiir den Fall 1 zum
Integrationszeitpunkt ¢ = 500 min simuliert mit allen vier Modellen (LES:
LES Modell INCA; WNL: das schwach nichtlineare wellenauflésende Modell;
wkbFV: Euler WKB-Modell; wkbRay: Strahlenmodell).

nichtlinearen und nichtlinearen wellenaufiésenden Modellen aufweist. Wenn das Wellen-
paket innerhalb des grofiskaligen Windes propagiert, wird seine Energie in dem schwach
nichtlinearen Modell (und in den beiden WKB-Modellen) stark reduziert und dement-
sprechend findet auch kaum ein Impulstransfer zum horizontalen Wind statt. In dem
nichtlinearen Modell INCA dagegen entstehen Oszillationen in U innerhalb des grof3-
skaligen Windes, die jedoch viel kleinere Amplitude als die Amplitude des grofiskaligen
Windes haben.

Reflexion eines Schwerewellenpaketes

In dem vierten und hier letzten Testfall wird die Reflexion eines Schwerewellenpaketes
durch den grofiskaligen horizontalen Hintergrundwind untersucht. Die WKB-Theorie
sagt voraus, dass, wenn der grofiskalige Wind grofi genug ist, das Wellenpaket reflek-
tiert wird, obwohl dabei die Annahme der Skalenseparation verletzt wird [Sutherland,
2010]: Bei der Reflexion dndert die vertikale Wellenzahl ihr Vorzeichen. Folglich geht
die vertikale Wellenléinge gegen unendlich, bevor das Wellenpaket reflektiert wird, und
somit wird die Skalenseparation verletzt.

Die Stérke des grofiskaligen Hintergrundwindes, die zur Reflexion des Wellenpaketes
notig ist, kann aus der Dispersionsrelation (2.93) bestimmt werden. Einfachheitshal-
ber wird angenommen, dass sich das Wellenpaket in der Atmosphére mit konstanter

Schichtung und einem zeitunabhéngigen grofiskaligen Wind ausbreitet. Wenn die Wel-

80



4.1 Die Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit

len propagieren, wird die vertikale Wellenzahl sich so anpassen, dass die lokale Fre-
quenz konstant bleibt. Die Reflexion wird auftreten, wenn m sein Vorzeichen wechselt
also durch Null geht. So folgt aus der Dispersionsrelation (2.93) eine Bedingung fiir

Reflexion

<—ﬂ<1—¢> wenn w = )
~ k 5] ; +
Us VRS (4.13)

2%(1—¢>, wenn w = _ .

Dabei ist mq die vertikale Wellenzahl der Wellen, bevor sie mit dem grofiskaligen Wind
wechselwirken. Basierend auf dieser Bedingung wurde fiir dieses Experiment ein Wel-
lenpaket und ein grofskaliger horizontaler Wind definiert.

Weil das bis jetzt untersuchte Wellenpaket einen sehr grofien Wind zur Reflexion
benotigt (Up > 86 m s~ 1), wird bei diesem Testfall ein “nichthydrostatisches” Wellen-
paket mit der horizontalen und vertikalen Wellenldnge A\, = 3 km und A\,9 = 3 km,
der Breite ¢ = 5 km, welches um 2y = 40 km zentriert ist, betrachtet. Wie in dem
letzten Experiment wird ein Wellenpaket mit negativer intrinsischer Wellenfrequenz @,
negativer lokaler Frequenz w = €)_ und positiver vertikaler Wellenzahl mg bei positiven
horizontalen Wellenzahl k = mg definiert, um die kritische Schicht auszuschlielen. Im
Gegensatz zu den letzten drei Experimenten wurde in diesem Experiment eine kleinere
entdimensionalisierte Wellenamplitude ag = 0.2 gewhlt.*® Gleichung (4.13) sagt fiir
dieses Wellenpaket Reflexion voraus, wenn Uy > 2.8 m s~ ! ist. Auch fiir diesen Testfall
wurde der grofiskalige Wind der Form (4.11) gewéhlt, welcher dieses Mal um z; = 70
km zentriert ist und wessen Amplitude Uy = 5 m s~! betrigt.

Um die Reflexion des Wellenpaketes mit dem Euler WKB-Modell zu simulieren,
wurde die Wellenzahldoméne erweitert [—0.01 m~! < m < 0.005 m~!]. Damit die Git-
terzellen in dem Euler WKB-Model ihre Grofie beibehalten, wurde die m-Doméne auf
Ny, = 140 Punkten diskretisiert. Die iibrigen Modelle verwenden die gleichen Modell-
parameter wie in den letzten drei Experimenten (siche Tabelle 4.2).

Abbildung 4.11 zeigt die Wellenenergie fiir Fall 1 simuliert mit allen vier Modellen
wieder als Funktion von Hohe und Zeit. Die WKB-Modelle kénnen die Reflexion des
Wellenpaketes korrekt simulieren und alle grofiskaligen Strukturen wiedergeben. Ab-
bildung 4.12 zeigt die Wellenwirkungsdichte A" und die Wellenteilchen fiir die Félle 1
und 2 simuliert mit den WKB-Modellen zum Zeitpunkt als das Wellenpaket durch den
grofiskaligen Hintergrundwind reflektiert wird. Auch in diesem Fall besteht fast kein

Unterschied zwischen den Féllen 1 und 2. Im Gegensatz zum “normalen” WKB-Modell

43Qutherland [2006] zeigte in seiner Arbeit, dass nichthydrostatische Schwerewellenpakete mit groBen
Wellenamplituden durch die Wechselwirkung mit dem welleninduzierten Wind instabil werden. In
diesem Testfall wollten wir nur die Reflexion des Wellenpaketes und nicht diese Instabilitdt un-
tersuchen. Um diese Instabilitdt auszuschlieen, wurden aus diesem Grund fiir diesen Testfall ein
Wellenpaket mit kleiner Wellenamplitude gewihlt. Die Instabilitdt wird in dem néchsten Unterka-
pitel 4.1.2 besprochen.
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Abbildung 4.11: Die Wellenpaketenergie eines Schwerewellenpakets, welches durch den grofiska-
ligen horizontalen Hintergrundwind reflektiert wird, als Funktion von Zeit und

Hohe simuliert mit allen vier Modellen (Fall 1).

im physikalischen Raum, kénnen die WKB-Modelle im Phasenraum die Reflexion kor-

rekt beschreiben.

Abbildung 4.13 zeigt eine gute Ubereinstimmung fiir den welleninduzierten Wind
simuliert mit allen vier Modellen. Die WKB-Modelle kénnen alle grofiskalige Struk-
turen richtig wiedergeben. Nur in dem Bereich, wo die einlaufenden und reflektieren-
den Wellen iiberlappen und dementsprechend kleinskalige Oszillationen in den wellen-

auflésenden Modellen entstehen, konnen die WKB-Modelle die kleinskaligen Oszillation

nicht simulieren.
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Abbildung 4.12: Eine Momentaufnahme zum Integrationszeitpunkt ¢ = 140 min vom Wellen-
paket, das durch den grofiskaligen Wind reflektiert wird, fiir den Fall 1 (a) und
den Fall 2 (b). Links: die Wellenwirkungsdichte N (Konturintervall 5 x 10* m?
s~1) und die Wellenteilchenverteilung (Kreise; die Grofie der Kreise ist propor-
tional zu N (z,m, t)/max(N(z,m,t = 0))) aus den WKB-Modellen. Mitte: das
Wellenauftriebsfeld aus dem schwach nichtlinearen wellenauflésenden Modell.
Rechts: der welleninduzierte Wind aus dem Euler WKB-Modell (grau) und
aus dem schwach nichtlinearen wellenauflésenden Modell (rot). Der grofiskali-
ge horizontale Hintergrundwind U(z, ¢ = 0) ist durch die schwarze gestrichelte
Linie dargestellt.
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Abbildung 4.13: Der welleninduzierte Wind, der durch das Wellenpaket induziert wird, welches
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durch den grofiskaligen mittleren horizontalen Wind reflektiert wird, fiir den
Fall 1 zum Integrationszeitpunkt ¢ = 140 min simuliert mit allen vier Model-
len (LES: LES Modell INCA; WNL: das schwach nichtlineare wellenauflésende
Modell; wkbFV: Euler WKB-Modell; wkbRay: Strahlenmodell). Beachte, dass
die Ubereinstimmung zwischen den beiden WKB-Modellen und beiden Vali-
dierungsmodelle so gut ist, dass es schwierig ist, die Modelle voneinander zu
unterscheiden.



4.1 Die Schwerewellenausbreitung in der Boussinesq-Fliissigkeit

4.1.2 Die Grenzen der WKB-Theorie

In dem letzten Abschnitt wurden die Boussinesq WKB-Modelle an den Beispiel von
vier Testfillen mit den wellenauflosenden Modellen validiert. Fiir diese Testfille wur-
den die Schwerewellenpakete so gewihlt, dass der Anfangszustand des Wellenpaketes
die WKB-Voraussetzung der Skalenseparation fiir jedes Schwerewellenpaket erfiillt, al-
lerdings wird in dem vierten Testfall die WKB-Voraussetzung der Skalenseparation
verletzt, als das Wellenpaket reflektiert wird: A\, — oo. In diesem Unterkapitel wer-
den weitere Fille untersucht, bei denen die WKB-Voraussetzung verletzt wird. Um
die Grenzen der WKB-Theorie zu untersuchen, wird die Ausbreitung von zwei unter-
schiedlichen Wellenpaketen in der Atmosphére mit konstanter Schichtung betrachtet:
Es werden dabei ein “schmales” hydrostatisches und ein nichthydrostatisches Wellen-
paket simuliert. Die physikalischen Parameter beider Experimente sind in Tabelle 4.3

und die Modellparameter in Tabelle 4.4 zusammengefasst.

Testfélle Hintergrund Wellenpaket Die Grofe der
Doméne und
die Laufzeit

“schmales” No=2x10"25s"1! Az = 30 km, A0 = 3 km 1. =50 km
hydrostatisches k=27w/Az, mo = —27/Az0 tmax = 200 min
‘Wellenpaket w=0

o = 1.5 km, zo = 20 km

aop = 0.5
nicht- No=2x10"?s"" Xy =3km, Ao =3 km l. =50 km
hydrostatisches k=2m/Az, mo = —27/Az0 tmax = 80 min
‘Wellenpaket w=04

o =5 km, zo = 20 km

ap = 0.5

Tabelle 4.3: Die Testfille zur Uberpriifung der WKB-Theorie: Zusammenfassung von physika-
lischen Parametern.

Im Unterkapitel 4.1.1 wurde das wellenauflésende schwach nichtlineare Modell mit
dem LES Modell INCA validiert. Dabei wurde gezeigt, dass die “einfache” Ausbreitung
des Wellenpaketes, bei der nur die Wechselwirkung zwischen dem Wellenpaket und
dem welleninduzierten Wind betrachtet wird, durch die schwach nichtlineare Theorie
beschrieben werden kann. Aus diesem Grund wird hier zur Validierung der WKB-

Modelle nur das wellenauflosende schwach nichtlineare Modell verwendet.

Ausbreitung eines “schmalen” hydrostatischen Wellenpakets

Es wird wieder ein Gaufisches Wellenpaket mit einer hohenabhéngigen Wellenamplitu-
de der Form (4.1) simuliert. Die Wellen sind hydrostatisch mit der horizontalen und

vertikalen Wellenldnge A\, = 30 km und \,o = 3 km. Das Wellenpaket hat urspriinglich
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Euler WKB-Modell Strahlenmodell Schwach nichlineares
Validierungsmodell

m € [—.004, —.0005] m™* (H) n. = 1024
e X N = 250 x 35 Txay = 2 % 50 Az~ 50 m
(A)max =15 S:I;I): 2 % 100 At=1s
CFL =0.5 v=pu=10"2 m%*™!
Apo =104 m~! A.o =200 m

Ao =107 m™!

n, = 250

Asmooth = 600 m

Tabelle 4.4: Die Testfille zur Uberpriifung der WKB-Theorie: Zusammenfassung der Modell-
parameter (H = hydrostatisches Wellenpaket; NH = nichthydrostatisches Wellen-
paket).

die entdimensionalisierte Wellenamplitude ag = 0.5 und ist wieder um zy = 20 km
zentriert. Das Wellenpaket besitzt positive horizontale Wellenzahl k = 2.1 x 10~* m~1,
anfingliche negative vertikale Wellenzahl mg = —2.1 x 1072 m™!, positive intrinsische
Frequenz (positive Wurzel von (2.46)), positive lokale Frequenz w = €4 und stellt somit
ein aufwirts propagierendes Wellenpaket dar (siehe (2.29)). Im Gegensatz zum Wellen-
paket, welches in Unterkapitel 4.1.1 untersucht wurde, wird hier ein sehr “schmales”
Wellenpaket der Breite 0 = 1.5 km betrachtet. Auf diese Weise wird sichergestellt,
dass die WKB-Voraussetzung der Skalenseparation verletzt wird. Dieses Wellenpaket
wird zusammen mit dem anfinglichen welleninduzierten Wind der Form (4.8)** in einer

Doméne der Grofle I, = 50 km initialisiert.

Zur Simulation des Wellenpaketes wurde in dem Euler WKB-Modell eine m-Doméne
der GroBe [—0.004 m~! < m < —0.0005 m~!] gewiihlt und das komplette System auf
dem Gitter der Grofie n, x n,, = 250 x 35 Punkten diskretisiert. Im Strahlenmodell
wurden zwei Reihen von Wellenteilchen gleichméfig zwischen z = 15 km und z = 25 km
im physikalischen Raum und auf m = my—Amg/2 und m = mo+ Amg/2 im spektralen
Raum initialisiert. Die Gesamtanzahl von Wellenteilchen war 1.,y = 2 X 50. Amg be-
trug wieder in den beiden WKB-Modellen 10~% m~!. Beide WKB-Modelle verwendeten
die gleiche Auflésung in z-Richtung zur Beschreibung der grofiskaligen Hintergrundfel-
der. Das wellenauflésende schwach nichtlineare Modell verwendete die Auflésung von
n, = 1024 fiir die Doméne der Gesamthohe [, = 50 km. In Abbildung 4.14 sind die
Anfangsbedingungen in den WKB-Modellen (die Wellenwirkungsdichte und die Wel-
lenteilchenverteilung), dem wellenauflésenden Modell (das Wellenauftriebsfeld) und der

anfingliche welleninduzierte Wind aus dem wellenauflésenden Modell gezeigt. Wie man

41n Unterkapitel 4.1.1 wurde gezeigt, dass es keine Rolle spielt, ob das Wellenpaket mit einem
anfénglichen welleninduzierten Wind initialisiert wird oder nicht: Aufgrund des Impulstransfers von
Wellen zum grofiskaligen horizontalen Hintergrundwind wird der welleninduzierter Wind generiert,
unabhéngig davon, ob er mit initialisiert wurde oder nicht.
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Abbildung 4.14: Die Anfangsbedingungen eines “schmalen” Wellenpaketes: Links: die Wellen-
wirkungsdichte N in dem Euler WKB-Modell und die Wellenteilchenvertei-
lung in dem Strahlenmodell (Kreise; die Grofie der Kreise ist proportional zu
N(z,m,t)/mazx(N(z,m,t = 0))); Mitte: das anféingliche Wellenauftriebsfeld in
dem wellenauflésenden Modell; Rechts: der anfangliche welleninduzierte Wind
in dem wellenauflésenden Modell.

sieht, wurde das Wellenpaket so gewihlt, dass die Variation der Phase und die Variation
der Wellenamplitude fast auf den gleichen vertikalen Liangenskalen ablaufen.
Abbildung 4.15 zeigt die Wellenenergie F und den welleninduzierten Wind U als
Funktionen von Zeit und Hohe simuliert mit allen drei Modellen. Durch die Wechsel-
wirkung mit dem welleninduzierten Wind wird das Wellenpaket mit der Zeit breiter.
Dieses Verhalten von dem Wellenpaket, welches durch die Wechselwirkung mit dem wel-
leninduzierten Wind hervorgerufen wird, wurde schon ausfiihrlich in dem Unterkapitel
4.1.1 und Anhang A.4 besprochen. Obwohl das Wellenpaket anfinglich sehr “schmal”
war und die Phasen- und die Wellenamplitudenvariationen auf den ungefdhr gleichen
Léngenskalen abliefen, konnten die WKB-Modelle dieses Wellenpaket gut beschreiben:
Die Ubereinstimmung zwischen den beiden WKB-Modellen und dem wellenauflésenden
Modell ist gut. Der einzige Unterschied zwischen den Modellen ist der gréfiere Energie-
verlust in dem Validierungsmodell. Dieser groflere Energieverlust in dem Validierungs-
modell wird wahrscheinlich durch die zusétzliche Viskositéit und Diffusion verursacht,
welche in dem wellenauflésenden schwach nichtlinearen Modell eingebaut sind (siehe
Kapitel 3.2.1). In den WKB-Modellen ist keine zusitzliche Diffusion vorhanden.

Ausbreitung eines nichthydrostatischen Wellenpakets

Nachdem gezeigt wurde, dass mit den WKB-Modellen auch ein “schmales” hydrosta-

tisches Wellenpaket simuliert werden kann, ist es noch interessant ein Wellenpaket,
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Abbildung 4.15: Die Wellenenergie eines “schmalen” Wellenpaketes (a) und der von ihm indu-
zierte horizontale Wind (b) als Funktionen von Zeit und Hoéhe simuliert mit
den beiden WKB-Modellen und dem wellenauflésenden schwach nichtlinearen
Modell.

das am Anfang breit ist und dann immer enger wird, zu untersuchen. Dafiir wird die
schwach nichtlineare Dynamik eines nichthydrostatischen Wellenpaketes betrachtet.
Es wird die Wechselwirkung zwischen dem Gauflschen Wellenpaketes, welches ei-
ne Wellenamplitude der Form (4.1) besitzt, und dem welleninduzierten Wind, welcher
mit einem Anfangsprofil der Form (4.8) initialisiert wird, untersucht. Die Wellen sind
nichthydrostatisch mit der horizontalen und vertikalen Wellenléinge A\, = A\, = 3 km.
Das Wellenpaket besitzt die entdimesionalisierte Wellenamplitude ag = 0.5, die Breite
o = 5 km und ist urspriinglich um zgp = 20 km zentriert. Das Wellenpaket besitzt
positive horizontale Wellenzahl k = 2.1 x 1072 m~!, anféingliche negative vertikale Wel-

lenzahl mg = —2.1 x 1073 m~!, positive intrinsische Frequenz (positive Wurzel von
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(2.46)), positive lokale Frequenz w = €4 und stellt somit ein aufwirts propagierendes
Wellenpaket dar (siche (2.29)). Dieses Wellenpaket ist mit dem Wellenpaket identisch,
welches in Unterkapitel 4.1.1 in dem viertem Testfall (die Reflexion eines Wellenpaketes
durch den groBskaligen horizontalen Wind) betrachtet wurde.*> Das Wellenpaket und
der welleninduzierte Wind wurden in einer Doméne der Grofle [, = 50 km simuliert.
Es wurden die gleichen Modellparameter in dem Euler WKB-Modell und dem wellen-
auflosenden schwach nichtlinearen Modell wie in dem letzten Experiment verwendet. In
dem Strahlenmodell wurden zwei Reihen von Wellenteilchen zwischen zwischen z = 10
km und z = 30 km initialisiert. Somit betrug die Gesamtanzahl von Wellenteilchen
Npay = 2 x 100.

In Abbildung 4.16 sind die Wellenenergie F und der welleninduzierte Wind U, wel-
cher mit diesem Wellenpaket assoziiert wird, dargestellt. Man kann sehen, dass die
Ausbreitung eines nichthydrostatischen Wellenpaketes qualitativ anders ablauft als die
Ausbreitung eines hydrostatischen Wellenpaketes: Obwohl das Wellenpaket durch die
Wechselwirkung mit dem welleninduzierten Wind am Anfang breiter wird, entsteht an
der oberen Flanke des Wellenpaketes eine lokale Fokussierung der Wellenamplitude,
welche immer grofler wird. Diese Fokussierung des Signals in £ und U, fithrt dazu,
dass das Wellenpaket immer kompakter wird. Die Erklarung fiir dieses Verhalten ist in
Abbildung 4.17, welche die Wellenwirkungsdichte und die Wellenteilchenverteilung und

somit auch die Verdnderung der vertikalen Wellenzahl darstellt, gegeben.

Durch die Wechselwirkung mit dem welleninduzierten Wind wird die vertikale Wel-
lenléinge beziechungsweise die vertikale Wellenzahl des Wellenpaketes in dem oberen Be-
reich des Wellenpaketes immer grofier beziehungsweise immer kleiner (siehe Abbildung
4.17a). Wenn die kritische Wellenlénge erreicht ist, wird das Wellenpaket modulations-
instabil (siche Abbildung 4.17b). Ein Wellenpaket wird modulationsinstabil, wenn seine
vertikale Wellenzahl |m| < 0.7k ist [siehe dazu die Arbeiten von Sutherland, 2001, 2006].
Fiir dieses Wellenpaket ist die kritische vertikale Wellenzahl m = —0.7k = —1.5 x 1073
m~'. Diese Bedingung zur Entstehung der Modulationsinstabilitit wird durch unsere
Simulationen mit den WKB-Modellen wiedergegeben (siehe Abbildung 4.17b).

Nachdem das Wellenpaket die Modulationsinstabilitdt entwickelt hat, wird seine Am-
plitude immer gréfler und das Wellenpaket immer schmaler. Abbildung 4.18 zeigt wie
schon Abbildung 4.16 die Wellenenergie F und der mit den Wellen assoziierte indu-
zierte Wind U integriert iiber lingere Zeit. Die Ubereinstimmung zwischen den WKB-

Modellen und dem Validierungsmodell ist {iberraschend gut. Wahrend der Modulati-

Der einzige Unterschied zwischen den beiden Wellenpaketen ist der verwendete Q-Zweig. In dem
Fall mit dem horizontalen Hintergrundwind wurde das Wellenpaket mit der negativen horizontalen
Phasengeschwindigkeit, {2 und der positiven vertikalen Wellenzahl m definiert. Hier wird ein Wel-
lenpaket mit der positiven horizontalen Phasengeschwindigkeit, €24 und der negativen vertikalen
Wellenzahl m betrachtet. Im Grunde wird somit das gleiche aufwérts porpagierende Wellenpaket
definiert (siehe (2.29)).

89



4 Testféille und Ergebnisse
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Abbildung 4.16: Die Wellenenergie (a) eines nichthydrostatischen Wellenpaketes und der von

ihm induzierte horizontale mittlere Wind (b) als Funktionen von Zeit und Hohe
simuliert mit den beiden WKB-Modellen und dem wellenauflésenden schwach
nichtlinearen Modell.

onsinstabilitit wird das Wellenpaket um die Stelle, wo es instabil wird, schmaler. Dies

fithrt dazu, dass in einem kleinen Bereich starke Signale in E und U und somit auch

starke Gradient entstehen, was im Gegenzug die Verletzung der WKB-Voraussetzung
verursacht. Obwohl die WKB-Modelle nicht die Stérke des Signals in F und U wiederge-
ben konnen, simulieren sie die Entstehung der Modulationsinstabilitéit an der richtigen
Stelle.
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A, [km] A, km]
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(a) (b)

Abbildung 4.17: Eine Momentaufnahme eines nichthydrostaischen Wellenpaketes, welches mo-
dulationsinstabil wird, zum Integrationszeitpunkt ¢ = 35 min (a) und ¢ = 50
min (b) zeigt die Wellenwirkungsdichte A/ (Konturintervall 2 x 10% m? s71)
und die Wellenteilchenverteilung (Kreise; die Grofle der Kreise ist proportio-
nal zu N(z,m,t)/max(N(z,m,t = 0))) aus den WKB-Modellen (links), den
welle-induzierten Wind (mitte) und die Wellenenergie (rechts) aus dem Strah-
lenmodell (blau), dem Euler WKB-Modell (grau) und dem Validierungsmodell
(rot).
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E, schwach nichtlineares Modell E, Euler WKB Modell E, Strahlenmodell

U, Euler WKB Modell U, Strahlenmodell

Abbildung 4.18: Die Wellenenergie (a) eines nichthydrostatischen Wellenpaketes, welches ei-
ne Modulationsinstabilitdt entwickelt, und der von ihm induzierte horizontale
mittlere Wind (b) als Funktionen von Zeit und Hohe simuliert mit den beiden
WKB-Modellen und dem wellenaufiosenden schwach nichtlinearen Modell.
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4.2 Die Schwerewellenausbreitung in der Atmosphére mit variabler Dichte

4.2 Die Schwerewellenausbreitung in der Atmosphdre mit

variabler Dichte

In dem letztem Kapitel 4.1 wurde die schwach nichtlineare Dynamik von Schwere-
wellen in der Boussinesq-Fliissigkeit ausfiihrlich untersucht und die Boussinesq WKB-
Modelle validiert. Es wurde gezeigt, dass die Boussinesq WKB-Modelle die schwach
nichtlineare Dynamik von Schwerewellen im Rahmen der Boussinesq-Approximation
richtig beschreiben. In diesem Kapitel wird die schwach nichtlineare Ausbreitung von
Schwerewellen in der Atmosphére mit variabler Dichte untersucht und die Nichtbous-
sinesq WKB-Modelle validiert. Es wird dabei darauf geachtet, ob die WKB-Modelle
das Amplitudenwachstum, welches durch die Abnahme der Dichte in der Atmosphére
verursacht wird und welches die Wechselwirkung zwischen den Schwerewellen und dem
horizontalen Hintergrundwind beeinflusst, richtig simulieren kénnen.

Die reale Atmosphére wird in den Nichtboussinesq WKB-Modellen durch die Dich-
te p(z) (2.6) beschrieben. Dabei wird in den hier gezeigten Testfillen angenommen,
dass die Atmosphére isotherm ist und eine charakteristische Temperatur Ty besitzt.
Diese Temperatur wird zur Definition der Skalenhthe der hydrostatischen Referenzat-
mosphére H, (2.7) und der Brunt-Véisild Frequenz Ny (A.27) verwendet.

Die schwach nichtlineare Ausbreitung von Schwerenwellen in der realen Atmosphére
in Rahmen der WKB-Theorie wurde schon von Rieper et al. [2013b] untersucht. In ihrer
Studie verwendeten sie ein Strahlenmodell, welches die Strahlengleichungen (2.95a),
(2.95b), (2.106) im physikalischem Raum numerisch 16st, und das LES Modell PincFloit
zur Simulation von Schwerewellenpaketen mit einer hohenabhéngigen Wellenamplitude

der Form

2
ag 0 1 zZ— Z()
o(2) T [1+ cos (m )], wenn |z — 2| <o (4.14)

0, sonst .

In ihrer Arbeit zeigten sie, dass ihr Strahlenmodell die schwach nichtlineare Ausbreitung
von Schwerewellen in der Atmosphére mit variabler Dichte richtig beschreiben kann,
so lange keine Kaustik entsteht. Wenn sich aber eine Kaustik formt, wird ihr Strah-
lenmodell instabil. Um die Vorteile der WKB-Modelle im Phasenraum zu présentieren,
entschieden wir uns zwei von ihren Simulationen mit unseren WKB-Modellen nachzu-
rechnen. Im Folgenden werden die Wellenpakete mit der hthenabhéngigen Wellenam-
plitude der Form (4.14) als “Cosinus”-Wellenpakete bezeichnet.

Die WKB-Modelle und das Validierungsmodell PincFloit werden zur Simulation der
schwach nichtlinearen Dynamik von unterschiedlichen anfinglich monochromatischen,
horizontal periodischen, vertikal lokalisierten Schwerewellenpakete verwendet: Es wer-
den Gauflsche Wellenpakete mit der hohenabhingigen Wellenamplitude der Form (4.1)
und die Cosinus-Wellenpakete der Form (4.14) untersucht. Das Schwerewellenpaket

wird auf folgende Weise in unterschiedlichen Modellen initialisiert:
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4 Testféille und Ergebnisse

e Validierungsmodell PincFloit:
Die Wellenfelder ¥, v/, w’ und p’ werden in dem LES Modell PincFloit genauso
initialisiert wie in dem LES Modell INCA46

V(x,z,t =0) = Ap(z )cos(kx +mpz) , (4.15a)

u'(z,2,t =0) = Ap(z ) k: N2 sm(k:c +moz) , (4.15b)

w'(x,2,t =0) = —Ay(2 )N2 sin(kz + moz) , (4.15¢)
~2

p(z,2,t=0)= Ab(z)%% sin(kz + moz) . (4.15d)
0

e Die WKB-Modelle:
Zur Initialisierung der Wellenwirkungsdichte A in den WKB-Modellen wird zu-
erst die Energie mit (2.89) definiert

(et — 0) — e )

PNz (4.16)

Diese Energie wird dann zur Definition der Anfangsbedingung der Wellenwir-
kungsdichte (2.116) verwendet

ﬁA%(z) 1 Amyg Amg
- < <
N(zmt=0)={ 2N2% Amg’ 07 2 STSTOTTE 0y
0, sonst

Zum Vergleich der Modelle werden wieder zwei diagnostische Grofien verwendet

e Der grofiskalige Wind U(z,t):
Der welleninduzierte Wind U(z,t) = Ug(z,t) — Up(z) wird direkt in den WKB-
Modellen berechnet. In dem LES Modell PincFloit wird genauso wie in LES

“Der Anfangszustand (4.15) ist keine exakte Losung von pseudo-inkompressiblen Gleichungen (3.24).
Die exakte Losung der pseudo-inkompressiblen Gleichungen lautet [Achatz et al., 2010]

b (w2t = 04 k

(z, z, 0) = 50 v(2) cos(kx + moz) ,

/ _ Po ™Mo Wo
u(z,z,t=0)= 702) Ap(z) N2 sin(kz + moz) ,
w'(z,z,t=0) = %Ab(z) ;;02 sin(kx + moz) ,

A2

B
S
b

p(z,2,t=0)=, /=~

20) v(z )Z; Nz sin(kx +moz) .

Da wir einen direkten Vergleich mit den Resultaten aus der Studie von Rieper et al. [2013b]
durchfithren wollen, in welcher der Anfangszustand mit (4.15) definiert wurde, wéhlten wir den
gleichen Anfangszustand wie in ihrer Studie.
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Modell INCA der welleninduzierte Wind U aus dem horizontalen Mittel des ho-

rizontalen Windes bestimmt;

e Die Wellenenergiedichte F = E'/p:
Im Gegensatz zu Boussinesq-Modellen wird in den Nichtboussinesq-Modellen
nicht die Wellenenergie E’ sondern die Energiedichte E als diagnostische Grofie
verwendet. Die Energiedichte E ist unabhéngig von der Dichte p und gibt damit

das Wachstum der Wellenamplitude wieder.

Die Wellenenergiedichte ' in den WKB-Modellen wird durch die Integration der
Wellenwirkungsdichte A im spektralen Raum (siche Gleichung (4.5)) und an-
schliefende Teilung durch p berechnet

1

Im LES Modell PincFloit wird die Wellenenergiedichte E genauso wie im LES
Modell INCA berechnet: Es wird zuerst die erste horizontale Fouriermode der
Geschwindigkeits- und Auftriebsfelder (uj, wy, b1) bestimmt, welche dann zur

Bestimmung der Energiedichte benutzt werden:

1 P
Epincrioit = 5 <|u1|2 + [wi]? + ﬁ) : (4.19)

Im Folgenden werden die Nichtboussinesq WKB-Modelle validiert und die Schwéchen
und die Stirken von Nichtboussinesq WKB-Modellen erliutert. Die Testfille wurden
so gewdhlt, dass wie in Kapitel 4.1 die stabile Wellenausbreitung von hydrostatischen
Schwerewellenpaketen und die instabile Wellenausbreitung von nichthydrostatischen

Wellenpaketen untersucht werden. Dafiir wurden fiinf Félle simuliert:

1. Hydrostatisches Wellenpaket: Es wird die schwach nichtlineare Ausbreitung
eines hydrostatischen Gauflschen Wellenpaketes in der isothermen Atmosphére
mit Ty = 210 K simuliert;

2. Hydrostatisches Wellenpaket, welches durch den Hintergrund mit dem
grof3skaligen horizontalen Hintergrundwind propagiert: Es wird die Wech-
selwirkung eines hydrostatischen Cosinus-Wellenpaketes mit dem grofiskaligen
horizontalen Hintergrundwind in der isothermen Atmosphére mit T, = 300 K

simuliert;

3. Hydrostatisches Wellenpaket, welches durch den grofiskaligen horizon-
talen Hintergrundwind reflektiert wird: Es wird die Reflexion eines hydro-

statischen Wellenpaketes durch den grofiskaligen horizontalen Hintergrundwind
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simuliert. Die Atmosphére und das Wellenpaket werden wie in dem zweiten Test-
fall definiert;

4. Nichthydrostatisches Wellenpaket mit anfianglich kleiner Wellenampli-
tude: Es wird die schwach nichtlineare Ausbreitung eines nichthydrostatischen

Cosinus-Wellenpaketes in der isothermen Atmosphére mit Ty = 300 K simuliert;

5. Nichthydrostatisches Wellenpaket mit anfinglich grofler Wellenampli-
tude: Es wird die schwach nichtlineare Ausbreitung eines nichthydrostatischen
Gauflschen Wellenpaketes, welches die WKB-Voraussetzungen der Skalensepara-

tion verletzt, in der isothermen Atmosphire mit Ty = 210 K simuliert.

Alle Falle werden ohne den anfénglichen welleninduzierten Wind (U(z,t = 0) = 0)
initialisiert.*” Die physikalischen Parameter, welche in allen fiinf Testfiillen verwendet
werden, sind in Tabelle 4.5 und die Modellparameter in Tabelle 4.6 zusammengefasst.

Bevor die Testfille besprochen werden, ist es wichtig die Auflésung und die Grofle

der Doméane in den WKB-Modellen zu erwihnen:

e Auflésung:
Im Gegensatz zu Boussinesq WKB-Modellen verwenden die Nichtboussinesq WKB-
Modelle eine viel grobere Auflésung (vergleiche Tabelle 4.2 und Tabelle 4.6). Auch
mit den Nichtboussinesq WKB-Modellen wurde eine Konvergenzstudie fiir jeden
hier préasentierten Testfall durchgefiihrt. Die Ergebnisse dieser Studie (hier nicht
gezeigt) besagen, dass nur in einem hier untersuchten Fall die erhchte Auflsung
merklich bessere Resultate liefert. In dem Fall, in dem die Ausbreitung eines hy-
drostatischen Wellenpaketes im Hintergrund mit dem grofiskaligen horizontalen
Wind untersucht wurde, ist bei der hoheren Auflosung die Ubereinstimmung mit
dem Validierungsmodell PincFloit besser. Da aber diese WKB-Modelle hoffent-
lich in der Zukunft zur Parametrisierung von Schwerewellen eingesetzt werden,

entschieden wir uns hier die Simulationen mit sehr groben Auflésungen zu zeigen.

e Domaéne:
Die WKB-Modelle haben sehr primitive Randbedingungen (siehe Kapitel 3.1).
Aus diesem Grund koénnen numerische Storungssignale, welche physikalisch kei-
ne Bedeutung haben, an dem oberen Rand der Doméne entstehen. Damit diese
Storungssignale keinen Einflufl auf die physikalischen Prozesse ausiiben, wird in
den WKB-Modellen eine so grofle Doméne gewéhlt, sodass in dem oberen Drittel

der Domaéne nie physikalische Prozesse ablaufen.

“"In dem Kapitel 4.1.1 wurde gezeigt, dass die Initialisierung eines anfinglichen welleninduzierten
Windes die Resultate nur sehr schwach beeinflusst. Weil wir unsere Resultate mit den Resultaten
von Rieper et al. [2013b] vergleichen wollen, welche ohne den anfinglichen welleninduzierten Wind
berechnet wurden, entschieden wir uns die Experimente ohne den anfinglichen welleninduzierten
Wind durchzufiihren.
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Testfille Hintergrund Wellenpaket Die Grofle der
Doméne und
die Laufzeit

hydrostatisches No=21x10"2s"1 X, =30km, \.o =3 km l. = 30 km

Wellenpaket T =210 K k=21/Aa, mo = —27/A20 l. =100 km

(Gauss) w=Qy tmax = 400 min

o =5 km, zop = 20 km
ap = 0.1

hydrostatisches No=18x10"2s1 X, =10km, \.o =1 km tmax = 900 min

‘Wellenpaket T =300 K k=21/Aa, mo =27/ Az0 PincFloit:

mit horizontalem Uy=5m s~} w=0Q_ Il =10 km

Wind AL =5 km o =5 km, zop =10 km I, =40 km

(Cos) z1 = 25 km ap = 0.1 WKB-Modelle:
l. =80 km

Reflexion eines No=18x10"%2s"1 X, =10 km, Ao =1 km tmax = 1500 min

hydrostatischen T =300 K k =27/, mo =27/ Az0 PincFloit:

‘Wellenpaketes Up=40 m s~ ! w=0Q_ Il =10 km

(Cos) AL =5 km o =>5km, zo0 = 10 km l. =40 km

z1 = 25 km ap = 0.1 WKB-Modelle:
l. =80 km
nicht- No=18x10"2s"1 Xy =1km, o =1km tmax = 800 min
hydrostatisches T =300 K k=27w/Az, mo = —27/Az0 PincFloit:
‘Wellenpaket w=04 Il =1km
(Cos) o =10 km, zp = 10 km l. = 60 km
ap = 0.1 WKB-Modelle:
l. =80 km
instabiles No=21x10"2s1 N =1 km, Ao =1 km tmax = 150 min
nicht- T =210 K k=2m/Ae, mo = —27/Az0 PincFloit:
hydrostatisches w =04 lz =1 km

Wellenpaket o =2km, zo =10 km l. =45 km

(Gauss) ao = 0.9 WKB-Modelle:
l. =60 km

Tabelle 4.5: Die Testfille zur Validierung von Nichtboussinesq WKB-Modellen: Zusammenfas-
sung von physikalischen Parametern. Die Gleichungen (4.1) und (4.14) beschrei-
ben die Form des Wellenpaketes (Gauss: Gaulsches Wellenpaket; Cos: Cosinus-
Wellenpaket). Gleichung (4.20) gibt die Form des grofiskaligen horizontalen Hin-
tergrundwindes wieder.
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Euler WKB-Modell Strahlenmodell Validierungsmodell
LES (“PincFloit”)

(H) (H) (H)

m € [~.004, —.0005] m™* Ao =1km n. X ng = 2048 x 64

Nz X Ny = 100 x 35 Acmooth = 3 km Az~ 50 m

(HU) Nray = 2 X 20 (HU, HUR)

m € [.001,.008] m™* n. = 100 ns X ng = 1280 x 32

N, X Ny = 80 x 70 (HU, HUR, N ) Az~ 32 m

(HUR) Ao =1km (N)

m € [—.01,.008] m™* Aoon = 3 km ne X ng = 1920 x 32

N, X N = 80 X 180 Tray = 2 % 20 Az~ 32 m

Sj )e [~.03,.01] m™* n: =80 q(zHI)x ne = 1620 x 36

N X Ny = 80 x 400 (ANzI(zzf)OOm Az ~ 28 m

S;né —.03,.01] m-" Agmooth = 1.5 km CFL =05 .

e X i = 160 x 400 Tray =2 x 40 v=p=0mis

n. = 160
(At)max =15 I
CFL =05 Amo = 107" m

AmO = 10_4 m_l

Tabelle 4.6: Die Testfiille zur Validierung von Nichboussinesq WKB-Modellen: Zusammenfas-
sung der Modellparameter (H = hydrostatisches Wellenpaket; HU = hydrostati-
sches Wellenpaket mit grofiskaligen horizontalen Hintergrundwind; HUR = Refle-
xion eines hydrostatischen Wellenpaket durch den grofskaligen horizontalen Hin-
tergrundwind; N = nichthydrostatisches Wellenpaket; NI = instabiles nichthydro-
statisches Wellenpaket).

4.2.1 Ausbreitung eines hydrostatischen Schwerewellenpaketes im
variierenden Hintergrund

In diesem Abschnitt wird an drei Beispielen untersucht, wie gut die Nichtboussinesq
WKB-Modelle die Wellenausbreitung von hydrostatischen Schwerewellenpaketen in der
Atmosphére mit variabler Dichte beschreiben kénnen. Dafiir wurden die Wechselwir-
kung zwischen dem hydrostatischen Schwerewellenpaket und dem welleninduzierten
Wind, die Ausbreitung eines hydrostatischen Schwerewellenpaketes in dem Hintergrund
mit dem grofiskaligen horizontalen Hintergrundwind und die Reflexion eines Schwere-

wellenpaketes untersucht.

Die Wechselwirkung eines hydrostatischen Schwerewellenpaketes mit dem

welleninduzierten Wind

Zuerst wird ein Gaufisches Wellenpaket mit der hohenabhéngigen Wellenauftriebs-
feldamplitude der Form (4.1) simuliert. Das Wellenpaket hat die entdimensionalisierte
Wellenamplitude ag = 0.1, die Breite ¢ = 5 km und ist urspriinglich um zg = 20 km

zentriert. Die Wellen sind hydrostatisch mit der horizontalen und der anféinglichen ver-
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tikalen Wellenlénge A, = 30 km und M\, = 3 km. Das Wellenpaket besitzt positive
horizontale Wellenzahl k = 2.1 x 10~% m~!, anfiingliche negative vertikale Wellenzahl
mo = —2.1 x 1072 m~!, positive intrinsische Frequenz (positive Wurzel von (2.87)),
positive lokale Frequenz w = €2 und stellt somit ein aufwirts propagierendes Wellen-
paket dar (siehe (2.29)). Das Wellenpaket breitet sich in einer ishothermen Atmosphire
mit 7Ty = 210 K, Ng = 2.1 x 1072 s~ ! und H, = 6.14 km aus. Das Wellenpaket wird in

der Doméne der Grofle [, = 100 km simuliert.

Zur Simulation der Wellenausbreitung verwendete das Euler WKB-Modell die Doméne,
welche in m-Richtung die Grofe [-0.004 m~! < m < —0.0005 m~!] hatte. Die kom-
plette 2D-Doméne im Euler WKB-Modell wurde auf n, x n, = 100 x 35 Punkten
diskretisiert. Die Wellenwirkungsdichte wurde im spektralen Raum wieder nur in einer
Gitterzelle der Breite Amg = 107* m™! initialisiert. Im Strahlenmodell wurden zwei
Reihen von Wellenteilchen gleichméflig zwischen z = 10 km und z = 30 km im phy-
sikalischen Raum und auf m = mg — Amg/2 und m = mgy + Amgy/2 im spektralen
Raum initialisiert. Die Gesamtanzahl von Wellenteilchen betrug n,,y, = 2 x 20. Bei-
de Modelle verwendeten die gleiche Auflésung zur Beschreibung der Hintergrundfelder
und des Wellenimpulsflusses. In dem LES Modell PincFloit wurde die Doméne der
Grofle I, x I, = 100 km x 30 km verwendet, welche auf dem Gitter der Auflésung
n, X ng = 2048 x 64 diskretisiert wurde.

Abbildung 4.19 zeigt die Wellenenergiedichte F und den von Wellen induzierten Wind
U simuliert mit allen drei Modellen. Die Ubereinstimmung zwischen den Modellen ist
gut. Daraus ldsst sich ableiten, dass die WKB-Modelle das Amplitudenwachstum rich-
tig wiedergeben kénnen (siche Abbildung 4.19a). Der einzige Unterschied zwischen den
Simulationen ist die Breite des Wellenpaketes und dementsprechend auch des wellenin-
duzierten Windes in dem Validierungsmodell PincFloit: Das stirkere “Auseinanderflie-
Ben” des Wellenpaketes wird in PincFloit wahrscheinlich durch eine stéirkere numerische

Dispersion verursacht.

Das gleiche Wellenpaket im Rahmen der Boussinesq-Approximation wurde schon
mit den Boussinesq WKB-Modellen untersucht (siehe Anhang A.4 und der erste Test-
fall in Unterkapitel 4.1.1). Im Gegensatz zur Boussinesq-Theorie kann die Ausbreitung
dieses Wellenpaketes in der Atmosphére mit variabler Dichte nicht mehr mittels linea-
rer Theorie beschrieben werden. Durch die Dichteabnahme der Atmosphire wird die
Wellenamplitude immer grofler, was zur Zunahme des Impulsflusses und somit auch
zum groferen welleninduzierten Wind fiithrt, wie in Abbildung 4.19b dargestellt. Dieser
welleninduzierte Wind beeinflusst das Wellenpaket auf die gleiche Weise wie schon in
Kapitel 4.1 und Anhang A.4 beschrieben: Durch die Wechselwirkung mit dem wellen-
induzierten Wind wird die vertikale Wellenldnge des Wellenpaketes so modifiziert (hier
nicht gezeigt, analog zu Abbildung 4.3a und Abbildung A.2b), dass die obere Flanke

des Wellenpaketes beschleunigt und die untere Flanke abgebremst wird. Dies wiederum
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Abbildung 4.19: Die Wellenenergiedichte (a) und der welleninduzierte Wind (b) eines hydrosta-
tischen Gaufischen Wellenpaketes als Funktionen von Zeit und Hohe simuliert
mit den beiden WKB-Modellen und dem LES Modell PincFloit.

fithrt zur vertikalen Ausdehnung des Wellenpaketes.

Ausbreitung eines Schwerewellenpaketes durch den groBskaligen horizontalen
Hintergrundwind

In dem zweiten Testfall wird die Wechselwirkung eines Cosinus-Wellenpaketes mit dem

grofiskaligen horizontalen Hintergrundwind der Form

Yo [1 4 cos (75200)] | wenn |z — 20| < AL
Ulz,t =0) =Ug(z) = # (75317)] 2 =20l < (4.20)

0, sonst
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untersucht. Der Wind ist zentriert um z; = 25 km und hat die Breite AL = 5 km.
Somit ist der Wind zwischen z = 20 km und z = 30 km lokalisiert. Die Stérke des
Windes Uy betriigt 5 m s~!'. Das Schwerewellenpaket hat die hohenabhingige Wel-
lenauftriebsfeldamplitude der Form (4.14) und ist urspriinglich unter dem Wind in
zo = 10 km plaziert. Die Wellen sind wieder hydrostatisch mit den horizontalen und
urspriinglichen vertikalen Wellenldngen A\, = 10 km und A,p = 1 km. Damit die Wel-
len keiner kritischen Schicht begegnen, werden Wellen mit einer negativen horizontalen
Phasengeschwindigkeit gewihlt (siche dazu den dritten Testfall in 4.1.1): Dazu wurde
das Wellenpaket mit negativer intrinsischer Wellenfrequenz (die negative Wurzel von
(2.87)), w = Q_, positiver vertikaler Wellenzahl mg = 6.3 x 1072 m~! und positiver
horizontaler Wellenzahl k = 6.3 x 10~* m~! definiert (siehe (2.29)). Das Wellenpaket
wird wieder mit der entdimensionalisierten Wellenamplitude a = 0.1 initialisiert. Die
Atmosphére in der sich die Wellen ausbreiten ist isotherm mit 7y = 300 K und somit
sind No = 1.8 x 1072 s und H, = 8.78 km.

Zur Simulation dieses Falles verwendete PincFloit eine Doméne der Grofle [, x 1, = 45
km x 10 km, welche auf dem Gitter der Auflésung n, x n, = 1280 x 32 diskretisiert
wurde. In den WKB-Modellen wurde die physikalische Doméne der Grofie [, = 80 km,
welche auf den n, = 80 Punkten diskretisiert wurde, gewéhlt. In dem Euler WKB-
Modell wurde in m-Richtung die Doméne der GroSe [0.001 m~! < m < 0.008 m~!] auf
ny, = 70 Punkten diskretisiert. Die Wellenwirkungsdichte wurde im spektralen Raum
nur in einer Gitterzelle der Breite Amg = 104 m™! initialisiert. Im Strahlenmodell
wurde das Wellenpaket durch zwei Reihen von Wellenteilchen, die in dem physikalischen
Raum gleichméfig zwischen z = 0 km und z = 20 km verteilt und in dem spektralen
Raum auf m = mg — Amg/2 und m = my + Amg/2 positioniert wurden, dargestellt.

Die Gesamtanzahl von Wellenteilchen betrug n.,, = 2 x 20.

In Abbildung 4.20 ist die Energiedichte E und der welleninduzierte Wind U si-
muliert mit allen drei Modellen als Funktionen von Zeit und Hohe dargestellt. Die
Ubereinstimmung zwischen den WKB-Modellen und dem Validierungsmodell PincFloit
ist recht gut: Obwohl die von den WKB-Modellen verwendete Auflésung sehr grob war,
konnten die WKB-Modelle alle wichtigen grofiskaligen Strukturen an der richtigen Stel-
le und mit dem richtigen Wert von £ und U wiedergeben. Die WKB-Modelle mit der
Auflésung n, = 400 konnten sogar das “spitze” Signal in £ und U um z = 30 km
reproduzieren (siche Abbildung 4.21).

Obwohl das Wellenpaket in der Atmosphéire mit variabler Dichte simuliert wurde
und das Wachstum der Amplitude richtig beschrieben wurde (siche Abbildung 4.20
iiber z = 30 km), wird das Wellenpaket in der Atmosphére mit variabler Dichte durch
den grofiskaligen Hintergrundwind genauso modifiziert wie schon in dem Unterkapitel
4.1.1 beim zweiten und dritten Testfall beschrieben: Innerhalb des Windes wird durch
die entstehende Scherung die vertikale Welleldnge des Wellenpaketes grofer (siche dazu
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Abbildung 4.20: Die Wellenenergiedichte (a) und der welleninduzierte Wind (b) eines hydro-
statischen Cosinus-Wellenpaketes, welches mit dem grofiskaligen horizontalen
Wind wechselwirkt, als Funktionen von Zeit und Hohe simuliert mit den beiden
WKB-Modellen mit der Auflésung n. = 80 und dem LES Modell PincFloit.

Abbildung 4.8). Um die globale Wellenwirkung zu konservieren, muss dementsprechend
auch die Wellenenergie und somit auch welleninduzierter Wind kleiner werden, wie man
in Abbildung 4.20 und Abbildung 4.21 um z = 25 km beobachten kann.

Es existiert ein interessanter Unterschied zwischen diesem Fall und dem &hnlichen
Fall im Rahmen der Boussinesq-Approximation. In der Boussinesq-Fliissigkeit kann
man die kleinskaligen Ostzillationen, welche durch die Wechselwirkung zwischen dem
Wellenpaket und dem grofiskaligen Hintergrundwind in dem welleninduzierten Wind
entstehen, in den Validierungsmodellen beobachten (siehe Abschnitt 4.1.1 dritter Test-
fall Abbildung 4.10). In diesem Experiment werden keine kleinskalige Oszillationen in

dem Validierungsmodell PincFloit beobachtet. In den zukiinftigen Arbeiten wére es in-
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Abbildung 4.21: Die Wellenenergiedichte (a) und der welleninduzierte Wind (b) eines hydro-
statischen Cosinus-Wellenpaketes, welches mit dem grofiskaligen horizontalen
Wind wechselwirkt, als Funktionen von Zeit und Hohe simuliert mit den beiden
WKB-Modellen mit der Auflésung nz = 400 und dem LES Modell PincFloit.

teressant zu untersuchen, warum die kleinen Oszillationen in der Boussinesq-Fliissigkeit
und nicht in der Atmosphére mit variabler Dichte entstehen.

Den gleichen Fall untersuchten schon Rieper et al. [2013b] mit einem Strahlenmo-
dell, welches die Strahlengleichungen (2.95a), (2.95b), (2.106) im physikalischen Raum
numerisch 16st.#® Im Gegensatz zum Strahlenmodell im Phasenraum wird das physika-
lische Strahlenmodell nach ungefihr £ = 700 min instabil, weil die Wellenteilchenpfade
sich kreuzen und eine Kaustik entsteht. Aber auch bevor eine Kaustik sich entwickelt,

ist die Ubereinstimmungen zwischen dem physikalischen Strahlenmodell und dem Va-

*8Dieses Strahlenmodell wird in dieser Arbeit als physikalisches Strahlenmodell bezeichnet.
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lidierungsmodell PincFloit [genaueres dazu siehe Abschnitt 4.4.2 und Abbildung 11 in
Rieper et al., 2013b] nicht so gut wie die Ubereinstimmung zwischen dem Strahlenmo-

dell im Phasenraum und PincFLoit.

Reflexion eines Schwerewellenpaketes durch den groBskaligen horizontalen

Hintergrundwind

In Unterkapitel 4.1.1 (vierter Testfall) wurde gezeigt, dass die Boussinesq WKB-Modelle
die Reflexion eines Wellenpaketes richtig wiedergeben kénnen. Um zu tiberpriifen, ob die
Nichtboussinesq WKB-Modelle die Reflexion eines Wellenpaketes in der Atmosphére
mit variabler Dichte auch richtig simulieren kénnen, wird die Reflexion des Wellenpake-
tes aus dem letztem Testfall durch den grofiskaligen Wind der Form (4.20) betrachtet.

Aus Unterkapitel 4.1.1 (vierter Testfall) ist bekannt, dass die Schwerewellen reflektiert
werden, wenn die Reflexionsbedingung (4.13) erfiillt wird. Nach diesem Reflexionskrite-
rium wird das hier untersuchte Wellenpaket, welches in dem letzten Testfall beschrieben
wurde, reflektiert, wenn die Stirke des Windes Uy > 25.8 m s~ ! betrigt. Fiir dieses
Experiment wurde der grofiskalige Wind der Form (4.20) mit der Amplitude Uy = 40
m s~ gewihlt.4

Zur Simulation verwenden das Strahlenmodell und das Validierungsmodell PincFloit
die gleichen Modellparameter wie in dem letztem Testfall. Um die Reflexion des Wel-
lenpaketes mit dem Euler WKB-Modell zu simulieren, wurde die Wellenzahldoméne
erweitert [—0.01 m™! < m < 0.008 m~!] und die Auflésung auf n,, = 140 Punkten
erhoht.

In Abbildung 4.22 ist die Energiedichte F und der welleninduzierte Wind U simu-
liert mit allen drei Modellen als Funktionen von Zeit und Hohe dargestellt. Obwohl die
WEKB-Modelle die kleinskaligen Oszillation, welche durch die Uberlagerung der einge-
henden und der reflektierten Wellen entstehen und in dem Validierungsmodell PincFloit
sichtbar sind, nicht wiedergeben kénnen, ist die Ubereinstimmung zwischen den WKB-
Modellen und dem Validierungsmodell PincFloit gut.

Rieper et al. [2013b] untersuchten mit dem physikalischen Strahlenmodell auch die
Ausbreitung eines Schwerewellenpaketes durch den grofiskaligen horizontalen Wind mit
der Amplitude Uy groBer als 5 m s~!. Sie testeten ihr Strahlenmodell mit dem groB-
skaligen horizontalen Wind mit den Amplituden Uy = 10 m s~ und Uy = 20 m s~ 1.
Sie fanden heraus, dass ihr Strahlenmodell schon bei diesen Windstéarken wegen der
auftretenden Kaustik instabil wird. Im Gegensatz zum physikalischen Strahlenmodell

konnte das Strahlenmodell im Phasenraum nicht nur die Ausbreitung von Schwerewel-

“9Die Bedingung fiir die Windstérke Uy > 25.8 wurde mit der Annahme berechnet, dass die vertikale
Wellenzahl m des Wellenpaketes unter dem Wind mg ist. Unsere Untersuchungen zeigten, dass
bevor das Wellenpaket iiberhaupt mit dem grofiskaligen horizontalen Wind wechselwirken kann,
wird durch die Wechselwirkung mit dem welleninduzierten Wind die vertikale Wellenlédnge kleiner
als mo. Somit wird das Wellenpaket erst bei grofleren Uy reflektiert.
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Abbildung 4.22: Die Wellenenergiedichte (a) und der welleninduzierte Wind (b) eines hydro-
statischen Cosinus-Wellenpaketes, welches durch den grofiskaligen horizonta-
len Wind reflektiert wird, als Funktionen von Zeit und Hohe simuliert mit den
beiden WKB-Modellen und LES Modell PincFloit.

len in dem grofiskaligen horizontalen Wind mit groflen Windstéirken sondern auch die

Reflexion richtig simulieren.

4.2.2 Ausbreitung eines nichthydrostatischen Schwerewellenpaketes im
variierenden Hintergrund

Nachdem im letzten Abschnitt die schwach nichtlineare Ausbreitung von hydrostati-
schen Schwerewellen in der Atmosphére mit variabler Dichte untersucht wurde, wird
in diesem Abschnitt die schwach nichtlineare Ausbreitung von nichthydrostatischen

Schwerewellen studiert. In Unterkapitel 4.1.2 (zweiter Testfall) wurde gezeigt, dass die
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nichthydrostatischen Wellenpakete durch die Wechselwirkung mit dem welleninduzier-
ten Wind modulationsinstabil werden. In diesem Abschnitt werden zwei nichthydrosta-
tische Wellenpakete - eines davon mit anfanglich kleiner Wellenamplitude und das ande-
re mit einer anfinglichen groflien Wellenamplitude - untersucht und dabei tiberpriift, ob
die Nichtboussinesq WKB-Modelle die schwach nichtlineare Ausbreitung von nichthy-
drostatischen Schwerewellen in der Atmosphére mit variabler Dichte richtig simulieren

konnen.

Ein nichthydrostatisches Schwerewellenpaket mit kleiner Wellenamplitude

Es wird die Wechselwirkung zwischen dem Cosinus-Wellenpaket der Form (4.14) und
dem welleninduzierten Wind simuliert. Das Schwerewellenpaket hat eine kleine Wellen-
amplitude ag = 0.1, die Breite ¢ = 5 km und ist urspriinglich um 2y = 10 km zentriert.
Die Wellen sind nichthydrostatisch mit horizontaler und anfénglicher vertikaler Wel-
lenléinge A, = A,0 = 1 km. Das Wellenpaket besitzt positive horizontale Wellenzahl
k= 6.3 x 1072 m~!, anfingliche negative vertikale Wellenzahl mo = —6.3 x 1073 m~1,
positive intrinsische Frequenz (positive Wurzel von (2.46)), positive lokale Frequenz
w = Q4 und stellt somit ein aufwérts propagierendes Wellenpaket dar (siche (2.29)).
Die Wellen breiten sich in einer isothermen Atmosphére mit der Temperatur Ty = 300
K aus.

Zur Simulation dieses Falles verwendete PincFloit eine Doméne der Grofie 1, x 1, = 60
km x 1 km, welche auf dem Gitter der Auflésung n, xn, = 1920x 32 diskretisiert wurde.
In den WKB-Modellen wurde die physikalische Doméne der Grofle [, = 80 km, welche
auf den n, = 80 Punkten diskretisiert wurde, gewéhlt. In dem Euler WKB-Modell wur-
de zusitzlich in m-Richtung die Domine der Gréfle [—0.03 m~! < m < 0.01 m~!] auf
n., = 400 Punkten diskretisiert. Die Wellenwirkungsdichte wurde im spektralen Raum
wieder nur in einer Gitterzelle der Breite Amg = 107* m™! initialisiert. Im Strahlen-
modell wurde das Wellenpaket wieder nur durch zwei Reihen von Wellenteilchen, die
in dem physikalischen Raum gleichméflig zwischen z = 0 km und z = 20 km verteilt
und in dem spektralen Raum auf m = my — Amg/2 und m = mg + Amy/2 positioniert
wurden, dargestellt.

In Abbildung 4.23 ist die Wellenenergiedichte E und der welleniduzierte Wind U
als Funktionen von Zeit und Hohe simuliert mit allen drei Modellen fiir die ersten
400 Minuten gezeigt. Obwohl in den WKB-Modellen die Wellenamplituden schneller
anwachsen, konnen sie die schwach nichtlineare Dynamik und das Amplitudenwachstum
gut wiedergeben. Aus Abbildung 4.23 lésst sich ableiten, dass das Wellenpaket fiir
die ersten 400 Minuten stabil ist und sich genauso verhilt, wie das hydrostatische
Wellenpaket (siche Abbildung 4.19): Durch die Abnahme der Dichte in der Atmosphére
wachst die Wellenamplitude und dementsprechend auch der welleninduzierte Wind. Der

starke welleninduzierte Wind fithrt dann dazu, dass das Wellenpaket instabil wird, was
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Abbildung 4.23: Die Wellenenergiedichte (a) und der welleninduzierte Wind (b) eines nichthy-
drostatischen Cosinus-Wellenpaketes mit der entdimesionalisierter Wellenam-

plitude ag = 0.1 als Funktionen von Zeit und Hohe simuliert mit den beiden
WKB-Modellen und dem LES Modell PincFloit.

in Abbildung 4.24 veranschaulicht ist.

Nach 400 Minuten wird das Wellenpaket stark instabil. Die Instabilitdt wird durch
die Wechselwirkung mit dem starken welleninduzierten Wind verursacht. Wie bereits
in Unterkapitel 4.1.2 (zweiter Testfall) beschrieben, wird ein nichthydrostatisches Wel-
lenpaket modulationsinstabil, wenn seine vertikale Wellenzahl m kleiner als 0.7k wird.
Dosser & Sutherland [2011] zeigten in ihrer Studie im Rahmen der anelastischen Theo-
rie, dass diese Bedingung auch in der Atmosphére mit variabler Dichte zur Entstehung
der Modulationsinstabilitdt fithrt. Die Wellenteilchenverteilung aus dem Strahlenmo-
dell und die Wellenwirkungsdichte aus dem Euler WKB-Modell zeigen, dass um 400

Minuten an der oberen Flanke des Wellenpaketes dieses Bedingung erfiillt wird (hier
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Abbildung 4.24: Das gleiche Wellenpaket, wie in der Abbildung 4.23 dargestellt, simuliert iiber
langere Zeit: Die Wellenenergiedichte eines nichthydrostatischen Wellenpake-
tes, welches modulationsinstabil wird, als Funktionen von Zeit und Hohe si-
muliert mit den beiden WKB-Modellen und dem LES Modell PincFloit.

nicht gezeigt).?® Die Modulationsinstabilitit verursacht dann die starke nichtlineare
Dissipation, welche die Wellenenergie beeinflusst, wie in Abbildung 4.24 gezeigt ist.

Dieser Testall wurde auch von Rieper et al. [2013b] mit einem physikalischen Strah-
lenmodell untersucht. Das physikalische Strahlenmodell konnte die ersten 400 Minuten
gut wiedergeben, wurde aber instabil, nachdem die nichtlineare Dissipation eintrat [ge-
naueres dazu siehe Abschnitt 4.4.1 und Abbildungen 8 und 9 in Rieper et al., 2013b].
Die WKB-Modelle im Phasenraum sind dagegen robust und bleiben stabil, auch wenn
die nichtlineare Dissipation einsetzt. Obwohl die WKB-Modelle die Stérke des Signals
iiberschétzen, simulieren sie die Instabilitdt in dem richtigen Bereich (siehe die Abbil-
dung 4.24 iiber z = 40 km).

Ein nichthydrostatisches Schwerewellenpaket mit groBer Wellenamplitude

Nachdem ein nichthydrostatisches Schwerewellenpaket mit kleiner Wellenamplitude un-
tersucht wurde, ist es noch interessant ein nichthydrostatisches Wellenpaket mit grofier
Wellenamplitude zu betrachten. Im Gegensatz zum Wellenpaket mit kleiner Amplitude
wird man erwarten, dass bei dem Wellenpaket mit grofler Amplitude die nichtlineare
Dissipation viel schneller eintritt.

Es wird ein GauBsches Wellenpaket der Form (4.14) mit der entdimensionalisierten
Wellenamplitude ag = 0.9 simuliert. Die Wellen sind nichthydrostatisch mit der horizon-
talen und der anfinglichen vertikalen Wellenldngen A, = \,g = 1 km. Das Wellenpaket

**Die Wellenwirkungsdichte in dem Euler Modell und die Wellenteilchen in dem Strahlenmodell ver-
halten sich in diesem Fall genauso wie in Abbildung 4.17 dargestellt: Die vertikale Wellenzahl wird
durch den welleninduzierten Wind so modifiziert, dass die Bedingung fiir die Modulationsinstabilitét
|m| < 0.7k erfiillt wird und die Wellen modulationsinstabil werden.
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hat die Breite 0 = 2 km und ist um zy = 10 km zentriert. Die Wellenvariablen k, m,
@ und w sind wie in dem letzten Testfall definiert. Die Ausbreitung des Wellenpaketes
wird in einer isothermen Atmosphére mit 7y = 210 K betrachtet.

Zur Simulation der Wellenausbreitung verwendeten die WKB-Modelle die gleiche
Doméne wie in dem letzten Fall. Der einzige Unterschied ist die Verdopplung der
rdumlichen Auflésung auf n, = 160 und somit auch die Verdopplung von Wellenteil-
chen. PincFloit verwendete die Doméne der Grofle [, x I, = 45 km x 1 km, welche auf
dem Gitter der Auflosung n, x n, = 1620 x 36 diskretisiert wurde.

Abbildung 4.25 zeigt die Wellenenergiedichte £ und den welleninduzierten Wind U
als Funktionen von Zeit und Hohe simuliert mit allen drei Modellen. In den ersten
30 Minuten propagiert das Wellenpaket einfach nach oben. Nach 30 Minuten beginnt
die Wellenamplitude an der oberen Flanke des Wellenpaketes zu wachsen, was dann
zur nichtlinearen Dissipation fithrt. Die Erkldrung dafiir liefern die WKB-Modelle: An

51 und

der oberen Flanke wird erstens die Bedingung fiir die Modulationsinstabilité
zweitens die Bedingung fiir statische Instabilitit erfiillt.5?

In den ersten 30 Minuten ist die Ubereinstimmung zwischen den WKB-Modellen
und dem Validierungsmodell PincFloit ziemlich gut. Die WKB-Modelle kénnen sogar
den Moment und die Stelle, an der sich die Instabilitdt entwickelt, gut beschreiben.
Nachdem die nichtlineare Dissipation einsetzt, iiberschitzen die WKB-Modelle £ und
U. Dies ist darauf zuriick zu fithren, dass im Gegensatz zu PincFloit, welches ein Para-
metrisierungsschema zur Beschreibung der Turbulenz besitzt und somit die Energieab-
nahme der Schwerewellen, die durch die Wellenbrechung verursacht wird, beschreiben
kann, die WKB-Modelle keine Beschreibung der Turbulenz besitzen und somit kein
Wellenenergieverlust in den WKB-Modellen verzeichnet werden kann. Ansonsten ist es
itberhaupt bemerkenswert, dass diese einfachen WKB-Modelle diesen Fall {iberhaupt

so gut wiedergeben kénnen.

*1Die Wellenwirkungsdichteverteilung aus dem Euler WKB-Modell und die Wellenteilchenverteilung
aus dem Strahlenmodell zeigen beide, dass um ¢ = 30 min die vertikale Wellenzahl |m| < 0.7k ist
(hier nicht gezeigt).

52Um zu iiberpriifen, ob das Wellenpaket statisch instabil ist, wurde im Euler WKB-Modell in jeder
Gitterzelle (z, j) die quadrierte Wellenamplitude Ag(i’j) aus der Wellenwirkungsdichte NV; ;) mithilfe
von Gleichung (4.17) berechnet. Aus der Bedingung fiir statische Instabilitét folgt, dass in einer
(i, 4)-Zelle die statische Instabilitéit erreicht wird, wenn die folgende Bedingung erfiillt wird

N4

2
Apig) 2 3 -

Diese Analyse angewandt auf diesen Testfall ergab, dass nach ¢ = 40 min um z = 13 km das
Wellenpaket statisch instabil wird.
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4 Testféille und Ergebnisse

E, LES Modell PincFloit E, Euler WKB Modell E, Strahlenmodell

U, LES Modell PincFloit U, Euler WKB Modell U, Strahlenmodell

Abbildung 4.25: Die Wellenenergiedichte (a) und der welleninduzierte Wind (b) eines nichthy-
drostatischen Cosinus-Wellenpaketes mit der entdimesionalisierten Wellenam-
plitude ag = 0.9 als Funktionen von Zeit und Hohe simuliert mit den beiden
WKB-Modellen und dem LES Modell PincFloit.
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5.1 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es die numerische Beschreibung der schwach nichtlinearen Dyna-
mik von Schwerewellen mit Hilfe der WKB-Theorie zu entwickeln. Unter schwach nicht-
linearer Dynamik wird dabei die Wechselwirkung zwischen den Schwerewellen und dem
welleninduzierten Wind verstanden. Als Vorbereitung dafiir wurde zuerst die schwach
nichtlineare Dynamik von 2D horizontal periodischen, vertikal lokalisierten Schwere-
wellenpaketen in der Boussinesq-Fliissigkeit und der Atmosphére mit variabler Dichte
mittels der Skalenanalyse und des WKB-Ansatzes asymptotisch hergeleitet. Basierend
auf der Annahme, dass die Wellenamplitude, die Wellenldngen, die Wellenfrequenz des
Schwerewellenpaketes und der Hintergrund (anschlieBend welleninduzierte Wind) auf
viel ldngeren Zeit- und Hohenskalen als die Wellenphase und somit auch die Wellen
variieren (WKB-Ansatz), wurden dann die WKB-Gleichungen (Strahlengleichungen)
zur asymptotischen Beschreibung von Schwerewellen entwickelt.

Mit den Strahlengleichungen werden die Schwerewellen durch die Wellenteilchen re-
prasentiert. Die WKB-Theorie nimmt an, dass jedes Wellenteilchen nur eine lokale
Wellenamplitude, lokale Wellenzahl und lokale Frequenz besitzt und es keine zwei unter-
schiedlichen Wellenteilchen mit unterschiedlichen Wellenzahlen und Wellenfrequenzen
an einem Ort geben kann. Somit kann mit den Strahlengleichungen die Wellenamplitu-
de nicht bestimmt werden, wenn eine Kaustik entsteht (unterschiedliche Wellenteilchen
an einem Ort). In der realen Atmosphére kann sich eine Kaustik sehr leicht formen,
wenn die Schwerewellen mit dem zeitabhéngigen Hintergrund wechselwirken oder re-
flektiert werden. Da eine Kaustik nicht gleichzeitig in dem physikalischen und dem spek-
tralen Raum entstehen kann, verschwindet das Kaustikproblem in dem Phasenraum.
Basierend darauf wurde in dieser Arbeit die WKB-Theorie in dem Phasenraum, wel-
che den Formalismus von Hertzog et al. [2002] benutzt, zur Beschreibung der schwach
nichtlinearen Dynamik von Schwerewellen hergeleitet. In diesem Formalismus wird die
Wellenwirkungsdichte in dem Phasenraum formuliert und ihre Transportgleichung her-
geleitet. Der grofle Vorteil der WKB-Theorie im Phasenraum ist die Tatsache, dass die
Wellenwirkungsdichte durch die Phasenraumgeschwindigkeit konservativ transportiert
wird.

Die WKB-Theorie im Phasenraum wurde dazu benutzt, ein numerisches Modell zur
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Beschreibung der schwach nichtlinearen Dynamik von Schwerewellen zu entwickeln.

Zwei numerische Algorithmen wurden dabei vorgeschlagen:

1. Das Euler WKB-Modell, welches die Wellenwirkungsdichtegleichung mit einem

Finite-Volumen-Verfahren numerisch integriert,

2. und das Lagrange WKB-Modell (Strahlenmodell), welches die Wellenteilchen und

mit ihnen assoziierte Rechtecke im Phasenraum transportiert.

In beiden Modellen wird der welleninduzierte Wind durch den Wellenimpulsfluss gene-
riert. Um den Impulsfluss in den WKB-Modellen berechnen zu kénnen, muss die Wel-
lenwirkungsdichte im spektralen Raum integriert werden. In dem Euler WKB-Modell
wird dazu die Wellenwirkungsdichte {iber den kompletten spektralen Raum integriert.
In dem Strahlenmodell dagegen wird der Impulsflussbeitrag jedes Wellenteilchens durch
die Integration iiber das mit den Wellenteilchen assoziierte Rechteck berechnet.

Die beiden WKB-Modelle wurden zur Beschreibung der Schwerewellenausbreitung in
der Boussinesq-Fliissigkeit und in der Atmosphére mit variabler Dichte entwickelt und
mit unterschiedlichen wellenauflésenden Modellen validiert. Dabei wurde festgestellt,

dass die WKB-Modelle mit den Validierungsmodellen gut iibereinstimmen.

Die schwach nichtlineare Ausbreitung von Schwerewellen in der

Boussinesq-Fliissigkeit

Es wurden sechs Testfille zur Uberpriifung der WKB-Theorie im Rahmen der Boussinesq-
Approximation untersucht. Zur Validierung der WKB-Modelle wurden ein wellenauf-
l6sendes schwach nichtlineares Modell und das LES Modell INCA verwendet.

In den ersten drei Fallen wurde die schwach nichtlineare Dynamik von Schwerewel-
lepaketen, welche die WKB-Annahme der Skalenseparation erfiillen, betrachtet und
in dem vierten Fall wurde die Fiahigkeit der WKB-Modelle, die Wellenreflexion dar-
zustellen, tiberpriift. An diesen Testfillen wurden die WKB-Modelle und die schwach
nichtlineare Dynamik von Schwerwellen validiert. Dabei wurde die Ausbreitung der
Schwerewellenpakete im variierenden Hintergrund ausfiihrlich studiert. Es wurden vier

Situation untersucht:

1. die schwach nichtlineare Ausbreitung eines hydrostatischen Schwerewellenpaketes

in der homogenen Atmosphére;

2. die Ausbreitung des gleichen Schwerewellenpaketes durch den Hintergrund mit

variierender Schichtung;

3. die Ausbreitung des gleichen Schwerewellenpaketes durch den grofiskaligen hori-

zontalen Hintergrundwind;
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4. die Reflexion eines nichthydrostatischen Wellenpaketes durch den grofiskaligen

horizontalen Hintergrundwind.

Alle diese Experimente wurden ein Mal mit dem anfinglichen welleninduzierten Wind
und ein Mal ohne durchgefithrt. Wie vermutet, wurde der welleninduzierte Wind durch
den Wellenimpulstransfer generiert unabhéngig davon, ob ein welleninduzierter Wind
initialisiert wurde: Mit Ausnahmen in der Umgebung des Ortes, wo das Wellenpaket
initialisiert wurde, bestand kein grofler Unterschied zwischen den Experimenten mit
und ohne den anfianglichen welleninduzierten Wind.

In allen vier Experimenten war die Ubereinstimmung zwischen den WKB-Modellen
und den Validierungsmodellen gut. Der einzige Unterschied zwischen den WKB-Modellen
und den Validierungsmodellen ist die Bildung von kleinskaligen Oszillationen in dem
welleninduzierten Wind in den wellenauflosenden Modellen in den Féllen, bei wel-
chen das Schwerewellenpaket durch den nichthomogenen Hintergrund propagiert. Diese
kleinskaligen Strukturen entstehen wahrscheinlich durch die Welle-Welle-Wechselwirkung,
welche die WKB-Modellen nicht beschreiben kénnen.? In den hier untersuchten Fillen
haben die kleinskaligen Oszillationen nur eine kleine Amplitude und beeinflussen somit
den welleninduzierte Wind und die Schwerewellen kaum.

In allen vier Testféllen formt sich eine Kaustik in dem physikalischen Raum durch die
Wechselwirkung des Schwerewellenpaketes mit dem welleninduzierten Wind oder durch
die Reflexion des Schwerewellenpaketes. Die WKB-Modelle im Phasenraum kénnen
ohne Probleme die Wellenamplitude von Schwerewellen bestimmen, auch wenn eine
Kaustik in dem physikalischen Raum entsteht.

In allen Experimenten war die Ubereinstimmmung zwischen dem wellenauflésenden
schwach nichtlinearen Modell und dem LES Modell INCA gut. Folglich kann man dar-
aus schlieflen, dass bei der einfachen Ausbreitung von horizontal periodischen, vertikal
lokalisierten Schwerewellenpaketen die hoheren Harmonischen keine Rolle spielen: Es
reicht aus nur die Wechselwirkung zwischen den Schwerewellen und dem wellenindu-
zierten Wind zu beschrieben.?® Der einzige Fall, in dem das schwach nichtlineare und
nichtlineare Validierungmodelle signifikant unterschiedliche Ergebnisse lieferten, ist die
Ausbreitung eines Schwerewellenpaketes in dem Hintergrund mit dem grofiskaligen ho-
rizontalen Wind: In diesem Fall entwickelt der welleninduzierte Wind kleinskalige Os-

zillationen innerhalb des grofiskaligen horizontalen Windes.

In den letzten zwei Testféllen wurden die Grenzen der WKB-Theorie getestet. Dafiir

53Um die Welle-Welle-Wechselwirkung vollstéindig zu beschreiben, braucht man die Information iiber
die Wellenphase. Die WKB-Theorie beschreibt nur die langsamen Variationen der Wellenamplitu-
de, der Wellenldnge und der Wellenfrequenz und vernachléssigt dabei die schnellen Variation der
Wellenphase. Folglich kénnen die WKB-Modelle, welche auf den WKB-Gleichungen basieren, die
Welle-Welle-Wechselwirkung nicht beschreiben.

*Das Gleiche wurde schon von Sutherland [2006] gezeigt.
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wurden zwei Situationen untersucht:

1. die schwach nichtlineare Ausbreitung eines “schmalen” hydrostatischen Schwere-
wellenpaketes in der homogenen Atmosphére. Das Wellenpaket war so konstruiert,
dass die vertikale Langenskala, auf der die Wellenamplitude variierte, fast die glei-
che Groflenordnung hatte wie die vertikale Langenskala, auf der die Wellenphase

variierte;

2. die Ausbreitung eines nichthydrostatischen Schwerewellenpaketes mit grofier Wel-

lenamplitude, welches modulationsinstabil wird.

Die beiden Félle wurden mit den beiden WKB-Modellen und dem wellenauflésenden
schwach nichtlinearen Modell simuliert.

Obwohl die WKB-Annahme der Skalenseparation nicht erfiillt war, konnten die WKB-
Modelle iiberraschenderweise die schwach nichtlineare Ausbreitung des “schmalen”
hydrostatischen Wellenpaketes gut wiedergeben. Die Ubereinstimmung zwischen den
WKB-Modellen und dem Validierungsmodell war gut.

Im Gegensatz dazu hatten WKB-Modelle Schwierigkeiten mit dem nichthydrostati-
schen Wellenpaket, welches modulationsinstabil wird. Durch die Modulationsinstabi-
litdt wird das Wellenpaket sehr “schmal” und es entstehen starke, “spitze” Gradienten
in dem welleninduzierten Wind, was zu Problemen in den WKB-Modellen fiihrt. Ob-
wohl die WKB-Modelle die Stérke des Signals in dem welleninduzierten Wind und der
Wellenenergie iiberschitzten, beschrieben sie den Ort, an dem die Modulationsinstabi-
litdt entsteht richtig.

Auch in den letzten zwei Testfillen entsteht durch die Wechselwirkung mit dem
welleninduzierten Wind eine Kaustik in dem physikalischen Raum, was fiir die WKB-

Modelle in dem Phasenraum kein technisches Problem darstellt.
Die schwach nichtlineare Dynamik von Schwerewellen in der Atmosphare mit
variabler Dichte

Es wurden fiinf Testfiille zur Uberpriifung der WKB-Theorie in der schallfreien Appro-

ximation untersucht:

1. die schwach nichtlineare Ausbreitung eines hydrostatischen Schwerewellenpaketes

in der homogenen Atmosphére;

2. die Ausbreitung eines hydrostatischen Schwerewellenpaketes durch den grofiska-

ligen horizontalen Wind;

3. die Reflexion des gleichen hydrostatischen Schwerewellenpaketes durch den grof3-

skaligen horizontalen Wind;
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4. die schwach nichtlineare Ausbreitung eines nichthydrostatischen Schwerewellen-

paketes mit kleiner Wellenamplitude in der homogenen Atmosphiére;

5. die schwach nichtlineare Ausbreitung eines instabilen nichthydrostatischen Schwe-

rewellenpaketes mit grofier Wellenamplitude in der homogenen Atmosphére.

In allen Testfdllen wurde ein Wellenpaket ohne einen anfinglichen welleninduzierten
Wind simuliert. Zur Validierung der Nichtboussinesq WKB-Modelle wurde das LES
Modell PincFloit verwendet.

In den ersten drei Experimenten, in denen die hydrostatischen Wellenpakete un-
tersucht wurden, war die Ubereinstimmenug zwischen den WKB-Modellen und dem
Validierungsmodell gut. Die WKB-Modelle konnten das Wachstum der Wellenampli-
tude richtig wiedergeben. Obwohl die Nichtboussinesq WKB-Modelle eine viel grobere
Auflésung als die Boussinnesq WKB-Modelle verwendeten, konnten die WKB-Modelle
alle wichtigen Strukturen, die Gréfie der Wellenenergie und des welleninduzierten Win-
des reproduzieren.

Bei den Simulationen von nichthydrostatischen Wellenpaketen hatten die Nichtbous-
sinesq WKB-Modelle die gleichen Probleme wie schon die Boussinesq WKB-Modelle:
Die Ubereinstimmung zwischen den WKB-Modellen und dem Validierungsmodell war
gut, solange das Wellenpaket stabil blieb. Durch die Wechselwirkung mit dem wellenin-
duzierten Wind wurde aber das Wellenpaket mit kleiner Wellenamplitude modulations-
instabil und das Wellenpaket mit grofler Wellenamplitude nicht nur modulationsinstabil
sondern auch statisch instabil. Als die Wellenpakete instabil wurden, reproduzierten die
WKB-Modelle den Entstehungsort der Instabilitét richtig. Sie iiberschéitzten aber die
Wellenenergie und den welleninduzierten Wind. Dies ist darauf zuriick zu fithren, dass
die WKB-Modelle im Gegensatz zum Validierungsmodell PincFloit keine Parametrisie-
rungsschemata zur Beschreibung der Wellenbrechung und der nichtlineare Dissipation
besitzen.

Zwei von uns untersuchte Fille wurden auch von Rieper et al. [2013b] mit einem
Strahlenmodell im physikalischen Raum simuliert. In ihrer Arbeit zeigten sie, dass das
physikalische Strahlenmodell die Wechselwirkung eines hydrostatischen Wellenpaketes
mit dem grofiskaligen mittleren horizontalen Wind und die Ausbreitung des nichthy-
drostatischen Wellenpaketes nicht beschreiben kann, wenn sich eine Kaustik formt.
Obwohl in allen von uns untersuchten Testfillen eine Kaustik entstand, blieben die
WKB-Modelle in dem Phasenraum stabil und konnten die Wellenamplitude auch an

den Stellen, an welchen sich eine Kaustik bildete, berechnen.

Fazit

In diese Arbeit wurde gezeigt, dass die schwach nichtlineare Dynamik von hydrosta-

tischen Schwerewellenpaketen in dem variierenden Hintergrund mit der WKB-Theorie
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beschrieben und mit den WKB-Modellen simuliert werden kann. Obwohl bei allen hier
untersuchten Fillen eine Kaustik in dem physikalischen Raum entstand, blieben die
WKB-Modelle stabil und waren in der Lage die Wellenamplitude zu bestimmen. Im
Gegensatz dazu waren die WKB-Modelle nicht so erfolgreich bei den Simulationen von
nichthydrostatischen Wellenpaketen: Obwohl die WKB-Modelle die Entstehung der Mo-
dulationsinstabilitéit und der statischen Instabilitdt beschrieben, iiberschétzten beide
Modelle die Wellenenergie und den welleninduzierten Wind in den instabilen Regionen.
Allgemein kann man dazu sagen, dass die WKB-Modelle erfolgreich die energiereichen
hydrostatischen Schwerewellenpakete, welche in der Atmosphére wichtigere Rolle als die
nichthydrostatischen Schwerewellenpakete spielen, simulieren kénnen und sogar, ohne
etwas iiber die Brechung und die Dissipation der Schwerewellen zu wissen, die instabilen

Bereiche von nichthydrostatischen Schwerewellen reproduzieren kénnen.

In dieser Arbeit wurden nur anfinglich monochromatische, horizontal periodische,
vertikal lokalisierte Schwerewellenpakete betrachtet. Bei solchen Wellenpaketen ist die
Wellenwirkungsdichte in dem physikalischen und dem spektralen Raum lokalisiert.®?
Folglich ist bei hier untersuchten Testféllen das Euler WKB-Modell ineffizient, da dieses
Modell die Wellenwirkungsdichte iiber den kompletten dem Wellenpaket verfiigharen
Phasenraum integrieren muss. Da die Wellenwirkungsdichte in der Lagrange-Darstel-
lung auf den Strahlen in dem Phasenraum erhalten bleibt, muss das Strahlenmodell
dagegen die Strahlengleichungen nur iiber eine diskrete Anzahl von Wellenteilchen in-
tegrieren, welche das Wellenpaket repréasentieren. Folglich ist Strahlenmodell viel effizi-
enter. Andererseits verwendet das Euler WKB-Modell ein robustes numerisches Schema
(Finite-Volumen-Verfahren mit der Aufwind-Methode zweiter Ordnung, MUSCL) und
braucht nicht den Wellenimpulsfluss zu glitten. Zusitzlich war die Ubereinstimmung
zwischen dem Euler WKB-Modell und den Validierungsmodellen 6fter besser als die
Ubereinstimmung zwischen dem Strahlenmodell und den Validierungsmodellen. Au-
Berdem, wenn ein anfinglich breites Schwerewellenspektrum betrachtet wird, kann das
Euler WKB-Modell effizienter sein.’® Trotzdem wird das Euler WKB-Modell fiir ein
realistisches Experiment, in dem die Ausbreitung eines 3D Schwerewellenpaketes in
dem variierenden Hintergrund untersucht wird, wobei der Hintergrund nicht nur ver-
tikal sondern auch horizontal variabel ist, eine sechsdimensionale (6D) Domine zur
Intergration der 6D Wellenwirkungsdichte erfordern. Das Strahlenmodell wird dage-
gen nur eine 3D Doméne zur Berechnung des Wellenfeedbackes auf den Hintergrund

und zur Definition des Hintergrundes verwenden. Aus diesem Grund empfehle ich zur

557 B. wird ein GauBisches Wellenpaket in dem spektralen Raum durch eine Delta-Funktion dargestellt.

56Die Euler WKB-Modelle sind zur Beschreibung von ozeanischen Oberflichenwellen schon seit
Langeren im Einsatz [Dietrich et al., 2011; Roland et al., 2009, 2012]. In diesen Modellen wird
die Wellenwirkungsdichtegleichung in dem vierdimensionalen (4D) Ort-Wellenzahl oder in 4D Ort-
Frequenz-Richtung Phasenraum numerisch integriert. Sicherlich kann dann auch ein 2D Schwere-
wellenproblem mit Euler WKB-Modell gelost werden.
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Beschreibung der 2D und 3D Schwerewellen das Strahlenmodell. Zusétzlich kann das
Strahlenmodell viel leichter an ein anderes Modell zur Parametrisierung von Schwere-
wellen gekoppelt werden als das Euler WKB-Modell.

5.2 Ausblick

Eine Erweiterung von dieser Arbeit kann in viele unterschiedliche Richtungen gehen.
Die zukiinftigen Arbeiten mit den vorhandenen WKB-Modelle kénnten sich mit den
folgenden Aufgaben beschéftigen:

e Schwerewellenspektrum:
In dieser Arbeit wurden nur monochromatische Schwerewellenpakete untersucht.
Als néchster Schritt wire es interessant mit den vorhandenen WKB-Modellen
ein Schwerewellenspektrum zu untersuchen. Dabei kann man untersuchen, wie
gut die WKB-Modelle die Wechselwirkung zwischen den kleinskaligen Schwere-
wellenpaketen und dem durch sie induzierten Wind beschreiben kénnen und ob
die schwach nichtlineare Dynamik die Wechselwirkung zwischen den kleinskaligen
Wellenpaketen ausreichend reproduzieren kann oder ob eine zusétzliche Beschrei-

bung von Welle-Welle-Wechselwirkungen nétig ist.

o Grofiskalige Schwerewellen:
In dieser Arbeit wurde die schwach nichtlineare Wechselwirkung zwischen dem
Schwerewellenpaket und dem stationdren grofiskaligen Auftriebsfeld untersucht.
Als néchstes wire es interessant die Wechselwirkung zwischen dem kleinskaligen
(parametrisierten) und dem grofiskaligen (aufgelosten) Schwerewellen zu studie-

ren.57

e Verbesserung des Strahlenmodells:
Das in dieser Arbeit vorgestellte Strahlenmodell verwendet zur Anndhrung der

Phasenraumfléche, welche durch das Wellenpaket eingenommen wird, kleine Recht

ecke und deren zeitliche Variation, welche durch die Bestimmung einer Seite ver-
folgt wird. Somit wird auf diese Weise nur die Dehnungsdeformation der kleine
Rechtecke betrachtet. In zukiinftigen Arbeiten wére es interessant zu untersuchen,
ob eine effiziente Methode existiert, welche zur Beschreibung der Drehung und
der Scherdeformation der Rechtecke angewandt werden kann und ob auf diese

Weise eine bessere Approximation der Phasenraumfliche erreicht werden kann.

e Die kleinskalige Oszillationen:
Bei der Untersuchung der Schwerewellenausbreitung in dem variablen Hinter-

grund wurden im Rahmen der Boussinesq-Approximation kleinskalige Oszillatio-

*TEine #hnliche Studie wurde schon von Medvedev & Klaassen [2000] durchgefiihrt.
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nen in dem welleninduzierten Wind beobachtet. Es wire interessant zu untersu-
chen, welchen Effekt diese kleinskaligen Strukturen auf die Turbulenz ausiiben.
Zuséatzlich wurde gezeigt, dass in der Atmosphére mit variabler Dichte keine
kleinskaligen Oszillationen in dem welleninduzierten Wind bei der Wechselwir-
kung von Schwerewellen mit dem grofiskaligen horizontalen Hintergrundwind er-
zeugt werden. In zukiinftigen Arbeiten wire es notig zu priifen, worauf diese
Abwesenheit zuriickzufiihren ist und ob bei der Wechselwirkung mit dem grof3-
skaligen Hintergrundauftriebsfeld in der Atmosphére mit variabler Dichte kleine

Oszillationen in dem welleninduzierten Wind vorhanden sind.

2D und 3D Erweiterung:

In dieser Arbeit wurden nur Schwerewellenpakete mit hohenabhéingigen Wellen-
amplituden untersucht. Da die hier entwickelt WKB-Theorie zur Beschreibung der
Wechselwirkung zwischen den Schwerewellen und dem welleninduzierten Wind
leicht in hohere Dimensionen erweiterbar ist, kann man auch die WKB-Modelle
zur Untersuchung von 3D Schwerewellenpaketen in dem variierenden Hintergrund,
welcher auch in alle drei rdumliche Richtungen variabel ist, weiter entwickeln.
Wiéhrend das erweiterte Euler WKB-Modell dabei 6D wird und mit den jetzigen
Rechnerressourcen nicht mehr tragbar wird, kann das erweiterte Strahlenmodell
ohne Probleme auch zur Untersuchung von 3D Schwerewellen eingesetzt werden
[Hertzog et al., 2002; Broutman & Eckermann, 2012]. Damit kénnte man dann
auch die horizontale Ausbreitung von Schwerewellen studieren. Die meisten ak-
tuellen Parametrisierungsschemen fiir die Schwerewellen vernachlissigen die hori-
zontale Ausbreitung von Schwerewellen und die horizontale Variation des Hinter-
grundes, obwohl die neusten Studien zeigen, dass diese Effekte wichtig sind [Song
& Chun, 2008; Hasha et al., 2008; Senf & Achatz, 2011]. In zukiinftigen Arbeiten
konnte versucht werden, das 3D Strahlenmodell als Parametrisierungsschema in

ein Klima- oder Wettermodell einzubauen.

Turbulenzschema:

Die Wellenamplitude des aufwirts propagierenden Schwerewellenpaketes in der
Atmosphére mit variabler Dichte wéchst wegen der Dichteabnahme. Wenn die
Wellenamplitude zu grofl wird und das Kriterium fiir statische Instabilitéit erfiillt
wird, brechen die Schwerewellen. Zurzeit kénnen die WKB-Modelle die Brechung
der Wellen nicht beschreiben. In zukiinftigen Arbeiten ist es wichtig, ein Sche-
ma zur Beschreibung der Instabilitit und der von ihr erzeugten Turbulenz in die
Nichtboussinesq WKB-Modelle einzubauen. Dabei muss man zuerst abwégen,
welche von den zurzeit vorhandenen Schemen [Lindzen, 1981; Marks & Ecker-
mann, 1995 man verwenden will. Zusétzlich werden nichthydrostatische Schwe-

rewellen mit grofler Wellenamplitude durch die Wechselwirkung mit dem wellen-
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induzierten Wind modulationsinstabil, somit ist ein Parametrisierungsschema zur
Beschreibung der Modulationsinstabilitidt [wie z. B. von Scinocca & Sutherland,

2010] notwendig.

In dieser Arbeit wurde durch den Einbau des Wellenfeedbackes auf den grofiskaligen
horizontalen Wind ein wichtiger Schritt zur Erweiterung der WKB-Modelle gemacht.
Aber wie man sieht, stellt diese Arbeit nur die Spitze des Eisbergs dar und es muss noch
viel Arbeit in die WKB-Modelle investiert werden, bis sie alle wichtigen physikalischen
Prozesse beschreiben kénnen (z.B. Erweiterung in die hohere Dimensionen zum Losen
von 2D und 3D Problemen und Einbau eines Turbulenzschemas) und als mogliche

Parametrisierung zur Beschreibung der Schwerewellendynamik einsetzbar sind.
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A.1 Die Energiegleichung in der Boussinesq-Approximation

Im Folgenden wird die Energiegleichung (2.54) aus (2.52) hergeleitet. Der Realteil der
Gleichung (2.52) liefert

1| ., (06, U . [ Owg  dpo b5 dby ., Ol
— 5 — Rl e —— Al
2%{“0<0T 8Zw0>+w0<8T+8Z T Nvar TPz (A1)
19 (. o b L1 g0 L sed00) | Lo U
107 (‘“0‘2 HIEF T | g tigg iy p taMiielgz =0
Mit die Definition der Wellenenergie (2.55) kann Gleichung (A.1) weiterhin umgeformt
werden zu (9E L fa ) U
, _,_/

E'nergiefluss Scherungsterm

Der Energiefluss beschreibt den konservativen Transport von Energie, wihrend der
Scherungsterm die Quelle/Senke der Energie aufgrund der Scherung des Hintergrund-
windes représentiert. Dies kann man durch eine weitere Umformung dieser beiden Terme
leicht zeigen.

Zuerst wird die intrinsische Gruppengeschwindigkeit ¢,. mit Hilfe der Dispersionsre-

lation (2.46) definiert>®
R oW 3m
¢ = om = T NE (A.3)

Die intrinsische Gruppengeschwindigkeit ¢4, die Polarisationsbeziehungen (2.47) und

die Energiedefinition (2.55) konnen jetzt dazu benutzt werden, den Energiefluss

0 ... 0 @3m |bo|? o .
_%{az(po 0)} "oz <_N2k2 2N2> = 97 %F) (A4)
und den Scherungsterm
1 ou o*m b2\ OU .  EOU
it} 57 <_—N2/<:—2N2> FER L (A.5)

5®Bei der Herleitung der Energiegleichung wird der positive Zweig der Dispersionsrelation &4 betrach-
tet. Eine analoge Rechnung gilt natiirlich auch fiir den negativen Zweig.
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weiter umzuformen. Das Einsetzen von (A.4) und (A.5) in (A.2) und die Riicktransformation
von (A.2) in schnelle Koordinaten z = Z/e und t = T'/e liefert die Energiegleichung der
Schwerewellen®”

OE 0 EoU

—(cg-E) = —cgok——.
+ (CQ ) Cg & Oz

2t T 9, (A.6)

A.2 Skalierung und Entdimensionalisierung

Im Folgenden werden die Hintergrundfelder und Schwerewellen skaliert und ein Ska-
lenparameter € definiert. Der Skalenparameter € und die entdimensionalisierten Felder
werden zur Herleitung der schallfreien Gleichungen (2.71) aus den Eulergleichungen
(2.65) verwendet.

A.2.1 Skalierung von Feldern

Es wird die Schwerewellenausbreitung in der isothermen Atmosphére mit der konstan-
ten Temperatur 7' = Tp betrachtet. In der isothermen Atmosphire ist die Referenzat-

mosphiére wie gefolgt definiert

p(z) = poe Mo, (A7)
m(2) = WoeiHie, (A.B)
0(2) = Ope ™, (A.9)

wobei 7, 7, 6 die Dichte, der Exner-Druck und die potentielle Temperatur der Refe-
renzétmosphére, pg, m, 0y konstante Dichte, konstanter Exner-Druck und konstante

potentielle Temperatur z. B. am Boden,

T
Hy = 220 (A.10)
g
die potentielle Skalenhthe der Referenzatmosphére und
RT,
H,=—" (A.11)
g

die Skalenhohe der Referenzatmosphire sind. Da die thermodynamischen Eigenschaf-
ten der Referenzatmosphire durch die Zustandsgleichung (2.64) miteinander verkniipft

sind, kann die Dichte der Referenzatmosphire auch geschrieben werden als

%9 Aus der Definition der intrinsischen Frequenz (2.46) folgt, dass fiir die Schwerewellen die intrinsische
und absolute vertikale Gruppengeschwindigkeit gleich sind: ¢y = ¢g-.
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Zur Entdimensionalisierung der Eulergleichungen (2.65) werden der Exner-Druck und

die potentielle Temperatur wie gefolgt skaliert

7 =Hy7, (A.13)
0 =00, (A.14)

wobei hier die Skalen der Referenzatmosphére verwendet werden

My =1, (A.15)
Op =T . (A.16)

Die Schwerewellen breiten sich in der isothermen Atmosphére aus und variieren dabei
horizontal auf der Skala der Lénge Ly = 1/K und vertikal auf der Skala Hy = 1/M,
wobei K die typische horizontale Wellenléinge und M die typische vertikale Wellenléinge
von Schwerewellen sind. Im Weiterem werden nur nichthydrostatische Schwerewellen,%
deren horizontale und vertikale Wellenléingen gleich sind (K = M), betrachtet. Daraus

folgt, dass die Schwerewellen die gleiche horizontale und vertikale Skala besitzen
Ly = Hy . (A.17)
Die rédumlichen Koordinaten werden dann definiert als

=Ly, (A.18)
z=Lwi. (A.19)

Zusitzlich variieren die Schwerewellen auf einer zeitlichen Skala Ty = 1/Qy, welche
durch die Frequenzskala der Wellen Qy bestimmt wird. Da die Frequenzskala Qyy
und die Wellenlédngenskala K ndherungsweise durch die Boussinesq-Dispersionsrelation
(2.23) verkniipft sind, gilt

Qw =N . (A.20)

Somit gilt fiir die zeitliche Skala der Schwerewellen

Ty = — A21
W= (A.21)

und die zeitliche Koordinate kann definiert werden als

t=Twt . (A.22)

0 Achatz et al. [2010] zeigten in ihrer Arbeit, dass mit diesen Skalen hergeleitete schallfreien Gleichun-
gen auch fiir hydrostatische Schwerewellen gelten. Es muss nur darauf geachtet werden, dass der
zur Losung der schallfreien Gleichungen verwendete Ansatz spater richtig skaliert wird.
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Mit den Léngenskalen (A.17) und Zeitskala (A.21) gilt fiir die Geschwindigkeitsskalen
von Schwerewellen

Uw = Wy = LyN . (A.23)

Diese Geschwindigkeitsskalen von Schwerewellen kénnen zur Entdimensionalisierung

von Geschwindigkeitsfeldern verwendet werden

u=Uwa , (A.24)
w = Wy . (A.25)

Als Nichstes miissen noch der Exner-Druck und die potentielle Temperatur von
Schwerewellen skaliert werden. Es werden folgende Wellenfeldereigenschaften vorausge-

setzt:

e Die Wellenléingenskala Lyy ist viel kleiner als die Skalenhthe der potentiellen
Temperatur Hy. Dies ermoglicht zusammen mit (A.10) die Definition eines kleinen

Skalierungsparameters
c_ Lw _ glw
Hg CpTO

Mit der Definition der Brunt-Viisild Frequenz (2.18) und (A.10) wird die iso-

therme Brunt-Vaisilid Frequenz definiert werden als

g g
N=,/—-—= . A.27
Vit = 7 (A.27)

Somit kann e auch geschrieben werden als

<<1. (A.26)

2
e = LW (A.28)
g

e Die obere Grenze fiir die Amplitude des Schwerewellenauftriebsfeldes ist durch
die Bedingung fiir statische Stabilidt gegeben, sodass die Skalierung des Wellen-

auftriebsfeldes b’ definiert werden kann als

v = Byb , (A.29)
mit
N2
By = - = N2Ly =eg . (A.30)

e Es wird vorausgesetzt, dass auch in der Atmosphére mit variabler Dichte die
Boussinesq-Polarisationsbeziehungen (2.34) niherungsweise gelten. Diese Polari-
sationsbeziehungen zusammen mit der Definition des Wellenauftriebsfeldes (2.17),

der Definition des Exner-Druckes (2.63) liefert die folgende Skalierung fiir den
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Exner-Druck und die potentielle Temperatur der Schwerewellen

' =Twy7, (A.31)

0 = Ol , (A.32)
mit

Iy = €2, (A.33)

Obwohl hier zur Skalierung der Schwerewellen nur die Boussinesq-Theorie angewandt
wird, erlauben schwache Variationen des Exner-Druckes Iy = O(¢?) die Anwendung
der schallfreien Approximation zur Untersuchung von Schwerewellen in der Atmosphére
mit variabler Dichte.

Zuallerletzt muss noch die hohen- und zeitabhéngige grofikalige Stromung, welche mit
den Schwerewellen wechselwirkt, skaliert werden. Es wird dabei angenommen, dass die
grofiskalige Stromung auf der gleichen vertikalen Skala wie auch die Referenzatmosphére
variiert. Somit ergibt sich mit (A.26)

HH:Hg:L—W , (A.35)

€

wobei Hp hier die vertikale Skala der grofiskaligen Stromung bezeichnet. Zusétzlich
wird vorausgesetzt, dass die Zeitskala der Stromung Ts kleiner ist als die Zeitskala der

Schwerewellen und ist definiert als

Ty =—. (A.36)
Daraus ergibt sich die folgende Geschwindigkeitsskala der Stromung

Wy =Uw . (A.37)

Zusétzlich wird angenommen, dass der grofiskalige horizontale Wind die gleiche Ge-

schwindigkeitsskala wie der grofiskalige vertikale Wind besitzt
Uy =Wy =Uw (A.38)

und die potentielle Temperatur und der Exner-Druck des grofiskaligen Hintergrundes

die gleiche Skala wie die Schwerewellen besitzen

Il = Iy (A.39)
Oy =Ow . (A.40)
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A.2.2 Entdimensionalisierung der Eulergleichungen

Im Folgendem werden mithilfe der Skalenanalyse aus A.2.1 die schallfreien Gleichungen
aus den Eulergleichungen (2.65) hergeleitet. Dafiir werden die Felder wie folgt entdi-

mensionalisiert

r — Lwyz,

Z—)HW,EZLW,E

~ VA
t— Twt = —
PN

u — Uwﬂ:LwNﬂ
w — Wwﬁi = Uwﬁi

9—>T09

T 7.

Hier bezeichnet f die entdimensionalisierte GroSe f.

Die Impulsgleichungen

Als erstes wird die horizontale Impulsgleichung (2.65a) mit den Skalen aus A.2.1 entdi-
mensionalisiert. Fiir die materielle Ableitung des horizontalen Geschwindigkeitsfeldes

ergibt sich
Du Uy Du U}, Du

- = = . A4l

Dt Tw Dt Lw Dt ( )
Die horizontale Ableitung des Exner-Druckes liefert
o @ TO -0

g~ = P p-_ A.42

Por T Lw 0i (4.42)

Zusammengefasst mit der e-Definition (A.26) liefert dies die entdimensionalisierte ho-

rizontale Impulsgleichung
oDt L é(?fr
€— —
Dt 0z

Analog zur horizontalen Impulsgleichung wird die vertikale Impulsgleichung (2.65b)

=0 (A.43)

entdimensionalisiert. Die entdimensionalisierte materielle Ableitung des vertikalen Ge-

schwindigkeitsfeldes lautet

Dw Uw Dw Uj Dw

— = = = = . (A.44)
Dt Tw Dt Lw Dt
Mit der vertikalen Ableitung des Exner-Druckes
or @ TO o7
p— = P Yp-" A.45
o T L 0z (A.45)
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und der e-Definition (A.26) lautet die entdimensionalisierte vertikale Impulsgleichung

dann
o4 h——€e=0 (A.46)
Entropie-, Exner-Druck- und Zustandsgleichungen

Die Entdimensionalisierung der Etropiegleichung (2.65c¢) ist sehr einfach durchgefiihrt

DY T, Dé_o
Dt Tw Dt

DO

= =0. AT
i (A.47)

Genauso leicht folgt fiir die Exner-Druck-Gleichung (2.65d)

Dr K <6u (9w> Uw D7 K ~<UW(911 UW(?ZD> 0
ﬂ- JE— —_— —_— =

Dt 1ok \oz B2 S IwDi 1-r \Lywoi Ly 02
Dw K ou ow
il il—=+=—]=0. A48
— Dt+1—n”<a@+az> (A.48)

Zur spéteren Verwendung wird noch die Dichte und die Zustandsgleichung (A.12) endi-
mesnionalisiert. Die Dichte kann skaliert werden als p = pgp. Dies eingesetzt in (A.12)

liefert die Formeln fiir die entdimensionalisierte Dichte

1—k

<
d

(A.49)

ey}
I
™

A.3 Die WKB-Entwicklung der schallfreien Gleichungen

In Folgenden wird die ausfiihrliche e-Entwicklung der schallfreien Gleichungen (2.65)
mit dem allgemeinen Ansatz (2.74) dargestellt. Bei der Entwicklung werden nur die
fithrende Ordnung, welche zur Berechnung der Dispersionsrelation und der Polarisa-
tionsbeziehungen verwendet wird, und die néchstfiihrende Ordnung, welche zur Be-
stimmung der zeitlichen Entwicklung der Wellenamplitude noétig ist, betrachtet. Hier
werden die entdimensionalisierten Welleneigenschaften bezeichnet als & = @, k = Fk,

m = m.

A.3.1 Die Exner-Druck-Gleichung

Als Vorbereitung zur e-Entwicklung wird die Exner-Druck-Gleichung (2.71d) zuerst

umgeformt

T R T W R v

or _om  _O7 K <6u (9w> _0. (A.50)
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Das Einsetzen des Ansatzes (2.74) in (A.50) liefert fiir die Zeitableitung der Dichte

o7 < I s . ) I )
6—7; = Zeﬁ'la—TO + %Z e (—iw)IT] + EJH(?—Tl et (A.51)
j=2 j=2
fiir die Advektionsterme
-om S NPT ol i
e = D IUT+RY AU | R EikITiet (A.52)
v j=0 j=0 1=2
el S W S Jd it
b= = S IWE+RY Wt | x (A.53)
j=0 j=0
dIf | <~ 041910 (o e O e
e——|—Ze+—+§RZ eimlIly + 2L ) ete
dz s 0z —~ 0z
und fiir den Geschwindigkeitsdivergenzterm
_(0u  Ow 0 "= — i i
™ %—F% = HO—FZEHO—F%ZEHl c | X (A.54)
j=2 j=2

%Z likU! T4 Zelﬂ% + ?RZ <elimW1l + elﬂ%) ezf] .
=0 =0 =0

Hier wurde Definition (2.40), welche den Zusammenhang zwischen den Wellenvariablen
(der Wellenléinge m und der Wellenfrequenz w) und der héhen- und zeitabhingigen

Wellenphase © beschreibt, verwendet. Zur Erinnerung: die Phase ® ist definiert als

O = ki +0(Z,T) . (A.55)

Die fiihrende Ordnung O (1)

Die fithrende Ordnung der Exner-Druck-Gleichung hat nur einen Wellenanteil und lie-
fert die aus der Boussinesq-Theorie bekannte Bedingung, dass in der fithrenden Ordnung

das Geschwindigkeitsfeld der Wellen divergenzfrei ist

ikUY +imWY =0 . (A.56)

Die nachsthéhere Ordnung O (e)
Die néchsthohere Ordnung der Exner-Druck-Gleichung liefert

At Ko odWY
II
Z 1Rz

<W(§) + %{W{)ei%}) (A.57)
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0 .
{(ikU} +imW} + aavgl ) e’%} =0.

Das Sortieren nach e-Anteilen liefert den e-Anteil der Gleichung (A.57)

odI kAW

Wo gz t Moy =0

und den €'« -Anteil der Gleichung (A.57)

-k WOOIY  OWD

ikUp +imWi = —

gy oz oz
1 J 01 K

HO
A.3.2 Die Entropiegleichung
Die e-Entwicklung der umgeformten Entropiegleichung (2.71c¢)

00,
o “or Yoz

liefert fiir die Zeitableitung der potentiellen Temperatur

00 = .., 00 > (. L 007 e
- Jj+1Z270 J(_s J gAY ) e
5 g o +R Eﬁ (e (—iw)f] + € 6T> e

ﬁ%: ierg—i-?Rierf i %Zezk&lee

=0 =0

0 = : = o\ do?
02— [ty 4 S atwiet | 9%
0z = = dz

[ee]
7=0 7=0

Die fiihrende Ordnung O (¢)

Die fiihrende Ordnung der Etropiegleichung lautet

69
R{—iwhl e} + UIR{ik0}e' e } + R{U el e IR{ik0) e T } + OdZ
o d
+ R{WPe'e }d + WOR{ImOL e } + R{IWPel S IR{imble' } =0 .

. N 0 0
+ ZEJW({—{—%ZGJVVYGZ% [Z l+180+§}kz<ezm91+el“gzl

)i

(A.58)

(A.59)

(A.60)

(A.61)

(A.62)

(A.63)

(A.64)

129



Anhang

Die Welle-Welle-Terme der Gleichung verschwinden, weil das Wellengeschwindigkeits-
feld in fithrender Ordnung divergenzfrei ist (sieche Gleichung (A.56)).
Der e%-Anteil der Gleichung (A.64) liefert eine wichtige Aussage iiber die grofiskalige

Stromung: In der fithrenden Ordnung existiert kein grofiskaliger Vertikalwind
wd=o0. (A.65)
Somit lautet der e’ -Anteil der Gleichung (A.64)

569

i) + WY=L - = (A.66)

Hier wurde die Definition der intrinsischen Frequenz (2.44) verwendet. (A.66) kann
weiterhin mithilfe der Definition des Wellenauftriebes (2.17)

0
B; 70 (A.67)
0
und der Definition der Brunt-Vaiisild Frequenz (2.18)
1 d6
2 0
=——— A.68
Az (4.68)
in die aus der Boussinesq-Theorie bekannte Form umgeformt werden
—i0B] + NGW? =0 . (A.69)
Die nichsthéhere Ordnung O (€?)
Die néchsthohere Ordnung der Entropiegleichung ergibt
7 +§R{—2w91e 4R aT (UO +R{UVEE }) R{iko2ei < ) (A.70)

+ (U§ + R{ULET}) R{ikOLeE } + R{WPe! }@021 + R{ime’ 6}”%{2921 _}>

+ (WO1 + %{Wllei%}) R{imoLei )} + (WO L R{W }) 2—928 ~0.

Mit den Ergebnissen aus der Exner-Druck-Gleichung (A.56), (A.59) und der Definition

der intrinsischen Frequenz (2.44) kann diese Gleichung wie gefolgt umgeformt werden

aalw%{— R a_e%l_ + (kUy + mWy ) R{i61 <} A.71)
T iwbie'« 5T € ¢ o +mW, ifie'e (A.
1 0 o1 2
_§R HOI maZ |:W1 :|e € %{916 6}
0
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+R{WO T} (890 +%{891 —}> (WO +R{Wiei }) o5 _

0z 0z

Weiteres Sortieren nach e-Odnungen liefert den e®-Anteil der Gleichung, welcher das

grofiskalige Auftriebsfeld 6} beschreibt,

oT Vdz = 2.0=r97
H0

90 | yadlo _ 1 1 3[01_

und den ei%—Anteil, welcher die Wellenvariationen beschreibt

0B}

R (W{)H}*)}

1
— (ikU§ + imW3)B} — —+ =0
0

(A.72)

(A.73)

wobei hier die Gleichungen (A.67), (A.68) verwendet wurden. An dieser Stelle ist es

wichtig zu erwihnen, dass Gleichung (A.71) auch einen Anteil enthélt, welcher propor-

tional zu ei% ist. Der ei%—Anteil liefert die Information iiber die hohere Harmonische
[Achatz et al., 2010]. Da in dieser Arbeit keine Wechselwirkung mit den héheren Harmo-

nischen betrachtet wird, wird der ¢’ -Anteil in Gleichung (A.71) und in allen weiteren

Gleichungen vernachléssigt.

A.3.3 Die Vertikale Geschwindigkeitsgleichung

Das Einsetzen des Ansatzes (2.74) in die vertikale Impulsgleichung (2.71b)

€ —~+6 Ub—— + W—=

o OW ow ow 537?
ot 0z 0z

0z

liefert fiir die zeitliche Ableitung der vertikalen Geschwindigkeit

ot or

7=0

fiir die Advektionsterme

62ua—w = Z ]+2U]—|—§RZE]+2UJ i %Zezsz

D
s = § 6]+2WJ+§R§ W | x
z
7=0 7=0

= 1 OW = OWH\ e
I+1 0 L ! I+1 1 .
ZEOE 57 —|—§RZEO <esz1—|—e 6Z> ]

——€=0

ow oW oW/
2 +39W0 +2 +3 W1
€ E € + R E (ej (—iw)W] 4 & a7

(A.74)

(A.75)

(A.76)

(A.77)
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und fiir die vertikale Ableitung des Exner-Druckes

- 011 0 LN g o i it
05 = 90+§::eﬂeo+a%zeﬂel < | x (A.78)
dHo = 141 01T L 1 O i2
—|—Z 97 +§RZ ezmH + € Y e .

Die fiihrenden Ordnungen O (¢) und O (€?)

Die fithrende Ordnung O (e) der vertikalen Impulsgleichung besagt, dass die Referenz-
atmosphére im hydrostatischen Gleichgewicht ist

g 1

ﬁ — _9_8 . (A-79)

Die fithrende Ordnung der vertikalen Impulsgleichung, welche einen Wellenanteil enthélt,

ist die O (62)—Ordnung
R {—iww{)ei%} (UO +R{UVE }) R{EWOei?) (A.80)
1 i— dHO
+ R{We! }?R{zm } + O9R{imIT e } + (90 + R{bre }) =0

Die Welle-Welle-Terme konnen wieder mit Gleichung (A.56) eliminiert werden. So be-
schreibt der e’-Anteil der Gleichung

o

%oz

0. (A.81)

Daraus folgt mit (A.79), dass das grofiskalige Auftriebsfeld in der fithrenden Ordnung

nicht existiert

0, =0. (A.82)

Der zur ¢’ proportionale Anteil der Gleichung liefert zusammen mit (A.67) und (2.44),
die schon aus der Boussinesq-Theorie bekannte Beziehung zwischen den Wellenampli-
tuden

- A 0 1 - 0172

iwW; — Bj +imbyll] =0 . (A.83)

Mit diesen Ergebnissen folgt aus der Gleichung (A.72), dass der grofiskalige vertikale

Wind auch in der néchstfithrenden Ordnung verschwindet

Wy =0. (A.84)
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Die nichsthéhere Ordnung O (%)

Die néchsthohere Ordnung der vertikalen Impulsgleichung lautet

8;4;& R { <0£? - ¢WW11> ez‘f} (04 ye{U{Jei%}) R {ikwie | (A.85)
+ (U +R(UIey) R {ikw et } 4 (WO + Rl ) ® {imwe? |
+(W8+%{W i }) [aWO {( an>€§}]

o113 onr? oIt} orn i
R0l E 0 fimitse } 63+ m{o3e }] g _

Nachdem die Welle-Welle-Terme mit (A.56) und die Terme, welche mit WQ (A.65),
W4 (A.84) und 6} (A.82) multipliziert sind, eliminiert werden, kann diese Gleichung
weiterhin mit (2.44), (A.59), (A.79) und (A.67) umgeformt werden

ano - A 1 0t
§R{< e —ZUJW1> }+§R{kuOW } (A.86)
10 01 8 0.2 0.i® oWy it
- R Hol,:aZ[ Wl] afe{wlee}+%{wlee}§re{ 7
0
o113 3 o3
+ 69 [a—Z—i—?R{( mlly + 8Z> H—F?R{Glee}%{zmﬂ } %{Blee}—O.

Diese Gleichung liefert die Gleichung fiir die grofskaligen Felder (e°-Anteil)

goa_Hg 2 1 o [

B2 __ -
OaZ 0 leaZ

01*7N 1 ) N
0 " \W{]P] — 5%{zmnf®% } (A.87)
211,

und die Gleichung fiir die Wellenamplituden (ei%—Anteil)

oWy O 8_1'[%

—iQWi — B} + im0l = — o7 — 5,

— kU WY . (A.88)

A.3.4 Die horizontale Geschwindigkeitsgleichung

Zuletzt wird noch die horizontale Impulsgleichung (2.71a) der e-Entwicklung unterzo-

gen. Der Ansatz (2.74) eingesetzt in die horizontale Impulsgleichung (2.71a)

62% + € (a@ - w@> + a2 _ , (A.89)
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liefert fiir die zeitliche Ableitung des horizontalen Windes

Z J+38UO —HRZ <e]+2 —iw)UJ +6]+3aag}> el (A.90)

fiir die Advektionsterme

62’&% = Ze]+2U] + %ZGJHUJ H %Ze zk:Ule c (A.91)
J=0 J=0 =0
62’(7)@ = iej"'QWj + %i Wil | x (A.92)
o7 - 0 1 :
5=0 j=0

— 110U} > UL\ e
1+19Y% LmU! + d+1971
ZEO Y + ZEO <e imU; + 57 ) ]

und fiir die horizontale Ableitung des Exner-Druckes

008 = |+ Do 0+ R e | R din et (4.93)

Die fiihrende Ordnung O (¢?)

Die fithrende Ordnung der horizontalen Impulsgleichung liefert mit (2.44) die schon aus

der Boussinesq-Theorie bekannte Polarisationsbeziehung
—i@U?Y + kO =0 . (A.94)

Die nichsthohere Ordnung O (€)

Die néchsthohere Ordnung der horizontalen Impulsgleichung lautet mit (A.65), (A.82),
(A.84)

%—(;8 —a’e{z‘wUfei%} +a%{38(;0 @} [Uo —i—?R{Ule }] %{kule } (A.95)
[UO —i—?R{Ule €H %{ZkU& 6}+§R{W10 <} [%lg) —i—?R{szle E } —i—?R{%—(geifH

+ R{Wie }?R {zm Dete } + 09N {zkzﬂle c } + R{h1e' }Re {zkﬂle € } =0.

Nach der Eliminierung der Welle-Welle-Terme mit (A.56) und durch das Einsetzen von
(A.59) erhdhlt man die Gleichung fiir die Wellenamplituden (ei%—Anteil der Gleichung)

ouy . ouy
—8—:,}—ku01% wp—2

—iQUT + kOIS = 157

(A.96)
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A.3 Die WKB-Entwicklung der schallfreien Gleichungen
und die Gleichung fiir den grofiskaligen horizontalen Wind

o 2H1 §R{U1 57 [Wl ]} 2%{Wl oy S R {ik6} TIT}

(A.97)

1 0 015 0k | B
= _F%{az {H D Wlo]}— 5%{%:9} I} .

Weiterhin gilt mit der Definition der Dichte p) (A.49) und der Definition der Brunt-
Viiséld Frequenz Ny (A.68)
oy 1 9
aT 200007 97
1 0 . N, 0 . 1oy a1
— é}&{aZ[OU? Wl]} Oére{az [u? Wl]}—iére{zke% I} .

(A.99)

[p00UY Wﬂ} — lw{z‘ke}*nf} (A.98)

Unter Ausnutzung der Polarisationsbeziehung (2.77), welche sich aus den fithrenden
Ordnungen (A.56), (A.66), (A.83) und (A.94) herleiten lassen, kann man zeigen, dass
die letzten zwei Terme in Gleichung (A.98) identisch sind. Somit lautet die Gleichung

fiir den grofiskaligen horizontalen Wind

ouy { 0
L= R
or 20y 0Z

[ng?*WIO]} . (A.100)
A.3.5 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die Wellenamplituden in der fithrenden Ordnung werden mit dem folgenden Gleichungs-

system beschrieben®!

—iQUY 4 ikO13 = 0, (A.101a)
ioWP — B} 4+ im8JI2 = 0 , (A.101b)
—iOB] + NGWP =0, (A.101c)

ikUY +imWP =0 . (A.101d)

5IDie Gleichungen (A.56), (A.69), (A.83), (A.94) wurden zusammengefasst.
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Fiir die Wellenamplituden in der néchsthoheren Ordnung gilt dagegen das folgende

Gleichungssystem5?

- ~A77l -1.00773 aU{] : 1770 OaUg

. . owy o3
—ioW{ — B} +im0JIl} = — 8T1 — kU3 WY — 983—21 : (A.102b)

a2 27771 L
—iwB] + NgWi = ~ a7 ikUyB; (A.102¢)
kU +imW| = ————=5 (Il © W | . (A.102d)
HST 07z

Die Referenzatmospére und die grofiskalige Felder werden mit folgenden Gleichungen

beschrieben®?
dIt) 1
o _ > Al
dz 09’ (A 1030)
wi=o0, (A.103b)
0 =0, (A.103c)
Wy =0, (A.103d)
8U8 R e
o _ T qpl 2 * Al
o = 2t { A (A-103)
OI13 1 0 [ o= 1., .
g B =y [T W] - gR (mmelr) . (aosn
0

A.4 Vergleich zwischen der linearen und schwach nichtlinearen
Dynamik in der Boussinesq-Fliissigkeit

Im Folgenden wird die lineare und schwach nichtlineare Dynamik im Rahmen der
Boussinesqg-Approximation untersucht.

In Abschnitt 4.1.1 wurde im dem ersten Testfall - Testfall mit der homogenen At-
mosphére - die Wechselwirkung zwischen dem Schwerewellenpaket und dem wellenidu-
zierten Wind betrachtet. Um die lineare und schwach nichtlineare Ausbreitung eines
Wellenpaketes zu untersuchen, wird ein Wellenpaket mit kleiner und grofler Wellenam-

plitude simuliert: Das gleiche Wellenpaket wird mit der entdimensionalisierten Wellen-

%Die Gleichungen (A.59), (A.73), (A.88), (A.96) wurden zusammengefasst, wobei bei der Gleichung
(A.73) die Eigenschaft des grofiskaligen Auftriebfeldes (A.82) und die Eigenschaft des groBskaligen
Vertikalwindes (A.84) ausgenutzt wurden.

5 Hier wurden die Gleichungen (A.79), (A.65), (A.82), (A.84), (A.100), (A.87) zusammengefasst.
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amplitude ag = 0.1 und ag = 0.8 initialisiert. In Tabelle 4.1 sind die weiteren physika-
lischen Eigenschaften des Wellenpaketes zusammengefasst. Das Wellenpaket wird hier
ohne den anfiinglichen welleninduzierten Wind (U(z,t = 0) = 0) betrachtet.

Zur Simulation der linearen Dynamik wurde das wellenauflosende schwach nichtli-
neare Modell ohne den Impulstransfer von Wellen verwendet.%* Dieses Modell wird hier
als lineares Modell bezeichnet. Um die schwach nichtlineare Ausbreitung des Wellenpa-
ketes besser verstehen zu kénnen, wurde die schwach nichtlineare Dynamik nicht nur
mit dem wellenauflésenden schwach nichtlinearen Modell sondern auch mit dem Strah-
lenmodell simuliert. Zur Simulation wurden die gleichen Modellparameter, welche in
Tabelle 4.2 zusammengefasst sind, verwendet. Dabei verwendete das lineare Modell die
gleichen Modellparameter wie das schwach nichtlineare wellenauflésende Modell.

In Abbildung A.la ist die Wellenenergie £ des Wellenpaketes mit Wellenamplitude
a = 0.1 als Funktion von Zeit und Hohe dargestellt. Aus der Wellenenergie folgt, dass
die schwach nichtlineare Ausbreitung des Wellenpaketes mit kleinen Wellenamplituden
mit der linearen Dynamik beschrieben werden kann. Die Erklérung fiir dieses Verhalten
liefert Abbildung A.2a. Weil die Wellenamplitude der Schwerewellen klein ist, wird
durch Schwerewellen ein sehr schwacher Wind induziert. Dieser welleninduzierte Wind
ist nicht in der Lage das Verhalten von dem Wellenpaket stark zu beeinflussen. Somit
bleibt die Wellenldnge der Wellen fast konstant und das Wellenpaket breitet sich linear
aus. Dieses Ergebnis bestétigt die von Sutherland [2006] gemachte Aussage, dass die
Wechselwirkung eines Wellenpaketes mit kleiner Amplitude mit dem welleninduzierten
Wind durch die lineare Dynamik beschrieben werden kann.

Abbildung A.1b zeigt die Wellenenergie des Wellenpaketes mit der Wellenamplitude
ag = 0.8 simuliert mit dem linearen Modell, dem wellenauflosenden schwach nichtli-
nearen Modell und dem Strahlenmodell. Im Gegensatz zum Wellenpaket mit kleiner
Amplitude wird das Wellenpaket mit grofler Amplitude durch die Wechselwirkung mit
dem welleninduzierten Wind stark modifiziert. Dieses Verhalten kann mit Hilfe der
WKB-Theorie erklirt werden und ist in Abbildung A.2b veranschaulicht.

Aus Gleichung (2.95b) folgt, dass der starke welleninduzierte Wind die Wellenlidnge
der Wellen modifiziert. So wird 7 an der oberen Flanke des Wellenpaketes positiv und
an der unteren Flanke negativ. Dies verursacht die Verdnderung der Wellenldnge der
Wellen: Die Wellenldnge an der unteren Flanke des Wellenpaketes wird kleiner und
die Wellenlédnge an der oberen Flanke grofler. Im Gegenzug dafiir wird die Gruppenge-
schwindigkeit so modifiziert, dass die untere Flanke des Wellenpaketes abgebremst und
die obere Flanke des Wellenpaketes beschleunigt wird: Das Wellenpaket wird breiter.

Aus Abbildung A.1b folgt, dass die Wechselwirkung zwischen dem Schwerewellen-

paket mit grofler Wellenamplitude und dem welleninduzierten Wind im Gegensatz zur

54Um die lineare Dynamik zu simulieren wird in dem schwach nichtlinearen Modell Gleichung (3.23d),
welche den welleninduzierten Wind berechnet, ausgeschaltet.
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E, lineares Modell E, schwach nichtlineares Modell E, Strahlenmodell
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Abbildung A.1: Die Wellenenergie des Wellenpaketes mit kleiner Wellenamplitude ag = 0.1 (a)
und grofier Wellenamplitude ag = 0.8 (b) simuliert mit dem linearen Modell,
dem wellenauflésenden schwach nichtlinearen Modell und dem Strahlenmodell.

Wechselwirkung zwischen dem Schwerewellenpaket mit kleiner Wellenamplitude und
dem welleninduzierten Wind nicht mehr mit der linearen Dynamik sondern nur durch

die schwach nichtlineare Dynamik beschrieben werden kann.
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Abbildung A.2: Eine Momentaufnahme zum Integrationszeitpunkt ¢ = 200 min von dem Wel-
lenpaket mit kleiner Wellenamplitude ap = 0.1 (a) und groBer Wellenampli-
tude agp = 0.8 (b) zeigt die Wellenteilchenverteilung (die Grofle der Kreise
sind proportional zur N (z,m,t)/mazx(N(z,m,t = 0))) aus dem Strahlenmo-
dell (links) und den welleninduzierten Wind aus dem schwach nichtlinearen
wellenauflgsenden Modell (rot) und dem Strahlenmodell (blau) (rechts).

A.5 Statische Stabilitdt eines Schwerewellenpaketes im

variablen Hintergrund

Die Stromung in der Boussinesq-Fliissigkeit (beschrieben durch das Gleichungssystem
(2.19)) ist statisch stabil, wenn der lokale vertikale Gradient des Auftriebsfeldes iiberall
kleiner als die mittlere quadratische Brunt-Viisilid Frequenz N? ist. Bezogen auf die
Wechselwirkung mit dem Schwerewellenpaket ist die Stromung iiberall stabil, wenn die
Amplitude des Wellenauftriebsfeldes

b= — (A.104)

die Bedingung erfiillt |a| < 1. Im Folgenden wird beschrieben, unter welchen Bedin-
gungen ein anfinglich statisch stabiles Wellenpaket mit entdimensionalisierter Wellen-
amplitude |a| < 1 durch die Wechselwirkung mit dem grofiskaligen Auftriebsfeld B(z)
statisch instabil werden kann.

Dazu sei angenommen, dass ein Wellenpaket, welches eine vertikale Wellenzahl my
und eine entdimensionalisierte Amplitude ag zum Zeitpunkt tg besitzt und anfinglich
um zy zentriert ist, durch die Atmosphére mit hohenabhéngiger Schichtung - mit der

Brunt-Viisild Frequenz N(zp) = Ny im Zentrum des Wellenpaketes - propagiert. Aus
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dem Kriterium fiir statische Instabilitit wiirde man erwarten, dass das System sta-
tisch instabil wird, wenn das Wellenpaket durch den Bereich propagiert, in dem der
Hintergrund am wenigsten stabil ist, und somit statische Instabilitdt nur moglich ist,
wenn die Bedingung |ag| > min(N?/NZ) erfiillt ist. Wie sich zeigen wird, ist aber genau
das Gegenteil der Fall. Wellenzahl und -amplitude &ndern sich im Laufe der Ausbrei-
tung des Wellenpaketes. Mit Hilfe der WKB-Theorie wird im Folgenden gezeigt, dass
das System nur dann statisch instabil wird, wenn das Wellenpaket durch den Bereich

propagiert, in dem der Hintergrund am stabilsten ist (N > Np).

Um das Problem zu vereinfachen, wird nur die lineare Ausbreitung der Wellen in
einer Atmosphére ohne Hintergrundwind betrachtet. Damit kann man aus Gleichung
(2.95¢) ableiten, dass die Wellenfrequenz w als eine Erhaltungsgréfie mit der Gruppen-
geschwindigkeit transportiert wird. Aus der Dispersionsrelation (2.93) folgt dann die
Hohenabhéngigkeit der vertikalen Wellenzahl m

N2(ZC)
N§

m?(z.) = (k> +m3) — k> . (A.105)

Hier repriisentiert z.(t) die Position des Wellenpaketzentrums zum beliebigen Zeitpunkt

t.

Die zeitliche Entwicklung der Wellenwirkung im Zentrum des Wellenpaketes A, =
A(z.) folgt aus Gleichung (2.106)

. dz, At Az, Tz,

A, dA A de,-
dA,  dA.dz dAc __, de (A.106)

Gleichung (A.106) impliziert, dass cg, A, konstant ist. Dieses Ergebnis wird durch den
verschwindenden Hintergrundwind und eine Hintergrundschichtung, die nur héhenab-

h#ngig ist, bedingt, was eine zeitunabhingige Wellenfrequenz w zur Folge hat.

Mit den Gleichungen (2.105), (A.104), (2.95a) und (A.106) erhélt man schliefllich eine
Beziehung zwischen der anfinglichen Wellenamplitude ap und der Wellenamplitude im

Zentrum des Wellenpaketes zum spéteren Zeitpunkt a(z.)

ool = (")) oo (4.107)

mo

| |2 NQ(ZC) k?Q 11 kﬁQ % (A 108)
= |a — - —| . .
0 NO2 mg 2

Aus dieser Beziehung folgt, dass ein anfangs stabiles Wellenpaket (|ag| < 1) nur dann

statisch instabil (Ja(z.)| > 1) werden kann, wenn die folgende Bedingung erfiillt wird

N(2) _ Jaol ™ + (k/mo)”
N02 1 + (k/m0)2

(A.109)
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Somit tritt Instabilitdt nur dann auf, wenn N(z) grofier als Ny wird.
Falls die Variation der Schichtung durch ein grofiskaliges Auftriebsfeld mit der entdi-
mensionalisierten Amplitude apqe verursacht wird, dann ist max(N?) = NZ(1+ |apaek|)-

Somit ist die statische Instabilitéit nur moglich, wenn

lag| ™ — 1

Tt G (A.110)

|apack| >
Wendet man (A.110) z. B. auf den Fall des hydrostatischen Wellenpakets in einer Atmo-
sphére mit variierender Schichtung aus Abschnitt 4.1.1 an, so muss fiir das grofiskalige
Auftriebsfeld mit der Amplitude |apger| — 1 die Schwerewellenamplitude |ag| > 0.76
sein, damit das Wellenpaket statisch instabil wird (|apgcr| > 1).
In dem allgemeinen Fall wird in einem System, in welchem die gegenseitige Wechsel-
wirkung zwischen den Wellen und den welleninduzierten Hintergrundwind zugelassen
ist, die Wechselwirkung zwischen dem statisch stabilen hydrodynamischen Wellenpaket

und statisch stabiler Schichtung wahrscheinlich nie zur statischen Instabilitét fithren.
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