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1 Einleitung

1.1 Neurophysiologische Motivation

Unsere Sinnesorgane und Sinnesrezeptoren, die iiber den gesamten Korper verteilt sind,
empfangen die physikalischen Reize unserer Umwelt und iibersetzen diese in Nervensigna-
le. Dabei bilden die Nervenzellen (Neurone) den elementaren Baustein des Gehirns. Die
Kernfrage der Hirnforschung ist hierbei, wie die zahlreichen psychologischen Phénomene
der Wahrnehmung durch biophysikalische Vorgénge im Gehirn hervorgebracht werden.

Um dies zu erforschen, wird typischerweise einem Tier ein Sinnesreiz prasentiert und die
Reaktion ausgewdhlter Neurone gemessen. Uber die Dendriten empfingt das Neuron die
Eingangssignale. Durch die Fortpflanzung von Spannungsverdnderungen entlang der elek-
trisch geladenen Zellmembran werden die Signale innerhalb eines Neurons weitergeleitet.
Der zentrale Zellkorper fasst diese zu einem Gesamtzustand zusammen und gibt diese tiber
den Axonhiigel weiter. Wird dort ein bestimmter Schwellenwert tiberstiegen, 16st die Zell-
membran eine Folge von Aktionspotentialen (Spikes) aus. Diese wandern am Axon entlang,
welches iiber Synapsen mit den dendritischen Fasern anderer Neurone verbunden ist (fiir
eine detaillierte Beschreibung siehe z.B. [Braitenberg u. Schiiz (1991); Kandel u. a. (1996)].
Mit jeder Wiederholung des Stimulus fallt die Anzahl und die zeitliche Abfolge der Spikes
verschieden aus.

Die physikalischen Eigenschaften der Spikes unterscheiden sich nicht, unabhéngig davon
ob z.B. ein visueller Reiz oder ein Klang diese ausgelost haben.

Ob ein visueller Reiz oder ein Klang fiir den Spike verantwortlich war, wird anhand der neu-
ronalen Bahn codiert, die vom Sinnesrezeptor tiber moglicherweise mehrere Zwischenstufen
bis zu dem Neuron fithrt. Auf Grundlage der vier Stimuluseigenschaften Rate, Synchroni-
zitdt, Oszillation und Phase kann ein Neuron aber noch mehr unterscheiden:

Rate 1958 fanden David Hubel und Thorsten Wiesel an der Havard Medical School
heraus, dass bestimmte Neuronen des visuellen Cortex besonders gut auf Lichtbalken ei-
ner bestimmten Orientierung ansprechen. Dazu wurde die Anzahl Spikes (Rate) einzelner
Cortexneuronen auf bestimmte Test-Reize (Stimuli) gemessen. Vermutet wurde, dass die
wesentliche Information in der Rate steckt. Zudem wurde entdeckt, dass Neurone, die auf
dhnliche Orientierungen ansprechen, auch im Cortex raumlich nahe beieinander liegen [Hu-

bel u. Wiesel (1962)].

Die Informationsverarbeitung in unserem Gehirn ist jedoch unzureichend beschrieben, so-
lange man nur mit Hilfe eines einzelnen Neurons codiert. Neurone kénnen nicht beliebig
schnell aufeinanderfolgende Spikes hervorbringen, wodurch zum einen schnell verdndernde
Reize nicht zuverlassig tibertragen werden konnen und zum anderen nur eine beschrankte
Feuerrate zur Verfiigung steht, mit der Anderungen der Reize nicht sicher unterschieden
werden konnen [Bethge u. Pawelzik (2002)].
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1.1 Neurophysiologische Motivation 2

Typischerweise besitzt ein Neuron tausend bis zehntausend synaptische Eingénge [Lark-
man (1991)]), womit es die Aktivitaten einer ganzen Population vorgeschalteter Neuronen
empfingt. Doch wie lasst sich diese starke Vernetzungsstruktur fiir eine schnelle und ge-
naue Codierung benutzen?

Ein erster Ansatz geht auf Barlow (1972) zurtick, der durch Einzelzellbetrachtungen zeigen
konnte, dass der Seheindruck im visuellen Cortex schrittweise entsteht. Die Neuronen zu
Beginn entschliisseln nur elementare Grundformen und geben diese Informationen weiter.
In der spéteren Verarbeitung antworten die Neuronen dann auf immer komplexere Formen
und am Ende des visuellen Pfades steht der Gesamteindruck. So konnte die Existenz von
Neuronen nachgewiesen werden, die nur auf komplexe Formen, wie z.B Gesichter reagieren
[Perrett u.a. (1982)].

Wiirde der Informationsprozess unseres Gehirns nach diesem Schema ablaufen, wére jedoch
eine untiberschaubare Anzahl an Neuronen notwendig, es miissten immer neue Zellen fiir
unbekannte Objekte entstehen und wenn die zustandige Zelle absterben wiirde, wiirden wir
das Objekt vergessen [Engel u. a. (1992); Singer (1993)]. Deshalb wurde vorgeschlagen, dass
die gemeinsame Aktivitat von verschiedenen Nervenzellverbédnden zum Darstellen komple-
xer Objekte genutzt werden kénnte [Gerstein u. Aertsen (1989)]. Auf diese Weise konnte
das Problem einer begrenzten Anzahl an Neuronen gelost werden, da sich die Neuronen
dynamisch zu Verbdnden zusammenfiigen kénnen; jedes Neuron kann zu verschiedenen
Zeitpunkten an unterschiedlichen Verbéanden teilhaben [Singer (1993)].

Das Bindungsproblem und Synchronizitit Fiir eine derartige Informationsverar-
beitung wird ein Mechanismus benétigt, mit dem sich gemeinsam-aktive Neuronen iden-
tifizieren lassen, was unter das sogenannte Bindungsproblem fallt [Gray u.a. (1992)]. Ein
dazu wesentlicher Mechanismus wird in der neuronalen Synchronizitat vermutet [Singer
(1993)]. Darunter versteht man, dass die elektrische Aktivitat verschiedener Neurone bzw.
Neuronenverbande, die mehr oder weniger weit auseinanderliegen kénnen, in hohem Ma-
Be korreliert sind. In den spéten 1980er Jahre konnte Synchronizitét im visuellen Cortex
von andsthesierten Katzen und Affen, denen bewegte Balken oder Gitter gezeigt wurden,
nachgewiesen werden [Eckhorn u.a. (1988), Gray u. Singer (1989)]. Ferner konnte Syn-
chronizitit auch im visuellen Cortex von wachen Katzen und Affen nachgewiesen werden
[Frien u.a. (1994), Taylor u.a. (2005)]. Schliellich wurde Synchronizitat auch im visuellen
Cortex des Menschen aufgefunden [Adjamian u. a. (2004), Wyart u. Tallon-Baudry (2008)].

Oszillation Neben der Synchronizitat der Spikeaktivitat spielt ein weiteres Phanomen
ein wichtige Rolle beim Formieren der Zellareale: Das synchrone Feuern mehrerer Neu-
rone geht mit koordinierten rhythmischen Entladungen (Oszillationen) einher [Gray u.
Singer (1989), Hoogenboom u. a. (2006)]. Gray u. Singer (1989) zeigten, dass sich die Akti-
onspotentiale im visuellen Cortex dem oszillatorischem Rhythmus anpassen, wodurch die
Neuronen, die am selben Rhythmus teilhaben, ihre Entladungen mit einer hohen Genauig-
keit synchronisieren. Insbesondere spielen Oszillationen im Beta- und Gamma-Band (20-80
Hz) eine bedeutende Rolle beim Einrichten genauer Synchronisation der Neuronenaktivi-
tit. Gamma-Band Synchronizitit korrespondiert zu Zykluslangen von 25 ms bis zu 12 ms.
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1.2 Mathematische Problemstellung 3

Die Gamma-synchronisierten Spikes treten etwa in einem halben Zyklus auf und befinden
sich daher innerhalb etwa 12 ms bis zu 6 ms [Fries (2009)].

Phase Zusatzlich zu den Oszillationen weisen die synchronisierten Neuronen kleine Ver-
schiebungen bis zu mehreren Millisekunden auf [Buzsaki u. Chrobak (1995); Konig. u. a.
(1995); Roelfsema u.a. (1997); Schneider u. Nikoli¢ (2006)]. Zu Beginn wurde vermutet,
dass diese Verschiebungen nur das ungenaue Festsetzen der Feueraktivitat an den Oszilla-
tionszyklus widerspiegele [Buzsaki u. Chrobak (1995); Roelfsema u. a. (1997)]. Im visuellen
Kortex von anésthesierten Katzen konnte gezeigt werden, dass die zeitlichen Feuermuster
stimulusspezifisch sind und als Phasenparameter interpretiert werden kénnen [Schneider
u.a. (2006); Fries u.a. (2007); Havenith u.a. (2011)]. Die zeitlichen Feuermuster passen
sich dabei systematisch an die Stimuluseigenschaften an und erlauben somit eine Schluss-
folgerung auf den vorherrschenden Stimulus [Havenith u.a. (2011)].

Offen bleibt bisher jedoch die Frage, welchen Beitrag die Phase, die zeitliche Abfolge von
Spikes, zur Informationsverarbeitung liefert. In welcher Beziehung steht dabei der Infor-
mationsgehalt der Feuerrate mit dem der zeitlichen Phase? Diese Zusammenhénge werden
in dem folgenden mathematischen Modell analysiert:

1.2 Mathematische Problemstellung

Die vier erforschten Phinomene (Rate, Phase, Synchronizitdt und Oszillation) sind in
dem folgenden stochastischen Spiketrain-Modell enthalten. Das ELO-Modell (,exponenti-
al locking to a free oscillator*)[Schneider (2008)] zeigt hohe Ahnlichkeiten zu empirischen
Spiketrains und kann Einzelspiketrains und Interaktionen zwischen Prozessen abbilden.
AuBlerdem kann es auf Spiketrains anderer Hirnregionen verallgemeinert werden [Bingmer
u.a. (2011), Schiemann u.a. (2012)].

In Abbildung 1 ist das ELO-Modell fiir zwei Neurone und ein Stimulus dargestellt. Das
ELO-Modell ist in zwei Prozessstufen unterteilt: Im Hintergrund steht ein globaler Oszil-
lationsprozess B, der unabhédngige und normal-verteilte Intervallabschnitte mit Parameter
(i, o) hervorbringt (Oszillation), vgl. erste Zeile Abbildung 1.

B=.. .,B_Q,B_l,Bo,Bl,Bg, ceey (Bz - Bi—l) NN(M, 0'2) Vi € Z.

An den Intervallgrenzen starten unabhéngige, inhomogene Poisson-Prozesse (Synchronizi-
tat) mit exponentiell abnehmender Feuerrate

A
pla) = —exp(—z/7).
Jedes Neuron besitzt dabei eine stimulusspezifische Rate A und Zeitkonstante (Phase) 7.

Von nun an wird die Zeitkonstante 7 im ELO-Modell als Phase bezeichnet. Mit Phase
wird die zeitliche Verschiebung der Neurone gegeneinander beschrieben. Die Zeitkonstante
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Abbildung 1: Das ELO-Modell fiir zwei Neurone. Im Hintergrund steht ein globaler Os-
zillationsprozess, der unabhéngige und normal-verteilte Intervallabschnitte
mit Parameter (u, o) hervorbringt (blau). An den Intervallgrenzen starten
unabhéngige, inhomogene Poisson-Prozesse mit exponentiell abnehmender
Feuerrate p(z) = 2 exp(—x/7) (griin). Neuron 1 (2) besitzt fir den vorherr-
schenden Stimulus die Feuerrate \; (A\2) und die Phase 71 (72).

T steht dabei in direktem Zusammenhang zur Phase. Dazu betrachten wir die Zeitpunkte
der Spikes beziiglich eines Oszillationszyklus: Sei ndmlich fiir Neuron ¢
1 N .
X; = N ,E:IXYZ" wobei N; ~ Pois(\;), X; ~ Exp(r;),
7 j=
der mittlere Abstand vom Intervallbeginn der NN; aufgetretenen Spikes. Die zeitliche Ver-
schiebung (Phase) zweier Neuronen ¢ und j ist

E[X; — X;] = E[X;] - E[X;] = 7 — 7;

und steht somit in direktem Zusammenhang zu der Zeitkonstante 7. In dieser Arbeit wird
deshalb einfachheitshalber die Phase synonym zur Zeitkonstante 7 verwendet.

Damit sich die Poisson-Prozesse benachbarter Intervalle grofitenteils nicht iberlagern, wird
angenommen, dass im Vergleich zur mittleren Intervalllinge u die Phase 7 klein ist (z.B.
7 < 0.5u). Dies deckt sich mit empirischen Ergebnissen [Havenith u.a. (2011)]. Deshalb
werden die Auswirkungen moglicher Uberlagerungen vernachlissigt.

In der folgenden Arbeit wird ein einzelner Oszillationszyklus betrachtet, da die Informa-
tionsverarbeitung innerhalb des Gehirns sehr schnell ablduft und damit von Interesse ist,
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1.2 Mathematische Problemstellung 5

welchen Beitrag bereits ein einzelner Oszillationszyklus liefern kann.

Vernachlissigt man, dass ein Uberlagern der Prozesse auftreten kann, ist dies jedoch keine
Einschrankung. Damit kann man zur Stimulusklassifizierung die Aktivitaten eines Neurons
als Uberlagerung unabhingiger Poisson-Prozesse zusammenfassen und die Fragestellung
nach dem Zusammenspiel von A und 7 bleibt dieselbe. Betrachtet man namlich z.B. zwei
Ostzillationszyklen entspricht dies im , Ein-Oszillations-Fall“ gerade dem Prozess mit dop-
pelter Rate und selber Phase.

Im Folgenden wird nun fiir ein Neuron ein einzelner Oszillationszyklus innerhalb des ELO-
Modells betrachtet. Untersucht wird dabei die Frage, wie die Stimuluserkennung innerhalb
eines Oszillationszyklus in Abhéngigkeit von Raten- und Phasenparametern optimiert wer-
den kann und welchen Beitrag die Phase zur Informationsverarbeitung liefern kann. Es wird
angenommen, dass jeder Stimulus mit derselben Wahrscheinlichkeit auftritt. Als Entschei-
dungsregel wird dabei die Bayessche Entscheidungsregel gewéhlt. Da alle Stimuli dieselbe
Auftrittswahrscheinlichkeit besitzen, entscheidet man sich also fiir den Stimulus, der fiir
den beobachteten Spiketrain die hochste Dichte besitzt.

In Abbildung 2 ist die Problemstellung im Falle von zwei Stimuli - Stimulus 1 besitzt eine
geringere Rate und Phase - illustriert.

Theoretische Feueraktivitat Realisierung

Stimulus 1

scne! Qund

v
s ‘\HH |

Abbildung 2: Entscheidungsaufgabe im Falle von 2 Stimuli und ein Neuron in einem Oszil-
lationszyklus. Gegeben die stimulusspezifische Feueraktivitat gemafl A\; und
7;, soll nach einer beobachteten Spike-Folge entschieden werden, welcher Sti-
mulus diese hervorgebracht hat. Dabei wird der Stimulus gewdahlt, der eine
hohere Dichte fiir diese Realisierung besitzt.
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1.3  Aufbau der Arbeit 6

1.3 Aufbau der Arbeit

Hauptfrage dieser Arbeit ist, welchen Beitrag die Phase zum korrekten Detektieren der
Stimuli (vgl. Abbildung 2) liefern kann. Um dies bewerten zu kénnen, muss zuerst be-
stimmt werden, wie gut das Detektieren allein auf Basis der Rate funktioniert. Anhand
dieser Baseline kann nun der andere Extremfall verglichen werden, wenn allein die Phase
(alle Raten gleich) zum Detektieren genutzt wird. Die beiden Randfélle lassen sich dann
mit simultanem Unterscheiden mit Hilfe von Rate und Phase vergleichen und die optimalen
Kombinationen von Rate und Phase konnen analysiert werden.

Zu Beginn wird angegeben, wie sich die Detektionswahrscheinlichkeit, die Wahrschein-
lichkeit, dass man den korrekten Stimulus detektiert, fiir eine beliebige, gegebene Para-
meterwahl bestimmen lasst. Die Frage nach der optimalen Parameterwahl, die also die
Detektionswahrscheinlichkeit maximiert, wird fiir ein einzelnes Neuron und zunéchst zwei
Stimuli bearbeitet, und anschlieBend auf mehrere Stimuli iibertragen. Dabei werden ma-
thematisch sinnvolle Randbedingungen an Phase und Rate erarbeitet.

In Kapitel 2 wird zuerst untersucht, wie allein auf Basis von Rate () die Stimuluserkennung
optimiert werden kann. Dort wird ein Algorithmus entwickelt, mit dem die Berechnung der
optimalen Raten (alle Phasen gleich) fiir eine beliebige Anzahl Stimuli anndhernd in Echt-
zeit moglich ist. Weiterhin wird eine asymptotische Losung bewiesen, die bereits fiir kleine
A eine auerordentlich brauchbare Losung liefert.

Im zweiten Teil von Kapitel 2 wird analysiert, wie Stimuluserkennung allein auf Basis der
Phase (7) optimiert werden kann. In diesem Fall lasst sich fiir eine beliebige Anzahl Stimuli
eine analytische Losung der optimalen Parameterwahl beweisen.

In Kapitel 3 wird gleichzeitig auf Basis von Rate und Phase unterschieden. Dabei ist es
eine grofle Herausforderung, die Interaktion von Phase und Rate in Bezug auf die optimale
Parameterwahl zu verstehen. Hier lasst sich die optimale Parameterwahl nur noch nume-
risch bestimmen. Dabei wird die Bedeutung der Phase, selbst im Falle von zwei Stimuli,
herausgearbeitet und das genauere Detektieren durch das Zusammenspiel von Rate und
Phase ersichtlich.

Numerisch wird die optimale Parameterkombination fiir bis zu 7 Stimuli bestimmt. Fiir
eine groflere Anzahl Stimuli ist eine numerisch ,exakte* Berechnung aufgrund des hochdi-
mensionalen Problems nicht mehr zu realisieren.

Alle bisherigen Berechnungen hatten das Ziel, die Detektionswahrscheinlichkeit zu maxi-
mieren. In empirischen Untersuchungen wurden die Aktionspotentiale fiir &hnliche Stimuli
untersucht. Dabei wurden in verschiedenen Orientierungen gerichtete Balken gezeigt [FEck-
horn u.a. (1988), Gray u. Singer (1989)]. Die geschitzten Parameter lassen sich dann in
einem Kreisdiagramm (gemaf ihrer Orientierung), in sogenannten Tuning-Curves darstel-
len.
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1.3  Aufbau der Arbeit 7

Innerhalb des ELO-Modells spielt die Zuordnung der Parameter zu den Stimuli keine
Rolle. In der Realitit reagieren Neurone auf dhnliche Stimuli auch auf ,dhnliche Wei-
se“. Um diese Beziehung innerhalb des ELO-Modells zu beriicksichtigen, wird in Kapitel
4 eine Fehlerfunktion eingefithrt, die Fehlentscheidungen unterschiedlich stark gewichtet.
Dadurch wird der Rechenaufwand deutlich hoher, da nun nicht mehr fiir jeden Stimulus
nur die Wahrscheinlichkeit, sich fiir diesen korrekterweise zu entscheiden, bestimmt werden
muss, sondern jegliche Fehlentscheidung zu berechnen ist.

Dort lassen sich strukturell bereits Trends vorhersagen. Zum expliziten Bestimmen bietet
sich hier keine numerische Berechnung mehr an, weshalb stochastische Optimierung ange-
wandt wird. Diese wird zuerst an die bekannten Ergebnisse aus der globalen Maximierung
justiert. Anschliefend wird diese auf die Fehlerfunktion angewendet und der Einfluss von
verschiedenen Nachbarschaftsbeziehungen analysiert.
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2 Optimale Parameterwahl getrennt fiir beide Stufen

In dieser Arbeit wird fiir ein Neuron ein einzelner Oszillationszyklus innerhalb des ELO-
Modells betrachtet. Hierbei wird untersucht, welchen Beitrag die Phase zur Informations-
verarbeitung leisten kann.

Zu Beginn dieses Kapitel wird das mathematische Modell, das einen Oszillationszyklus
beschreibt, nidher erlautert.

Anschlieffend wird erarbeitet, auf welche Weise die Stimuli detektiert werden und wie sich
die Detektionswahrscheinlichkeit bestimmen lasst.

Mit diesem Maf3, lassen sich dann verschiedene Parameterwahlen untersuchen und der
Einfluss der Phase messen. Dazu wird zuerst die Detektion allein auf Basis der Rate (alle
Phasen gleich) optimiert. Als Gegenspieler wird die Detektion allein auf Basis der Phase
(alle Raten gleich) optimiert.

Mit diesen Ergebnissen lassen sich dann das Zusammenspiel von Rate und Phase bewerten
und die Bedeutung der Phase herausarbeiten.

2.1 Das Modell

Betrachtet wird eine endliche Familie Sy, .55, ..., S, von inhomogenen Poisson-Prozessen
mit Rate

pi(x) = ﬁexp(—x/Tj).
7j
Damit die einzelnen Prozesse wohldefiniert sind, ist A; > O und 7; > 0 fur j = 1,...,k
gefordert.
Jeder Prozess S; lasst sich durch ein zweistufiges Zufallsexperiment beschreiben. Dazu wird
folgender Satz verwendet, siche z.B [Cox u. Lewis (1966)]:

Satz 2.1 (Cox und Lewis, 1962). Bezeichne X1, Xo, ... die zufilligen Spike-Zeitpunkte
eines inhomogenen Poisson-Prozesses mit kontinuierlicher Erwartungsfunktion A(t), und
N; reprasentiere die Anzahl Spikes, die bis zum Zeitpunkt t erschienen sind. Bedingt auf die
Anzahl Spikes Ny, = n, sind die Zeitpunkte X;, Xo, ..., X,, beziiglich ihrer Ordnungsstatistik
aus einer Stichprobe mit Verteilungsfunktion F(t) = A(t)/A(to) firt € [0, to].

Mit diesem allgemeinen Resultat tiber die Verteilung von Auftritts-Zeitpunkten in einem
inhomogenen Poisson-Prozess erhalt man direkt:

Korollar 2.1. Jeder Prozess S; entsteht durch folgendes zweistufige Zufallsexperiment:

e In der ersten Stufe wird eine natirliche Zahl N gemdf§ einer Poissonverteilung mit
Parameter \; gezogen.

e In der zweiten Stufe werden gemdfs des Ausgangs N unabhdngige Zeitpunkte X;,
i=1,...,N, aus einer Exponentialverteilung mit Parameter 7; gezogen.

- Benjamin Straub -




2.1 Das Modell 9

Beweis. Fiir A(t) erhélt man

also X; ~ Exp(1). Weiterhin ist
Ni, ~ Pois(\) fir tg — oo.
]

Der Prozess S; modelliert die Spike-Folge eines Neurons als Antwort auf Stimulus j. Es
wird angenommen, dass jeder Stimulus mit gleicher Wahrscheinlichkeit erscheint. Der aus-
gewahlte Stimulus ist nicht beobachtbar, nur eine Realisierung des zugehorigen Punktpro-
zesses S;. Geméaf dieser Information soll nun entschieden werden, welcher Stimulus zum
Zuge gekommen ist.

Definition 2.1. Das Ereignis, dass Stimulus v vorliegt, wird notiert als
{S =i} = {,Stimulus i liegt vor“}.
Dass man sich fiir Stimulus i entscheidet, wird bezeichnet durch

{E =i} := {, Entscheidung fir Stimulus i “}.

In der Arbeit wird allein der Fall betrachtet, dass alle Stimuli dieselbe Auftrittswahrschein-
lichkeit besitzen. Fir & Stimuli gilt also

1@({5:@}):]1C Vi=1,.. . .k

Das grundlegende Ziel wahrend des Entscheidungsprozesses ist, die Detektionswahrschein-
lichkeit zu maximieren. Die Detektionswahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit, dass
falls Stimulus 7 die Spike-Folge hervorgebracht hat, man sich auch fiir Stimulus ¢ entschei-
det.

Definition 2.2. Fir k Stimuli ist die von der Entscheidungsregel R abhdngige Detekti-
onswahrscheinlichkeit definiert als

PB =t L R{E =} {5 = 1))
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Dies wirft folgende Fragen auf: Welche Entscheidungsregel R maximiert die Detektions-
wahrscheinlichkeit? Wie sind die freien Parameter A\; und 7;, j = 1,..., k, zu wahlen, damit
die Detektionswahrscheinlichkeit, die Wahrscheinlichkeit den korrekten Stimulus auszu-
wahlen, maximiert wird. Welche Beschréankungen werden benotigt, um die Frage sinnvoll
beantworten zu kénnen?

Diesen Fragen wird erst fiir den Fall £ = 2, zwei Stimuli, nachgegangen und anschlielend
wird die Fragestellung auf mehrere Stimuli iibertragen.

2.2 Berechnen der Detektionswahrscheinlichkeit

2.2.1 Zwei Stimuli

Es seien nun zwei Stimuli S7, S5 gegeben mit Ay, Ay, 71, 72 > 0. Wie in Abschnitt 2.1
beschrieben, bezeichne N die Anzahl und X, ..., X,, die Zeitpunkte der Spikes.
Sei

B = {(N:TL’Xl:xla"')Xn:xn)}

der Ausgang der Realisierung. Die gesamte Information tiber A und 7 steckt dabei in der
Anzahl Spikes und der Summe der Zeitpunkte > X;.

Bemerkung 2.1. Das Paar (N, X;) ist eine suffiziente Statistik fir die Parameter
(A, 7).

Wegen

. n _ .
Aj e N . H le—l’i/Tj — QS—M ie 7j
=1 T nlo T

P(B[{S=j})

“ ol

ist nach dem Faktorisierungssatz von Neyman und Fisher N suffizient fir A und (N, Y X;)
suffizient fir 7.

Die Bayessche Entscheidungsregel besagt (fiir einen Beweis siehe z.B [Camastra u. Vin-
ciarelli (2007)], Seite 95):

Satz 2.2 (Bayessche Entscheidungsregel). Die Detektionswahrscheinlichkeit p% wird
durch folgende Entscheidungsregel mazimiert:

Entscheide fir Sy, wenn P({S =1}|B) >P({S =2}|B),
entscheide fir Sy, wenn P({S =2}|B) > P({S =1}|B).

Anmerkung: Die Detektionswahrscheinlichkeit ist gerade die Gegenwahrscheinlichkeit der
in der Bayesschen Entscheidungsregel tiblichen Fehlerwahrscheinlichkeit.
Wendet man den Satz von Bayes doppelt an, erhélt man

PHS=1}[B) _PB|{S=1}) P{HS=1})

PH{S=2}|B) PBI{S=2}) P{S=2})
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Mit P({S = 1}) = P({S = 2}) = 1/2 ergibt dies
PAS=1}|B) _ B(BI{S=1})

PE{S=2}B) P(BI{S=2})

Es reicht also aus, allein die Dichten fiir die Realisierung B unter den beiden Stimuli zu
betrachten.

Man entscheidet sich demnach genau dann fiir Stimulus 1, falls der Ausgang B unter den
Parametern A\, 7y eine hohere Dichte besitzt als unter Ay, 7.

Lemma 2.1. Bei 2 Stimuli mit Ratenparametern Ay, Ao > 0 und Phasenparametern
71,72 > 0, entscheidet man sich gemdfl der Bayesschen Entscheidungsregel fir Stimulus 1,
falls gilt

A 1 1\ &
nlogl—ﬁ—i— (7_2 — 7'1> le > A — Ao
i=1

Ao Ty

Diese Ungleichung stellt die Entscheidungsregel da: Analog entscheidet man sich fiir Sti-
mulus 2, falls die linke Seite echt kleiner ist. Gilt Gleichheit, haben beide Stimuli dieselbe
Dichte fiir die Realisierung B und man kann sich geméfl der Bayesschen Entscheidungsregel
fiir einen beliebigen Stimulus entscheiden. Fiir 73 # 7 kommt Gleichheit mit Wahrschein-
lichkeit 0 vor, fiir 7y = 75 aber A\; # ) ist Gleichheit wegen der Ganzzahligkeit von n nicht
moglich und fiir 7, = 7 und A\ = Ay ist die Dichte tiberall identisch und die Stimuli lassen
sich nicht unterscheiden. In den interessanten Féllen ist fiir das Bestimmen der Detekti-
onswahrscheinlichkeit nur der Fall echt grofler” zu betrachten.

Beweis. Man entscheidet sich fiir Stimulus 1, falls

P{S =1} | B) saiz22 P(B {5 =1})
P({S =2}|B) P(B[{S=2})

!
> 1.
Eingesetzt liefert dies

A=A n 1 —xz;/7 n n
B(BI{S =1}) _ e I, fe/ <A> pen (2 en g 1

PB[{S=2}) e % [[, Le w/m

- A2 T1

i=1

Wendet man den natiirlichen Logarithmus auf diese Gleichung an, erhilt man den ge-
wiinschten Ausdruck. n

Definition 2.3. Fir k Stimuli ist die Detektionswahrscheinlichkeit definiert als

pp = ph,

wobei fiir R die Bayesschen Entscheidungsregel verwendet wird.
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Eine Parameterwahl, die fiir gewisse Beschriankungen an Rate und Phase die Detektions-
wahrscheinlichkeit maximiert, wird als optimal bezeichnet.

Korollar 2.2. Fiir 2 Stimuli mit Ay, Ay > 0 und 7,7 > 0 ldsst sich die Detektionswahr-
scheinlichkeit pp bestimmen tiber

_bitp
PbD 92 )
wobei
A 1 1\ &
pl::P<Nlong2+<—> Xi>MN— Ao {Szl})
AoTy T2 T/ i3

und analog fir ps.

In Abhéngigkeit von den verschiedenen Parameterkombinationen ergeben sich fiir p; die
folgenden Félle:

A1—A2—nlog A7)

00 AL ,—A n AT -
T2 T1
Aq T
A1 —A2—nlog $122
00 A1 ,—A n AoT -
n:()#!e 1.]P>1 i:lXZ'<—L_L 271 fur To > Tq,
1=
P A=Az fu = d A A
P, N>log/\1/)\2 ur 7 = 7o und A\; > Ag,
P, (N < 10;1/\_1)/\32) fur 1 = To und )\1 < )\27
% fir 71 = 7 und \; = s

Fir 7 = 7 und \; = Ay ist es irrelevant, fir welchen Stimulus man sich entscheidet. Der
Wert 1/2 bedeutet, dass man beide Stimuli mit Wahrscheinlichkeit 1/2 auswéhlt, beide
Stimuli also gleich behandelt. Jeder andere Wert ware zwar auch denkbar, aber diese Wahl
ist konsistenter zum Fall, in dem mehr als zwei Stimuli vorkommen.

2.2.2 Beliebige Anzahl Stimuli

Nun wird eine beliebige Anzahl Stimuli Sy, ..., S, betrachtet. Analog zum Fall £ = 2 wird
wieder die Bayessche Entscheidungsregel verwendet. Da fiir alle Stimuli gilt

1@({5:@}):]1C Witk

wird der Stimulus j ausgewéhlt, fiir den gilt:
P(B|{S=j})>P(B|{S=1i}) Vi=1,...,kmiti#j.
Aus Platzgriinden wird die Schreibweise
Pi(-) :==P(-[{S = 7j})

eingefiihrt.
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Satz 2.3. Bezeichne k € N die Zahl an Stimuli. Gegeben Ratenparameter A1, ..., A\ > 0
und Phasenparameter 1y, ...,7, > 0 st T; == {i € {1,.. ., k}\{j} | =75 AN # \;} und
Rj o= {’L € {1,,k}\{j}”fl :Tj/\)\i :)\]}

Die Detektionswahrscheinlichkeit ldsst sich bestimmen tber

1k
Pp = *Zpi,
ki:1

wobei
1 Ay Aj — A —nlog :\\J:T, 2 Aj = Ar = nlog ij?‘
_ —\.: Ty : T
Pj—@Zme 7oy | moae T _1 <ZXi<TIfl>1% L=
1 n=[1] T =1 e
fuir
duo? s [{\F < A} >0
o Nigga) J0I8 O <Xl >0,
0 sonst
und
. AL AL s 1405 < 0
u mln)\fj>/\l m fa S |{ ro > 1}| > U, ‘

o0 sonst.

)

Beweis. Geméfl der Bayessche Entscheidungsregel und Lemma 2.1 wird genau dann Sti-
mulus s ausgewahlt, falls gilt:

A57—7'
AT

nlog

+(1_1) T > A — Ay VT;AS.
1

Tr  Ts

Analog zum Zwei-Stimuli-Fall muss bei der Bestimmung der bedingten Wahrscheinlichkei-
ten wieder dieselbe Fallunterscheidung durchgefiihrt werden. Zur besseren Lesbarkeit wird
sich dabei auf p; beschriankt. Um p; zu bestimmen, muss unterschieden werden zwischen
solchen Stimuli mit Parameter 7, = 7y und solchen mit 7, # 1.
Falls fiir alle » # 1 gilt: 7. # 7, dann lésst sich p; schreiben als

n=0 """

A At = A, — nlog 1= n Al — A, — nlog 2
N 1 *A 1 r )\7.7'1 . 1 T Ar,~’7’1
R ML P(m( ror o <L X< i -
=1 Tr il

Tr T1

Dies entspricht den ersten beiden Féllen im Zwei-Stimuli-Fall. Existiert aber neben Sti-
mulus 1 ein weiterer Stimulus mit demselben 7, dann kann man diese nur aufgrund der
Spike-Anzahl N unterscheiden. Falls ein weitere Stimulus mit sowohl demselben 7, als auch
selbem A\ existiert, dann lasst sich dieser gar nicht von Stimulus 1 unterscheiden. In diesem
Fall wird einer aus den ,gleichen® Stimuli uniform gewahlt.
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Bezeichne T' C {2,...,k} die Menge der Stimuli, die dasselbe 7 besitzen wie Stimulus 1,
aber ein verschiedenes \. Ist Stimulus r in T, wird A, durch AT bezeichnet. Unter diesen
wird sich nur dann fiir Stimulus 1 entschieden, falls gilt

Ny > M= A l 4 N < i [
max = | = un min —= | = u.
PTarax \og A /AT P T \log A /AT

Die Summationsgrenzen von p; andern sich demnach zu

lu] y A — )\, — nlog 21 n A — A\, — nlog 2=
P o= Z—le’)‘l-ﬂ”l (max( ! L_igAm <Y X; < min ! i_Lg)‘m .
=1 Tr T1

n' Tr<T1 Tr>T1
n= ’—l] Tr T1

Bis zu diesem Schritt wurden noch nicht die Stimuli betrachtet, die dieselben Parameter 7
und A besitzen. Um das endgtiltige p; zu erhalten, muss dieses noch durch die Anzahl der
»gleichen® Stimuli geteilt werden.

]

Bemerkung 2.2. Existiert ein Stimulus mit \; = 0, gilt:

1 falls N =0,

0 sonst,

P{E = j}) = {

da

PN =0} {S=j}) >PUN=0}{S=4}) Vi=1,...,k mitij.

Bemerkung 2.3. Ewistiert in Satz 2.3 ein Stimulus mit \; = 0, muss | ersetzt werden
durch

T; ,
T max,r, (’\1_)”> falls |{/\1TJ < A} >0,

ZI
log A1 /.7
1 sonst,

und die Detektionswahrscheinlichkeit andert sich zu

1

k
=— (1
PD k—i—l( +;P>
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2.3 Unterscheidung nur auf Basis von A

In diesem Abschnitt wird angenommen, dass alle Stimuli dasselbe 7 besitzen. Eine Unter-
scheidung der Stimuli ist also nur auf Basis der ersten Stufe, der Spike-Anzahl moglich.
0.B.d.A kann angenommen werden, dass die Stimuli geordnet sind durch Ay > Ay > --- >
)\k.

Die Frage ist nun, wie die Parameter \;, j = 1,..., k, zu wahlen sind, damit sich die Stimu-
li bestmoglich unterscheiden lassen, die Detektionswahrscheinlichkeit also maximiert wird.
Um diese Frage sinnvoll zu beantworten, muss man eine zusétzliche Bedingung einfiihren:
Indem man A; immer grofer wahlt, ldsst sich die Detektionswahrscheinlichkeit offensicht-
lich beliebig nah an 1 bringen. Also muss man abhéngig von A; (fest) die restlichen \; < Aq,
1 =2,...,k so wahlen, dass die Detektionswahrscheinlichkeit maximiert wird.

Da nun alle Stimuli dieselbe Phase besitzen und der Rate nach geordnet sind, vereinfachen
sich die Entscheidungsschranken aus Satz 2.3:

Korollar 2.3. Firm =m1,...,7 und 0 < A\, < ey < -+ < Ay ldsst sich die Detekti-
onswahrscheinlichkeit schreiben als

1 k—1
Pp =+ (ka(O <SN<l1)+ > Pu(li<N <) +Py (N> l1)> 5

=2

)‘j — )\j—l

= N TN e 1,
7 log (Aj/Aj-1) fir g

Im ersten Teilabschnitt wird der Zusammenhang zwischen Entscheidungsschranken und
den Ratenparametern analysiert und dadurch ein Algorithmus entwickelt, mit dem sich fir
eine beliebige Anzahl Stimuli die optimalen Ratenparameter numerisch exakt berechnen
lassen.

Im zweiten Abschnitt wird iiber die Normalapproximation asymptotisch eine analytische
Losung erarbeitet.

2.3.1 Nullstimulus

Gegeben sind zwei Stimuli S7,.5; mit 0 < Ay < A\ < Ao und 7 = 7. Gesucht ist das :\2,
sodass

pp(A, A2) > pp(A1, Ae) Vg < Ay

Diese Frage lasst sich auf folgende Problemstellung reduzieren. Gegeben eine Pois()\;)-
verteilte Zufallsvariable N7, wie ist der Parameter A\, einer weiteren poissonverteilten Zu-
fallsvariable Ny zu wéhlen, damit sich diese bestmoglich unterscheiden lassen, siehe Abbil-
dung 3. Man erwartet, dass diese Parameter moglichst weit voneinander entfernt liegen,
das optimale Ay = 0 ist. Auf diese Weise lassen sich die Dichten am stérksten ,trennen‘.
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)\2=4 )\1:10
o
(\! _
= A=A,
—~~ =
c | log(A1/Az)
1
23
" ‘ ‘
SI‘ | Hh“\h
o \ I I T T
0 5 10 15 20
n

Abbildung 3: Entscheidungsschranke nur auf Basis von A fiir zwei Stimuli. In rot (blau) ist
die Dichte einer Poissonverteilung mit Parameter \; (\y) dargestellt, welche
die Spikes-Anzahl von Stimulus 1 (2) représentiert. Beobachtet man links von
der Entscheidungsschranke viele Spikes, entscheidet man sich fiir Stimulus 2,
rechts davon fiir Stimulus 1.

Lemma 2.2. Seimi =1 und 0 < Ay < \; < ¢, ¢c € R" fest. Dann wird die Detektions-
wahrscheinlichkeit maximiert durch

A2 = 0.

Beim Bestimmen der Detektionswahrscheinlichkeit haben wir gesehen, wie die optimalen
Entscheidungsschranken abhéangig von A; und Ay sind. Nun ist Ay aber nicht bekannt. Der
Trick hierbei ist, dass man den Weg riickwérts geht: Angenommen man kennt die optimale
Schranke, wie lautet dazu das optimale \y?

Beweis. Sei also [ € N die optimale Schranke. Bis einschlief$lich [ entscheidet man sich fiir
Stimulus 2, oberhalb von [ fiir Stimulus 1. Das dazu optimale Ay erhalt man, indem man

l i
Phde) =PO< Ny <) =3 Z2e

A
i=0 v
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nach \; maximiert. Dies nach Ay abgeleitet ergibt

8plz(>\2) =X : )\lﬁ_l )‘é
o, <Z<(i—1)! _¢!> _1>

20 fiir Ay =0, falls [ > 0.

Falls [ = 0 ist, bleibt offensichtlich Ay = 0 die optimale Wahl. Also ist unabhéngig von der
optimalen Schranke, wie erwartet, immer Ay = 0 die beste Wahl. ]

Damit ist der Zwei-Stimuli-Fall relativ uninteressant, da der zweite Stimulus determinis-
tisch 0 ist und deshalb nun als Nullstimulus bezeichnet wird. Dieser kann als der Zustand
gedeutet werden, in dem kein Reiz vorliegt.

Bemerkung 2.4. Im Folgenden wird der Nullstimulus nicht zu der Anzahl der Stimuli
mitgezdahlt und stets als vorhanden angenommen.

2.3.2 Zwei Stimuli

Gegeben sind zwei Stimuli S, 9 mit 0 < Ay < A; < Ay und 73 = 75. Gesucht ist das :\2,
sodass

(A1, A2,0) > pp(A1, Ae, 0) Vg < Ay

Berechnet man fiir festes \; die Detektionswahrscheinlichkeit fir As < A; und bestimmt
numerisch das Maximum, stellt sich heraus, dass \,, als eine Funktion von A; nicht kontinu-
ierlich wéchst, sondern eine Treppenfunktion ist. In Abbildung 4 ist dies fir \; = 2,...,10
umgesetzt. Dass sich dabei eine Treppenfunktion ergibt, ist auch nicht verwunderlich: Eine
poisson-verteilte Zufallsvariable nimmt nur ganzzahlige Werte an und solange die Entschei-
dungsschranke nicht einen neuen ganzzahligen Wert erreicht, handelt es sich eigentlich noch
um dieselbe Schranke.

Deshalb ist es naheliegend, wieder den Weg iiber die optimale Schranke einzuschlagen:
Kennt man die obere Schranke [, entscheidet man sich demzufolge fiir Stimulus 2, falls
hochstens [; Spikes auftreten, aber mindestens einer, und fiir Stimulus 1, falls mehr als [,
Spikes auftreten.

Lemma 2.3. Fir 2 Stimuli mit 71 = 75 und 0 < Ay < A1 < Amaxs Amax € RT fest. Dann

ist in Abhdngigkeit von der oberen Entscheidungsschranke l; € N das optimale Ay gegeben
durch

Ay = [0
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1.0

0.8

0.7

Detektionswhkt.

0.6

Abbildung 4: Das optimale Ay als Treppenfunktion von A;. Die schwarzen Kurven ent-
sprechen aufsteigend einem A\; von 2,2.5,3,...,10 und geben die Detektions-
wahrscheinlichkeit in Abhangigkeit von Ay an. Die griinen Punkte stellen die
optimale Wahl fiir A, dar.

Beweis. Unter Beachtung der Existenz des Nullstimulus erhdlt man das optimale Ay wieder
analog, indem man

P (M) =P(0 < Ny <) =3 e
i=0
nach \; maximiert. Nach A\, abgeleitet, ergibt sich fiir {; > 0

apél(AQ) — o f: Aé_l o &
02 (i —1)!

|
i=1 &

Y
= N
—e 2(1 lll)

L0 fiir Ay = 1,110,

Mit der Stirling-Formel erhalt man

()~ Lo
e
Ist [; = 0, fallen die obere und untere Schranke zusammen, und die genaue Wahl von A,
ist irrelevant. Um konsistent zum allgemeinerem Fall zu bleiben, wird dann \; = 0 gesetzt
und im Falle von Null Spikes wird Stimulus 2 oder der Nullstimulus mit derselben Wahr-
scheinlichkeit zufallig gewéhlt.
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Kennt man die optimale Schranke, ist Ao damit eindeutig bestimmt. Kennt man die Werte
fiir Ay, bei denen die optimale Schranke gerade um 1 nach oben springt, ist das optimale
Ao in den gesamten Intervallen bestimmt.

Lemma 2.4. Gegeben zwei Stimuli S1, S mit 7 = 175 und Ay < A1. Um herauszufinden,
fiir welches A\ das optimale Ay von Agyy = WY auf A1) = (L + DV OHD springt, st
das A1 gesucht, sodass gilt:

PA(ll)(O < N < ll) + ]P))\l(N = ll -+ 1) = ]P)A(l1+1)(0 < N < ll -+ 1)

Dabei steht Py fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der echte Parameter von N gerade
A betragt.

Beweis. Die Hohe der Schranke ist nur von A\; abhingig und monoton wachsend mit ;.
Mit hoherem A\; wird die Wahrscheinlichkeit immer geringer, dass Stimulus 1 genau /3 + 1
Spikes hervorbringt.

Die Sprungstellen sind gerade die Stellen, an den beiden Wahlen der oberen Schranken
optimal sind. Gesucht ist also

IP’,\(ll)(O <N < ll) —FP)\I(N > ll) = ]P))\(lﬁl)(o < N<Il+ 1) +]P))\1(N >+ 1),
umgeformt erhalt man das Behauptete. [

Fir jedes [; lasst sich diese Gleichung numerisch 16sen. Die Werte, bei denen das opti-
male Ay von 0 auf Ay auf Ay auf Ag) auf Ay auf A springt, sind ungefihr A\ =
1,3.07,5.02,7.01,9.03 (Vertikalen Linien in Abbildung 5). In Abbildung 5 ist die optimale

o o
o —
b 2 @
o
o =
~ 7N o |
5| S °
< € < |
e o ©
— —
D
- 007
o | | o |
© T T T T T T T © T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
)\1 )\l

(a) Optimales Ay (rot) als Stufenfunktion von (b) Maximale Detektionswkt. fiir die Optima-
Al- le Wahl von As.

Abbildung 5: Das optimale A\ und die maximale Detektionswahrscheinlichkeit in Abhén-
gigkeit von A1 fur 2 Stimuli.
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Wahl fiir A\ und die zugehérige maximale Detektionswahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit
von \; dargestellt, die man iiber

Py = ; (1 + Py, (0 <N <L)+ Py (N > ll))
erhalt. Beginnend bei 1/3 fiir A\; = 0, in diesem Fall lassen sich die Stimuli nicht unter-
scheiden, néhert sich die Detektionswahrscheinlichkeit monoton fiir grole A; der 1 an. In
Abbildung 6 sind die Werte von A\; dargestellt, bei denen die Schranke von [y nach l; + 1
springt. Wie bereits in Abbildung 5 zu erkennen war, sind die Abstinde zwischen zwei
Spriingen annéhernd gleich grofi.

S A =-1.24+2.06k
® 7 std err: 0.003
< g

\ T T T
5 10 15 20

Schranke k—>k+1

Abbildung 6: Die Werte von \p, fiir die die optimale Schranke um 1 nach oben springt,
dargestellt durch kleine Kreise. Durch diese Punkte ist eine lineare Regressi-
onsgerade gelegt, welche einen annahernd linearen Zusammenhang aufzeigt.

Satz 2.4. Bezeichne k den Wert von A\, fir den die optimale Schranke von ly aufly + 1
springt. Dann ist eine grobe Abschdtzung fiir k gegeben durch

1/1 _ _ 1/(11+1)
I/t < et le=r < (], 4 1) lem (i ADETRTE

Beweis. ,<*“ Sei Ay = (I; + 1)!Y(+Y Dann gilt auf Grund der Optimalitét

P.(N=0U1+1)<P,(N=1+1)
K/h-‘rl A121+1

Y e 2
G+D° =@+

khtle s < (I + 1)!e’(ll+1)!1/“1+1)

e

!
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L= Sei jetzt Ay = [;!Y/1. Dann gilt

PK(N:ll—i‘l) ZP,\Q(N:ll—i—l)
/{l1+1 Al21+1

s T2
TES SRS

_ _ 11/t
/ill+1€ K > l1!1+1/l1€ [ 1M/

— Ao

[

2.3.3 Drei Stimuli

Gegeben sind 3 Stimuli S7, S5, 593 mit 0 < A3 < Ay < A; < A\pax und 73 = 75 = 73. Dabei
bezeichne L = (0,ls,11), l; € N, die Entscheidungsschranken. Fir festgehaltene Schranke
ly wird Stimulus 3 detektiert, falls

0<N<I

und nach Lemma 2.1 ist das optimale A3 = l,!"/*2. Fiir Stimulus 2 entscheidet man sich,
falls

lh < N <.

Lemma 2.5. Seimi =7 =73 und 0 < A3 < Xy < A1 < Anaxs Amax € RT fest. Dann ist
in Abhdngigkeit von den Entscheidungsschranken Iy und ly das optimale Ay gegeben durch

[ 1/(l1—l2)
o= = .
l5!

Beweis. Da man sich fir Stimulus 2 entscheidet, falls (I + 1) < N < [;, muss

l1 AL
P (Ne) = D0 ZEe

|
i=lo+1 4

nach A\ maximiert werden. Nach Ay abgeleitet, ergibt sich fiir I; > I,

w0 _ (B 2

| |
8/\2 i=lat+1 2! 2!
l1—1 )\1 I 2\
_ e Az 2
(252 %
i=ly 7° i=lo+1 7
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Das Maximum wird angenommen, falls die Klammer Null wird, also fiir

/\ll—lz — lil
2 5!

Mit der Stirling-Formel ergibt sich approximativ

lg+1/2

l
\/E (%) ' 1 [1) bi-t2
)\Q(ZI’ l2) ~ L | = -l f b
VEE)) T

Findet man die optimalen Schranken, sind die optimalen Parameter damit auch bestimmt.
Dabei sind nicht alle Kombinationen von [; und Iy moglich. Aus den Optimalitédtsbedin-
gungen lassen sich mogliche Werte fiir Ay in Abhéngigkeit von s eingrenzen. Ist die untere
Schranke bei [y, so gilt fiir Ay und As:

Py, (N=1) >Py(N=1I0) und Py, (N=I>0L+1)<P),(N=1I+1). (1)
Aus der ersten Ungleichung erhélt man eine untere Grenze fir Ao:
AP exp(—A3) > AZexp(—Xy) impliziert Ay — lolog Ay > A3 — [y log A3,
und da A\ = I,/ ergibt dies
Az — Iy log Ay > 12 —log(ly)).
Eine obere Grenze folgt aus der zweiten Ungleichung in 1 und lasst sich analog bestimmen:

lo +1
Do — (I + 1) log Ay < o1Vl — 2z+ log Iy,
2
Hélt man die untere Schranke [, fest, ist das dazu optimale A3 bereits bestimmt und man
befindet sich wieder im bekannten Milieu: Zu bestimmen bleibt nur, wie in Abhéngigkeit
von A; die obere Schranke [; zu wéahlen ist, damit die Detektionswahrscheinlichkeit maxi-
miert wird. Dies gleicht der Frage im vorherigen Abschnitt. Gesucht sind also die Werte

von Ay, fiir die die obere Schranke gerade um 1 nach oben springt. Bezeichne

11,1 ll' -t
)\21’2 = <|> )
{5!

dann ist die Losung \; dieser Gleichung fiir festes {; und Iy gesucht:

Korollar 2.4. Gegeben 3 Stimuli Sy, 52,53 mit 7 = 79 = 73 und A3 < Ay < \1. Fiir eine
feste untere Schranke ly < ly lassen sich die Sprungstellen der optimalen oberen Schranke
l; bestimmen tber

]P)Al21,12 (ZQ + 1 S N S ll) + IED)\l(N = ll —|— 1) = PAl21+1,lz (lg —|— 1 S N S ll —|— 1)
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Beweis. Analog zu Lemma 2.4 ist die Gleichung
]P))\lQl,lQ (lg +1<NL ll) + P/\l(N >+ 1) = P)\121+1,12 (lg +1< N[+ 1) + IP))\1<N >+ 2)

zu losen. O

In Abbildung 7 ist die optimale obere Schranke fiir verschiedene untere Schranken in Ab-
hangigkeit von A\; dargestellt. Zum besseren Auseinanderhalten sind die Treppenfunktionen
leicht gegeneinander verschoben, auftreten konnen aber nur ganzzahlige Schranken. Die
Detektionswahrscheinlichkeit lasst sich fiir jede Schrankenkombination bestimmen iiber

1
p%’b = 1 (1 —}—P/\? (0 <N < l2> + ]P))\l;h (lz +1<N<L ll) + ]P)M(N >+ 1))

Fir Ay < 1 besitzen alle Schrankenkombinationen dieselbe Detektionswahrscheinlichkeit,
da sich stets nur die Gewichte Py, (N > 0) ergeben. Man beachte, dass z.B fiir [y = 4 es
nicht moglich ist, Ay = 4!/* zu setzen, da A3 < \; gefordert ist, und damit das bestmogli-
che A3 = )\ ist.

Weiter fallt auf, dass sich die Funktionen nach ihrem anféanglichen gemeinsamen Verlauf
genau einmal schneiden. Zuerst liegt die Funktion mit der geringeren unteren Schranke
oberhalb, ab einem bestimmten A; dominiert aber die obere Schranke. Zuerst schneiden
sich aber die Funktionen, die sich genau um 1 in der unteren Schranke unterscheiden. Dabei
dominiert jede Funktion solange alle anderen, bis sie von ihrem Nachfolger, mit der um
1 erhohten unteren Schranke, geschnitten wird. Demnach erwartet man folgenden Verlauf

15

10
I

5
I

obere Schranke |,
Detektionswkt

0
I

il
o
=
S)
=
o
o
o
=
o
=
o

A Ay

(a) Optimale obere Schranke [y fiir verschie- (b) Maximale Detektionswahrscheinlichkeit
dene feste untere Schranken [o in Abhén- flir verschiedene festgehaltene untere
gigkeit von Aj. Schranken ls in Abhéngigkeit von ;.

Abbildung 7: Optimale obere Schranke [; und maximale Detektionswahrscheinlichkeit fiir
festgehaltene untere Schranke [y in Abhéngigkeit von A;. Oberhalb von [y
entscheidet man sich fiir Stimulus 1, oberhalb von [y bis einschlieflich /; fiir
Stimulus 2 und bei einem bis maximal [ Spike fiir Stimulus 3.

fiir die optimalen Schranken: Die untere Schranke [, springt bei gewissen Werten von A\,
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stets um 1 nach oben, die obere Schranke [; kann in der Zwischenzeit haufiger Spriinge
einlegen.

Die Sprungstellen der unteren Schranke lieen sich demnach bestimmen, indem man fol-
gende Gleichung nach \; fir die ,richtigen“ oberen Schranken [; und [} 16st:

]P))\ZQ (0 <N lg) —G—P)\zl,zz (lg <N ll) + Py, (N > ll)
3 2

Was sind aber die ,richtigen® oberen Schranken? Dazu muss man die Gleichung fiir alle [;
und [} 16sen und hat erst dann die richtige Losung gefunden, wenn die oberen Schranken
l1 und [} auch fir die Losung A; der Gleichung die optimalen oberen Schranken sind fiir
die jeweils untere Schranke Iy und Iy + 1.

Oder man bestimmt stur iiber alle Schrankenkombinationen (untere Schranke und dazu
die optimale obere Schranke) die maximale Detektionswahrscheinlichkeit. Auf diese Wei-
se erhalt man die in Abbildung 8 dargestellten optimalen Schranken. Die obere Schranke
springt dabei 6fters und unregelmafliger als die untere Schranke. Auflerdem féllt auf, dass

20

1.0

—— untere Schranke
4 —— obere Schranke —

15

0.8

Detektionswkt.
0.6

0.4

opt. Schranken
10
|

T
T T T T T T 0 5 10 15 20 25 30
0 5 10 15 20 25 Ay

(b) Die maximale Detektionswahrscheinlich-
(a) Die optimalen oberen und unteren Schran- keit in Abhéngigkeit von A;.
ken in Abhéangigkeit von A;.

Abbildung 8: Optimale obere und untere Schranke und die daraus resultierende Detekti-
onswahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von \; fiir 3 Stimuli.

die obere Schranke auch immer dann springt, wenn die untere Schranke springt. Fiir kleine
A1 sind dies gerade die Stellen, an denen die obere Schranke auch fiir die niedrigere untere
Schranke gesprungen ware. Dies bleibt aber nicht fiir grolere A; erhalten.

Um zu den optimalen Schranken im Fall von drei Stimuli zu gelangen, haben wir die

untere Schranke festgehalten, dazu jeweils die in Abhéngigkeit von \; beste obere Schran-
ke gesucht und dann die Detektionswahrscheinlichkeit iiber diese Moglichkeiten maximiert.
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Fiir mehr als drei Stimuli ist dieses Vorgehen nicht praktikabel:

Schon im Fall von vier Stimuli miissten zwei Schranken festgehalten werden, und in Abhén-
gigkeit davon die beste oberste Schranke bestimmt werden. Dies miisste fiir alle moglichen
Kombinationen der beiden unteren Schranken durchgefiihrt werden und tiber alle Méglich-
keiten miisste dann die maximale Detektionswahrscheinlichkeit gesucht werden.

Bemerkung 2.5. In Abbildung 8 ldsst sich aber eine elegantere Herangehensweise erken-
nen: Die obere Schranke ly springt immer auch dann, wenn die untere Schranke ly springt.
Also ist jede obere Schranke genau einer unteren Schranke zugeordnet. Der Trick ist, die
umgekehrte Herangehensweise einzuschlagen: In Abhdngigkeit von der obersten Schranke
1 sind die optimalen unteren Schranken gesucht. Diese Idee wird im ndchsten Abschnitt
verfolgt.

2.3.4 Beliebige Anzahl Stimuli

Betrachtet werden nun & € N Stimuli mit 7 = -+ , 7, und 0 < A\, < --- < A1 < Apaxe
Gesucht ist die Parameterwahl in Abhédngigkeit von \;, sodass

1 k
p(D()7lk—17lk—27---»ll) = E (1 + ZP/\L(ZZ <N < li—l) + IP))\l(N > l1)> ,
1=2

die Detektionswahrscheinlichkeit, fiir frei-wiahlbare Schranken L = (0,1, l;_2, ..., l;) ma-
ximiert wird. Mit den Ergebnissen aus den vorherigen Abschnitten ldsst sich nun ein Al-
gorithmus entwickeln, mit dem die optimalen Ratenparametern effizient berechnet werden
koénnen.

Aus Lemma 2.2 und Lemma 2.5 ist bekannt:

Satz 2.5. Seimi = =7, und 0 < A\ < -+ < Al < A\paxs Amax € RY fest. Dann sind
fir feste Schranken L = (0,1;_1,...,11) die dazu optimalen Ratenparameter gegeben durch

A=
)\2:<l|1> 1 ) 122,71{}

Die eigentliche Aufgabe ist damit, die optimalen Schranken L zu finden. Hélt man die
oberste Schranke [; fest, sind die optimalen unteren Schranken eindeutig festgelegt.

Definition 2.4. Fiir k Stimuli bezeichne L*(ly) die optimalen Schranken ly, ... 1, in Ab-
hangigkeit von ly, sodass also

k
pé (11) > p(lekabw,ll) Vi <lpy<-<ly<l

gilt. LE(1y) bezeichne die optimale i-grifte Schranke ;.

Die Idee dahinter ist, dass die unteren Schranken erst dann springen kénnen, wenn die
oberste [; springt. In der Zwischenzeit bleiben alle gleich.
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Bemerkung 2.6. Fliir kleines A1 sind noch nicht alle Schranken l; > 0 und damit liegen
mehrere Stimuli mit Rate \; = 0 vor. Diese werden nicht detektiert, da in diesem Fall
li = li,1 1st.

Beispiel k = 3 Stimuli: Gesucht sind die zwei optimalen Schranken [; und l,. Definiere

wieder
1/ (li—ligr)
)\li+17li — lZ' +1
' liz1! ’

der optimale Parameter fir das Schrankenpaar (1;11, ;).

Fiir jedes [ € N ist die dazu optimale untere Schranke Iy < [y zu bestimmen. Fir [y = 0
ist die einzig mogliche Wahl [y = 0. Fiir [; > 0 ist die minimale Schranke Iy gesucht, sodass
gilt:

Pyo,, (0 <N < lg) + Py (lg < N < ll) > Pyojip+1 (0 <N <ly+ 1) + Pyiyt1y (lQ +1 <N ll)

In dieser Gleichung kommt nicht das A; vor. Erst beim Bestimmen der Sprungstellen der
Schranken wird die bestmogliche Wahl in Abhéngigkeit von A; berechnet. Zu l6sen ist die
Gleichung

]P)\o,lg (O < N < lg) +]P)>\l2,l1 (lg +1< N ll) + ]P)\1<N > ll)
- ]PD)\OJ/Q(O < N S l/2> +]P))\l/2711+1(l/2 +1 < N S ll + 1) "‘P)\l(N > ll + 1)

nach A\; fiir Iy = Li(ly) und I, = L3(I; + 1).

Beispiel k =4 Stimuli: Dieses Vorgehen lésst sich leicht auf den Fall £ = 4 iibertra-
gen. Hier sind die Schranken I3, I, und [; gesucht. Aus den optimalen Schrankenkombi-
nationen fiir £ = 3 lassen sich die optimalen Kombinationen im Fall & = 4 bestimmen.
In Abhéngigkeit von [; € N muss folgende Gleichung nach dem minimalem [y < [; geldst
werden:

]P))\O,l3 (O <N < 13) —+ P)\ls,lQ (13 <N < lz) + ]P))\zQ,zl (12 < N < ll)
Z ]P))\O’lg (0 < N S l/g) + ]P))\lé’bel (l/g < N S 12 + 1) + ]P))\l2+1,ll (lQ + 1 < N S ll),

Die optimalen Schranken fiir den Fall k lassen sich also aus den optimalen Schranken im
Fall £ —1 bestimmen, da durch die 2-te Schranke alle niedrigeren festgelegt sind und damit
aus dem Fall £ — 1 bekannt sind. Es muss also nur untersucht werden, welches die optimale
zweite Schranke ist fiir vorgegebenes A1, die niedrigeren Schranken sind dazu dann schon
bekannt.

Die Sprungstellen findet man wieder, indem man fiir festes [y

U i+
P00 = pp T ) )
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nach \; 16st. Dabei ist [; = L{(l;) und I} = L}(l; + 1).
Beachtet werden muss aber, dass nicht jede als optimal bestimmte Schrankenkombination
auch tatsidchlich vorkommt. Es kann passieren, dass die in Gleichung 2 bestimmten \; sich
fiir {; und [ + 1 iiberschneiden, die obere Schranke [; 4+ 2 bereits besser ist als [; + 1, bevor
die Schranke [; + 1 die Schranke [; dominiert. Dann kommt [; + 1 als oberste Schranke
tiberhaupt nicht vor und folgende Gleichung ist zu losen:

p([l;;,lg ..... l1)<)\1) — p(Ll;l’l/B ..... l1+2)<)\1)’
Zusammenfassend lasst sich im allgemeinen Fall folgendes Vorgehen festhalten:

Algorithmus. Induktiv: Verwende die optimalen Schranken im Fall von k£ — 1 Stimuli
um die Schranken fiir £ Stimuli zu berechnen.

1. Bestimme die optimale Schrankenkombinationen: Suche fiir [; fest das minimale [5,
sodass gilt:

e
|
—

I[D)\Z(ll < N < lifl)

4

T
= N

@

wobei I; = LF7 () und I} = L¥ (I, + 1) fir i = 3,.. .k — 1.

2. Bestimme die Sprungstellen auf die ndchste Schrankenkombination: Lose die Glei-
chung fiir festes [y

o W 01
p%k Lolk—2 ll)()\1> :pDk Dot ()\1>

nach \; fiir {; = L¥(1;) und I} = LF(I; + 1).

3. Teste, ob die Losungen A fiir /1 und /; + 1 monoton wachsen. Ansonsten entferne
Schrankenkombination mit oberer Schranke /1 + 1 und loése die Gleichung

e A A )
p%k 1olk—2 ll)()\l) :pDk Dot ()\1>

nach \; fiir {; = L¥(1;) und I} = LF(I; + 2).

In Abbildung 9 sind die optimalen Schranken fiir eine verschiedene Anzahl Stimuli be-
rechnet.

In Abbildung 10 sind deren Detektionswahrscheinlichkeiten gegeniibergestellt. Wie zu er-
warten, nimmt die Detektionswahrscheinlichkeit mit einer wachsenden Anzahl Stimuli sehr
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(b) Optimale Schranken fiir 5 Stimuli. (d) Optimale Schranken fiir 15 Stimuli.

Abbildung 9: Optimale Schranken in Abhéngigkeit von A; fiir verschieden Anzahl Stimuli.
In den eingegrenzten Gebieten entscheidet man sich fir die jeweiligen der
Grofle nach geordneten Stimuli. Im Falle von Null Spikes entscheidet man
sich fiir den Nullstimulus.

stark ab.
In Abbildung 11 sind die optimalen Ay in Abhéngigkeit von A; fiir unterschiedliche Anzahl
Stimuli dargestellt.
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Abbildung 10: Maximale Detektionswahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von A fiir 4, 5, 15
und 20 Stimuli.
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Abbildung 11: Fur verschiedene Anzahl Stimuli sind die optimalen Ay in Abhéngigkeit
von A\; dargestellt. Die optimalen Ratenparameter sind eindeutig durch die
optimalen Schranken festgelegt, vergleiche Satz 2.5.
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2.3.5 Asymptotisch beste Wahl

Mit dem vorgestellten Algorithmus lassen sich numerisch die optimalen \;, i = 1,..., k, be-
rechnen. In den Grafiken lésst sich erkennen, dass abgesehen von den Sprungstellen, die auf
den diskreten Werten der Poisson-Verteilung beruhen, ein in etwa linearer Zusammenhang
zwischen \; und den restlichen A; besteht. Fiir A; gro8 genug, sollte man, ohne Rechnen zu
miissen, wissen, welche Wahl der tibrigen \;, @ = 1,..., k, die Detektionswahrscheinlichkeit
maximiert.

Die Poisson-Verteilung lasst sich fiir grole A\ auf Grund ihrer Reproduktivitdt nach dem
Zentralen Grenzwertsatz durch die Normalverteilung approximieren. Reproduktivitéit be-
deutet:

Lemma 2.6. Fir unabhdingige Ny ~ Pois(\1) und Ny ~ Pois(A\y) gilt:

N1 = N2 ) POiS()\l aF )\2)

Beweis. Leicht lasst sich berechnen

k=0
O VD S

=) —e e
162:% k! (n—k)!
1 n
= —'e*(AIJr)\z) Z <Z> A’f)\S*k

n: k—0
_ (t+A)" o
n!

A1+A2)

O

Aus der Reproduktivitdat und dem Satz von Berry-Essen (fiir einen Beweis siehe z.B. [Se-
natov (1998)]) folgt mit einer kurzen Rechnung dieses bekannte Resultat tiber die Poisson-
Verteilung:

Lemma 2.7. Fir N ~ Pois(\) gilt:

P(N <z)=® (i;?) +0 (3,

wobei ®(+) fir die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung steht.

Beweis. Nach Lemma 2.6 ist fir N ~ Pois(\)

N2X 4+ Xo+ -+ X,
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wobei X; ~ Pois (%) und unabhéngig. Nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt fiir A grof3
(n kann hier beliebig grofl gewéhlt werden)
N—-X,
——— A N(0,1
i SN
Bezeichne F)(z) die Verteilungsfunktion von N und ®(z) die Verteilungsfunktion der Stan-
dardnormalverteilung. Nach dem Satz von Berry-Essen lésst sich der Approximationsfehler

abschétzen durch

C E[X 3]

Fi(a) = 0] <~ 3 o
X

fiir eine Konstante C'.
Das dritte Moment einer Poissonverteilung betragt

3 = 3>‘k -
= k!
(o) )\k
= (kz(k—l)(k—2)+3k(k—1)+k)ge A
k=0
[e%) )\k . 0 )\k 7)\
_Z (k —3)! +kzl(k_1)!e
B - - m)\k
_/\3 >\27+3/\2 Azi+)‘ A g
:>\3+3)\2+/\.

Damit ergibt sich fiir den Approximationsfehler
C (% +3%+2)
\/W Jn
C(%+32+1)
VA '

Da n beliebig grof gewéhlt werden kann, folgt insgesamt

[Fx(z) = @(z)] <

P(N < z) = (‘”\;;) +0 (A1)

]

Aus Lemma 2.2 ist bekannt, dass stets der Nullstimulus (A\; = 0) als optimaler Zustand
vertreten ist. Im einfachsten Fall von zwei Stimuli war das urspriingliche Ziel gewesen, zwei
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Poisson-Verteilungen moéglichst stark voneinander zu trennen und moglichst keine Masse
auf der Null zu haben. Es sollte also fiir vorgegebenes \;

A1 — Ao

) =P0 < Ny <I)+P(N;y > 1), obei | = ————,
pp(A2) ( 2 <) (N1 >1) W log(A1/A2)

nach Ay < A\; maximiert werden.
Fiir groles A; lassen sich nach Satz 2.7 anstatt der beiden Poisson-Verteilungen zwei Nor-
malverteilungen betrachten.

Lemma 2.8. Fir Ay < Ay fest und Ny ~ N (A1, A1) und Ny ~ N (A, Ay) wird
pD()\g) = ]P(O < Ny < l) +]P(N1 > l)

mazimiert durch

= log(A1) — log(A2) + A1 — A2
1/% — 1/

Beweis. Die optimale Grenze [, bis zu der man sich fiir die jeweilige Verteilung entschei-
det, also der Schnittpunkt der beiden Dichten, erhidlt man wieder iber den Maximum-
Likelihood-Ansatz, vgl. Lemma 2.1:

P (l) = ©x (l)
1 (1—2;1)2 1 7(1—2129
— (& 1 = e 2
\/27’(’)\1 \/27’(’)\2
I —X\)? I —X\)?
=207 4 togag = L2227 4 ig(ay)
)\1 )\2

= (A= AP F A5 — A2y = A (log(Ay) — log(X2))

I = log(A1) — log(A2) + A1 — Ag
1/ X —1/)\

—

Gesucht ist jetzt also Ay < \q, sodass

pD()‘2)::(I)<\/)\_2>_(I)< \/A_z>+1_q)<\//\_1>

fir A\{ — oo maximiert wird.

Maximiert man pp(A2) mit der Normalapproximation numerisch fiir vorgegebenes \;, so
lasst sich das approximierte Ay mit dem exakten Ay vergleichen. In Abbildung 12 erkennt
man auf der rechten Seite, dass die Normalapproximation bereits fiir kleine A\; sehr dhnli-
che Ergebnisse zu der exakten Berechnung liefert.
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(a) Optimales Ao in Abhéngigkeit von A\ ge-
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(c) Vergleich optimales Ao geméifi Norma-
lapproximation mit numerisch exaktem
optimalen As.

60
|
\

(d) Vergleich optimales Ao und A3 geméf Nor-
malapproximation mit numerisch exak-
tem optimalen Ag und As.

Abbildung 12: Vergleich exakte Losung mit Normalapproximation fiir 2 und 3 Stimuli. Die
Regressionsgeraden in (a) und (b) bestétigen bereits fiir kleine A; einen
annahernd linearen Zusammenhang zwischen \; und A;.

Auf der linken Seite ist der lineare Zusammenhang bei der approximierten Loésung dar-
gestellt, der schon fir kleine \; sehr stark vorhanden ist. Weiterhin fallt auf, dass bei 3
Stimuli fiir A3 in Abhéngigkeit von Ay etwa derselbe Faktor auftritt wie bei 2 Stimuli fiir Ao
in Abhéngigkeit von A;. Fiir \; — oo wird dieser identisch sein, da das kleinste \; nur von
dem néchst hoheren \;_; abhédngt und dies gerade dem Zwei-Stimuli-Fall entspricht. Bei
k-Stimuli werden dementsprechend dieselben Faktoren wie bei (k — 1)-Stimuli auftreten,

bis auf das Verhéltnis Ay /A;.
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Der Faktor 0.25 bei 2-Stimuli deutet schon sehr stark auf eine asymptotisch optimale
Losung von Ag/A; = 1/4. pp(+) ist jedoch sehr unhandlich, leichter geht es direkt iiber die
Schranke /.

Lemma 2.9. Sei /\2 S )\1 und N1 ~ N()\lu)\l) und N2 ~ N()\g,/\g). Fir )\1 — OO

vereinfacht sich die Entscheidungsschranke aus Lemma 2.8

[ — log(A1) —log(A2) + A1 — A
e —1/n

U
[~ \/E )\17
fd?“C: )\2/)\1.

Beweis. Substituiert man Ay = c¢Ay, wobei 0 < ¢ < 1, erhélt man fir die Schranke [

A1 — e +log(Ar) —log(cr)
N 1/0)\1 — 1/)\1

~ Mi(1—¢) —log(c)

1/ (1)e—1)

=Nt < © A log(o).

l2

—c
Asymptotisch vereinfacht sich die Entscheidungsschranke [ zu
[~ \/E /\1.
O

In Abbildung 13 sind die Entscheidungsschranke und die Parameter der beiden Normal-
verteilungen dargestellt.

Lemma 2.10. Fir \y = c¢- Al, (0 <c< ].), und Ny ~ N()‘h)\l) und Ny ~ N()\g,)\g)

wird

asymptotisch (A — oo) mazximiert durch | = \/c Ay und
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0 cih Jcln A

Abbildung 13: Trennung von zwei Normalverteilungen Ny ~ N(A;,\;) und Ny ~
N(cAi,cAr). Fir Ay = oo und 0 < ¢ < 1 liegt der Schnittpunkt der Dichten

bei \/E)\l .

Beweis. Gegeben die Entscheidungsschranke [ kann Ay nur dann die optimale Losung seien,
wenn Ay genau in der Mitte von 0 und [ liegt. Sonst liele sich bei festgehaltener Schranke
[ durch mittige Platzierung eine hohere Detektionswahrscheinlichkeit erreichen.

Nach Lemma 2.9 ist asymptotisch die optimale Schranke gegeben durch I = /c ;. Fiir
das optimale Ay = ¢\; muss damit gelten:

C/\1 = ﬁ)\l
2
- 4 = ¢

= ¢(1—4c) =0.

Da ¢ = 0 offensichtlich die Detektionswahrscheinlichkeit minimiert, ist die eindeutige Lo-
sung

]

Beispiel k = 3: Analog lasst sich die asymptotisch beste Parameterwahl im Fall von drei
Normalverteilungen (A3 < Ay < A1) bestimmen, dargestellt in Abbildung 14. Das optimale
Verhéltnis c3 := A3/\g entspricht gerade wieder der Losung fiir 2 Verteilungen, also ¢3 =
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0 As A2 A1
Jc3 A, JCo A

Abbildung 14: Trennung von drei Normalverteilungen Ny ~ N (A, A1), No ~ N (caA1, o)1)
und N3 ~ N (c3)a, c3\9). Fiir A — oo liegen die Schnittpunkte der benach-
barten Dichten bei \/czA2 und (/coA;.

1/4. Das optimale Ay muss wieder in der Mitte der beiden Schranken liegen.
Dies ergibt fiir ¢ := Ao/ N\

\/Co + \/0302)\
- 5 ‘M1
2

c;?i;4 3

502:\/0_2

9
S Co (1 — 4C2> =0.

= o\

Fiir drei Normalverteilungen ist asymptotisch die beste Wahl gegeben durch

’\3_1_(1)2 nd /\2_4_(2>2
N 4 \2 h N9 \3)°

Die allgemeine Losung lédsst sich so schon erahnen und wir beweisen folgendes Resultat:
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Satz 2.6. Fir k Stimuli mit 7, = --- =1 und 0 < A\ < -+ < A\ wird die Detektions-
wahrscheinlichkeit asymptotisch (A, — 00) mazximiert durch

Ait1 k—i \° .
— | —1,....k—2
¥ (k—HJ)’ T TS

bzw.

Ao (k=j+1
Mo k

2
>, j=2.. . k-1

Beweis. Die Aquivalenz der beiden Darstellungen sieht man sofort iiber

Aj A2 A3 Aj

MM A A

Der Beweis erfolgt iiber Induktion. Der Induktionsanfang wurde bereits in Lemma 2.10
durchgefiihrt.
Induktionsschritt: & — k + 1

Za zeigen ist
N (k+1-2+1\" [ k
Ao k41 S \k+1)

Die Verhéltnisse der s, ..., A\xy1 entsprechen gerade der Losung fiir k-Normalverteilungen.
Insbesondere also
N [(k—T1)
3 =—=—] .
D k

Das das optimale Ay = co A\ wieder in der Mitte der eingrenzenden Schranken liegen muss,
erhalt man

W)\l — o)\
ea=(L2)” k+1
3¥>) +

2 C2:\/5

Das optimale Verhaltnis ist demnach

Y (kY
N \k+1)
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Bemerkung 2.7. Die asymptotisch optimale Parameterwahl weifst folgende Besonder-

heit auf: Die Verhdltnisse der Abstinde vom Erwartungswert \; zu der jeweiligen Grenze
betragen bei k Normalverteilungen gerade

1:2:3:---:k,

vergleiche Abbildung 15.

Abbildung 15: Asymptotische Verhéltnis der Abstidnde von Mittelwert zum Schnittpunkt

der benachbarten Normalverteilung. Fiir drei Normalverteilungen stehen die
Absténde gerade im Verhéltnis 1:2: 3.

Fiir die Grenze [;, die zwischen \; und \;; entscheidet, gilt:

k—i
=

k—1+1

k—i (k—i+1\° (k—i)(k—i+1)
== A = Al
k—i+1 k k?

Der Abstand betragt damit

. : N\ 2
L~ Ay = (k—i)(k—i+1) /\1_<k‘—l> A

L2
k—1

- /{;2 )\1.
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Fir das Verhéltnis zweier benachbarter Abstande ergibt sich schliefSlich

L=y k-1
Lii—N k—i+1

Wie in Abbildung 16 zu sehen ist, liefert die Asymptotik bereits fiir kleine Werte von
A1 sehr dhnliche Ergebnisse im Vergleich zu den numerisch bestimmten Werten. Auch die
Detektionswahrscheinlichkeit unterscheidet sich nur gering von dem numerischen Optimum.

o |
; @
T o
= o |
. — C ° .
< % S asymptotisch
D o
@ ©
O v |
o
20 40 60 80 2‘0 4‘0 6‘0 8‘0
)\1 )\l
(a) Asymptotische Losung im Vergleich zur (b) Vergleich der Detektionswkt. der asym-
numerisch exakten Loésung fiir 5 Stimuli. ptotische Losung und der numerisch ex-
Die asymptotische Losung ist jeweils eine akten Losung fiir 5 Stimuli.

lineare Funktion durch den Ursprung.

Abbildung 16: Vergleich der numerisch exakten Berechnung mit der Asymptotik fir 5 Sti-
muli. Die Asymptotik weicht nur geringfiigig von den exakten A; ab und
auch fiir die Detektionswahrscheinlichkeit werden bereits fiir kleines A\; an-
nahernd gleich gute Werte erzielt.
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2.4 Unterscheidung nur auf Basis von 7

Im vorangegangen Abschnitt wurde dargelegt, wie die Parameter in der ersten Stufe zu
wéhlen sind, um die Stimuli bestmoglich auseinanderhalten zu kénnen. In diesem Abschnitt
wird nur die zweite Stufe betrachtet: Es wird demnach angenommen, dass alle Stimuli das-
selbe A besitzen. O.B.d.A. kann wieder vorausgesetzt werden, dass die Stimuli geordnet
sind durch 74 > 1% > -+ > 1.

Die Frage ist nun, wie die Parameter 7;, j = 1...k, zu wahlen sind, damit sich die Stimuli
bestmoglich unterscheiden lassen, die Detektionswahrscheinlichkeit also maximiert wird.
Auch hier miissen wieder zusétzliche Bedingungen eingefithrt werden, um diese Frage sinn-
voll beantworten zu koénnen.

Betrachtet man etwa den Zwei-Stimuli-Fall: Fiir festes 7 wiirde das 7, beliebig klein ge-
wahlt werden und somit liefle sich fiir jedes 7, eine beliebig hohe Detektionswahrscheinlich-
keit erreichen. Die Einfiihrung eines kiinstlichen Stimuli mit Parameter 7 = 0 wiirde hier
das Problem nicht 16sen, da Stimuli 2 auch fiir einen sehr kleinen Parameter 7, fast sicher
nicht Null liefert. Somit konnte man auch im Mehr-Stimuli-Fall alle Stimuli mit beliebig
hoher Wahrscheinlichkeit auseinanderhalten.

Demnach muss das Verhéltnis von 71 /79, oder im Allgemeinen von 71 /7 beschrankt wer-
den. Wir werden sehen, dass die Detektionswahrscheinlichkeit im Zwei-Stimuli-Fall auch
nur von dem dem Verhéltnis 7, /7 abhéngt.

Ziel des Kapitels ist eine analytische Losung fiir die optimalen Phasenparameter zu finden.

Der Fragestellung wird auf folgender Weise nachgegangen: Zuerst wird die erste Stufe
als deterministisch NV = 1 angesetzt und die Optimierungsaufgabe erst fiir nur zwei, dann
fir drei Stimuli untersucht. Dann wird das Ergebnis auf mehrere Stimuli und beliebige
deterministische erste Stufe N = n iibertragen und schliefflich auf eine zuféllige erste Stufe
erweitert.

Fiir eine deterministische erste Stufe mit N = 1 sind k& exponential-verteilte Zufallsva-
riablen
Xiwexp(n),izl...,/{: mitTkSTk_lﬁ"'STl,

zu unterscheiden. In Satz 2.3 vereinfachen sich die Entscheidungsschranken und es gilt:

Korollar 2.5. Fir eine deterministische erste Stufe N =1 und 7, < 17,1 < - <71y
lasst sich die Detektionswahrscheinlichkeit bestimmen tber
1

pD(Tla . ,Tk) = % (]P)(Xk < lkfl) -+ ]P)(lk,1 < Xk,1 < lkfg) qF co0 9= ]P)(Xl > ll)) -

wobei

;. log(7/Tj1)
Pt =17
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2.4.1 Zwei Stimuli, N =1

In diesem Abschnitt wird die einfachste Ausgangssituation betrachtet: Gegeben zwei exponential-
verteilte Zufallsvariablen

X ~ exp(m) und Xy ~ exp(72) mit 7 < 7,

entscheidet man sich bei einer Beobachtung x fiir den Parameter 7, falls gilt:

frn(x) > fry(2)
1 —z/T 1 —z/T
— —e V> ="
T1 T2
log(Z)
1 1°-
T2 T1
o
—
© |
o
L © |
% e log(ty/12)
= 1/t,-1/t
33 /T-1/14
N —]
o
o | \
o

Abbildung 17: Entscheidungsschranke fiir eine deterministische erste Stufe N = 1 und
=4 und ™ = 1.

In Abbildung 20 ist die Entscheidungsschranke, der Schnittpunkt der beiden Dichten, fiir
den Fall 7y = 4 und 7 = 1 dargestellt.

Lemma 2.11. Fir N =1 und 0 < 75 < 1y hdngt die Detektionswahrscheinlichkeit allein
vom Verhdltnis

T1
a .= —
T2

ab.
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Beweis. Bezeichne a := 7/ > 0 das Verhéltnis der beiden Parameter, dann lasst sich die
Detektionswahrscheinlichkeit pp schreiben als

Up(xs 28 ) ip(x, < 8
Pp =75 Y Un—1/n S Un—1/n
1 1 log & 1 log &
=—|P|—-X; > ——2— Pl—X, < —T72—
2( (Tl ! 7'1/7'2—].>+ (7'2 2 1—7'2/7'1

_ ; (IP (E > lsg_(al)> +P (E < 11(15(167@)) ,

wobei F fiir eine standard-exponential-verteilte Zufallsvariable steht.

Wie man sieht, hingt die Detektionswahrscheinlichkeit nur von dem Quotienten 71/
ab. O

Bemerkung 2.8. Weiterhin erkennt man, dass die untere Schranke log(a)/(a—1) gerade
der Differenzenquotient der Logarithmusfunktion zwischen 1 und a ist und damit streng
monoton fallend in Abhdngigkeit von a ist. Damit ist der erste Ausdruck streng monoton
wachsend fiir steigendes a. Analog ist die obere Schranke log(1/a)/(1/a—1) streng monoton
wachsend fir steigendes a, und damit auch der zweite Ausdruck.

Wie erwartet, wird das maximal mogliche Verhéltnis von 7 /75 gewéhlt, um die Detekti-
onswahrscheinlichkeit zu maximieren.

2.4.2 Drei Stimuli, N =1

Der Zwei-Stimuli-Fall wird nun durch eine dritte exponential-verteilte Zufallsvariable er-
weitert. Gegeben sind die Zufallsvariablen

X ~ exp(m) Xy ~ exp(72) und X3 ~ exp(T3) mit 73 < 7 < T,

wobei das Verhéltnis a := 1 /73 fest vorgegeben ist. Wir werden sehen, dass die Detekti-
onswahrscheinlichkeit nur von dem Verhaltnis abhéangt, nicht aber von der genauen Wahl
von 11 und 73. Wie ist in Abhangigkeit davon nun das 75 zu wihlen, damit die Detektions-
wahrscheinlichkeit maximiert wird?

Lemma 2.12. Fir N =1 und 0 < 13 < 7 < 71 st die Detektionswahrscheinlichkeit
gegeben durch

2

log :— log 7L

=

1
1 o7 _ _ _ T
pD(7-1’7—2’7—3) = g 1—e T-713/m2 — ¢ T-m2/m1 4+ m2/13-1 4 ¢ 7i/m2—1 |,
=:h1(7‘2) ::hQ(TQ)

log :—2 log
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Beweis.
1 og 2 log 22 log 7
) 12, S P X3 < 2 Pl ———— — < Xo< —— 2
pD(ﬁ To T3 3< ( 3 1/7_3_1/7_2>+ <1/7_3_1/7_2 9 1/7_2_1/7_1
71
PlX;> 2
+ ( ! ]_/7'2—1/7'1))
1 =2 log 2 log & log &
=—|P = Pl —2—<E<——|+P|E> —/——2—
3( < 1—7'3/7'2> + <7’2/7'3—1 ]_—7'2/7'1 + 7'1/7‘2—1
1 log ‘r3 log 7_2 log 7_3 log B
3(1_6 1—73/79 —e T1— To/T1 +6 To/T3—1 +e T1/T2— 1)

Dabei sind sich hy(73) und hs(72) sehr ahnlich, es ist nur 7, mit 73 vertauscht.

In Abbildung 18 ist die Detektionswahrscheinlichkeit in Abhangigkeit von 7 fiir 74 = 9
und 7y = 81 und jeweils 73 = 1 dargestellt. Beide besitzen ein eindeutiges optimales 7.
Da die Exponentialverteilung nicht symmetrisch ist, erwartet man auch nicht, dass 7 das
arithmetische Mittel von 7y und 73 ist, aber in Abbildung 18 erkennt man, dass 7 gerade
das geometrische Mittel zu sein scheint.

o
()]
n - _
d o
— 7 -~
X o x o
c © =
i) 7 S s
+—~ O +—
_*457 v m
g ° Z 8
a a-°
o |
[{e]
0 <
© T T T T g\ T T T T
2 4 6 8 0 20 40 60 80
T2 T

(a) Detektionswkt. in Abhéngigkeit von 7o fiir (b) Detektionswkt. in Abhéngigkeit von 7o fiir
71 = 9 und 73 = 1. Das optimale 75 ist 71 = 81 und 73 = 1. Das optimale 19 ist
gerade 7 = V0. gerade 7o = v/81.

Abbildung 18: Detektionswahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von 7 fiir festes 7, und 73
und deterministische erste Stufe N = 1.

Wir wollen nun tiberprifen, ob

¢
T = \/T1 " T3
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ist. Dazu betrachten wir jeweils die Ableitungen von h(73) und von hy(7s). Fir hy(m)
ergibt sich

Lms _ 1) = 3\ 13 log 13 _l(m _ ) L1 log 2
8h1(7'2) 7'2(7—2 1) log (7_2) 72 _L‘rzl 72(7-1 1) + log ) —Lﬂ—ll
= — 5 e T3/m—1 — 5 ce T2/Ti-
T2 -
! . T2 T3
=0 fur — = — bzw. Ty = 1+ T3.
1 T2

Analog erhélt man fiir hy(7s)

ona(m) _ —5(3-1)tl(2)s wE nGE-D-le(R)F e

5 _ - ce T2/ta1 5 ce m/m2-1
T2 2 a1
T3 T2
! . T2 73
=0 fir == —=bzw. 7y = /7| - T3.
T1 T2

Damit ist 7, = /71 - 73 eine Extremwert verdédchtige Stelle. Es ist aber nicht klar, ob es
sich fiir alle 71 /73 wirklich um ein Maximum handelt. Numerisch l4sst sich erahnen, dass
fir groBere 71 /73 beide Funktionen bei 7 = /71 - 73 ein Maximum besitzen, vgl. (a) und
(b) in Abbildung 19, aber fiir 71 /73 kleiner etwa 1.5% die Funktion hy(7;) an dieser Stelle
ein Minimum besitzt, vergleiche Abbildung 19 (d).

Wissen wollen wir aber eigentlich, ob 7, = /71 - 73 wirklich die bestmogliche Wahl ist, an
dieser Stelle also ein globales Maximum vorliegt. Auf jeden Fall missen wir dazu hi(7s)
und hy(72) gemeinsam betrachten.

Lemma 2.13. Fir N =1 und 0 < 13 < 79 < 1 mit 7 /73 := a fest, wird die Detektions-
wahrscheinlichkeit durch 7 = \/T1 - T3 mazimiert. Es gilt also (vgl. Lemma 2.12)

hl(Tg) + hQ(TQ) S hl(\/’fl . 7'3) + hg( T1 * Tg) fUT' alle T3 S T2 S T1-

Beweis. Zu Vereinfachung setze

a’ =Ty, V=7 und :=m.

h1(b?) ldsst sich umschreiben zu

) _ log(b?/a?) _ log(c?/b?)
h/l(b ) = —¢ 1—a2/b2 __ e 1-b2/c2

1 1
_ (elog(a2/b2)) 1—a2/b2 (elog(bz/c2)) 1-b2/c2

2

(-
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hy(t2)

-0.43

ho(12)
1.140

-0.39

-0.41

-0.45

hl(Tz)
-0.596

-0.600
|

10 12 14 16 18 20 22
T

(¢) hy(me) fir 1 = 1.52 und 75 = 1.

1.150

1.130

hz(Tz)
0.8890 0.8895 0.8900 0.8905

(b) hQ(TQ) fir T = 9 und T3 = 1.

T2

8 10 12 14 16 18 20 22
T

(d) hQ(TQ) fllI' T = 152 und T3 = 1.

Abbildung 19: hy(72) und he(72) fiir verschiedene 7 /73. Nicht fiir jedes 7 /73 besitzt hy(72)

und hy(72) bei 75 = /71 /73 ein Maximum. Deshalb missen beide Funkionen
gemeinsam betrachtet werden.

Analog lasst sich hy(b?) schreiben als

a2\ 7= 2\ =
=(5) T (5)

Zu zeigen ist die Ungleichung

d
= |

CL2

b2

CL2

b2

2

7

2

7

b2
Zﬁ

CL2

2

(22 a2
22 a2\ -2 p2\ 22 a\ == a\ =a
al bl <-2(=2 2 (=
a2 02
b2 —qa2 b2 2 b2 b2 c2—p2 cfa cfa
C C C C
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Substituiert man
a2 2
= 0<z<1) und Y= —

so vereinfacht sich die Ungleichung zu

1 _x 1 Y 1 VY
rl—z — rl-= _}_ylfy _y17y Z 2\/@17\/ﬁ _2\/@17\/ﬁ.

Setzt man nun

erhalt man die angenehm scheinende Gleichung

1

S @)+ f) = f(Vam) fir zy € (0,1)

Fir f = id ist dies gerade die bekannte Ungleichung vom arithmetischen und geometri-
schen Mittel. Gilt diese Ungleichung auch fiir unsere Funktion f(z)? Schreibt man die
Ungleichung allgemeiner in der Form

(1 =N f(z)+ Af(y) > fla'y?), fiir A€ [0,1] und =,y € I, (3)

erkennt man deutlich die Ahnlichkeit zur Konvexitat. Fiir f : I — R zweimal stetig
differenzierbar ist Ungleichung (3) dquivalent zu

Pf(x) Of(x)
v 0x? e ox =

Einsehen kann man dies, indem man die Funktion g(-) so wahlt, dass f(x) = g(log(x)) ist.
Damit gilt:

0. (4)

0 <2?f"(x) +xf'(x)
— 0< 2 (;g”(log(:ﬂ)) - xlzg’(log(x))> +a <i_g'(log(:zc)))
— 0 < ¢"(log(x))
g (log («' 7)) < (1= Ng(log(x)) + Ag(log(y))-

Im Folgenden wird gezeigt, dass unsere Funktion f(-) die Ungleichung (4) erfiillt. Dazu
werden zuerst die ersten beiden Ableitungen bestimmt:

M _ I(l—ﬂc)’1 ( log (‘"E) 1 ) B 1 x(lfﬂc)_1
2 1-2f (-2)e @ )* 2

lOg(ZE) :L,(l—x)’1

z(1—x)
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82f(x)__xﬁlog(x) T x 1) 1oe (2) — log () =
g = (i e ) 2

x(l_m)71

= T e : (:17 log(x) 4+ 2z(1 — z) log(z) + (1 — [L’)Q)

Ungleichung 4 lasst sich zusammenfassen zu

2f(x x =)~
22 a0~ f s (logla) (1= 0 + 2001 ) — alog(a)? — (1 - o))

x(l_z)_l

= =y (— (1 —2%) log(a) — zlog(a)” — (1 - 2)?)
l‘(lfx)_l

= loB(@) + 1= 2) (~ log(x) 1 + )

=g1(z) = g2(x)
!
>0

Fir 0 < x < 1 ist der vordere Faktor offensichtlich positiv. Fiir g;(z) ldsst sich dies auch
leicht nachpriifen:

gi1(x) >0

1
— log(z) >1——
x

= 0 < ¢"(log(z))
Z<::1/>$ et < 2.

Die letzte Ungleichung gilt offensichtlich. Auf dieselbe Ungleichung fiihrt auch gs(x), womit
unsere Funktion f(z) die Ungleichung (3) erfiillt.
Damit ist gezeigt, dass 7, = /71 - 73 die beste Wahl ist. [

2.4.3 Beliebige Anzahl Stimuli, N =1

In diesem Abschnitt wird eine beliebige Anzahl Stimuli betrachtet, aber weiterhin mit der
Beschrinkung N = 1, sodass nur exponential-verteilte Zufallsvariablen auseinandergehal-
ten werden miissen. Gegeben sind also Zufallsvariablen

X; ~exp(r), i=1...,k mit 7, < 1y < -0 - <,

wobei das Verhéltnis von 7 /7, wieder fest vorgegeben ist. Wie sind in Abhéngigkeit von
diesem Verhéltnis die Parameter 7, ..., 7_; zu wahlen, damit die Detektionswahrschein-
lichkeit maximiert wird? In Abhéngigkeit von 71 und 7, gilt:
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Lemma 2.14. Fir eine deterministische erste Stufe N =1 und 0 < 17, < Tp_q < +++ <
71 wird fir festes 7 /7, die Detektionswahrscheinlichkeit durch die eindeutige Losung der
Gleichungen

T2 73 T4 Tk
—_— == — == —,
T1 T2 73 Tk—1
bzw. explizit geschrieben durch
k—i i=1
k—1 k—1
T, =Ty T, 1=1,...,k,

maximiert.

Beweis. Aus Lemma 2.13 ist bereits bekannt, dass im Fall £ = 3 die Aussage gilt. Der Rest
folgt durch ein einfaches induktives Argument. Zur besseren Ubersicht wird mit dem Fall
k = 4 begonnen.

Angenommen, das optimale 7, und 73 wéren bestimmt. Betrachtet man nur die Parameter

S
o \T4 13 T 11
@

L © |

+—

e o

S

O o 7
~N
N
e
o

Abbildung 20: Entscheidungsschranken und optimale Phasenwahl fiir eine deterministische
erste Stufe N =1 fir k = 4 Stimuli.

T4, T3 und 7o, sieht man, dass 73 direkt nur von 7, und 7 abhéngt. Wiirde das optimale 73
nicht die Gleichung 73/7 = 74/73 16sen, kénnte man das 73 besser wahlen und wir hétten
keine optimale Losung gehabt. Analog folgt, dass 7 die Gleichung 75/7 = 73/7% erfiillen
muss. Beide Gleichungen kombiniert, ergibt die Aussage

T2 T3 T4
1 T2 7'3'
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Dasselbe Vorgehen lasst sich auf k& Stimuli iibertragen. Gegeben sei wieder die optima-
le Losung 7o, ...,7Tk_1. Betrachtet man nur die Parameter 7,..., 7, erhdlt man aus der
Induktionsannahme, dass gilt

T3 Ty Tk

_— = — = — ,

T2 73 Tk—1
andererseits erhalt man fir 7,...,7,_1, dass

T _ T _ e

71 T2 Tk—2

ist, wodurch insgesamt der erste Teil der Aussage folgt.

Zu zeigen bleibt noch, dass sich 7;, + = 1,..., k darstellen lasst durch
k—i i—1
=7

Dies folgt wieder induktiv: Fiir k£ = 3 gilt diese Darstellung offensichtlich.
Induktionsschritt: £ —1 — &

Fir 7, ..., 7 gilt
k—1—1 i—1
k—2 k—2
Ty =T Tk—1 (5)
Aus dem ersten Teil und (5) folgt
Te—1 Tk
Tik—2 Tr—1
1 k—3
A 2 -2 k-2
PEN The1 = Tk " T1 " Trq
I

Eingesetzt in (5) erhalt man

k—1—i 1 ,;71
n=1"7 - <7‘k : le_2>

1—1_,’_ i—1 P
o F—2 T (k—2)(k—1) E—1

(k—1)(k—2) i—1
_ Tl(k—Q)(k—l) _Tkk—l
k—i i—1

— le71 .
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2.4.4 Zwei Stimuli, N =n

Nun wird der Ausgang der ersten Stufe etwas allgemeiner betrachtet: Fir die Anzahl der
Spikes N ist ein beliebiges, aber deterministisches n € N moglich. Jetzt sind nicht mehr
nur exponential-verteilte Zufallsvariablen, sondern zwei Zufallsvektoren

X = (X117X127--~7X1n) und Xo = (X217X22;-"7X2n)
Xq; ~ exp(m) und Xo; ~ exp(72),

mit 7, < 71, gegeben. Bei einer Beobachtung x = (x4, ..., x,) entscheidet man sich fiir den
Parameter 7y, falls gilt:

fr(x) > [fry (%)

n n
<: H l . 6_331/7-1 > H _ e_mi/TQ
=171 i=1 T2
(L,L S oaTh
™2 7’1) i=1"" 1

— € n
2
s e loe(3)
€; > T 1
=1 T2 1

Lemma 2.15. Die Summe von n unabhingigen exponential-(T)-verteilten Zufallsvaria-
blen entspricht einer Gammaverteilung mit Parameter n und 1/7.

Beweis. Wie man durch Faltung leicht berechnet, besitzt die Summe von n unabhéngigen
exponential-(7)-verteilten Zufallsvariablen die Dichte

" 0 fiir z < 0,
und die Verteilungsfunktion
P = {Lm TR e >0
" 0 fiir 2 < 0.

Dies entspricht einer Gammaverteilung mit Parameter n und 1/7. Im speziellen (n € N)
wird diese als Erlangverteilung bezeichnet. ]

Lemma 2.16. Fir N =n und 0 < 75 < 71 hdngt die Detektionswahrscheinlichkeit allein
vom Verhdltnis

T1

T2

ab.
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Beweis. Analog zum Fall N = 1 lasst sich die Detektionswahrscheinlichkeit pp schreiben

als
( (Z X > lfgl /171> +P (Z Xai < 177; ﬁ}i))
lo Jog 7L
R R )
(P Eeanm) e (he<rng)
wobei FE;, ¢ = 1,...,n, fiir unabhéingige standard-exponential-verteilte Zufallsvariablen
stehen.

]

Bemerkung 2.9. Wieder erkennt man mit demselben Argument aus Lemma 2.11, dass
beide Wahrscheinlichkeiten fiir jedes n streng monoton steigen in Abhdngigkeit von 1 /7.

2.4.5 Drei Stimuli, N =n

In diesem Abschnitt wird wieder ein weiterer Stimulus eingefiihrt. Gegeben die drei Zu-
fallsvektoren

X = (X11,X12, S 7X1n) und X, = (X217X227 S 7X2n) und X3 = (X317X327-"7X3n)

Xq; ~ exp(m) und  Xo; ~ exp() und  X3; ~ exp(T3),
mit 73 < 7 < 7y ist wieder das 7, gesucht, sodass fiir 7, 73 fest gilt:
pp(T1, T2, T3) > pp(T1, T2, T3) V7 mit 73 < 1o < 7,

die Detektionswahrscheinlichkeit also maximiert wird.

Korollar 2.6. Fir N =n und 0 < 13 < 15 < 71 st die Detektionswahrscheinlichkeit
gegeben durch

1 n - log 22 n - log = n -log 7 n-log 2
pD(Tl,T2,73)—3<IP’<7n<3>+P<3<7n —= | +P > —"

7'1/7'2 —1

1—7'3/7'2 T2/7'3 1 ]_—7'2/7'1

fiir eine gamma-verteilte Zufallsvariable v, mit Parameter n und 1.

))

Beweis. Nach Satz 2.3 wird die Detektionswahrscheinlichkeit bestimmt tiber

logﬂ nlog nlogll
Xoi < 77—, — | TP S Yy
pp(T1, T2, T3) = ( (Z 3 1/73_1/72>+ <1/7’3—1/7'2<121 ’ 1/72—1/71>
n - log
Py Xu>—""—1]).
i (Z 1>1/72—1/71>>

=1

Da X;; ~ exp(7;), j = 1,2,3, 4 = 1,...,n unabhéngig, ist nach Lemma 2.15 die Summe
gamma-verteilt mit Parameter n und 1. ]
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Auch hier ergibt sich wieder:

Lemma 2.17. Fir N =n und 0 < 73 < 7o < 11 mit 71/73 := a fest, wird die Detekti-
onswahrscheinlichkeit durch T = /11 - T3 maximiert, bzw. durch die eindeutige Lisung der
Gleichung

T2 T3

T1 T2

Beweis. Der Beweis verlauft analog zu Lemma 2.13, nun mit etwas unhandlicheren Termen.
Zur besseren Ubersicht, vergleiche Beweisschritte in Lemma 2.13.

Bezeichne 7, eine gamma-verteilte Zufallsvariable mit Parameter n und 1. Nach Korollar
2.6 gilt es

1 p n-log 72 p n-log 72 n -log 7 p n-log 7
== <—B — By — 2 >
po(n ) = g\ P\ < T T o m 1 < S 1o ) TP U T o

nach 7 zu maximieren. Sei

n - log &
glr,ym) = "

T

und

n—1
F(aj,y,n):zl—eg Y ngy’

=

dann lasst sich pp(71,72,n) schreiben als

1

pp(T1, T2, T3) = 3 F(ro,m3,n) + F(r,72,n) =1 +2—=F(13,72,n) — F(72, 71,M)
::hl(Tg) 3:h2(7—2)
Mit
OF(z,y,n) _ 09(x,y,7) _ywym "ig:vy, _ slean "igxy, n)!
Ox Ox = = (i—1)
_ ag(%i% ) g(I Yy,n ) ! efg(x,y,n)
Oz (n—1)!

lisst sich fir die Ableitung von h;(72) einsehen, dass

1 /T T: T:
ahl(Tg) _ ?Q(i - 1) B 1Og (?;) % . 9(7_27 7_3777‘) . e—g(Tg,'rg,n)
oD (B _ 1>2 (n—1)!

T2

1/t T 1
_g(ﬁ_1>+10g (?f)?l 9(7177—%”)

_ . . 6—9(71,72771)

(Q _ 1)2 (n—1)!

T1

! .. T2 73
=0 fir — = — bzw. ;, = /71 - T3.
T1 T2
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Analog erhélt man fiir hy(7s)

ah2(7—2) o _?12 (% o 1) + log (%) % . g<7—3?7—27n) . e—g(Tg,Tz,n)

or, (2_1)2 (n—1)!

T3

1 /7

;2(;2 - 1) — log (%) % 9(7'27 Tlan) . e 9(m2,71,m)

(g_l)Q (=1

T2

! . T2 73
=0 fir == — bzw. 7, = /71 - T3.

71 T2

+

Auch hier muss noch iiberpriift werden, ob ein Maximum vorliegt und ob dies auch ein
globales ist.

Analog zum Fall N =1 in Lemma 2.13 muss also iiberpriift werden, ob fiir alle n € N und
Ty € [13, T2 gilt

P (v < g(r2,m3,1n)) + P (9(73,72,n) <77 < g(11,72,n)) + P (v > g(72,71,7n))
<2-P(y< g(\/Tl 73, 73,m)) +2-P(y > 9(7'1,\/7'1 - T3, 1))

Durch dieselben Substitutionen wie in Lemma 2.13 lésst sich diese Ungleichung in die
Fragestellung tiberfithren, ob die Funktion

N ey n-logxi 1l n~x-10gwi
= 1l—x J— J— -n J— -
fl@) =2 (gz!<x—1> ! i:oi!< r—1 )

fir 0 < z < 1 Ungleichung (3) erfillt.
Fur die erste Ableitung erhélt man

Of(x) n(log(z)r+1—ux) s nlog (x) et ~ n(log(x)+1—x) g nx log (z) e
or (n—1)lz(-1+2)’ -1+ (n—1D(=1+2z) 14z
_ . n" log(@)"
S (n—D)a(z—1)n
und fiir die zweite Ableitung

*f(x)
or2

n+1 1 n—1 N
- (nn_ o 332?5(11:)1)%2 cxTee (—n - xlog(x)? + ((1 +n)z? -2z —n+ 1) logz —n(1— x)Q) ,

Damit ergibt sich

0*f(x oOf (x ntl log(z)"™t .
O =y o e ™ o 1) g1
(%)
>0
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Die beiden hinteren Faktoren sind bereits bekannt und positiv. Der vordere Teil ist fiir
alle n € N positiv, da in Abhéngigkeit von n gerade oder ungerade in (*) genau ein Term
negativ ist.

Damit ist auch fiir den allgemeinen Fall N = n gezeigt, dass 7, = /71 - 73 die beste Wahl
ist. O]

2.4.6 Beliebige Anzahl Stimuli und zufillige erste Stufe

Analog zum Fall N = 1 lasst sich fir N = n (vgl. Lemma 2.14) der induktive Beweis
fithren, dass fiir eine beliebige Anzahl k an Stimuli die optimalen Parameter durch die
Gleichung

7'2_7'3_7'4 _Tk

T1 T2 T3 Tk—1

gegeben sind. Bisher wurde die erste Stufe nur als deterministisch N = n betrachtet. Da
sich fiir jedes n € N dieselbe optimale Parameterwahl ergeben hat, diese also unabhéngig
von n ist, gilt das Ergebnis auch fiir eine zuféllige erste Stufe.

Somit halten wir noch einmal fest:

Satz 2.7. Firk € N Stimuli mit \y = g ==X und 7, < 71 < -+ <71 mit 7/ 7y
fest wird die Detektionswahrscheinlichkeit durch die eindeutige Losung der Gleichungen
T2 T3 T4 Tk
1 T2 T3 Th1

bzw. explizit geschrieben durch

maximaiert.

Beweis. Der erste Teil folgt aus Lemma 2.17. Die zweite Teilaussage wurde bereits in
Lemma 2.14 gezeigt. [
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3 Optimale Parameterwahl auf Basis von A\ und 7

Fiir jede Stufe einzeln betrachtet haben wir die optimale Parameterwahl bereits analysiert.
Auf Basis von A lassen sich durch ein geschicktes Vorgehen die optimalen Parameter fiir
eine beliebige Anzahl Stimuli sehr schnell numerisch berechnen. Asymptotisch existiert
sogar eine analytische Losung. Auf Basis von 7 war es moglich eine explizite, analytische
Darstellung der optimalen Parameter fiir eine beliebige Anzahl Stimuli zu beweisen.

Jetzt soll der Frage nachgegangen werden, wie die Parameter \; und 7, ¢ = 1,...,k,
zu wihlen sind, damit die Stimuli mit moglichst hoher Wahrscheinlichkeit auseinanderge-
halten werden kénnen. Auch hier bedarf es analog zur Unterscheidung auf nur einer Stufe
einer zusétzlichen Beschrankung: Die Frage lasst sich nur sinnvoll beantworten, wenn man
das maximale A beschrankt und das Verhéltnis Tyax/Tmin vorgibt.

0.B.d.A. kann davon ausgegangen werden, dass die \’s der Grofle nach geordnet sind:
A < A1 < --- < A1, Da bereits nur auf Basis von A keine analytische Losung moglich
war (abgesehen von der Asymptotik), ist beim Zusammenfiigen der beiden Stufen auch nur
ein numerisches Vorgehen zu erwarten. Ziel ist es aber, das Zusammenspiel der beiden Stu-
fen besser zu verstehen und exemplarisch fiir bestimmte Vorgaben die optimalen Parameter
numerisch zu bestimmen. Insbesondere wird dabei der Einfluss der Phase herausgearbeitet
und das deutlich bessere Detektieren durch Hinzunahme der Phase aufgezeigt. Begonnen
wird wieder mit dem Zwei-Stimuli-Fall.

3.1 Nullstimulus

In diesem Abschnitt wird auch beim Zusammenspiel von A und 7 die Existenz des Nullsti-
mulus motiviert, der unabhéngig von den Randbedingungen stets als natiirlich optimaler
Stimulus vorhanden ist.

Gegeben zwei Stimuli S7, .S mit 0 < Ay < A < Apax und Tinax/Tmin < ¢, ist das optimale
A gesucht, sodass

pD()\1,5\2,71,7'2) > pp(A1, A, 71, T2) Vs < A und V7, 7o mit Tiax/Tmin < .

Gemafl Lemma 2.1 entscheidet man sich fiir Stimulus 1, falls gilt:
/\17’2 1 1 "
log — —— — E i > A — Ao
n log ATt + (T2 7'1> .:1$ 1 2

Diese Entscheidungsregel ist in Abbildung 21 fir simulierte Werte dargestellt. Um die Wer-
te besser auseinanderhalten zu konnen, sind diese leicht gejittert.

Da A; relativ klein ist, ergeben sich haufig Null Spikes. Fiir grofles A; erwartet man also
wieder, dass das beste Ay = 0 ist, aber das ist fiir kleine \; erstmal tiberhaupt nicht klar.
Setzt man A\, = 0 verliert man komplett die zweite Stufe, egal wie viel Entscheidungsmacht
man durch diese erhalten wiirde.
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10

1/NZXi

5 10 15

Abbildung 21: Entscheidungsschranke fiir 2 Stimuli mit Parametern \; = 6, 71 = 4, Ay = 2
und 7, = 2. Die roten Punkte entsprechen simulierten Werten geméafl \;
und 7, die blauen Punkte geméaf Ay und 7.

In Abbildung 22 ist die Detektionswahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von A, fiir festes
A1, 71 und 75 berechnet.

Auf den ersten Blick ergibt sich ein relativ erstaunliches Ergebnis: Auch fiir sehr kleines \;
und sehr grofies Tyax/Tmin ist die beste Wahl immer Ay = 0. Auf den zweiten Blick ist dies
aber gar nicht so erstaunlich: Ist das A; klein, ergibt sich oft Null, und die Stimuli lielen
sich bei Ay = Ay nicht unterscheiden. Wahlt man A\, = 0 lassen sich diese unabhéngig von
der zweiten Stufe bei mindestens einem Spike stets sicher unterscheiden.

Im Allgemeinen gilt:

Satz 3.1. Fir k = 2 Stimuli mit \y < A\ < ¢, ¢ € RT fest, und fiir belicbige 71,70 wird
die Detektionswahrscheinlichkeit stets durch

)\220

maximaiert.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir die Detektionswahrscheinlichkeit pp gilt:

PbD ()\17077_177_2) 2 PbD ()\17)\277_177—2) v )\1a7—177_2 € R und >\2 € [07 )\1]
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~ b ?\
o o “ - S e ST
% 1l =50 'g s 1, =1000
\ _ 4
S5 | 1,=10 s . \ 1, =100
X ° 23\
L 2 e
o) o |
a . @) \\
[or ©
S 8 T
00 05 10 15 20 25 30 00 02 04 06 08 10
A2 Az
(a) Detektionswkt. in Abhéngigkeit von Ao (b) Detektionswkt. in Abhéngigkeit von Ao
fir y = 3, » = 1 und 1 = 10 bzw. fir Ay = 1, = = 1 und m; = 100 bzw.
71 = 30. 71 = 1000.

Abbildung 22: Die Detektionswahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von Ay < Ay fiir verschie-
dene Vorgaben A\{, 71 und 75. Der optimale Wert ist stets Ay = 0.

Unabhéangig von 71 und 7 ergibt sich fiir die linke Seite

1
PbD ()\1,0,7’1,7’2) = 5 (]P(Ng = 0) +P<N1 > 0))
1 7)\1
:§(L+1—e )
1
=1- 567)\1.

Die rechte Seite ist monoton steigend in 7,,4:/Tmin und fiir eine beliebig méchtige zweite
Stufe erhélt man

IN

PbD (>\17 >\27 1, TQ)

]

Dass das optimale Ay = 0 ist, lasst sich auch etwas intuitiver erkennen. Wir haben bereits
gesehen, dass Ay = 0 die Detektionswahrscheinlichkeit in der ersten Stufe maximiert, auf
eine gewisse Weise wird auch die zweite Stufe dadurch maximiert, da dort auch keine
Fehlentscheidung mehr moglich ist.

Bemerkung 3.1. Damit existiert unabhdngig von Ayax und Tmaz/Tmin Stets der Nullsti-
mulus, fir den man sich im Fall von Null Spikes immer entscheidet. Dieser wird auch hier
im Folgenden nicht mehr zu der Anzahl Stimuli dazu gezdhlt.
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3.2 Zweil Stimuli

gegeben zwei Stimuli S7, S5 mit 0 < Ay < A; < Apax und Tax/Tmin < ¢, ist das optimale
Ao gesucht, sodass

pD<07 )\17 5\27 71, 7—2) 2 pD(07 >\17 )\27 71, T2> V)\Q S A1 und VTla T2 mit Tmax/Tmin S C.

Bestimmt man in Abhéngigkeit von Tiax/7min die Detektionswahrscheinlichkeit fiir festes
A1 und verschiedene o, ldsst sich der grundlegende Verlauf des optimalen A\, bereits er-
kennen, vergleiche Abbildung 23.

Fir Tax/Tmin = 1 dominiert Ay = 2 unter den ausgewéhlten \y. Das fur diesen Fall optima-

Detektionswkt.
05 06 07 08 09 1.0

Tmax/Tmin

Abbildung 23: Detektionswahrscheinlichkeit in Abhangigkeit von Tyay/Tmin fiir A; = 6 und
ausgewahlte \s.

le )\, ist aber bereits bekannt, da dies der Unterscheidung nur auf Basis von \ entspricht.
Bei diesem Ay beginnend, wéchst es fiir steigendes Tinax/Tmin an, bis As = A erreicht wird
und nur noch auf Basis von 7 unterschieden wird.

Im folgenden soll dieser Verlauf und die verschiedenen Kombinationsmoglichkeiten genauer
untersucht werden.
Ob man sich fiir Stimulus 1 oder 2 entscheidet, hangt von der Hohe des mittleren Wertes
X :=1/nY X; ab.

Bemerkung 3.2. In Abhdngigkeit von n ist fiir Ty # 1o die Entscheidungsschranke gegeben
durch die Funktion

Al—A2 A1T2
fln) =~ %
1/7’2 — 17'1
A
1 )\1 — /\2 log /\7;7—17—2 log %7—17—2
= — - cT1T — "‘
n T — To T — T2 T1 — T2
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Ist 77 > 7 entscheidet man sich fiir Stimulus 1, falls 1/n Y X; > f(n) ist, sonst umgekehrt.
Bei der Parameterwahl gibt es zwei verschiedene Kombinationsmoglichkeiten: Entweder
man fasst das grofere 7 mit dem groferen A zusammen, vgl. Abbildung 24 (a) , oder das
kleinere 7 zum groBeren A, siche Abbildung 24 (b).

T1 = Tmax T2 = Tmax
E g As
1= ° =
[ [

A2
= | =, il
0 )\max 0 )\max
(a) Der maximalen Rate wird die maximale (b) Der maximalen Rate wird die minimale
Phase zugeordnet. Phase zugeordnet.

Abbildung 24: Zwei mogliche Kombinationen im Fall von zwei Stimuli. Der optimale Wert
fiir A muss berechnet werden.

Bemerkung 3.3. Fir den Fall \; > Xy und 7y > 19 (der rote Fall) gilt a >0, b > 0 und
¢ > 0. Fir den Fall \y > Xy und 7y < 1o (der grine Fall) gilt o/ = —a, b’ = —b und ¢’ = c.
Wie man auch in Abbildung 25 erkennen kann, sind die beiden Fdlle achsensymmetrisch
2u C.

Auf den ersten Blick konnte man zu dem Schluss kommen, dass der rote Fall stets eine
hohere Detektionswahrscheinlichkeit besitzen sollte, da man sich im griinen Fall zum Bei-
spiel bei diesen konkreten Werten bei n = 1 nie fiir die Kombination mit dem kleineren
7 entscheiden wiirde, egal wie die zweite Stufe ausfallt und dazu auch noch das groflere
A wahlen wiirde. Aber wir werden sehen, dass in manchen Bereichen auch der griine Fall
eine hohere Detektionswahrscheinlichkeit aufweist. Meist dominiert aber der rote Fall, auch
wenn die Unterschiede nur sehr gering sind.

In Abbildung 26 wird der rote Fall nédher untersucht. Erwartungsgeméf basiert die Ent-
scheidung fiir dhnliche 7 fast nur noch auf Basis von A, vgl. Abbildung 26 (a). Fiir 4hnliche
7 flieBt fir grofle n die zweite Stufe nicht mehr in die Entscheidung ein, dhnelt also dem
griinen Fall in umgekehrter Weise, jetzt in der zweiten Stufe. Nun kann man sich schon
besser vorstellen, dass in manchen Féallen auch die umgekehrte Parameterkombination vor-
teilhaft sein kann.
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Abbildung 25: Beziehung zwischen den beiden Entscheidungsschranken fiir die Falle \; >
Ao, 71 > To (rot) und Ay > Ay, 74 < 7» (grin). Die aus den beiden

Kombinationsmoglichkeiten resultierenden Schranken sind symmetrisch zu
log %Tl [y

Cc =
T1—T2

In Abbildung 27 ist der griine Fall genauer dargestellt. Je dichter die 7 aneinanderlie-
gen, desto geringer féllt auch der Einfluss der zweiten Stufe aus. Aber auch fiir ein grofies
Verhaltnis Tax/Tmin hat fir kleines n die zweite Stufe keinen Einfluss, vgl. Abbildung 27
(c). Also lasst sich erwarten, dass fiir grofieres Tiax/Tmin und ,, groBere” A\; der rote Fall
etwas hohere Detektionswahrscheinlichkeit besitzen wird. Das wird sich bei den weiteren
Analysen grofitenteils auch bestatigen wird.

Wie in Kapitel 2.2 beschrieben, lasst sich fiir vorgegebene Parameter \;, Ao, 7 und 7
die Detektionswahrscheinlichkeit berechnen. Halt man nun \; fest, kann man fiir den grii-
nen und roten Fall in Abhéngigkeit von Tyax/Tmin Dumerisch das Ay bestimmen, das die
Detektionswahrscheinlichkeit maximiert.

Auf diese Weise wurde Abbildung 28 erzeugt. In (a) und (b) ist das optimale Ay in Abhén-
gigkeit von Tyay/Tmin fiir Ay = 4 und \; = 6 dargestellt. Im griinen Fall steigt das optimale
Ao stets fiir wachsendes Tyax /Tmin an. Im roten Fall nimmt das optimale Ay zu Beginn sogar
kurz ab, was etwas kontraintuitiv ist. Anschliefend nimmt aber auch dieses kontinuierlich
Zu.

ADb einem gewissen Tyax/Tmin Springt das optimale Ay auf A\;. Ab dieser Stelle ist es besser,
die erste Stufe zu iibergehen und nur auf Basis von 7 zu unterscheiden. Fiir A\ = 4 springt
das optimale A\, im roten Fall etwas frither als im griinen. Fiir A; = 6 ist dieses allerdings
umgekehrt.

Die Detektionswahrscheinlichkeit wird von keinem der beiden Falle dominiert, doch besitzt
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(b) 7'1:7und 7'2:2. (d) 7'1:15 und 7'2:2.

Abbildung 26: Auswirkung auf die Entscheidungsschranken fir den Fall A\; > Ao, 74 >
Ty durch Parameterveranderungen in kritischen Bereichen. Konstant bleibt
dabei A\{ =6, Ay =2 und 7 = 2.

der rote Fall ofters eine hohere Detektionswahrscheinlichkeit. Der maximale Unterschied
betragt aber nur 0.004 und kommt in beiden Richtungen vor.

In Abbildung 28 (c) und (d) ist die optimale Detektionswahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit
VON Tiax/Tmin dargestellt. Dies entspricht der dickeren Linie. Die diinnere Linie entspricht
der Detektionswahrscheinlichkeit, wenn man nur auf Basis von der ersten Stufe mit dem
gewéhlten A\ entscheiden wiirde.

Fiir steigendes Tyax/Tmin nimmt die gemeinsame Detektionswahrscheinlichkeit wie erwar-
tet kontinuierlich zu, auch wenn die Entscheidungskraft nur auf Basis der ersten Stufe
kontinuierlich fallt. Dort wo das optimale Ay auf \; springt, besitzt man hier einen Ab-
wartssprung auf 1/3 - (2 — exp(—A1)). Die beiden Stimuli lassen sich auf Basis von A nicht
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Abbildung 27: Auswirkung auf die Entscheidungsschranken fir den Fall A\; > Ao, 71 <
Ty durch Parameterveranderungen in kritischen Bereichen. Konstant bleibt
dabei Ay =6, Ay =2 und 7y = 2.

mehr auseinanderhalten, nur vom Nullstimulus lassen sich diese noch unterscheiden. Ab
dem Zeitpunkt, zu dem nur noch auf Basis von 7 unterschieden wird, besitzt die Detekti-
onswahrscheinlichkeit anscheinend auch einen kleinen Aufwértssprung.

In Abbildung 29 ist genauer dargestellt, fiir welche Tiax/Tmin der rote oder der griine Fall
eine hohere Detektionswahrscheinlichkeit besitzt.

Fir Ay = 4 dominiert zu Beginn, aufler unmittelbar am Anfang, grofiten teils der griine
Fall. Fiir Ay = 4 ist beim roten Fall Ay auch etwas frither auf A\; gesprungen und besitzt
in diesem Bereich auch eine hohere Detektionswahrscheinlichkeit. Ab der Stelle, an der
sowohl im griinen als auch im roten Fall das A\, auf \; gesprungen ist, besitzen beide Félle
natiirlich dieselbe Detektionswahrscheinlichkeit.
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(b) Das optimale Ay fiir beide Kombina- (d) Vergleich maximale Detektionswkt. fiir
tionsmoglichkeiten in Abhangigkeit von A1 = 6 auf Basis von A und 7 mit allein
Tmax/Tmin fUr A; = 6. auf Basis des gewéahlten \o.

Abbildung 28: Optimales A und maximale Detektionswahrscheinlichkeit fiir den roten
(A > Ay und 73 > 7) und grinen Fall (A\; > Xy und 7 < 7o) fiir fes-
tes A1 in Abhéngigkeit von Tiax/Timin-

Fir A\; = 6 ist der griine Fall seltener vertreten, hauptsichlich nur zu Beginn. Aber fiir
A1 = 6 ist der griine Fall an der Sprungstelle kurzzeitig dominierend. In Abbildung 28 war
zu erkennen, dass im griinen Fall das Ay knapp frither auf \; springt als im roten Fall.
Genau in diesem Bereich besitzt der griine Fall eine héhere Detektionswahrscheinlichkeit
als der rote Fall.

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass sich der grundsétzliche Verlauf fiir beide \’s
ahnelt, im Detail aber schon unterschiedliche Aufteilungen aufweist.

Das Zusammennehmen der beiden Stufen scheint die Frage nach den optimalen Para-
metern numerisch relativ aufwéndig zu gestalten. Wird die Detektionswahrscheinlichkeit
durch die Kombination der beiden Stufen iiberhaupt nennenswert beeinflusst. Bestimmt
man das Tiax/Tmin, das benotigt wird, um die Detektionswahrscheinlichkeit gegeniiber nur
der Unterscheidung auf Basis von A um 5% zu erhohen, erhédlt man Abbildung 30.
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Abbildung 29: Fir welche Tyax/Tmin besitzt der rote Fall (A; > Ay und 71 > 75) oder der
grime Fall (A; > Ay und 7y < 73) die hohere Detektionswahrscheinlichkeit.

Ab A\ = 13 ist ein erhohen der Detektionswahrscheinlichkeit um 5% gar nicht mehr mog-

Tmax/Tmin

10

Abbildung 30: Welches Tyax/Tmin Wird in Abhéngigkeit von A\; benétigt, um die Detekti-
onswahrscheinlichkeit gegentiber nur der Unterscheidung auf Basis von A

um 5% zu erhohen.

lich. Dies liegt natiirlich daran, dass bei zwei Stimuli fiir so hohes A\; ein Unterscheiden
sehr sicher moglich ist. Bei mehreren Stimuli miisste dementsprechend das A; immer groflier
gewihlt werden und der Einfluss der zweiten Stufe diirfte starker ausfallen.

Betrachtet man auflerdem andersherum, ab welchem Ty /Tmin man bereits auf die erste
Stufe verzichtet, erkennt man, dass dieses im Verhéltnis zu A; relativ gering ausfallt. In
Abbildung 31 (a) ist dies dargestellt. Selbst wenn man ein A; von 30 zur Verfiigung hat,
wiirde man zur Unterscheidung nur auf Basis von 7 bereits ab 7,,,, = 6 umstellen.
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(a) Ab welchem Tyax/Tmin ist es in Abhéangig- (b) Bis zu welchem Tyax/Tmin hat in Abhén-
keit von A; optimal, nur noch auf Basis gigkeit von A\ die zweite Stufe keinen Ein-
von 7 zu unterschieden. fluss auf Ag.

Abbildung 31: Die Bedeutung der Phase fiir 2 Stimuli.

Bemerkung 3.4. Die zweite Stufe wird umso mdchtiger, je grofier die erste Stufe ausfdllt,
und damit, je groffer das A\ ist. Die zweite Stufe besteht ndmlich aus unabhdngig, identisch
verteilten Zufallsvariablen und zur Unterscheidung greift man nur auf deren Summe zurick.
Fiir grofles n unterliegt deren Mittelwert immer geringeren Schwankungen und folgt dem
Gesetz der groflem Zahlen.

Fir grofle A1 lassen sich mit der ersten Stufe die beiden Stimuli schon sehr sicher un-
terscheiden und die zweite Stufe kann die Detektionswahrscheinlichkeit nicht nennenswert
steigern, doch ben6tigt man dort auch nur ein verhédltnisméaBig deutlich geringeres Tinax/Timin
um eine hohere Detektionswahrscheinlichkeit aufzuweisen. Interessant ist, wie sich dieser
Effekt bei mehreren Stimuli auswirkt. Bei einer groflen Anzahl Stimuli lassen sich diese
auch fir groBles A\; in der ersten Stufe nur schwierig auseinanderhalten, doch greift dort in
der zweiten Stufe das Gesetz der groflen Zahlen. Ab wann dominiert die zweite Stufe, oder
dominieren dort erst mal andere Kombinationsmoglichkeiten, die es im 2-Stimuli-Fall nicht
gibt?

In Abbildung 31 (b) ist dargestellt, bis zu welchem Tyax/Tmin die zweite Stufe in Abhén-
gigkeit von \; das optimale Ay nicht beeinflusst. Wie man deutlich erkennen kann, wirkt
sich selbst bei grolem A; ein sehr geringes Tiax/Tmin sofort auf die erste Stufe aus. Die
Schwankungen vom minimalen 7y,ayx /Timin konnen dabei durchaus auf Rechenungenauigkei-
ten zuriickgehen, eine sofortige Auswirkung der zweiten Stufe ist nicht auszuschlieflen.

3.3 Drei Stimuli

Diese Analysen haben im Zwei-Stimuli-Fall die Bedeutung der zweiten Stufe, auch fiir grofle
A1, aufgezeigt. Nun wird untersucht, wie sich fiir einen weiteren Stimulus die Aufteilung
der optimalen Parameter verhalt.
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Gegeben dl:ei §timuli 51,892,593 mit 0 < A3 < Ay < A1 < Apax und Tipax/Tmin < ¢, sind die
optimalen Ay, A3, 71, T2, 73 gesucht, sodass

pD(()? )‘17 5\27 5\37 7:1a 7:27 f3) 2 pD(Ov >\17 >\27 >\37 T1, T2, 7—3)

fir alle A3 < Ay < A; und fiir alle 7y, 72, 73 Mit Tax/Timin < C.

Fiir drei Stimuli ergibt sich eine Schwierigkeit: Bei Zweien konnte man die erste Stufe
in Abhéngigkeit von der zweiten Stufe betrachten. Dort wird nédmlich offensichtlich das
maximal mogliche Verhaltnis 7iax/Tmin gewahlt, da dies unabhéngig von der ersten Stufe
die Detektionswahrscheinlichkeit maximiert. Es ist nur nicht klar, ob 7 oder 7, maximal
gewéhlt wird.

3.3.1 Zweite Stufe in Abhingigkeit von Stufe 1

Bei Dreien ist nur klar, dass ein 7 minimal und eines maximal gewahlt wird. Doch gibt
es hier schon sechs mogliche Kombinationen. Offen bleibt die Frage, wie das mittlere 7
gewahlt werden soll. Deshalb wird hier das umgekehrte Vorgehen eingeschlagen: Vorgeben
feste Werte flir Ay > Ay > A3, wie lauten die optimalen Parameter 71, 75 und 737

In Abbildung 32 ist dies fiir A\; = 6, Ay = 3, A\3 = 1 dargestellt.
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(a) Optimales 7; in Abhéangigkeit von (b) Maximale Detektionswkt. gemafi Wahl
Tmax/Tmin fur festes A1 = 6, Ay = 3, aus (a) fir \y =6, Ao =3, A3 = 1.
Az = 1.

Abbildung 32: Optimale Detektionswahrscheinlichkeit und optimales 7; fiir festes A; = 6,
Ao = 3, A3 = 1 in Abhéngigkeit von Tyax/Tmin fur die beiden anderen 7.
Fiir die griine Linie wurde das optimale 7 bestimmt, fir die beiden Fille
TI = Tmax UNd 73 = Tyuin oder 7 = Ty und 73 = Thax. Analog flr die rote
und blaue Linie.

Die Abbildung ist folgendermaflen entstanden: Es wurde jeweils das optimale 7 (rot), 7

(griin) und 73 (blau) berechnet, in Abhéngigkeit von Tyay/Tmin filr die beiden anderen 7.
Dabei wurde gleichzeitig das Maximum tiber die beiden Moglichkeiten, welches der beiden
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iibrigen das maximale und das minimale 7 annimmt, genommen.

Auf den ersten Blick fallt auf, dass in diesem Bereich das optimale 73 und 73 identisch
sind und sich auch dieselbe Detektionswahrscheinlichkeit ergibt. Fiir kleines Tax/Tmin 1St
es optimal, fiir 7 und 73 das maximale 7 zu wéhlen. Kurz vor zwei springt die optimale
Wahl aber direkt auf das minimale 7y, hier 0.B.d.A 7,;, = 1, und bleibt darauf in diesem
Bereich konstant.

Das optimale 7, lauft etwas unregelméfliger: Fiir sehr kleines Tyax/Tmin Wird das optimale
Ty gerade T, gesetzt, dann springt es direkt auf das maximale 7 und kurz darauf wieder
auf Tinin. Bel Tiax/Tmin €twa 9 springt es aber nochmal auf einen Wert zwischen 7, und
Tmin Und steigt kontinuierlich.

Der griine Fall besitzt aber im gesamten Bereich eine geringer Detektionswahrscheinlich-
keit als die beiden anderen. Dies ist auch einleuchtend: Wahlt man 7, und 73 als maximal
und minimal, lassen sich gerade die Stimuli in der zweiten Stufe gut unterscheiden, die sich
bereits in der ersten Stufe besser auseinandergehalten haben lassen. Der zweite Stimulus
hingegen lasst sich in der ersten Stufe bereits schlechter unterscheiden und bei der zweiten
Stufe bei dieser Kombination dann auch. Es sollte also besser sein, die 7’s ,,abwechselnd®
zu den \’s zu wéhlen.

Um die Spriinge besser zu verstehen, werden fiir den roten Fall die beiden Moglichkei-
ten, ob 7, oder 73 als maximal gewdhlt werden, genauer analysiert. In Abbildung 33
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(a) Optimales 7 in Abhéngigkeit von (b) Maximale Detektionswkt. gemafl Wahl

Tmax/Tmin fur die beiden Félle 19 = Tiax aus (a) fir \y =6, Ao =3, A3 = 1.
oder 173 = Thax flr festes Ay = 6, Ay = 3,
Az =1.

Abbildung 33: Optimale Detektionswahrscheinlichkeit und optimales 7 fiir festes A\; = 6,
Ao = 3, A3 = 1 in Abhéngigkeit von Tyax /T fiir die beiden Moglichkeiten
To = Tmax 0der T3 = Thax.
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erkennt man, dass in diesem Bereich das fiir 73 = 7,.c Optimale 77 gerade das maximale
7 ist und flir 79 = Tyax gerade das minimale 7. 7 wird also in diesem Bereich gerade so
gewdhlt, dass sich die benachbarten 7 maximal unterscheiden. Wie zu erkennen, besitzt
nur zu Beginn 73 = 7,,, eine hohere Detektionswahrscheinlichkeit, wodurch der Sprung
zustande kommt.

Fir 73 erhélt man dieselbe Abbildung. Ob man nach 77 oder 73 maximiert, ist also gerade
in diesem Bereich symmetrisch, weshalb sich offensichtlich in beiden Félle dieselbe Detek-
tionswahrscheinlichkeit ergibt.

Intuitiv erwartet man aber fiir grofle Tyax/Tmin €inen etwas anderen Verlauf. Bei den bishe-
rigen Anordnungen lassen sich zwei Stimuli auf Basis von 7 nicht unterscheiden, das sollte
sich fiir im Verhéltnis zu Ay sehr grofie Tyax/Tmin verdndern. Deswegen ist in Abbildung 34
analog zur Abbildung 32 der Verlauf fiir \y = 3, Ay = 2, A\3 = 1 dargestellt. Dort treten
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(a) Optimales 7; in Abhéngigkeit von (b) Maximale Detektionswkt. geméafi Wahl
Tmax/Tmin fur festes Ay = 3, Ay = 2, aus (a) fir \y =3, Ao =2, A3 = 1.
A3 =1.

Abbildung 34: Optimale Detektionswahrscheinlichkeit und optimales 7; fiir festes A\ = 3,
A2 = 2, A3 = 1 in Abhéngigkeit von Tyax/Tmin fur die beiden anderen 7.
Fiir die griine Linie wurde das optimale 75 bestimmt, fiir die beiden Félle
TI = Tmax UNd T3 = Tipin 0der 71 = Ty und 73 = Tay. Analog fiir die rote
und blaue Linie.

die Spriinge frither auf und die numerische Berechnung verlauft schneller.

Nun ldsst sich der vollstdndige Verlauf erkennen: Bis etwa Tyax/Tmin = 11 entspricht dies
dem bisher diskutierten Verlauf. Doch springt ab hier auch das optimale 71 auf einen Wert
zwischen T, und 7y, und nun hebt sich auch die rote von der blauen Kurve ab. Der rote
Fall besitzt von da an auch eine hohere Detektionswahrscheinlichkeit.

Bis kurz vor Tyax/Tmin = 40 steigt das optimale 7y kontinuierlich an. Dann springt das 7
nochmals deutlich nach unten, von wo an es wieder weiter kontinuierlich wachst. Die blaue
Kurve folgt der roten Kurve zeitverzogert.
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In Abbildung 35 wird genauer betrachtet, wie das optimale A\; zustande kommt, in Abhéan-
gigkeit der beiden moglichen Kombinationen 7 = 7. oder 73 = Tax-
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(a) Optimales 7 in Abhéngigkeit von (b) Maximale Detektionswkt. gemafl Wahl

Tmax/Tmin fur die beiden Félle 19 = Tipax aus (a) fir \y =3, Ao =2, A3 = 1.
oder 173 = Tax flr festes Ay = 3, Ay = 2,
A3 = 1.

Abbildung 35: Optimale Detektionswahrscheinlichkeit und optimales 7 fiir festes A\; = 3,
Ao = 2, A3 = lin Abhéngigkeit von Tyay/Tmin fir die beiden Moglichkeiten
To = Tmax 0der T3 = Tyax.

Der Anfang gleicht wieder dem bekannten Bild. Doch an der Stelle, an der das optimale
71 nach oben springt, springt hier im Falle 73 = 7. das 7 von 7,4, nach unten. Ab hier
iibersteigt die Detektionswahrscheinlichkeit von 73 = T, nochmals den Fall 7 = 7.
Dies dauert aber nur solange, bis auch im Fall 75 = 7. das 7, von 7,3, nach oben springt.
Wie im rechten Teil der Abbildung zu erkennen, verliert man aber kaum an Detektions-
wahrscheinlichkeit, wenn man sich im gesamten Bereich immer fiir den Fall 75 = 7.
entscheiden wiirde.

Bemerkung 3.5. Flir festgehaltene Raten lasst sich zusammenfassend hervorheben, dass
grof$tenteils o und 13 als mazimales und minimales T gewdhlt werden und nach T mazi-
miert wird. Genauer scheint folgender Verlauf vorzuliegen:

(Tmaxa Tmin 7—max) — (Tmina Tmax Tmin) — (7'1, Tmin 7_max) — (7_17 Tmax 7—min) Tmin < T1 < Tmax-

Nun ist klarer, wie die 7 am besten kombiniert werden. Es fehlt aber noch das Zusammen-
spiel zwischen A und 7. Dieses wird im folgenden nun genauer betrachtet.
3.3.2 Global beste Wahl fiir A und 7

Gesucht sind also die Wahlen fiir Ay > Ay > A3 und 71, 7, 73, sodass die Detektions-
wahrscheinlichkeit maximiert wird. Wie bereits bekannt, ist diese Frage nur sinnvoll fiir
festgehaltenes A; und einem vorgegebenen Verhaltnis 7iax /Tinin-
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In Abbildung 36 wurde die optimale Parameterwahl fiir A\; = 6 und A\; = 12 in Abhéngig-

keit von Tyax/Tmin numerisch berechnet.
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(a) Optimale Raten Ao und Ag fiir A\ = 6. (d) Optimale Raten Ay und A3 fir A; = 12.
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(b) Optimale Phasen 71, 79 und 73 fiir A; = 6. (e) Optimale Phasen 71, 72 und 73 fiir Ay = 12.
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(c) Maximale Detektionswkt. fir A\; = 6 im (f) Maximale Detektionswkt. fir A\ = 12 im

Vergleich zu einem reinen Phasen-Code. Vergleich zu einem reinen Phasen-Code.

Abbildung 36: Optimale Parameterwahl und optimale Detektionswahrscheinlichkeit fiir 3
Stimuli fiir A; = 6 und A\; = 12 in Abhéngigkeit von Tyax/Tmin-
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In Abbildung 37 sind zudem die vorkommenden Kombination dargestellt.

Fir die optimalen X\ gibt es drei grundsatzlich verschiedene Wahlen: Fiir sehr kleines
Tmax/Tmin Wird nur ein A maximal gesetzt, es lassen sich also alle Stimuli auch nur auf
Basis von A unterscheiden. Fiir 7,5 /Tin = 1 wird nur noch auf Basis von A unterschieden
und man befindet sich in dem aus Kapitel 2.3 bekannten Fall.

Bereits im Verhaltnis zu A kleinem 7,0y /Tmin ist es vorteilhafter, zwei A maximal zu wéh-
len und damit das Unterscheiden zweier Stimuli nur noch auf Basis von 7 zu ermdglichen.
Erst fiir groBes Tiax/Tmin, €twa um zwei bis drei grofler als Ap, ist es optimal, alle A maximal
zu wahlen und nur noch auf Basis von 7 zu unterscheiden. In diesem Fall ist aus Kapitel
2.4 bereits die optimale Parameterkombination bekannt.
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Abbildung 37: Auftretende Kombinationen fir 3 Stimuli fir A; = 12. Die Koordinaten
der blauen Punkten entsprechen den Werten von A und 7. Das maximale
Verhaltnis Tiax/Tmin wird erhéht, bis man zu einem reinen Phasen-Code
gelangt.

In Abbildung 36 ist der Unterschied zwischen der optimalen Detektionswahrscheinlichkeit
und der Unterscheidung nur auf Basis von 7 in Abhéngigkeit von Tyax/Tmin zu erkennen.
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Die Differenz nimmt erwartungsgeméfl ab, bis die Kurven schliefflich ineinander tibergehen.
Der andere Extremfall, nur auf Basis von A zu unterscheiden, wiirde einer horizontalen Li-
nie zu Beginn der optimalen Detektionswahrscheinlichkeit entsprechen.

Fiir die optimalen Wahlen von 7 gibt es mehrere Sprungmoglichkeiten:

Grundsétzlich lasst sich auch hier festhalten: Fir kleines 7yax /Tmin wird fiir jedes 7 entwe-
der 7,4, oder T, hier 0.B.d.A 7,,;, = 1, gewahlt. Fir kleines Tiax/Tmin kommen dabei
folgende Kombinationen vor

()\17)\27)\377—maX7177_max) oder <>\17)\27)\37 1a7—maX71) )

wobei die erste Variante im Fall \;{ = 12 und die zweite Variante fiir \;y = 6 auftritt.
Anzumerken ist aber, dass sich diese beiden Moglichkeiten nur um maximale 0.01 unter-
scheiden. Diese Kombinationen erscheinen auch als sehr intuitiv, da so benachbarte Stimuli
in der ersten Stufe, die also schwerer auseinanderzuhalten sind, in der zweiten Stufe gerade
die starkere Entscheidungsmacht erhalten. Es ist nicht auszuschliefSen, dass fiir anderes \;
beide Kombinationen als optimal auftreten.

Springt Ao auch auf das maximale A ergibt sich zuerst folgende Kombination
(A1, A1, A3, Tinaxs 1, 1)
Fiir wachsendes Tinax/Tmin treten fir grofiere \q, vergleiche Ay = 12, noch die beiden Félle
(A1, A1, A3, Tiaxs 1, 73) und (A1, A1y A3, Tiax, T2, 1)

auf. Fir sehr grofies Tiax/Tmin, €twas mehr als doppelt so grofi wie \;, ergibt sich dann die
vertraute Parameterwahl

<)\17 )\17 )\17 Tmax>s V/ Tmax; 1) .

Auffallend ist, dass groBtenteils, aufler fiir sehr kleine Tyax/Tmin bei Ay = 6, dem maxima-
len A stets das maximale 7 zugeordnet wird, vgl. Abbildung 36 (b). Fiir kleines \; treten
nur wenige der aufgefiihrten Kombinationsmoglichkeiten auf, da hier die Unterscheidung
nur auf Basis von 7 fir relativ kleines Tyax/Tmin bereits bevorzugt wird. Dort ist ein zwi-
schenzeitliches Unterscheiden (noch nicht alle A gleich) aller Stimuli auf Basis von 7 nicht
optimal.

Wie verhélt sich die bedingte Detektionswahrscheinlichkeit? Bedingt unter dem Ereignis,
dass Stimulus ¢ zum Zuge gekommen ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit detektiert man
auch diesen mit den gewahlten Entscheidungsschranken. Dies ist in Abbildung 38 fiir Ay = 6
und A\; = 12 in Abhéngigkeit von Tyax/Tmin dargestellt. Solange noch nicht alle A maximal
gewihlt werden, ist kein einheitliches Muster erkennbar.

Wird nur noch auf Basis von 7 unterschieden, lasst sich am besten der Stimulus mit

- Benjamin Straub -



3.4 Vier Stimuli 73

o
Q T
—
- )
i £
o
% 2 B % g - %LH}
R B © ] m
O © D 8 %Z'TZD
. © . Q-
T o %\ZrTZE - © 0
8 " 0 8 i %\3,T3j
o §‘3'T3D o
T T T T T T s ! T T T T
2 4 6 8 10 12 5 10 15 20
Tmax/ Tmin Tmax/ Tmin
(a) A1 = 6. (b) A = 12.

Abbildung 38: Bedingte Detektionswahrscheinlichkeit Pggimulus ;(,,Ent. fir Stimulus j¢) fiir
A1 = 6 und \; = 12 in Abhéngigkeit von Tyax/Tmin. Flir A und 7 wurden
die als optimal berechneten Parameter gewéhlt.

dem minimalen 7 unterscheiden, dann der mit dem maximalen 7 und am schlechtesten
der Stimulus mit dem mittleren 7. Dies war auch zu erwarten, da die Exponentialvertei-
lung zu Beginn die hochste Dichte besitzt und die Entscheidungsschranken nur fir das
minimale 7 den Anfang beriicksichtigen (vgl. Abschnitt 2.4). Beim mittleren 7 lasst sich in
beiden Enden der Stimulus nicht detektieren und besitzt somit auch die geringste bedingte
Detektionswahrscheinlichkeit.

3.4 Vier Stimuli

Fir vier Stimuli erhédlt man sehr dhnliche Ergebnisse, nur ergeben sich hier zusitzliche
Kombinationsmoglichkeiten. In Abbildung 39 ist die optimale Parameterwahl wieder fir
A1 = 6 und A\ = 12 in Abhéngigkeit von Tyax/Tmin dargestellt. In Abbildung 40 sind zur
besseren Ubersicht die vorkommenden Kombinationen nochmals aufgefiihrt.

Fiir sehr kleines Typax/Tmin Werden alle A unterschiedlich gewéhlt und die beiden Kombina-
tionen

<)\l>)\2>)\3>)\477_max7 17 177—max) und ()\17/\27>\3>)\47177_maxa7_maxa 1)

stehen im standigen Wechsel. Steigt Tinax/Tmin nUr leicht an, ist es von Vorteil, zwei Stimuli
nur noch auf Basis von 7 zu unterscheiden. Hierbei wechseln sich die Kombinationen

(/\17/\17/\37/\477—111&)(717 1uTmax> und (/\1,/\1,/\3,/\477—max7177—max7 1)

ab. Die Kombinationen auf Seiten von 7 bleiben dabei unverdndert. Die zweite Kombination
tritt schlieBllich fiir groferes Tiax/Tmin (ungefdhr ab 2) ausschlieflich auf. Fir A; = 6 sind
diese beiden Kombinationen neben der Unterscheidung nur auf Basis von 7 die einzig
vorkommenden Kombinationen.
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(c) Maximale Detektionswkt. fir A\; = 6 im (f) Maximale Detektionswkt. fiur A\ = 12 im
Vergleich zu einem reinen Phasen-Code. Vergleich zu einem reinen Phasen-Code.

Abbildung 39: Optimale Parameterwahl und optimale Detektionswahrscheinlichkeit fiir 4
Stimuli fir A; = 6 und A\; = 12 in Abhéngigkeit von Tax /Timin-

Steigt Tmax/Tmin an, bleiben weiterhin genau zwei A maximal gewéahlt, doch ist es dann von
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Abbildung 40: Auftretende Kombinationen fiir 4 Stimuli fir A\; = 12. Die Koordinaten
der blauen Punkten entsprechen den Werten von A und 7. Das maximale
Verhéltnis 7Tiax/Tmin wird erhoht, bis man zu einem reinen Phasen-Code

gelangt.

Vorteil, auf Basis von 7 spezifischer zu unterscheiden. Optimal ist dabei die Anordnung

(>\17 >\17 )‘37 )\47 1, 17 Tmax 1) .

Diese Anordnung ist untypisch, da hier das maximale A nicht das maximale 7 erhélt.
Sinnvoll erscheint die Wahl aber dennoch, da sich fiir Ay = 12 die ersten beiden Stimuli
auf Basis von 7 schon relativ gut unterscheiden lassen, und dort nicht so einen groflen
Phasenunterschied benotigen. A3 und A4 liegen ziemlich dicht beieinander und und besitzen
eine deutlich niedrigere Rate und benétigen somit einen gréfleren Unterschied auf Basis
von 7, um sich gut auseinanderhalten zu lassen.

Steigt Timax/Tmin Weiter an, ist es schlieBlich von Vorteil drei Stimuli nur noch auf Basis von
7 zu unterscheiden. Hierbei erhalt das minimale A auch das minimale 7.

<)\17 )\17 )\17 )\47 Tmaxy 725 17 1) .
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Diese Wahl dominiert iiber eine weite Spanne alle anderen Kombinationen. Erst fiir einen
Wert von Tyax/Tmin, der mehr als viermal so grof§ wie A; ist, wird nur noch auf Basis von
7 unterschieden

(/\17/\17/\17/\1)7_771(13377—2/3 7'1/3 )

max’ "max’

3.5 Sieben Stimuli

Fiir sieben Stimuli sind die optimalen Parameterkombinationen fiir Ay = 8 und Tyax/Tmin
zwischen 2 und 18 bestimmt worden. In Abbildung 41 sind die vorkommenden Kombina-
tionen dargestellt und in Abbildung 42 die optimale Detektionswahrscheinlichkeit.

IS} O‘max; )\max: )\ma)(v )\41 )\51 )\61 )\71 0 ()\ma)(v )\maXy }\max, )\41 )\51 )\6! )\71
— -
Tmaxs T2 1, Tmaxs 1y Tmaxs 1) Tmax: T2 1, 1, Tmaxs Tmaxs 1)
[ SI T [ 9! T
0 - w
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
A A
(a) Amax = 8 und Tmax/Tmin = 2.4. (€) Amax = 8 und Tiax/Tmin = 4.8.
0 ()\maXv )\max: )\mam )\maXy )\57 )\6! )\71 ™ ()\max~ )\ma)(r }\max, )\maXy )\5! }\61 )\71
— 7 — 7
Tmax T2, T3, 1, 1, Traxe 1) Tmax T2, T3, 1, Ts, Tmaxe 1)
[ 9! T [ 9! T
0 - w
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
A A
(b) Amax = 8 und Tmax/Tmin = 5.36. (d) Amax = 8 und Tyax/Tmin = 8.24.

Abbildung 41: Optimale Kombinationen fiir 7 Stimuli fiir Ay = 8 und fir Typax/7min iM
Bereich zwischen 2 und 18. Fir Tyax/Tmin wurde jeweils der Wert gewéhlt,
ab dem die Kombination dominierend auftritt. Die Koordinaten der blauen
Punkten entsprechen den Werten von A und 7.

In dem untersuchten Parameterbereich beginnt die optimale Kombination bereits mit drei
identischen Raten. Bei einer hohen Anzahl Stimuli ist also der Einfluss von 7 schon fiir
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niedriges Tmax/Tmin deutlich zu sehen. Zu Beginn, vgl. Abbildung 41 (a), dominiert die
Kombination

(/\17 )\17 )\17 )\47 )\57 )\67 )\77 Tmaxy T2, 17 Tmax > 17 Tmax 1) )

Ab etwa Tyax/Tmin = 3 tritt zusétzlich die Kombination
(/\17 /\17 /\17 /\47 /\57 /\67 /\77 Tmazs T2 ]-7 17 Tmax> Tmax ]-)

auf, sieche Abbildung 41 (c). Zu Beginn dominiert jedoch noch die Startkombination, aber
ab etwa Tiax/Tmin = 4.8 tritt die zweite Kombination iiberwiegend auf. Ist es von Vorteil,
insgesamt vier Stimuli das maximale A zuzuordnen, tritt ab etwa Tiax/Tmin = 5.3 die
Kombination

<)\17 )\17 )\17 )\17 )\57 >\67 >\77 Tmaz> T2, T3, 17 17 Tmax 1)

auf, vgl. Abbildung 41 (b). Diese Kombination entspricht dabei den bisherigen Ergebnissen:
Die Stimuli, die das maximale A\ erhalten haben, werden auf Basis von 7 mit der komplette
Spanne Tyax/Tmin unterschieden. Fiir die drei tibrigen Stimuli bleiben die Moglichkeiten
bestehen, ob das maximale oder minimale 7 gewéhlt wird. Ab etwa Tmax/Tmin = 8.24
iiberwiegt die Anordnung

(/\17 /\17 /\17 /\17 /\57 /\67 /\77 Tmazs 72, T3, 1a 755 Tmax ]-) )

bei der nun ein spezifischeres Unterscheiden der drei tibrigen Stimuli méglich ist. Dies ist
die erste Kombination, bei dem einem mittleren A auch ein mittleres 7 zugeordnet wird, ein
Stimulus also in die Mitte der anderen Stimuli gesetzt wird, siche Abbildung 41 (d). Fir
eine groflere Anzahl an Stimuli erwartet man mehr Stimuli im inneren Bereich. Dies wird
im néchsten Abschnitt beim Einfiihren einer Nachbarschaftsbeziehung genauer untersucht.
Ab etwa Tiax/Tmin = 10 tritt diese ausschlieBlich auf. Erst fur 7ax/Tmin auBerhalb des
betrachteten Parameterbereichs werden schliefflich fiinf Stimuli nur noch auf Basis von 7
unterschieden

<)\l7 )\17 )\17 >\l7 )\17 )\67 )\77 Tmax, 72,73, T4, 17 Tmax 1) .

Diese Kombination besitzt aber auch fir 7iax/Tmin @m Ende des untersuchten Parameter-
bereichs nur eine um weniger als 0.5% reduzierte Detektionswahrscheinlichkeit.

Bemerkung 3.6. In Abbildung 42 ldsst sich - wie zu erwarten - erkennen, dass fir eine
groflere Anzahl Stimuli das Detektieren durch geschicktes Kombinieren von \ und T deutlich
besser gegeniiber eines reine Raten- oder Phasen-codes maglich ist.

Fiir eine grofere Anzahl Stimuli ist eine numerische Berechnung auf Grund des hochdimen-
sionalen Problems nicht mehr realisierbar. Ein moéglicher Ansatz ist, durch stochastische
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Abbildung 42: Maximale Detektionswahrscheinlichkeit fir 7 Stimuli fir Ay = 8 in Ab-
héngigkeit von Tiax/Tmin- In rot (griin) ist die Detektionswahrscheinlichkeit
dargestellt, die man durch einen reinen Phasen-Code (Raten-Code) erhalt.

Optimierung besonders gute Anordnungen zu suchen. Bereits bei einer geringen Anzahl
Stimuli ist zu beobachten, dass sich unterschiedliche Kombinationen iiber einen weiten
Tmax/ Tmin-Bereich nur geringfiigig in der Hohe der Detektionswahrscheinlichkeit unterschei-
den.

Die Frage nach der besten Losung erscheint dabei auch etwas kiinstlich: Wie soll das Ge-
hirn die optimale Wahl gefunden haben? Hier ist ein lernender Ansatz einleuchtender:
Eine Ausgangsjustierung wird stédndig durch Einfliisse aus der Umwelt weiter optimiert;
der Grundgedanke, der auch der stochastischen Optimierung zugrunde liegt.
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4 Einfiihren von Ahnlichkeitsbeziehungen

Innerhalb des ELO-Modells spielt die Anordnung der Stimuli keine Rolle und bisher war
es das Ziel, die Detektionswahrscheinlichkeit global zu maximieren. Dabei werden jedoch
keine strukturellen Beziehungen beriicksichtigt.

Als Beispiel sei die Untersuchung mit Balken in unterschiedlichen Orientierungen genannt.
Dort reagiert ein Neuron auf dhnliche Orientierungen auch mit einer &hnlichen Spikefolge.
Um Ahnlichkeiten im ELO-Modell zu beriicksichtigen, wird eine Fehlerfunktion eingefiihrt,
die Fehlentscheidungen bei benachbarten Stimuli schwéicher gewichtet.

Im Geist der Balkenorientierung bedeutet dies, dass Fehlentscheidungen beziiglich ahnli-
chen Orientierungen als nicht so gravierend angesehen werden, jedoch das Auswéahlen einer
komplett anderen Orientierung stark bestraft wird. Ziel ist, den Gesamtfehler zu minimie-
ren, dass man also mit grofler Wahrscheinlichkeit in ,etwa“ richtig liegt.

Das Einfiihren der Fehlerfunktion hebt den Rechenaufwand jedoch deutlich an: Nun reicht
es nicht mehr aus, fiir jeden Stimulus nur die Wahrscheinlichkeit, sich fiir diesen korrekter-
weise zu entscheiden, zu bestimmen, sondern es muss jegliche bedingte Fehlentscheidung
ermittelt werden. Damit bietet sich hier insbesondere stochastische Optimierung an.
Diese wird zuerst an die bekannten Ergebnisse aus der globalen Maximierung justiert.
Anschliefend wird diese auf die Fehlerfunktion angewendet und der Einfluss von unter-
schiedlichen Gewichtungen analysiert.

4.1 Konstruktion Fehlerfunktion

Gegeben sind k& Stimuli Si,..., S, mit der Vorgabe \; < Ay fiir alle ¢ < k& und mit
7,/7; < cfir alle i, j < k.
Nun sind die Stimuli nicht mehr geméf3 A geordnet, sondern ihre Anordnung untereinander

ist relevant. Dabei werden die Stimuli gleichméfiig am Kreis angeordnet, sodass Stimulus
1 und k direkte Nachbarn sind, vergleiche Abbildung 43.

Definition 4.1. Einer Parameterwahl mit

A7) = (A1), (A2, 72), ooy (g, Tr))

Ay Mg > 0 wird der Fehler gemafl Entscheidungsregel aus Lemma 2.1

F((A, 7)) ;;fk PHE=JtH{S=14)+ ZP({EZO}I{SZZ})

zugeordnet, fir eine Gewichtung fi(-)

fr: (Z,2) — [0,1].
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Abbildung 43: Anordnung der Stimuli im Fall £ = 8. Je mehr Nachbarn zwischen zwei
Stimuli liegen, desto schwicher fillt ihre Ahnlichkeitsbeziechung aus und
desto hoher ist die Gewichtung fi(i, ) der bedingten Fehlentscheidung von
Stimulus ¢ und j.

Im Fall einer linearen Gewichtung besitzt fx(-) die Vorschrift

2:|i—|

Je(i,7) = {2 f 2:)i—j]

k

fiir [i — j| < %,

sonst.

Auf diese Weise wird eine Fehlentscheidung fiir zwei direkt benachbarte Stimuli im Fall
von 8 Stimuli mit 1/4 gewichtet, Stimuli mit dem Abstand 2 mit 1/2, Stimuli mit dem
Abstand 3 mit 3/4 und gegeniiberliegende Stimuli mit 1. Das fdlschlicherweise Auswéahlen
des Nullstimulus wird fiir alle Stimuli mit maximaler Gewichtung von 1 bestraft.

Mit Bezug auf Satz 2.3 lasst sich die bedingte Wahrscheinlichkeit folgendermafien bestim-
men.
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Korollar 4.1.  Bezeichne k € N die Zahl an Stimuli. Gegeben Ratenparameter
M,y A > 0 und Phasenparameter 1y,...,7, > 0 st T; = {i € {1,....k}\{j} | =
T ANFENFund Rj={ie{1,...k\{j}|m=1AX=)\}.

Die bedingte Fehlentscheidung ldsst sich bestimmen tiber

PH{E =j}{S=1})
1oy Aj = A —nlog 32 Aj = A —nlog 32
“ R 2wl Ai@g( " <Z&<gg ! :

n—m Tr ) k=1 Tr 0
fuir
AL—A T;
[ — maX)\Z"j<)\1 m falls |{Ar < A1}| > O7
1 sonst
und
i M=t ) falls (AT > Y] > 0
min r; St alls
U = A > log A1 /A, " ! "

o0 sonst.

Fiir den Nullstimulus gilt
PHE =j}{5=0})=0 firj>0,

falls der Nullstimulus erscheint, wird dieser auch korrekterweise immer gewéhlt. Félschli-
cherweise entscheidet man sich fiir den Nullstimulus mit Wahrscheinlichkeit

P{E =0}|{S=i}) =P, =0) = e ™.

Nun ist die Parameterwahl (X, 7) gesucht, sodass der Gesamtfehler F'((A, 7)) minimiert
wird. In anderen Worten wird die Wahl von k& Punkten in der A-7-Ebene gesucht, sodass
die Gesamtdistanz F' ((A, 7)) minimal ist.

4.1.1 Bedingte Fehlentscheidung

Um ein erstes Gefiihl fur F' ((A, 7)) zu bekommen, wird die bedingte Fehlentscheidung

di,j) :=P{E=j}[{S=i}) + PH{E =i} [{F = Jj})

zweier Stimuli betrachtet. In Abbildung 44 ist diese mit Hilfe von Isolinien dargestellt. Ist
ein A klein, nimmt die bedingte Fehlentscheidung besonders schnell durch ein noch kleineres
A ab, vgl. Abbildung 44 (a). Hierbei ist aber nicht die Fehlentscheidung zum Nullstimulus
berticksichtigt. 7 besitzt bei so geringem A noch wenig Verbesserungsmoglichkeit.
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Abbildung 44: Bedingte Fehlentscheidung zweier Stimuli im Konturdiagramm. Die Para-
meter eines Stimulus werden festgehalten (blauer Punkt). Die Parameter
des anderen Stimulus werden im Bereich A = [0,8] und 7 = [1, 6] variiert
und die bedingte Fehlentscheidung d(i, j) durch Isolinien dargestellt.

Fiir ein mittleres A ist das Unterscheiden generell schwieriger. Jedoch ist dort die Ge-
winnmoglichkeit durch die Phase deutlich zu sehen, siehe Abbildung 44 (c). Fir grofes A
funktioniert das Unterscheiden am besten nur noch auf Basis der Phase. Dabei verringert
sich die Fehlentscheidung besonders schnell fiir eine kleine Phase, vgl. Abbildung 44 (b)
und (d).

Bemerkung 4.1. Will man viele Punkte in der \-T-Ebene platzieren, erwartet man, dass
viele Punkte bei maximaler Rate liegen, insbesondere im unterem Phasenbereich. Eng an-
etnander werden die Punkte ebenso bei kleineren Raten liegen. Fualls Punkte in der Mitte
liegen, dann werden diese eher im unteren Phasenbereich platziert sein.

Diese Ergebnisse leuchten auch ein, da fiir grole Raten die mittlere Phase geringeren
Schwankungen ausgesetzt ist. Weiterhin ist die Varianz sowohl fiir kleine Raten als auch
Phasen geringer, weshalb sich in den unteren Bereichen mehr Punkte gut trennen lassen.
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Da hierbei keine Gewichtung berticksichtigt wurde, decken sich die Ergebnisse mit dem
Maximieren der Detektionswahrscheinlichkeit. Um die Auswirkung der Gewichtung zu ana-
lysieren, wird zuerst stochastische Optimierung an bereits bekannten Ergebnissen justiert
und bewertet.

4.2 Stochastische Optimierung

Bezeichne k wieder die Anzahl Stimuli bzw. die Anzahl Punkte in der A-7-Ebene. Simuliert
wird nun eine Irrfahrt, bei der nur Werte angenommen werden, die eine Verbesserung
aufweisen. Das Vorgehen ist dabei wie folgt:

Wihle unabhéngig k-Punkte uniform verteilt auf [0, Apax] X [Tmin, Tmax)- Starte in

A7) =((A,711), (Mo, T2)y ooy (Aky T8)) -

Ziehe nun unabhéngig Kopien

N} N3, - N ~ N(0,02)
und N/, Ny, NJ ~N(0,0?)

Die neue Punktkonfiguration entsteht durch
(5\,1:) = (()\1 —l—Nl)\,Tl—{—NlT),,()\k—i—Nk/\,Tk—l—N]:)),

wobei komponentenweise

Ai = min(Apax, max(A;, 0))

und 7 := min(Typax, max(7;, Tin))
ersetzt wird. Setze (X, 7) := (X, 7), falls
F (A7) <F(A7).

Soll nicht die Fehlerfunktion minimiert werden, sondern die globale Detektionswahrschein-
lichkeit maximiert werden, muss der letzte Schritt durch den Vergleich von pp ersetzt
werden.

Das zufallige Verdndern der Punktkonfiguration wird 1000-mal wiederholt.

Festzusetzen bleiben die Sprungvarianzen in A- und 7-Richtung. Wendet man den Algo-
rithmus auf die Detektionswahrscheinlichkeit an und simuliert fiir verschiedene Varianzen,
lasst sich deren Auswirkung leicht erkennen. In Abbildung 45 wurde durch jeweils eine
Simulation fiir 4 Stimuli die beste Anordnung gesucht, in (a) mit einer héheren Standard-
abweichung von 2, in (b) mit einer niedrigen von 0.1. Die optimale Lésung wurde numerisch
bereits bestimmt und ist durch die rote Horizontale eingezeichnet.

Simuliert man mit einer hohen Varianz, verbessert sich die Detektionswahrscheinlichkeit
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Abbildung 45: Verlauf der Detektionswahrscheinlichkeit einer Simulation fir 4 Stimuli und
eine feste Varianz. In rot ist die maximale Detektionswahrscheinlichkeit ein-
gezeichnet

zu Beginn deutlich schneller. Man springt zwar in der Regel seltener, aber verbessert sich
viel starker. Befindet man sich aber erstmal in einem guten Zustand, dauert es immer lan-
ger, bis man in einen energetisch giinstigeren Zustand springt. Dort kommt man mit einer
geringeren Varianz schneller ans Ziel. Ein Nachteil geringer Varianz liegt im moglichen
Verharren in einem lokalen Minimum, aus dem man nur mit gréBerer Varianz entkommen
konnte.

Es liegt also nahe, mit einer hohen Varianz zu starten und diese im Laufe der Simulation
immer weiter zu verringern. Somit nutzt man zu Beginn den positiven Effekt von starker
Streuung, und gleichzeitig ndhert man sich im fortgeschrittenen Stadium schneller der op-
timalen Losung an.

Bemerkung 4.2. In Abbildung 46 wurden links fiir feste Varianz und rechts fir variable
Varianz jeweils 100-mal 1000 Simulationsldufe durchgefiihrt und es wurde jeweils die Ab-
weichung von der bekannten optimalen Losung bestimmt. Bei variabler Varianz wurde mit
o = 2 gestartet und jeweils nach 10 erfolglosen Verbesserungsversuchen um den Faktor 0.9
verringert.

Es ist deutlich zu sehen, dass man durch variable Varianz sowohl dfters sehr gute Losungen
findet als auch geringere Abweichungen zu verzeichnen hat.

Fir 7 Stimuli funktioniert das stochastische Optimieren dementsprechend sehr iiberzeu-
gend. Die Idee ist nun, diesen Algorithmus auf die Fehlerfunktion anzuwenden und bei
mehrfachem Simulieren mit hoher Wahrscheinlichkeit eine Losung zu finden, die dem Op-
timum sehr nahe kommt.
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Abbildung 46: Histogramm {iiber die Abweichung der Detektionswahrscheinlichkeit vom
Optimum fiir feste und variable Varianz fiir 7 Stimuli. Es wurden jeweils
100-mal 1000 Simulationslaufe durchgefiithrt. Bei variabler Varianz wurde
bei 10-fachem Steckenbleiben des Algorithmus die Varianz um den Faktor

0.9 verringert.

4.3 Auswirkung Fehlerfunktion

Numerisch liefl sich das Optimum nur fiir bis zu 7 Stimuli bestimmen. Simuliert man mit
dem beschriebenen Algorithmus 100-mal und wéhlt die Parameterkombination, die die ma-
ximale Detektionswahrscheinlichkeit besitzt, aus, lasst sich auch fiir 8 und 16 Stimuli eine
Losung bestimmen, die mit hoher Wahrscheinlichkeit sehr dhnlich dem wirklichen Opti-

mum ist.

In Abbildung 47 sind die besten Losungen dargestellt fiir Au = 8 und Tax/Tmin = 6.
Die Losung fiir 8 Stimuli dhnelt sehr dem bekannten Ergebnis fir 7 Stimuli: Alle Stimuli

(a) Beste Simulation fiir 8 Stimuli mit A4, =
8 und Tmax/Tmin = 6.

(b) Beste Simulation fiir 16 Stimuli mit
Amaz = 8 und Tmax/Tmin = 6.

Abbildung 47: Die Parameterkombination unter 100-Simulationen mit maximaler Detekti-
onswahrscheinlichkeit fiir 8 und 16 Stimuli.
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befinden sich auf dem &ufleren Rand. Fiir 16 Stimuli ist jedoch auf dem Rand nicht mehr
ausreichend Platz vorhanden und es wird vorteilhaft 3 Stimuli innerhalb des begrenzten
,Rechtecks®“ zu setzen.

Die Stimuli mit einer mittleren Rate und Phase lassen sich von mehreren Stimuli nur schwer
unterscheiden, da diese mehr Nachbarn mit ahnlichen Parametern besitzen. Dies wird beim
Betrachten der Entscheidungsschranken klarer.

4.3.1 Analyse der Entscheidungsschranken

Um bei 2 Stimuli zu wissen, in welchem Bereich man sich fiir welchen Stimulus entscheidet,
bestimmt man geméafl Bayesschen-Entscheidungsregel die Entscheidungsschranke, verglei-
che Kapitel 2.2.1.

Will man bei mehreren Stimuli wissen, in welchem Bereich man sich fiir einen festen Stimu-
lus entscheidet, miissen die Entscheidungsschranken zu all den anderen Stimuli bestimmt
werden und das kleinste eingegrenzte Gebiet bestimmt werden.

In Abbildung 48 sind in (a) alle Entscheidungsschranken, farbig markiert mit den beteilig-
ten Stimuli, eingezeichnet, in (b) die daraus resultierenden Gebiete. Zur besseren Ubersicht
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0 5 10 15 0 5 10 15
N N
(a) Paarweise Entscheidungsschranken gemaf (b) Stimulus-spezifische Gebiete geméifl Satz
Lemma 2.1. 2.3.

Abbildung 48: Entscheidungsschranken und die daraus resultierenden Gebiete. Die Punk-
te entsprechen den gewéhlten Parametern in der A-7-Ebene. Die Entschei-
dungsschranken lassen sich farblich den beteiligten Stimuli zuordnen.

ist dies nur fiir 4 Stimuli dargestellt. Die Punkte repréasentieren die Wahl der Parameter
der Stimuli.

Simuliert man nun Werte geméafl jedes Stimulus, ldsst sich erkennen, in welchen Gebieten
die simulierten Werte héufig korrekterweise fallen, und in welchen oft Fehlentscheidungen
auftreten. In Abbildung 49 ist dies fiir 8 Stimuli links fiir eine Parameterkombination auf
dem Rechteck und rechts fiir einen Stimulus in der Mitte umgesetzt.
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(a) Alle Stimuli auf dem &ufleren Rand. (b) Ein Stimulus in der Mitte der anderen.

Abbildung 49: Vergleich Rechteckstruktur mit einer mittigen Platzierung. Die Dreiecke
entsprechen den gewahlten Parametern in der A-7-Ebene. Jeder Punkte ent-
spricht einer Realisierung gemafl der Parameter der gewdhlten Farbe und
ist zum besseren Unterscheiden leicht gejittert. Landet ein Punkt im Gebiet
des gleichfarbigen Dreieckes, wird dieser korrekt detektiert.

Schon lasst sich in dieser Grafik wieder erkennen, dass fiir niedriges A\ und niedriges 7 die
Punkte nur sehr wenig streuen und sich damit die Stimuli gut unterscheiden lassen. Der
mittlere Stimulus streut stark besonders in die Gebiete der linken 3 Stimuli und gleichzeitig
streuen mehrere Stimuli Punkte in das mittlere Gebiet.

Fir die globale Detektionswahrscheinlichkeit spielt das Streuen in viele verschiedene Ge-
biete keine Rolle, dort ist nur die Anzahl falscher Punkte entscheidend. Fiihrt man jedoch
Nachbarschaftsbeziehungen ein, wie z.B. durch eine lineare Fehlerfunktion, so werden die
fehlerhaften Entscheidungen direkt benachbarter Stimuli nur sehr schwach gewichtet. De-
sto schwécher die Nachbarschaftsbeziehung ist, desto starker fallt die Gewichtung aus. Will
man den Effekt der Gewichtung gut ausnutzen, kommen Punkte in der Mitte nicht so in
Frage, da sich dort auch oft fiir nicht direkt benachbarte Stimuli entschieden wird und sich
somit ein hoherer Gesamtfehler ergibt.

Bemerkung 4.3. Fir die lineare Fehlerfunktion erwartet man also, dass auch fir eine
grofie Anzahl Stimuli die Punkte in der \-t-Ebene mehr auf dem dufleren Rechteck liegen
und weniger oder keine Punkte in der Mitte Platz finden.

4.3.2 Lineare Fehlerfunktion

Nun wird der Algorithmus aus Kapitel 4.2 auf eine lineare Fehlerfunktion angewendet,
bei der also die Fehlergewichtung fiir steigende Nachbarschaftsentfernung linear wachst.
In Abbildung 50 ist die jeweils beste Simulation fiir 8 und 16 Stimuli in der A\-7-Ebene
dargestellt. Dabei wurde derselbe Parameterbereich wie bei der globalen Maximierung der
Detektionswahrscheinlichkeit in Abbildung 47 gewahlt.
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(a) Beste Simulation fiir 8 Stimuli mit A\p,qz =
8 und Tmax/Tmin = 6.

(b) Beste Simulation fiir 16 Stimuli mit
Amaz = 8 und Tmax/Tmin = 6.

Abbildung 50: Die Parameterkombination unter 100-Simulationen mit minimalem linearen
Fehler fiir 8 und 16 Stimuli. Die Punkte entsprechen den gewéhlten Parame-
tern in der \-7-Ebene. Mit der rot gepunkteten Linie sind die benachbarten

Stimuli verbunden.

Sowohl fiir 8 als auch 16 Stimuli fallt direkt auf, dass die Raten bei der Fehlerfunktion
deutlich hoher liegen. Grund dafiir ist die starke Gewichtung des fehlerhaften Auswéhlens
des Nullstimulus, der fiir jeden Stimulus maximal gewichtet wird.

Obwohl dadurch noch weniger Platz auf
dem &ufleren Rechteck ist, befinden sich
auch fiir 16 Stimuli nun tberhaupt kei-
ne Punkte mehr im inneren Parameterbe-
reich. Auf diese Weise kann der Vorteil der
Gewichtung maximal ausgenutzt werden.
Die Punkte aus der Mitte werden insbe-
sondere auf maximales \ gesetzt und es
wird nur auf Basis von 7 unterschieden, da
dort im niedrigen 7-Bereich die Streuung
sehr gering ausfillt und so weniger haufig
fiir weiter entfernte Nachbarn entschieden
wird.

Weiterhin fallt insbesondere bei 16 Sti-
muli auf, dass das Einfithren von Nach-
barschaftsbeziehungen Griippchenbildung
nach sich zieht. Paare oder dreier Grup-
pen liegen auflerordentlich dicht zusam-

Amax =8 Tmax =6

AN

A

Abbildung 51: Bedingte Fehlentscheidung
d(i,j) fur 16 Stimuli angedeu-
tet anhand der Linienstérke.

men, wobei der Abstand zu den néchsten Stimuli verhaltnisméfBig grof ist. Damit ver-
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ringert sich die Wahrscheinlichkeit, falschlicherweise einen Stimulus zu wéhlen, der eine
grofle Fehlergewichtung besitzt.

In Abbildung 51 sind 16 Stimuli am Kreis dargestellt, sodass die Nachbarschaftsentfernung
deutlich zu erkennen ist. Alle Stimuli sind durch eine Linie miteinander verbunden, deren
Starke der Summe der jeweiligen Fehlentscheidungen entspricht. Die groiten Fehlentschei-
dungen liegen auf dem Rand, gerade bei den direkten Nachbarn, bei denen die Fehler stark
runter gewichtet werden. Vereinzelt treten noch dicke Linien zwischen Zweitnachbarn auf,
welches auf die Dreier-Griippchen zuriickzufiihren ist.

Das Ziel, die Fehlerfunktion zu minimieren, wirkt sich jedoch nur schwach auf die globale
Detektionswahrscheinlichkeit aus: Beim globalen Maximieren der Detektionswahrschein-
lichkeit hat sich fiir 16 Stimuli ein maximaler Wert von 34.1% (beste Simulation) erge-
ben. Wiirde man diese Parameterwahl so anordnen, dass der lineare Gesamtfehler minimal
wird, so besitzt diese einen Fehler von etwa 4. Beim Minimieren der linearen Fehlerfunk-
tion besitzt die beste Simulation eine Detektionswahrscheinlichkeit von 32.3% und einen
Gesamtfehler von etwa 3.

Auch bei 16 Stimuli gibt es wieder viele mogliche Anordnungen, bei denen die Punkte
sehr unterschiedlich platziert werden, die sich aber in Detektionswahrscheinlichkeit oder
Gesamtfehler nur unwesentlich unterscheiden. In Abbildung 52 ist links eine Anordnung
dargestellt, die dieselbe Detektionswahrscheinlichkeit bis in die 4-te Nachkommastelle auf-

© - I
< T <
[ [
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
A A
(a) Anordnung mit vergleichbarer Detekti- (b) Anordnung mit vergleichbarem linearen
onswkt. fiir 16 Stimuli mit A\,,qz = 8 und Gesamtfehler fiir 16 Stimuli mit Ajqz = 8
7-max/Tmin = 6. und 7-ma,x/Tmin = 6.

Abbildung 52: Anordnung mit vergleichbarer Detektionswahrscheinlichkeit (Abbildung 47
(b)) bzw. Gesamtfehler (Abbildung 50 (b)) zu dem simulierten Optimum.

weist, jedoch vier Punkte in der Mitte besitzt. Genauso ist rechts eine weitere Anordnung
dargestellt, die denselben minimalem linearen Fehler besitzt.

In Abbildung 53 ist eine Losung mit minimalen linearen Fehler als Tuning-Curve ein-

- Benjamin Straub -



4.3 Auswirkung Fehlerfunktion 90

gezeichnet. Dabei entspricht der Abstand vom Ursprung der Grofle des - bzw. 7-Wertes

A T
1
\;f
(a) Anordnung der Raten am Einheitskreis. (b) Anordnung der Phasen am Einheitskreis.

Abbildung 53: Anordnung mit minimalen linearen Fehler als Tuning-Curve fir 16 Stimuli
und Ao = 8 und Tyay/Tmin = 6. Der Abstand vom Ursprung entspricht
der Grofie des A- bzw. 7-Wertes im Verhéltnis zum Maximalwert.

im Verhéltnis zum Maximalwert. In der 7-Grafik ist zuséatzlich ein innerer Kreis eingezeich-
net, der 7, entspricht.

4.3.3 Sensibilitat gegeniiber der Fehlerfunktion

Die genaue Gewichtung der Fehlentscheidung scheint dabei strukturell keinen groflen Ein-
fluss auf die Parameterwahl zu haben. Von Bedeutung ist eher nur der Grundsatz, dass die
Fehlergewichtung mit hoherer Nachbarschaftordung zunimmt.

Geht man von der linearen Gewichtung iiber in die 4-te Wurzel dieser Werte, wird der
Unterschied der Gewichtung deutlich verringert.

In Abbildung 54 sind zwei Parameterwahlen eingezeichnet, die bei Simulationen mit etwa
demselben minimalen Fehler gefunden wurden. Die allgemein stiarkere Gewichtung hat zur
Folge, dass die Punkte wieder ndher zum Nullstimulus rutschen, da die Fehlentscheidung
auf diesen nun relativ nicht mehr so hoch ist. Auch in der Hohe der Detektionswahrschein-
lichkeit, die nun 33.2% betragt, lasst sich erkennen, dass man sich durch die geringeren
Unterschiede in der Gewichtung mehr zum globalen Fall bewegt hat.

Bemerkung 4.4. Das Verschieben aller Stimuli auf den Rand bleibt jedoch auch fiir eine
deutlich schwdchere Gewichtung bestehen und ist somit ein Phdnomen, das relativ stabil
gegeniiber der genauen Gewichtung ist.

Offen bleibt die Frage, ob man dies auch fiir eine weitaus hohere Stimulizahl beobach-
ten wird. Man erwartet, dass der Platz auf dem &ufleren Rechteck irgendwann zu eng
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(a) Beste Simulation fiir 16 Stimuli mit (b) Annéhernd gleich gute Simulation fir 16
Amaz = 8 und Tmax/Tmin = 6. Stimuli mit A\per = 8 und Tiax/Tmin = 6.

Abbildung 54: Die Parameterkombinationen unter 100-Simulationen, die unter der 4-ten
Wurzel der linearen Fehlerfunktion einen minimalen Gesamtfehler fir 16
Stimuli aufgewiesen haben. Die Unterschied beider Simulationen liegt unter
107°. Die Punkte entsprechen den gewihlten Parametern in der A-7-Ebene.
Mit der rot gepunkteten Linie sind die benachbarten Stimuli verbunden.

wird, aber gleichzeitig werden die Fehler benachbarter Stimuli immer schwacher gewich-
tet, sodass diese ohne grofle Auswirkungen auf den Gesamtfehler dichter zusammengesetzt
werden kénnen. Aber auch mit stochastischer Optimierung kommt man hier nicht wei-
ter, da neben dem steigenden Aufwand der Auswertung der bedingten Fehlerwerte auch
die Simulationszahl angehoben werden muss, um eine qualitativ hochwertige Losung zu

finden.
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5 Schlussbetrachtung

5.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde das ELO-Modell betrachtet, das sowohl die Dynamik von Einzel-
spiketrains als auch die Interaktion zwischen verschiedenen Spiketrains abbilden kann. Das
ELO-Modell umfasst dabei die vier bekannten Beschreibungsebenen Feuerrate, Feuermus-
ter (Phase), Oszillation und Synchronizitét.

Kernfrage war, wie Rate und Phase zu wahlen sind, damit die Detektion innerhalb ei-
nes einzelnen Oszillationszyklus am sichersten funktioniert. Jeder Stimulus erscheint mit
derselben Wahrscheinlichkeit und es wird der Stimulus gewéhlt, der fiir den beobachteten
Spiketrain am wahrscheinlichsten in Frage kommt.

Das Ziel war dabei, die globale Detektionswahrscheinlichkeit - die Wahrscheinlichkeit, den
korrekten Stimulus zu wahlen - zu maximieren.

Unter geeigneten Randbedingungen wurde zuerst die Informationsverarbeitung nur auf
Basis von Rate untersucht. Hier lief§ sich ein Algorithmus entwickeln, mit dem sich induk-
tiv die optimale Wahl der Raten ohne grofien Rechenaufwand bestimmen lasst.

Weiterhin lie8 sich asymptotisch eine analytische Losung beweisen, die bereits fiir kleine
Raten eine auflerordentlich gutes Ergebnis liefert.

Anschliefflend wurde die Stimuluserkennung allein auf Basis der Phase optimiert. Unabhén-
gig von der globalen Rate konnte hier fiir eine beliebige Anzahl Stimuli eine analytische
Losung bewiesen werden

Ausgehend von diesen Ergebnissen wurden die optimalen Parameterkombinationen zwi-
schen den beiden Extremféllen numerisch naher analysiert. Dabei wurde die Bedeutung
der Phase zur effektiven Stimuluserkennung herausgearbeitet und das Zusammenspiel von
Rate und Phase ndher erforscht. Insbesondere fiir hohe Raten gewinnt die Phase stark an
Bedeutung und iibernimmt grofitenteils die Unterscheidung der Stimuli.

Zum Abschluss wurde das ELO-Modell durch das Einfiihren einer Fehlerfunktion um Ahn-
lichkeiten erweitert. Ahnliche Stimuli sollten auch &hnliche Reaktionen im visuellen Kortex
hervorbringen.

Da das Bestimmen von den bedingten Fehlentscheidungen einen deutlichen Mehraufwand
bedeutet, wurde hierbei auf stochastische Optimierung zurtickgegriffen, womit sich auch
bei einer grofleren Anzahl Stimuli fast optimale Parameterkombinationen finden lassen.

Insbesondere wurden dabei die Auswirkungen einer linearen Fehlerfunktion untersucht.
Das niedrige Gewichten von Fehlentscheidungen beziiglich nahe verwandter Stimuli hat
zur Folge, dass alle Parameter nun auf dem Rand liegen, d.h. entweder bei den Phasen nur
minimale oder maximale Phase auftritt oder bei den Raten nur minimale (abhingig von
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der Gewichtung zum Nullstimulus) oder maximale Rate vorliegt.
Diese Effekte sind dabei ziemlich stabil gegeniiber der genauen Gewichtung.

5.2 Ausblick

Die Ergebnisse dieser Arbeit beziehen sich auf ein Neuron innerhalb des ELO-Modells.
Dies ist aquivalent zu dem Fall, dass man ein Netzwerk von Neuronen hat, die alle in
Verteilung identisch reagieren. Dort zahlt aufgrund der Unabhangigkeit der Prozesse allein
die Gesamtanzahl der Spikes und deren mittleres zeitliches Auftreten.

Léasst man jedoch zu, dass Neuronen unterschiedliche Parameter wahlen diirfen und sich
somit spezifisch auf eine Gruppe Stimuli spezialisieren kénnen, ergeben sich neue Kon-
struktionsmoglichkeiten, die das Detektieren optimieren kénnen.

Im Fall von zwei Stimuli und zwei Neuronen wiirde sich jeweils ein Neuron auf genau einen
Stimulus beschranken und dort mit maximaler Rate feuern. Feuert kein Neuron, ist hochst-
wahrscheinlich keiner der beiden Stimuli erschienen.

Interessant ist hierbei, ob sich fiir mehrere Neuronen bei Einschrankung auf Rate oder
Phase die gezeigten Losungen im Fall von einem Neuron wiederfinden.

Weiterhin ermoglichen mehrere spezifische Neuronen bzw. ein Netzwerk von Neuronen
zusétzlich die Dimension des Lernens zu berticksichtigen.

Ein Netzwerk von Neuronen kann sich auf verschiedene Wiedererkennungswerte eines Sti-
mulus, sogenannten Features, spezialisieren. Die einzelnen Neuronen geben weiter, welches
Feature sie am ehesten erkannt haben und wie sicher sie sich sind. Aus den gesamten In-
formationen der Neuronen lasst sich identifizieren, welcher Stimulus am wahrscheinlichsten
zu sehen war.

Dabei wird das neuronale Netzwerk, wenn es gut an die Umwelt angepasst ist, berticksich-
tigen, wie die gemeinsame Verteilung der Features in der Umwelt ist und diese Information
standig assimilieren.

Im Fall von einem Neuron entspricht dieses Lernen dem einfachen Anpassen der relativen
Héaufigkeit der Stimuli. Somit flieBt - zusatzlich zu der raten- und phasenbasierten Ent-
scheidung - die Information tiiber die Statistik der Umwelt mit ein.

Eine grofle Herausforderung wird sein, den Rechenaufwand in einem kontrollierbaren Rah-
men zu halten. Ein moglicher Ansatz ist, beim Maximieren der Detektionswahrscheinlich-
keit nicht alle Entscheidungsschranken zu bestimmen, sondern nur auf die unmittelbaren
benachbarten Stimuli zurtickzugreifen, die das Gebiet mafigeblich vorgeben.
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