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�That day� for no particular reason� I decided

to go for a little run� So� I ran to the end of the

road� and when I got there� I thought maybe

I�d run to the end of the town� And when I

got there� I thought maybe I�d just run across

Greenbow County� And I �gured since I�d run

this far� maybe I�d just run across the great

state Alabama� and that�s what I did� I ran

clear �cross Alabama� For no particular rea	

son I just kept on going� I ran clear to the

ocean� And when I got there� I �gured since

I�d gone this far� I might as well turn around

just keep on going� And when I got to ano	

ther ocean� I �gured since I�d gone this far�

I might as well just turn back keep right on

going� When I got tired I slept� When I got

hungry I ate� When I had to go� you know� I

went�� �And so� you just ran 
�� �Yeah 
�

Paramount Pictures� �Forrest Gump�





Zusammenfassung

Wir behandeln Kettenbruchentwicklungen in beliebiger Dimension
 Wir geben einen Ket�

tenbruchalgorithmus an� der f�ur beliebige Dimension n simultane diophantische Appro�

ximationen berechnet� die bis auf den Faktor ��n����� optimal sind
 F�ur einen reellen

Eingabevektor x �� �x�� � � � � xn��� �� berechnet der Algorithmus eine Folge ganzzahli�

ger Vektoren ��p
�k�
� � � � � � p

�k�
n��� q

�k���k�N� so da� f�ur i � �� � � � � n � � � jq�k� xi � p
�k�
i j �

��n�����
q
� � x�i �q

�
n�� � Nach S�atzen von Dirichlet und Borel ist die Schranke optimal

in dem Sinne� als da� der Exponent �
n�� im allgemeinen nicht erh�oht werden kann
 Der

Algorithmus konstruiert eine Folge von Gitterbasen des ZZn � welche die Gerade x IR ap�

proximieren
 F�ur gegebenes � � � �ndet der Algorithmus entweder eine Relation zu x � das

hei�t einen ganzzahligen zu x orthogonalen Vektor �ungleich Null�� mit euklidischer L�ange

kleiner oder gleich �n���� ��� � oder er schlie�t Relationen zu x mit euklidischer L�ange

kleiner als ��� aus
 Der Algorithmus f�uhrt in der Dimension n und j log �j polynomial viele
arithmetische Operationen auf rellen Zahlen in exakter Arithmetik aus
 F�ur rationale Ein�

gaben x �� �p�� � � � � pn��pn � � � � mit p�� � � � � pn � ZZ besitzt der Algorithmus polynomiale

Bitkomplexit�at in O�
Pn

i��dlog jpije� dj log �je� �
Eine Variante dieses Algorithmus konstruiert f�ur Eingabevektoren x einen �von x nicht

notwendigerweise verschiedenen� Nahebeipunkt x� zu x und eine kurze Relation zu x� � Im
Falle x� �� x k�onnen wir die Existenz von Relationen kleiner als �� ���� f�ur Punkte in einer
kleinen o�enen Umgebung um x� ausschlie�en
 Wir erhalten in diesem Sinne eine stetige

untere Schranke f�ur die L�ange der k�urzesten Relation zu Punkten in dieser Umgebung


Die f�ur x� berechnete Relation ist bis auf einen in der Dimension n exponentiellen Faktor

k�urzeste Relation f�ur x� �

Zur Implementierung des Kettenbruchalgorithmus stellen wir ein numerisch stabiles Ver�

fahren vor und berichten �uber experimentelle Ergebnisse


Wir geben untere Schranken f�ur die Approximierbarkeit k�urzester Relationen in der

Maximum�Norm und minimaler diophantischer Approximationen an�

Unter der Annahme� da� die Klasse NP nicht in der deterministischen Zeitklasse

O�npoly logn� enthalten ist� zeigen wir� Es existiert kein Algorithmus� der f�ur rationale

Eingabevektoren x polynomial in der Bitl�ange bin�x� von x ist und die in der Maximum�

Norm k�urzeste Relation bis auf einen Faktor �log
����� bin�x� approximiert
 Dabei ist � eine

beliebig kleine positive Konstante


Wir �ubertragen dieses Resultat auf das Problem� zu gegebenen rationalen Zahlen

x�� � � � � xn�� und einem rationalen � � � gute simultane diophantische Approximationen

zu �nden� das hei�t rationale Zahlen p�
q � � � � �

pn��
q mit m�oglichst kleinem Hauptnenner q zu

konstruieren� so da� max��i�n�� jq xi � pij � � � Wir zeigen unter obiger Annahme� da�

kein Algorithmus existiert� der f�ur gegebene rationale Zahlen x�� � � � � xn�� und nat�urlicher
Zahl N polynomial�Zeit in der Bitl�ange bin�x� von x ist und simultane diophantische Ap�

proximationen berechnet� so da� max��i�n�� jq xi � pij f�ur q � ��� N � bis auf den Faktor

�log
����� bin�x� minimal ist
 Hierbei ist � wieder eine beliebig kleine positive Konstante
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Einleitung

Der Kettenbruchalgorithmus berechnet zur reellen Zahl x eine Folge von Approximationen
p
q mit teilerfremden ganzen Zahlen p� q � die sogar Bestapproximationen sind
 Der Ketten�

bruchalgorithmus bricht genau dann ab� wenn x rational ist
 In diesem Fall ist ��q� p� ein
zu �x� �� orthogonaler ganzzahliger Vektor


Der Kettenbruchalgorithmus l�ost somit folgende Probleme in Dimension n � � �

�
 Approximiere gegebene reelle Zahlen x�� � � � � xn�� durch rationale Zahlen p�
q � � � � �

pn��
q �

�
 Falls x�� � � � � xn��� � �uber ZZ linear abh�angig sind� �nde eine kurze ganzzahlige Relation

�m�� � � � � mn� zu �x�� � � � � xn��� �� mit
Pn��

i�� mi xi �mn � � �

In dieser Arbeit behandeln wir Algorithmen� die diese beiden Probleme f�ur beliebige Di�

mensionen n l�osen
 Jacobi �Ja������ Poincar�e �Po������ Minkowski �Mi�
�� Perron �Pe����

Bernstein �Bern���� Brun �Bru���� Szekeres �Sz���� unter vielen anderen� �ubertrugen den

��dimensionalen Kettenbruchalgorithmus auf h�ohere Dimensionen
 Ziel der als Jakobi�

Perron�Algorithmen bekannten Verallgemeinerungen des ��dimensionalen Kettenbruchal�

gorithmus� ist es� reelle Zahlen x�� � � � � xn�� durch rationale Zahlen zu approximieren oder
eine Relation f�ur x�� � � � � xn��� � zu �nden
 Jakobi�Perron Algorithmen approximieren f�ur
Eingaben x�� � � � � xn�� � IR die Gerade x IR mit x �� �x�� � � � � xn��� �� durch Folgen von

Gitterbasen des Gitters ZZn
 Sie terminieren� sobald sie eine Relation f�ur x gefunden haben


F�ur einige der Jakobi�Perron�Algorithmen gibt es jedoch Beispiele reeller Eingabevekto�

ren x �� �x�� � � � � xn��� �� � deren Koordinaten �uber ZZ linear abh�angig sind und f�ur die

der Algorithmus keine Relation �ndet �Bru��� Berg��� FF���
 Die von Jakob�Perron�

Algorithmen konstruierten Folgen von Gitterbasen des ZZn approximieren die Gerade x IR

in dem Sinne� da� die Winkel zwischen der Geraden x IR und allen Basisvektoren des

ZZn gegen � konvergieren
 Man spricht in diesem Falle auch von schwacher Konvergenz�

Perron f�uhrte f�ur Folgen von Basen des Gitters ZZn� welche gegen eine Gerade x IR kon�

vergieren� die starke bzw
 ideale Konvergenz ein
 Die Abst�ande der Basisvektoren ideal

konvergenter Folgen von Gitterbasen des ZZn zur Geraden x IR konvergieren gegen � � dies

bedeutet� da� die zu x orthogonalen Projektionen der Basisvektoren des ZZn beliebig klein

werden
 Algorithmen� f�ur die die zu x orthogonalen Projektionen der Basisvektoren des

ZZn beliebig klein werden� �nden stets Relationen zu x � sofern solche existieren
 Sind die

Koordinaten von x linear unabh�angig �uber ZZ� konstruieren solche Algorithmen eine ideal

konvergente Folge von Gitterbasen des ZZn an die Gerade x IR �Dirichlet bewies die Existenz

von guten �ganzzahligen� Approximationen� Es gibt unendlich viele ganzzahlige Vektoren

�



b �� �p�� � � � � pn��� q� � die max��i�n�� jq xi � pij � ��q
�

n�� erf�ullen
 Die von einem Ap�

proximationsalgorithmus konstruierte Folge von Gitterbasen des ZZn an die Gerade x IR

ist genau dann ideal konvergent� wenn in der Folge der Approximationen �p�� � � � � pn��� q�
max��i�n�� jq xi � pij gegen � konvergiert

Ferguson und Forcade �FF��� gaben ���� als erste einen Approximationsalgorithmus an�

der f�ur �uber ZZ linear abh�angige Eingaben x�� � � � � xn��� � stets mit einer Relation f�ur

�x�� � � � � xn��� �� anh�alt
 Sind die Eingaben x�� � � � � xn��� � �uber ZZ linear unabh�angig� so

konstruiert der Algorithmus von Ferguson und Forcade eine ideal konvergente Folge von

Gitterbasen des ZZn an die Gerade �x�� � � � � xn��� �� IR � Bergman �Berg��� stellte ���� eine

iterative Version des rekursiven Algorithmus von Ferguson und Forcade vor
 Von die�

sem Verfahren� dem Bergman�Ferguson�Algorithmus� bewiesen Bergman und Ferguson

eine in der Dimension n der reellen Eingaben exponentielle Rechenzeitschranke �FF���


Hastad� Just� Lagarias und Schnorr �HJLS��� formulierten ���� den Bergman�Ferguson�

Algorithmus in der Sprache der Reduktionstheorie von Gitterbasen nach Lenstra� Len�

stra� Lov�asz �LLL��� und analysierten seine Laufzeit
 Der nach �HJLS��� benannte HJLS�

Algorithmus �ndet f�ur Eingaben x�� � � � � xn��� � � IR und � � � in polynomialer Zeit in

der Dimension n und j log �j entweder eine Relation f�ur �x�� � � � � xn��� �� mit euklidischer
L�ange kleiner als �n�� ��� oder schlie�t die Existenz einer Relation k�urzer als ��� aus
 Just
�Ju��� erkannte ����� da� der Bergman�Ferguson�Algorithmus eine Folge von �ganzzahli�

gen� Approximationen b �� �p�� � � � � pn��� q� an die reellen Zahlen x�� � � � � xn�� berechnet�
die max��i�n�� jq xi � pij � ��n����� max��i�n��

q
� � x�i �jqj��

�
�n �n��� erf�ullen
 Die Ap�

proximation b ist jeweils der erste Basisvektor in der Folge der konstruierten Gitterbasen

des ZZn jeweils vor Austauschen der letzten beiden Basisvektoren
 Just gab hierzu ein Ver�

fahren an� bei dem vor Austauschen der letzten beiden Basisvektoren des ZZn die zum

Eingabevektor �x�� � � � � xn��� �� orthogonalen Projektionen der Basisvektoren des ZZn im

Sinne von Lenstra� Lenstra und Lov�asz �LLL��� reduziert sind


Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit ist eine verbesserte Analyse des Relationen� und

Kettenbruchalgorithmus von Just und dessen Implementierung
 Wir zeigen� da� dieser

Algorithmus Approximationen liefert� die bis auf einen nur von der Dimension abh�angigen

Faktor die Schranke der Existenzaussage von Dirichlet erreichen
 Die verbesserte Analyse

geht von den dualen Basen aus


Approximiert eine Folge von Gitterbasen die Gerade x IR � IRn � so approximiert die Folge

der dualen Gitterbasen die �n� ���dimensionale Hyperebene �x IR�� � Der entscheidende
Punkt der verbesserten Analyse ist� da� die L�angen der dualen Basisvektoren des Gitters

ZZn im Relationen� und Kettenbruchalgorithmus von Just sehr klein bleiben
 Die verbes�

serte Schranke f�ur die L�ange der dualen Basisvektoren verbessert auch die Schranke f�ur

die prim�aren Basisvektoren
 Die f�ur die obere Schranke der prim�aren Basisvektoren ent�

scheidende Rolle der dualen Basisvektoren wird zum ersten Mal deutlich
 F�ur die Folge

der Approximationen �p�� � � � � pn��� q� an reelle Zahlen x�� � � � � xn�� erhalten wir als obere
Schranke f�ur max��i�n�� jq xi � pij bis auf den Faktor ��n����� max��i�n��

q
� � x�i die

Schranke des Existenzsatzes von Dirichlet


�



Der Relationenalgorithmus von �HJLS��� f�uhrt arithmetische Operationen auf reellen Zah�

len in exakter reeller Arithmetik aus
 Computer erhalten als Eingaben jedoch nur rationale

Approximationen von reellen Zahlen
 Es stellt sich die Frage� ob die Nichtexistenz kurzer

Relationen f�ur rationale Approximationen an reelle Eingabevektoren x die Nichtexistenz

kurzer Relationen f�ur x beweist
 Buchmann und Kessler �BK��� behandelten dieses Pro�

blem unter der Annahme� da� eine untere Schranke f�ur die L�ange der k�urzesten Relation

zum Eingabevektor x bekannt ist
 Wir �andern den Relationenalgorithmus von Just da�

hingehend ab� da� der Algorithmus f�ur rationale n�dimensionale Eingabevektoren x einen

�von x nicht notwendigerweise verschiedenen� Nahebeipunkt x� zu x und eine kurze Re�

lation zu x� konstuiert
 Diese Modi�kation stammt aus �RSc�
�
 Im Falle x� �� x l�a�t sich

die Existenz sehr kurzer Relationen f�ur Punkte in einer kleinen o�enen Umgebung um

x� ausschlie�en
 Wir zeigen in diesem Sinne eine stetige untere Schranke f�ur die k�urzeste

Relation zu Punkten in dieser Umgebung
 Die f�ur x� berechnete Relation ist bis auf einen
in der Dimension n exponentiellen Faktor k�urzeste Relation f�ur x� �

Bei der Implementierung des Relationenalgorithmus von Just treten numerische Stabi�

lit�atsprobleme auf
 Die im Relationenalgorithmus von Just konstruierte� zu x IR ideal

konvergente Folge von Gitterbasisvektoren des ZZn ist durch eine Folge elementarer Ba�

sistransformationen gegeben
 Eine elementare Basistransformation �uberf�uhrt eine Gitter�

basis des ZZn in eine andere� indem entweder zwei Basisvektoren vertauscht werden oder

ein ganzzahliges Vielfaches eines Basisvektors zu einem anderen Basisvektor addiert wird


F�ur die Berechnung jeder neuen elementaren Basistransformation wird im Relationenal�

gorithmus von Just das linear abh�angige System des Eingabevektors x und der aktuellen

Basisvektoren des ZZn orthogonalisiert und die Quadratl�angen der H�ohenvektoren des Or�

thogonalsystems berechnet
 Wegen der linearen Abh�angigkeit der zu x orthogonalen Pro�

jektionen der aktuellen Basisvektoren des ZZn k�onnen die H�ohenvektoren des berechneten

Orthogonalsystems beliebig klein werden
 Bei der Implementierung des Relationenalgo�

rithmus m�ussen daher die Quadratl�angen der H�ohenvektoren derart genau approximiert

werden� da� das Computerprogramm mit den rationalen Approximationen der aktuellen

Quadratl�angen der H�ohenvektoren die neue elementare Basistransformation noch korrekt

berechnet
 Das Verfahren der Gram�Schmidt Orthogonalisierung ist numerisch zu insta�

bil
 Zur Implementierung des Relationenalgorithmus f�uhren wir die Orthogonalisierung

mit der Givens Rotation durch
 Beim Verfahren der Givens Rotation ist der numerische

Fehler im Gegensatz zur Gram�Schmidt Orthogonalisierung unabh�angig von der L�ange der

H�ohenvektoren des Orthogonalsystems
 Heckler� Thiele �HT��� und Joux �Jo��� verwende�

ten das Verfahren der Givens Rotation f�ur die Orthogonalisierung der Gitterbasis schon in

der Implementierung der parallelen Versionen des L��Gitterbasenreduktionsalgorithmus


Ferguson und Bailey �FB��� benutzten ���� in Verbindung mit der Implementierung des

HJLS�Algorithmus ein numerisch stabiles� der Givens Rotation verwandtes Verfahren� die

Householder Re�ektion


Wir beweisen die numerische Stabilit�at des implementierten Relationenalgorithmus f�ur

Rechnerarchitekturen bei fester Genauigkeit der Gleitpunktarithmetik
 Die praktischen

Versuche zeigen� da� der implementierte Relationenalgorithmus bei 
��Bit genauer Gleit�

punktarithmetik bis Dimension ��� auf �
�Bit langen zuf�alligen Eingabevektoren nume�






risch stabil arbeitet


Die letzten beiden Kapitel behandeln die Resultate der Arbeiten �RSe��a� und �RSe��b��

Der HJLS�Algorithmus approximiert die euklidische L�ange der k�urzesten Relation f�ur

einen n�dimensionalen Vektor x in polynomialer Zeit in der Eingabel�ange bis auf einen

in n exponentiellen Faktor oder zeigt� da� keine Relation mit kurzer euklidischer L�ange

zu x existiert
 Wir untersuchen die Frage� bis auf welchen Faktor die L�ange der k�urzesten

Relation f�ur rationale Eingabevektoren in polynomialer Zeit in der bin�aren Eingabel�ange

approximiert werden kann
 Unter der Annahme� da� die Klasse NP nicht in der determi�

nistischen Zeitklasse O�npoly logn� enthalten ist� zeigen wir� Es existiert kein Algorithmus�

der f�ur rationale Eingabevektoren x polynomial in der Bitl�ange bin�x� von x ist und die

in der Maximum�Norm k�urzeste Relation bis auf einen Faktor �log
����� bin�x� approximiert


Dabei ist � eine beliebig kleine positive Konstante


Wir �ubertragen dieses Resultat auf das Problem� zu gegebenen rationalen Zahlen

x�� � � � � xn�� und einem rationalen � � � gute simultane diophantische Approximationen

zu �nden� das hei�t rationale Zahlen p�
q � � � � �

pn��
q mit m�oglichst kleinem Hauptnenner q zu

konstruieren� so da� max��i�n�� jq xi � pij � � � Wir zeigen unter obiger Annahme� da�

kein Algorithmus existiert� der f�ur gegebene rationale Zahlen x�� � � � � xn�� und nat�urlicher
Zahl N polynomial�Zeit in der Bitl�ange bin�x� von x ist und simultane diophantische Ap�

proximationen berechnet� so da� max��i�n�� jq xi � pij f�ur q � ��� N � bis auf den Faktor

�log
����� bin�x� minimal ist
 Hierbei ist � wieder eine beliebig kleine positive Konstante


Die vorliegende Arbeit umfa�t 
 Kapitel
 Kapitel � stellt einige Grundbegri�e sowie No�

tationen bereit und gibt eine Einf�uhrung in die Gittertheorie
 In Kapitel � analysieren

wir den Relationenalgorithmus von Just und berichten �uber die Implementierung
 In Ka�

pitel � untersuchen wir die Anwendung des Relationenalgorithmus auf das Problem der

Diophantischen Approximation
 In Kapitel � beweisen wir die untere Schranke f�ur die

Approximierbarkeit k�urzester Relationen in der Maximum�Norm
 In Kapitel 
 zeigen wir

die untere Schranke f�ur die Approximierbarkeit minimaler guter simultaner diophantischer

Approximationen
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Kapitel �

Einf�uhrung

In der nachfolgenden Einf�uhrung sind im �
 Paragraphen grundlegende De�nitionen auf�

gef�uhrt
 Die Paragraphen � und � sind f�ur das Verst�andnis der vorliegenden Arbeit nicht

erforderlich und dienen nur als Referenz f�ur die in Kapitel � und � zitierten S�atze und

Algorithmen


Im �
 Paragraphen stellen wir Begri�e der Gittertheorie bereit
 Im �
 Paragraphen behan�

deln wir die Gr�o�enreduktion von Gitterbasen und den L��Algorithmus zur Gitterbasen�

reduktion
 Im �
 Paragraphen f�uhren wir Relationen ein
 Im 

 Paragraphen geben wir

einen polynomial�Zeit Algorithmus zum Finden von Relationen an


Kapitel � und 
 benutzen die Resultate aus Paragraph � bis 
 nicht


��� Notationen

Es bezeichnen IR� CQ� ZZ� IN respektive die Menge der reellen� rationalen� ganzen und

nat�urlichen Zahlen
 F�ur die Menge aller positiven reellen bzw
 rationalen Zahlen steht IR�

bzw
 CQ� � Es ist IR
n bzw
 CQn der mit dem Standardskalarprodukt � �� � � und der �eu�

klidischen� L�ange bzw
 Norm kyk ��� y� y ���� ausgestattete n�dimensionale Vektorraum

�uber IR bzw
 CQ � Vektoren v des IRn oder CQn sind stets Spaltenvektoren v � �v�� � � � � vn�
� �

Wir betrachten f�ur einen n�dimensionalen Vektor y �� �y�� � � � � yn�
� ebenso dieMaximum�

bzw
 ��Norm kyk� �� max��i�n jyij � Es ist ZZn die Menge aller ganzzahliger Vektoren
im IRn � ZZn und CQn sind additive Untergruppen des IRn �

Die Dimension dim�U� eines Unter�vektor��raumes U � IRn ist die maximale Anzahl

linear unabh�angiger Vektoren� die U aufspannen
 Wir schreiben volm�K� f�ur das bez�uglich

des Jordan�Ma�es de�nierte Volumen einer m�dimensionalen kompakten Teilmenge K

des IRn
 F�ur einen Unterraum U � IRn steht U� f�ur dessen orthogonales Komplement
 Es

bezeichnet span�y�� � � � � ym� � IRn den von den Vektoren y�� � � � � ym � IRn aufgespannten

reellen Unterraum
 Wir verstehen unter fy�� � � � � ymg das �geordnete� System der Vektoren

y�� � � � � ym � IRn � Es stehen ei � i � �� � � � � n f�ur die Einheitsvektoren des IRn �

�



Es stellt M�n�m� IR� die Menge aller n �m�Matrizen mit reellen Eintr�agen� M�n�m�CQ�

solche mit rationalen Eintr�agen und M�n�m�ZZ� diejenigen mit ganzzahligen Eintr�agen

dar
 Es stehtM� f�ur die Transponierte einer MatrixM � F�ur eine quadratische Matrix M

bezeichnet det�M� ihre Determinante 
 GLn�IR� � GLn�CQ� sowie GLn�ZZ� ist die Gruppe al�

ler in M�n� n� IR� � M�n� n�CQ� undM�n� n�ZZ� � respektive� invertierbaren n� n�Matrizen


Die Elemente aus GLn�ZZ� hei�en auch unimodulare Matrizen
 Eine ganzzahlige MatrixM

ist unimodular genau dann� wenn j det�M�j � � ist


Weiterhin bezeichnet �y�� � � � � ym� � M�n�m� IR� die n �m�Matrix mit Spaltenvektoren

y�� � � � � ym � IRn �

Wir de�nieren ferner die Funktion b � e der n�achsten ganzen Zahl durch bxe �� dx� ��
e
f�ur x � IR und das Kronecker�Symbol 	i�j durch 	i�j � � � falls i � j � und 	i�j � � sonst


log��� bezeichnet stets die Logarithmus�Funktion zur Basis �� F�ur zwei ganze Zahlen a� b

ist ggT �a� b� der positive gr�o�te gemeinsame Teiler von a und b�

Rechenmodelle� F�ur die Analyse von Algorithmen verwenden wir in dieser Arbeit

zwei unterschiedliche Rechenmodelle�

Einheitskostenmodell� Im Einheitskostenmodell werden folgende arithmetische Operatio�

nen auf exakten reellen Zahlen erlaubt� � �Addition�� � �Subtraktion�� 	 �Multiplikation��
� �Division�� � �Vergleich� sowie die Funktion b � e �n�achste ganze Zahl�
 Jede arithmeti�
sche Operation wird als � Rechenschritt gez�ahlt


Arithmetik auf ganzen Zahlen� F�ur die Arithmetik auf ganzen Zahlen sind als Eingaben nur

ganze und rationale Zahlen erlaubt
 Als Komplexit�atsma� f�ur Algorithmen verwenden wir

die Bitkomplexit�at
 In diesem Berechnungsmodell wird jede Bitoperation 
 �Disjunktion��

� �Konjunktion�� � �Addition modulo �� sowie 
 �Negation� als � Rechenschritt gez�ahlt


Die Bitl�ange bin� � � einer ganzen Zahl z ist dabei de�niert durch bin�z� ��

� � dlog�jzj� ��e � die Bitl�ange bin� � � einer rationalen Zahl p�q mit teilerfremden p� q

durch bin�p�q� �� � � dlog�jpj� ��e� dlog�jqj� ��e � Die Bitl�ange eines rationalen Vek�

tors v �� �v�� � � � � vn�� � CQn ist gegeben durch
Pn

i�� bin�vi� �

Die Anzahl der Bitoperationen f�ur die nach der Schulmethode auf ganzen Zahlen der

Bitl�ange n� und n� ausgef�uhrten arithmetischen Operationen � �Addition�� � �Subtrak�

tion�� � �Vergleich� ist durch n��n� beschr�ankt
 Die Operationen 	 �Multiplikation�� div
�ganzzahlige Division mit Rest�� angewendet auf zwei ganzen Zahlen der Bitl�ange n� und

n� � kostet hingegen nach der Schulmethode �n� n� Bitoperationen
 Damit ist die Anzahl

der Bitoperationen f�ur die nach der Schulmethode auf rationalen Zahlen der Bitl�ange n�
und n� ausgef�uhrten arithmetischen Operationen � �Addition�� � �Subtraktion�� 	 �Multi�
plikation�� � �Division�� � �Vergleich� durch O�n� n�� beschr�ankt
 Diese Schranke gilt auch

f�ur die Anzahl der Bitoperationen der Funktion b � e �n�achste ganze Zahl�� angewendet auf
eine rationale Zahl mit Z�ahler der Bitl�ange n� und Nenner der Bitl�ange n� �

Ein Algorithmus hat polynomiale Bitkomplexit�at	 wenn die Anzahl der von ihm durch�

gef�uhrten Bitoperationen polynomial in der Bitl�ange seiner Eingabe beschr�ankt ist


�



Die Algorithmen der vorliegenden Arbeit verwenden auf rationalen und ganzen Zahlen die

arithmetischen Operationen � �Addition�� � �Subtraktion�� 	 �Multiplikation�� � �Divisi�
on�� � �Vergleich� sowie die Funktion b � e �n�achste ganze Zahl�
 F�ur die Bitkomplexit�at
der Algorithmen gen�ugt es� statt der Anzahl der Bitoperationen die Anzahl der arithmeti�

schen Operationen � � � � 	 � � � � � b � e und die Bitl�ange der im Algorithmus auftretenden

ganzen und rationalen Zahlen anzugeben


NP�Begri
e� Alphabete sind endliche Mengen von Symbolen
 Das bin�are Alphabet

f�� �g besteht nur aus den Symbolen � und � � Ein String x ist eine endliche Folge von

Elementen eines Alphabets mit L�ange jxj � F�ur ein Alphabet  bezeichnet  � die Menge
aller endlichen Strings einschlie�lich des leeren Strings 
 � Eine Teilmenge L �  � hei�t
Entscheidungsproblem oder auch Sprache ��uber  �� Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit

werden wir nur Sprachen �uber f�� �g betrachten

Die Klasse P der polynomial�Zeit Sprachen ist die Klasse der Sprachen L � deren charak�

teristische Funktion in polynomial�Zeit berechenbar ist
 Eine Sprache L ist in der Klasse

NP der nicht�deterministischen polynomial�Zeit Sprachen� falls ein L� � P � �!� � !��
und ein k � IN existieren� so da�

x � L� �y � !� � �x� y� � L� und jyj � jxjk �
y bezeichnen wir hierbei als Zeugen oder polynomial�Zeit Beweis f�ur x � L �

De�nition ��� Eine Sprache L� � !� ist �Karp��reduzierbar auf eine Sprache L� � !�	
in Zeichen L� �pol� L� � falls eine polynomial�Zeit berechenbare Funktion f � !� � !� exi

stiert	 so da�

�x � !� � x � L� � f�x� � L� �

Eine Sprache L hei�t NP�hart 	 falls f�ur alle L� � NP gilt� L� �pol� L � Eine Sprache L

hei�t NP�vollst�andig 	 falls sie NP�hart ist und zudem in der Klasse NP enthalten ist�

De�nition ��� Laufzeiten	 die mit festem k � IN durch ��log jxj�k beschr�ankt sind	 hei�en

quasi�polynomial� Die Klasse QP der quasipolynomial�Zeit Sprachen ist die Klasse der

in quasipolynomialer Zeit entscheidbaren Sprachen�

Wir �ubernehmen folgende Sprechweise aus �FGLSS��� ABSS����

De�nition ��� Eine Sprache L hei�t fast�NP�hart� falls ein polynomial�Zeit Algorith


mus	 der L entscheidet	 jedes Problem L� � NP in quasipolynomialer Zeit entscheidet�

��� Gitter

De�nition ��
 Seien b�� � � � � bm � IRn linear unabh�angige Vektoren� Dann hei�t die Men


ge

L �� L�b�� � � � � bm� ��

�
mX
i��

ri bi j ri � ZZ

�

�



Gitter� Das System fb�� � � � � bmg ist Basis des Gitters L� dim�L� �� m wird als Dimension

bzw� Rang von L bezeichnet�

Satz ��� Eine additive Untergruppe U des IRn ist genau dann ein Gitter	 wenn U diskret

ist	 das hei�t keinen H�aufungspunkt im IRn besitzt�

Beweis� �GrL���� Seite ��� Theorem �
 �

Korollar ��� Die Menge ZZn aller n�dimensionalen ganzzahligen Vektoren und das Bild

jeder durch unimodulare Matrizen de�nierten linearen Abbildung des ZZn ist ein Gitter�

De�nition ��� Sei L � IRn ein Gitter� Wir nennen ein System fb�� � � � � bkg � IRn

von linear unabh�angigen Gittervektoren primitiv bez�uglich L� falls L�b�� � � � � bk� �

span�b�� � � � � bk� � L� Ein nicht trivialer Gitterpunkt b �L hei�t primitiv	 falls im Innern

der Strecke zwischen dem Nullpunkt � und dem Punkt b kein Gitterpunkt liegt�

Aus obiger De�nition folgt unmittelbar�

Korollar ��� Die primitiven Punkte im Gitter ZZn sind alle Vektoren

v �� �v�� � � � � vn�
� �� � mit ggT �v�� � � � � vn� � ��

Satz ��	 Sei L � IRn Gitter und fb�� � � � � bkg � IRn ein System von linear unabh�angigen

Gittervektoren� Das System fb�� � � � � bkg � IRn ist genau dann primitiv bez�uglich L� wenn

es zu einer Gitterbasis von L erg�anzbar ist�

Beweis� �GrL���� Seite ��� Theorem 

 �

De�nition ���� Die Determinante d�L� eines Gitters L � IRn mit Gitterbasis

fb�� � � � � bmg ist de�niert durch

d�L� �� �det� �� bi� bj ����i�j�m� ���� � det�B�B���� �

wobei B �� �b�� � � � � bm��

Satz ���� Sei L � IRn ein Gitter mit Gitterbasis fb�� � � � � bmg� Das System fb�� � � � � bmg
ist genau dann �Gitter��Basis von L� wenn eine unimodulare Matrix T � GLm�ZZ� exi


stiert	 so da�

�b�� � � � � bm� � �b�� � � � � bm�T �

Beweis� �GrL��� Seite ��� Theorem �
 �

Bemerkungen� �� Die Determinante d�L� eines m�dimensionalen Gitters L ��

��



L�b�� � � � � bm� ist geometrisch interpretierbar als das m�dimensionale Volumen des von

den Vektoren b�� � � � � bm � IRn im IRm erzeugten Parallelepipeds�

d�L� � volm

�
mX
i��

xi bi j xi � ��� ��� IR � i � �� � � � � m

�
�


� Nach Satz ���� ist die Gitterdeterminante basisunabh�angig� Wir verwenden sp�ater diese

Eigenschaft unter dem Begri� Invarianz der Gitterdeterminante �bei unimodularen Trans�

formationen�


De�nition ���� Die sukzessiven Minima ���L�� � � � � �m�L� eines Gitters L � IRn

bez�uglich der euklidischen Norm sind erkl�art durch

�i�L� �� minf r � IR� � � i linear unabh�angige V ektoren cj � L mit

kcjk � r � j � �� � � � � i g �

��L� �����L� gibt dabei die L�ange des k�urzesten Gittervektors an�

Bemerkung� Wie die Gitterdeterminante sind auch die sukzessiven Minima geometri


sche Invarianten des Gitters	 das hei�t	 sie �andern sich unter isometrischen Abbildungen

nicht�

De�nition ���� F�ur n � IN ist die Hermite�Konstante �n de�niert durch

�n �� max
L Gitter
dim�L��n

��L��

d�L���n
�

Die Hermite�Konstante ist f�ur die Dimensionen � bis � bekannt und jeweils kleiner als

� � Sei  � IR � IR die Gamma�Funktion� F�ur allgemeine Dimensionen n hat Minkowski

�Mi�
� folgende obere Schranke f�ur �n gezeigt�

Satz ���
 �n � �
�  �� � n�����n �

Dabei gilt f�ur die Werte der  �Funktion  �x � �� � x �x� f�ur x � IR und  ���� �
p

 �

Insbesondere folgt �	 � ��
 � ��
 � Nach der Stirling"schen Formel ist

 �� � n��� �
�
n� �

� e

��n����� q
�n� �� 
 e

�
� �n	�� �

F�ur n � �� gilt e
�

� �n	�� � ����� �Wir erhalten folgendes

Korollar ���� �n � maxf��
� ����� �
�

n��
� e g � maxf��
� ����� �n� ��g �

��



De�nition ���� Sei L � IRn Gitter mit Basis fb�� � � � � bmg� Dann ist das duale Gitter L�

von L erkl�art durch L� �� fy � span�b�� � � � � bm� j �x � L � � y� x �� ZZg �

Satz ���� Sei L � IRn Gitter mit Basis fb�� � � � � bmg� Dann existiert eine Basis

fa�� � � � � amg � IRn des dualen Gitters L�� die durch � bi� aj �� 	i�j � � � i� j � m ein


deutig bestimmt ist� Insbesondere gilt�

�� dim�L�� � dim�L� � m �


� �a�� � � � � am�
� �b�� � � � � bm� � Im � wobei Im die Einheismatrix des IRm ist�

�� d�L�� � d�L��� �

Beweis� �Cas���� Seite ��� Lemma 

 �

Korollar ���� Das Gitter ZZn ist selbstdual	 das hei�t �ZZn�� � ZZn�

��� Reduktion von Gitterbasen

Gitterbasenreduktion auf linear unabh�angigen Systemen� Ziel der Reduktions�

theorie von Gitterbasen ist es� solche Basen eines gegebenen Gitters zu konstruieren� deren

Basisvektoren kurz und nahezu orthogonal zueinander sind
 Verfahren zur Gitterbasen�

reduktion wurden f�ur die Dimensionen � und � von Lagrange �La������ Gau� �Ga������

Dirichlet �Di��
�� und Vall�ee �Va��� studiert
 F�ur beliebige Dimensionen pr�agten Hermite

�He���
�� Korkine und Zolotarev �KZ����� sowie Minkowski �Mi�
� Reduktionsbegri�e f�ur

Gitterbasen in der Sprache der positiv quadratischen Formen


Lenstra� Lenstra und Lovasz �LLL��� stellten als erste ein polynomial�Zeit Verfahren

vor� welches eine Gitterbasis f�ur beliebige Dimension m in eine nahezu orthogonale Basis

�uberf�uhrt� in denen die k�urzesten Gitterbasisvektoren am Anfang der Basis stehen
 Insbe�

sondere ist der erste Basisvektor f�ur sogennannte L��reduzierte Basen bis auf einen Faktor

�m�� der k�urzeste Gittervektor


Wir stellen nun die zur Einf�uhrung der Reduktionsbegri�e n�otigen Notationen bereit�

Sei L � IRn Gitter mit �geordneter� Basis fb�� � � � � bmg�Wir de�nieren f�ur j � �� � � � � m die

orthogonalen Projektionen


j � IR
n�� span�b�� � � � � � � bj����

und setzen bbj �� 
j�bj� � Die Menge fbb�� � � � �bbmg � IRn bildet eine Orthogonalbasis� welche

rekursiv durch die Gram�Schmidt Orthogonalisierung� abgek�urzt GSO� gegeben ist�bb� �� b�

bbi �� bi �
i��X
j��

�i�j bbj � wobei
�i�j �� � bi�bbj � � � bbj �bbj � � � � i� j � n�

��



Die Gr�o�en �i�j � � � i� j � m hei�en Gram�Schmidt Koe�zienten	 die orthogonalen Vek�

toren bbi� i � �� � � � � m werden wir im folgenden als H�ohen oder H�ohenvektoren bezeich�

nen
 Die Gr�o�en �i�j � � � i� j � m zusammen mit den Quadratl�angen der H�ohen kbbik� �
� � i � m werden wir Gram�Schmidt Gr�o�en nennen


F�ur einen Index � � i � m gibt der Vektor ��i��� � � � � �i�m�
� die Koordinatendarstellung

des Basisvektors bi bez�uglich der Orthogonalbasis fbb�� � � � �bbmg an
 Es gilt insbesondere

�i�i � � sowie �i�j � �� � � i � j � m � und daher


k�bi� �
iX

j�k

�i�j bbj
sowie wegen der Orthogonalit�at der bbj

k
k�bi�k� �
iX

j�k

��i�j kbbjk� �
F�ur die Basis fb�� � � � � bmg � IRn erh�alt man die Darstellung

�b�� � � � � bm� � �bb�� � � � �bbm� ��i�j����i�j�m �

Da die Matrix ��i�j���i�j�m unimodular ist� erhalten wir mit De�ntion �
���

Korollar ���	 Sei L � IRn mit Gitterbasis fb�� � � � � bmg� Dann gilt f�ur die Determinante

d�L� von L �

d�L� � det��� bi� bj ����i�j�m���� �
mY
i��

kbbik �
Wir werden sp�ater die normalisierten Gram�Schmidt Koe�zienten �i�j ��� bi�bbj�kbbjk �
verwenden und entsprechend auch die Darstellung von fb�� � � � � bmg durch die Orthonor


malbasis fbb��kbb�k� � � � �bbm�kbbmkg� in Matrizenschreibweise
�b�� � � � � bm� � �bb��kbb�k� � � � �bbm�kbbmk� ��i�j����i�j�m �

De�nition ���� Eine �geordnete� Basis fb�� � � � � bmg � IRn hei�t gr�o�enreduziert� falls

j�i�j j � �
� f�ur � � j � i � m� F�ur eine �geordnete� Basis fb�� � � � � bmg � IRn hei�t insbe


sondere ein Vektor bk gr�o�enreduziert� falls j�k�j j � �
� f�ur � � j � k�

In Abbildung �
� ist eine Routine zur Gr�o�enreduktion einer �geordneten� Basis

fb�� � � � � bmg � IRn dargestellt
 Ein Gr�o�enreduktionsschritt bk �� bk � d�k�jc bj redu�

ziert den Vektor bk bez�uglich bj� Damit bleiben die Gram�Schmidt Koe#zienten �k�i �

i � j � �� � � � � k � unver�andert� und die Gram�Schmidt Koe#zienten �k�i � i � �� � � � � j �

�andern sich gem�a� �k�i �� �k�i � d�k�jc�j�i � Insbesondere wird dadurch j�k�j j � �
� �

De�nition ���� Eine �geordnete� Basis fb�� � � � � bmg � IRn hei�t L��reduziert� falls sie

gr�o�enreduziert ist und f�ur � � k � m �

�
� k
k���bk���k� � k
k���bk�k� � kbbkk� � ��k�k�� kbbk��k� � ��
��

��



Gr�o�enreduktions�Routine

Eingabe Basis fb�� � � � � bmg � IRn eines Gitters L �� L�b�� � � � � bm� �

�� Initialisierung�

Berechne die Gram�Schmidt Koe#zienten �i�j � � � i� j � m � mit dem GSO�Verfahren


�� for k � �� � � � � m do

Gr�o�enreduktion des Vektors bk �

for j � k � �� � � � � � do

bk �� bk � d�k�jc bj �
Neuberechnung der Gram�Schmidt Koe�zienten �k�j � � � i � j�

for i � � to j � � do �k�i �� �k�i � d�k�jc�j�i �
�k�j �� �k�j � d�k�jc �

Ausgabe gr�o�enreduzierte Basis fb�� � � � � bmg von L�

Abbildung �
�� Routine zur Gr�o�enreduktion einer Gitterbasis

Bemerkung� Die Bedingung ����� in De�nition ��
� ist �aquivalent zu

�
� �

�
k���k�� � ��k�k � ��k�k�� �

Folgender Satz fa�t die Eigenschaften L��reduzierter Gitterbasen zusammen� wir werden

im folgenden nur die erste Ungleichung ben�otigen� welche unmittelbar aus der De�ntion

�
�� folgt


Satz ���� Sei L ein Gitter und fb�� � � � � bmg � IRn eine L��reduzierte Basis von L� Dann

gilt

�� kbbik� � �j�i kbbjk� � � � i � j � m �


� kbik� � �i�� kbbik� � � � i � m �

�� ���i � kbbik���i�L�� � �m�� � � � i � m �

�� kb�k� � ��n����� d�L���m �

Beweis� �LLL���� Proposition �
� und Bemerkung vor ��
���� Seite 
�� �unten�
 �

Die Konstante �
� ist beliebig gew�ahlt und kann durch jede feste reelle Zahl

�
� � 	 � � ersetzt

werden
 In Satz �
�� ist dann der Faktor � durch �	 � �
��
�� zu ersetzen
 Lenstra� Lenstra

und Lov�asz �LLL��� gaben einen Algorithmus zur Konstruktion L��reduzierter Basen an�

der f�ur festes 	 � ��� � �� und ganzzahlige Eingabebasen fb�� � � � � bmg �ZZn polynomial in m �

n und der Bitl�ange der Eingabevektoren ist
 Das Verfahren ist in Abbildung �
� angegeben


Es gilt folgender

��



Gitterbasenreduktions�Algorithmus

nach Lenstra� Lenstra und Lov�asz 
LLL���

Eingabe Basis fb�� � � � � bmg � IRn eines Gitters L �� L�b�� � � � � bm� �

�� Initialisierung�

k �� � � berechne die Gram�Schmidt Gr�o�en �i�j � � � i� j � m � und kbbik� � i � �� � � � � m �

mit dem GSO�Verfahren


�� while �k � m� do

a
 Gr�o�enreduktion des Vektors bk�

for j � k � �� � � � � � do bk �� bk � d�k�jc bj �
berechne die Gram�Schmidt Gr�o�en �k�j � j � �� � � � � k � � � neu�

b
 Test auf Austausch�

if �
� k
k���bk���k� � kbbkk� � ��k�k�� kbbk��k�
then � vertausche bk�� � bk � k �� maxf� � k � �g � berechne die Gram�Schmidt

Gr�o�en �i�j � � � j � i � m � und kbbk��k� � kbbkk� neu�
else � k �� k � � �

Ausgabe L��reduzierte Basis fb�� � � � � bmg von L�

Abbildung �
�� L��Algorithmus

Satz ���� Sei fb�� � � � � bmg � IRn reelle Eingabebasis des L��Algorithmus und B ��

max��i�n kbik � Dann berechnet der L��Algorithmus eine L��reduzierte Gitterbasis und

f�uhrt h�ochstens O�m� n log�B���� arithmetische Operationen auf reellen Zahlen aus� Da


bei ist � �� ��L� die L�ange des k�urzesten Gittervektors in dem durch b�� � � � � bm de�nierten

Gitter L �� L�b�� � � � � bm� �

F�ur ganzzahlige Eingabebasen fb�� � � � � bmg �ZZn f�uhrt der L��Algorithmus h�ochstens

O�m� n logB� arithmetische Operationen auf ganzen Zahlen der Bitl�ange O�m logB� aus�

Beweis� �LLL���� Proposition �
��
 �

Reduktion auf linear abh�angigen Systemen� Wir verallgemeinern den L��

Reduktionsbegri� auf ein �geordnetes� System D �� fb
 � b�� � � � � bmg � IRn von li�

near abh�angigen Vektoren x � b�� � � � � bm mit festem Vektor x� Wir nennen D ��

fx � b�� � � � � bmg � IRn ein Basissystem� falls fb�� � � � � bmg � IRn eine Basis des Gitters ZZm

darstellt
 �Diese Situation tritt auf� wenn der Vektor x durch Basisvektoren b�� � � � � bn des

Gitters ZZn simultan approximiert wird
 Bei der Approximation der Geraden x IR durch

Gitterbasen b�� � � � � bn des ZZn werden Austausche und Gr�o�enreduktionsschritte auf den

linear abh�angigen zu x orthogonalen Projektionen 
x�b��� � � � � 
x�bn� � jedoch nicht mit

dem Vektor x ausgef�uhrt
�

�




F�ur j � �� � � � � m de�nieren wir die orthogonalen Projektionen


j�x � IRn�� span�x � b�� � � � � � � bj����

und setzen bbj�x �� 
j�x�bj� � j � �� � � � � m �

Die Menge fx � bb��x� � � � �bbm�xg � IRn bildet ein Orthogonalsystem mit mindestens

m� �� n verschwindenden Vektoren
 Die Gram�Schmidt Koe#zienten �i�j werden

bez�uglich der H�ohen x � bb��x� � � � �bbm�x de�niert� wobei �i�
 ��� bi� x � � � x� x � f�ur

j � � und �i�j �� � f�ur bbj�x � � � F�ur die normalisierten Gram�Schmidt Koe#zienten �i�j
setzen wir analog �i�
 ��� bi� x�kxk � f�ur j � � und �i�j �� � f�ur bbj�x � � �

Im HJLS�Algorithmus in Paragraph �

 und in den Algorithmen in Kapitel � und �

werden auf einem Basissystem fb
 � b�� � � � � bmg stets vor Austauschen bk���bk � das

hei�t im Falle �
� k
k���x�bk���k� � k
k���x�bk�k� � Gr�o�enreduktionsschritte der Form

bk �� bk � d�k�k��c bk�� ausgef�uhrt
 Folgendes Lemma� welches wir sp�ater implizit benut�
zen werden� zeigt� da� f�ur solche Austauschschritte das L�angenquadrat kbbk���xk� der H�ohebbk���x mindestens um den Faktor �

� erniedrigt� max��i�m kbbi�xk� nicht erh�oht wird und

min��i�m kbbi�xk� im Falle bbk�x �� � nicht erniedrigt wird


Lemma ���
 Sei D �� fb
 � b�� � � � � bmg ein Basissystem und es gelte
�
� k
k���x�bk���k� � k
k���x�bk�k� � Sei D �� fb
� � � � � bk�� � bk� � � � � bmg das Basissystem	
das aus D durch Gr�o�enreduktion von bk bez�uglich bk�� und anschlie�endem Austausch

bk���bk entsteht� Dann gilt

�� kbbk���xk kbbk�xk � kbbk���xk kbbk�xk �

� kbbk���xk� � �

� kbbk���xk� �
�� maxfkbbk���xk � kbbk�xkg � kbbk���xk �
�� minfkbbk���xk � kbbk�xkg � kbbk�xk �
�� bbi�x � bbi�x f�ur i �� k � � � k �

Beweis� �
 Wegen der Invarianz der Gitterdeterminante bei unimodularen Transforma�

tionen gilt

kbbk���xk kbbk�xk � d�L�
k���x�bk��� � 
k���x�bk���

� d�L�
k���x�bk��� � 
k���x�bk��� � kbbk���xk kbbk�xk �
Dies gilt insbesondere f�ur die F�alle bbk���x �bbk�x � � und bbk�x �bbk�x � ��

�
 Es gilt

bbk���x � 
k���x�bk��� � 
k���x�bk � d�k�k��c bk���
� bbk�x � ��k�k�� � d�k�k��c�bbk���x � ��
��

��



Im Falle bbk�x � � ist somit kbbk���xk� � �
� kbbk���xk�� F�ur den Fall bbk�x �� � erhalten wir nach

Voraussetzung

kbbk���xk� � kbbk�xk� � ��k�k�� � d�k�k��c�� kbbk���xk� � �
� kbbk���xk� �

�
 und �
 Zun�achst gilt

kbbk�xk� � kbbk�xk� � ��k�k�� kbbk���xk� � k
k���x�bk�k�

� k
k���x�bk���k� � kbbk���xk� � ��
��

F�ur den Fall bbk���x � � zeigt ��
�� insbesondere bbk�x � bbk���x und damit ��
Andernfalls folgt � aus ��
�� und ��

Im Falle bbk�x � � ist Aussage � trivial


Wegen � � � gilt andernfalls kbbk�xk� � �
� kbbk�xk� � kbbk�xk�� Aus ��
�� folgt nunmehr

kbbk���xk � kbbk�xk und somit auch ��

 ergibt sich wegen span�b
� � � � � bi��� � span�b
� � � � � bi��� f�ur alle � � i � m �

i �� k � � � k � das hei�t� die orthogonalen Projektionen bleiben f�ur alle � � i � m �

i �� k � � � k invariant
 �

��� Relationen

De�nition ���� F�ur einen Vektor x � IRn hei�t m � ZZn � f�g �ganzzahlige� Relation	
falls � m� x �� � � Es bezeichnet Lx �� fm � ZZn � � m� x �� � g das Relationengitter

zu x �

Lx ist die Menge aller Relationen f�ur x zuz�uglich des Nullvektors � und bildet ein Git�

ter
 F�ur einen beliebigen reellen Vektor x ist � � dim�Lx� � n� � � wobei o�ensichtlich

dim�Lx� � n� � f�ur rationale Vektoren x gilt
 Wir de�nieren in kanonischer Weise die

sukzessiven Minima ��x� �� ���x�� � � � �dimLx�x� von Lx �

De�nition ����

�i�x� �� minf r � IR� � � i linear unabh�angige V ektoren cj � Lx mit

kcjk � r � j � �� � � � � i g �
��x� gibt dabei die L�ange der k�urzesten Relation f�ur x an	 wobei ��x� �� � � falls keine

Relation zu x existiert�

Babai� Just� Meyer auf der Heide �BJM��� haben gezeigt� da� in einem sehr allgemei�

nen Berechnungsmodell� f�ur beliebiges x � IRn es nicht entscheidbar ist� ob dim�Lx� � �

bzw
 eine Relation f�ur x existiert

�In dem von �BJM��� betrachteten Berechnungsmodell werden auf reellen Zahlen neben den arithme�

tischen Operationen ���� �� ��� und der Rundungsfunktion d � c auch analytische Funktionen zugelassen

�wie
p
� � log� � � � sin� � � und dergleichen� und werden als 	 Rechenschritt betrachtet
 In diesem Berech�

nungsmodell lassen sich Algorithmen durch sogenannte analytische Berechnungsb�aume darstellen


��



Das Problem� f�ur gegebenes x � CQn und � � CQ� zu entscheiden� ob eine Relation mit

Maximum�Norm kleiner als ��� existiert� ist NP�vollst�andig �vEB���
 Es ist o�en� ob

dieses Problem NP�hart ist� wenn man f�ur die Maximum�Norm die euklidische Norm

einsetzt
 Es ist daher nicht zu erwarten� da� Algorithmen existieren� die f�ur festes k � IN

und beliebige Eingaben x � CQn � in polynomialer Zeit in n bis auf den Faktor nk f�ur

ein k � IN in der euklidischen Norm k�urzeste Relationen �nden
 Weiterhin ist nicht zu

erwarten� da� Algorithmen existieren� die f�ur festes k � IN und beliebige Eingaben x � CQn �

� � CQ� in polynomialer Zeit in n und dj log �je die Existenz von Relationen mit euklidischer
L�ange kleiner als nk�� f�ur ein k � IN entscheiden


F�ur rationale Vektoren x � CQn ist folgende obere Schranke f�ur ��x� implizit aus �HJLS����

Theorem �
� bekannt


Satz ���� �HJLS��� F�ur x � �p�� � � � � pn��q � CQn mit p�� � � � � pn � ZZ � q � IN und

ggT �p�� � � � � pn� q� � � ist

��x� � maxf
p
��
�

p
�����ng

�
nX
i��

p�i

� �
� �n���

� maxf���� ����png
�

nX
i��

p�i

� �
� �n���

�

Beweis� Da x rational ist� hat das Relationengitter Lx den Rang n � �� Sei a�� � � � � an
eine Basis von Lx� Jede ganzzahlige Relation zu x ist ganzzahlige Relation zu q x und

umgekehrt
 Somit gilt Lx � L�a�� � � � � an� � span�a�� � � � � an�� ZZn� Nach Satz �
� ist da�
mit das System fa�� � � � � ang zu einer Basis fa�� a�� � � � � ang von ZZn erg�anzbar
 Umgekehrt
ist nach Voraussetzung und Korollar �
� der Vektor q x primitiv bez�uglich ZZn� Es gilt

daher j � a�� q x � j � minfj � m� q x � j � m � ZZng � ggT �p�� � � � � pn� � �� Da die zu

span�a�� � � � � an� orthogonale Komponente von a� genau � a�� x�kxk � x�kxk ist� folgt

� � d�ZZn� � d�Lx�
j � a�� q x � j

kq xk � d�Lx���q kxk�

und somit

d�Lx� �

�
nX
i��

p�i

����

�

Die Behauptung ergibt sich nun nach De�nition �
�� und Korollar �
�
�

��x� � p
�n�� d�Lx�

�
n�� � maxf

p
��
�

p
�����ng

�
nX
i��

p�i

� �
� �n���

� �

��� Der HJLS�Algorithmus

Gegeben ein reeller Vektor x � IRn und eine positive reelle Zahl � � � �ndet der HJLS�

Algorithmus entweder eine Relation f�ur x der L�ange �n���� minf��� � ��x�g oder beweist�
da� jede Relation f�ur x euklidische L�ange gr�o�er oder gleich ��� haben mu�
 Der HJLS�
Algorithmus terminiert nach O�n� �n� dj log �je�� arithmetischen Operationen auf reellen

��



Relationen�Algorithmus

nach Hastad� Just� Lagarias� Schnorr 
HJLS���

Eingabe x � IRn � f�g � � � � �

�� Initialisierung� �b
� b�� � � � � bn� ���x� e�� � � � � en� � s �� � � berechne die Gr�o�en kbbi�xk� �
i � �� � � � � n � und �i�j � � � i� j � n � mit dem GSO�Verfahren



� Test auf Abbruch� Im Falle kbbn�xk �� � ist an Relation f�ur x � Berechne �a�� � � � � an�
� ��

�b�� � � � � bn�
�� � gebe an aus und stoppe


Falls s � n � dann gilt kbbi�xk � � f�ur i � �� � � � � n und es existiert keine Relation f�ur x mit

L�ange kleiner als ��� � Gebe in diesem Falle $��x� � ���" aus und stoppe


�� Austausche� W�ahle den Index � � k � n � der �k kbbk�xk� maximiert


Setze bk�� �� bk�� � d�k���kc bk und vertausche bk und bk�� �

Aktualisiere s �� �f� � i � n � kbbi�xk� � ��g und die Gram�Schmidt Gr�o�en kbbi�xk� �
i � �� � � � � n � sowie �i�j � � � i� j � n� Gehe nach �


Abbildung �
�� HJLS�Algorithmus

Zahlen
 Der in n exponentielle Faktor� um den die L�ange der im HJLS�Algorithmus ge�

fundenen Relation von der k�urzesten Relation� das hei�t einer Relation mit L�ange ��x� �

abweicht� erscheint erforderlich� damit der HJLS�Algorithmus polynomial�Zeit ist
 Bisher

sind keine Algorithmen bekannt� die in polynomialer Zeit in n und dj log �je eine Relation
f�ur x mit euklidischer L�ange kleiner als ��� �nden oder eine solche Relation ausschlie�en


Der HJLS�Algorithmus beruht auf folgendem Lemma �Proposition �
� in �HJLS����� wel�

ches in sch�acherer Form schon in �FF��� und �Bre��� erschienen ist�

Lemma ���� �HJLS��� F�ur jede Basis b�� � � � � bn des Gitters ZZngilt

��x� � �� max
i�������n

kbbi�xk � ��
��

Methode� Der HJLS�Algorithmus approximiert die Gerade x IR durch eine Fol�

ge von Gitterbasen des ZZn
 Hierzu f�uhrt der HJLS�Algorithmus auf dem Basissy�

stem fx� b�� � � � � bng � IRn Austausche und Gr�o�enreduktionsschritte 	also unimodulare

Transformationen	 durch� wobei b�� � � � � bn anfangs die Einheitsvektoren des IR
n sind
 Der

Vektor x bleibt unver�andert und die Vektoren b�� � � � � bn bilden stets eine Basis des ZZ
n
 Ziel

des HJLS�Algorithmus ist es� max��i�n�� kbbi�xk zu minimieren
 Falls max��i�n�� kbbi�xk �
� � terminiert der HJLS�Algorithmus und beweist in diesem Falle mit Lemma �
��� da�

��x� � ��� �Die Approximation der Geraden x IR mit max��i�n�� kbbi�xk � � mi�lingt� falls

ein Austausch bn���bn zu einer nicht verschwindenden H�ohe bbn�x �� � f�uhrt� in diesem

Falle bricht der HJLS�Algorithmus mit bbn���x � � bzw
 x � span�b�� � � � � bn��� ab
 Dann
bildet der letzte duale Basisvektor an eine Relation zu x �

��



Aktualisierung der Gram�Schmidt Gr�o�en� Wir geben an dieser Stelle die For�

meln f�ur die Neuberechnung der Gram�Schmidt Gr�o�en kbbi�xk� � i � �� � � � � n sowie �i�j �

� � i� j � n � nach einem Austausch bk���bk und nach Gr�o�enreduktionsschritten bk ��

bk � d�k�jc bj mit � � j � k an


Lemma ���	 Seien b
�alt�
� � � � � � b

�alt�
n bzw� b

�neu�
� � � � � � b

�neu�
k�� die Basisvektoren des Basissy


stems D �� fx � b�� � � � � bng im HJLS�Algorithmus vor einem Austausch bk���bk� Dann

gilt

�
�neu�
k�j � �

�alt�
k���j � j � �� � � � � k � � � ��

�

�
�neu�
k���j � �

�alt�
k�j � j � �� � � � � k� � � ��
��

kbb�neu�k���xk� � kbb�alt�k�x k� � �
�alt�
k�k��

� kbb�alt�k���xk� � ��
��

kbb�neu�k�x k �

�			
			�
kbb�alt�k�x k k

bb�alt�k���xk

kbb�neu�k���xk
falls bb�neu�k���x �� �

kbb�alt�k�x k sonst

� ��
��

�
�neu�
k�k�� �

�			
			�
�
�alt�
k�k��

kbb�alt�k���xk�

kbb�neu�k���xk�
falls bb�neu�k���x �� �

� sonst

� ��
��

�
�neu�
i�k�� �

�	
	�
�
�alt�
i�k � �

�neu�
k�k�� ��

�alt�
i�k�� � �

�alt�
k�k�� �

�alt�
i�k � falls bb�neu�k���x �� �

� sonst
� ��
���

�
�neu�
i�k �

�	
	�
��

�alt�
i�k�� � �

�alt�
k�k�� �

�alt�
i�k � falls bb�neu�k���x �� �

�
�alt�
i�k�� sonst

� k � i � n � ��
���

Die Neuberechnung der Gram�Schmidt Gr�o�en kbbi�xk� � i � �� � � � � n � sowie �i�j �

� � i� j � n � geht in O�n� arithmetischen Operationen�

Beweis� Die H�ohen bbj�x � j �� k � � � k bleiben bei einem Austausch bk���bk gem�a� Lem�

ma �
�� �
� unver�andert
 Somit gilt f�ur j � �� � � � � k � �

�
�neu�
k�j �

� b
�neu�
k �bb�neu�j�x �

kbb�neu�j�x k�
�

� b
�alt�
k�� �bb�alt�j�x �

kbb�alt�j�x k�
� �

�alt�
k���j

und analog �
�neu�
k���j � �

�alt�
k�j � j � �� � � � � k� � �

Es gilt

bb�neu�k���x � 
k���x�b
�neu�
k�� � � 
k���x�b

�alt�
k � � bb�alt�k�x � �

�alt�
k�k�� bb�alt�k���x

��



und somit

kbb�neu�k���xk� � kbb�alt�k�x k� � �
�alt� �
k�k�� kbb�alt�k���xk� �

Umgekehrt ist

bb�alt�k���x � 
k���x�b
�alt�
k�� � � 
k���x�b

�neu�
k � � bb�neu�k�x � �

�neu�
k�k�� bb�neu�k���x �

Im Falle bb�neu�k���x � � folgt somit kbb�neu�k�x k� � kbb�alt�k���xk� sowie nach De�nition ��neu�k�k�� � �� An�

dernfalls folgt aus der Invarianz der Gitterdeterminante d�L�
k���x�bk��� � 
k���x�bk��� �
kbbk���xk kbbk�xk bei Austauschen bk���bk

kbb�neu�k�x k� � kbb�alt�k�x k�
kbb�alt�k���xk�
kbb�alt�k���xk�

und au�erdem

�
�neu�
k�k�� �

� b
�neu�
k �bb�neu�k���x �

kbb�neu�k���xk�
�

� b
�alt�
k�� �bb�alt�k�x � �

�alt�
k�k�� bb�alt�k���x �

kbb�neu�k���xk�
� �

�alt�
k�k��

kbb�alt�k���xk�
kbb�neu�k���xk�

�

F�ur die Gleichungen ��
��� und ��
��� im Falle bb�neu�k���x �� � verweisen wir auf die in �LLL����

Figur �� Seite 
�� angegebenen Formeln
 Im Falle bb�neu�k���x � � ist nach De�nition �
�neu�
i�k�� � � �

i � k � �� � � � � n � und wegen bb�neu�k�x � bb�alt�k���x folgt dann �
�neu�
i�k�� � �

�alt�
i�k � i � k � �� � � � � n �

Man sieht unmittelbar� da� O�k� �O�n� k� �O�n� Rechenschritte erforderlich sind� um

die durch den Austausch bk���bk ver�anderten Gram�Schmidt Gr�o�en aus den alten

Gram�Schmidt Gr�o�en neu zu berechnen
 �

Gr�o�enreduktionsschritte bk �� bk � d�k�jc bj mit � � j � k lassen die H�ohen bbj�x un�

ver�andert
 F�ur einen Gr�o�enreduktionsschritt b
�neu�
k � b

�alt�
k � d��alt�k�j c b�alt�j �andern sich

lediglich die Gram�Schmidt Koe#zienten �k�i � � � i � j � gem�a�

�
�neu�
k�i �

� b
�neu�
k �bb�neu�i�x �

kbb�neu�i�x k�
�

� b
�alt�
k � d��alt�k�j c b�alt�j �bb�alt�i�x �

kbb�alt�i�x k�
� �

�alt�
k�i � d��alt�k�j c��alt�j�i � ��
���

Nach einem Gr�o�enreduktionsschritt von bk bez�uglich bj � das hei�t nach Setzen von

b
�neu�
k �� b

�alt�
k � d��alt�k�j c b�alt�j � gilt damit insbesondere j��neu�k�j j � �

� �

Jeder Gr�o�enreduktionsschritt bk �� bk � d�k�jc bj mit � � j � k einschlie�lich der in

��
��� angegebenen Aktualisierung der Gram�Schmidt Gr�o�en kostet O�n� j� �O�n�

arithmetische Operationen auf reellen Zahlen


Folgender Satz fa�t Korrektheit und Laufzeit des HJLS�Algorithmus zusammen�

Satz ���� �HJLS���	 Theorem ��


F�ur Eingaben x � IRn und � � � �ndet der HJLS�Algorithmus entweder eine Relation an
f�ur x mit kank � �n���� minf��� � ��x�g oder beweist ��x� � ��� � Der HJLS�Algorithmus
terminiert nach O�n� �n� dj log �je�� arithmetischen Operationen auf reellen Zahlen�

��



Beweis�Wir folgen dem Beweis von �HJLS���


Gr�o�e der Relation an � Seien b�� � � � � bn die Endbasisvektoren von ZZn im Relationen�

Algorithmus
 Falls der Algorithmus mit kbbi�xk � �� i � �� � � � � n� � abbricht� beweist Lem�

ma �
��� da� ��x� � ���� Findet der Relationen�Algorithmus eine Relation an� so gilt nach

Satz �
��� da� � an� bn �� � und an � span�b�� � � � � bn����� Nach der Abbruchbedingung
in diesem Falle ist weiterhin bbn���x � �� insbesondere also x � span�b�� � � � � bn���� Hieraus
folgt bbn�x �bbn sowie span�bbn�x� � span�an� und somit

� � � an� bn � � � an�bbn�x � � kank kbbn�xk �
� an � bbn�x�kbbn�xk� � bbn�kbbnk� � kank � kbbn�xk�� �

Seien b�� � � � � bn die Basisvektoren vor dem letzten Austausch bn���bn� Falls kein

Austausch bn���bn existiert ist an � en und die Behauptung �uber die L�ange

von an gezeigt
 Wegen �n�� kbbn���xk� �max��i�n �i kbbi�xk� und bbn�x �bbn���x gilt

kbbi�xk� � �n���i kbbn���xk� ��n���i kbbn�xk� � i � �� � � � � n� Da der Algorithmus nicht zuvor

abgebrochen war� existiert ein Index j mit kbbj�xk � �� Somit folgt

kank� � kbbn���xk�� � �n��� max
��i�n k

bbi�xk� Lemma ����� �n�� minf��� � ��x�g �

Laufzeit�Wir zeigen zun�achst� da� jeder Austausch bk���bk mit vorangegangener Gr�o�en�

reduktion von bk bez�uglich bk�� �bk �� bk � d�k�k�� c bk��� die Gr�o�e D ��
Qn��

i�� ��
bbi�x�n�i

mit ��bbi�x� ��maxfkbbi�xk� �n � ��g um den Faktor �
� erniedrigt
 Seien b

�alt�
j � � � j � n die

Vektoren bj vor� b
�neu�
j � � � j � n die Vektoren bj nach einem Austausch bk���bk� Vor

dem Austausch bk���bk ist i �� k � � so gew�ahlt� da� �k�� kbb�alt�k���xk� maximal ist
 Damit
gilt insbesondere kbb�alt�k���xk� � � kbb�alt�k�x k��Weiterhin ist b

�alt�
k bez�uglich b

�alt�
k�� gr�o�enreduziert

und daher ist j�k�k��j � �
� vor jedem Austausch bk���bk� Somit folgt

kbb�neu�k���xk� � k
k���x�b�alt�k �k� � kbb�alt�k�x k� � ��k�k�� kbb�alt�k���xk� � �
� kbb�alt�k���xk� ���
���

Da der Relationen�Algorithmus in Schritt � nicht terminiert ist� existiert mindestens ein

Index � � j � n� � � so da� kbb�alt�j�x k � �� Somit ist

�n kbb�alt�k���xk� � �k�� kbb�alt�k���xk� � �j kbb�alt�j�x k� � � �� � ��
���

Hieraus und aus kbb�neu�k�x k� � kbb�alt�k���xk� folgt

��bb�neu�k�x � � ��bb�alt�k���x� � ��
�
�

Wir beweisen nun folgende Ungleichung

��bb�neu�k���x� ��bb�neu�k�x �

��bb�alt�k���x� ��bb�alt�k�x �
� � � ��
���

Beweis� Fall �i�� ��bb�neu�k���x� � ��� Dann folgt ��
��� aus ��bb�alt�k�x � � �� und ��
�
�


��



Fall �ii�� ��bb�neu�k�x � � ��� ��
��� impliziert insbesondere ��bb�neu�k���x� � ��bb�alt�k���x�� Mit

��bb�alt�k�x � � �� folgt daher ��
���


Fall �iii�� ��bb�neu�k���x� � �n kbb�neu�k���xk� � ��� ��bb�neu�k�x � � �n kbb�neu�k�x k� � ��� In diesem Fall ergibt

sich ��
��� aus der Invarianz der Gitterdeterminante

kbb�alt�k���xk kbb�alt�k�x k � d�L�
k���x�b
�alt�
k�� � � 
k���x�b

�alt�
k ���

� d�L�
k���x�b
�neu�
k�� � � 
k���x�b

�neu�
k ��� � kbb�neu�k���xk kbb�neu�k�x k � �

Wir zeigen weiterhin

��bb�neu�k���x����bb�alt�k���x� � �
� � ��
���

Beweis� Fall �i�� ��bb�neu�k���x� � ��� Dann folgt ��
��� direkt aus ��
���


Fall �ii�� ��bb�neu�k���x� � �n kbb�neu�k���xk� � ��� Wegen ��
��� mu� dann ��bb�alt�k���x� � �n kbb�alt�k���xk�
gelten� wiederum mit ��
��� folgt dann ��
���
 �

Bezeichne D�alt� � D�neu� die Gr�o�e D vor bzw
 nach einem Austausch bk���bk � so gilt

nunmehr

D�neu�

D�alt�
�

��bb�neu�k���x�
n�k�� ��bb�neu�k�x �n�k

��bb�alt�k���x�n�k�� ��bb�alt�k�x �n�k
������
� ��bb�neu�k���x�

��bb�alt�k���x�

����
�
� �

� �

das hei�t jeder Austausch bk���bk mit vorangegangener Gr�o�enreduktion bk ��

bk � d�k�k�� c bk�� verringert D um den Faktor �
� � Zu Beginn ist bi � ei � � � i � n �

und somit kbbi�xk � � � � � i � n � also D � �n �
n
��� Wenn der Algorithmus abbricht�

ist D � �� �
n
��� Somit f�uhrt der Relationen�Algorithmus nach �HJLS��� h�ochstens�n

�



�dlog 


�
�en� � dlog� ���e� �

�n
�



��n� � dj log� �je� Austausche bk���bk aus
 Nach

Lemma �
�� kostet jeder Austausch bk���bk und die vorausgehende Reduktion jeweils

h�ochstens O�n� arithmetische Operationen
 Die Berechnung der Gram�Schmidt Gr�o�en

kbbi�xk� � i � �� � � � � n � sowie �i�j � � � i� j � n � zu Beginn des HJLS�Algorithmus kostet

O�n�� arithmetische Operationen
 Die Invertierung der Matrix �b�� � � � � bn� der Endbasis�

vektoren zur Berechnung von an erfordert nach der Schulmethode ebenfalls O�n�� arith�

metische Operationen
 Damit ist die Gesamtzahl der arithmetischen Operationen durch

O�n
�n
�



��n� � dj log� �je� � �O�n�� � O�n� �n � dj log �je�� beschr�ankt
 �

Bemerkungen� �� Statt bei Abbruch des Relationen�Algorithmus die dualen Basisvek


toren ai � i � �� � � � � n �uber die inverse Matrix B� �� �b�� � � � � bn��� gem�a� ai �B�� ei zu
berechnen	 kann man die dualen Basisvektoren auch nach jeder unimodularen Trans


formation von b�� � � � � bn wie folgt aktualisieren� Zu Beginn des Algorithmus ist ai � ei �

i � �� � � � � n� F�ur jeden Austausch bk���bk werden ak�� � ak miteinander vertauscht� F�ur

jeden Gr�o�enreduktionsschritt bk �� bk � d�k�k�� c bk�� wird ak�� �� ak�� � d�k�k�� c ak
gesetzt� Letzeres folgt daraus	 da� die zur unimodularen Matrix

��



�B� � �

�d�k�k�� c �

�CA transponierte Inverse die Form

�B� � �

d�k�k�� c �

�CA hat�


� Der HJLS�Algorithmus verwendet die Bergman�Austauschregel	 das hei�t	 zwei Ba


sisvektoren bk�� � bk werden ausgetauscht	 falls i �� k � � die Gr�o�e �i kbbi�xk� maximiert�
Die L��Austauschregel hingegen vertauscht die Vektoren bk�� � bk� mit minimalem Index

i �� k � �� so da� � kbbk���xk�� kbbk�xk� gilt� Die Bergman�Austauschregel garantiert poly


nomiale Laufzeit des HJLS�Algorithmus� W�urde man in dem HJLS�Algorithmus statt der

Bergman�Austauschregel die L��Austauschregel einsetzen	 so ist eine in n und dj log �je
polynomiale Rechenzeitschranke f�ur den so konstruierten Algorithmus bei beliebigen reel


len Eingaben nicht mehr gegeben� Falls keine Relation f�ur die Eingabe x existiert	 ger�at

ein solcher Algorithmus in die Situation	 da� die ersten beiden Vektoren unendlich oft

miteinander vertauscht werden�

In Kapitel 
 werden wir einen Algorithmus zum Finden ganzzahliger Relationen angeben	

der f�ur Eingaben x � IRn und � � � h�ochstens O�n� �n� dj log �je�� arithmetische Ope


rationen auf reellen Zahlen ausf�uhrt	 gleicherma�en	 ob die L��Austauschregel oder die

Bergman�Austauschregel verwendet wird�

��



Kapitel �

Relationenalgorithmen und

Stabilit�at

In diesem Kapitel pr�asentieren wir einen Relationenalgorithmus� der 	wie der HJLS�

Algorithmus	 f�ur Eingaben x � IRn und � � � in polynomialer Zeit in n und dj log �je
entweder eine kurze Relation f�ur x �ndet oder ��x� � ��� beweist
 Zus�atzlich berechnet

der Algorithmus Folgen �fb�k�� � � � � � b
�k�
n g�k�N� �fa�k�� � � � � � a

�k�
n g�k�Nvon dualen Gitterbasen

des ZZn� deren Basisvektoren w�ahrend des gesamten Algorithmus klein bleiben
 Wir zeigen�

da� der letzte Basisvektor der dualen Basis fa�k�� � � � � � a
�k�
n gk�Nw�ahrend des gesamten Al�

gorithmus in der L�ange durch �n�� minf���� ��x�g beschr�ankt ist und verbessern damit die
Analyse von �HJLS���
 Hastad� Just� Lagarias und Schnorr bewiesen diese obere Schranke

bei Terminierung ihres Relationenalgorithmus
 Mit der oberen Schranke f�ur den letzten

dualen Basisvektor gelingt es uns� die L�ange aller dualen Basisvektoren a
�k�
� � � � � � a

�k�
n durch

��
n �max��i�n�� kbbi�xk����n�� minf���� ��x�g� zu beschr�anken
 Mit der oberen Schranke

f�ur die L�ange des letzten dualen Basisvektors beweisen wir die bisher beste obere Schranke

f�ur die L�ange der prim�aren Basisvektoren
 In Kapitel � verwenden wir dieses Resultat da�

zu� gute diophantische Approximationen �p�� � � � � pn��� q� an reelle Eingaben x�� � � � � xn��
zu konstuieren �Satz �
�� Kapitel ��


Unser Algorithmus konstruiert im Falle der Ausgabe ��x� � ��� einen Nahebeipunkt x� zu
x � f�ur den der letzte duale Basisvektor an eine Relation darstellt
 an ist eine bis auf den

Faktor �n���� k�urzeste Relation f�ur x� �Wir zeigen� da� f�ur Punkte x � die in einer o�enen

Umgebung um x mit Radius kx� x�k�� liegen� keine Relation der L�ange kleiner als �� ����
existiert
 Unser Algorithmus liefert in diesem Sinne eine stetige untere Schranke f�ur die

L�ange der k�urzesten Relation f�ur Punkte x � deren Abstand von x kleiner als kx� x�k��
ist


Bei der Approximation der Geraden x IR durch eine Folge �fb�k�� � � � � � b
�k�
n g�k�Nvon Git�

terbasen des ZZn liefert die Orthogonalisierung des Systems fx� b�k�� � � � � � b
�k�
n g kleine or�

thogonale Vektoren� deren L�angen keine feste untere Schranke erf�ullen
 Insbesondere ist

das in �HJLS��� vorgeschlagene Verfahren zur Orthogonalisierung von fx� b�k�� � � � � � b
�k�
n g

	einschlie�lich des Aktualisierungsverfahrens gem�a� Lemma �
��	� instabil
 Unser Re�

�




lationenalgorithmus ist numerisch stabil� wenn wir f�ur die Berechnung der Gram�Schmidt

Gr�o�en das Verfahren der Givens Rotation benutzen
 Wir bezeichnen daher unseren Al�

gorithmus im folgenden auch als Stabilen Relationenalgorithmus SIRA �Stable Integer

Relation Algorithm��


Wir stellen unseren Algorithmus im �
 Paragraphen vor
 Die Analyse des Algorithmus

erfolgt in Paragraph �
 Im �
 Paragraphen geben wir eine Variante des Algorithmus an�

welche f�ur rationale Eingaben polynomiale Bitkomplexit�at besitzt
 Im �
 Paragraphen

stellen wir als Orthogonalisierungsverfahren die Givens Rotation vor und analysieren da�

mit die numerische Stabilit�at unseres Algorithmus
 Details �uber die Implementierung des

Algorithmus und experimentelle Resultate stehen im 

 Paragraphen


��� Der Relationenalgorithmus

SIRA �ndet auf Eingaben x � IRn � � � � entweder ein ganzzahlige Relation f�ur x der

L�ange �n���� minf��� � ��x�g oder beweist $��x� � ��� "
 Im zweiten Fall konstruiert SI�

RA au�erdem einen Nahebeipunkt x� � IRn zu x und eine Relation m � ZZn � f�g f�ur x� �
welche kmk � � � �n���� ��x�� erf�ullt


Methode� Wie der HJLS�Algorithmus approximiert SIRA die Gerade x IR durch eine

Folge von Gitterbasisvektoren b�� � � � � bn des ZZ
n
 Hierzu werden auf den zu x orthogonalen

Projektionen 
x�b��� � � � � 
x�bn� Austausche und Gr�o�enreduktionsschritte durchgef�uhrt

mit dem Ziel� max��i�n�� kbbi�xk zu minimieren
 Falls ein Austausch bn���bn zu einer nicht

verschwindenden H�ohe bbn�x �� � f�uhrt� bricht der Algorithmus mit x � span�b�� � � � � bn���
ab und gibt als Relation den letzten dualen Basisvektor an aus


Solange max��i�n kbbi�xk � � und bbn�x � � f�uhrt SIRA folgende Schritte aus�

�� L��Reduktion der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� �

Es werden Vektoren bk�� � bk � � � k � n� � vertauscht� welche die L��Bedingung
�
� k
k���x�bk���k� � k
k���x�bk�k� nicht erf�ullen� die Wahl des jeweiligen Stufen�

index k kann hierbei sowohl nach der L��Austauschregel als auch nach der

Bergman�Austauschregel erfolgen
 Entscheidend ist� da� die projizierten Vektoren


x�b��� � � � � 
x�bn��� ein Gitter aufspannen� das L��Reduktionsverfahren somit f�ur bei�

de Austauschregeln terminiert
 Im Unterschied zum HJLS�Algorithmus sind in Ana�

logie zu dem in Abschnitt �
� angegebenen L��Algorithmus alle projizierten Vektoren


x�b��� � � � � 
x�bn� vor einem Austausch bn���bn an letzter Stelle vollst�andig reduziert�

das hei�t jeder projizierte Vektor 
x�bk� � � � k � n ist bez�uglich aller vorangehenden

projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bk��� reduziert
 Dies erfolgt durch die Gr�o�enreduk�
tion aller projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� am Ende der L��Reduktion


�Diese Bezeichnung mag auf den ersten Blick irref�uhrend sein� da die St�arke des Relationenalgorithmus

eindeutig in seiner Anwendung auf Konstruktion guter diophantischer Approximationen liegt �siehe Kapitel


�
 Die Namensgebung ist schlichtweg dadurch bedingt� da� der Ausgangspunkt der Problemstellung der

vorliegenden Arbeit die Eingabestabilit�at und numerische Stabilit�at von Relationenalgorithmus war


��



Nach der L��Reduktion wird die Anzahl s der Basisvektoren bi mit kbbi�xk � � gez�ahlt


Der Algorithmus stoppt� falls s � n bzw
 kbbi�xk � � f�ur i � �� � � � � n� � � In die�

sem Falle ist der letzte duale Basisvektor an �bbn�kbbnk� eine Relation f�ur x� ��
x� � x�bbn�kbbnk � bbn�kbbnk und es gilt $��x� � ���"


�� Austausch an letzter Stelle�

Nach L��Reduktion der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� und Gr�o�enreduktion

aller projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� werden die Vektoren bn�� � bn vertauscht


Diese Modi�kation stammt von �Ju���
 Falls nach dem Austausch bn���bn die H�ohebbn�x �� � wird� bricht das Verfahren ab� dann ist x � span�b�� � � � � bn��� und der letzte

duale Basisvektor an eine Relation f�ur x �

�� F�ur die Berechnung der L��Bedingung und die Bestimmung der Reduktionskoe#zien�

ten d�i�jc berechnen wir die Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n
��j�n

mit �i�j ��� bi�bbj�x � �kbbj�xk �
� � i � n � � � j � n von �x� b�� � � � � bn� � Es gilt dann ��i�i � kbbi�xk� � i � �� � � � � n sowie

�i�j � �i�j��j�j � � � i� j � n � F�ur die Orthonormalisierung von �x� b�� � � � � bn� werden wir

entweder das GSO�Verfahren oder das Verfahren der Givens Rotation verwenden� welches

in Abschnitt �
� vorgestellt wird


�� W�ahrend des Algorithmus gilt stets �a�� � � � � an�� ���b�� � � � � bn��� � Statt bei Abbruch
von SIRA den Vektor an �uber die inverse MatrixB� �� �b�� � � � � bn��� gem�a� an �B�� en zu
berechnen� kann man die dualen Basisvektoren a�� � � � � an analog zum HJLS�Algorithmus

wie folgt aktualisieren� Zu Beginn des Algorithmus ist ai � ei � i � �� � � � � n� F�ur je�

den Austausch bk���bk werden ak�� � ak vertauscht
 F�ur jeden Gr�o�enreduktions�

schritt bk �� bk � d�k�j��j�jc bj � � � j � k � ist aj � aj � d�k�j��j�jc ak zu setzen� damit

�a�� � � � � an�
� ���b�� � � � � bn�

�� erf�ullt bleibt


��



Stabiler Relationenalgorithmus �SIRA�

Eingabe x � IRn � f�g � � � � �

�� Initialisierung� �b
� b�� � � � � bn� ���x� e�� � � � � en� � s �� � �

berechne die Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n
��j�n

von �x� b�� � � � � bn� �

Falls �n�n � � � dann ist en eine Relation f�ur x� Gebe den Punkt x� �� x und die Relation

an �� en f�ur x aus� und stoppe


�
 L��Reduktion von 
x�b��� � � � � 
x�bn��� �

While ��� � k � n � �
� �

�
k���k�� � ��k�k � ��k�k�� � Do

Setze bk �� bk � d�k�k����k���k��c bk�� �
vertausche bk�� und bk und berechne die Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n

��j�n
neu


Gr�o�enreduziere alle projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� �

While j�s�sj � � Do s �� s� � �

�
 Austausch bn���bn�

Vertausche bn�� und bn und berechne die Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n
��j�n

neu


Falls �n�n � � und s � n dann gehe nach �


�
 Abbruch� Berechne �a�� � � � � an�
� ���b�� � � � � bn�

�� �

Im Falle �n�n � � ist an Relation f�ur x � Gebe den Punkt x
� �� x und an aus� und stoppe


Falls s � n � dann gilt �i�i � � f�ur i � �� � � � � n � und es existiert keine Relation f�ur x

mit L�ange kleiner als ��� � Berechne in diesem Fall 
n�x� �� x�bbn�kbbnk � bbn�kbbnk �
span�b�� � � � � bn���� � und gebe den Punkt x� �� x� 
n�x� � die Relation an f�ur x� sowie
$��x� � ���" aus


Korrektheit von SIRA� Die Korrektheit von SIRA beweist folgendes

Lemma ��� �� Nach Schritt 
 gilt stets �i�i � � for i � �� � � � � s� � und die projizierten

Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� sind L��reduziert�


� Vor jedem Austausch bn���bn gilt stets s � n �

�� Der Ausgabevektor an ist ganzzahlige Relation zum ausgegebenen Punkt x��

�� Bricht SIRA mit x� �� x ab	 so gilt ��x� � ��� �

Beweis� � und � folgen unmittelbar aus den Anweisungsvorschriften der Schritte � und �


�
 Seien b�� � � � � bn die Endbasisvektoren f�ur SIRA
 Sowohl im Falle x� � x �vergleiche Satz

�
��� als auch im Falle x� � x� � x�bbn�kbbnk � bbn�kbbnk �� x ist x� � span�b�� � � � � bn��� �
Der letzte duale Basisvektor an � bbn�kbbnk� � span�b�� � � � � bn���� ist damit in beiden

F�allen der Terminierung von SIRA ganzzahlige Relation zu x��

� wurde schon in Satz �
�� bewiesen
 �

��



��� Analyse in exakter reeller Arithmetik

Wir zeigen zuerst� da� SIRA f�ur Eingaben x � IRn � � � � bei Ausgabe x� �� x die Aussage

��x� � ���� �� f�ur Punkte x in einer o�enen Kugel um x mit Radius kx� x�k�� beweist

Hierzu ben�otigen wir folgendes

Lemma ��� Seien x � x � IRn und 
x � 
x die orthogonalen Projektionen auf span�x�� �
span�x�� � respektive�

�� Dann gilt f�ur alle b � IRn

k
x�b�� 
x�b�k � � kbk kx� xk
maxfkxk � kxkg � ��
��


� F�ur jede Basis b�� � � � � bn des ZZngilt

kbbi�x � bbi�xk � � kbbi�xk kx� xk
k
n�x�k � i � �� � � � � n� � �

�� F�ur die Ausgabebasis b�� � � � � bn � ZZn und den ausgegebenen Punkt x� � x� 
n�x� von

SIRA gilt

kbbi�x � bbi�x�k � kbbi�xk � i � �� � � � � n� � �

Beweis� �
 Der Beweis verwendet folgende Ungleichung� die von Clarkson� �Cl��� Lemma

�
� bewiesen wurde� ����� b� x �
kxk� � � b� x �

kxk�
���� � kbk kx� xk

kxk kxk �

Hieraus und aus der Cauchy�Schwarz Ungleichung folgt

k
x�b�� 
x�b�k �
����b� � b� x �

kxk� x� �b� � b� x �
kxk� x�

����
�

����� b� x �
kxk� x� � b� x �

kxk� x� � b� x �
kxk� x� � b� x �

kxk� x

����
� kxk

����� b� x �
kxk� � � b� x �

kxk�
����� j � b� x � j

kxk� kx� xk

� kbk kx� xk
kxk �

kbk
kxkkx� xk � �

kbk kx� xk
kxk �

Vertauschen der Rollen von x und x im obigen Beweis ergibt die gew�unschte Behauptung


�
 Wir wenden Ungleichung ��
�� auf b � bbi � x � 
i�x� � x � 
i�x� an
 Wegen bbi � 
i�x� �

i�x� � span�b�� � � � � bi���� ist 
�i�x��

bbi� � bbi�x und 
�i�x��
bbi� � bbi�x � Wir erhalten somit

kbbi�x � bbi�xk � kbbik � k
i�x�� 
i�x�k
maxfk
i�x�k � k
i�x�kg � kbbi�xk � k
i�x�� 
i�x�k

maxfk
i���x�k � k
i���x�kg �

Die letzte Gleichung folgt aus der Invarianz der Gitterdeter�

minante k
i�x�k kbbi�xk � j det�
i�x� � 
i�bi��j � kbbik k
i���x�k � Aus k
n�x�k � k
i���x�k �
k
i�x�� 
i�x�k � k
i�x� x�k � kx� xk f�ur i � �� � � � � n� � folgt daher

kbbi�x � bbi�xk � � kbbi�xk kx� xk
k
n�x�k �

��



�
 Wegen bbi � 
i�x� � 
i�x�� � span�b�� � � � � bi���� ist � bbi� 
i�x� �� � bbi� 
i�x�� � �

i � �� � � � � n� � und bbi�x � bbi � �bbi��i�x��
k�i�x�k� 
i�x� � Wir erhalten

kbbi�x � bbi�x�k � j � bbi� 
i�x�� � j k 
i�x�

k
i�x�k� �

i�x

��
k
i�x��k�k �

Mit der Gleichung k b
kbk� � c

kck� k � kb�ck
kbkkck und der Cauchy�Schwarz Ungleichung folgt f�ur

i � �� � � � � n� � �

kbbi�x�bbi�x�k � kbbik k
i�x��k k
i�x�� 
i�x��k
k
i�x�k k
i�x��k �

kbbik k
n�x�k
k
i�x�k �

kbbi�xk k
n�x�k
k
i���x�k � kbbi�xk � �

Satz ��� Seien x � IRn � � � � die Eingaben f�ur SIRA� Dann gilt f�ur die Ausgaben x� � IRn

und m � ZZn � f�g von SIRA�

�� F�ur alle x � IRn mit kx� xk � kx� x�k�� ist ��x� � ���� �� �


� Der letzte duale Basisvektor an erf�ullt w�ahrend des gesamten Algorithmus stets kank �
�n�� minf��� � ��x�g �
�� kmk � �n���� ��x�� �

Beweis� �
 F�ur jeden Punkt x � IRn mit kx� xk � k
n�x�k�� gilt nach Lemma �
�����

da� kbbi�x � bbi�xk � kbbi�xk � i � �� � � � � n� � und somit

kbbi�xk � � sowie kbbi�xk � � � � i � �� � � � � n� � �

Mit dem in �HJLS��� bewiesenen Lemma �
�� folgt damit ��x� � ���� �� f�ur alle x � IRn

mit kx� xk � kx� x�k �� �
�
 Seien b�� � � � � bn � a�� � � � � an die dualen Basen vor� b�� � � � � bn � a�� � � � � an die dua�

len Basen nach einem beliebigen Austausch bn���bn von SIRA
 Seien �i�j und bbi�x
die entsprechenden Gram�Schmidt Koe#zienten bzw
 H�ohen von x� b�� � � � � bn � Es giltbbn���x ��n�n��

bbn���x und j�n�n��j � �
� �

Aus � an��� bi �� 	n���i � i � �� � � � � n ergibt sich folgende Darstellung von an�� w�ahrend
des gesamten Algorithmus

an�� �
bbn���x
kbbn���xk� � � bn�bbn���x �

kbbn���xk� an �

Angewendet auf die Vektoren b�� � � � � bn � a�� � � � � an � erhalten wir mit j�n�n��j � �
� folgende

Rekursionsformel f�ur Austausche bn���bn �

kank � kan��k � kbbn���xk�� � j�n�n��j kank
� kbbn���xk�� � �

� kank �
Wegen der L��Reduziertheit der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� folgt mit Satz
�
�� ��� und Lemma ��
���

��n����� kbbn���xk Satz �������
� max

��i�n �
i�� kbbi�xk Lemma ����� ������x��� �

��



Wegen der Korrektheitsbedingung ��� von Lemma �
� gilt au�erdem kbbn���xk�� �
�n���� ��� und somit insgesamt kbbn���xk�� � �n���� minf��� � ��x�g � F�ur obige Rekur�
sionsformel erhalten wir daher

kank � �n���� minf��� � ��x�g� �
� kank � ��
��

Diese Ungleichung gilt f�ur jeden Austausch bn���bn von SIRA
 Angenommen� SIRA f�uhrt

genau t solche Austausche durch
 Da an zu Beginn von SIRA der n�te Einheitsvektor en
und damit anfangs kank � � ist� ergibt sich f�ur die Au��osung der Rekursionsformel ��
���

kank � �n���� minf��� � ��x�g
t��X
j�


��j � ��t � � � �n���� minf��� � ��x�g � ��
��

Der Vektor an wird zwischen einem Austausch bn���bn nicht ver�andert
 Somit ist Un�

gleichung ��
�� w�ahrend des gesamten Algorithmus erf�ullt


�
 Wir betrachten den Fall der Ausgabe m � an und x� �� x � Nach Lemma �
� ��� gelten

f�ur die Endbasisvektoren b�� � � � � bn von SIRA f�ur x� � x� 
n�x� die Ungleichungen

kbbi�x � bbi�x�k � kbbi�xk � i � �� � � � � n� � �

und damit insbesondere

kbbi�x�k � � kbbi�xk � i � �� � � � � n� � � ��
��

Aus ��x�� � ��max��i�n kbbi�x�k �Lemma �
���� kank � kbbn�x�k�� und kbbn���x�k � � folgt

daher

kank
��x��

� max
��i�n

kbbi�x�k
kbbn�x�k � max

��i�n��f �� k
bbi�x�k kank g �

Falls SIRA mit x� �� x terminiert� gilt nach Lemma �
� ��� kbbi�xk � � � Hieraus und aus

��
�� schlie�en wir

kank
��x��

� maxf�� � � kankg
�����
� maxf�� � � � � �n���� ���g � �n���� �

was die behauptete Ungleichung ist
 �

Bemerkung� Der Beweis von Satz 
�� �
� bleibt korrekt	 wenn man statt � die L�ange

kbb��xk der H�ohen
bb��x vor dem Austausch bn���bn einsetzt� Statt der Ungleichung

kbbn���xk�� � �n���� ��� gilt dann kbbn���xk�� � �n���� kbb��xk��� Die Rekursionsformel

�
�
� bleibt g�ultig	 da kbb��xk zwischen Austauschen bn���bn nicht w�achst� Austausche

b��b� vermindern kbb��xk nach Lemma ��
� ��� um den Faktor
q

�
� � � �

Wir folgern aus Satz �
�� da� der von SIRA im Falle x� �� x ausgegebene Vektor an eine

bis auf einen Faktor �n���� k�urzeste Fast�Relation f�ur x ist


��



Korollar ��
 Falls SIRA mit der Ausgabe x� �� x stoppt	 dann ist an� bis auf einen Faktor

�n����� eine k�urzeste Fast�Relation f�ur x im folgenden Sinn�

Gilt f�ur einen Vektor m � ZZn � f�g die Ungleichung j � x�m�kmk � j �
j � x� an�kank � j�� dann ist kmk � kank ��n�����

Beweis� Setze x �� x� � x�m�kmk � m�kmk � Da x� �� x� � x� an�kank � an�kank �
ist kx� xk � kx� x�k��� Aus Satz �
����� ��� folgt ��x� � ���� �� und kank � �n�� ��� �
respektive
 Somit gilt kmk � ��x� � kank ��n����� �

Gr�o�e der dualen Basisvektoren�

Satz ��� Seien x � IRn � � � � die Eingaben von SIRA� Nach der Gr�o�enreduktion der

projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� in Schritt 
 von SIRA gilt f�ur die dualen Basen

b�� � � � � bn und a�� � � � � an

�� kaik � ��
n�i �maxi�j�n kbbj�xk�� � �n�� minf��� � ��x�g� � i � �� � � � � n� � �

�� kbik � �n�� minf��� � ��x�gPminfi�n��g
j��

Qn��
k��
k ��j

kbbk�xk�� �Pi
j�� kbbj�xk � i � �� � � � � n �

Beweis� �
 Da SIRA nicht zuvor abgebrochen ist� gilt bbn�x � �n�n � � und damit bbj�x �� �

f�ur j � �� � � � � n� � � Mit den Gram�Schmidt Koe#zienten �i�j von x� b
� � � � � bn seien die

Gr�o�en �i�j durch ��i�j���i�j�n �� ��i�j�
��
��i�j�n de�niert
 Wir erhalten damit f�ur i � �� � � � � n

folgende Darstellung des i�ten dualen Basisvektors�

ai �
n��X
j�i

�j�i
bbj�x

kbbj�xk� � �n�i an ��

�

Beweis� Setzt man f�ur ai Formel ��

� in das Skalarprodukt � ai� bk � ein� so gilt in der

Tat

� ai� bk � � �
n��X
j�i

�j�i
bbj�x

kbbj�xk� � �n�i an �
kX

j�


�k�j bbj�x �
�

n��X
j��

�j�i �k�j � �n�i � an� bk � � 	i�k � �n�i 	k�n � �n�i 	n�k � 	i�k � �

Nach der Gr�o�enreduktion der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� in Schritt � von

SIRA ist nun j�i�j j � �
� � � � j � i � n � Wir benutzen folgendes

Fakt� Sei �mi�j���i�j�n eine untere Dreiecksmatrix� so da� mi�i � � � � � i � n � und

jmi�j j �M � � � j � i � n � Dann ist die inverse Matrix �vi�j���i�j�n �� �mi�j�
��
��i�j�n ei�

ne untere Dreiecksmatrix mit vi�i � � � � � i � n � und jvi�j j � �� �M�i�j � � � j � i � n �

Angewendet auf die Matrix ��i�j���i�j�n �� ��i�j�
��
��i�j�n � erhalten wir

j�i�j j � ��
i�j � � � j � i � n �

��



Gleichung ��

� liefert somit f�ur i � �� � � � � n

kaik� � ��
��n�i� max
i�j�n

kbbj�xk�� � ��
��n�i� kank� �

Mit der in Satz �
� ��� bewiesenen Ungleichung kank � �n�� minf��� � ��x�g folgt damit
die erste Behauptung�

kaik � ��
n�i � max
i�j�n

kbbj�xk�� � �n�� minf��� � ��x�g� �

�
 Wir schreiben Gleichung ��

� in Matrizenform als

�a�� � � � � an� �

� bb��x
kbb��xk� � � � � �

bbn���x
kbbn���xk� � an

�
��i�j���i�j�n �

Die Vektoren x�bb��x� � � � �bbn���x sind paarweise orthogonal
 Daher existiert eine orthogonale
Matrix U � das hei�t U�� � U� � so da�� bb��x

kbb��xk� � � � � �
bbn���x

kbbn���xk� � an
�
�

U

�����������

� � a�n��

 
 







� � a�n�n��

� � � � � a�n�n

�����������

�����������

kbb��xk�� �






 
 
 �

� kbbn���xk�� 




� � � � � � � �

�����������
�

mit a�n �� �a�n��� � � � � a�n�n�� ��U an und a�n�n �kbb��xk � � � � � kbbn���xk �
�U bildet die orthonormierten Vektoren bb��x�kbb��xk� � � � �bbn���x�kbbn���xk� x�kxk � in

die Einheitsvektoren e�� � � � � en ab und erh�alt die Skalarprodukte a�n�i �� a�n� ei ��

� U an� U bbi�x�kbbi�xk �� � an�bbi�x�kbbi�xk � � i � �� � � � � n� � sowie a�n�n �� a�n� en ��

� U an� U x�kxk �� � an� x�kxk ��
Qn��

j�� kbbj�xk �siehe Gleichung ��
���
�
Wegen �b�� � � � � bn�� � �a�� � � � � an��� folgt

�b�� � � � � bn� �

�U����

�BBBBBBBBB�

�����������

� � a�n��

 
 







� � a�n�n��

� � � � � a�n�n

�����������

���CCCCCCCCCA

� �����������

kbb��xk�� �






 
 
 �

� kbbn���xk�� 




� � � � � � � �

�����������

��

���i�j�
��
��i�j�n�

�

und daher

�b�� � � � � bn� �

��



U

�����������

� �






 
 
 �

� �





an�� � � � an�n�� an�n

�����������

�����������

kbb��xk �






 
 
 �

� kbbn���xk 




� � � � � � � �

�����������
��i�j�

�
��i�j�n ���
��

mit an�n �� a���n�n und an�i �� �a�n�i�a�n�n f�ur i � n � Wegen der Orthogonalit�at von U

ist kU�� bik � kbik und daher kbik genau die L�ange des Spaltenvektors der Matrix�

die als Matrixprodukt den Kofaktor von U in obiger Gleichung ��
�� darstellt
 Aus

an�n �kbb��xk�� � � � � � kbbn���xk�� und ka�nk � kU ank � kank folgt f�ur i � �� � � � � n� �

kbik� � a���n�n

�� iX
j��

a�n�j �i�j kbbj�xk
�A�

�
iX

j��

��i�j kbbj�xk�
� kank�

iX
j��

��i�j

n��Y
k��
k ��j

kbbk�xk�� � iX
j��

��i�j kbbj�xk� � ��
��

und f�ur i � n

kbnk� � a���n�n

��n��X
j��

a�n�j �n�j kbbj�xk� �

�A�

� kank�
n��X
j��

��n�j

n��Y
k��
k ��j

kbbk�xk�� � ��
��

Wegen j�i�j j � � � � � j � i � n erhalten wir

kbik� � kank�
iX

j��

minfi�n��gY
k��
k ��j

kbbk�xk�� � ��� 	i�n�
iX

j��

kbbj�xk� � i � �� � � � � n � ��
��

Die obere Schranke von kbik ergibt sich nunmehr mit der Ungleichung kank �
�n�� minf��� � ��x�g von Satz �
� ���
 �

Die im Beweis von Satz �

 bewiesenen Ungleichungen ��
�� und ��
�� gelten w�ahrend

des gesamten Algorithmus
 Von Satz �
� ��� wissen wir� da� die Ungleichung kank �
�n�� minf��� � ��x�g ebenso f�ur alle Berechungsschritte von SIRA g�ultig ist
 Somit erhal�

ten wir aus obigem Beweis ebenfalls�

Proposition ��� W�ahrend der Berechnungsschritte von SIRA erf�ullen die Basisvektoren

b�� � � � � bn f�ur i � �� � � � � n stets

kbik � �n�� minf��� � ��x�g
minfi�n��gX

j��

j�i�j j
n��Y
k��
k ��j

kbbk�xk������	i�n�
�� iX
j��

��i�j kbbj�xk�
�A���

�

��



Approximation von x durch den Nahebeipunkt� Wir geben eine obere und untere

Schranke f�ur den euklidischen Abstand der Punkte x und x� an


Proposition ��� SIRA stoppe auf Eingaben x � IRn � � � � � mit Ausgaben x� und einer

Relation an f�ur x�� Dann gilt

kx� x�k � kxk �n�� � kank � ��
���

Beweis� Seien b�� � � � � bn und a�� � � � � an die dualen Endbasisvektoren und m �� an � Im

Falle x � x� ist obige Behauptung trivial


Sei also x �� x� und SIRA mit bbn�x � � abgebrochen
 Dann sind die Vektoren x� b�� ���� bn��
linear unabh�angig und bilden eine Basis des Gitters L � L�x� b�� ���� bn���� Die Determinan�
te d�L� ist das Volumen des durch die Basisvektoren von L erzeugten Parallelepipeds
 Da�

mit k�onnen wir d�L� als das Produkt der L�angen der jeweiligen H�ohen der Gram�Schmidt

Orthogonalisierung darstellen
 Angewendet auf die geordneten Basen x� b�� ���� bn�� und
b�� ���� bn��� x � erhalten wir

d�L�x� b�� � � � � bn���� � kxk
n��Y
j��

kbbj�xk �

��n��Y
j��

kbbjk
�A k
n�x�k � ��
���

W�ahrend des Algorithmus SIRA bilden die Vektoren b�� ���� bn stets eine Basis des Gitters

ZZn� Daher gilt

det�L�b�� � � � � bn�� �
nY

j��

kbbjk � �

und somit

kbbnk�� �
n��Y
j��

kbbjk �
n��Y
j��

kbbj�xk �kxk � k
n�x�k� � ��
���

Wegen kbbj�xk � � � j � �� � � � � n� � und kank � kbbnk�� folgt daher
kx� x�k � k
n�x�k �

kxk
kank

n��Y
j��

kbbj�xk � kxk �n�� kank�� � �

Proposition ��� F�ur Eingaben x �� �p�� � � � � pn��q� CQn mit p�� � � � � pn � ZZ � q � IN und

� � CQ� f�uhrt SIRA h�ochstens blog� jpnjc Austausche bn���bn � aus� Au�erdem gilt im

Falle der Ausgabe x� �� x

kx� x�k � ��n�� � q�� �

Beweis� Wie im Beweis von Proposition �
� sieht man� da� die Vektoren x� b�� � � � � bn��
vor einem Austausch bn���bn linear unabh�angig sind und ein Parallelepiped mit nicht

verschwindendem Volumen erzeugen
 Es ist�

kxk
n��Y
j��

kbbj�xk �
n��Y
j��

kbbjk k
n�x�k � kbbnk�� k
n�x�k � kank k
n�x�k �

�




und wegen an � bbn�kbbnk� somit
n��Y
j��

kbbj�xk � j � x� an � j kxk�� � ��
���

Diese Gleichung gilt f�ur die dualen Basen a�� � � � � an � b�� � � � � bn vor� und f�ur die dualen

Basen a�� � � � � an � b�� � � � � bn nach dem Austausch
 Wir erhalten

kbbn���xk
kbbn���xk �

Qn��
j�� kbbj�xkQn��
j�� kbbj�xk �

j � x� an � j
j � x� an � j �

Aus kbbn���xk � j�n�n��j kbbn���xk � �
� kbbn���xk folgt

j � x� an � j � �
� j � x� an � j �

Sei t die Anzahl der Austausche bn���bn � Zu Beginn von SIRA war � x� an �� pn�q und

bei Abbruch von SIRA ist

q�� � j � x� an � j � ��t jpnj q�� � ��
���

Somit f�uhrt SIRA t � blog� jpnjc Austausche bn���bn aus
 Aus ��
��� und Lemma �
�

��� folgt weiterhin

kx� x�k �
j � x� an � j

kank � �
q kank � ��n�� � q�� � � ��
�
�

Proposition �
� und Ungleichung ��
�
� zeigen� da� f�ur Eingaben x � �p�� � � � � pn��q � CQn �

p�� � � � � pn � ZZ � q � IN und � � CQ� im Falle der Ausgabe x� �� x von SIRA der euklidische

Abstand von x� und x im Intervall kank ��q � kxk �n��� liegen mu�
 Wir erhalten somit�

Korollar ��	 F�ur Eingaben x � �p�� � � � � pn��q � CQn � p�� � � � � pn � ZZ � q � IN und � � CQ�

mit kxk � q ���n �ndet SIRA stets eine Relation an zum rationalen Eingabevektor x�

Laufzeit� Wir k�onnen die Analyse des HJLS�Algorithmus zur Absch�atzung der Aus�

tausche bk���bk auf SIRA analog �ubertragen �Beweis von Satz �
���
 SIRA f�uhrt

h�ochstens
�n
�



�dlog��� �en� � dj log� �je� �

�n
�



��n� � dj log� �je� Austausche bk���bk aus


Nach Lemma �
�� kostet jeder Austausch bk���bk und die vorausgehende Redukti�

on jeweils h�ochstens O�n� arithmetische Operationen
 F�ur die Berechnung der Gram�

Schmidt Gr�o�en ��i�i � kbbi�xk� � i � �� � � � � n sowie �i�j � �i�j��j�j � � � i� j � n verwenden

wir das Verfahren der Gram�Schmidt Orthogonalisierung
 Dann kostet die Berechnung

der Gram�Schmidt Gr�o�en zu Beginn des HJLS�Algorithmus O�n�� arithmetische Ope�

rationen und deren Aktualisierung nach einem Austausch bk���bk mit vorausgehender

Reduktion gem�a� Lemma �
�� jeweils h�ochstens O�n� arithmetische Operationen
 Die

Gr�o�enreduktion aller projizierter Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� kostet O�n
�� arithmetische

Operationen inklusive der Neuberechnung aller ver�anderten Gram�Schmidt Koe#zien�

ten �i�j � � � j � i � n� Die Invertierung der Matrix �b�� � � � � bn� der Endbasisvektoren

��



zur Berechnung von an erfordert nach der Schulmethode O�n�� arithmetische Operatio�

nen
 Wir beschr�anken die Anzahl der Austausche bn���bn �sehr grob� durch die An�

zahl aller Austausche
 Dann ist die Gesamtanzahl der arithmetischen Operationen durch

O�n�
�n
�



��n� � dj log �je� � �O�n�� � O�n� �n� dj log �je�� beschr�ankt
 Wir erhalten da�

her insgesamt mit Satz �
��

Korollar ���� Auf Eingaben x � IRn und � � � berechnet SIRA in O�n� �n� dj log �je��
arithmetischen Operationen auf reellen Zahlen einen Punkt x� und eine Relation m zu x��
so da� folgendes gilt�

�� F�ur alle x � IRn mit kx� xk � kx� x�k�� ist ��x� � ���� �� �


� kmk � �n��minf��� � � � ���x��g �

Bemerkung� Die Laufzeit von SIRA bleibt O�n� �n� dj log �je�� � wenn wir im Test der

L��Bedingung in Schritt 
 den Faktor �
� durch eine beliebige Konstante 	 � ��� � �� erset


zen� Die L�ange des letzten dualen Basisvektors ist dann w�ahrend des gesamten Algorithmus

durch � �	 � �
��
��n����� minf��� � ��x� � ���x��g beschr�ankt� Mit dieser oberen Schranke

erhalten wir in den S�atzen 
�� und 
��	 in den Korollaren 
��	 
�� und 
���	 in Proposi


tionen 
�� und 
�� Schranken	 in denen der Faktor �n���� jeweils durch �	 � �
��
��n�����

zu ersetzen ist�

��� Analyse des Relationenalgorithmus in rationaler Arith�

metik

In diesem Abschnitt geben wir eine Variante von SIRA an� die f�ur rationale Eingaben

x � CQn � � � CQ� polynomial�Zeit in der bin�aren L�ange der Eingabe ist
 F�ur rationale

Eingaben x � CQn � � � CQ� k�onnen wir f�ur SIRA selbst keine polynomiale Bitkomplexit�at

beweisen
 Dies liegt daran� da� die Z�ahler und Nenner der Gram�Schmidt Koe#zienten

�i�j w�ahrend der L��Reduktion der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� beliebig
gro� werden k�onnen
 Damit erhalten wir auch keine obere Schranke f�ur die L�ange der

prim�aren Basisvektoren b�� � � � � bn nach den Gr�o�enreduktionsschritten w�ahrend der L��

Reduktion der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� �

Methode� Wir f�uhren in der L��Reduktion im �
 Schritt von SIRA vor jedem Aus�

tausch bk���bk die Gr�o�enreduktion des Vektors bk nicht nur bez�uglich bk�� � sondern
vollst�andig� das hei�t bez�uglich aller vorangehenden Basisvektoren bk��� � � � � b� � durch

Zus�atzlich reduzieren wir alle projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� im �
 Schritt von

SIRA vollst�andig
 Damit bleibt die bin�are L�ange der Z�ahler und Nenner der Gram�Schmidt

Koe#zienten w�ahrend der L��Reduktion in Schritt � polynomial in der Bitl�ange der Ein�

gaben beschr�ankt
 Mit Proposition �
� erhalten wir f�ur die bin�are L�ange der Eintr�age

��



der prim�aren Basisvektoren ebenfalls eine obere Schranke� die polynomial in der Bitl�ange

der Eingaben ist ��
�
�
 Die Invertierung der Matrix �b�� � � � � bn� am Ende des Algorithmus

wird modulo einer gen�ugend gro�en Primzahlpotenz ausgef�uhrt
 Dadurch bleibt die bin�are

L�ange der in Schritt � von SIRA auftretenden ganzen Zahlen beschr�ankt


F�ur die Orthonormalisierung von x� b�� � � � � bn verwenden wir GSO und k�onnen damit die

Analyse der Bitkomplexit�at von �LLL��� anwenden


Die L��Reduktion der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� kann sowohl mit der L��

Austauschregel als auch mit der Bergman�Austauschregel erfolgen
 In �HJLS���� Kapitel

� wurde ein �ahnlicher Relationenalgorithmus angegeben
 �HJLS��� bewiesen die polyno�

miale Bitkomplexit�at dieses Algorithmus im Falle der Verwendung der L��Austauschregel


In Analogie zu SIRA nennen wir unseren Relationenalgorithmus f�ur rationale Eingaben

rat�SIRA
 F�ur die L��Reduktion der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� lassen wir
anstatt �

� jede beliebige Konstante 	 � ��� � �� zu
 Man �uberzeugt sich leicht� da� die in Ab�

schnitt �
� und �
� f�ur den Algorithmus SIRA bewiesenen Resultate f�ur den Algorithmus

rat�SIRA entsprechend gelten


Rationaler Stabiler Relationenalgorithmus �rat�SIRA�

Eingabe x �� �p�� � � � � pn��q � CQn � f�g mit p�� � � � � pn � q � ZZ � � � CQ� � 	 � ��� � �� �

�� Initialisierung� �b
� b�� � � � � bn� ���x� e�� � � � � en� � s �� � �

berechne die Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n
��j�n

von �x� b�� � � � � bn� �

Falls �n�n � � dann ist en eine Relation f�ur x� Gebe den Punkt x� �� x und die Relation

an �� en f�ur x aus� und stoppe


Gr�o�enreduziere alle projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� �

�
 L��Reduktion von 
x�b��� � � � � 
x�bn��� �

While ��� � k � n � 	 ��k���k�� � ��k�k � ��k�k�� � Do
for j � k � �� � � � � � do bk �� bk � d�k�j��j�jc bj �
vertausche bk�� � bk und berechne die Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n

��j�n
neu


Gr�o�enreduziere alle projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� �

While j�s�sj � � Do s �� s� � �

�
 Austausch bn���bn�

Vertausche bn�� und bn und berechne die Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n
��j�n

neu


Falls �n�n � � und s � n dann gehe nach �


�
 Abbruch� Berechne �a�� � � � � an�
� ���b�� � � � � bn�

�� �

Falls �n�n � � dann ist eine Relation f�ur x gefunden
 Gebe den Punkt x� �� x und die

Relation an f�ur x aus� und stoppe


Falls s � n � dann gilt �i�i � � f�ur i � �� � � � � n � und es existiert keine Relation f�ur x

mit L�ange kleiner als ��� � Berechne in diesem Fall 
n�x� �� x� an�kank � an�kank �
span�b�� � � � � bn���� � und gebe den Punkt x� �� x� 
n�x� � die Relation an f�ur x� sowie
$��x� � ���" aus


��



In der Analyse der Bitkomplexit�at von rat�SIRA zeigen wir obere Schranken f�ur die im

Algorithmus auftretenden ganzen Zahlen
 Diese sind

� die Eintr�age der Vektoren x � �p�� � � � � pn�q� b�� � � � � bn des Basisystems und die Ein�

tr�age der Vektoren a�� � � � � an der dualen Basis�

� die Z�ahler und Nenner der H�ohenquadratl�angen kxk�� kbb��xk�� � � � � kbbn�xk� �
� die Z�ahler und Nenner der Gram�Schmidt Koe#zienten �i�j � � � j � i � n �

Hierzu de�nieren wir f�ur j � �� � � � � n die Gr�o�en

dj ��
jY

i��bbi�x ���
kbbi�xk� �

Nach Korollar �
�� ist dj die Determinante der Matrix �� bi� bl �� ��i�l�jbbl�x ��� und daher ratio�

nal mit Nenner q� Aus �LLL���� Formeln ��
��� und ��
��� wissen wir� da� kbbj�xk� � d��j�� ZZ
bzw
 �i�j � d��j ZZ � Alle in rat�SIRA auftretenden Zahlen sind daher rational mit ma�

ximalem Nenner max
�j�n dj � Nach Lemma �
�� ��� w�achst max��i�n kbbi�xk w�ahrend
rat�SIRA nicht
 Zu Beginn ist kbbi�xk � � f�ur alle i � �� � � � � n � Wegen b
 � x gilt daher

dj � kxk� �
�

nX
i��

p�i

�
� j � �� � � � � n ��
���

w�ahrend des gesamten Algorithmus
 Die Bitl�ange der Z�ahler und Nenner der H�ohenqua�

dratl�angen kxk� � kbbi�xk� � � � i � n � ist damit w�ahrend des gesamten Algorithmus durch

O�
Pn

j��dlog jpije� dlog jqje� beschr�ankt

Wir ben�otigen im folgenden noch eine untere Schranke f�ur nicht verschwindende H�ohenbbi�x � Mit Gleichung ��
��� folgt

dj � � x� an �
� � q�� � j � �� � � � � n� � �

Nach De�nition von dj erhalten wir f�ur alle nicht verschwindenden H�ohen bbj�x w�ahrend
des gesamten Algorithmus

kbbj�xk � dj�dj�� � �q kxk��� �

�
nX
i��

p�i

� �
�

� j � �� � � � � n� � � ��
���

Folgendes Lemma beweist obere Schranken f�ur die Gr�o�e der Gram�Schmidt Koe#zienten

und die L�ange der Basisvektoren vor und nach der Gr�o�enreduktion eines Vektors w�ahrend

der L��Reduktion der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� von rat�SIRA�

Lemma ���� �� Bei Eintritt in die L��Reduktion von Schritt 
 ist j�i�j j � �
� �

� � j � i � n�

��



�� Sei k der Stufenindex f�ur einen Austausch bk���bk w�ahrend der L��Reduktion in

Schritt 
� Dann gilt vor und nach der Gr�o�enreduktion von bk �

kbkk � ���� �	� �
��
��n����� n���

�
nX
i��

p�i

��� �
� �n���

�

Beweis� �
 Schritt � wird entweder von Schritt � aus oder von Schritt � aus erreicht
 In

beiden F�allen sind jedoch die projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� gr�o�enreduziert


�
 Bei Eintritt in die L��Reduktion von Schritt � gilt nach Teil � j�i�j j � �
� � � � j � i � n �

sowie bbn�x � � � da andernfalls rat�SIRA schon vorher abgebrochen w�are
 Mit Proposition

�
� und Gleichung ��
��� erhalten wir somit f�ur i � �� � � � � n�

kbik � � �	 � �
��
��n����� minf��� � ��x�g

minfi�n��gX
j��

j�i�j j
n��Y
k��
k ��j

kbbk�xk�� �
�� iX
j��

��i�j kbbj�xk�
�A���

� � �	 � �
��
��n����� minf��� � ��x�g i kxk

j � x� an � j �
p
i� �

�
�

Aus � x� an ��� � folgt j � x� an � j � q�� und daher f�ur i � �� � � � � n

kbik � � �	 � �
��
��n����� minf��� � ��x�gn q kxk �

Diese Schranke gilt ebenso nach jeder Gr�o�enreduktion eines Vektors bk � da alle Basis�

vektoren bi � i �� k unver�andert bleiben und j�k�j j � �
� � � � j � k � Somit gilt die gezeigte

Schranke auch vor jeder Gr�o�enreduktion in der L��Reduktion von Schritt �� denn Aus�

tausche bk���bk ver�andern die L�ange der Basisvektoren nicht


Mit Satz �
�� erhalten wir f�ur i � �� � � � � n�

kbik � ���� �	� �
��
��n����� n���

�
nX
i��

p�i

� �
��

�
� �n���

� �

Setzt man im obigen Beweis f�ur minf���� ��x�g die Gr�o�e ��� ein� so erh�alt man entspre�
chend vor und nach der Gr�o�enreduktion von bk �

kbik � � �	 � �
��
��n����� ��� n���

�
nX
i��

p�i

� �
�

� i � �� � � � � n � ��
���

Wir geben nun obere Schranken f�ur die in den Gr�o�enreduktionsschritten von rat�SIRA

auftretenden ganzen Zahlen an
 Die Gr�o�enreduktionsschritte treten sowohl in der L��

Reduktion als auch in der Gr�o�enreduktion der Schritte � und � auf


Satz ���� Seien x �� �p�� � � � � pn��q � CQn pi � ZZ � i � �� � � � � n � q � IN � 	 � ��� � �� und

� � CQ� die Eingaben von rat�SIRA� Dann sind die Absolutbetr�age der Gram�Schmidt

Koe�zienten �i�j � � � j � i � n und die L�angen der Basisvektoren b�� � � � � bn w�ahrend

der Schritte ��� von rat�SIRA durch �	 � �
��
�n��� n�n�� �

Pn
i�� p

�
i �
n�� beschr�ankt�

��



Beweis� Nach Lemma �
�� gilt die Behauptung jeweils vor und nach der Gr�o�enreduktion

eines Vektors


Wir analysieren nun den E�ekt der Gr�o�enreduktion auf diese Gr�o�en
 Seien b
�l�
k � �

�l�
k�i

der Vektor bk und die Gram�Schmidt Koe#zienten �k�i � respektive� nach Ausf�uhrung

von bk �� bk � d�k�jc bj f�ur j � k � �� � � � � k � l � b
�
�
k bezeichnet den Vektor bk vor der

Gr�o�enreduktion von bk � b
�k���
k den Vektor bk nach Beendigung der Gr�o�enreduktion


Lemma ���� Sei j�i�j j � M f�ur � � j � i � k bei Eintritt in die Gr�o�enreduktion von

bk� Dann gilt f�ur i � k � l� � � � � �

j��l�k�ij � j��
�k�i j� ��M � ��l � ����� � max
j�k�������k�l

j��
�k�j j� �

Beweis�Wir beweisen durch Induktion nach l die Ungleichung

j��l�k�ij � j��
�k�i j�M
l��X
j�


�M � ��j��� � j��
�k�k�l�j j� � l � �� � � � � k� � �

Da j�k�l�j j � M f�ur � � j � k � l � ist

j��l�k�ij � j��l���k�i � d��l���k�k�lc�k�l�ij
� j��l���k�i j�M ��� � j��l���k�k��j� �

was die Behauptung im Falle l � � zeigt
 Die Induktionsvoraussetzung f�ur l � � auf die

letzte Ungleichung angewendet� liefert

j��l�k�ij � j��
�k�i j�M
l��X
j�


�M � ��j ��� � j��
�k�k�l�j��j�

� M ��� � j��
�k�k�lj�M
l��X
j�


�M � ��j ��� � j��
�k�k�l�j��j��

� j��
�k�i j�M
l��X
j��

�M � ��j ��� � j��
�k�k�l�j j� �M ��� � j��
�k�k�lj�

� j��
�k�i j�M
l��X
j�


�M � ��j��� � j��
�k�k�l�j j�

Mit der geometrischen Summenformel ergibt sich die behauptete Ungleichung
 �

Korollar ���
 Sei j�i�j j � M f�ur � � j � i � k und M � �
� bei Eintritt in die Gr�o�en


reduktion von bk� Dann gilt mit den oben eingef�uhrten Bezeichnungen f�ur l � �� � � � � k � � �

kb�l�k k � kb�
�k k�
k��X
i�k�l

kb�
�i k�M � ��l��� � max
k�l�j�k��

j��
�k�j j� �

��



Beweis� F�ur die vollst�andige Gr�o�enreduktion von bk bez�uglich bk��� � � � � bk�l erhalten
wir mit Lemma �
��

kb�l�k k � kb�
�k �
k��X
i�k�l

�
�k���i�
k�i b

�
�
i k � kb�
�k k�

k��X
i�k�l

kb�
�i k j��k���i�k�i j

� kb�
�k k�
k��X
i�k�l

kb�
�i k �j��
�k�i j� ��M � ��k���i � �� ��� � max
j�k�������i��

j��
�k�j j� �

� kb�
�k k�
k��X
i�k�l

kb�
�i k�M � ��l��� � max
k�l�j�k��

j��
�k�j j� � �

Wir kommen nun zum Beweis von Satz �
�� und betrachten zuerst die Auswirkung der

Gr�o�enreduktion w�ahrend der L��Reduktion in Schritt � auf die L�ange der Basisvektoren

und die Gr�o�e der Gram�Schmidt Koe#zienten
 Vor der Gr�o�enreduktion eines Vektors

bk gilt nach Lemma �
�� ��� mit �	 � �
�� � � �

kbik � ���� �	� �
��
��n����� n���

�
nX
i��

p�i

� �
�
� �

� �n���

��
���

� �	 � �
��
�n�� n���

�
nX
i��

p�i

� �
��

�
� �n���

� ��
���

Mit Ungleichung ��
��� erhalten wir daher f�ur � � j � k �

j�k�j j �
j � 
j�x�bk��bbj�x � j

kbbj�xk� � kbkk
kbbj�xk

� �	 � �
��
�n�� n���

�
nX
i��

p�i

��� �
� �n���

� ��
���

Da diese obere Schranke auch f�ur alle �i�j � � � j � i � k gilt� folgt mit Lemma �
��

und Korollar �
�� f�ur die Gr�o�e der Gram�Schmidt Koe#zienten �k�j � � � j � k �

und die L�ange des Vektors bk w�ahrend der vollst�andigen Gr�o�enreduktion von bk f�ur

j � k � l� � � � � � �

j��l�k�j j � �	 � �
��
��l���n�� n� �l�����

�
nX
i��

p�i

��l���� l	�
� �n���

� ��
���

kb�l�k k � �	 � �
��
��l���n�� n� �l�����

�
nX
i��

p�i

��l������ l	�
� �n���

� ��
���

Wir betrachten nun die Gr�o�enreduktion der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn�

in den Schritten � und �
 Vor der ersten Gr�o�enreduktion in Schritt � gilt

kbik � � � i � �� � � � � n� Vor jeder anderen Gr�o�enreduktion der projizierten Vektoren


x�b��� � � � � 
x�bn� ist nach Lemma �
�� ��� f�ur i � �� � � � � n �

kbkk � �	 � �
��
�n�� n���

�
nX
i��

p�i

� �
��

�
� �n���

�

��



Damit gilt vor der Gr�o�enreduktion von bk w�ahrend der Gr�o�enreduktion der projizierten

Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� � da� j�i�j j � �
� � � � j � i � k � Wir erhalten

j�k�j j �
j � 
j�x�bk��bbj�x � j

kbbj�xk� � kbkk
kbbj�xk

� �	 � �
��
�n�� n���

�
nX
i��

p�i

��� �
� �n���

�

Mit Lemma �
�� und Korollar �
�� erhalten wir daher f�ur die Gr�o�e der Gram�Schmidt

Koe#zienten �k�j � � � j � k � und die L�ange des Vektors bk w�ahrend der vollst�andigen

Gr�o�enreduktion von bk f�ur l � �� � � � � k� � �

j��l�k�j j � ��
l �	 � �
��
�n�� n���

�
nX
i��

p�i

��� �
� �n���

� ��
���

kb�l�k k � ��
� l�� �	 � �
��
�n n�

�
nX
i��

p�i

����� �
n��

� ��
�
�

Aus den Ungleichungen ��
���� ��
���� ��
���� ��
�
� sehen wir� da� die Absolutbetr�age

der Gram�Schmidt Koe#zienten und der Eintr�age der Basisvektoren w�ahrend rat�SIRA

durch �	 � �
��
�n��� n�n�� �

Pn
i�� p

�
i �
n�� beschr�ankt sind
 �

Aus �LLL���� Formel ��
��� und Ungleichung ��
��� folgt� da� die bin�are L�ange der Nenner

und Z�ahler der Gram�Schmidt Koe#zienten und der Eintr�age der Basisvektoren w�ahrend

rat�SIRA durch O�n �n�
Pn

i��dlog jpije��dlog jqje� beschr�ankt ist

Gr�o�e der dualen Basisvektoren und Kosten der Matrixinvertierung�

Wir f�uhren die Matrixinvertierung modulo einer gen�ugend gro�en �er�Potenz durch �ver�

gleiche �HJLS���� Kapitel �� Seite �����

Vor dem letzten Austausch bn���bn sind die projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn�

gr�o�enreduziert und somit j�i�j j � �
� � � � j � i � n � Nach Satz �

 ��� gilt daher f�ur

die L�ange der dualen Basisvektoren ai � � � i � n �

kaik � ��
n�i
�

nX
i��

p�i

����

�����
p
n �	 � �

��
��n����� � �� � ��
n�i �	 � �

��
�n��pn

�
nX
i��

p�i

����

�

Diese Absch�atzung ist nat�urlich auch nach dem Austausch bn���bn erf�ullt
 Die Bitl�ange

der Eintr�age der dualen Basisvektoren ist daher durch

dlog���
n �	 � �
��
�n��pn �Pn

i�� p
�
i


���
�e beschr�ankt
 Somit gen�ugt es� die inverse Matrix

�a�� � � � � an�� �� �b�� � � � � bn��� nach der Schulmethode und modulo der Primzahlpotenz

�e mit e �� � � dlog���
n �	 � �
��
�n��pn �Pn

i�� p
�
i


���
�e zu berechnen
 F�ur die Matrixin�

vertierung ben�otigt rat�SIRA dann n Divisionen modulo �e � wobei jede Division mit

dem erweiterten euklidischen Algorithmus in O�e� arithmetischen Schritten auf O�e��Bit

langen ganzen Zahlen durchgef�uhrt werden kann
 Damit kostet die Matrixinvertierung

O�n� � n dlog���
n �	 � �
��
�n��pn �Pn

i�� p
�
i �

����e� arithmetische Operationen auf ganzen

Zahlen der Bitl�ange O�n �n� �
Pn

i��dlog jpije��� �

��



Insgesamt erhalten wir folgendes Resultat� welches die polynomiale Bitkomplexit�at von

rat�SIRA beweist�

Satz ���� Auf Eingaben x �� �p�� � � � � pn��q � CQn � pi � ZZ � i � �� � � � � n � q � ZZ � 	 � ��� � ��

und � � CQ� � f�uhrt rat�SIRA h�ochstens O�n� �n� dj log �je�� arithmetische Operationen

auf ganzen Zahlen der Bitl�ange O�n �n�
Pn

i��dlog jpije� � dlog jqje� aus�

��� Numerische Stabilit	at

Zur Beschleunigung der Abarbeitung der Algorithmen SIRA und rat�SIRA ersetzen wir

die exakte Arithmetik auf den rationalen Zahlen �i�j � kbbj�xk� durch Gleitpunktarith�

metik
 Die Vektoren x� b�� � � � � bn � a�� � � � � an der dualen Basen f�uhren wir in exakter

ganzzahliger Arithmetik mit
 Um Rundungsfehler zu minimieren� verwenden wir statt

den Gram�Schmidt Gr�o�en �i�j � kbbj�xk� die normalisierten Gram�Schmidt Koe#zienten

�i�j ���i�j kbbj�xk � Wir berechnen die �i�j mit Hilfe der Givens Rotation
 Dies erfordert

Quadratwurzelberechnung� somit sind die �i�j im allgemeinen nicht rational


Numerische Fehleranalyse� Wir beschreiben im folgenden das Modell der numeri�

schen Fehleranalyse bei Gleitpunktarithmetik nach Wilkinson �Wi���
 F�ur jede arithme�

tische Operation � � � � � � � � � � d c � p entstehen Rundungsfehler dadurch� da� das

Ergebnis der arithmetischen Operation auf die �im Computer� n�achste darstellbare Gleit�

punktzahl gerundet wird
 Sei hierzu t� der Gleitpunktwert einer reellen Zahl t und t � t� der
absolute	 sowie ��� t��t� der relative �Rundungs�� Fehler� Sei weiter r die Anzahl der Ge�
nauigkeitsbits der Gleitpunktarithmetik und ��r der maximale relative Fehler� r ist durch
die jeweilige CPU�Architektur vorgegeben
 Im allgemeinen wird eine Gleitpunktzahl als

Produkt einer bin�aren Gleitpunktzahl m �� b
�b� � � � bi � � � br�� � bi � f�� �g und einer �er

Potenz �e dargestellt
 m wird dabei als Mantisse und e als Exponent bezeichnet
 r ist

dann die Anzahl der Bin�arstellen der Mantisse


F�ur unsere Experimente verwenden wird den IEEE �
��Standard f�ur Gleitpunktzahlen

mit doppelter Genauigkeit�
 Jede Gleitpunktzahl wird durch �� Bits dargestellt� wobei

�� Bits f�ur den Exponenten reserviert sind� � Bit f�ur das Vorzeichen und 
� Bits f�ur die

Mantisse�


Rundungsfehleranalyse bei der Orthonormalisierung� Die n� �n� ���Matrix

B �� �bi�j� � �x� b�� � � � � bn� besitzt eine eindeutige Zerlegung B � U � L� in eine orthogo�

nale n � n�Matrix U und eine obere Dreiecksmatrix L�� Dann ist L ���i�j� ��i�n
��j�n

und im

�In der Programmiersprache C ist dies �double precision format�

�Hierbei wird ein sogenanntes �Hidden Bit� gespart� indem das Vorkommabit der Mantisse vereinba�

rungsgem�a� gesetzt wird


��



Elementare Rotation Gi�j

Eingabe Matrix B � �bi�j� ��i�n
��j�n

discr �� b
�
j�j � b

�
i�j �

If discr �� � then

c �� bj�j�
p
discr � s �� bi�j�

p
discr �

For k � �� � � � � n do � rotiere bi�j zu � �

t� �� bj�k � t� �� bi�k �

bi�k �� c 	 t� � s 	 t� �
bj�k �� c 	 t� � s 	 t� �

Ausgabe B

Abbildung �
�� Elementare Rotation Gi�j

Falle bbn�x � � ist U �

�
x
kxk �

bb��x
kbb��xk � � � � �

bbn���x
kbbn���xk

�
� �F�ur uns ist nur der Fall bbn�x � � in�

teressant� da im Falle bbn�x �� � SIRA und rat�SIRA terminieren
� Aus der Orthogonalit�at

von U folgt L� � U�B� U� � U�� ist dabei Produkt von elementaren Rotationen �ER�

Gi�j � � � j � i � n � die wie folgt de�niert sind�

Sei B � �bi�j� � �x� b�� � � � � bn� � Dann bewirkt die Matrixmultiplikation B �� Gi�j B � da�

durch Transformation der Spaltenvektoren bj � bi der Eintrag bi�j zu � rotiert wird
 Die

Matrix Gi�j sieht wie folgt aus�

Gi�j �

�BBBBBBBBBBBB�

� j i n

� � � � � � � � � � � � � �



 �




 �



 �






j � � � � c � � � s � � � �



 �




 �



 �






i � � � � �s � � � c � � � �



 �




 �



 �






n � � � � � � � � � � � � �

�CCCCCCCCCCCCA

mit

s ��
bi�jq

b
�
j�j�b

�
i�j

und

c ��
bj�jq
b
�
j�j�b

�
i�j

�

O�ensichtlich ist Gi�j orthogonal
 Die Transformation B �� Gi�j B ist in Abbildung �
� als

Routine beschrieben �vergleiche �GoL����


Sei jBj �� max��i�n kbik �Wegen der Orthogonalit�at von Gi�j ist jBj � jGi�j Bj � Insbeson�
dere ist die L�ange der Vektoren bi gegen�uber elementaren Rotationen Gi�j invariant
 Nach

der Fehleranalyse gem�a� Wilkinson ��Wi���� Seiten �������� vergleiche auch �H�
�� Seiten


����� gilt f�ur den Gesamtfehler bei der Anwendung einer elementaren Transformation

Gi�j folgendes

�




Lemma ���� �Wi���

Seien b
� � � � � bn die Spaltenvektoren der Matrix B � jBj �� max
�i�n kbik und Gi�j die oben

de�nierte orthogonale Matrix	 welche den Eintrag bi�j von B zu � rotiert� Dann gilt f�ur

den Fehler der transformierten Spaltenvektoren Gi�j bk � k � �� � � � � n �

k�Gi�j bk�� �Gi�j bk�
�k � � � ��r jBj � �

Die Fehlerabsch�atzung f�ur die transformierten Spaltenvektoren der Matrix B nach Lemma

�
�� gilt auch f�ur den Fall� da� eine Folge von elementaren Rotationen Gi�j mit disjunkten

Indextupeln �i� j� auf die Matrix B angewendet werden
 Wir nennen die elementaren

Rotationen einer solchen Sequenz im folgenden disjunkt 


F�ur die Orthonormalisierung der Matrix B �� �x� b�� � � � � bn� wird eine Folge von ele�

mentaren Rotationen Gi�j mit � � j � i � n auf B angewendet
 Insgesamt sind diesPn��
k���n � k� � �n� �� �n� ���� viele
 Einer Betrachtung von Gentleman zufolge �Ge�
�

�vergleiche auch die exakte Analyse in �H�
�� Seiten ������ k�onnen die f�ur die Ortho�

normalisierung erforderlichen �n� �� �n� ���� elementaren Rotationen derart auf �n� �

$Stufen" verteilt werden� da� jede Stufe nur aus disjunkten elementaren Rotationen besteht


Die Routine Givens Rotation von Abbildung �
� f�uhrt die vollst�andige Orthonormalisie�

rung von B �� �x� b�� � � � � bn� aus� die mittlere Schleife der Routine stellt dabei jeweils eine

Stufe disjunkter elementarer Rotationen dar
 Man beachte� da� bei elementarer Rotation

des Elementes bi�j�j zu � die Elemente bi�j�k � � � k � i� j schon zu � rotiert worden sind


Gibt �i�� j��� �i�� j�� die lexikographische Ordnung der Indextupel �i� j� an� in der die

�au�ere Doppelschleife der Routine Givens Rotation abgearbeitet wird� so l�a�t sich die

Reihenfolge der Abarbeitung der Indextupel �i� j� durch folgende Pfeilbewegung in der

Givens Rotation

Eingabe Matrix B � �bi�j� ��i�n
��j�n

� �x� b�� � � � � bn�

Setze B �� B �

For i � �� � � � � �n� � do � f�uhre disjunkte elementare Rotationen aus �

For j � maxfi� n� �g� � � � � d i��� e do � f�uhre elementare Rotation Gi�j�j aus �

B �� Gi�j�j B �

Ausgabe B

Abbildung �
�� Routine zur Givens Rotation von B � �x� b�� � � � � bn�

��



durch die Schleifenindizes i� j de�nierten Matrix beschreiben�
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� � � � � � � � �
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�
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�




�






j

i

Man sieht unmittelbar� da� die Pfeilbewegung auf einer Diagonalen von links unten nach

rechts oben der Abarbeitung disjunkter Indextupel �i� j� f�ur elementare Rotationen Gi�j

entspricht
 Die Fehleranalyse von Gentleman �Ge�
� H�
� zeigt insbesondere� da� nach s

Stufen disjunkter elementarer Rotationen der Gleitpunktfehler der Elemente der transfor�

mierten Matrix �b
� b�� � � � � bn� von der Eingabematrix B �� �b
 �� x� b�� � � � � bn� wie folgt

abh�angt�

kb�i � bik � � � ��r s �� � � � ��r�s�� kbik � i � �� � � � � n �

Da d ��r � � f�ur Konstanten d � � � kann man nach dem Modell der Fehleranalyse von

Wilkinson jeden Term �� � d ��r�s � s � IN durch �� � s d ��r� absch�atzen
 Wir erhalten

somit unter Vernachl�assigung quadratischer Terme in ��r f�ur den Fehler der Eintr�age der
Ausgabematrix ��j�i� ��j�n

��i�n
� �b
� � � � � bn� der gesamten Routine Givens Rotation�

j� �j�i � �j�ij � kb�j � bjk � ��n� �� ��r �� � ��n� �� ��r� jBj
� ���n ��r � �� � ��r� �� � �n ��r � �� jBj � ��n ��r jBj �

Wir haben daher folgendes Lemma gezeigt


Lemma ���� Sei B � �b
 �� x� b�� � � � � bn� die Eingabematrix der Givens Rotation mit

jBj �� max
�i�n kbik und �b
� � � � � bn� �� ��j�i� ��j�n
��i�n

�� U�B die Ausgabematrix� Dann

��



gilt unter Vernachl�assigung von Termen ��� r f�ur den Fehler der Eintr�age �j�i �

� � j � i � n �

j� �j�i � �j�ij � kb�j � bjk � ��n ��r jBj � �

Bemerkungen� �� Das Verfahren der Givens Rotation wurde schon in den parallelen

L��Algorithmen von Heckler	 Thiele �HT��� und Joux �Jo��� verwendet� Hier f�uhrt Givens

Rotation zu einer e�zienten parallelen Version des L��Algorithmus�

Ferguson und Bailey �FB�
� benutzen eine Variante der Givens Rotation	 die Householder

Re�ektion� in Verbindung mit dem HJLS�Algorithmus�� W�ahrend Householder Re�ektio


nen jeweils nur Komponenten eines Spaltenvektors einer Matrix annihilieren	 kann dies bei

Givens Rotationen selektiv f�ur beliebige Matrixeintr�age geschehen� Ferguson und Bailey be


nutzen das Verfahren der Householder Re�ektion	 um beim HJLS�Algorithmus nach Aus


tauschen bk���bk die normalisierten Gram�Schmidt Koe�zienten �i�j � i� j � fk � �� kg
durch Annihilierung von �k���k zu aktualisieren�


� W�ahrend die Berechnung der normalisierten Gram�Schmidt Koe�zienten �i�j die Qua


dratwurzelfunktion verwendet	 kann die Bestimmung der Gram�Schmidt Gr�o�en �i�j �

kbbi�xk� mit Hilfe der Givens Rotation auch in exakter Arithmetik auf rationalen Zah


len durchgef�uhrt werden� Dies geschieht durch Anwendung quadratwurzelfreier Varianten

der Givens Rotation �Ge��	 GoL��	 GS���� Die diesen Verfahren zugrundeliegende Idee

ist	 da� bei der Berechnung der Gram�Schmidt Gr�o�en �i�j � �i�j��j�j � kbbi�xk� � ��i�i die

Quadratwurzeln im Nenner der �i�j sich herausk�urzen bzw� quadrieren und somit jeweils

herausfallen� Allerdings k�onnen die Z�ahler und Nenner der Gram�Schmidt Gr�o�en bei

Verwendung exakter rationaler Arithmetik wie bei GSO �vergleiche Abschnitt 
��� au�er


ordentlich gro� werden�

Vermeidung fehlerhafter Austausche bei SIRA und rat�SIRA� Wir geben hin�

reichende Begingungen f�ur die Vermeidung fehlerhafter Austausche in SIRA und rat�SIRA

an
 Ein Austausch bk���bk ist dann fehlerhaft� wenn die L�ange �k���k�� der H�ohe bbk���x
nicht erniedrigt wird


Wir nennen einen Austausch bk���bk gut	 falls �k���k�� erniedrigt wird
 Vor einem guten

Austausch gilt �k���k�� � ���k�k � ��k�k������ �

Nach jedem Austausch bk���bk der L��Reduktion mit 	 in Schritt � von SIRA und

rat�SIRA werden die Gram�Schmidt Gr�o�en mittels Givens Rotation von �x� b�� � � � � bn�

neu berechnet
 Hierbei gen�ugen die Gleitpunktwerte der normalisierten Gram�Schmidt

Koe#zienten vor Abtesten der L��Bedingung der Fehlerabsch�atzung von Lemma �
��



Householder Re�ektionen bilden Vektoren x � IRn in den Orthogonalraum eines Vektors v � IRn � f�g
ab
 Man sagt in diesem Falle� der Vektor x wird in die Hyperebene span�v�� re�ektiert �GoL���� Seiten

	�����	


��



Satz ���� Sei ��i�j� ��i�n
��j�n

die Transponierte der Matrix L� � U�B� die durch Anwen


dung der Givens Rotation U� auf die Matrix B �� �b
 �� x� b�� � � � � bn� entsteht	 und jBj ��
max
�i�n kbik � Falls 	 � ��k���k�� � � ��k�k � � ��k�k�� f�ur die gerundeten Gleitpunktwerte �i�j gilt

und ��n ��r jBj �� �p
	������ 	� � �k���k��� dann ist unter Vernachl�assigung von Ter


men ��� r der Austausch bk���bk gut�

Beweis� Nach Lemma �
�� erf�ullen die gerundeten Gleitpunktwerte der Matrix

�b�� � � � � bn� �� ��i�j�
� die Fehlerabsch�atzung kbk�� � b

�
k��k � kbk � b

�
kk �

� ��n� �� ��r jBj � Somit ist

�k���k�� � ���k�k � ��k�k���
��� �

���
p
	� �k���k�� �

p
	 � �k���k�� � �� ��k�k�� � � ��k�k�

��� � �
p
	 � �� � ��n� �� ��r jBj �

Nach Annahme war
p
	 � �k���k���

q
� ��k�k�� � � ��k�k���r�� � � � wobei ��r�� den Feh�

ler bei der Berechnung der Austauschbedingung f�ur die gerundeten Gleitpunktwerte

darstellt
 Wir erhalten somit �k���k�� � ���k�k � ��k�k���
��� � da �� ���

p
	����� p

	� �

�� �� �
p
	������ 	�� �

Umgekehrt zeigt folgender Satz� da� Austausche bk���bk in SIRA durchgef�uhrt wer�

den� falls f�ur die exakten ��Werte 	 �k���k�� � ���k�k � ��k�k������ mit einem 	 �

	 � ��n ��r max
�i�n kbik �� �
p
	����k���k�� gilt


�Man betrachte zum Beispiel die Werte 	 � �
� und 	 � �

� � Dann implizieren die Un�

gleichungen �
� �k���k�� � ���k�k � ��k�k������ und ��
n ��r max
�i�n kbik � �k���k�� � da�

�
� �

�
k���k�� � �� ��k�k � � ��k�k������ f�ur die Gleitpunktwerte der normalisierten Gram�Schmidt

Koe#zienten gilt und somit ein Austausch bk���bk in SIRA ausgef�uhrt wird
�

Satz ���	 Sei ��i�j� ��i�n
��j�n

die Transponierte der Matrix L� � U�B� die durch Anwendung

der Givens Rotation U� auf die Matrix B �� �b
 �� x� b�� � � � � bn� entsteht	 und jBj ��
max
�i�n kbik � Dann implizieren unter Vernachl�assigung von Termen ��� r die Unglei


chungen 	 ��k���k�� � ��k�k � ��k�k�� und 	 � 	 � ��n ��r jBj �� �p
	����k���k�� die Un


gleichung 	 � ��k���k�� � � ��k�k � � ��k�k�� �

Beweis�Wie im Beweis von Satz �
�� gilt mit Lemma �
��

p
	 � �k���k�� � �� ��k�k � � ��k�k���

��� �

�
p
	 �

p
	� �k���k�� �

p
	 �k���k�� � ���k�k�� � ��k�k�

��� � �� �
p
	� ��n ��r jBj �

wobei nach Voraussetzung
p
	 �k���k���

q
��k�k�� � ��k�k���r�� � � �Die Behauptung folgt

mit
��n ��r jBj �� �

p
	�

�
p
	 �

p
	�

� ��n ��r jBj �� �
p
	��

�	 � 	�
� �k���k�� � �

��



Wir geben im folgenden Beispiele an� f�ur die Austausche bk���bk von rat�SIRA bei

rationalen Eingaben x �� �p�� � � � � pn��q � CQn gut sind
 Vor jedem Austausch bk���bk
sind die Vektoren b�� � � � � bn gr�o�enreduziert
 Sei jBj �� max
�i�n kbik � Dann ist nach

Ungleichung ��
���

jBj � � �	 � �
��
��n����� ��� n���

�
nX
i��

p�i

� �
�

�

Mit Satz �
�� ist daher ein Austausch bk���bk gut� falls �k���k�� � � und

��

�� �q
	 � �

�

�An��
� �

p
	

�� p
	
��� n��� max

��i�n
jpij ��r � � � ��
���

Bei fester Eingabe x � �p�� � � � � pn��q � CQn � � � CQ� ist die linke Seite dieser Ungleichung

bei Eingabewerten 	 � ��� � �� minimal f�ur

p
	 �

�

� ��� n�
� � ����

�C
���
n ��� n�

� C
���
n

� ���� ��� n�
�

mit Cn �� ���� � � ������ � ��� � �� ��� �n� ��� n��������� ��� ��� �n� ��� n�� �

das hei�t approximativ

p
	 �

�
n��� ���

n��� �

����
� �

� �n��� ��
� �� �

�n
�

also f�ur gen�ugend gro�e n �

	 � �� �

�n
�

Bei ��� � �� � �� und max��i�n jpij � ��
 gilt Ungleichung ��
��� f�ur 	 � �
� bis Dimension

�
 � f�ur 	 � ���
 bis Dimension �
 �

Da die Ungleichung �k���k�� � � mit Ausnahme einiger weniger Austausche gilt� ist rat�

SIRA f�ur Eingaben ��� � �� � �� � max��i�n jpij � ��
 � 	 � ���
 stabil bis Dimension �
 �

Die praktischen Ergebnisse zeigen f�ur 	 � ���
 sogar eine weitaus bessere Stabilit�at


Vermeidung fehlerhafter Gr�o�enreduktionsschritte bei SIRA und rat�SIRA�

Wir geben hinreichende Bedingungen f�ur die Vermeidung fehlerhafter Gr�o�enreduk�

tionsschritte in SIRA und rat�SIRA an
 Fehlerhaft sind Gr�o�enreduktionsschritte

bk �� bk � d�k�jc bj � die den Absolutbetrag des Gram�Schmidt Koe#zienten �k�j �

� 
j�x�bk�� 
j�x�bj� � �k
j�x�bj�k� nicht gen�ugend verkleinern
 �Dadurch werden die Vek�

toren 
j�x�bj�� 
j�x�bk� nicht ausreichend orthogonal zueinander
�

Wir nennen einen Gr�o�enreduktionsschritt bk �� bk � d�k�jc bj gut � falls dadurch j�k�j j � �
�

wird


In der L��Reduktion mit 	 und in der Gr�o�enreduktion von SIRA und rat�SIRA wird

nach jeder Gr�o�enreduktion von bk die Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n
��j�n

von �x� b�� � � � � bn�


�



mittels Givens Rotation neu berechnet
 Die Gleitpunktwerte der normalisierten Gram�

Schmidt Koe#zienten �i�j erf�ullen die Fehlerabsch�atzung von Lemma �
��
 Wir ermitteln

nun den Fehler der nach der Gr�o�enreduktion mit d�k�jc neu berechneten Gram�Schmidt
Koe#zienten �k�i � � � i � j �

Lemma ���� Sei ��i�j� ��i�n
��j�n

die Transponierte der Matrix	 die durch Anwendung der Gi


vens Rotation auf die Matrix B �� �b
 �� x� b�� � � � � bn� entsteht	 und jBj �� max
�i�n kbik �
Falls ��� �	� �

��
��� k���n�� n� �k�����

�Pn
i�� p

�
i


� k� �
��

� k	�
� �n��� ��r � � � dann ist unter Ver


nachl�assigung von Termen ��� r der Gr�o�enreduktionsschritt bk �� bk � d�k�jc bj gut�

Beweis� Nach Lemma �
�� gilt f�ur den Fehler bei der Berechnung der Gram�Schmidt

Koe#zienten �i�j � � � i� j � n �

��i�j �
� �i�j
� �j�j

�� � �� �
�i�j �� � ���

�j�j �� � ���
�� � ��

mit j�ij � ��n ��r jBj � i � �� � und j�j � ��r � also f�ur n ��r � � �

j��i�j � �i�j j � j�i�j j �� � ��n ��r jBj� � ��r � ���
n ��r jBj � � � i� j � n ���
���

Der Fehler bei der Berechnung des Reduktionskoe#zienten d�k�jc resultiert aus dem Fehler

bei der Operation d � c und dem numerischen Fehler des Operanden �k�j �

F�ur ein falsches Ergebnis dac� mu� der Operand a aber von der Form a � m� �
� � � mit

m � ZZ und j�j � ��r sein
 Dann gilt

jdac� � aj � jdac � aj� �

f�ur ein j�j � ��r �Wir erhalten somit f�ur den Fehler des Absolutbetrages des aktualisierten

Gram�Schmidt Koe#zienten �
�neu�
k�j �� �k�j � d�k�jc �

j j�� �neu�k�j j � j��neu�k�j j j � j j��k�j � d��k�jc�j � j�k�j � d�k�jcj j
� j j��k�j � d��k�jcj � j�k�j � d�k�jcj j� ��r

� j��k�j � �k�j j� ��r � ��n u jBj j�k�jj � � � j � k � n �

Nach Ungleichungen ��
���� ��
��� folgt die Behauptung aus ��n ��r jBj j�k�j j� ��r � �
�

und j�� �neu�k�j j � �
� � ��r � �

Damit SIRA gute Gr�o�enreduktionsschritte ausf�uhrt� m�ussen insbesondere nach Lemma

�
�� vor jedem Gr�o�enreduktionsschritt bk �� bk � d�k�jc bj die Gram�Schmidt Koe#zi�
enten �i�j � �i�j��j�j aus der Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n

��j�n
der Matrix �x� b�� � � � � bn�

berechnet werden
 Dies erfordert f�ur jede Gr�o�enreduktion von bk maximal k � � Givens

Rotationen


Falls die normalisierten Gram�Schmidt Koe#zienten �i�j mittels Givens Rotation von

�x� b�� � � � � bn� nur vor der Gr�o�enreduktion von bk berechnet werden und die Gram�

Schmidt Koe#zienten �k�i � i � �� � � � � k� � � gem�a� der Gr�o�enreduktions�Routine aus


�



Abbildung �
� aktualisiert werden� kann sich der numerische Fehler in der Neuberechnung

der Gram�Schmidt Koe#zienten stark aufschaukeln


Dies liegt daran� da� f�ur einen Gr�o�enreduktionsschritt bk �� bk � d�k�jc bj der Fehler bei
der Berechnung von d�k�jc sich aufspaltet in den Fehler bei der Operation d � c und in den
Fehler des Operanden �k�j � Der Fehler bei der Operation d � c ist im Extremfall � � Damit

l�a�t sich der Fehler bei der Berechnung von d�k�jc f�ur � � j � k � n absch�atzen durch

jd��k�jc� � d�k�jcj � � � j��k�j � �k�j j� ��r � � � ���
n ��r jBj j�k�jj� ��r �

Sei ��i�j� ��i�n
��j�n

die Transponierte der Matrix� die durch Anwendung der Givens Rotation

auf die Matrix B �� �b
 �� x� b�� � � � � bn� vor der vollst�andigen Gr�o�enreduktion von bk
entsteht und �i�j � � � i� j � n � die aus den normalisierten Gram�Schmidt Koe#zienten �i�j
berechneten Gram�Schmidt Koe#zienten
 Vor der Gr�o�enreduktion von bk sei au�erdem

jBj �� max
�i�n kbik � M �� max��j�i�k j�i�j j undMk �� max��j�k j�k�j j �Wie in Lemma

�
�� seien �
�l�
k�i die Gram�Schmidt Koe#zienten nach Ausf�uhrung von bk � d�k�jc bj f�ur

j � k � �� � � � � k � l � Wir vernachl�assigen Terme ��� r � Dann gilt mit Lemma �
�� nach
Induktion �uber l � �� � � � � k � �

j�� �l�k�i � �
�l�
k�ij � ���
n ��r jBj

h
Mk �M � �� � �l� �� �Mk �

�
��M � lM

i
�M �M � ��l�� �� � ��r� � i � k � l � �� � � � � � � ��
���

Die von ��r unabh�angige Gr�o�e M �M � ��l�� kommt durch die fehlerhafte Berechnung

von d � c zustande

W�ahrend der Gr�o�enreduktion von b�� � � � � bn in Schritt � von SIRA und rat�SIRA l�a�t

sich M �M � ��l�� durch �
� � ��
l�� absch�atzen� im Falle der L��Reduktion von rat�SIRA

durch �	 � �
��
��l���n�� n� �l�����

�Pn
i�� p

�
i


l��� � �l	��
� �n��� �vergleiche Ungleichung ��
����


Im n�achsten Abschnitt werden wir bei der Auswertung der Experimente sehen� da� es f�ur

die numerische Stabilit�at in Dimensionen n � �� nicht mehr ausreicht� die Orthonorma�

lisierung ��i�j� ��i�n
��j�n

von �x� b�� � � � � bn� jeweils nur einmal vor der Gr�o�enreduktion von bk

zu berechnen


��� Implementierung und experimentelle Resultate

Die Algorithmen SIRA und rat�SIRA sind in der Programmiersprache C und unter dem

Betriebssystem HP�UX� ein UNIX�Derivat der Firma HP �Hewlett Packard�� auf einer

HP Workstation $Apollo ����" der Serie ��
 implementiert
 Der Prozessor der Workstation

ist mit 
� MHz und �� MIPS getaktet


Wir untersuchen die Performanz der Algorithmen SIRA und rat�SIRA auf rationalen

Eingaben x � �p�� � � � � pn��q � CQn � � � CQ� und 	 � ���
 �

Wir halten die Vektoren x� b�� � � � � bn � a�� � � � � an in exakter ganzzahliger Arithmetik


Hierzu verwenden wir eine in der Arbeitsgruppe Mathematische Informatik der Univer�


�



n ��� Q �kank �max��x� �maxi kbik � kx� � xk � Sek
 � x�

SIRA
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Tabelle �
�� Ergebnisse von SIRA und rat�SIRA f�ur Dimensionen 
 und � und 	 � ���


sit�at Frankfurt entwickelte Programmbibliothek Larifari� mit deren Hilfe man in C�

Programmen mit gro�en ganzen und rationalen Zahlen bis zu einer Bitl�ange von maximal

��
 rechnen kann
 Es zeigt sich bei Computer�Experimenten� da� die dualen Basisvektoren

a�� � � � � an um den Faktor n kleiner als die prim�aren Basisvektoren b�� � � � � bn sind


Wir berechnen die Orthonormalisierung von �x� b�� � � � � bn� nach jedem Austausch bk���bk
und nach der Gr�o�enreduktion eines Vektors bk jeweils mit der Givens Rotation neu


In der Tabelle �
� sind die experimentellen Resultate f�ur SIRA und rat�SIRA mit n � 
� �

und 	 � ���
 zusammengetragen
 Jede Zeile mit Eintr�agen n � ��� der Tabelle entspricht
den Ergebnissen von �� Eingaben x �� �p�� � � � � pn��q � wobei die pi � i � �� � � � � n und q mit

dem x� mod N�Generator von Blum� Blum und Schub generierte �BBS��� pseudozuf�allige

ganze Zahlen aus ���Q � �� �Q � �� sind



�



Wir unterscheiden die zwei m�oglichen F�alle der Terminierung�

� ein Austausch bn�� � bn f�uhrt zu einer nicht verschwindenden H�ohe bbn�x � bbn und

somit zu einer Relation an � bbn�kbbnk� f�ur x �
� es ist maxi�������n kbbi�xk � � und SIRA bzw
 rat�SIRA stoppt mit $��x� � ���" und

gibt einen Nahebeipunkt x� �� x und eine Relation an f�ur x� aus


n ��� Q �kank �max��x� �maxi kbik � kx� � xk � Sek
 � x�
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Tabelle �
�� Ergebnisse von SIRA f�ur 	 � ���
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n ��� Q �kank �max��x� �maxi kbik � kx� � xk � Sek
 � x�
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Tabelle �
�� Ergebnisse von rat�SIRA f�ur 	 � ���


Der Test auf �n�n �� � erfolgt in der Implementierung von SIRA und rat�SIRA durch

j�n�nj � ��r � wobei r � 
� ����� � ������ die maximale Anzahl der Genauigkeitsbits im
IEEE �
��Standard f�ur Gleitpunktzahlen in doppelter Genauigkeit ist
 Im ersten Fall der

Terminierung testen wir jeweils noch ab� ob � x� an �� � � Ist dies nicht der Fall� so liefert

der Abbruchtest j�n�nj � ���� ein falsches Pr�adikat
 Wir nehmen dann eine neue zuf�allige

Eingabe x �

In der Spalte � x� der Tabelle �
� steht die Anzahl der F�alle � der Terminierung
 Die

Werte jeder anderen Spalte sind Durchschnittswerte� gemittelt �uber die Ergebniswerte

f�ur �� Eingaben x � Die Spalte �kank gibt die durchschnittliche euklidische L�ange des







Ausgabevektors an an
 � max��x� ist die durchschnittliche �in Abschnitt �
� bewiesene�

theoretische obere Schranke f�ur die k�urzeste Relation �vergleiche Satz �
���
 In der Spalte

� maxi kbik sind die durschnittlichen maximalen euklidischen L�angen der Basisvektoren

b�� � � � � bn eingetragen
 �kx� � xk bezeichnet den durchschnittlichen euklidischen Abstand
von x� zu x � In der Spalte � Sek
 steht die durchschnittliche Laufzeit des Algorithmus in

Sekunden


Bei Q � �
 werden die 
� Genauigkeitsbits der Gleitpunktzahlen fast vollst�andig aufge�

braucht
 F�ur Q � �
 ist der Algorithmus nicht mehr stabil
 Dann wird die numerische

Genauigkeit kleiner als die L�ange der Basisvektoren b�� � � � � bn und der Anteil der gu�

ten Austausche nimmt ab
 Der Algorithmus bleibt f�ur Werte Q � �
 in Endlosschleifen

stecken


Die in Abschnitt �
� �Satz �
� ���� theoretisch nachgewiesene lineare Beziehung zwischen

der L�ange der Relation und dem Parameter ��� bei fester Dimension ist an Tabelle �
�

gut erkennbar


F�ur Dimensionen n � �� k�onnen wir die numerische Stabilit�at von SIRA und rat�SIRA

dadurch erh�ohen� da� wir nicht erst nach der vollst�andigen Gr�o�enreduktion eines Vektors

bk � sondern jeweils nach den einzelnen Gr�o�enreduktionsschritten bk �� bk � d�k�j��j�jc bj
eine neue Orthonormalisierung mit Givens Rotation durchf�uhren
 Mit dieser Modi�kati�

on werden beide Algorithmen numerisch stabil bis Dimension ��� � Die experimentellen

Ergebnisse �nden sich in den Tabellen �
� und �
�


F�ur gleiche Eingaben x � IRn � � � CQ� ist die Laufzeit f�ur rat�SIRA in hohen Dimensionen

wesentlich gr�o�er
 Dieser E�ekt kommt durch die zus�atzliche vollst�andige Gr�o�enredukti�

on des Vektors bk vor Austauschen bk���bk w�ahrend der L
��Reduktion der projizierten

Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� in Schritt � zustande
 Mit der Givens Rotation nach jedem
Gr�o�enreduktionsschritt bk �� bk � d�k�j��j�jc bj kostet die Gr�o�enreduktion von bk dann

O�k n�� statt O�n�� arithmetische Operationen
 Die durchschnittliche L�ange der gefun�

denen Relation ist daf�ur bei rat�SIRA etwas k�urzer
 Dies liegt an der besseren Redu�

ziertheit der prim�aren und somit auch dualen Basisvektoren w�ahrend der L��Reduktion

der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� in Schritt �
 Die Anzahl der gefundenen

Nahebeipunkte ist hingegen f�ur beide Algorithmen im wesentlichen gleich


Die guten Laufzeiten von SIRA und rat�SIRA dokumentieren nicht nur die E#zienz des

Verfahrens� sondern auch dessen numerische Stabilit�at� denn im Falle kurzer Laufzeiten

f�uhrt der Algorithmus �uberwiegend gute Austausche aus
 Die Tatsache� da� die Algorith�

men SIRA und rat�SIRA Relationen f�ur die Eingaben wie erwartet �nden� beweist damit

auch die numerische Stabilit�at der beiden Algorithmen


Die Werte in der Spalte �kank belegen durch Vergleich mit der theoretischen oberen

Schranke aus Satz �
�� die Korrektheit des Verfahrens hinsichtlich der zu erwartenden

L�ange der Relation f�ur die Eingabe x � Beispielsweise ist f�ur n � �� nach Tabelle �
� und

Satz �
��� respektive� �� � ��x� � ����� f�ur alle �� Eingaben� entsprechend erhalten wir

f�ur Dimension n � �
 die Absch�atzung � � ��x� � ���
� f�ur alle �� Eingaben



�



Numerische Stabilit�at anderer Orthonormalisierungsverfahren� Das Verfahren

der Givens Rotation zur Berechnung der Orthonormalisierung von b
 �� x� b�� � � � � bn be�

sitzt einen numerischen Fehler der linear in n ��r jBj ist� wobei kBj �� max
�i�n kbik �
Verwenden wir das GSO�Verfahren zur Orthonormalisierung von x� b�� � � � � bn � so ist der

numerische Fehler der normalisierten Gram�Schmidt Koe#zienten �i�j � � � i� j � n � pro�

portional zu

n ��r jBj� min
��i�nbbi�x ��� k

bbi�xk�� �vergleiche �GoL���� Seite ���
�

In dem Beweis von Proposition �
� haben wir gesehen� da� Austausche bn���bn von

SIRA das von den projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn��� aufgespannte Volumen

d�L�
x�b��� � � � � 
x�bn����� um den Faktor �
� verkleinern
 Die L�angen �i�i � kbbi�xk der

H�ohen k�onnen w�ahrend des Algorithmus damit beliebig klein werden
 Dies hat zur Fol�

ge� da� die Berechnung der Gram�Schmidt Koe#zienten �i�j � �i�j��j�j ungenau wird


Inkorrekt berechnete Gram�Schmidt Koe#zienten ergeben fehlerhafte und gro�e Reduk�

tionskoe#zienten
 Dadurch werden die Basisvektoren b�� � � � � bn ebenfalls sehr gro� und

nur unzureichend orthogonal zueinander
 Beides vergr�o�ert wiederum den Fehler bei der

Berechnung der Gram�Schmidt Koe#zienten
 Der Algorithmus ger�at schlie�lich in End�

losschleifen� in denen f�ur Indizes � � k � n unendlich oft Vektoren bk��� bk miteinander
vertauscht werden


F�ur das Verfahren der GSO� wie es im L��Algorithmus zur Orthonormalisierung der Git�

terbasisvektoren verwendet wird �LLL���� k�onnen wir keine numerische Stabilit�at bewei�

sen


Wir haben f�ur die Algorithmen SIRA und rat�SIRA das Verfahren der GSO getestet�

wie es von Schnorr und Euchner in der Gleitpunktversion des L��Algorithmus vorge�

schlagen wurde �SE���
 In �SE��� wurde gezeigt� da� durch zus�atzliche Korrekturschritte

bei Skalarproduktberechnungen� das GSO�Verfahren f�ur nicht degenerierte Gitter nu�

merisch stabil ist bis Dimension n � ��
 � F�uhren wir jedoch in SIRA und rat�SIRA

die Orthonormalisierung von x� b�� � � � � bn mit der in �SE��� vorgestellten modi�zierten

GSO durch� so ger�at der Algorithmus f�ur zuf�allige Eingabevektoren x � �p�� � � � � pn��q

mit ��	 � max��i�n jpij � ��
 � q � � schon bei Dimension n � � und ��� � �� in Endlos�

schleifen


Schnorr �Sc��� gab eine Variante dieses Verfahrens an� die numerische Fehler bei der

Berechnung der Gram�Schmidt Koe#zienten �i�j durch Selbstkorrekturschritte aus�

gleicht
 Hierzu wird die inverse Matrix ��i�j���i�j�n �� ��i�j�
��
��i�j�nbbj�x ��� durch Skalarprodukte

� bi� bj � � � � i� j � n der in exakter ganzzahliger Arithmetik mitgef�uhrten Basisvektoren

aktualisiert
 Mit dieser Form der Selbstkorrektur wird die Orthogonalisierung ��i�j�
�i�j�n
von b
 �� x� b�� � � � � bn neu berechnet


�Bei der Berechnung von Skalarprodukten werden unterschiedlich gro�e Summanden aufaddiert
 Durch

Rundung des Ergebnisses in der Gleitpunktarithmetik k�onnen die f�uhrenden Bits wegfallen �GoL���� Seiten

�
���



�



Der Fehler der $selbstkorrigierten" Gleitpunktwerte ��i�j � � � i� j � n konvergiert qua�

dratisch gegen � �Sc���� sofern die Selbstkorrektur in exakter rationaler Arithme�

tik implementiert und der absolute Fehler der Gleitpunktwerte der �i�j � � � i� j � n

zu Beginn der Selbstkorrektur nicht gr�o�er als � ist
 Das Verfahren ben�otigt

��n� � dlogmaxfjpij � � � i � n � jqjge Genauigkeitsbits und ersch�opft damit die uns

beim IEEE �
��Standard f�ur Gleitpunktzahlen in doppelter Genauigkeit zur Verf�ugung

stehenden 
� Pr�azisionsbits schon f�ur Dimension n � � und zuf�alligen Eingabevektoren

x � �p�� p�� p���q mit max��i�n jpij � ��
 � q � � �

Wir haben das Orthogonalisierungverfahren von �Sc��� in SIRA und rat�SIRA getestet


Der Algorithmus l�auft in Dimension n � � f�ur zuf�allige ���bit lange Eingabevektoren

x � �p�� p�� p���q mit q � � und ��� � �� noch numerisch stabil� ebenso f�ur Dimension

n � 
 � ��� � �� und ���bit lange Eingabevektoren
 F�ur h�ohere Dimensionen und gr�o�ere

Bitl�angen der pi � � � i � n bleibt der Algorithmus mit endlosen Austauschen benachbarter

Vektoren bk��� bk stecken� die Gleitpunktwerte der jeweiligen Gram�Schmidt Koe#zienten
�k�k�� werden dann f�ur das Abtesten der L��Bedingung nicht mehr genau genug berechnet


Dann hilft das Verfahren der Selbstkorrektur zur Angleichung der Gleitpunktwerte ��i�j an
die exakten Werte �i�j nicht� da der Fehler der Gleitpunktwerte �

�
i�j � � � i� j � n zu Beginn

der Selbstkorrektur schon wesentlich gr�o�er als � ist


Zusammenfassend l�a�t sich festhalten� da� f�ur die Orthonormalisierung von fast linear

abh�angigen Systemen� wie sie in SIRA und rat�SIRA vorliegen� die Givens Rotation der

GSO und allen GSO��ahnlichen Verfahren vorzuziehen ist� der numerische Fehler bei der

Givens Rotation nimmt im Gegensatz zum Verfahren der GSO nicht mit kleiner werdender

Determinante des Systems zu
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Kapitel �

Ein stabiler h�oherdimensionaler

Kettenbruchalgorithmus

Das Problem der �simultanen� diophantischen Approximation besteht darin� gegebene re�

elle Zahlen x�� � � � � xn�� durch rationale Zahlen p�
q � � � � �

pn��
q mit Hauptnenner q m�oglichst

gut zu approximieren
 Konvergiert der erste Vektor �p�� � � � � pn��� q� einer Gitterbasis

fb�� � � � � bng des ZZn gegen die Gerade �x�� � � � � xn��� �� IR so sind die Br�uche p�
q � � � � �

pn��
q

eine $gute" �simultane� diophantische Approximation an die reellen Zahlen x�� � � � � xn�� �
Nach einem Satz von Dirichlet gibt zu reellen Zahlen x�� � � � � xn�� unendlich viele �simul�
tane� diophantische Approximationen �p�� � � � � pn��� q� � ZZn mit max��i�n�� jq xi � pij �
jqj �

n�� � Der Kettenbruchalgorithmus l�ost das Problem der diophantischen Approxima�

tion in Dimension �� Der Kettenbruchalgorithmus berechnet eine Folge ��p�k�� q�k���k�N
von Bestapproximationen an die Eingabe x � IR � das hei�t Zahlen p�k�� q�k� � ZZ � so da�

jq� x� p�j � jq�k� x� p�k�j f�ur alle p�� q� � ZZ mit jq�j � jqj �

Wir zeigen in diesem Kapitel� da� SIRA f�ur einen Eingabevektor x � �x�� � � � � xn��� ��
gute diophantische Approximationen an x�� � � � � xn�� konstruiert� welche die Schranke des
Existenzsatzes von Dirichlet bis auf einen Faktor ��n����� max��i�n��

q
� � x�i erf�ullen


Wir verbessern damit die von Just �Ju��� angegebene Schranke

max
��i�n�� jxi � pi�qj � �

n	�

 max

��i�n��

q
� � x�i � jqj��

�
� n �n��� �

��� Diophantische Approximationen

Zu reellen Zahlen x�� � � � � xn�� � � � � nennen wir einen ganzzahligen Vektor

b �� �p�� � � � � pn��� q� �Simultane� Diophantische Approximation der G�ute � � falls

max��i�n�� jq xi � pij � � � Nach Dirichlet gilt folgender


�



Satz ��� �Di���
� Zu beliebigen reellen Zahlen x�� � � � � xn�� � IR existieren unendlich vie


le Vektoren b �� �p�� � � � � pn��� q� � ZZn� so da�

max
��i�n��

jq xi � pij � ��jqj �
n�� �

Bemerkung� Die Schranke q�
�

n�� ist bis auf einen konstanten Faktor optimal� Die Aus


sage des Satzes wird falsch	 wenn man die rechte Seite der Ungleichung durch einen Term
n��
n �q

�
s mit einem Exponenten s � ���n� �� ersetzt �Bor����

Folgendes Lemma zeigt� da� eine Folge �p
�k�
� � � � � � p

�k�
n��� q�k��k�Nganzzahliger Vektoren� die

gegen die Gerade �x�� � � � � xn��� �� IR konvergiert� gute simultane diophantische Approxi�

mationen an die reellen Zahlen x�� � � � � xn�� liefert
 Wir zeigen im n�achsten Abschnitt� da�

der in Kapitel � behandelte Stabile Relationenalgorithmus SIRA auf Eingaben x � IRn

genau eine solche gegen die Gerade x IR konvergente Folge ganzzahliger Vektoren konstru�

iert


Lemma ��� �Ju�
� Sei x �� �x�� � � � � xn��� �� � IRn � b �� �p�� � � � � pn��� q� � ZZn und 
x�b�

die zu x orthogonale Projektion des Vektors b � Dann gilt f�ur i � �� � � � � n� � �

jq xi � pij � k
x�b�k
q
� � x�i �

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Betrachtung der zu x �� �x�� � � � � xn��� ��� orthogo�

nalen Projektionen in der Ebene und geht auf Just �Ju��� �Ungleichung ���� und Gleichung

����� Seite ���� zur�uck


��� Diophantische Approximation mit dem stabilen Rela�

tionenalgorithmus

Methode� Wir �andern den Algorithmus SIRA dahingehend ab� da� der Algorithmus

nach der Gr�o�enreduktion der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� den ersten Basis�

vektor b� ausgibt
 Der Algorithmus gleicht damit im wesentlichen dem h�oherdimensio�

nalen Kettenbruchalgorithmus von �Ju���
 In Analogie zum Stabilen Relationenalgorith�

mus aus Abschnitt �
� nennen wir den daraus resultierenden Algorithmus SCFA �Stable

Continued Fraction Algorithm�
 Mit Hilfe von Satz �
� ��� zeigen wir� da� SCFA f�ur

Eingaben x ��x�� � � � � xn��� �� � IRn eine Folge von Vektoren �p
�k�
� � � � � � p

�k�
n��� q�k�� � ZZn �

k � �� �� � � � mit wachsendem Nenner jq�k�j berechnet� so da� max��i�n jxi q�k� � pi
�k�j �

��n�����
q
� � x�i � jp�k�n j�� �

n�� gilt


��



Stabiler Kettenbruchalgorithmus �SCFA�

Eingabe x � IRn � f�g � � � � �

�� Initialisierung� �b
� b�� � � � � bn� ���x� e�� � � � � en� � s �� � �

berechne die Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n
��j�n

von �x� b�� � � � � bn� �

Falls �n�n � � � dann ist en eine Relation f�ur x� Gebe den Punkt x� �� x und die Relation

an �� en f�ur x aus� und stoppe


�
 L��Reduktion von 
x�b��� � � � � 
x�bn��� �

While � �� � k � n � �
� �

�
k���k�� � ��k�k � ��k�k�� � Do

Setze bk �� bk � d�k�k����k���k��c bk�� �
vertausche bk�� und bk und berechne die Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n

��j�n
neu


Gr�o�enreduziere alle projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn� �

While j�s�sj � � Do s �� s� � �

Gebe �p�� � � � � pn��� q� �� b� � die n�achste Approximation an x aus


�
 Austausch bn���bn�

Vertausche bn�� und bn und berechne die Orthonormalisierung ��i�j� ��i�n
��j�n

neu


Falls �n�n � � und s � n dann gehe nach �


�
 Abbruch� Berechne �a�� � � � � an�
� ���b�� � � � � bn�

�� �

Im Falle �n�n � � ist an Relation f�ur x � Gebe den Punkt x
� �� x und an aus� und stoppe


Falls s � n � dann gilt �i�i � � f�ur i � �� � � � � n � und es existiert keine Relation f�ur x

mit L�ange kleiner als ��� � Berechne in diesem Fall 
n�x� �� x�bbn�kbbnk � bbn�kbbnk �
span�b�� � � � � bn���� � und gebe den Punkt x� �� x� 
n�x� � die Relation an f�ur x� sowie
$��x� � ���" aus


Falls � � � � gibt SCFA eine eventuell unendliche Folge von Vektoren b� nach der L��

Reduktion in Schritt � aus� welche gute diophantische Approximationen an x sind
 SCFA

stoppt im Falle � � � genau dann� wenn dim�Lx� � � ist und �ndet in diesem Falle eine

Relation an zu x �

Satz ��� F�ur Eingaben x � �x�� � � � � xn��� �� � � � IR� berechnet SCFA eine Folge von

Vektoren �p�� � � � � pn��� q� �� b� und gibt diese nach der L��Reduktion in Schritt 
 aus�

Die Vektoren �p�� � � � � pn��� q� erf�ullen f�ur i � �� � � � � n� � �

jxi � pi�qj � �
n	�



q
� � x�i � jqj��

�
n�� � ��
��

Nach dem Existenzsatz von Dirichlet �Di����� sind die Vektoren �p�� � � � � pn��� q� in dem
Sinne bis auf den Faktor ��n����� kxk optimal	 als da� der Exponent � � ���n� �� im

allgemeinen nicht erh�oht werden kann
 Wir verbessern damit die von Just �Ju��� bewiesene

Schranke von jxi � pi�qj � �
n	�



q
� � x�i � jqj��

�
� n �n��� �

Beweis� F�ur n � � ist die Folge p��q der rationalen Zahlen nach einem Austausch b��b�
der Bruch der Kettenbruchentwicklung von x� � In diesem Falle gilt die bessere und scharfe

Schranke jx� � p��qj � ��jqj� �vergleiche �Kh���� Satz �� Seite ��


��



Sei nun n � � �Wegen der L��Reduziertheit der projizierten Vektoren 
x�b��� � � � � 
x�bn���
folgt aus den S�atzen �
�� ��� und �

 ���

kb�k � �n�� ���
n��Y
j��

kbbj�xk�� � kbb��xk � �n�� ��� kbb��xk�n�� ��n��� �n����� � � �

Diese Ungleichung kann auch f�ur � � kbb��xk gezeigt werden �vergleiche die Bemerkung im
Anschlu� an Satz �

 ����
 Wir erhalten

kb�k � kbb��xk�n�� �n�� � ��n��� �n����� � �
n	�� kbb��xk�n�� ��n��� �n����� �

kbb��xk � kb�k�
�

n�� ��n����� � jqj� �
n�� ��n����� �

Mit den Ungleichungen

jq xi � pij � kbb��xkq� � x�i � i � �� � � � � n� � �

aus Lemma �
� folgt die Behauptung
 �

Bemerkungen� �� F�ur den Fall kxk � p
� bzw�

Pn��
i�� x

�
i � � verlieren wir in Unglei


chung ����� gegen�uber der Dirichlet�Schranke aus Satz ��� den Faktor �n���� � Dieser

exponentielle Faktor wird durch das in Schritt 
 verwendete L��Reduktionsverfahren be


dingt� Bei Verwendung von Algorithmen zur Block�Reduktion der projizierten Vektoren


x�b��� � � � � 
x�bn� kann man den Faktor ��n����� auf einen Faktor �� � 
�n�� mit beliebig

kleinem 
 � � reduzieren �Sc���� Diese Algorithmen sind allerdings nicht mehr polynomial

in der Dimension n �


� Umgekehrt ist das Problem	 zu gegebenen x � �x�� � � � � xn��� �� � CQn � � � CQ�

und N � IN zu entscheiden	 ob ganze Zahlen p�� � � � � pn��� q mit q � ��� N � und

max��i�n jq xi � pij � � existieren	 NP�vollst�andig �Lag���� Es ist daher nicht zu erwar


ten	 da� es polynomial�Zeit Algorithmen gibt	 die f�ur Eingaben x � �x�� � � � � xn��� �� � CQn

Vektoren �p�� � � � � pn��� q� berechnen	 die die Schranke aus Satz ��� mit rechter Seiteq
� � x�i �q

�� �
n�� ohne einen exponentiellen Faktor in n erf�ullen�

�� Ein Vektor b �� �p�� � � � � pn��� q�� � ZZn�� � IN hei�t gem�a� �Bre��� Bestapproximati�

on an x �� �x�� � � � � xn��� ��� � IRn � falls f�ur alle b �� �p�� � � � � pn��� q� � ZZn�� � IN mit

q � q gilt	 da�

max
��i�n�� jq xi � pij � max

��i�n�� jq xi � pij �

Es w�are interessant zu untersuchen	 inwieweit der Algorithmus SCFA Bestapproximatio


nen an x ausgibt� Da die Schranke des Existenzsatzes von Dirichlet im oben angegebenen

Sinne scharf ist	 liegt die Vermutung nahe	 da� SCFA Bestapproximationen an x bis auf

einen Faktor ��n����� max��i�n��
q
� � x�i berechnet�

��



Kapitel �

Approximierbarkeit k�urzester

Relationen

In diesem Kapitel zeigen wir unter der Annahme NP �� QP� eine untere Schranke f�ur die

Approximierbarkeit k�urzester Relationen in der Maximum�Norm�

Es existiert kein polynomial�Zeit Algorithmus� der zu gegebenem x � CQn eine in der

��Norm bis auf den Faktor �log
����� bin�x� k�urzeste Relation �ndet� wobei � eine beliebig

kleine positive Konstante und bin�x� die bin�are L�ange der Eingabe x ist


Im Gegensatz zu diesem Resultat kann die in der euklidischen L�ange k�urzeste Relation bis

auf den Faktor �n���� approximiert werden ��HJLS���� Kapitel ��


Der Beweis setzt sich aus � Reduktionen zusammen
 Als erstes geben wir eine

quasipolynomial�Zeit Reduktion der Erf�ullbarkeit einer ��Term konjunktiven Normalform

auf ein kombinatorisches Optimierungsproblem auf Graphen an �Paragraph ��
 Dieses Er�

gebnis geht auf Feige� Lovasz �FL��� zur�uck und wurde von Arora� Babai� Stern� Sweedyk

�ABSS��� in exakter Form dargestellt
 Als n�achstes reduzieren wir dieses Optimierungspro�

blem auf das Problem� die in der��Norm minimale ganzzahlige L�osung eines homogenen

linearen Gleichungssystem zu �nden �Paragraph ��
 Wir verwenden hierzu die Techniken

aus �ABSS���
 Schlie�lich transformieren wir den in der ��Norm beschr�ankten Anteil

der ganzzahligen L�osungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems in den in der

��Norm beschr�ankten Anteil der ganzzahligen L�osungsmenge einer einzelnen homogenen

linearen Gleichung �Paragraph ��
 Wir erhalten damit eine quasipolynomial�Zeit Reduk�

tion des Problems der Erf�ullbarkeit einer ��Term konjunktiven Normalform auf die Ap�

proximierbarkeit k�urzester Relationen in der ��Norm
 Aus der NP�Vollst�andigkeit des

erstgenannten Problems folgt unser Resultat
 Im �
 Paragraphen f�uhren wir grundlegende

Begri�e ein


Der Inhalt dieses Kapitels entspricht im wesentlichen dem der Arbeit �RSe��a�


�Da f�ur die Entscheidbarkeit von Sprachen aus NP keine polynomial�Zeit und keine quasipolynomial�

Zeit Algorithmen bisher bekannt sind� wird vermutet� da� NP �� P sowie NP �� QP gilt
 Die Annahme

NP �� P ist schw�acher� da aus NP � P nat�urlich NP � QP folgt


��



��� Grundlagen

Folgende Begri�e gehen auf Creszenzi� Panconesi �CP��� und Papadimitriou� Yannakakis

�PY��� zur�uck


De�nition 
�� Ein Optimierungsproblem % ist eine Menge I� � f�� �g� von Einga�

ben I � eine Menge S� � f�� �g� m�oglicher L�osungen S f�ur die Eingaben I � I� � ei

ne polynomial�Zeit berechenbare Ma�funktion m� � I� � f�� �g�� IR� und das Ziel der

Optimierung von m� � entweder Minimierung oder Maximierung
 Die Funktion m� weist

einer Eingabe I � I� und einer L�osung S � S��I� von I einen L�osungswert m��I� S� zu�

Das Optimierungsproblem besteht darin	 f�ur gegebenes I � I� eine L�osung S � S��I� f�ur I
zu �nden	 so da� m��I� S� optimal f�ur alle m�oglichen S � S��I� ist	 das hei�t m��I� S� �

min�fm��I� S
�� � S � � S��I�g im Falle eines Minimierungsproblems und m��I� S� �

max�fm��I� S
�� � S� � S��I�g im Falle eines Maximierungsproblems


F�ur NP�Optimierungsprobleme mu� folgende weitere Bedingung erf�ullt sein�

F�ur die Menge S� mu� ein k � IN und eine polynomial�Zeit berechenbares Pr�adikat P �

I � f�� �g�� f�� �g existieren	 so da� f�ur alle I � I� �

S� � fy � f�� �g� � jyj � jI jk � P �I� y�g �

Die NP�Minimierungsprobleme K�urzeste Relation in der ��Norm SIR� �Shortest In�

teger Relation in ��norm� und K�urzeste Simultane Relation in der ��Norm SSIR�
�Shortest Simultaneous Integer Relation in ��norm� sind wie folgt de�niert�

SIR� �

Gegeben ein nicht trivialer rationaler Vektor x � CQn �

Finde einen ganzzahligen Vektor m �� � mit � m� x �� � und minimaler ��Norm

kmk� �� max��i�n jmij �
SSIR� �

Gegeben r nicht triviale rationale Vektoren y�� � � � � yr � CQn �

Finde eine in der ��Norm minimale simultane �ganzzahlige� Relation m f�ur y�� � � � � yr �

das hei�t einen ganzzahligen Vektorm �� � mit � m� yj �� � � j � �� � � � � r � und minimaler

��Norm kmk� �

Statt SSIR� werden wir im folgenden das zu SSIR� �hinsichtlich der L�osungsmenge�

�aquivalente Minimierungsproblem Minimale ZZ�L�osung von Homogenem Gleichungssystem

in der ��Norm Min ZZ�HLS� �Minimal ZZ�Solution of Homogeneous Linear System

of Equations in ��norm� betrachten�

Min ZZ�HLS� �

Gegeben ein homogenes System Ax � � in r Gleichungen und n Variablen mit

A �M�r� n�CQ� �

Finde einen in der ��Norm minimalen ganzzahligen Vektor x �� � mit Ax � � �

Wir betrachten im folgenden Optimierungsprobleme dieser Art


��



De�nition 
�� Sei % ein Minimierungs��bzw� Maximierungs��Problem� Wir sagen	 %

wird in Zeit t�n� bis auf einen Faktor f�n� � � approximiert	 falls ein Algorithmus A exi


stiert	 der f�ur alle n � IN und alle Eingaben I � % mit n �� jI j sowie optimalem L�osungs


wert opt��I� O�t�n�� Rechenschritte ausf�uhrt und eine L�osung A�I� � S��I� ausgibt	 so
da�

m��I� A�I�� � opt��I� f�n� � respektive m��I� A�I�� � opt��I��f�n� � �

F�ur die Betrachtung der Approximierbarkeit von Optimierungsproblemen benutzen wir

folgenden Reduktionsbegri�� der auf Arora �Ar��� zur�uckgeht


De�nition 
�� Seien % und %� zwei Minimierungs��bzw� Maximierungs��Probleme und

� � �� � � � Eine gap�erhaltende Reduktion von % auf %� mit Parametern ��c� ��� �c�� ����
ist eine polynomial�Zeit Abbildung � � welche Eingaben I � % auf Eingaben I � � ��I� �
%� abbildet	 so da� f�ur die Minima �bzw� Maxima� opt��I� und opt���I

�� von I bzw� I �

folgendes gilt�

opt��I� � c �� opt�� �I
�� � c� ��
��

� respektive opt��I� � c �� opt�� �I
�� � c� �

opt��I� � c � �� opt�� �I
�� � c� �� ��
��

� respektive opt��I� � c�� �� opt�� �I
�� � c���� � �

c� � bzw
 c�� �� h�angen dabei von der jeweiligen bin�aren L�ange der Eingaben I bzw
 I � ab


Bemerkung� Eine gap�erhaltende Reduktion � unterliegt bei Eingaben I ei


nes Minimierungs��bzw� Maximierungs��Problems % f�ur c � � opt��I� � c �respektive

c�� � opt��I� � c � keinerlei Bedingungen� Daher ist dieser Reduktionsbegri� schw�acher

als der von Papdimitriou	 Yannakakis �PY��� eingef�uhrte Begri� der L�Reduktion�	 f�ur

den Bedingung ���
� mit � � �� � � gilt�

Ein Approximationsalgorithmus f�ur ein Optimierungsproblem % zusammen mit einer L�

Reduktion � von % auf %� de�niert einen Approximationsalgorithmus f�ur % � Dies gilt

jedoch nicht f�ur gap�erhaltende Reduktionen� Falls jedoch kein polynomial�Zeit Algorith


mus Eingaben I eines Minimierungsproblems % mit opt��I� � � und opt��I� � � un


terscheiden kann	 dann kann bei Existenz einer gap�erhaltenden Reduktion von % auf %�

mit Parametern ���� ��� ��� ���� kein polynomial�Zeit Algorithmus Eingaben I � von %� mit
�Eine L�Reduktion von einem Optimierungsproblem � auf ein Optimierungsproblem �� ist ein Paar

von polynomial�Zeit Abbildungen ��� �� � f�ur die Konstanten �� � 	 � existieren� so da� folgendes gilt�

	
 Jede Eingabe I � � wird auf eine Eingabe I � � ��I� � �� abgebildet� und f�ur die Optima opt��I�

und opt�� �I �� von I bzw
 I � ist opt��I� � �opt���I �� �

�
 Jede L�osung S� � S�� �I �� von I � wird durch � auf eine L�osung S � ��S�� � S��I� von I abgebil�

det und f�ur die entsprechenden L�osungswerte m��I� S� bzw
 m��I
�� S�� ist jm��I� S�� opt��I�j �

� jm���I �� S��� opt�� �I ��j �



�




opt���I
�� � � und opt���I

�� � �� unterscheiden�

De�nition 
�
 Seien x�� � � � � xn Boole�sche Variablen� Ein Literal ist entweder eine Boo


le�sche Variable oder ihre Negation� Eine ��Term Konjunktive Normalform � � CNF

��x�� � � � � xn� ist die Konjunktion von Klauseln Ci � i � �� � � � � m � welche jeweils aus der

Disjunktion von � Literalen li� � li�� li� bestehen�

��x�� � � � � xn� �
m�
i��

�li� 
 li� 
 li�� �

Eine erf�ullende Belegung a�� � � � � an einer � � CNF ��x�� � � � � xn� ist eine Belegung

a�� � � � � an � f�� �g der Boole�schen Variablen x�� � � � � xn � so da� ��a�� � � � � an� � � �

Das Entscheidungsproblem ��Erf�ullbarkeit ��SAT �Satis�ability for �� CNF � ist das Pro


blem zu entscheiden	 ob eine erf�ullende Belegung f�ur eine gegebene �� CNF existiert�

Satz 
�� �Co��� ��SAT ist NP�vollst�andig�

Bemerkung� ��SAT ist ein grundlegendesNP�vollst�andiges Problem� Cook �Co��� zeig


te	 da� jede von nicht�deterministischen polynomial�Zeit Turing Maschinen akzeptierte

Sprache auf ��SAT reduziert werden kann�

��� Minimale Pseudo�Marken	uberdeckung

In diesem Abschnitt skizzieren wir kurz ein Hauptresultat der Arbeit �ABSS���� eine

quasipolynomial�Zeit gap�erhaltende Reduktion von ��SAT auf das Minimierungspro�

blem Minimale Pseudo�Marken�uberdeckung in��KostenMin PLC� �Minimum Pseudo

Label Cover in ��costs�
 Wir werden hierzu gem�a� �ABSS��� einige Begri�e einf�uhren�

Sei im folgenden G � �V� � V�� E� ein �ungerichteter� bipartiter Graph mit disjunkten

Knotenmengen V�� V� und Kantenmenge E � V� � V� � Sei B eine Menge von Marken f�ur

die Knoten in V��V� � und f�ur jede Kante e � E existiere eine partielle Funktion %e � B �
B �
Wir nehmen weiter an� da� der Graph G regul�ar ist� das hei�t� es existieren nat�urli�

che Zahlen d�� d� � IN � so da� f�ur i � �� � jeder Knoten in Vi genau zu di Kanten in�

zident ist
 Diese Eigenschaft von G wird in der Reduktion von ��SAT auf Min PLC�
in �ABSS��� ben�otigt
 Es gen�ugt sogar die schw�achere Voraussetzung� da� es nat�urliche

Zahlen d�� d� � N gibt� so da� f�ur i � �� � jeder Knoten in Vi zu mindestens di Kanten

inzident ist


��



De�nition 
�� Eine Markierung des Graphen G � �V��V�� E� ist ein Tupel �P��P�� von

Funktionen Pi � Vi � �B � i � �� � � die jedem Knoten in V� � V� eine m�oglicherweise leere
Menge von Marken zuweist�

De�nition 
�� Sei �P��P�� eine Markierung von G � �V� � V�� E� und e � �v�� v�� �
V� � V� eine Kante von G � Wir nennen eine Kante e � �v�� v��

unber�uhrt �� P��v�� � P��v�� � � �
�uberdeckt �� P��v�� �� � � P��v�� �� �

� � b� � P��v�� �b� � P��v�� � %e�b�� � b� �

gel�oscht �� P��v�� � � � P��v�� �� �
� � b� � P��v�� �b�� � P��v�� mit b

�
� �� b� �

%e�b�� � b� � %e�b
�
�� f�ur eine Marke b� � B �

Eine Markierung �P��P�� von G � �V� � V�� E� hei�t Pseudo��Uberdeckung von G � falls

�i�
S
�v��v���V�
V� P��v��� P��v�� �� � und

�ii� jede Kante von G ist durch die Markierung �P��P�� entweder unber�uhrt	 �uberdeckt

oder gel�oscht�

Eine Pseudo� �Uberdeckung hei�t Total�uberdeckung	 falls jede Kante von der Markierung

�P��P�� �uberdeckt wird�

Eine Intuition dieser sehr k�unstlichen De�nition geben wir in Anschlu� an Satz �
� in

Verbindung mit der Konstruktion von �ABSS���


De�nition 
�� Die ��Kosten einer Markierung �P��P�� von G � �V� � V�� E� sind

de�niert durch

cost�P��P�� �� max
v��V�

jP��v��j �

Wir de�nieren nun das Minimierungsproblem

Min PLC� �

Gegeben ein regul�arer bipartiter Graph G � �V� � V�� E� mit disjunkten Knotenmengen
V�� V� und Kantenmenge E � V� � V� � eine Menge von Marken B � f�� � � � �Ng � N � IN �

und f�ur jede Kante e � E eine partielle Funktion %e � B � B � so da� f�ur alle e � E die

Marke � ein Urbild unter %e besitzt� das hei�t �e � E � �b � B � %e�b� � � �

Finde eine Pseudo��Uberdeckung �P��P�� von G mit minimalen ��Kosten cost�P��P�� �

O�enbar existiert stets eine Pseudo��Uberdeckung �P��P�� von G mit ��Kosten von ma�

ximal N � man setzt P��v�� �� f�g f�ur alle v� � V� und P��v�� �� B f�ur alle v� � V� �

��



Lemma 
�	 �ABSS���	 Lemma �

Es existiert eine quasipolynomial�Zeit Abbildung	 die jeder ��Term Konjunktiven Normal


formen � eine Eingabe ���� von Min PLC� zuordnet	 so da� folgendes gilt�

Ist � � � � SAT � so existiert eine Pseudo� �Uberdeckung �P��P�� von ���� mit

cost�P��P�� � � � Falls � �� �� SAT � dann gilt f�ur alle Pseudo� �Uberdeckungen �P��P��

von ���� � da� cost�P��P�� � �log
����� N � wobei � eine beliebig kleine positive Konstante

und N die bin�are L�ange von ���� ist�

Wir werden im folgenden nur g�ultige Marken eines Knotens v� � V� benutzen� g�ultige

Marken b� � B eines Knotens v� � V� sind Marken� f�ur die der Wert %e�b�� der partiellen

Funktion %e f�ur alle zu v� inzidenten Kanten e � E de�niert ist
 Die Beschr�ankung auf

g�ultige Marken ist keine Einschr�ankung� Falls � � � � SAT � dann existiert eine Total�
�Uberdeckung �P��P�� des Graphen ���� mit �minimalen� ��Kosten cost�P��P�� � � �

�P��P�� �uberdeckt dann alle inzidenten Kanten eines jeden Knotens v� � V� mit jeweils

genau einer Marke� die f�ur v� jeweils g�ultig sein mu�
 Falls � �� � � SAT � so erh�oht die

Einschr�ankung der Menge der Marken b� � B auf g�ultige Marken f�ur Knoten v� � V�
lediglich die ��Kosten cost�P��P�� der minimalen Pseudo��Uberdeckung �P��P�� von

���� �

Bemerkung� Im Beweis von �ABSS��� wird folgende in �FL�
	 ALMSS�
� bewiesene Ei


genschaft von Sprachen aus NP benutzt� Jede Sprache in NP	 also insbesondere ��SAT	

besitzt ein �Multi�� Interaktives Beweissystem mit � Beweisern und � Runde MIP ��� ��

���prover ��round �Multi�� Interactive Proof System�� Ein MIP ��� �� besteht aus einem

probabilistisch beschr�ankten polynomial�Zeit Veri�zierer �einer polynomial�Zeit Turing

Maschine	 welche mit polylogarithmisch vielen� internen Zufallsbits	 arbeitet� und � Be


weisern	 welche �uber unbegrenzte Rechenkapazit�at verf�ugen	 aber nicht miteinander kom


munizieren d�urfen� Die Beweiser versuchen	 den Veri�zierer davon zu �uberzeugen	 da�

eine � � CNF � in der NP�Sprache ��SAT enthalten ist� Der Veri�zierer pr�uft den

Beweis f�ur �� � �� SAT � durch �polylogarithmisch viele� zuf�allige Fragen an die Bewei


ser ab� �polylogarithmischer L�ange� Falls � � �� SAT � akzeptiert der Veri�zierer den

Beweis f�ur �� � �� SAT �� Falls � �� �� SAT � verwirft der Veri�zierer alle Beweise f�ur

�� � �� SAT � mit �uberw�altigender Wahrscheinlichkeit	 wobei sich die Wahrscheinlichkeit

auf die vom Veri�zierer zuf�allig gew�ahlten Fragen bezieht�

Die Hauptidee der in �ABSS��� angegebenen quasipolynomial�Zeit Reduktion besteht in

der �Ubersetzung der Strategie der Beweiser	 den Veri�zierer von der G�ultigkeit ihres Be


weises f�ur �� � �� SAT � zu �uberzeugen und somit zum Akzeptieren ihres Beweises zu

bewegen	 in eine entsprechende Eingabe von Min PLC� � Hierbei werden spezielle �geo


metrische� Eigenschaften von MIP ��� �� aus �FL�
� ausgenutzt und mit einigen Mo


di�kationen von �LY��� auf das Problem Min PLC� �ubertragen� Dadurch gelingt es

�ABSS���	 eine quasipolynomial�Zeit Reduktion � zu konstruieren	 welche die gro�e Dif


ferenz � �� �� logk j�j f�ur ein k � IN � der Wahrscheinlichkeiten f�ur Akzeptieren bzw� Ver


�das hei�t� f�ur festes k � N in dlog bin�are Eingabel�ange ek�vielen

��



werfen des Beweises in den F�allen � � �� SAT bzw� � �� �� SAT in eine entsprechende

Di�erenz � �log
�������k	�� j	���j � der jeweiligen ��Kosten f�ur die Eingabe von Min PLC�

in beiden F�allen transformiert�

Die disjunkten Knotenmengen V� � V� der Eingabe �V� � V�� E�%�N � von Min PLC�
entsprechen dabei jeweils der Menge aller Fragen an die Beweiser � und 
	 respektive	

die Marken den Antworten der Beweiser� jede Kante steht f�ur die vom Veri�zierer zuf�allig

gew�ahlte Kombination eines Paares von Fragen	 von denen jeweils eine an Beweiser � und

die andere an Beweiser 
 gerichtet ist� Eine Kante wird �uberdeckt	 wenn die Antworten

beider Beweiser auf ein Paar von Fragen konsistent sind und damit vom Veri�zierer akzep


tiert werden� Sind die Antworten der Beweiser auf alle Fragen des Verifzierers konsistent

bzw� � � � � SAT � so gibt es f�ur jede m�ogliche Frage an Beweiser � nur ein Antwort�

in diesem Falle ist optMin PLC������� � � � Andernfalls	 das hei�t	 falls � �� � � SAT �

gibt es mindestens eine Frage	 die bei der zuf�alligen Auswahl aller Fragenpaare durch den

Veri�zierer mehrmals an Beweiser � gestellt worden ist und mehr als �log
�������k	�� j	���j

verschiedene Antworten von diesem erzwingt� Unter den Fragenpaaren sind nach Kon


struktion von �LY��� allerdings auch solche	 f�ur die beide Beweiser keine Antwort liefern

k�onnen und der Veri�zierer leere Antworten beider Beweiser akzeptieren mu�� Diese Fra


genpaare entsprechen unber�uhrten Kanten� Gem�a� �ABSS��� ist der Anteil unber�uhrter

Kanten vernachl�assigbar klein� Gel�oschte Kanten sind mindestens 
 Paare von Fragen	

f�ur die Beweiser 
 nur einmal antwortet	 aber Beweiser � jeweils konsistente Antworten

liefert und den Veri�zierer nach der Konstruktion von �FL�
� zum Akzeptieren aller dieser

Antworten bewegt� Der Anteil gel�oschter Kanten ist nach �ABSS��� entweder sehr klein

oder verursacht hohe ��Kosten der Pseudo� �Uberdeckung�

��� Minimale ZZ�L	osung homogener linearer Gleichungssy�

steme

Folgender Satz zeigt die Existenz einer polynomial�Zeit gap�erhaltenden Reduktion mit

Parametern ���� ��� ���
p
��� von Min PLC� auf Min ZZ�HLS� f�ur alle � � � �

Satz 
��� Es existiert eine polynomial�Zeit Abbildung � die jeder Eingabe I von

Min PLC� ein Eingabe ��I� von Min ZZ�HLS� zuordnet	 so da� f�ur alle Eingaben

I von Min PLC� und alle � � � �

Ist optMin PLC��I� � � � so ist optMinZ�HLS����I�� � � �

Falls optMin PLC��I� � � � dann gilt optMinZ�HLS����I�� �
p
� �

Beweis� Sei I � �V� � V�� E�%�N � eine Eingabe von Min PLC� mit einem regul�aren

bipartiten Graphen G � �V� � V�� E� � einer Menge von Marken B � f�� � � � �Ng � und der
Familie % �� f%e � e � Eg der partiellen Funktionen aller Kanten


��



Wir konstruieren aus I ein homogenes lineares System Ax � � mit einer Matrix A � die

nur aus Eintr�agen ��� �� � besteht

Sei �v� b� ein Tupel mit v � V� � V� und b � B�v� � wobei B�v�� �� B f�ur alle v� � V�
und B�v�� �� f g�ultige Marken f�ur v� g � Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit nehmen
wir an� da� B�v�� �� B f�ur alle Knoten v� � V� gilt� das hei�t insbesondere� die Anzahl

g�ultiger Marken jB�v��j f�ur einen Knoten v� � V� ist gleich N � Andernfalls ist in der

folgenden Darstellung der Term jV�j N durch
P

v��V� jB�v�j und der Term jV�j �dlogNe

durch
P

v��V� �
dlog jB�v��je zu ersetzen


Wir de�nieren die Spaltenvektoren av�b � f��� �� �gr von A wie folgt�

Die ersten jEj �N ��� Koordinaten von av�b bestehen aus jEj Bl�ocken von e�Projektionen
pe�av�b� � f��� �� �gN�� � f�ur jede Kante e � E ein N � ��dimensionaler Block
 F�ur jedes

Tupel �v�� b�� � V� � B�v�� ist die e�Projektion pe�av��b�� de�niert durch

pe�av��b�� ��

�
ub� falls e inzident zu v�
�� sonst

und f�ur jedes Tupel �v�� b�� � V� � B�v�� durch

pe�av��b�� ��

�
��� u�e�b�� falls e inzident zu v�
�� sonst

wobei uj � j � �� � � � �N � jeweils den j�ten Einheitsvektor und ����� den ��Vektor und ��

Vektor� respektive� in IRN�� darstellen


F�ur die De�nition der restlichen Koordinaten von av�b ben�otigen wir Hadamard Matrizen�

De�nition 
��� Eine Hadamard Matrix H
 der Ordnung � ist eine � � � Matrix mit

Eintr�agen �� � f�ur die H
H
�

 � � I
 gilt	 wobei I
 die Einheitsmatrix in IR
 ist�

F�ur ein � � IN stellen die Spalten von �p


H
 nach De�nition eine Orthonormalbasis in IR




dar
 F�ur jeden Vektor z � ZZ
 gilt daher

k �p
�
H
 zk� � kzk� �

Falls z � ZZ
 mindestens k nicht verschwindende Eintr�age hat� gilt damit

kH
 zk� �
p
k � ��
��

Sei nun HN � �h�� � � � � hN � die Hadamard Matrix mit Spaltenvektoren hb � die jeweils

eindeutig einer Marke b � B zugeordnet sind
 Hadamard Matrizen H
 k�onnen in linearer

Zeit in der Ausgabel�ange konstruiert werden� wenn � eine �er�Potenz ist �WS��� �Seite

�
�
 Falls N keine �er Potenz ist� de�nieren wir HN als die Matrix� die aus den ersten N
Spalten der Hadamard Matrix H
 mit � � �dlogNe besteht
 F�ur die so konstruierte Matrix
HN bleibt Eigenschaft ��
�� f�ur alle Vektoren z � ZZN erhalten


��
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hb� hb� ��

N��

�dlogNe

Abbildung �
�� Spaltenvektoren von A gem�a� �ABSS���

Die letzten jV�j �dlogNe Koordinaten von av�b werden nun in jV�j Bl�ocke von v��

Projektionen pv��av�b� � f��g�dlogNe aufgeteilt� f�ur jeden Knoten v� � V� ein �dlogNe�
dimensionaler Block
 F�ur jedes Tupel �v� b� � �V��V���B wird die v��Projektion pv��av�b�

de�niert durch

pv��av�b� ��

�
hb falls v � v�
�� sonst

�

wobei �� der ��Vektor in IR�dlogNe ist
 Die De�nition impliziert insbesondere pv��av�b� � ��

f�ur alle v � V� und alle b � B �
Abbildung �
� veranschaulicht die Konstruktion der Vektoren av�b mit �v� b� �
�V� � V��� B �
Wir de�nieren den �jV�j N � jV�j N � ���ten Spaltenvektor a
 von A durch

a
 � �jEj �N��� � �jV�j�
dlogNe

�

Die letzten jV�j �dlogNe Spaltenvektoren von A sind schlie�lich die Einheitsvektoren

ujEj �N����i � i � �� � � � � jV�j �dlogNe in IRjEj �N����jV�j �dlogNe � Die so konstruierte Matrix

A ist in Abbildung �
� wiedergegeben
 IjV�j �dlogNe bezeichnet dabei die Einheitsmatrix in
GLjV�j �dlogNe�ZZ� �

��



�BBBBB�

jV�j N Spalten jV�jN Spalten � Spalte jV�j�dlogNe Spalten

jEj �N��� Zeilen �pe�av�b��� � � � � pe�av�bN ��e�E
v�V�

�pe�av�b�� e�E
�v�b��V��B

�� ��

jV�j �dlogNe Zeilen �pv��av�b��� � � � � pv��av�bN ��v��V�
v�V�

�� �� IjV�j �dlogNe

�CCCCCA

Abbildung �
�� Matrix A

Der �Ubersichtlichkeit wegen haben wir die Abk�urzung

�pe�av�b��� � � � � pe�av�bN ��e�E
v�V�

�� �pe�av�b�� e�E
�v�b��V��B

verwendet


F�ur einen Vektor y � IRjEj �N����jV�j �dlogNe de�nieren wir pE�y� � IRjEj �N��� als die Ein


schr�ankung von y auf seine ersten jEj �N � �� Koordinaten


Sei x �
P
xv�b pE�av�b� eine nicht triviale ganzzahlige Linearkombination der Spaltenvek�

toren pE�av�b� � Weist man jedem Knoten v � f�ur den xv�b �� � ist� eine Marke b � B zu�

so wird dadurch eine Markierung �Px
� �Px

� � de�niert� die durch den Vektor x induzierte

Markierung


Falls die Kante e � �v�� v�� von einem Tupel �b�� b�� von Marken �uberdeckt wird� gilt

o�ensichtlich f�ur die e�Projektion von av��b� � av� �b� wegen %e�b�� � b� �

pe�av��b�� � pe�av��b�� � �N�� � u�e�b�� � ub� � �N�� �

F�ur eine Total�uberdeckung von G existiert somit ein nicht trivialer Vektor x �
f�� �gjEj�N��� mit� X

�v�b���V��V��
B
xv�b pE�av�b� � �jEj �N��� �

Arora� Babai� Stern� Sweedyk haben folgende Quasi�Umkehrung gezeigt�

Lemma 
��� �ABSS���	 Korollar ��

Falls x �
P
xv�b pE�av�b� eine nicht triviale ganzzahlige Linearkombination der Spalten


vektoren pE�av�b� ist und x � � �jEj �N��� f�ur ein � � ZZ gilt	 dann ist die von x induzierte

Markierung �Px
� �Px

� � eine Pseudo� �Uberdeckung�

Falls � �� � � dann ist �Px
� �Px

� � eine Total�uberdeckung von G � �V� � V�� E� �

Beweis� Nach Annahme gilt

x �
X

xv�b�Z�

xv�b pE�av�b� � � �jEj�N��� � ��
��

��



F�ur jede Kante e � E sind die e�Projektionen pe�av�b� mit xv�b �� � entweder ub � �N�� �
u�e�b� f�ur eine Marke b � B oder �N�� � Die Vektoren u�� � � � � uN sind linear unabh�angig

und erzeugen nicht span��N��� � Somit gilt im FalleX
b��B

xb� ub� �
X
b��B

yb� ��
N�� � ub�� � � �N�� �

f�ur alle b� � B � xb� � yb� �

Falls b� � B und der Koe#zient von ub� nicht � ist� mu� daher ein Vektor �
N��� ub� mit

nicht trivialem Koe#zienten in der Darstellung ��
�� von x als ganzzahlige Linearkombi�

nation von Vektoren pE�av�b� existieren� das hei�t� es gibt Knoten v�� v� � jeweils inzident

zu e und eine Marke b� � B mit %e�b�� � b� � Also wird e �uberdeckt


Falls der Koe#zient von ub� gleich � ist� dann mu� die Anzahl der Vektoren �N�� � ub�
mit nicht verschwindendem Koe#zienten in der Darstellung ��
�� von x entweder � oder

mindestens � sein
 Im ersten Falle ist die betre�ende Kante von der Markierung �Px
� �Px

� �

unber�uhrt� im letzteren Fall gel�oscht


Damit ist die durch x induzierte Markierung �Px
� �Px

� � in jedem Falle eine Pseudo��Uber�

deckung
 Falls � �� � gilt� so ist f�ur jede Kante e � E der Koe#zient der e�Projektion

pe�av�b�� in der Darstellung der jeweiligen e�Projektion von x als ganzzahlige Linearkom�

bination der pe�av�b� f�ur eine Marke b� � B ungleich � � Da in diesem Falle die Kante e

�uberdeckt wird� erhalten wir f�ur � �� � durch �Px
� �Px

� � sogar eine Total�uberdeckung
 �

Aus obigem Lemma folgt nach Konstruktion der ersten jV�j N � jV�j N Zeilen von A �

da� jede nicht triviale ganzzahlige L�osung x � ZZjV�j N�jV�jN���jV�j �dlogNe des homogenen
linearen Systems Ax � � durch die ersten jV�j N � jV�j N Koordinaten eine Pseudo�
�Uberdeckung �Px

� �Px
� � des Graphen G � �V� � V�� E� induziert
 �Die Einschr�ankung

pE�a
� des �jV�j N � jV�j N � ���ten Spaltenvektors von A ist genau der ��Vektor in

IRjV�jN�jV�j N � und die Einschr�ankung pE�aj� der letzten jV�j �dlogNe Spaltenvektoren aj �

j � jV�j N � jV�j N ��� � � � � jV�j N � jV�j N ��� jV�j �dlogNe ist jeweils genau der ��Vektor
in IRjV�jN�jV�j N ��

F�ur die somit induzierte Pseudo��Uberdeckung �P x
� �P x

� � existiert ein Knoten v� � V� mit

mindestens optMin PLC��I� zugewiesenen Marken
 Dies bedeutet jedoch umgekehrt� da�

x mindestens optMin PLC��I� nicht verschwindende Eintr�age hat
 Mit Eigenschaft ��
��

von Hadamard Matrizen mu� es daher einen Index i� � fjEj �N������ � � � � jEj �N����

jV�j �dlogNeg geben mit ������
jV�j NX
j��

ai	�jxj

������ �
q
optMin PLC��I� �

Da x eine L�osung von Ax � � ist� mu� nach Konstruktion von A f�ur die letzten

jV�j �dlogNe Koordinaten x�jV�j�jV�j�N���i � i � �� � � � � jV�j �dlogNe von x gelten� da�

x�jV�j�jV�j�N���i � �
jV�j NX
j��

ajEj �N����i�j xj � i � �� � � � � jV�j �dlogNe �

��



Somit hat jede nicht triviale ganzzahlige L�osung x von Ax � � mindestens eine Koordi�

nate xjV�jN�jV�j N���i	 � i
� � f�� � � � � jV�j �dlogNeg mit

kxk� � jxjV�j N�jV�j N���i	 j �
q
optMin PLC��I� �

Sei nun optMin PLC��I� � � und �P��P�� die entsprechende Pseudo��Uberdeckung� f�ur die

optMin PLC��I� � � angenommen wird
 Dann stellt o�ensichtlich der �jV�j N � jV�j N �

� � jV�j �dlogNe��dimensionale Vektor x � �x�� � � � � xjV�j N�jV�jN���jV�j �dlogNe� mit

xvi�Pi�vi� �� � �vi � Vi� i � �� �

xvi�b �� � �vi � Vi� �b � B n Pi�vi�� i � �� �

xjV�jN�jV�jN�� �� ��
xjV�jN�jV�jN���i �� �xi i � �� � � � � jV�j �dlogNe

eine L�osung des homogenen linearen Systems Ax � � mit kxk� � � dar


Die Konstruktion der Matrix A aus der Eingabe I �Min PLC� ist in polynomial�Zeit

in der Anzahl der Spalten und Zeilen von A durchf�uhrbar
 Die Anzahl der Spalten und

Zeilen von A ist jeweils polynomial in der Eingabel�ange der Eingabe I � Damit ist die

Behauptung vollst�andig gezeigt
 �

Korollar 
��� Falls NP �� QP � dann existiert kein polynomial�Zeit Algorithmus	 der

das Problem SSIR� bis zu einem Faktor �log
����� N approximiert	 wobei � eine beliebig

kleine positive Konstante und N die bin�are L�ange der Eingabe I von SIR� ist�

Die Aussage des Korollars bedeutet umgekehrt folgendes� Jeder Approximationsalgorith�

mus� der f�ur Eingaben I von SSIR� den minimalen Wert optSSIR��I� bis auf einen Faktor

�log
�����

f�ur ein beliebig kleines positives � approximiert� kann in einen Algorithmus trans�

formiert werden� der � � SAT in quasipolynomialer Zeit entscheidet
 Die Approximation

von SSIR� ist in diesem Sinne bis auf den Faktor �log
����� N fast�NP�hart� wobei � eine

beliebig kleine positive Konstante und N die bin�are L�ange der Eingabe von SSIR� ist


��� Aggregation

Folgendes Lemma� implizit von Kannan �Ka��� bewiesen� gibt eine polynomial�Zeit Bi�

jektion des Anteils der in der ��Norm beschr�ankten L�osungen eines homogenen linearen

Gleichungssystems Ax � � auf den Anteil gleichsam in der��Norm beschr�ankter L�osun�

gen einer einzelnen homogenen linearen Gleichung � a� x � � � an


Lemma 
��
 Sei A �� �ai�j� ��i�r
��j�n

� M�r� n�ZZ� � kAk� �� max ��i�r
��j�n

jai�j j und B� ��

fx � IRn � kxk� � �g die n�dimensionale Kugel um den Nullpunkt mit ��Radius � so


wie k � n kAk� � � � � Dann ist

B� � fx � ZZn j Ax � �g � B� �
�
x � ZZn

���� rX
i��

ki
nX

j��

ai�j xj � �

�
�

��



Beweis� Wir bezeichnen linke bzw
 rechte Seite der obigen Gleichung mit Sr und S� �

respektive
 O�ensichtlich ist Sr � S� �

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen� nehmen wir an� da� ein Element x � S� existiert�

welches mindestens eine der Gleichungen von Ax � � nicht erf�ullt
 Seien a�� � � � � ar die

Zeilenvektoren von A und imax der gr�o�te Index� f�ur den � ai� x � �� � gilt
 Aus kxk� � �

folgt

j � ai� x � j � n kAk� � � k � � � ��

�

Da x � S� mu�
Pr

i�� k
i � ai� x � � � sein
 Nach De�nition von imax erhalten wir

imax��X
i��

ki � ai� x � � �kimax � aimax � x � �� � �

Die linke Seite dieser Gleichung ist damit zum einen ein Vielfaches von kimax � zum anderen

wegen ��

� absolut beschr�ankt durch

�k � ��
imax��X
i��

ki � �k � ��
kimax � k

k � �
� kimax � k � kimax � � �

dies ist ein Widerspruch und beweist damit die behauptete Inklusion
 �

Wir zeigen nun das Hauptresultat dieses Kapitels�

Satz 
��� Falls NP �� QP � dann existiert kein polynomial�Zeit Algorithmus	 der das

Problem SIR� bis zu einem Faktor �log
����� bin�x� approximiert	 wobei � eine beliebig kleine

positive Konstante und bin�x� die bin�are L�ange der Eingabe x von SIR� ist�

Die Approximation von SIR� ist in diesem Sinne bis auf einen Faktor �log
����� bin�x� fast�

NP�hart� wobei � eine beliebig kleine positive Konstante und bin�x� die bin�are L�ange der

Eingabe x von SIR� ist


Beweis� Nach Satz �
�� k�onnen wir annehmen� da� eine Eingabe I� � �V�� V�� E�%�B�N �

von Min PLC� durch eine gap�erhaltende Reduktion � mit Parametern ���� ��� ���
p
���

in eine Eingabe I� von Min ZZ�HLS� abgebildet wird� welche aus einer Matrix

A � M�jEj �N � �� � jV�j �dlogNe � jV�j N � jV�j N � � � jV�j �dlogNe� � f��� �� �g�

besteht


F�ur den Beweis des Satzes gen�ugt es daher� eine gap�erhaltende Reduktion � mit Parame�

tern ���� ��� ��� ��� von Min ZZ�HLS� auf SIR� anzugeben
 Wir �xieren hierzu � � �

und wenden Lemma �
�� auf die Matrix A und � �
p
� sowie k � �jV�j �N � �dlogNe� �

jV�j N���
p
��� an
 �Nach Konstruktion von A ist kAk� � � �� Wir erhalten eine Eingabe

I� �� ��I�� von SIR� � die aus der Gleichung

rX
i��

nX
j��

ki ai�j xj � � ��
��

�




besteht� wobei r � jEj �N � �� � jV�j �dlogNe und n � jV�j N � jV�j N � � � jV�j �dlogNe �
Die bin�are L�ange von I� ist polynomial in jI�j � da ai�j � � f�ur alle � � i � r � � � j � n

und dlog kre � O�r jI�j� �
Sei nun optMinZ�HLS��I�� �

p
� � Nach Lemma �
�� ist eine L�osung x von ��
�� mit

kxk� � p
� ebenfalls eine L�osung von Ax � � � im Widerspruch zu Satz �
��
 Somit mu�

f�ur jede L�osung x von ��
�� gelten� da�

optSIR��I�� �
p
� �

Falls optMinZ�HLS��I�� � � � so ist nach Lemma �
�� jede optimale L�osung f�ur I� Zeuge

f�ur optSIR��I�� � � �

Mit Lemma �
� erhalten wir daher eine quasipolynomial�Zeit Reduktion � �� � � � � so
da� f�ur alle Eingaben I und alle � � � �

I � �� SAT �� optSIR����I�� � �

I �� �� SAT �� optSIR����I�� �

q
�log

����� j��I�j �

Ein polynomial�Zeit Algorithmus� der SIR� bis auf einen Faktor �log
�����

f�ur ein beliebiges

� � � approximiert� kann daher �� SAT in quasipolynomialer Zeit entscheiden
 �

Bemerkung� Wir haben gezeigt	 da� unter der Annahme NP �� QP kein polynomial�

Zeit Algorithmus existiert	 der SIR� bis auf einen Faktor �log
����� N f�ur beliebig kleines

� � � approximiert	 wobei N die bin�are L�ange der jeweiligen Eingabe von SIR� angibt�

Die Verbesserung des Nichtapproximierbarkeitsfaktors �log
����� N auf N 
 f�ur ein beliebiges

� � � ist ein immer noch o�enes Problem� Ebenso o�en ist	 ob in Satz ���� der Nichtap


proximierbarkeit �log
����� N auch unter der Annahme NP �� P statt NP �� QP gilt�

��



Kapitel �

Approximierbarkeit minimaler

diophantischer Approximationen

In Kapitel � haben wir einen Algorithmus angegeben� der f�ur reelle Eingaben x�� � � � � xn�� �
� � � bis auf den Faktor ��n����� max��i�n��

q
� � x�i im Sinne der Existenzaussage von

Dirichlet optimale simultane diophantische Approximationen berechnet


In diesem Kapitel untersuchen wir die Approximierbarkeit eines rationalen Vektors x durch

Bestapproximationen mit beschr�anktem Hauptnenner� das hei�t durch ganzzahlige Vekto�

ren �p�� � � � � pn��� q� mit minimalem max��i�n�� jq xi � pij � wobei das Minimum �uber alle

q � ��� N � f�ur eine vorgegebene nat�urliche Zahl N � IN betrachtet wird
 Mit Hilfe der in

Kapitel � bewiesenen S�atze zeigen wir folgendes Resultat�

Falls NP �� QP � dann existiert kein polynomial�Zeit Algorithmus� der f�ur Eingaben

y � �y�� � � � � yn�� � CQn � � � CQ� und N � IN ganze Zahlen p�� � � � � pn� q
� berechnet� so

da� � � q� � �log
����� bin�y�N und

max
��i�n jq

� yi � pij � �log
����� bin�y� min

��q�N
kq y mod ZZk� �

wobei � eine beliebig kleine positive Konstante ist und k�y�� � � � � yn�� mod ZZk� �

max��i�nminm�Zjyi �mj bezeichnet

Lagarias �Lag�
� betrachtete das Problem zu entscheiden� ob zu gegebenen

y � �y�� � � � � yn�� � CQn � � � CQ� � N � IN gute simultane diophantische Approximatio�

nen existieren� das hei�t� ob es ganze Zahlen p�� � � � � pn� q
� gibt� so da� q� � ��� N � und

max��i�n jq� yi � pij � � � Lagarias bewies die NP�Vollst�andigigkeit dieses Problems
 Das

hierzu kanonische Minimierungsproblem besteht darin� minimale simultane diophantische

Approximationen zu �nden� das hei�t� ganze Zahlen p�� � � � � pn � ZZ q� � ��� N � zu �n�

den� die max��i�n jq� yi � pij minimieren
 Lagarias zeigte in �Lag�
� die Existenz eines

polynomial�Zeit Algorithmus� der f�ur Eingaben y � �y�� � � � � yn�
� � CQn und N � IN gan�

ze Zahlen p�� � � � � pn und q� � ��� �n��N � berechnet� so da�

max
��i�n jq

� yi � pij �
p

n ��n����� min

��q�N
kq y mod ZZk� �

��



Lagarias stellte hierzu folgende Vermutung auf� Unter der Annahme P �� NP gibt es

keinen Algorithmus� der f�ur ein Polynom p�n� in n auf Eingaben y � �y�� � � � � yn�� � CQn

und N � IN ganze Zahlen p�� � � � � pn und q� � ��� p�n�N � berechnet mit

max
��i�n

jq� yi � pij � p�n� min
��q�N

kq y mod ZZk� �

und polynomial viele Bitoperationen in der Eingabel�ange unabh�angig von der Dimension

n durchf�uhrt� das hei�t� die Approximation �des Nenners� der besten simultanen diophan�

tischen Approximation �p�� � � � � pn� q� mit q � ��� N � ist bis auf einen Faktor p�n�NP�hart


Das Resultat diese Kapitels ist daher ein Schritt dahin� die L�ucke zwischen oberen und

unteren Schranken f�ur die Approximierbarkeit des Nenners der besten simultanen dio�

phantischen Approximation zu schlie�en


Wir f�uhren im �
 Paragraphen das Minimierungsproblem Minimale Diophantische Ap�

proximation in der ��Norm Min DA� ein
 Danach geben wir eine gap�erhaltende

polynomial�Zeit Reduktion von dem in Kapitel � behandelten Problem SIR� auf

Min DA� an und zeigen damit das Hauptresultat dieses Kapitels
 Die gap�erhaltende

Reduktion verwendet � Lemmata aus der Analytischen Zahlentheorie� welche in Para�

graph � separat bewiesen werden


Der Inhalt diese Kapitels entspricht im wesentlichen dem der Arbeit �RSe��b�


��� Minimale Simultane Diophantinische Approximationen

Wir benutzen die gleiche Notation wie in Kapitel �
 Das Problem Minimale Simultane

Diophantische Approximation in ��Norm Min DA� ist wie folgt de�niert�

Min DA� �

Gegeben ein rationaler Vektor y � �y�� � � � � yn�
� � CQn und eine nat�urliche Zahl N � IN �

Finde eine nat�urliche Zahl q � ��� N � � den Nenner der diophantischen Approximation	 mit

minimalem kq y mod ZZk� �� max��i�nminm�Zjq yi �mj �

Satz ��� Das Problem Min DA� ist NP�hart�

Beweis� �Lag�
�� Theorem E� Seiten �������
 �

Im restlichen Teil dieses Abschnitts zeigen wir� da� f�ur eine beliebig kleine positive Kon�

stante � die Approximierbarkeit von Min DA� bis auf einen Faktor �log
����� bin�y� fast�

NP�hart ist� wobei bin�y� die bin�are L�ange der Eingabe y von Min DA� ist
 Wir modi�

�zieren hierzu den von Lagarias in �Lag�
� angegebenen Beweis der NP�Vollst�andigkeit

des Entscheidungsproblems Gute Simultane Diophantische Approximation�

Satz ��� Es existiert eine polynomial�Zeit Abbildung � � die Eingaben I von SIR� auf

Eingaben ��I� � �y �� �a
�b
� � � � � an�bn�
� � N� abbildet	 so da� f�ur alle Eingaben I und

alle � � ��� jI j� �

��



Ist optSIR��I� � � � so ist min��q�N kq y mod ZZk� � �
b�
�

Falls optSIR��I� � � � dann folgt min��q��N kq y mod ZZk� � � �
b�
�

Beweis� Sei I �� �x�� � � � � xn�
� � ZZn�f�g die Eingabe von SIR� und & �� n bin�kxk�� �

jI j sowie � � ���&� �

Wir folgen dem Beweis von Lagarias �Lag�
� und f�uhren in � Schritten eine gap�erhaltende

polynomial�Zeit Reduktion � von I auf eine Eingabe ��I� von Min DA� durch�

Zuerst reduzieren wir das Problem� einm � ZZn�f�gmit � m� x � � � und kmk� � � zu

�nden� auf das Problem eine in der��Norm durch � beschr�ankte L�osung einer Kongruenz

modulo einer Primzahlpotenz zu �nden


Seien hierzu P �� �pk�k�Ndie Folge der Primzahlen und ps� die kleinste Primzahl mit

ps� � j
Qn
i�� xi �

Seien weiter X �� �
Pn

i�� jxij und R �� blogps� Xc� � �

Wir machen bei unserer Reduktion von den folgenden � Lemmata Gebrauch� deren Beweis

auf Abschnitt 

� verschoben wird�

Lemma ��� Es existiert ein s � IN � so da� f�ur eine Teilmenge fpsk � � � k � ng �
P � �ps� ���� ps� die Zahlen Ri ��

Qs
j�� pj � psi � i � �� � � � � n � paarweise teilerfremd sind

und folgende Bedingungen erf�ullen�

Ri � Ri�� � i � �� � � � � n� � � �

��

Rn �
�� �

�
R� � �

��

ggT �Ri� ps�

nY
j��

xj� � � � i � �� � � � � n � �

��

s��Y
j��

pj � � � pRs� �n� �� � �

��

Die Zahlen Ri � i � �� � � � � n sind in polynomial vielen Bitoperationen in & konstruierbar�

Lemma ��
 Seien die Bezeichnungen wie in Lemma ��� und R�� � � � � Rn die gem�a�

Lemma ��� konstruierten paarweise teilerfremden Zahlen� Dann existieren ganze Zahlen

r�� � � � � rn � so da� f�ur i � �� � � � � n �

ri � � mod
nY
j��
j ��i

Rj � �


�

ri � xi mod pRs� � �

��

ri �� � mod Ri � �

��

jrij �
�

� � �n� ��

nY
j��

Rj � �

��

Die Zahlen ri � i � �� � � � � n sind in polynomial vielen Bitoperationen in & berechenbar�

��



Aus �

�� und X � pRs� folgt� da� die beiden Gleichungssysteme

nX
i��

mi xi � � � �

�a�

� � kmk� � � �

�b�

und

nX
i��

mi ri � � mod pRs� � �

��a�

� � kmk� � � �

��b�

dieselbe ganzzahlige L�osungsmenge haben


Im zweiten Schritt transformieren wir die Kongruenz �

��a� in n Variablen in ein System

von n � � Kongruenzen in einer Variablen
 Hierzu de�nieren wir f�ur einen ganzzahligen

nicht trivialen Vektor m die Gr�o�en

Z ��
nX

j��

mj rj � H ��
nX

j��

jrjj

und B ��
Qn

i��Ri � Hieraus folgt f�ur � � kmk� � � insbesondere Z � �H und mit �

��

aus Lemma 

�

Z � � n
�

� � �n� ��
B � B�� � �

���

Lemma ��� Sei optmod SIR��r�� � � � � rn � p
R
s�� die ��Norm der k�urzesten nicht trivialen

ganzzahligen L�osung von �����a�� Dann gilt

optmod SIR��r�� � � � � rn � p
R
s�� � �

�� �Z � ��H�H �� ZZ� f�g � Z � � mod pRs� � �

����
�m � �m�� � � � � mn�

� � ZZn � f�g � Z � mj rj mod Rj � j � �� � � � � n � kmk� � �
�
�

optmod SIR��r�� � � � � rn � p
R
s�� � �

�� �Z � ���H� �H �� ZZ� f�g � Z � � mod pRs� � �

����
�m � �m�� � � � � mn�

� � ZZn � f�g � Z � mj rj mod Rj � j � �� � � � � n � kmk� � �
�
�

Beweis� �

���� Sei m � �m�� � � � � mn�
� eine L�osung von �

��a� mit kmk� �

optmod SIR��r�� � � � � rn � p
R
s�� � � � F�ur Z ��

Pn
j��mj rj gilt nach �


� und �

�� von Lem�

ma 

� Z � mj rj �� � mod Rj � denn mindestens ein mj ist ungleich � � Daher ist Z �� � �

Aus kmk� � � folgt weiterhin jZj � H � Au�erdem gilt nach De�nition Z � � mod pRs�
sowie wegen �


� aus Lemma 

�

Z � mj rj mod Rj � j � �� � � � � n �

�

���� Wir nehmen an� da� ein Z � ���H� �H �� ZZ � f�g existiert mit Z � � mod pRs�
und f�ur alle m � �m�� � � � � mn�� � ZZn � f�g mit Z � mj rj mod Rj � j � �� � � � � n gilt�

da� kmk� � � � das hei�t jmj j � � � j � �� � � � � n � Um einen Widerspruch herzuleiten�

beweisen wir die Existenz einer L�osung m � ZZn � f�g f�ur �

��a� mit � � kmk� � � �

Sei m �� �m�� � � � � mn�� � ZZn � f�g ein Kandidat f�ur eine solche L�osung und Z ��Pn
j��mj rj � Dann gilt nach �


� aus Lemma 

�

mj rj � Z mod Rj � j � �� � � � � n �

��



Wir zeigen f�ur das so gegebene Z� da� die Zahlen mj mod Rj � j � �� � � � � n eindeutig

bestimmt sind


Nach �

�� aus Lemma 

� ist ggT �rj� Rj� � � � j � �� � � � � n � Somit existiert f�ur jedes

j � �� � � � � n ein eindeutig bestimmtes r�j � ��� Rj� � ZZ mit rj r
�
j � � mod Rj � �Die Be�

rechnung von r�j erfolgt mit Hilfe des Bin�aren Euklidischen Algorithmus in O��dlog rje���
Bitoperationen �Le���
 Die in Lemma 

� angegebene obere Schranke f�ur die Bitkomple�

xit�at der Konstruktion der ri � i � �� � � � � n umfa�t diese obere Schranke


Wir erhalten f�ur alle mj � ���� ��� ZZ � j � �� � � � � n �

mj � mj rj r
�
j � mj rj r

�
j � mj mod Rj �

Wir zeigen nun� da� sogar mj � ���� ��� ZZ gilt�
Nach dem Chinesichen Restsatz hat das System von n Kongruenzen

Z � mj rj mod Rj � mj � ���� ��� ZZ � j � �� � � � � n

nach De�nition von B �
Qn

j��Rj genau �� �� ��n m�ogliche L�osungen Z in dem Intervall

���
� B�

�
� B� �

Wegen �

��� existieren h�ochstens �� �� ��n L�osungen des Systems

Z � mj rj mod Rj � jmj mod Rj j � � � � � j � n

jZj � �H �

Andererseits k�onnen wir �� �� ��n verschiedene L�osungen direkt angeben� n�amlich genau

alle m �� �m�� � � � � mn�� � ZZn mit

mj � ���� ��� ZZ � j � �� � � � � n �

Alle diese L�osungen sind verschieden� denn falls m
���
j �� m

���
j f�ur ein � � j � n � so folgt

f�ur Z�i� ��
Pn

j��m
�j�
j rj � i � �� � mit rj �� � mod Rj � da�

Z��� � m
���
j rj �� m

���
j rj � Z��� mod Rj �

ein Widerspruch


Dies bedeutet� da� wir somit alle �� ����n verschiedene L�osungen m �� �m�� � � � � mn�� �
ZZn mit mj � ���� �� � j � �� � � � � n gefunden haben


Weiterhin gilt Z � � genau dann� wenn mj � � f�ur alle j � �� � � � � n � Aus Z �
Pn

j��mjrj
und �

�� von Lemma 

� folgt Z � � mod pRs� und damit optmod SIR��r�� � � � � rn � p

R
s�� �

� � �

Im dritten und letzten Schritt geben wir die Transformation des Systems von n� � Kon�

gruenzen von Lemma 


 in eine Eingabe von Min DA� an�

��



Lemma ��� Sei ��y
� y�� � � � � yn � N� die Eingabe von Min DA� � die wie folgt de�niert

ist�

N �� R�

y
 �� �
pRs�

yj ��
r�j
Rj

� j � �� � � � � n �

wobei r�j das oben eindeutig bestimmte Inverse von rj mod Rj ist� Dann gilt

�Z � ��H�H �� ZZ� f�g � Z � � mod pRs� ��
�m � �m�� � � � � mn�

� � ZZn � f�g � Z � mj rj mod Rj � j � �� � � � � n � kmk� � �
�

�� �Z � ��H�H �� ZZ� f�g � �nj��min
k�Z

jZmj � kj � �

N
� �

���

�Z � ���H� �H �� ZZ� f�g � Z � � mod pRs� ��
�m � �m�� � � � � mn�

� � ZZn � f�g � Z � mj rj mod Rj � j � �� � � � � n � kmk� � �
�

�� �Z � ���H� �H �� ZZ� f�g � �j�f������ngmin
k�Z

jZmj � kj �
�

N
� �

�
�

Beweis� �

���� Sei Z � ��H�H � � ZZ � f�g mit Z � � mod pRs� und f�ur alle

m �� �m�� � � � � mn�
� � ZZn � f�g mit Z � mj rj mod Rj � j � �� � � � � n gelte kmk� � � �

O�ensichtlich ist dann

min
k�Z

jZ y
 � kj � min
k�Z

jZ �

pRs�
� kj � � �

Weiterhin folgt nach Voraussetzung sowie wegen �

�� aus Lemma 

� f�ur j � �� � � � � n �

min
k�Z

����Z r�j
Rj
� k

���� � min
k�Z

����mjrjr�j
Rj

� k

���� � min
k�Z

���mj

Rj
� k

��� � �
Rj

� �
R�

�

Somit existiert eine nicht triviale ganze Zahl Z mit den behaupteten Eigenschaften


�

�
�� Wir nehmen� es existiert eine ganze Zahl Z � ���H� �H �� ZZ � f�g � so da� f�ur
alle j � �� �� � � � � n

min
k�Z

jZ yj � kj � �
R�

�

und zeigen� da� dann schon kmk� � � im Widerspruch zur Voraussetzung gelten mu�


Aus �

�� von Lemma 

� wissen wir� da� �
pRs�

� �
R�

� Mit mink�ZjZ �
pRs�

� kj � �
R�

folgt

daher

min
k�Z

jZ �
pRs�

� kj � � �

und daher Z � � mod pRs� �

Nach �

�� und �

�� von Lemma 

� gilt ���
Rj

� �
R�

� In Verbindung mit mink�ZjZ yj � kj �
�
R�

erhalten wir

min
k�Z

jZ r�j
Rj
� kj � �

Rj
�

��



Diese Ungleichung kann jedoch nur erf�ullt sein� wenn f�ur alle j � �� � � � � n �

Z � mj rj mod Rj � jmj j � � � �

Beweis von Satz ���� Mit der Identit�at der L�osungsmengen der Systeme �

�a� und

�

��a� und der in den Lemmata 


 und 

� beschriebenen polynomial�Zeit Transforma�

tionen des Systems �

��a� auf die Eingabe ��y
� y�� � � � � yn� � N� von Min DA� erhalten

wir eine gap�erhaltende Reduktion von Min SIR� auf Min DA� �

Um zu beweisen� da� diese Reduktion polynomial�Zeit ist� gen�ugt es zu zeigen� da�

die Konstruktion der paarweise teilerfremden ps� � R�� � � � � Rn und die Konstruktion der

Zahlen r�� � � � � rn in polynomial vielen Bitoperationen in der bin�aren L�ange der Eingabe

�x�� � � � � xn�
� � ZZn � f�g von SIR� m�oglich ist
 Die Behauptung folgt daher mit den

Lemmata 

� und 

�
 �

Wir erhalten insgesamt folgendes Ergebnis�

Satz ��� Falls NP �� QP � dann existiert kein polynomial�Zeit Algorithmus	 der f�ur Ein


gaben y � CQn und N � IN eine ganze Zahl q� � ��� �log
����� bin�y�N � berechnet	 so da�

kq� y mod ZZk� � �log
����� bin�y� min

��q�N
kq y mod ZZk� �

Dabei ist � eine beliebig kleine positive Kostante und bin�y� die bin�are L�ange der Eingabe

y von Min DA� �

��� Etwas Primzahltheorie

F�ur den Beweis der beiden Lemmata 

� und 

� ben�otigen wir folgendes Resultat aus der

analytischen Zahlentheorie�

Satz ��� �vergleiche �RoS�
��

Sei 
�n� die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich n � IN und pn die n�te Primzahl�

Dann gilt f�ur n � �� �

n

logn � �
�

� 
�n� � ���
�
n

logn
� �

���

n log n � pn � ����n logn � �

���

Lemma ���� Seien x�� � � � � xn � ZZ � & �� n bin�max��i�n jxij� � � � ���&� und X ��

�
Pn

i�� jxij � Sei P �� �pk�k�Ndie Folge der Primzahlen und ps� die kleinste Primzahl mit

ps� � j
Qn
i�� xi � sowie R �� blogps� Xc� � �

Dann existiert ein s � IN � so da� f�ur eine Teilmenge fpsk � � � k � ng � P � �ps� ���� ps�

die Zahlen Ri ��
Qs

j�� pj � psi � i � �� � � � � n � paarweise teilerfremd sind und folgende

��



Bedingungen erf�ullen�

�
��� Ri � Ri�� � i � �� � � � � n� � �

�
��� Rn �
�� �

�
R� �

�
��� ggT �Ri� ps�

nY
j��

xj� � � � i � �� � � � � n �

�
���
s��Y
j��

pj � � � pRs� �n� �� �

Die Zahlen Ri � i � �� � � � � n sind in O�&� �dlog &e��� vielen Bitoperationen konstruierbar�

Beweis�Wir zeigen zuerst� da� f�ur Primzahlen ps� � � � � � psn � P � �ps� ���� ps� die Zahlen

Ri �
Qs

j�� pj � psi � i � �� � � � � n paarweise teilerfremd sind
 Angenommen� dies ist nicht

der Fall� dann existieren Indizes � � l � k � n und eine Primzahl p� die ggT �Rl� Rk�

teilt
 Dann teilt p auch Rl � Rk � Nach Konstruktion ist Rk �Rl � ��� ps� � � Primzahlen

p � ��� ps� � die Rl f�ur ein � � l � n teilen� w�urden nach Konstruktion von Rl aber pkl
teilen� womit sofort der Widerspruch folgt


Ungleichung �

�� folgt nach Konstruktion der Ri und �

�� ergibt sich aus der Bedingung

ps � psi � ���
� ps � i � �� � � � � n �

Rn �
sY

j��

pj � psn �
sY

j��

pj �
�� �

�
ps �

�� �

�
R� �

�

��� ps� ist die kleinste Primzahl mit ps� � j
Qn
i�� xi � Die bin�are L�ange von

Qn
i�� xi ist

kleiner als
Pn

i���dlog jxije� �� � & � Damit hat
Qn

i�� xi h�ochstens & Primfaktoren
 ps� ist

daher eine der ersten &� � Primfaktoren


Wir w�ahlen s gro� genug� damit es mindestens n Zahlen
Qs

j�� pj�psi mit psi � �ps�
���
� ps�

gibt� die �

�� erf�ullen
 Das Produkt ps�
Qn

j�� xj hat maximal & � � Primfaktoren� von

denen Primfaktoren p � fp�� � � � � psg die Zahlen Qs
j�� pj � psi nicht teilen k�onnen
 Das

Intervall� in dem die Ri gew�ahlt werden� hat L�ange kleiner als
ps
� � Jeder der & � � Prim�

faktoren� der ps�
Qn

i�� xi teilt und gr�o�er als ps ist� kann daher nur eine Zahl in diesem

Intervall teilen
 Unter n � & � � Zahlen
Qs

j�� pj � psi mit psi � �ps�
���
� ps� sind daher

mindestens n Zahlen� die �

�� erf�ullen
 Wir nehmen als die Ri genau diese Zahlen
 Im

Anschlu� an den Beweis von �

�� geben wir explizit die Gr�o�e von s an


�

��� Nach De�nition von R ist

R � dlogps� ��
nX

j��

jxij�e � �� log n� ��
 log max
��i�n jxij�� log ps� � � �

Nach �

��� von Satz 

� gilt f�ur s � �&� �� � � log n� ��
 logmax��i�n jxij daher ins�
besondere

pRs� � pR��s� ps� �
s��Y
j��

pj��� � �n� ��� �

��



Wahl von s� Bei der Wahl von s mu� sichergestellt sein� da� Bedingungen �

�� und

�

�� erf�ullt sind und mindestens n � & � � verschiedene Primzahlen psi � �ps�
���
� ps� �

i � �� � � � � n bzw
 in ��� ���� ps� mindestens n�&���s verschiedene Primzahlen existieren


Die Anzahl der Primzahlen in ��� ���� ps� ist nach �

��� von Satz 

� mindestens

�� �

�

ps
log ps

�

Nach �

��� aus Satz 

� ist s daher so zu w�ahlen� da�

s � ���
� � �n�&� �� � �

���

F�ur s �� � �&� ��� erf�ullt s Bedingungen �

��� �

�� sowie �

���


Anzahl der Bitoperationen� Wir f�uhren den Primzahltest einer Zahl z � ZZ mittels

Trial Division� das hei�t durch Division mit allen ungeraden Zahlen kleiner oder gleich

bpjzjc durch
 Dies erfordert bpjzj��c �blogpjzjc�� viele Bitoperationen�
 Um ps� zu �n�

den� sind nach �

��� aus Satz 

� damit h�ochstens O�bp& log&c �blogp& log&c��� �
O�dp&�log&��e� Bitoperationen erforderlich

Um die n � & � � Primzahlen in ��� ���� ps� zu �nden� f�uhren wir wiederum Trial Di�

vision durch
 Dies erfordert nach �

��� aus Satz 

� h�ochstens O�dpps �logpps��e� �
O�dps log s �logps log s��e� � O�dps �log s��e� Bitoperationen

Wir z�ahlen au�erdem die Bitoperationen� die erforderlich sind� um n � & � � ZahlenQs

j�� pj � psi auf Teilerfremdheit mit ps�
Qn

i�� jxij � ���� zu testen
 Den Test auf Teiler�

fremdheit f�uhren wir mit dem Bin�aren Euklidischen Algorithmus�durch
 Nach �

��� von

Satz 

� ist

sY
j��

pj � psi � ��

sY

j��

pj � ���� s log s �

Ein Test auf Teilerfremdheit ben�otigt wegen &�� � s daher O�s� �dlog se��� Bitoperatio�
nen
 Die �n�&����malige Anwendung eines solchen Tests kostet somit O�� & s� �dlog se���
Bitoperationen
 Die Anzahl der Bitoperationen f�ur die Konstruktion der n Zahlen Ri ist

nach obiger Wahl von s damit durch O�&� �dlog &e��� &� d�log &��e� � O�&� �dlog &e���
beschr�ankt
 �

Die im Beweis von Lemma 

� angegebene Wahl von s impliziert folgendes

Lemma ��
� Seien die Bezeichnungen wie in Lemma ��� und Ri � i � �� � � � � n � die gem�a�

Lemma ��� konstruierten paarweise teilerfremden Zahlen Ri ��
Qs

j�� pj � psi mit ps �

psi �
���
� ps f�ur ein s � � �&� ��� �

�Es werden b
p
jzj��c Divisionen durchgef�uhrt� von denen jede nach der Schulmethode maximal

�blog�
p
jzj���c�� viele Bitoperationen kostet� siehe zum Beispiel �Ko���� Seite 	��


�Der Bin�are Euklidische Algorithmus �nach �Le
���� angewendet auf Zahlen der Bitl�ange 
 ben�otigt

O�
�� Bitoperationen auf Zahlen mit Bitl�ange 
� �Kn�	�� Seiten 
�	�
�



�




Dann existieren ganze Zahlen r�� � � � � rn � so da� f�ur i � �� � � � � n �

�
�
� ri � � mod
nY
j��
j ��i

Rj �

�
��� ri � xi mod pRs� �

�
��� ri �� � mod Ri �

�
��� jrij �
�

� � �n� ��

nY
j��

Rj �

Die Zahlen ri � i � �� � � � � n sind in O�&�� �dlog &e�
� Bitoperationen berechenbar�

Beweis� Nach Lemma 

� sind f�ur jedes i � �� � � � � n die Zahlen ps� � Ri und Si ��
Qn

j��
j ��i

Rj

paarweise teilerfremd
 Wir k�onnen daher den Chinesischen Restsatz f�ur i � �� � � � � n auf

die Kongruenzen

zi � � mod Si �

zi � xi mod pRs�

anwenden
 Dann existiert ein eindeutig bestimmtes r
i � ��� Si ps� � � so da�

r
i � � mod Si �

r
i � xi mod pRs� �

F�ur jedes i � �� � � � � n setzen wir nun rki �� r
i � k pRs� Si mit k � IN � � und w�ahlen als ri
das rki mit minimalem Index k � so da� ggT �rki � Ri� � � bzw
 rki �� � mod Ri �

Da ggT �Ri� ps� Si� � � � kann ein Primteiler von Ri nur jeweils eines der rki � k �

�� �� � � � � Ri � � teilen
 Ri hat h�ochstens blogRic verschiedene Primteiler
 Somit existiert
ein Index k � ��� � � � � � blogRic� mit rki �� � mod Ri � Nach �

��� von Satz 

� und Kon�

struktion von Ri ist

logRi � log
�� �

�
�

sX
j��

log pj � ��
 s log s � ��
 ps � �

���

Da Ri keinen Primteiler kleiner oder gleich ps besitzt� gibt es daher h�ochstens ��
 s log s�s
viele Primzahlen in �ps� ��
 ps� � die Ri und rki teilen� dies bedeutet umgekehrt� da� wir nur

h�ochstens ��
 s log s � s viele rki auf ggT �Ri� r
k
i � � � testen m�ussen� um eines zu �nden�

welches rki �� � mod Ri erf�ullt


Mit obiger Wahl von s folgt wegen �

��

jrki j � jr
i j� ���
 ps � s� pRs�

nY
j��
j ��i

Rj

� � ps pRs�
Ri

nY
j��

Rj � �

� � �n� ��

nY
j��

Rj �

��



Anzahl der Bitoperationen� F�ur jedes i � �� � � � � n ist nach �

��� und �

��� von Satz



� die bin�are L�ange des Moduls ps�
Q

j��
j ��i

Rj durch

n� n
sX

j��

log pj � ��
n s� log s

beschr�ankt
 Die n�malige Anwendung des Chinesischen Restsatzes mit Hilfe des Bin�aren

Euklidischen Algorithmus kostet damit O�n �n s� dlog se��� Bitoperationen
 Das Testen
eines rki auf ggT �rki � Ri� � � geht mit dem Bin�aren Euklidischen Algorithmus in

O��dlog rki e��� Bitoperationen und erfordert wegen rki � blogRic pRs�
Q

j��
j ��i

Rj und �

���

insgesamt O��n s� �dlog se������ Bitoperationen
 Dies schlie�t die Berechnung des Inver�

sen r�i � �rki �
�� mod Ri mit ein
 Da wir diesen Test f�ur jedes i � �� � � � � n maximal

blogRic oft durchf�uhren m�ussen� ist die Anzahl der Bitoperationen f�ur alle Tests durch

O�n� s� �dlog se�
� beschr�ankt

Nach Wahl von s ben�otigt daher die Berechnung der ri � i � �� � � � � n insgesamt

O�&�� �dlog &e�
� Bitoperationen
 �

��
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