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‘That day, for no particular reason, I decided
to go for a little run. So, I ran to the end of the
road, and when I got there, I thought maybe
I’d run to the end of the town. And when I
got there, I thought maybe I'd just run across
Greenbow County. And I figured since I'd run
this far, maybe I'd just run across the great
state Alabama, and that’s what I did. I ran
clear ’cross Alabama. For no particular rea-
son I just kept on going. I ran clear to the
ocean. And when I got there, I figured since
I’d gone this far, I might as well turn around
just keep on going. And when I got to ano-
ther ocean, I figured since I'd gone this far,
I might as well just turn back keep right on
going. When I got tired I slept. When I got
hungry I ate. When I had to go, you know, I
went.’ ‘And so, you just ran 17’ ‘Yeah I’

Paramount Pictures, ‘Forrest Gump’






Zusammenfassung

Wir behandeln Kettenbruchentwicklungen in beliebiger Dimension. Wir geben einen Ket-
tenbruchalgorithmus an, der fiir beliebige Dimension n simultane diophantische Appro-
ximationen berechnet, die bis auf den Faktor 2("*2)/4 optimal sind. Fiir einen reellen
Eingabevektor z := (21,...,2,-1,1) berechnet der Algorithmus eine Folge ganzzahli-
ger Vektoren ((p(lk)7 .. .,pflk_)l,q(k)))keN, so daB fiir i = 1,...,n — 1 : |¢™ ay —pgk)| <

2(nt2)/4 /1 —I—x?/qﬁ. Nach Sidtzen von Dirichlet und Borel ist die Schranke optimal

in dem Sinne, als dafl der Exponent ﬁ im allgemeinen nicht erh6ht werden kann. Der
Algorithmus konstruiert eine Folge von Gitterbasen des Z", welche die Gerade z R ap-
proximieren. Fiir gegebenes ¢ > 0 findet der Algorithmus entweder eine Relation zu z , das
heifit einen ganzzahligen zu x orthogonalen Vektor (ungleich Null), mit euklidischer Lange
kleiner oder gleich 27/2=1¢=1  oder er schlieBt Relationen zu z mit euklidischer Linge
kleiner als e~! aus. Der Algorithmus fiihrt in der Dimension n und |log¢| polynomial viele
arithmetische Operationen auf rellen Zahlen in exakter Arithmetik aus. Fiir rationale Ein-
gaben @ := (p1,...,pn)/Pn, € > 0mit py,...,p, € Z besitzt der Algorithmus polynomiale
Bitkomplexitdt in O(3-7" [log |p:|] + [|logel]) .

Eine Variante dieses Algorithmus konstruiert fiir Eingabevektoren z einen (von z nicht
notwendigerweise verschiedenen) Nahebeipunkt 2’ zu 2 und eine kurze Relation zu 2’. Im
Falle 2’ # x kdénnen wir die Existenz von Relationen kleiner als (2 ¢)~! fiir Punkte in einer
kleinen offenen Umgebung um 2’ ausschlieBen. Wir erhalten in diesem Sinne eine stetige
untere Schranke fiir die Lainge der kiirzesten Relation zu Punkten in dieser Umgebung.
Die fiir 2’ berechnete Relation ist bis auf einen in der Dimension n exponentiellen Faktor
kiirzeste Relation fiir 2’.

Zur Implementierung des Kettenbruchalgorithmus stellen wir ein numerisch stabiles Ver-
fahren vor und berichten iiber experimentelle Ergebnisse.

Wir geben untere Schranken fiir die Approximierbarkeit kiirzester Relationen in der
Maximum—Norm und minimaler diophantischer Approximationen an:

Unter der Annahme, dafi die Klasse NP nicht in der deterministischen Zeitklasse
O(nPeloen) enthalten ist, zeigen wir: Es existiert kein Algorithmus, der fiir rationale
Eingabevektoren z polynomial in der Bitlinge bin(z) von z ist und die in der Maximum-—

5-¢ bin(z)

Norm kiirzeste Relation bis auf einen Faktor 2'°8" approximiert. Dabei ist { eine

beliebig kleine positive Konstante.

Wir {ibertragen dieses Resultat auf das Problem, zu gegebenen rationalen Zahlen
Z1,...,Z,—1 und einem rationalen € > 0 gute simultane diophantische Approximationen
zu finden, das heifit rationale Zahlen %1, ..., =L mit méglichst kleinem Hauptnenner ¢ zu
konstruieren, so dafl maxj<;<n—1 lqgz; — pi| < €. Wir zeigen unter obiger Annahme, daf}
kein Algorithmus existiert, der fiir gegebene rationale Zahlen x4, ..., z,_1 und natiirlicher
Zahl N polynomial-Zeit in der Bitlinge bin(z) von z ist und simultane diophantische Ap-
proximationen berechnet, so dafl max<;<,—1 |q; — p;| fiir ¢ € [1, N] bis auf den Faktor

9log™ ¢ bin(e) 1ninimal ist. Hierbei ist ¢ wieder eine beliebig kleine positive Konstante.






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

1 Einfithrung

1.1 Notationen . . . . . . . . . . e
1.2 Gitter . . o . o
1.3 Reduktion von Gitterbasen . . . .. ... .. ... o oL,
1.4 Relationen . . . . . . . oL

1.5 Der HJLS-Algorithmus . . . . . .. .. .. .

Relationenalgorithmen und Stabilitat

2.1 Der Relationenalgorithmus . . . . . ... ... .. L L oL
2.2 Analyse in exakter reeller Arithmetik . . . . . . . .. ... ... ...
2.3 Analyse des Relationenalgorithmus in rationaler Arithmetik . . .. ... ..
2.4 Numerische Stabilitdt . . . . . ... ... oo oL

2.5 Implementierung und experimentelle Resultate . . . . .. .. ... ... ..

Ein stabiler h6herdimensionaler Kettenbruchalgorithmus
3.1 Diophantische Approximationen . . . . . . . . . ... ... .o

3.2 Diophantische Approximation mit dem stabilen Relationenalgorithmus . . .

Approximierbarkeit kiirzester Relationen

4.1 Grundlagen . . . . . L L
4.2 Minimale Pseudo-Markeniiberdeckung . . . . . ... ... ..o 0.
4.3 Minimale Z-Losung homogener linearer Gleichungssysteme . . . . . .. ..

4.4 Aggregation . . . . .. L oL e e e

12
17
18

25
26
29
37
44
52

59
59
60

63



5 Approximierbarkeit minimaler diophantischer Approximationen
5.1 Minimale Simultane Diophantinische Approximationen . . . . . .. ... ..

5.2 Etwas Primzahltheorie . . . . . . . . . . e



Einleitung

Der Kettenbruchalgorithmus berechnet zur reellen Zahl x eine Folge von Approximationen
2—7 mit teilerfremden ganzen Zahlen p, ¢, die sogar Bestapproxzimationen sind. Der Ketten-
bruchalgorithmus bricht genau dann ab, wenn z rational ist. In diesem Fall ist (—g¢, p) ein

zu (z,1) orthogonaler ganzzahliger Vektor.

Der Kettenbruchalgorithmus 16st somit folgende Probleme in Dimension n = 2 :

1. Approximiere gegebene reelle Zahlen z,..., 2,1 durch rationale Zahlen %1, ey p"q_l
2. Falls x1,...,2,-1,1 iiber Z linear abhéangig sind, finde eine kurze ganzzahlige Relation
(my,...,my) 2u (T1,...,Tp—1, 1) mit Z?:_ll m;x; +m, =0.

In dieser Arbeit behandeln wir Algorithmen, die diese beiden Probleme fiir beliebige Di-
mensionen n 16sen. Jacobi [Jal868], Poincaré [Po1884], Minkowski [Mi05], Perron [Pe07],
Bernstein [Bern71], Brun [Bru20], Szekeres [Sz70], unter vielen anderen, iibertrugen den
2—-dimensionalen Kettenbruchalgorithmus auf héhere Dimensionen. Ziel der als Jakobi—
Perron—Algorithmen bekannten Verallgemeinerungen des 2—dimensionalen Kettenbruchal-
gorithmus, ist es, reelle Zahlen zq, ..., z,_; durch rationale Zahlen zu approximieren oder
eine Relation fiir z1,...,2,_1,1 zu finden. Jakobi—Perron Algorithmen approximieren fiir
Eingaben z1,...,2,-1 € R die Gerade z R mit z := (z1,...,2,-1,1) durch Folgen von
Gitterbasen des Gitters Z". Sie terminieren, sobald sie eine Relation fiir 2 gefunden haben.
Fiir einige der Jakobi-Perron—Algorithmen gibt es jedoch Beispiele reeller Fingabevekto-
ren ¢ := (Z1,...,%,-1,1), deren Koordinaten iiber Z linear abhingig sind und fiir die
der Algorithmus keine Relation findet [Bru20, Berg80, FIF'82]. Die von Jakob—Perron—
Algorithmen konstruierten Folgen von Gitterbasen des Z"™ approximieren die Gerade z R
in dem Sinne, dafl die Winkel zwischen der Geraden z IR und allen Basisvektoren des
Z" gegen 0 konvergieren. Man spricht in diesem Falle auch von schwacher Konvergenz.
Perron fiihrte fiir Folgen von Basen des Gitters Z™, welche gegen eine Gerade z IR kon-
vergieren, die starke bzw. ideale Konvergenz ein. Die Abstinde der Basisvektoren ideal
konvergenter Folgen von Gitterbasen des Z™ zur Geraden z R konvergieren gegen 0 ; dies
bedeutet, dafl die zu z orthogonalen Projektionen der Basisvektoren des Z" beliebig klein
werden. Algorithmen, fiir die die zu x orthogonalen Projektionen der Basisvektoren des
Z" beliebig klein werden, finden stets Relationen zu z, sofern solche existieren. Sind die
Koordinaten von x linear unabhingig iiber Z, konstruieren solche Algorithmen eine ideal
konvergente Folge von Gitterbasen des Z™ an die Gerade 2 IR . Dirichlet bewies die Existenz

von guten (ganzzahligen) Approximationen: Es gibt unendlich viele ganzzahlige Vektoren
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1
b = (p1,...,Pn-1,9), die maxj<ic,—1|qa; —p;| < 1/¢n=7 erfiillen. Die von einem Ap-
proximationsalgorithmus konstruierte Folge von Gitterbasen des Z" an die Gerade z R
ist genau dann ideal konvergent, wenn in der Folge der Approximationen (p1,...,pn-1,9)

maxi<i<n—1 |¢2; — p;| gegen 0 konvergiert.

Ferguson und Forcade [FF79] gaben 1979 als erste einen Approximationsalgorithmus an,
der fiir iiber Z linear abhingige Eingaben z,...,2,-1,1 stets mit einer Relation fiir
(z1,...,2,-1,1) anhdlt. Sind die Eingaben z1,...,2,-1,1 {iber Z linear unabhingig, so
konstruiert der Algorithmus von Ferguson und Forcade eine ideal konvergente Folge von
Gitterbasen des Z" an die Gerade (21, ...,2,-1,1) R. Bergman [Berg80] stellte 1980 eine
iterative Version des rekursiven Algorithmus von Ferguson und Forcade vor. Von die-
sem Verfahren, dem Bergman—Ferguson—Algorithmus, bewiesen Bergman und Ferguson
eine in der Dimension n der reellen Eingaben exponentielle Rechenzeitschranke [FF82].
Hastad, Just, Lagarias und Schnorr [HJLS89] formulierten 1989 den Bergman—Ferguson—
Algorithmus in der Sprache der Reduktionstheorie von Gitterbasen nach Lenstra, Len-
stra, Lovasz [LLL82] und analysierten seine Laufzeit. Der nach [HJLS89] benannte HJLS—
Algorithmus findet fiir Eingaben x1,...,2,-1,1 € IR und € > 0 in polynomialer Zeit in
der Dimension n und |loge| entweder eine Relation fiir (21,...,2,-1,1) mit euklidischer
Linge kleiner als 2/2 ¢! oder schliefit die Existenz einer Relation kiirzer als e~ aus. Just
[Ju92] erkannte 1992, dafl der Bergman—Ferguson—Algorithmus eine Folge von (ganzzahli-
gen) Approximationen b =: (p1,...,pu—1,q) an die reellen Zahlen z4,...,2,_1 berechnet,
die maxj<i<p—1 |q2; — pi| < 2(n+2)/4 maxj<i<n—114/1 + x?/|q|l+m erfiillen. Die Ap-
proximation b ist jeweils der erste Basisvektor in der Folge der konstruierten Gitterbasen
des Z" jeweils vor Austauschen der letzten beiden Basisvektoren. Just gab hierzu ein Ver-
fahren an, bei dem vor Austauschen der letzten beiden Basisvektoren des Z” die zum
Eingabevektor (z1,...,2,-1,1) orthogonalen Projektionen der Basisvektoren des Z" im
Sinne von Lenstra, Lenstra und Lovasz [LLL82] reduziert sind.

Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit ist eine verbesserte Analyse des Relationen— und
Kettenbruchalgorithmus von Just und dessen Implementierung. Wir zeigen, dafl dieser
Algorithmus Approximationen liefert, die bis auf einen nur von der Dimension abhingigen
Faktor die Schranke der Existenzaussage von Dirichlet erreichen. Die verbesserte Analyse

geht von den dualen Basen aus.

Approximiert eine Folge von Gitterbasen die Gerade z R C IR™, so approximiert die Folge
der dualen Gitterbasen die (n — 1)-dimensionale Hyperebene (z R)*. Der entscheidende
Punkt der verbesserten Analyse ist, daf die Lingen der dualen Basisvektoren des Gitters
Z" im Relationen— und Kettenbruchalgorithmus von Just sehr klein bleiben. Die verbes-
serte Schranke fiir die Linge der dualen Basisvektoren verbessert auch die Schranke fiir
die primidren Basisvektoren. Die fiir die obere Schranke der primiren Basisvektoren ent-
scheidende Rolle der dualen Basisvektoren wird zum ersten Mal deutlich. Fiir die Folge
der Approximationen (pi,...,pn—1,q) an reelle Zahlen zy,..., 2,1 erhalten wir als obere
Schranke fiir max;<;<,—1 [¢2; — p;| bis auf den Faktor 2(n+2)/4 max<i<n—14/1+ z? die

Schranke des Existenzsatzes von Dirichlet.



Der Relationenalgorithmus von [HJLS89] fiihrt arithmetische Operationen auf reellen Zah-
len in exakter reeller Arithmetik aus. Computer erhalten als Eingaben jedoch nur rationale
Approximationen von reellen Zahlen. Es stellt sich die Frage, ob die Nichtexistenz kurzer
Relationen fiir rationale Approximationen an reelle Eingabevektoren z die Nichtexistenz
kurzer Relationen fiir z beweist. Buchmann und Kessler [BK93] behandelten dieses Pro-
blem unter der Annahme, dafi eine untere Schranke fiir die Linge der kiirzesten Relation
zum Eingabevektor a bekannt ist. Wir dndern den Relationenalgorithmus von Just da-
hingehend ab, dafi der Algorithmus fiir rationale n—dimensionale Eingabevektoren x einen
(von 2 nicht notwendigerweise verschiedenen) Nahebeipunkt 2’ zu 2 und eine kurze Re-
lation zu 2’ konstuiert. Diese Modifikation stammt aus [RSc95]. Im Falle ' # z 148t sich
die Existenz sehr kurzer Relationen fiir Punkte in einer kleinen offenen Umgebung um
2’ ausschlieflen. Wir zeigen in diesem Sinne eine stetige untere Schranke fiir die kiirzeste
Relation zu Punkten in dieser Umgebung. Die fiir ' berechnete Relation ist bis auf einen
in der Dimension n exponentiellen Faktor kiirzeste Relation fiir 2’ .

Bei der Implementierung des Relationenalgorithmus von Just treten numerische Stabi-
litditsprobleme auf. Die im Relationenalgorithmus von Just konstruierte, zu z IR ideal
konvergente Folge von Gitterbasisvektoren des Z" ist durch eine Folge elementarer Ba-
sistransformationen gegeben. Eine elementare Basistransformation {iberfiihrt eine Gitter-
basis des Z" in eine andere, indem entweder zwei Basisvektoren vertauscht werden oder
ein ganzzahliges Vielfaches eines Basisvektors zu einem anderen Basisvektor addiert wird.
Fiir die Berechnung jeder neuen elementaren Basistransformation wird im Relationenal-
gorithmus von Just das linear abhingige System des Eingabevektors x und der aktuellen
Basisvektoren des Z™ orthogonalisiert und die Quadratléngen der Hohenvektoren des Or-
thogonalsystems berechnet. Wegen der linearen Abhingigkeit der zu 2 orthogonalen Pro-
jektionen der aktuellen Basisvektoren des Z" kénnen die Hohenvektoren des berechneten
Orthogonalsystems beliebig klein werden. Bei der Implementierung des Relationenalgo-
rithmus miissen daher die Quadratlingen der Hohenvektoren derart genau approximiert
werden, dal das Computerprogramm mit den rationalen Approximationen der aktuellen
Quadratlingen der H6henvektoren die neue elementare Basistransformation noch korrekt
berechnet. Das Verfahren der Gram—Schmidt Orthogonalisierung ist numerisch zu insta-
bil. Zur Implementierung des Relationenalgorithmus fithren wir die Orthogonalisierung
mit der Givens Rotation durch. Beim Verfahren der Givens Rotation ist der numerische
Fehler im Gegensatz zur Gram—Schmidt Orthogonalisierung unabhéngig von der Lénge der
Hoéhenvektoren des Orthogonalsystems. Heckler, Thiele [HT93] und Joux [Jo93] verwende-
ten das Verfahren der Givens Rotation fiir die Orthogonalisierung der Gitterbasis schon in
der Implementierung der parallelen Versionen des L3-Gitterbasenreduktionsalgorithmus.
Ferguson und Bailey [FB92] benutzten 1992 in Verbindung mit der Implementierung des
HJLS-Algorithmus ein numerisch stabiles, der Givens Rotation verwandtes Verfahren, die
Householder Reflektion.

Wir beweisen die numerische Stabilitdt des implementierten Relationenalgorithmus fiir
Rechnerarchitekturen bei fester Genauigkeit der Gleitpunktarithmetik. Die praktischen
Versuche zeigen, dafl der implementierte Relationenalgorithmus bei 53-Bit genauer Gleit-
punktarithmetik bis Dimension 120 auf 45-Bit langen zufilligen Eingabevektoren nume-



risch stabil arbeitet.
Die letzten beiden Kapitel behandeln die Resultate der Arbeiten [RSe96a] und [RSe96b]:

Der HJLS-Algorithmus approximiert die euklidische Linge der kiirzesten Relation fiir
einen n—dimensionalen Vektor z in polynomialer Zeit in der Eingabeldnge bis auf einen
in n exponentiellen Faktor oder zeigt, dafi keine Relation mit kurzer euklidischer Linge
zu z existiert. Wir untersuchen die Frage, bis auf welchen Faktor die Lange der kiirzesten
Relation fiir rationale Eingabevektoren in polynomialer Zeit in der bindren Eingabeldnge
approximiert werden kann. Unter der Annahme, dafl die Klasse NP nicht in der determi-
nistischen Zeitklasse O (nP°¥1°87) enthalten ist, zeigen wir: Es existiert kein Algorithmus,
der fiir rationale Eingabevektoren z polynomial in der Bitlinge bin(z) von z ist und die

—¢ bin(z)

in der Maximum-Norm kiirzeste Relation bis auf einen Faktor 2108 approximiert.

Dabei ist ¢ eine beliebig kleine positive Konstante.

Wir {ibertragen dieses Resultat auf das Problem, zu gegebenen rationalen Zahlen

Z1,...,Z,—1 und einem rationalen € > 0 gute simultane diophantische Approximationen
zu finden, das heifit rationale Zahlen %1, ey p"T_l mit moglichst kleinem Hauptnenner ¢ zu

konstruieren, so dafl maxj<;<n—1 lqgz; — pi| < €. Wir zeigen unter obiger Annahme, daf}
kein Algorithmus existiert, der fiir gegebene rationale Zahlen x4, ..., z,_1 und natiirlicher
Zahl N polynomial-Zeit in der Bitlinge bin(z) von z ist und simultane diophantische Ap-
proximationen berechnet, so dafl max<;<,—1 |q; — p;| fiir ¢ € [1, N] bis auf den Faktor

2log™* ¢ bin(w) minimal ist. Hierbei ist ¢ wieder eine beliebig kleine positive Konstante.

Die vorliegende Arbeit umfafit 5 Kapitel. Kapitel 1 stellt einige Grundbegriffe sowie No-
tationen bereit und gibt eine Einfiihrung in die Gittertheorie. In Kapitel 2 analysieren
wir den Relationenalgorithmus von Just und berichten iiber die Implementierung. In Ka-
pitel 3 untersuchen wir die Anwendung des Relationenalgorithmus auf das Problem der
Diophantischen Approximation. In Kapitel 4 beweisen wir die untere Schranke fiir die
Approximierbarkeit kiirzester Relationen in der Maximum—Norm. In Kapitel 5 zeigen wir
die untere Schranke fiir die Approximierbarkeit minimaler guter simultaner diophantischer

Approximationen.

Bedanken méchte ich mich insbesondere bei meinem akademischen Lehrer,
Prof. Dr. Claus Peter Schnorr, fiir die umfassende Ausbildung und viele fruchtbare sowie
anregende Diskussionen bei der Durchfiithrung dieser Arbeit. Fiir duflerst hilfreiche Denk-
anstofle richte ich meinen Dank auflerdem an Prof. Dr. Johann Baumeister. Bei Dr. Ralph
Werchner méchte ich mich fiir viele niitzliche Verbesserungsvorschlige zu dieser Arbeit
bedanken. Mein Dank gilt auch Jean—Pierre Seifert fiir die Zusammenarbeit bei einigen
Papers und Prof. Dr. Jeff Lagarias (AT & T) fiir mehrere wertvolle Tips.



Kapitel 1
Einfiihrung

In der nachfolgenden Einfithrung sind im 1. Paragraphen grundlegende Definitionen auf-
gefiihrt. Die Paragraphen 2 und 3 sind fiir das Verstdndnis der vorliegenden Arbeit nicht
erforderlich und dienen nur als Referenz fiir die in Kapitel 2 und 3 zitierten Sitze und
Algorithmen.

Im 2. Paragraphen stellen wir Begriffe der Gittertheorie bereit. Im 3. Paragraphen behan-
deln wir die GréSenreduktion von Gitterbasen und den L3-Algorithmus zur Gitterbasen-
reduktion. Im 4. Paragraphen fiihren wir Relationen ein. Im 5. Paragraphen geben wir
einen polynomial-Zeit Algorithmus zum Finden von Relationen an.

Kapitel 4 und 5 benutzen die Resultate aus Paragraph 2 bis 5 nicht.

1.1 Notationen

Es bezeichnen R, Q, Z, IN respektive die Menge der reellen, rationalen, ganzen und
natiirlichen Zahlen. Fiir die Menge aller positiven reellen bzw. rationalen Zahlen steht R
bzw. Q. Es ist R™ bzw. Q" der mit dem Standardskalarprodukt < .,. > und der (eu-
klidischen) Lange bzw. Norm ||y|| :=< y, y >'/? ausgestattete n-dimensionale Vektorraum
iiber R bzw. Q. Vektoren v des IR" oder Q" sind stets Spaltenvektoren v = (vy,...,v,)" .
Wir betrachten fiir einen n—dimensionalen Vektor y := (y1,...,y,) " ebenso die Mazimum-
bzw. co-Norm ||y||ee = maxi<i<y |yi| . Es ist Z" die Menge aller ganzzahliger Vektoren
im R™. Z" und Q" sind additive Untergruppen des R™.

Die Dimension dim(U) eines Unter(vektor—)raumes U C IR™ ist die maximale Anzahl
linear unabhingiger Vektoren, die U aufspannen. Wir schreiben vol,, (K) fiir das beziiglich
des Jordan—Mafles definierte Volumen einer m—dimensionalen kompakten Teilmenge K
des R™. Fiir einen Unterraum U C IR™ steht U+ fiir dessen orthogonales Komplement. Es
bezeichnet span(yi,...,yn) C IR™ den von den Vektoren yq,...,y, € R" aufgespannten
reellen Unterraum. Wir verstehen unter {yi, ...,y } das (geordnete) System der Vektoren
Yis .-y Ym € R”. Es stehen e¢;, ¢ =1,...,n fiir die Einheitsvektoren des IR™.



Es stellt M (n, m,R) die Menge aller n X m-Matrizen mit reellen Eintrigen, M (n, m, Q)
solche mit rationalen Eintrigen und M (n, m,Z) diejenigen mit ganzzahligen Eintrigen
dar. Es steht M T fiir die Transponierte einer Matrix M . Fiir eine quadratische Matrix M
bezeichnet det(M) ithre Determinante . GL,(R) , GL,(Q) sowie G L, (%) ist die Gruppe al-
lerin M(n,n,R), M(n,n, Q) und M(n,n,Z), respektive, invertierbaren n x n—Matrizen.
Die Elemente aus G'L,,(Z) heiBlen auch unimodulare Matrizen. Eine ganzzahlige Matrix M
ist unimodular genau dann, wenn |det(M)| =1 ist.

Weiterhin bezeichnet [y1,...,yn] € M(n,m,IR) die n x m-Matrix mit Spaltenvektoren
Yiy-- 3 Ym € R™.

Wir definieren ferner die Funktion [.] der nichsten ganzen Zahl durch |z] := [z — 0.5]
fiir € R und das Kronecker—-Symbol 6; ; durch 6; ; =1, falls i = 5, und §; ; = 0 sonst.

log(.) bezeichnet stets die Logarithmus-Funktion zur Basis 2. Fiir zwei ganze Zahlen a, b
ist gg1'(a,b) der positive grifite gemeinsame Teiler von a und b.

Rechenmodelle. Fiir die Analyse von Algorithmen verwenden wir in dieser Arbeit
zwei unterschiedliche Rechenmodelle:

Finheitskostenmodell: Im Einheitskostenmodell werden folgende arithmetische Operatio-
nen auf exakten reellen Zahlen erlaubt: + (Addition), — (Subtraktion), * (Multiplikation),
/ (Division), < (Vergleich) sowie die Funktion |.] (nédchste ganze Zahl). Jede arithmeti-
sche Operation wird als 1 Rechenschritt gezdhlt.

Arithmetik auf ganzen Zahlen: Fiir die Arithmetik auf ganzen Zahlen sind als Eingaben nur
ganze und rationale Zahlen erlaubt. Als Komplexitdtsmaf fiir Algorithmen verwenden wir
die Bitkomplexitit. In diesem Berechnungsmodell wird jede Bitoperation V (Disjunktion),
A (Konjunktion), & (Addition modulo 2) sowie = (Negation) als 1 Rechenschritt gez&hlt.

Die Bitlinge bin(.) einer ganzen Zahl z ist dabei definiert durch bin(z) :=
14 [log(|z| + 1)], die Bitlange bin(.) einer rationalen Zahl p/q mit teilerfremden p,q
durch bin(p/q) == 1+ [log(|p| + 1)] + [log(]¢| + 1)] . Die Bitldnge eines rationalen Vek-
tors v := (v1,...,v,)" € Q" ist gegeben durch 37, bin(v;) .

Die Anzahl der Bitoperationen fiir die nach der Schulmethode auf ganzen Zahlen der
Bitlinge nq und ny ausgefiihrten arithmetischen Operationen + (Addition), — (Subtrak-
tion), < (Vergleich) ist durch ny + ny beschrdnkt. Die Operationen  (Multiplikation), div
(ganzzahlige Division mit Rest), angewendet auf zwei ganzen Zahlen der Bitlinge nq und
no , kostet hingegen nach der Schulmethode 2 n; ny Bitoperationen. Damit ist die Anzahl
der Bitoperationen fiir die nach der Schulmethode auf rationalen Zahlen der Bitlinge nq
und ng ausgefithrten arithmetischen Operationen + (Addition), — (Subtraktion), « (Multi-
plikation), / (Division), < (Vergleich) durch O(ny ny) beschrénkt. Diese Schranke gilt auch
fiir die Anzahl der Bitoperationen der Funktion | .| (nichste ganze Zahl), angewendet auf
eine rationale Zahl mit Zihler der Bitlinge n; und Nenner der Bitlinge ns .

Ein Algorithmus hat polynomiale Bitkomplexitit, wenn die Anzahl der von ihm durch-
gefithrten Bitoperationen polynomial in der Bitlinge seiner Eingabe beschrinkt ist.
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Die Algorithmen der vorliegenden Arbeit verwenden auf rationalen und ganzen Zahlen die
arithmetischen Operationen + (Addition), — (Subtraktion), * (Multiplikation), / (Divisi-
on), < (Vergleich) sowie die Funktion |.] (ndchste ganze Zahl). Fiir die Bitkomplexitét
der Algorithmen geniigt es, statt der Anzahl der Bitoperationen die Anzahl der arithmeti-
schen Operationen +, —, %, /, <, | . ] und die Bitldnge der im Algorithmus auftretenden
ganzen und rationalen Zahlen anzugeben.

NP—-Begriffe. Alphabete sind endliche Mengen von Symbolen. Das bindre Alphabet
{0,1} besteht nur aus den Symbolen 0 und 1. Ein String x ist eine endliche Folge von
Elementen eines Alphabets mit Linge |x|. Fiir ein Alphabet I' bezeichnet I'* die Menge
aller endlichen Strings einschliefilich des leeren Strings . Eine Teilmenge L C I'™ heifit
Entscheidungsproblem oder auch Sprache (iiber I'). Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
werden wir nur Sprachen iiber {0, 1} betrachten.

Die Klasse P der polynomial-Zeit Sprachen ist die Klasse der Sprachen L, deren charak-
teristische Funktion in polynomial-Zeit berechenbar ist. Eine Sprache L ist in der Klasse
NP der nicht—deterministischen polynomial-Zeit Sprachen, falls ein L' € P N (X* x ¥¥)
und ein k € IN existieren, so dafy

releIyes: (z,y)e L und |y < |z|*.

y bezeichnen wir hierbei als Zeugen oder polynomial-Zeit Beweis fiir z € L .

Definition 1.1 FEine Sprache Ly C ¥* ist (Karp—)reduzierbar auf eine Sprache Ly C ¥,
in Zeichen Ly <,o1. Lo, falls eine polynomial-Zeit berechenbare Funktion f : X% — 3 exi-
stiert, so daf

VeeX :zeli s f(x)€ly.

Fine Sprache L heifft NP-hart , falls fir alle L' € NP gilt: L' <,,;. L. EFine Sprache L
heifst NP—vollstandig , falls sie NP-hart ist und zudem in der Klasse NP enthalten ist.

Definition 1.2 Laufzeiten, die mit festem k € IN durch 2(logle)® peschrinkt sind, heiffen
quasi—polynomial. Die Klasse QP der quasipolynomial-Zeit Sprachen ist die Klasse der
in quasipolynomialer Zeit entscheidbaren Sprachen.

Wir iibernehmen folgende Sprechweise aus [FGLSS91, ABSS93]:

Definition 1.3 Fine Sprache L heifit fast—-NP-hart, falls ein polynomial-Zeit Algorith-
mus, der L entscheidet, jedes Problem L' € NP in quasipolynomialer Zeit entscheidet.

1.2 Gitter

Definition 1.4 Seien by, ..., b, € R" linear unabhingige Vektoren. Dann heifit die Men-
ge

L:=L(by,....by) = {Zribi | ri € Z}
=1
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Gitter. Das System {b1,...,b,,} ist Basis des Gitters L, dim(L) := m wird als Dimension
bzw. Rang von L bezeichnet.

Satz 1.5 Fine additive Untergruppe U des R" ist genau dann ein Gitter, wenn U diskret
ist, das heifst keinen Hdiufungspunkt im R™ besitzt.

Beweis. [GrL.87], Seite 18, Theorem 1. a

Korollar 1.6 Die Menge Z" aller n—dimensionalen ganzzahligen Vektoren und das Bild

jeder durch unimodulare Matrizen definierten linearen Abbildung des Z" ist ein Gitter.

Definition 1.7 Sei L CIR" ein Gitter. Wir nennen ein System {by,...,bx} CR"
von linear unabhingigen Gittervektoren primitiv beziiglich L, falls L(by,...,by) =
span(by,...,bg) N L. Ein nicht trivialer Gitterpunkt b € L heifst primitiv, falls im Innern
der Strecke zwischen dem Nullpunkt 0 und dem Punkt b kein Gitterpunkt liegt.

Aus obiger Definition folgt unmittelbar:

Korollar 1.8 Die  primitiven  Punkte im  Gitter 7" sind alle Vektoren
vi=(v1,...,0,) " #0 mit ggT(vy,...,v,) = 1.

Satz 1.9 Sei L C R"™ Gitter und {by,...,bx} C R™ ein System von linear unabhingigen
Gittervektoren. Das System {by,...,br} C IR" ist genau dann primitiv beziglich L, wenn
es zu einer Gitterbasis von L ergdnzbar ist.

Beweis. [GrL.87], Seite 21, Theorem 5. O

Definition 1.10 Die Determinante d(L) eines Gitters L CIR"™ mit Gitterbasis
{b1,..., by} ist definiert durch

d(L) := (det( (< bs, b; >)i<ij<m) )1/2 = det(BT B)1/2 )

wobei B :=[by, ..., by].

Satz 1.11 Sei L C R" ein Gitter mit Gitterbasis {by,...,b,}. Das System {b1,... by}
ist genau dann (Gitter—)Basis von L, wenn eine unimodulare Matriz T' € G'L,,(Z) exi-
stiert, so daf

[b17"'7bm]:[b17"'7bm]T .

Beweis. [GrL.87] Seite 22, Theorem 7. O

Bemerkungen. 1. Die Determinante d(L) eines m-dimensionalen Gitters L :=
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L(by,...,by) ist geometrisch interpretierbar als das m-dimensionale Volumen des von
den Vektoren by, ..., b, € R™ im R™ erzeugten Parallelepipeds:

) = vol,, {beh@ €0,1]NnR, ,m}

2. Nach Satz 1.11 ist die Gitterdeterminante basisunabhdngig. Wir verwenden spdter diese
Figenschaft unter dem Begriff Invarianz der Gitterdeterminante (bei unimodularen Trans-

formationen).

Definition 1.12 Die sukzessiven Minima Ay(L),..., A, (L) eines Gitters L C R"
beziiglich der euklidischen Norm sind erkldrt durch

Ai(L) = min{r € Ry : 37 linear unabhingige Vektoren c; € L mit
le;ll < vy j=1,...,1}.

A(L) := A1 (L) gibt dabei die Linge des kiirzesten Gittervektors an.

Bemerkung. Wie die Gitterdeterminante sind auch die sukzessiven Minima geometri-
sche Invarianten des Gitters, das heifit, sie dndern sich unter isometrischen Abbildungen

nicht.

Definition 1.13 Fir n € IN ist die Hermite-Konstante =, definiert durch

._ AL)?
L T AL
dim(L)=n

Die Hermite-Konstante ist fiir die Dimensionen 2 bis 8 bekannt und jeweils kleiner als
2.8ei I' : R — R die Gamma—Funktion. Fiir allgemeine Dimensionen n hat Minkowski
[Mi05] folgende obere Schranke fiir v,, gezeigt:

Satz 1.14 v, < iT(1+4n/2)¥".

Dabei gilt fiir die Werte der I'-Funktion ['(z + 1) = z I'(z) fiir 2 € R und F(%) =.7.
Insbesondere folgt vg, y10 < 2.5. Nach der Stirling’schen Formel ist

1
(n42) mesm+z) |

n -+ 2) (n+2)/2

ra+a) < (B

1
Fiir n > 10 gilt es™+2 < 1.014. Wir erhalten folgendes

Korollar 1.15 v, < max{2.5,1.7082 2L} < max{2.5,0.408 (n+ 1)} .
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Definition 1.16 Sei L C R"” Gitter mit Basis {by, ..., b, }. Dann ist das duale Gitter L*
von L erklirt durch  L* :={y € span(by,...,by,) | Ve € L : <y,a >€Z} .

Satz 1.17 Sei L CR™ Gitter mit Basis {by,...,by}. Dann existiert eine Basis
{a1,...,a,,} CR" des dualen Gitters L*, die durch < b;,a; >=6;;, 1 < i,j < m ein-
deutig bestimmt ist. Insbesondere gilt:

1. dim(L*) = dim(L) =m.
2. lar,...,ap)" [b1,...,0p] = I, , wobei I,, die Finheismatriz des R™ ist.

3. d(L*)y=d(L)7t.
Beweis. [Cas71], Seite 24, Lemma 5. O

Korollar 1.18 Das Gitter Z" ist selbstdual, das heifit (Z")* = Z".

1.3 Reduktion von Gitterbasen

Gitterbasenreduktion auf linear unabhéngigen Systemen. Ziel der Reduktions-
theorie von Gitterbasen ist es, solche Basen eines gegebenen Gitters zu konstruieren, deren
Basisvektoren kurz und nahezu orthogonal zueinander sind. Verfahren zur Gitterbasen-
reduktion wurden fiir die Dimensionen 2 und 3 von Lagrange [Lal773], Gaufl [Gal801],
Dirichlet [Di1850] und Vallée [Va86] studiert. Fiir beliebige Dimensionen prigten Hermite
[He1845], Korkine und Zolotarev [KZ1873] sowie Minkowski [Mi05] Reduktionsbegriffe fiir
Gitterbasen in der Sprache der positiv quadratischen Formen.

Lenstra, Lenstra und Lovasz [LLL82] stellten als erste ein polynomial-Zeit Verfahren
vor, welches eine Gitterbasis fiir beliebige Dimension m in eine nahezu orthogonale Basis
iberfiihrt, in denen die kiirzesten Gitterbasisvektoren am Anfang der Basis stehen. Insbe-
sondere ist der erste Basisvektor fiir sogennannte L reduzierte Basen bis auf einen Faktor
27/2 der kiirzeste Gittervektor.

Wir stellen nun die zur Einfiihrung der Reduktionsbegriffe nétigen Notationen bereit:

Sei L C IR™ Gitter mit (geordneter) Basis {b1, ..., b, }. Wir definieren fiir j = 1,..., m die
orthogonalen Projektionen

m; ¢ R — span(by, , .. .,,l)j_l)L

und setzen Zj :=m;(b;) . Die Menge {51, .. ,Bm} CIR" bildet eine Orthogonalbasis, welche
rekursiv durch die Gram-Schmidt Orthogonalisierung, abgekiirzt GSO, gegeben ist:

b1 = b1
R i-1
by = bi— Z i ; b;, wobei
=1
pij = <bubi>/<bibi>, 1<ij<n.
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Die Gréflen p; 5, 1 < 4,7 < m heilen Gram-Schmidt Koeffizienten, die orthogonalen Vek-
toren ZZ', t=1,...,m werden wir im folgenden als Héhen oder Héhenvektoren bezeich-
nen. Die Grolen p; 5, 1 <7,j < m zusammen mit den Quadratlingen der Héhen ng”27
1 < < m werden wir Gram—Schmidt Gréfien nennen.

Fiir einen Index 1 <4< m gibt der Vektor (f;1,...,tim)" die Koordinatendarstellung
des Basisvektors b; beziiglich der Orthogonalbasis {51, .. ,Zm} an. Es gilt insbesondere
pi; =1 sowie y; ; =0,1 <i<j<m,und daher

i o~
= D higb;
i=k
sowie wegen der Orthogonalitdt der Zj

7k (B)]* = ZuwaH?

Fiir die Basis {by,...,b0,} CIR" erhilt man die Darstellung

b1, bm] = by bind (ig) <i jcm -

Da die Matrix (Mz’,j)lgi,jgm unimodular ist, erhalten wir mit Defintion 1.10:

Korollar 1.19 Sei L C R™ mit Gitterbasis {by,...,by}. Dann gilt fiir die Determinante
d(L) von L :

d(L) = det((< bi,bj >)i<ijcm) ' Hub I

Wir werden spiter die normalisierten Gram-Schmidt Koeffizienten ; ; := < bs,b; /|[b;]| >

verwenden und entsprechend auch die Darstellung von {by,...,b,,} durch die Orthonor-
malbasis {b1/||b1l, - .., bm/||bm||}, in Matrizenschreibweise
[bh'"?bm] = [bl/Hb1H7 m/HbmH] (T%])1<2]<m .

Definition 1.20 Fine (geordnete) Basis {by,...,b,} CIR™ heifit grofenreduziert, falls
| il < % fiir 1 <j <i<m. Fir eine (geordnete) Basis {b1,...,b,,} CIR"™ heifit insbe-
sondere ein Vektor by, groBenreduziert, falls |puy ;| < % fiir 1 < 7 < k.

In Abbildung 1.1 ist eine Routine zur Grofenreduktion einer (geordneten) Basis
{b1,..., b} CRR™ dargestellt. Ein Grdéfenreduktionsschritt by :=by — [pg ;] b; redu-
ziert den Vektor by beziiglich b;. Damit bleiben die Gram-Schmidt Koeffizienten uy;,

t=741,...,k, unverdndert, und die Gram-Schmidt Koeffizienten pu;;, i1=1,...,7,
1

dndern sich gema8 ju; == pr; — [, | 15,0 - Insbesondere wird dadurch |pg ;| < 3.

Definition 1.21 FEine (geordnete) Basis {by,...,b,} CIR™ heifit L>-reduziert, falls sie
grofsenreduziert ist und fir 2 < k <m:

ol Y (Y || e [y (1 e |79 s T [ VY (1.1)
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Grofienreduktions—Routine

EINGABE Basis {b1,...,b,} CIR" eines Gitters L := L(by,...,b,).
1. Initialisierung.

Berechne die Gram-Schmidt Koeffizienten p;;, 1 <¢,7 < m, mit dem GSO-Verfahren.

2. FOR k=2,...,m DO
Gréfienreduktion des Vektors by, :
FOR j=k—1,...,1D0O

b == b — (7] b

Neuberechnung der Gram-Schmidt Koeffizienten py ;, 1 <1 < j:
FOR 1 =1T0 j—1D0 ;= pii — [firj] tjis

Pk, = g = (1]

AUSGABE groflenreduzierte Basis {by,...,b,,} von L.

Abbildung 1.1: Routine zur Gréfienreduktion einer Gitterbasis

Bemerkung. Die Bedingung (1.1) in Definition 1.21 ist dquivalent zu

3.2 2 2
TTh—1h—1 S Thp+ Thp—1 -

Folgender Satz faBt die Eigenschaften L3-reduzierter Gitterbasen zusammen; wir werden

im folgenden nur die erste Ungleichung bendtigen, welche unmittelbar aus der Defintion
1.21 folgt.

Satz 1.22 Sei L ein Gitter und {by,...,b,,} CIR™ eine L>-reduzierte Basis von L. Dann
gilt

Lol6il)? < 207l )?, 1<i<j<my

2 bill* < 2 il 1< < om

3. 2170 < |[b|[2/A(L)2 < 2L 1< i< m;

4. Hble < 9(n—1)/2 d(L)Q/m.
Beweis. [LLL82], Proposition 1.6 und Bemerkung vor (1.14), Seite 518 (unten). O

Die Konstante % ist beliebig gewihlt und kann durch jede feste reelle Zahl i < 6 < lersetzt
werden. In Satz 1.22 ist dann der Faktor 2 durch (§ — 1)™' zu ersetzen. Lenstra, Lenstra
und Lovész [LLL82] gaben einen Algorithmus zur Konstruktion L3-reduzierter Basen an,
der fiir festes § € (%, 1) und ganzzahlige Eingabebasen {b1,...,b,,} CZ" polynomial in m
n und der Bitlinge der Eingabevektoren ist. Das Verfahren ist in Abbildung 1.2 angegeben.
Es gilt folgender
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Gitterbasenreduktions—Algorithmus

nach Lenstra, Lenstra und Lovdsz [LLL82]
EINGABE Basis {b1,...,b,} CIR" eines Gitters L := L(by,...,b,).

1. Initialisierung.

k :=2, berechne die Gram-Schmidt Gréflen p; 5, 1 <¢,7 < m, und ng”27 r=1,...,m,
mit dem GSO-Verfahren.

2. WHILE (kK < m) DO

a. Gréfenreduktion des Vektors by.
FORj:k—l,...,lDO by := by — [,u;wjb]‘;
berechne die Gram—Schmidt Gréflen p;, 7 =1,...,k =1, neu;

b. Test auf Austausch.

1 g llmeen (brm) 1> 1041 + 417y lbr—rl?

THEN [ vertausche by_y, by ; k := max{2, k — 1} ; berechne die Gram—Schmidt
GroBen pij, 1 <j<i<m,und ku—lev kuH2 neu]
ELSE [k:=k+ 1]

AUSGABE L>-reduzierte Basis {b1,...,b,,} von L.

Abbildung 1.2: L3-Algorithmus

Satz 1.23 Sei {by,...,b,} C R"™ reelle Eingabebasis des L>-Algorithmus und B :=
maxi<i<p ||bi|| . Dann berechnet der L3-Algorithmus eine L3-reduzierte Gitterbasis und
fiihrt hochstens O(m?® n log(B/A)) arithmetische Operationen auf reellen Zahlen aus. Da-
bei ist A := A(L) die Lénge des kiirzesten Gittervektors in dem durch by, . .., b, definierten
Gitter L := L(by,...,bp) .

Fiir ganzzahlige FEingabebasen {by,...,b,} CZ" fihrt der L3-Algorithmus héchstens
O(m® n log B) arithmetische Operationen auf ganzen Zahlen der Bitlinge O(m log B) aus.

Beweis. [LLL82], Proposition 1.26. O

Reduktion auf linear abhingigen Systemen. Wir verallgemeinern den [L3-
Reduktionsbegriff auf ein (geordnetes) System D := {bo, b1,...,0,} CR" von li-
near abhingigen Vektoren =z, by,...,b, mit festem Vektor z. Wir nennen D :=
{z, by,...,b,,} CIR™ ein Basissystem, falls {by,...,b,,} CIR" eine Basis des Gitters Z"
darstellt. (Diese Situation tritt auf, wenn der Vektor = durch Basisvektoren by, ..., b, des
Gitters Z" simultan approximiert wird. Bei der Approximation der Geraden z IR durch
Gitterbasen by,...,b, des Z" werden Austausche und GréBenreduktionsschritte auf den
linear abhdngigen zu z orthogonalen Projektionen 7, (b1),...,7:(b,), jedoch nicht mit

dem Vektor z ausgefiihrt.)
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Fiir j = 1,..., m definieren wir die orthogonalen Projektionen
Tiw @ R™—>span(z, by, ..., bi_1)*

und setzen Zm, =m.0;),7=1,...,m.

Die Menge {z, 5171,,...,5%95} CIR™ bildet ein Orthogonalsystem mit mindestens
m 4+ 1 —n verschwindenden Vektoren. Die Gram-Schmidt Koeffizienten p;; werden
beziiglich der H6hen =z, 317$,...,3m7x definiert, wobei ;o =< b;,z > / < z,2 > fiir
J =0 und p;; = 0 fiir Zm, = 0. Fiir die normalisierten Gram—Schmidt Koeffizienten 7; ;

setzen wir analog 7; 0 :=< b;, z/||z|| > fiir j = 0 und =, ; := 0 fiir Zj,x =0.

Im HJLS-Algorithmus in Paragraph 1.5 und in den Algorithmen in Kapitel 2 und 3
werden auf einem Basissystem {bg, by,...,b,,} stets vor Austauschen by_;<3b;, das
heit im Falle 2 ||mp_1,0(bk—1)]|* > ||7me—1,(bk)||*, GréBenreduktionsschritte der Form
by :=bg — [pr k—1] br—1 ausgefiihrt. Folgendes Lemma, welches wir spéter implizit benut-

zen werden, zeigt, daf fiir solche Austauschschritte das Langenquadrat Hgk—l,tz der Hohe
3
N . 1
minj <;< ||b;.]|* im Falle by, # 0 nicht erniedrigt wird.

Zk—l,x mindestens um den Faktor 3§ erniedrigt, max;<i<p, HZWHZ nicht erhéht wird und

Lemma 1.24 Sei D := {bg, by,...,b,} ein Basissystem und es gelte
% 17k—1.0(bk—1)|[* > ||7k—1,0(08)||*- Sei D := {bo,...,bk—1, bk,... b} das Basissystem,
das aus D durch Gréfenreduktion von by, beziiglich by_; und anschliefendem Austausch
br_14>by, entsteht. Dann gilt

L lbg—1ol ool = [10s—1.2]l [5x 2l
2 lbi—ral® < § IBk-ral?
8. max{|[be-rall [onell} < Ilor-rall.

4o mind][be—r ol [brall} > [[Broll s

5. biy = big firitk—1, k.

Beweis. 1. Wegen der Invarianz der Gitterdeterminante bei unimodularen Transforma-
tionen gilt
b1l brall = d(L(Fr1,0(Br1) s Thor0(01))
= d(L(me-12(e—1) s Te-10(00)) = a1zl Ibrell -

Dies gilt insbesondere fiir die Fille Zk_Lx :%k@, =0 und Zk,x :Ekw = 0.
2. Es gilt

bt = Tete(bic1) = Too10(Or — [t Oro1)

= e+ (Tt — [Frpo1)) be-1e - (1.2)
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Im Falle Ek@’ = 0 ist somit Hgk—l,tz < i Hik—l,tz- Fiir den Fall %k@, # 0 erhalten wir nach
Voraussetzung
[bh—1l1* = 10hell® + Frpor = [Hrgmr D 01 0l* < 5110510l -

3. und 4. Zunichst gilt

brell* < Morall® + pkpor or-1oll* = m1,0(0s)]*
= k-1 (Gr-0)lI* = lloe—roll” - (1.3)

Fiir den Fall Zk—l,x = 0 zeigt (1.3) insbesondere Zk,x = ﬁk_m und damit 3.

Andernfalls folgt 3 aus (1.3) und 2.

Im Falle Ek@’ = 0 ist Aussage 4 trivial.

Wegen 1, 2 gilt andernfalls |[by.||2 > $ HE;WHQ > H%;WHQ Aus (1.2) folgt nunmehr
Hgk—l,xH > HE;WH und somit auch 4.

5 ergibt sich wegen span(bo,...,b;i_1) = span(bo,...,b;_1) fiir alle 0<i<m,
t#k—1, k, das heifit, die orthogonalen Projektionen bleiben fiir alle 0 <i < m,
t # k — 1, k invariant. a

1.4 Relationen

Definition 1.25 Fir einen Vektor @ € R™ heifit m € Z" — {0} (ganzzahlige) Relation,
falls < m,x >=0. FEs bezeichnet L, :={m € Z"” : <m,x >= 0} das Relationengitter

U X .

L, ist die Menge aller Relationen fiir # zuziiglich des Nullvektors 0 und bildet ein Git-
ter. Fiir einen beliebigen reellen Vektor z ist 0 < dim(L;) < n — 1, wobei offensichtlich
dim(L,) = n — 1 fiir rationale Vektoren a gilt. Wir definieren in kanonischer Weise die

sukzessiven Minima A(z) := A1 (@), ... Adimr, () von L, :

Definition 1.26
Ai(z) = min{r € Ry : 37 linear unabhingige Vektoren c; € L, mit
le;ll < vy j=1,...,i}.
A(z) gibt dabei die Linge der kiirzesten Relation fiir x an, wobei A\(z) := oo, falls keine

Relation zu x existiert.

Babai, Just, Meyer auf der Heide [BJMS&R] haben gezeigt, dafl in einem sehr allgemei-
nen Berechnungsmodell! fiir beliebiges # € R™ es nicht entscheidbar ist, ob dim(L,) > 1

bzw. eine Relation fiir z existiert.

'In dem von [BJMSS] betrachteten Berechnungsmodell werden auf reellen Zahlen neben den arithme-
tischen Operationen +,—,*, /, < und der Rundungsfunktion [.| auch analytische Funktionen zugelassen
(wie /7, log(.), sin(.) und dergleichen) und werden als 1 Rechenschritt betrachtet. In diesem Berech-
nungsmodell lassen sich Algorithmen durch sogenannte analytische Berechnungsbdume darstellen.
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Das Problem, fiir gegebenes 2 € Q" und ¢ € Q, zu entscheiden, ob eine Relation mit
Maximum-Norm kleiner als 1/e€ existiert, ist NP-vollstindig [vEB81]. Es ist offen, ob
dieses Problem NP-hart ist, wenn man fiir die Maximum—Norm die euklidische Norm
einsetzt. Es ist daher nicht zu erwarten, dafi Algorithmen existieren, die fiir festes &k € IN
und beliebige Eingaben z € Q" in polynomialer Zeit in n bis auf den Faktor n* fiir
ein k € IN in der euklidischen Norm kiirzeste Relationen finden. Weiterhin ist nicht zu
erwarten, dafl Algorithmen existieren, die fiir festes £ € IN und beliebige Eingaben z € Q" ,
€ € Q in polynomialer Zeit in n und [|log €|] die Existenz von Relationen mit euklidischer
Linge kleiner als n* /e fiir ein k € IN entscheiden.

Fiir rationale Vektoren € Q" ist folgende obere Schranke fiir A(z) implizit aus [HJLS89],
Theorem 6.2 bekannt.

Satz 1.27 [HJLS89] Fir z = (p1,...,pn)/q€ Q" mit p1,...,pn €%, g€ IN und
99T (p1s- -, pnrq) = 1 ist

1

1
n EIa=1 n EIa=1
AMz) < max{Vv2.5,/0.408 n} (Z;ﬁ) < max{1.6,0.64/n} (pr)
Beweis. Da 2 rational ist, hat das Relationengitter I, den Rang n — 1. Sei as,...,a,

eine Basis von L,. Jede ganzzahlige Relation zu x ist ganzzahlige Relation zu ¢z und
umgekehrt. Somit gilt L, = L(ag,...,a,) = span(az,...,a,) N Z". Nach Satz 1.9 ist da-
mit das System {ag, ..., a,} zu einer Basis {ay, as,...,a,} von Z" erginzbar. Umgekehrt
ist nach Voraussetzung und Korollar 1.8 der Vektor g« primitiv beziiglich Z". s gilt
daher | < ay, g2 > | = min{| < m,qz >1|: meZ"} = g9T(p1,...,pn) = 1. Da die zu
span(asg, . . ., a,) orthogonale Komponente von a; genau < ay,2/||z|| > /||| ist, folgt

| <apqz>|

1 = d#z") = d(L,) TRl = d(La)/(q]||=]])

und somit
" 1/2
d(L,) = (Zp?) :
=1

Die Behauptung ergibt sich nun nach Definition 1.13 und Korollar 1.15:

1
n Th=T)
Alz) < Ve d(LI)ﬁ < max{v2.5,v0.408 n} (pr) . O
=1

1.5 Der HILS—Algorithmus

Gegeben ein reeller Vektor @ € IR™ und eine positive reelle Zahl ¢ > 0 findet der HJLS—
Algorithmus entweder eine Relation fiir « der Linge 2/2=! min{e~!, A(z)} oder beweist,
daB jede Relation fiir # euklidische Linge groBer oder gleich ¢=! haben muf. Der HJLS—
Algorithmus terminiert nach O(n® (n + [|loge|])) arithmetischen Operationen auf reellen
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Relationen—Algorithmus

nach Hastad, Just, Lagarias, Schnorr [HJLS89]

EiNGaBE z € R" —{0},¢>0.
1. Initialisierung. [bo,by,...,b,] =[x, €1,...,€,], s:=1, berechne die Groflen HZWHQ ,
t=0,...,n,und p;;,0 <7 j<n,mit dem GSO-Verfahren.

2. Test auf Abbruch. Im Falle Hgn,xH # 0 ist a,, Relation fiir . Berechne [ay,...,a,]" =
[b1,...,b,]7", gebe a, aus und stoppe.

Falls s = n, dann gilt ng,xH < efilire=1,...,n und es existiert keine Relation fiir  mit
Linge kleiner als e7!. Gebe in diesem Falle ‘A(x) > 1/¢ aus und stoppe.

3. Austausche. Wihle den Index 1<k<n, der 2F|[by.]> maximiert.
Setze b1 = brt1 — [fh+1.k] Ok und vertausche by, und b1 -
Aktualisiere s := {1 <i¢<n : HZWHZ <€} und die Gram-Schmidt GroBen HZWHZ,
t=1,...,n,sowie y; ;, 0 < 4,7 < n. Gehe nach 2.

Abbildung 1.3: HJLS-Algorithmus

Zahlen. Der in n exponentielle Faktor, um den die Lange der im HJLS—Algorithmus ge-
fundenen Relation von der kiirzesten Relation, das heifit einer Relation mit Linge A(z),
abweicht, erscheint erforderlich, damit der HJLS—Algorithmus polynomial-Zeit ist. Bisher
sind keine Algorithmen bekannt, die in polynomialer Zeit in n und [|loge|] eine Relation
fiir # mit euklidischer Linge kleiner als ¢! finden oder eine solche Relation ausschlieBen.

Der HJLS-Algorithmus beruht auf folgendem Lemma (Proposition 3.1 in [HJLS89]), wel-
ches in schécherer Form schon in [FF79] und [Bre81] erschienen ist:

Lemma 1.28 [HJLS89] Fiir jede Basis by, ... b, des Gitters Z" gilt

Mz) > 1/ max [[bi - (1.4)

=1,..,

Methode.  Der HJLS-Algorithmus approximiert die Gerade z IR durch eine Fol-
ge von Gitterbasen des %". Hierzu fiihrt der HJLS—-Algorithmus auf dem Basissy-
stem {x,by,...,b,} CR" Austausche und Grolenreduktionsschritte —also unimodulare
Transformationen— durch, wobei by, ..., b, anfangs die Einheitsvektoren des IR" sind. Der
Vektor z bleibt unveridndert und die Vektoren by, ..., b, bilden stets eine Basis des Z". Ziel
des HJLS—Algorithmus ist es, maxj<;<,—1 ng,xH zu minimieren. Falls max;<;<,—1 ng,xH <
¢, terminiert der HJLS—-Algorithmus und beweist in diesem Falle mit Lemma 1.28, daf§
A(x) > 1/e. Die Approximation der Geraden 2 R mit max;<;<,—1 16:.]| < € miBlingt, falls
ein Austausch b,_1<b, zu einer nicht verschwindenden Hohe me # 0 fiithrt; in diesem
Falle bricht der HJLS—Algorithmus mit Zn_lw = 0 bzw. z € span(by,...,b,—1) ab. Dann

bildet der letzte duale Basisvektor a,, eine Relation zu x .
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Aktualisierung der Gram—Schmidt Groéfien.
meln fiir die Neuberechnung der Gram-Schmidt Gréfen |[b; |2, i=1,...,

Wir geben an dieser Stelle die For-

n sowie fi; ; ,

0 <1¢,7 <n, nach einem Austausch by_;4+by und nach GréB8enreduktionsschritten by =

by — [,u;wj b; mit 1 < j < k an.

Lemma 1.29 Seien bga”), .. .,b%a”) bzw. b(lmu)7 .. .,b;j_ef) die Basisvektoren des Basissy-
stems D :={x, by,...,b,} im HJLS-Algorithmus vor einem Austausch by_;<+>bi. Dann
gilt
new al
uie = ﬁ)wJ—O k=2 (1.5)
new al .
ui 1,)]' = ui,fﬁ J=0,... k=2 (1.6)
new T(alt (alt) (alt)
B = B+ ) B (1.7)
(RS
alt r T(neu
e Bl s Jalls B} # 0
By = B ; (18)
kuai,t I sonst
7(alt) |,
(alt) ||bk 195” neu)
(new) P k1 new) ) falls by, # 0
Php—1 = 116, 1,2l ; (1.9)
0 sonst
(alt) (neu) (alt) (alt) (alt) (neu)
new g g (B g2y — By Mg ) falls by # 0
Ng,k—i = (1.10)
0 sonst
(alt) (alt) (alt) (neu)
new k=1~ Mg k-1 M falls T 0
Mgk) (,kl kk—1 k) PR Ck<i<n. (L1D)
f:lklt_)l sonst
Die Neuberechnung der Gram—=Schmidt Gréfien HZWHQ, i=1,...,n, sowie ;;,

0<1i,j <n, geht in O(n) arithmetischen Operationen.

Beweis. Die Hohen Zj,x ,J #k—1, k bleiben bei einem Austausch by_;4>b; gemifl Lem-

ma 1.24 (5) unverdndert. Somit gilt fiir j =0,...,k -2
new new alt alt
(new) < b( )7 b;x ) > o < bgc 1)7b§, ) > _(alt)
kg - new (alt) k—1,5
(Bl 672
und analog ,uggnef)] u;jjt) ,j=0,...,k=2.
Es gilt
T(neu new alt alt alt alt
bgc—l,)x = 7Tk—17x(b§c—1)) = Tk—l,x(bgg )) = b( )‘I' Eck)l bgc 1)x
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und somit

T(neuw T(alt alt) 2 (7(alt
B2 = B + 2 IR
Umgekehrt ist
T(alt alt new T(neu neu) 7(new
B, = mee00) = meaa 00 = B ) B

Im Falle gggn_ef)l, = 0 folgt somit Hg;gn;u)"z = HZ;:L_I?QEHQ sowie nach Definition ,ugl,i)l = 0. An-

dernfalls folgt aus der Invarianz der Gitterdeterminante d(L(mg—1 »(bk—1), Tk—1,(br))) =
[bk—1,2 ||bk,»|| bel Austauschen by_14>by

B2 11
- RSN
und auflerdem
neu) 7(neu alt) 7(alt alt) 7T(alt T(alt
o) by > <o B g B > 0 B, 12
kk—1 = T(neu - T(neu - kk—1 | ~(neu :
(D5 (DA (DA

Fiir die Gleichungen (1.10) und (1.11) im Falle plnew) # 0 verweisen wir auf die in [LLL82],

k—1,x
Figur 1, Seite 521 angegebenen Formeln. Im Falle Z;gn_ef)x = 0ist nach Definition ,ugfiq =0,

t=k+1,...,n,und wegen B;gn;u) = Z;f_l?x folgt dann ,ugfiq = ,ugak”) L i=k+1,...,n.

Man sieht unmittelbar, dal O(k) +O(n — k) =O(n) Rechenschritte erforderlich sind, um
die durch den Austausch bj_q<b; verinderten Gram—Schmidt Gréfien aus den alten
Gram—Schmidt Gréflen neu zu berechnen. O

GroBenreduktionsschritte by = by — [, | b; mit 1 < j < k lassen die Hohen Zj,x un-
(neu) _ b;ﬂalt) _ Lu(alt)J b(alt)

verdndert. Fiir einen Grofenreduktionsschritt b, k. k dndern sich

lediglich die Gram—Schmidt Koeffizienten gy ;, 1 <@ < j, geméB

< b;gneu) Z(neu) > < b;ﬂalt) . “L(alt)J b(alt) g(alt) >

Eﬁneu) ' Yie _ k,j 7
! 62 67) 2
alt alt alt
= Mi ) - M,j e (1.12)

Nach einem Groéflenreduktionsschritt von by beziiglich b;, das heifit nach Setzen von

b;gneu) — b;ﬂalt) _ “L(alt)J b(alt)

kg J

(new

; gilt damit insbesondere |p )| < 3.

Jeder GroBenreduktionsschritt by := by — [ ] b; mit 1 < j <k einschlieBlich der in
(1.12) angegebenen Aktualisierung der Gram-Schmidt Gréien kostet O(n+ j) =0O(n)
arithmetische Operationen auf reellen Zahlen.

Folgender Satz fafit Korrektheit und Laufzeit des HJLS-Algorithmus zusammen:

Satz 1.30 [HJLS89], Theorem 3.2

Fir Fingaben v € R™ und € > 0 findet der HJLS-Algorithmus entweder eine Relation a,
fiir @ mit ||a,|| <2727 min{e=", A(z)} oder beweist \(z) > =1 Der HILS-Algorithmus
terminiert nach O(n® (n + [|loge|])) arithmetischen Operationen auf reellen Zahlen.
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Beweis. Wir folgen dem Beweis von [HJLS89].

Gréfie der Relation a, : Seien by, ..., b, die Endbasisvektoren von Z" im Relationen—
Algorithmus. Falls der Algorithmus mit ng,xH <e¢,1=1,...,n— 1 abbricht, beweist Lem-
ma 1.28, dafl A(z) > 1/e. Findet der Relationen—Algorithmus eine Relation a,,, so gilt nach
Satz 1.17, daB < a,,b, >= 1 und a, € span(by,...,b,_1)*. Nach der Abbruchbedingung
in diesem Falle ist weiterhin gn_lw = 0, insbesondere also x € span(by,...,b,—1). Hieraus
folgt me :Zn sowie span(gn@) = span(a,) und somit

1 =< anvbn > =< an7gn,x > = HanH Hgn,xH 3

= a0 = buo/|bucll® = ba/lball® Nlall = bnsl ™
Seien bq,...,b, die Basisvektoren vor dem letzten Austausch b,_1<+b,. Falls kein
Austausch b,_1<b, existiert 1st a, —e, und die Behauptung iber die Linge
von @, gezeigt. Wegen 27~ Ian 1.2 _maX1<Z<n2 Hbsz und bmx_bn_l’x gilt
HbmH2 < gnol=t an L2 =277, 12 i=1,...,n. Da der Algorithmus nicht zuvor

abgebrochen war, existiert ein Index j mit Hby,xH > €. Somit folgt

Lemma 1.28 9 .
2" 7% min{e~!, \a)} .

laall? = IBuesall ™ < 2772/ max el

Laufzeit: Wir zeigen zunéchst, daf jeder Austausch by_1 ++by mit vorangegangener Gréfien-
reduktion von by beziiglich by_y (b :=bg — [pr,k—1 | bp—1) die Groe D := H?:_ll (Zm)”_i
mit ﬁ(gw) = maX{HZWHZ 2", ¢’} um den Faktor 2 erniedrigt. Seien b;a”), 1 <j<ndie
Vektoren b; vor, b(mu)
dem Austausch by_14by ist i :== k — 1 so gewihlt, daB 2F~! Hb

gilt insbesondere kua”l l,HQ >2 Hb (alt) H2 Weiterhin ist b( ) bezughch b;g_ltl) grofenreduziert
und daher ist |pg p—1] g = vor Jedem Austausch by_q>bg. Somit folgt

1 < j < n die Vektoren b; nach einem Austausch by_;+by. Vor

lt . . .
¢ H2 maximal ist. Damit

new (alt) (alt) (alt) (alt)
B = reea )P = 101 + pid ey )1 < 2D, (1.13)

Da der Relationen— Algorlthmus in Schritt 2 nicht terminiert ist, existiert mindestens ein
Index 1 < j<n-1,so0dal Hb (al?) H > €. Somit ist
2B 2 2 RLIP 2 2 P > 2e (1.14)

Hieraus und aus kun;u II* < kua”l |I? folgt

T(neu (alt)
Bl < BT (1.15)
Wir beweisen nun folgende Ungleichung

BOUT ) BT

e o 1. (1.16)
LOSREIOWY
Beweis. Fall (i): ﬁ(ggj_eﬁ)x) = ¢*. Dann folgt (1.16) aus ﬁ( (al?) ) > €% und (1.15).
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Fall (ii): ﬁ(ggju)):e? (1.13) impliziert insbesondere ﬁ( (new) )<ﬁ( alt ) Mit
3(b alt)) > ¢* folgt daher (1.16).

Fall (iii ﬁ (new) y _ onplnew) 12 > e, 3 plrewly — on[plnew)) 2 > ¢2. In diesem Fall ergibt
k—1,x k,x k,x
16)

k—1,x
sich ( aus der Invarianz der Gitterdeterminante

pled plat al al
BB = AL (mrea o (B)) L mar o (BE)
= (Lm0 w0 )) = BTUIR o

Wir zeigen weiterhin

BOT ) /BN ) < 2 (1.17)

Beweis. Fall (i): ﬁ(ggj_eﬁ)x) = ¢2. Dann folgt (1.17) direkt aus (1.14).
Fall (i): (b)) = 2" [ |17 > €. Wegen (1.13) muB dann p(6{"",) =2 5" |I”
gelten; wiederum mit (1.13) folgt dann (1.17). O

Bezeichne D(U‘”)7 D) die GréBe D vor bzw. nach einem Austausch bp_14bk, so gilt
nunmehr

plew  BEE) T BEE) R e BRI 0an
D(alt) ﬁ(bgl_li)w)n k+1ﬁ(b§jit))n—k = ﬁ@;ca—l?x) A

das heifit jeder Austausch bp_;43b;r mit vorangegangener GroéBenreduktion by =
by — [pk k=1 | by—1 verringert D um den Faktor %. Zu Beginn ist b; =¢;, 1 <i<mn,
und somit ng,xH <1, 1<i<n, also D<2" (3). Wenn der Algorithmus abbricht,
ist D> € (). Somit fiihrt der Relationen—Algorithmus nach [HJLS89] hdochstens
(5) ([log% 21 n+2[logy1/€]) < (5)(3n+2[|logy€|]) Austausche bp_1¢+3by aus. Nach
Lemma 1.29 kostet jeder Austausch bp_;4+b; und die vorausgehende Reduktion jeweils
héchstens O(n) arithmetische Operationen. Die Berechnung der Gram-Schmidt GréBen
HZWHZ, t=1,...,n, sowie p;;, 0 <,j <n, zu Beginn des HJLS-Algorithmus kostet
O(n?) arithmetische Operationen. Die Invertierung der Matrix [by,...,b,] der Endbasis-
vektoren zur Berechnung von a,, erfordert nach der Schulmethode ebenfalls O(n?) arith-

metische Operationen. Damit ist die Gesamtzahl der arithmetischen Operationen durch

O(n (5)(3n+2[|logyc|]) ) + O(n®) = O(n® (n+ [|loge|])) beschrinkt. O

Bemerkungen. 1. Stait bei Abbruch des Relationen—Algorithmus die dualen Basisvek-
toren a;, i=1,...,n dber die inverse Matriz B* :=[by,...,b,]"" gemdf a; =B* ¢; zu
berechnen, kann man die dualen Basisvektoren auch nach jeder unimodularen Trans-
formation von bq,...,b, wie folgt aktualisieren: Zu Beginn des Algorithmus ist a; =¢; ,
1= 1,...,n. Fir jeden Austausch by_14>by, werden ayp_; , ap miteinander vertauscht. Fiir
jeden Grofienreduktionsschritt by :=by — [pg k-1 | by—1 wird ap_1 :=ap_1 + [ph -1 | a
gesetzt. Letzeres folgt daraus, dafS die zur unimodularen Matrix
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1 0 . . 1 0
transponierte Inverse die Form hat.

“lpkg-1] 1 [Hkp-1] 1

2. Der HJLS-Algorithmus verwendet die Bergman—Austauschregel, das heifit, zwei Ba-
sisvektoren by_y , by werden ausgetauscht, falls i :=k — 1 die Grofe 2° HZWHZ mazximiert.
Die L?-Austauschregel hingegen vertauscht die Vektoren by_; , by, mit minimalem Index
i:=k—1, so daff 2 Hgk—l,xw > HZ;WHQ gilt. Die Bergman-Austauschregel garantiert poly-
nomiale Laufzeit des HJLS—-Algorithmus. Wiirde man in dem HJLS-Algorithmus statt der
Bergman-Austauschregel die L?-Austauschregel einsetzen, so ist eine in n und [|logel]
polynomiale Rechenzeitschranke fir den so konstruierten Algorithmus bet beliebigen reel-
len Fingaben nicht mehr gegeben. Falls keine Relation fir die Fingabe x existiert, gerdt
ein solcher Algorithmus in die Situation, daff die ersten beiden Vektoren unendlich oft

miteinander vertauscht werden.

In Kapitel 2 werden wir einen Algorithmus zum Finden ganzzahliger Relationen angeben,
der fir Fingaben x € R™ und € > 0 héchstens O(n® (n + [|logel|])) arithmetische Ope-
rationen auf reellen Zahlen ausfihrt, gleichermafen, ob die L®>-Austauschregel oder die

Bergman—Austauschregel verwendet wird.

24



Kapitel 2

Relationenalgorithmen und
Stabilitat

In diesem Kapitel pridsentieren wir einen Relationenalgorithmus, der —wie der HJLS-
Algorithmus— fiir Eingaben # € R™ und ¢ > 0 in polynomialer Zeit in n und [|loge]]
entweder eine kurze Relation fiir z findet oder A(z) > 1/¢ beweist. Zusitzlich berechnet
der Algorithmus Folgen ({b(lk)7 . .,b%k)})keN, ({a(lk)7 . .,a%k)})keN von dualen Gitterbasen
des Z", deren Basisvektoren wihrend des gesamten Algorithmus klein bleiben. Wir zeigen,

k)

gorithmus in der Linge durch 2°/2 min{e~", A(z)} beschrinkt ist und verbessern damit die

daf} der letzte Basisvektor der dualen Basis {a(l . .,a%k)}keN wihrend des gesamten Al-
Analyse von [HJLS89]. Hastad, Just, Lagarias und Schnorr bewiesen diese obere Schranke
bei Terminierung ihres Relationenalgorithmus. Mit der oberen Schranke fiir den letzten
dualen Basisvektor gelingt es uns, die Linge aller dualen Basisvektoren agk), e, a%’“) durch
1.5" (max)<i<pn—1 HZZ@H_I—I—Q”/Q min{e~!, A(z)}) zu beschréinken. Mit der oberen Schranke
fiir die Ldnge des letzten dualen Basisvektors beweisen wir die bisher beste obere Schranke
fiir die Ldnge der primdren Basisvektoren. In Kapitel 3 verwenden wir dieses Resultat da-
zu, gute diophantische Approximationen (p1,...,p,—1,¢) an reelle Eingaben xy, ..., 2,1

zu konstuieren (Satz 3.3, Kapitel 3).

Unser Algorithmus konstruiert im Falle der Ausgabe A(2) > 1/€ einen Nahebeipunkt ¢’ zu
x , fiir den der letzte duale Basisvektor a,, eine Relation darstellt. a, ist eine bis auf den
Faktor 27/2%1 kiirzeste Relation fiir 2’ . Wir zeigen, daf fiir Punkte T, die in einer offenen
Umgebung um z mit Radius ||z — 2’||/2 liegen, keine Relation der Linge kleiner als (2 ¢)™"
existiert. Unser Algorithmus liefert in diesem Sinne eine stetige untere Schranke fiir die
Lange der kiirzesten Relation fiir Punkte T, deren Abstand von z kleiner als ||z — 2’||/2
ist.

Bei der Approximation der Geraden x IR durch eine Folge ({b(lk)7 .. .,bg’“)})keN von Git-

terbasen des Z" liefert die Orthogonalisierung des Systems {av,b(lk)7 .. .,b%k)} kleine or-
thogonale Vektoren, deren Léngen keine feste untere Schranke erfiillen. Insbesondere ist
das in [HJLS89] vorgeschlagene Verfahren zur Orthogonalisierung von {av,b(lk)7 . .,b%k)}
—einschliellich des Aktualisierungsverfahrens gemdfi Lemma 1.29— instabil. Unser Re-
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lationenalgorithmus ist numerisch stabil, wenn wir fiir die Berechnung der Gram—Schmidt
Gréflen das Verfahren der Givens Rotation benutzen. Wir bezeichnen daher unseren Al-
gorithmus im folgenden auch als Stabilen Relationenalgorithmus SIRA (Stable Integer
Relation Algorithm)®.

Wir stellen unseren Algorithmus im 1. Paragraphen vor. Die Analyse des Algorithmus
erfolgt in Paragraph 2. Im 3. Paragraphen geben wir eine Variante des Algorithmus an,
welche fiir rationale Eingaben polynomiale Bitkomplexitit besitzt. Im 4. Paragraphen
stellen wir als Orthogonalisierungsverfahren die Givens Rotation vor und analysieren da-
mit die numerische Stabilitdt unseres Algorithmus. Details iiber die Implementierung des
Algorithmus und experimentelle Resultate stehen im 5. Paragraphen.

2.1 Der Relationenalgorithmus

SIRA findet auf Eingaben 2 € R™, ¢ > 0 entweder ein ganzzahlige Relation fiir z der
Linge 27/2=1 min{e~!, A(z)} oder beweist ‘A(z) > 1/¢’. Im zweiten Fall konstruiert SI-
RA auflerdem einen Nahebeipunkt 2’ € IR” zu z und eine Relation m € Z" — {0} fiir 2’
welche ||m]|| < 4-2%/2=1 \(2) erfiillt.

Methode. Wie der HJLS-Algorithmus approximiert SIRA die Gerade z R durch eine
Folge von Gitterbasisvektoren bq,...,b, des Z". Hierzu werden auf den zu z orthogonalen
Projektionen m.(b1),...,7;(b,) Austausche und Grofenreduktionsschritte durchgefiihrt
mit dem Ziel, max;<i<n—1 ng,xH zu minimieren. Falls ein Austausch b,,_1<+b, zu einer nicht
verschwindenden Hohe me # 0 fiihrt, bricht der Algorithmus mit z € span(by,...,b,—1)
ab und gibt als Relation den letzten dualen Basisvektor a,, aus.

Solange max;<;<n ng,xH > ¢ und gmx = 0 fiihrt SIRA folgende Schritte aus:

1. L3>-Reduktion der projizierten Vektoren 7, (by), ..., 7x(b,_1) :

Es werden Vektoren by_;, by, 2<k<mn—1 vertauscht, welche die L3 Bedingung
3 mp—1,0(bk—1)||* < |[Fh=1,0(br)]|* nicht erfiillen; die Wahl des jeweiligen Stufen-
index &k kann hierbei sowohl nach der L3-Austauschregel als auch nach der
Bergman—Austauschregel erfolgen. Entscheidend ist, dafl die projizierten Vektoren
7w (b1)y ..., 7 (by1) ein Gitter aufspannen, das L>-Reduktionsverfahren somit fiir bei-
de Austauschregeln terminiert. Im Unterschied zum HJLS-Algorithmus sind in Ana-
logie zu dem in Abschnitt 1.3 angegebenen L3-Algorithmus alle projizierten Vektoren
7 (b1), ..., 7u(by) vor einem Austausch b,_143b,, an letzter Stelle vollstindig reduziert,
das heifit jeder projizierte Vektor m,(bg), 2 < k < n ist beziiglich aller vorangehenden
projizierten Vektoren 7, (b1), ..., 7x(bg—1) reduziert. Dies erfolgt durch die Groflenreduk-
tion aller projizierten Vektoren m,(by), ..., 7:(b,) am Ende der L3~ Reduktion.

'Diese Bezeichnung mag auf den ersten Blick irrefithrend sein, da die Stérke des Relationenalgorithmus
eindeutig in seiner Anwendung auf Konstruktion guter diophantischer Approximationen liegt (siche Kapitel
3). Die Namensgebung ist schlichtweg dadurch bedingt, dafi der Ausgangspunkt der Problemstellung der
vorliegenden Arbeit die Eingabestabilitit und numerische Stabilitdt von Relationenalgorithmus war.
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Nach der L3-Reduktion wird die Anzahl s der Basisvektoren b; mit ||b; .|| < € gezihlt.

Der Algorithmus stoppt, falls s = n bzw. ng,xH <e fir i=1,...,n—1. In die-
sem Falle ist der letzte duale Basisvektor a, =b,/||b,]|> eine Relation fiir 2’ :=
2= < 2,0, /|[bn]l > B /][bn]| und es gilt ‘A(z) > 1/¢.

2. Austausch an letzter Stelle:

Nach L3-Reduktion der projizierten Vektoren 7, (by), ..., 7. (b,—1) und GréBenreduktion
aller projizierten Vektoren 7,(by1),...,75(b,) werden die Vektoren b,_;, b, vertauscht.
Diese Modifikation stammt von [Ju92]. Falls nach dem Austausch b,_;<b, die Hohe
me # 0 wird, bricht das Verfahren ab; dann ist € span(by,...,b,—1) und der letzte
duale Basisvektor a, eine Relation fiir z .

3. Fiir die Berechnung der L3-Bedingung und die Bestimmung der Reduktionskoeffizien-

ten [ ;| berechnen wir die Orthonormalisierung (7; ;) o<i<n mit 7 ; =< b;, b5 > /||b;.4|| ,
1<5<n N

0<i<n,1<j<n von [z,by,...,b,]. Es gilt dann TZ%Z» = [biz||*, 1=0,...,n sowie

pi; ="7;/7., 0<1,j<n.Fir die Orthonormalisierung von [z,bs,...,b,] werden wir

entweder das GSO—Verfahren oder das Verfahren der Givens Rotation verwenden, welches

in Abschnitt 2.4 vorgestellt wird.
4. Wihrend des Algorithmus gilt stets [ay,...,a,]" :=[by,...,b,]"!. Statt bei Abbruch

von SIRA den Vektor a, iiber die inverse Matrix B* :=[by, ..., b,]”" gemif a,, = B*T e, zu
berechnen, kann man die dualen Basisvektoren aq, ..., a, analog zum HJLS-Algorithmus
wie folgt aktualisieren: Zu Beginn des Algorithmus ist a; =¢;, ¢t =1,...,n. Fiir je-

den Austausch bp_1<b;r werden ag_q, ap vertauscht. Fiir jeden Groflenreduktions-
schritt by :=by — [7%; /7105, 1 <j<k, ist a;j =a; + [7%;/7;;] ax zu setzen, damit
[a1,...,a,)" :=[by,...,b,]"" erfiillt bleibt.
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Stabiler Relationenalgorithmus (SIRA)

EiNGaBE z € R" —{0},¢>0.

1. Initialisierung. [bo, by, ..., b,) =[x, e1,...,€,],8:=1,

berechne die Orthonormalisierung (7; ;) ogign von [z,by,...,b,].

Falls 7, , > 0, dann ist e, eine Relation fiir . Gebe den Punkt 2’ := 2 und die Relation
a, = e, fir x aus, und stoppe.

2. L?-Reduktion von 7,(by), ..., mu(by_1).

WHILE (F1 < k < n : %ﬁ?-l,k—l > T]ik + T]ik_l ) Do

Setze by := by — [Tk k—1/Th=1k—1] bk—1;

vertausche by_; und by und berechne die Orthonormalisierung (7; ;) o<i<n neu.
1<5<n

Groflenreduziere alle projizierten Vektoren m,(b1), ..., 75(by) .

WHILE |755] <e¢ Dos:=s+1.

3. Austausch b,_1<b,.

Vertausche b,_y und b,, und berechne die Orthonormalisierung (7; ;) o<i<n neu.

1<j<n

Falls 7, , = 0 und s < n dann gehe nach 2.
4. Abbruch. Berechne [ay,...,a,]" :=[by,..., b, .

Im Falle 7, ,, > 0 ist a,, Relation fiir . Gebe den Punkt 2’ := 2 und a, aus, und stoppe.

Falls s =n, dann gilt 7,; <e fir i=1,...,n, und es existiert keine Relation fiir z
mit Linge kleiner als ¢~!. Berechne in diesem Fall 7,(z) =< 2,b,/]|b,]| > b,/]|0n]| €
span(by,...,b,_1)%, und gebe den Punkt 2’ := z — 7,(z), die Relation a, fiir 2’ sowie

‘Az) > 1/€ aus.

Korrektheit von SIRA. Die Korrektheit von SIRA beweist folgendes

Lemma 2.1 1. Nach Schritt 2 gilt stets 7;; <€ forit=1,...,5s —1 und die projizierten
Vektoren 7. (1), ..., 7x(b,_1) sind L>-reduziert.

2. Vor jedem Austausch b,_1<b, gilt stets s < n.
3. Der Ausgabevektor a,, ist ganzzahlige Relation zum ausgegebenen Punkt x’.

4. Bricht SIRA mit 2’ # x ab, so gilt M(z) > 1/€.

Beweis. 1 und 2 folgen unmittelbar aus den Anweisungsvorschriften der Schritte 2 und 3.
3. Seien by, ..., b, die Endbasisvektoren fiir SIRA. Sowohl im Falle 2’ = 2 (vergleiche Satz
1.30) als auch im Falle 2/ = 2— < 2,b,/|[ball > bn/|[bal] # @ ist @’ € span(by, ..., by_1).
Der letzte duale Basisvektor a, = b,/|[b,]|% € span(by,...,bo_1)* ist damit in beiden

Fillen der Terminierung von SIRA ganzzahlige Relation zu 2’

4 wurde schon in Satz 1.30 bewiesen. a
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2.2 Analyse in exakter reeller Arithmetik

Wir zeigen zuerst, dafl SIRA fiir Eingaben € R, ¢ > 0 bei Ausgabe 2z’ # x die Aussage
A(T) > 1/(2¢) fiir Punkte T in einer offenen Kugel um 2 mit Radius ||z — 2’||/2 beweist.
Hierzu bendtigen wir folgendes

Lemma 2.2 Seien z, T € R" und 7, , 75 die orthogonalen Projektionen auf span(z)*,
span(T)L , respektive.
1. Dann gilt fiir alle b € R"

21[b[[ ]z — =]
[72(0) = m=(D)|| < — = (2.1)
max{||z[[ , ||Z][}

2. Fiir jede Basis by, ..., b, des 7" gilt

3 PO |l |

10w = bizll < 2]b ]| =1,....n—1.

[l ()]

3. Fir die Ausgabebasis by, ..., b, € Z" und den ausgegebenen Punkt x' = & — 7,(x) von

SIRA gilt

B = Dol < ABiall s i =1 im— 1.

Beweis. 1. Der Beweis verwendet folgende Ungleichung, die von Clarkson, [Cl192] Lemma
3.2 bewiesen wurde:

<bax> <bT> 16l l|l= — =]
ATy, < — -
]| ]| =] 1=l

Hieraus und aus der Cauchy—Schwarz Ungleichung folgt

< b,x > . <b,T>_
Ine) =50 < o= S - 0= <o)
H<bx>_ <bx>_+<b7x>__<b,x>xH
[ER l]]? l]]? l]]?
al<bE>  <ba> |<b7$>|—
1] [ — =] HbHH_ 2| = HbH le 2|
- [Ed] H | [Ed]

Vertauschen der Rollen von 2 und  im obigen Beweis ergibt die gewiinschte Behauptung.

2. Wir wenden Ungleichung (2.1) auf b = b27 = 7TZ($) , T = Tz(f) an. Wegen b; , mi(z)
7i(T) € span(by, ... bi_1)" ist 7 (s )(b ) = b; i und T (b) = biz 7. Wir erhalten somit

2|jmi(e) —m(@|  _ HZ' H 2||mi(x) — mi(@)|]
max{ ||z ()], [l ()|} F maxf|[rip (@)l llmie @)}
Die letzte Gleichung folgt aus der Invarianz der Gitterdeter-
minante [[7: (@) Bl = | det(mi(2) , mi(60)| = [Bill [miga (@) - Aus ma(@)l] < mepa ()]
|7i(2) — 7 (T)]| = ||mi(x = T)|| < ||z — 7| fir i = 1,...,n — 1 folgt daher

1050 — bizll < |[0d]

[z — 7|

16:0 — bizll < 2|[bs| .
|17 ()]
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3. Wegen ZZ', mi(z), m(2') € span(by,...,b;_y)t ist < Zi,ﬂ'i($) >= <b,m(a") >,
i=1,...,n—1 und Zm — b, — %ﬁgm(@ . Wir erhalten
o3 7 mi(x) mi(2)
[bie = biwrll = | <biymi(a’) > || - I -
[mi(e)|[* [lmi(2)]]?

Mit der Gleichung || be||2 ~ TP || = ey und der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt fiir
r=1,....,n—1:

>3 bl [1i () i) = (@] ol lwa (@)l il Imale)] 2
1010 —biwr|| < = = < [biall -

[les ()| I (2) i ()l i1 (@)

Satz 2.3 Seienx € R™, € > 0 die Eingaben fiir SIRA. Dann gilt fiir die Ausgaben x' € R”
und m € Z" — {0} von SIRA:

1. Fir alleT € R™ mit ||o — || < ||z —2'||/2 ist \(T) > 1/(2¢).

2. Der letzte duale Basisvektor a,, erfillt wihrend des gesamten Algorithmus stets ||a,|| <
2% min{e=", Mz)}.
3. llml] < 202 Aty

Beweis. 1. Fiir jeden Punkt 7 € R"” mit |7 — || < ||7.(2)]|/2 gilt nach Lemma 2.2(2),
daB |[b; — bizll < |[Bizll, i=1,...,n — 1 und somit

[6:zll > 0 sowie |[biz|| < 2¢,i=1,...,n—1.

Mit dem in [HJLS89] bewiesenen Lemma 1.28 folgt damit A(Z) > 1/(2¢) fiir alle 7 € R”
mit ||z — || < ||z — 2’| /2.

2. Seien by,...,b,, @i,...,a, die dualen Basen vor, by,...,b,, ai,...,a, die dua-
len Basen nach einem beliebigen Austausch b,_143b, von SIRA. Seien i und Ei,x

die entsprechenden Gram-Schmidt Koeffizienten bzw. Héhen von z,by,....b,. Es gilt
Zn—l,av = p_1 En—l,x und |ﬁn,n—1| < % .

Aus < ap_1,b; >=0,_1,;,1=1,...,n ergibt sich folgende Darstellung von a,_; wahrend
des gesamten Algorithmus

~ ~

_ bn—l,ac _ < bnvbn—l,x >

B N O [ S R

Angewendet auf die Vektoren by, ...,b, ,@y,...,a, , erhalten wir mit [T 1] < % folgende

Gp—1 n -

Rekursionsformel fiir Austausche b,,_1<b,, :

lanll = @il < Nbamroll ™ + 17 |1l

< bamrall ™+ 3 1 -

Wegen der L?>-Reduziertheit der projizierten Vektoren 7, (b1), ..., 7.(b,_1) folgt mit Satz
1.22 (1) und Lemma (1.28)

~ Satz 1.22(1) RPN L 1.28
20702yl ST max 22 b 2T 2 @)
<i<n
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Wegen der Korrektheitsbedingung (1) von Lemma 2.1 gilt auflerdem Hin—l,xH_l <
27/2=1 =1 und somit insgesamt ||b,_1.||7" < 2%/~ min{e=', A(z)}. Fiir obige Rekur-

sionsformel erhalten wir daher
lan]| < 27 min{e™, M)} + 5@l - (2.2)

Diese Ungleichung gilt fiir jeden Austausch b,,_1<+b,, von SIRA. Angenommen, SIRA fiihrt
genau ¢ solche Austausche durch. Da a,, zu Beginn von SIRA der n—te Einheitsvektor e,

und damit anfangs ||a, || = 1 ist, ergibt sich fiir die Auflésung der Rekursionsformel (2.2):
=1
las)] < 2727 min{e=', M)} Y 277 + 270 < 2.272  min{et, A(2)} . (2.3)
7=0

Der Vektor a,, wird zwischen einem Austausch b,_;<+b, nicht verdndert. Somit ist Un-
gleichung (2.3) wihrend des gesamten Algorithmus erfiillt.

3. Wir betrachten den Fall der Ausgabe m = a,, und 2’ # 2. Nach Lemma 2.2 (3) gelten
fiir die Endbasisvektoren by, ..., b, von SIRA fiir 2’ = 2 — 7,,(2) die Ungleichungen

[bie = bigrll < lbiall s i=1,n =1,
und damit insbesondere
16iarl| < 2]biall, i=1,...,n—1. (2.4)

Aus A(z') > 1/ maxjcicn |[bior|| (Lemma 1.28), [ja,|| = |[bper|| ™" und |[b,_y .|| = 0 folgt
daher

HanH HZZ x’”
< max — = max
A(xl) - lg%n an x/H 1< <a {1 HbZ QU/H HanH }

Falls SIRA mit 2’ # 2 terminiert, gilt nach Lemma 2.1 (1) |[b;.|| < ¢. Hieraus und aus
(2.4) schlieflen wir

la| < max{l, 2¢€|a,||} (2<.3) max{1l, 2¢€2- 2"/ 11} = on/2+1
A($/) = i n = ? - ?
was die behauptete Ungleichung ist. O

Bemerkung. Der Beweis von Satz 2.3 (2) bleibt korrekt, wenn man statt € die Linge
Hble der Hohen blx vor dem Austausch b,_1<>b, einsetzt. Statt der Ungleichung

10n_12]|~" < 27271 et gilt dann an L7t < 2 1Hb1 |='. Die Rekursionsformel
(2.2) bleibt giiltig, da HbeH zwischen Austauschen b,_14+b, nicht wdchst: Austausche

bi<>by vermindern HZLI’H nach Lemma 1.2/ (3) um den Faktor \/g <1.

Wir folgern aus Satz 2.3, daBl der von SIRA im Falle 2’ # x ausgegebene Vektor a,, eine
bis auf einen Faktor 27/2%1 kiirzeste Fast-Relation fiir « ist.
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Korollar 2.4 Falls SIRA mit der Ausgabe x' # x stoppt, dann ist a,, bis auf einen Faktor
27/2+1  eine kiirzeste Fast-Relation fiir « im folgenden Sinn:

Gilt  fir einen Vektor m € %" —{0} die Ungleichung |<x,m/||m|>] <
| < z,a,/||an|| > |/2 dann ist ||m|| > ||a|| 9-n/2-1

Beweis. Setze T := z— < z,m/||m|| > m/|lm||. Da 2’ := 2— < z,a,/||as]| > an/||ax]
ist ||z — 7| < ||z — 2'||/2. Aus Satz 2.3(1), (2) folgt A(F) > 1/(2¢€) und [Ja,| < 2/2e !,
respektive. Somit gilt ||m|| > A(@) > ||a,|27"/?~". O

Grofie der dualen Basisvektoren.

Satz 2.5 Seien x € R", € > 0 die Fingaben von SIRA. Nach der Gréfenreduktion der
projizierten Vektoren w,(b1),...,75(bs) in Schritt 2 von SIRA gilt fir die dualen Basen

bi,...,b, und ay,...,a,
L |la;]] < 1.5"7" (maxi<j<n ng,xH_l 22 min{e™', M2)}), i=1,...,n—1,

n . — min{z,n—1 n—1 1117 _ i T .
2 il < 272 min{e™" M)} SO T bl 4 i sl i = L
J

Beweis. 1. Da SIRA nicht zuvor abgebrochen ist, gilt me =Tp,n = 0 und damit Zj,x #0
fiir j=1,...,n — 1. Mit den Gram-Schmidt Koeffizienten p;; von z,bg,...,b, seien die
GroBen v; ; durch (v; 5 )1<ij<n i= (:“i,j)1_<1i,j<n definiert. Wir erhalten damit fiirs = 1,...,n
folgende Darstellung des i—ten dualen Basisvektors:

—I_ 7’L’L 7’L (2.5)

Z],

Hby,tz

Beweis. Setzt man fiir a; Formel (2.5) in das Skalarprodukt < a;, by > ein, so gilt in der
Tat

n—1
<a27bk>_<z Vii 2"’ n,1 nvz,uk,]
Hby,xH
n—1
= Z Viibkyj F+ Vni < pybp > = 85 = Vni Ok + VniOnp = ik O
i=1

Nach der Groenreduktion der projizierten Vektoren 7,(b1),...,7;(b,) in Schritt 2 von

SIRA ist nun |g; ;| < %, 1 <j < i< n.Wir benutzen folgendes

Fakt. Sei (mi,j)lgi,jgn eine untere Dreiecksmatrix, so dafl m;; =1, 1 <7 <n, und

. . . .. . 1 .
|m; ;| <M, 1<j<i<n.Dann ist die inverse Matrix (v;;)1<ij<n := (mi,j)gi,jgn ei-

ne untere Dreiecksmatrix mit v;; = 1,1 <i<n,und |v;;| < (1+ M) 7 1<j<i<n.

Angewendet auf die Matrix (v;;)1<i j<n := (Hiyj)l_<1ij<n , erhalten wir
iyl < 157 1< j<i<n.
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Gleichung (2.5) liefert somit fir ¢ =1,...,n

el < 1.52079 max |[b; |72 + 1.5 ||a,))?.
i<j<n

Mit der in Satz 2.3 (2) bewiesenen Ungleichung ||a,|| < 2"/2 min{e~', A(z)} folgt damit
die erste Behauptung:

ladll < 1577 (max |lbj.|l 7t + 272 min{et, Ax)}) -
1<g<n

2. Wir schreiben Gleichung (2.5) in Matrizenform als

_ bl,x bn—l,ac
[alv"'7an] - =~ 9 T 9 y p (Vi,j)lgi,jgn .
161, L
Die Vektoren x,b; 4, ...,b,—_1 sind paarweise orthogonal. Daher existiert eine orthogonale

Matrix U, das heifit U= =UT |, so daB

[ g1,90 /I;n—l,l’ a] _
= e I
[0 S

R BT 0

U . )
0 1 a;%n—l 0 an—l,wH_l
(0 0 dy, || 0 |

mit o/, := (al,,...,a,,) T =Ua, und al, , =|[byall ... [[boeyll -
(U bildet die orthonormierten Vektoren Bl,x/HngHv---vgn—l,x/Hgn—l,vaw/HQCH7 in

die Einheitsvektoren eq,..

.»€, ab und erhilt die Skalarprodukte a; ; =< a;,e; >=

< Ua,, ng,x/ng,xH >= < an,@w/ﬂgmﬂ >, i=1,...,n—1 sowie a; , =<aj,e, >=
<Uap, Uz/|z]| >= <a,,z/|z] >= H?;ll |[b;.]| (siehe Gleichung (2.13).)

Wegen [by,...,b,]T =[ay,...,a,]"! folgt
[bh ) bn] =
_ 21y T - R -1
0 d, ool 0
(ot R ((Vi7])1_§1i,j§n)-l—
0 L oay, .y 0 |bp—1,2]| 7"
0 0 a%m 0
und daher
[bh 7bn] =



1 0 [b1,0 0
0 0 -
U R (Hi,7)1<ij<n +(2.6)
0 1 0 L
En,l En,n—l En,n 0 1
mit @, , :=a,, und @,; = —aj, /a,, fir i <n. Wegen der Orthogonalitit von U

ist U1 0| =]|b:]] und daher ||b;]| genau die Linge des Spaltenvektors der Matrix,
die als Matrixprodukt den Kofaktor von U in obiger Gleichung (2.6) darstellt. Aus
T =|[012l7Y oo |[bpm1 2l 7Y und @l || = |U ayn|| = ||ag]| folgt firi=1,...,n—1

0]

R 2 R
K K

ay )’ (Z Ay, ; Mij Hby‘,xH) + > ud i Ibjell?
=1 7=1

7 n—1 7
< lanl® D pd; TT owal ™+ nd ;165211 (2.7)
]:1 k=1 ]:1
k#j
und fiir e = n
n—1 N 2
1012 = a2 { D anj bng byl +1
i=1
n—1 n—1 N
< lanll® D2 g TT okl =2 (2.8)
]:1 k=1
k#j
Wegen |p; ;] < 1,1 < j <4< nerhalten wir
¢ min{i,n—1} R i
2 2 —2 2 .
101 < Mlanl®>2 TT Mowell ™2+ (1= 8i) Do 1Ibjell® s i=1,.00in . (2.9)
]:1 k=1 ]:1

k#j

Die obere Schranke von ||b;]| ergibt sich nunmehr mit der Ungleichung |la,| <
272 min{e=", A(z)} von Satz 2.3 (2). O

Die im Beweis von Satz 2.5 bewiesenen Ungleichungen (2.7) und (2.8) gelten wihrend
des gesamten Algorithmus. Von Satz 2.3 (2) wissen wir, dafl die Ungleichung |la,| <
2% min{e~", A(z)} ebenso fiir alle Berechungsschritte von SIRA giiltig ist. Somit erhal-
ten wir aus obigem Beweis ebenfalls:

Proposition 2.6 Wihrend der Berechnungsschritte von SIRA erfiillen die Basisvektoren
bi,...,b, fire=1,...,n stets

min{¢,n—1} n—1 i 1/2
ol < 272 min{e™ M)} D0 il TT Mokl ™ +(1=6:0) (ZM?,ijJ,xHQ) :
j=1 k=1 j=1

k;]
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Approximation von # durch den Nahebeipunkt. Wir geben eine obere und untere
Schranke fiir den euklidischen Abstand der Punkte  und 2z’ an.

Proposition 2.7 SIRA stoppe auf Fingaben v € R™ ;¢ > 0, mit Ausgaben x' und einer

Relation a,, fiir ¥'. Dann gilt

le =2l <l =/ lanl] - (2.10)

Beweis. Seien by,...,b0, und aq,...,a, die dualen Endbasisvektoren und m := a,, . Im

Falle # = 2’ ist obige Behauptung trivial.

Sei also # # 2’ und SIRA mit me = 0 abgebrochen. Dann sind die Vektoren z, by, ..., b,_1
linear unabhéngig und bilden eine Basis des Gitters L = L(z, by, ..., b,—1). Die Determinan-
te d(L) ist das Volumen des durch die Basisvektoren von L erzeugten Parallelepipeds. Da-
mit kénnen wir d(L) als das Produkt der Lingen der jeweiligen Hohen der Gram—Schmidt
Orthogonalisierung darstellen. Angewendet auf die geordneten Basen x,bq,...,b,—1 und

bi,...,b,_1, 2, erhalten wir

d(L(z,b1s s bpo1)) = Hl‘Han 160l = (H 16 H) [ (2)]] - (2.11)

Wihrend des Algorithmus SIRA bilden die Vektoren by, ..., b, stets eine Basis des Gitters
Z". Daher gilt

det( (b17"'7 ﬁ

und somit
n—1 —
16l = T 11651 = H 1b5.011 (L]l / |7a(2)]]) - (2.12)

Wegen |[b;]| <€, j=1,...,n—1 und ||a,|| = |[b,]|~* folgt daher

le ="l = |[ma(2)

H ojall < Nl e lanlI ™. O

HanH

Proposition 2.8 Fir Fingaben z := (p1,...,pn)/q€ Q" mit p1,...,pn € Z, g € N und
€ € Qy fihrt SIRA héchstens |log, |p,|| Austausche b,_i+b, , aus. Auferdem gilt im
Falle der Ausgabe 2’ # x

lo—ol > 22eqt.
Beweis. Wie im Beweis von Proposition 2.7 sieht man, daf§ die Vektoren z,by,...,b0, 1

vor einem Austausch b,_14b, linear unabhingig sind und ein Parallelepiped mit nicht

verschwindendem Volumen erzeugen. Es ist:
n—1 N n—1 N N
el TT sl = TT ol ima (@)l = 1oall = lma (@)l = Nl Ima(2)]l-
J=1 J=1
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und wegen a, = by, /||by]|? somit

n—1
[Tkl = [ <z a0> 2] . (2.13)
i=1
Diese Gleichung gilt fiir die dualen Basen @i,...,@,, bi,...,b, vor, und fiir die dualen
Basen ay,...,a,, by, ..., b, nach dem Austausch. Wir erhalten
[brrall _ TS0 Mbiell [ <@y, > |
[ L
A Butall = s [Bnrall < 2 lBucrall folet

| <za,>| < Y|<a@, >].

Sei t die Anzahl der Austausche b,,_143b,, . Zu Beginn von SIRA war < z,a, >= p,/q und
bei Abbruch von SIRA ist

' < <aa,>] < 270 palg! . (2.14)

Somit fiithrt SIRA ¢ < |log, |pn|] Austausche b,_143b,, aus. Aus (2.14) und Lemma 2.3
(2) folgt weiterhin

1 —n/2 -1
> > 2 € . O 2.15
< g HanH Z q ( )

Proposition 2.7 und Ungleichung (2.15) zeigen, da8 fiir Eingaben z = (p1,...,p.)/q € Q",
Pis--sPn € Z,q € N und € € Q, im Falle der Ausgabe 2’ # 2 von SIRA der euklidische
Abstand von 2’ und z im Intervall ||a,|| [%, ||z|| €*~1] liegen muf. Wir erhalten somit:

Korollar 2.9 Fir Eingaben x = (p1,...,pn)/q0 € Q" p1,....,pn €4, q €N und e € Q
mit ||z]| < q€'™" findet SIRA stets eine Relation a,, zum rationalen Fingabevektor x.

Laufzeit. Wir konnen die Analyse des HJLS-Algorithmus zur Abschidtzung der Aus-
tausche br_143b; auf SIRA analog iibertragen (Beweis von Satz 1.30). SIRA fiihrt
héchstens (3) ([logy s 2] n + 2 [|logy €[]) < (3)(3 7+ 2[[log, €]]) Austausche by, ¢+by aus.
Nach Lemma 1.29 kostet jeder Austausch bi_143b; und die vorausgehende Redukti-
on jeweils hochstens O(n) arithmetische Operationen. Fiir die Berechnung der Gram-—
Schmidt Grofien TZ%Z» = HZWHQ, i=1,...,nsowie p; ; = 7;/7;;,0 <1, j<n verwenden
wir das Verfahren der Gram—Schmidt Orthogonalisierung. Dann kostet die Berechnung
der Gram—Schmidt Gréfien zu Beginn des HJLS-Algorithmus O(n?) arithmetische Ope-
rationen und deren Aktualisierung nach einem Austausch by_;4+b; mit vorausgehender
Reduktion gem&f Lemma 1.29 jeweils hochstens O(n) arithmetische Operationen. Die
GroBenreduktion aller projizierter Vektoren 7, (b1), ..., m,(b,) kostet O(n?) arithmetische
Operationen inklusive der Neuberechnung aller verdnderten Gram—Schmidt Koeffizien-
ten p;;, 1 <j<i<mn. Die Invertierung der Matrix [by,...,b,] der Endbasisvektoren
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zur Berechnung von a,, erfordert nach der Schulmethode O(n?®) arithmetische Operatio-
nen. Wir beschrinken die Anzahl der Austausche b,_;43b, (sehr grob) durch die An-
zahl aller Austausche. Dann ist die Gesamtanzahl der arithmetischen Operationen durch
Om® (5)(3n+2[|loge|])) + O(n®) = O(n® (n+ [|loge|])) beschrinkt. Wir erhalten da-

her insgesamt mit Satz 2.3:

Korollar 2.10 Auf Eingaben v € R™ und € > 0 berechnet SIRA in O(n® (n + [|loge|]))
arithmetischen Operationen auf reellen Zahlen einen Punkt ' und eine Relation m zu x’,
so dafl folgendes gilt:

1. Fir alleT € R™ mit ||o — || < ||z —2'||/2 ist \(T) > 1/(2¢).
2. ||m|| < 2*2min{e=', X, 2A(2)}.

Bemerkung. Die Laufzeit von SIRA bleibt O(n® (n + [|loge|])), wenn wir im Test der
L3-Bedingung in Schritt 2 den Faktor % durch eine beliebige Konstante ¢ € (%7 1) erset-
zen. Die Linge des letzten dualen Basisvektors ist dann wdihrend des gesamten Algorithmus
durch 2 (6 — 1)=(*/2=1 min{e™! | N(z), 2\(2")} beschrinkt. Mit dieser oberen Schranke
erhalten wir in den Sdtzen 2.3 und 2.5, in den Korollaren 2.4, 2.9 und 2.10, in Proposi-
tionen 2.6 und 2.8 Schranken, in denen der Faktor 2"/>=1 jeweils durch (§ — i)_(”/%l)
zu ersetzen ist.

2.3 Analyse des Relationenalgorithmus in rationaler Arith-
metik

In diesem Abschnitt geben wir eine Variante von SIRA an, die fiir rationale Eingaben
r € Q", ¢ € Q, polynomial-Zeit in der bindren Lénge der Eingabe ist. Fiir rationale
Eingaben z € Q", ¢ € Q, konnen wir fiir SIRA selbst keine polynomiale Bitkomplexitét
beweisen. Dies liegt daran, dafi die Zdhler und Nenner der Gram—Schmidt Koeffizienten
pij wihrend der L?-Reduktion der projizierten Vektoren m,(b1),...,7z(b,—1) beliebig
grofl werden kénnen. Damit erhalten wir auch keine obere Schranke fiir die Lénge der
priméiren Basisvektoren by,...,b, nach den GréSenreduktionsschritten wiihrend der L3-
Reduktion der projizierten Vektoren 7, (b1), ..., 7 (by—1) .

Methode. Wir fiihren in der L?-Reduktion im 2. Schritt von SIRA vor jedem Aus-
tausch bx_q14>by die GroBenreduktion des Vektors by nicht nur beziiglich by_;, sondern
vollstindig, das heifit beziiglich aller vorangehenden Basisvektoren by_1,...,b1, durch.
Zusétzlich reduzieren wir alle projizierten Vektoren m,(by1),...,7;(b,) im 1. Schritt von
SIRA vollstdndig. Damit bleibt die bindre Lange der Z&hler und Nenner der Gram—-Schmidt
Koeffizienten wihrend der L?>-Reduktion in Schritt 2 polynomial in der Bitlinge der Ein-
gaben beschriankt. Mit Proposition 2.6 erhalten wir fiir die bindre Linge der Eintrige
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der priméren Basisvektoren ebenfalls eine obere Schranke, die polynomial in der Bitlinge
der Eingaben ist (2.15). Die Invertierung der Matrix [b1,...,b,] am Ende des Algorithmus
wird modulo einer geniigend groflen Primzahlpotenz ausgefiihrt. Dadurch bleibt die bindre
Lange der in Schritt 4 von SIRA auftretenden ganzen Zahlen beschrankt.

Fiir die Orthonormalisierung von z, by, ..., b, verwenden wir GSO und kénnen damit die
Analyse der Bitkomplexitdt von [LLL82] anwenden.

Die L?~Reduktion der projizierten Vektoren m,(by), ..., 7;(b,_1) kann sowohl mit der 13-
Austauschregel als auch mit der Bergman—Austauschregel erfolgen. In [HJLS89], Kapitel
6 wurde ein dhnlicher Relationenalgorithmus angegeben. [HJLS89] bewiesen die polyno-
miale Bitkomplexitit dieses Algorithmus im Falle der Verwendung der L3-Austauschregel.
In Analogie zu SIRA nennen wir unseren Relationenalgorithmus fiir rationale Eingaben
rat-SIRA. Fiir die L3>-Reduktion der projizierten Vektoren m, (1), ..., 7, (b,—1) lassen wir
anstatt % jede beliebige Konstante § € (%, 1) zu. Man iiberzeugt sich leicht, daf§ die in Ab-
schnitt 2.1 und 2.2 fiir den Algorithmus SIRA bewiesenen Resultate fiir den Algorithmus
rat—SIRA entsprechend gelten.

Rationaler Stabiler Relationenalgorithmus (rat—SIRA)

EINGABE 2 := (p1,...,pn)/q € Q" — {0} mit p1,...,pn, ¢€EZ, e€Q),0€ (3,1).
1. Initialisierung. [bo, by, ..., b,) =[x, e1,...,€,],8:=1,

berechne die Orthonormalisierung (7; ;) osign von [z,by,...,b,].

Falls 7,, > 0 dann ist e, eine Relation fiir z. Gebe den Punkt 2’ := z und die Relation

a, = e, fir x aus, und stoppe.

Groflenreduziere alle projizierten Vektoren 7, (b1), ..., 7:(b,) .
2. L?-Reduktion von 7,(by), ..., mu(by_1).

WHILE (A1 < k< n : 57-,3_17,6_1 > T,ik + T]ik_l ) Do

FOR j =k- 17 ceey 1 po bk = bk — {de‘/T]"]‘J b]‘;
vertausche by_y, by und berechne die Orthonormalisierung (7; ;) o<i<» neu.
1<5<n
Groflenreduziere alle projizierten Vektoren 7, (b1), ..., 7:(b,) .

WHILE |755] <e¢ Dos:=s+1.

3. Austausch b,_1<b,.
Vertausche b,_y und b,, und berechne die Orthonormalisierung (7; ;) o<i<n neu.
1<5<n

Falls 7, , = 0 und s < n dann gehe nach 2.
4. Abbruch. Berechne [ay,...,a,]" :=[by,..., b, .

Falls 7,, > 0 dann ist eine Relation fiir  gefunden. Gebe den Punkt 2’ := 2z und die

Relation a, fiir  aus, und stoppe.

Falls s =n, dann gilt 7,; <e fir i=1,...,n, und es existiert keine Relation fiir z
mit Linge kleiner als ¢~!. Berechne in diesem Fall 7,(2) =< x,a,/||a,|| > an/||an|| €
span(by,...,b,_1)*+, und gebe den Punkt 2’ := 2 — 7, (), die Relation a, fiir 2’ sowie

‘Az) > 1/€ aus.
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In der Analyse der Bitkomplexitdt von rat—SIRA zeigen wir obere Schranken fiir die im
Algorithmus auftretenden ganzen Zahlen. Diese sind

e die Eintridge der Vektoren 2 = (p1,...,pn)q, b1, ..., b, des Basisystems und die Ein-
trage der Vektoren aq, ..., a, der dualen Basis,

e die Zihler und Nenner der Héhenquadratlingen ||z]|?, HZLxHQ, cen HZWUHQ ,

o die Zdhler und Nenner der Gram—Schmidt Koeffizienten p;;, 0 <7 <i<n.

Hierzu definieren wir fiir j = 0,..., n die Gréflen

J

dj=TI Ilbel?

/\i:O

bi,.r;éo

Nach Korollar 1.19 ist d; die Determinante der Matrix (< b;, b; >)0A§i,l§] und daher ratio-
bl,.r;éo

nal mit Nenner ¢q. Aus [LLL82], Formeln (1.28) und (1.29) wissen wir, daf ||b; +||* € dj__ll Z.

bzw. u;; € dj_lZ. Alle in rat-SIRA auftretenden Zahlen sind daher rational mit ma-

ximalem Nenner maxo<j<,d;. Nach Lemma 1.22 (3) wéchst maxj<i<, ng,xH wihrend

rat-SIRA nicht. Zu Beginn ist |[b; ;|| < 1 fiir alle 7 =1,...,n. Wegen by = z gilt daher

dj < lzf* < (Zp?) ,J=0,..m (2.16)
=1

wihrend des gesamten Algorithmus. Die Bitlinge der Zihler und Nenner der Héhenqua-
dratlingen ||z, ||b:2|[*, 1 <7 < n,ist damit wihrend des gesamten Algorithmus durch

O(S1- [Nog pil] + [log |g]1) beschrinkt.

Wir bendtigen im folgenden noch eine untere Schranke fiir nicht verschwindende Hhen
b; - . Mit Gleichung (2.13) folgt

2

d; > <z a,>> ¢7r,j=0,...,n—1.

Nach Definition von d; erhalten wir fiir alle nicht verschwindenden Héhen Zj,x wahrend

des gesamten Algorithmus

1

[bjell = dj/di—s > (qll2])™" = (ZP?) yi=1n—=1. (217
=1

Folgendes Lemma beweist obere Schranken fiir die Grofle der Gram—Schmidt Koeffizienten
und die Lange der Basisvektoren vor und nach der Gréflenreduktion eines Vektors wiahrend
der L>-Reduktion der projizierten Vektoren 7, (by), ..., 7, (b,—_1) von rat-SIRA:

Lemma 2.11 1. Bei FEintritt in die L*>-Reduktion von Schritt 2 ist |p;j| < 3%,
1<j<i<n.
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2. Sei k der Stufenindex fiir einen Austausch by_i<by wihrend der L>®-Reduktion in
Schritt 2. Dann gilt vor und nach der Gréflenreduktion von by, :

n o=y}
] < 128 (5~ by=/20 02 (zpz)
=1

Beweis. 1. Schritt 2 wird entweder von Schritt 1 aus oder von Schritt 3 aus erreicht. In
beiden Fillen sind jedoch die projizierten Vektoren 7, (b1),..., 7,(b,) gréBenreduziert.

2. Bei Eintritt in die L>~Reduktion von Schritt 2 gilt nach Teil 1 |u; ;| < % 1< j<i<n,

sowie me = 0, da andernfalls rat—SIRA schon vorher abgebrochen wire. Mit Proposition
2.6 und Gleichung (2.13) erhalten wir somit fiir e = 1,...,n:

min{¢,n—1} n—1 i 1/2
bl < 206= 57" min{et M)} D0 (pagl TT okl ™t + (Zu?,j Hbj,xHQ)
=1 = =
C(nf2-1) oo =]l Vitl
< 2(5- Ly~ l)mln{el,/\(x)}l|<x7an>|—l- S

Aus < z,a, ># 0 folgt | < x,a, > | > ¢~ und daher firi =1,...,n
bill < 28— 572 min{emt, M)} ng|le]| .

Diese Schranke gilt ebenso nach jeder Groflienreduktion eines Vektors by, da alle Basis-
vektoren b; , ¢ # k unverdndert bleiben und |pg ;| < %, 1 <j < k. Somit gilt die gezeigte
Schranke auch vor jeder GréBenreduktion in der L?-Reduktion von Schritt 2, denn Aus-

tausche by_14¢3by verdndern die Linge der Basisvektoren nicht.

Mit Satz 1.27 erhalten wir fiir i = 1,...,n:

2 (n—1)

n s+
bl < 1.28 (6 — 1y~ (v/21) 3/ (ZP?) 4
=1

Setzt man im obigen Beweis fiir min{e¢™!, A(x)} die GréBe 7! ein, so erhilt man entspre-
chend vor und nach der Groflenreduktion von by :

1
n 2
[bi]] < 2(8 = Ly=(n/2) =1 32 (pr) Li=1,...,n. (2.18)
=1

Wir geben nun obere Schranken fiir die in den Gréflenreduktionsschritten von rat—SIRA
auftretenden ganzen Zahlen an. Die GréBenreduktionsschritte treten sowohl in der L3
Reduktion als auch in der Gréflenreduktion der Schritte 1 und 3 auf.

Satz 2.12 Seien z:= (p1,...,pn)/q € Q" pi €%, i=1,...,n, g€ IN, § € (%,1) und
€ € Q, die Fingaben von rat-SIRA. Dann sind die Absolutbetrige der Gram—-Schmidt
Koeffizienten p; ;, 0 < j < i < n und die Léingen der Basisvektoren by, ..., b, wdihrend
der Schritte 1-3 von rat-SIRA durch (6 — i)_”rz/z n32 (0 p2)* S beschrinkt.

1=
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Beweis. Nach Lemma 2.11 gilt die Behauptung jeweils vor und nach der Gréfienreduktion

eines Vektors.

Wir analysieren nun den Effekt der GréBenreduktion auf diese Groflen. Seien bg), :“;cl,)i

der Vektor by und die Gram-Schmidt Koeffizienten puy;, respektive, nach Ausfithrung
von by = by — [pr, ] bj fiir j = k—1,....k—1. b

Gréfienreduktion von by, bgf_l) den Vektor by nach Beendigung der Gréfienreduktion.

bezeichnet den Vektor b vor der

Lemma 2.13 Sei |p; ;| < M fir 1 <j<i<k bei Eintritt in die Gréfenreduktion von
by. Dann gilt firi=k—1,...,1

B < W I ) - DG+ max )

Beweis. Wir beweisen durch Induktion nach [ die Ungleichung

-1
| |
< I+ M O+ 1G4 ) =k

i=0

Da |pp—i;l < Mfirl<j<k—1[,ist

l [— I—
|M§g,)¢| = |H§m’ = W;ki)ﬂuk—l,ﬂ
- -
< Iui,i D4 M (3 + |u§§7ki)1|) :

was die Behauptung im Falle [ = 1 zeigt. Die Induktionsvoraussetzung fiir [ = 1 auf die

letzte Ungleichung angewendet, liefert

-2
! 0 ; 0
il < I+ M+ 1 (G 1))
=0
0 S ' 0
+ M3+ gl + M SUM+1) (54 g k—igia )
=0
O 4 1y S ' 0 0
< |H1m'| + M Z(M + 1)/ (% + |:uk7k_1+]‘|) + M (% + |:uk,k—l|)
=1
O 4 1y S 1,0
< il M UM +1) (3 + g e 1)
=0
Mit der geometrischen Summenformel ergibt sich die behauptete Ungleichung. O

Korollar 2.14 Sei |p; ;| < M firl<j<i<kund M > % bei Eintritt in die Grofen-
reduktion von by. Dann gilt mit den oben eingefithrten Bezeichnungen firl=1,...,k—1 :

k-1
(1) (0) (0) I(1 (0)
16,71 < oyl ‘|‘i§_lei (M +1)'(5+ phax 1) -
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Beweis. Fiir die vollstindige Groéflenreduktion von by beziiglich bg_q,...,br_; erhalten
wir mit Lemma 2.13

k—1
[ k 2 k 7
1) = el - Z a0 <+ ST e [l
i=k—1 i=k—1
O L = O 1 (0) '
< N ST BN T+ L+ DR 1 (G max )
i=k—1 - et

k—1
BN+ S 1+ 1)+
i=k—1

IA

. |

felSiSh-1 |’u’w|)

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 2.12 und betrachten zuerst die Auswirkung der
GroBenreduktion withrend der L>~Reduktion in Schritt 2 auf die Linge der Basisvektoren
und die Grofle der Gram—-Schmidt Koeffizienten. Vor der Gréfienreduktion eines Vektors
by, gilt nach Lemma 2.11 (2) mit (6 — 1) > 2 :

1

n PRy oy
Il < 128 (5= -G/ gare (zp%) (219
=1

1

n PRy vy
< w-peen () (2:20)
=1
Mit Ungleichung (2.17) erhalten wir daher fiir 1 < j < k:

| < a0 b > |
Bial? = 1o

s s (= il
< (6= n > o - (2.21)
=1

Da diese obere Schranke auch fiir alle p;;, 1 <j <7 <k gilt, folgt mit Lemma 2.13
und Korollar 2.14 fiir die Gréfle der Gram-—Schmidt Koeffizienten gy, 1 <7 <k,
und die Linge des Vektors b wihrend der vollstindigen Grofienreduktion von by fiir

j=k—1,...,1

kil =

l (l+1)+2(l:_11)
RS (sz) 7 (2.22)

(1+1.5)+ 52
)| < (8- pyrR g (sz) : (2.23)
Wir betrachten nun die Groflenreduktion der projizierten Vektoren m.(b1),...,7,(bys)
in den Schritten 1 und 3. Vor der ersten Grofilenreduktion in Schritt 1 gilt
;]| = 1, i=1,...,n. Vor jeder anderen Groflenreduktion der projizierten Vektoren

7 (b1), ..., my(by) ist nach Lemma 2.11 (2) firi=1,...,n

1

okl < (8= TR/ (sz)

1
2 (n—1)
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Damit gilt vor der Groflenreduktion von by wihrend der GréB8enreduktion der projizierten

Vektoren 7, (b1), ..., 75(by) , daB | ;] < 3,1 <j <i<k.Wir erhalten

| < a0 biw > |
Bial = Il

1
n 3w
< o-yreen ()
=1

Mit Lemma 2.13 und Korollar 2.14 erhalten wir daher fiir die Grofie der Gram—Schmidt
Koeffizienten py;, 1 <7 <k, und die Lénge des Vektors b, wéhrend der vollstindigen
Groflenreduktion von by fiir [ =1,..., k-1 :

kil =

0 ! 2 32 [ 2 e
W) < L8 (5 (zpi) , (2.24)
=1

15+
PO < 150 (6 (zpz) | (2.25)

Aus den Ungleichungen (2.22), (2.23), (2.24), (2.25) sehen wir, daBl die Absolutbetrige
der Gram—Schmidt Koeffizienten und der Eintrdge der Basisvektoren wihrend rat—-SIRA
durch (6 — 1)~ n2[2p30f2 (57 p2)r+3 heschrinkt sind. O

Aus [LLL82], Formel (1.29) und Ungleichung (2.16) folgt, da die bindre Lange der Nenner
und Zihler der Gram—Schmidt Koeffizienten und der Fintrige der Basisvektoren wihrend

rat-SIRA durch O(n (n+ Y7, [log|p:|])+[log |g|]) beschrankt ist.
Gréfie der dualen Basisvektoren und Kosten der Matrizinvertierung:

Wir fiihren die Matrixinvertierung modulo einer geniigend grofien 2er—Potenz durch (ver-
gleiche [HJLS89], Kapitel 6, Seite 879):

Vor dem letzten Austausch b,_143b, sind die projizierten Vektoren 7,(b1),...,7:(b,)
grofenreduziert und somit |p; ;| < %, 1 <j<i<n. Nach Satz 2.5 (1) gilt daher fiir
die Linge der dualen Basisvektoren a;, 1 <i<n :

1/2

n 1/2
laill < 15" (ZP?) 0.64/n (6 — 1=/ 20 4 1] < 157 (5 - L2y (sz)
=1

Diese Abschitzung ist natiirlich auch nach dem Austausch b, _<b, erfiillt. Die Bitlinge

der Eintriage der dualen Basisvektoren ist daher durch
[log[1.5" (6 — 1)y=/2 /n (Z0, p?)l/Qﬂ beschriankt. Somit geniigt es, die inverse Matrix
[a1,...,a,]T := [b1,...,b,)"" nach der Schulmethode und modulo der Primzahlpotenz

2¢ mit e := 1+ [log[1.5" (6 — 1)=*/2/m (30, p?)l/zﬂ zu berechnen. Fiir die Matrixin-
vertierung bendtigt rat-SIRA dann n Divisionen modulo 2¢, wobei jede Division mit
dem erweiterten euklidischen Algorithmus in O(e) arithmetischen Schritten auf O(e)-Bit
langen ganzen Zahlen durchgefiihrt werden kann. Damit kostet die Matrixinvertierung
O(n® + n [log[1.5" (§ — 1)™/2 \/n (X0, p?)/?]]) arithmetische Operationen auf ganzen
Zahlen der Bitlinge O(n (n+ (301 [log |pil]))) -
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Insgesamt erhalten wir folgendes Resultat, welches die polynomiale Bitkomplexitdt von
rat—SIRA beweist:

Satz 2.15 Auf Eingabenx := (p1,...,p.)/q € Q" ,pi €L, i=1,....,n,q€ X, 5 € (3,1
und € € Q, fihrt rat-SIRA héchstens O(n® (n+ [|loge|])) arithmetische Operationen
auf ganzen Zahlen der Bitlinge O(n (n+ Y.y [log|p:i|]) + [logl¢|]) aus.

2.4 Numerische Stabilitat

Zur Beschleunigung der Abarbeitung der Algorithmen SIRA und rat-SIRA ersetzen wir
die exakte Arithmetik auf den rationalen Zahlen p; ;, HZN,HQ durch Gleitpunktarith-
metik. Die Vektoren z,by,...,b,, a1,...,a, der dualen Basen fiihren wir in exakter
ganzzahliger Arithmetik mit. Um Rundungsfehler zu minimieren, verwenden wir statt
den Gram—Schmidt Gréflen y; ; , HZN,HQ die normalisierten Gram—Schmidt Koeffizienten
7o =i ; |[bj]| . Wir berechnen die 7;; mit Hilfe der Givens Rotation. Dies erfordert
Quadratwurzelberechnung; somit sind die 7; ; im allgemeinen nicht rational.

Numerische Fehleranalyse. Wir beschreiben im folgenden das Modell der numeri-
schen Fehleranalyse bei Gleitpunktarithmetik nach Wilkinson [Wi63]. Fiir jede arithme-
tische Operation +, —, -, /, <, [ |, ,/~ entstehen Rundungsfehler dadurch, daff das
Ergebnis der arithmetischen Operation auf die (im Computer) néchste darstellbare Gleit-
punktzahl gerundet wird. Sei hierzu ¢’ der Gleitpunktwert einer reellen Zahl ¢ und ¢t — ¢’ der
absolute, sowie (1 —t'/t) der relative (Rundungs—) Fehler. Sei weiter r die Anzahl der Ge-
nauigkeitsbits der Gleitpunktarithmetik und 27" der mazimale relative Fehler. r ist durch
die jeweilige CPU-Architektur vorgegeben. Im allgemeinen wird eine Gleitpunktzahl als
Produkt einer bindren Gleitpunktzahl m :=bg.by...b;...b._1, b; € {0,1} und einer 2er
Potenz 2° dargestellt. m wird dabei als Mantisse und e als Fzponent bezeichnet. r ist
dann die Anzahl der Binérstellen der Mantisse.

Fiir unsere Experimente verwenden wird den IEEE 754-Standard fiir Gleitpunktzahlen
mit doppelter Genauigkeit?. Jede Gleitpunktzahl wird durch 64 Bits dargestellt, wobei
11 Bits fiir den Exponenten reserviert sind, 1 Bit fiir das Vorzeichen und 53 Bits fiir die
Mantisse®.

Rundungsfehleranalyse bei der Orthonormalisierung. Die n x (n+ 1)-Matrix
B :=(b; ;) = [x,b1,...,b,] besitzt eine eindeutige Zerlegung B =U - LT in eine orthogo-

nale n x n—Matrix U und eine obere Dreiecksmatrix LT. Dann ist L =(7; ;) o<i<n und im
1<5<n

?In der Programmiersprache C ist dies ‘double precision format’.
Hierbei wird ein sogenanntes ‘Hidden Bit’ gespart, indem das Vorkommabit der Mantisse vereinba-
rungsgemaf gesetzt wird.
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Elementare Rotation (; ;

EINGABE Matrix B = (b; ;) o<i<n
1<5<n

. =2 72
dlSCT = b],] -I— bly] N
IF discr # 0 THEN

c:=b; /v discr; s:=1b; j/\/discr ;
For k=1,...,n DO  * rotiere b;; zu 0 *

tyi=bjx; ta =bik;
bi, :=cxty —sxty;

bjri=cxty+sxty;

AUSGABE B

Abbildung 2.1: Elementare Rotation G ;

Falle b, , = 0 ist U = . U b bn1. . (Fiir uns ist nur der Fall by = 0 in-
’ [ b el bl ’

teressant, da im Falle Bmx # 0 SIRA und rat-SIRA terminieren.) Aus der Orthogonalitét

von U folgt LT =UT B. UT = U~! ist dabei Produkt von elementaren Rotationen (ER)

Gi;,1<j<i<n,die wie folgt definiert sind:

Sei B =(b;;) = [#,b1,...,b,]. Dann bewirkt die Matrixmultiplikation B — G;; B, da8

durch Transformation der Spaltenvektoren b;,b; der Eintrag b; ; zu 0 rotiert wird. Die

Matrix G ; sieht wie folgt aus:

1 J 7 n
/1 0 0 ... 0 mit
1 0 0 5= b
2 2
37 0 C .. S 0 bm"'bm
Gij; = 0 1 0 und
10 —s c 0 - b
o o0 o1 5 +be
» \0 0 0 1

Offensichtlich ist GG; ; orthogonal. Die Transformation B + G ; B ist in Abbildung 2.1 als
Routine beschrieben (vergleiche [GoL89]).

Sei |B| := maxi<i<n ||bs|| . Wegen der Orthogonalitit von G; ; ist |B| = |G, ; B| . Insbeson-
dere ist die Linge der Vektoren b; gegeniiber elementaren Rotationen (7, ; invariant. Nach
der Fehleranalyse gemdfl Wilkinson ([Wi63], Seiten 131-139, vergleiche auch [H95], Seiten
58-60) gilt fiir den Gesamtfehler bei der Anwendung einer elementaren Transformation

G; ; folgendes

45



Lemma 2.16 [Wi63]

Seien bg, . .., b, die Spaltenvektoren der Matriz B , |B| = maxXg<i<n ||6:]] und Gi;; die oben
definierte orthogonale Matriz, welche den Fintrag Ei,j von B zu 0 rotiert. Dann gilt fiir
den Fehler der transformierten Spaltenvektoren G ; b, k=0,....n:

(G s br) — (Gijbe)|l < 7-277|B] . O

Die Fehlerabschitzung fiir die transformierten Spaltenvektoren der Matrix B nach Lemma
2.16 gilt auch fiir den Fall, daf} eine Folge von elementaren Rotationen (; ; mit disjunkten
Indextupeln (7,j) auf die Matrix B angewendet werden. Wir nennen die elementaren
Rotationen einer solchen Sequenz im folgenden disjunkt .

Fiir die Orthonormalisierung der Matrix B :=[z,by,...,b,] wird eine Folge von ele-
mentaren Rotationen G;; mit 1 < j < <n auf B angewendet. Insgesamt sind dies

PZi(n—k) = (n—2) (n—1)/2 viele. Einer Betrachtung von Gentleman zufolge [Ge75]
(vergleiche auch die exakte Analyse in [H95], Seiten 60-61) konnen die fiir die Ortho-
normalisierung erforderlichen (n — 2) (n — 1)/2 elementaren Rotationen derart auf 2n — 3
‘Stufen’ verteilt werden, daf} jede Stufe nur aus disjunkten elementaren Rotationen besteht.
Die Routine Givens Rotation von Abbildung 2.2 fiihrt die vollstdndige Orthonormalisie-
rung von B := [z,by,...,b,] aus; die mittlere Schleife der Routine stellt dabei jeweils eine
Stufe disjunkter elementarer Rotationen dar. Man beachte, dafl bei elementarer Rotation
des Elementes Ei—j,j zu 0 die Elemente Ei_]‘7k , 1 <k <t — jschon zu 0 rotiert worden sind.

Gibt (i1, j1) — (i2,72) die lexikographische Ordnung der Indextupel (7,7) an, in der die
dulere Doppelschleife der Routine Givens Rotation abgearbeitet wird, so 148t sich die

Reihenfolge der Abarbeitung der Indextupel (¢,7) durch folgende Pfeilbewegung in der

Givens Rotation

EINGABE Matrix B = (b; ;) 1<i<n = [2,b1,...,b,]

0<y<n
Setze B := B ;
For:=2,...,2n—2 DO * fiihre disjunkte elementare Rotationen aus *
For j = max{i—n,1},..., {%—‘ DO  * fijhre elementare Rotation G;_; ; aus *
B = Gi—j,j B 3

AUSGABE B

Abbildung 2.2: Routine zur Givens Rotation von B = [z, by, ..., b,]
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durch die Schleifenindizes ¢, 7 definierten Matrix beschreiben:

1 2 3 4 5 6 .
> j
1 [ ]
2
3 Ei,j
4
5 [ ]
6 ® ®
7 ® ® ®
8 ® ® ®
® ® ® ® ® ® ®
v

Man sieht unmittelbar, dafi die Pfeilbewegung auf einer Diagonalen von links unten nach
rechts oben der Abarbeitung disjunkter Indextupel (7, j) fiir elementare Rotationen G ;
entspricht. Die Fehleranalyse von Gentleman [Ge75, H95] zeigt insbesondere, dafi nach s
Stufen disjunkter elementarer Rotationen der Gleitpunktfehler der Elemente der transfor-
mierten Matrix [bg, by, ..., b,] von der Eingabematrix B := [bo := 2, by, ..., b,] wie folgt
abhdngt:

B =Bl < T2 s (14T 27 bill, i=0,..0m

Da d27" <« 1 fiir Konstanten d > 0, kann man nach dem Modell der Fehleranalyse von
Wilkinson jeden Term (14 d27")°, s € IN durch (14 sd27") abschétzen. Wir erhalten
somit unter Vernachldssigung quadratischer Terme in 27" fiir den Fehler der Eintrége der

Ausgabematrix (7;;)1<;<n = [bo, - . -, b,] der gesamten Routine Givens Rotation:
0<e<n
= miil < B =Bl T(2n—3)27" (14 (2n—4)27")|B|
< (14n27"—21-277) (142027 —4)|B| < 14n27"|B|.

Wir haben daher folgendes Lemma gezeigt.

Lemma 2.17 Sei B = [by := 2,by,...,b,] die Fingabematriz der Givens Rotation mit

|B| := maxo<i<y, ||bi]| und [b0y -y 0] == (75.0) 1<<n 1 UT B die Ausgabematriz. Dann
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gilt unter Vernachlissigung von Termen 272" fir den Fehler der FEintrige Tj;,
0<j<i<n:

7=l < =0l < 14n277 (B, O

Bemerkungen. 1. Das Verfahren der Givens Rotation wurde schon in den parallelen
L3-Algorithmen von Heckler, Thiele [HT93] und Joux [Jo93] verwendet. Hier fihrt Givens
Rotation zu einer effizienten parallelen Version des L>-Algorithmus.

Ferguson und Bailey [FB92] benutzen eine Variante der Givens Rotation, die Householder
Reflektion, in Verbindung mit dem HJLS-Algorithmus®. Wihrend Householder Reflektio-
nen jeweils nur Komponenten eines Spaltenvektors einer Matriz annihilieren, kann dies bei
Givens Rotationen selektiv fir beliebige Matrizeintrdge geschehen. Ferguson und Bailey be-
nutzen das Verfahren der Householder Reflektion, um beim HJLS-Algorithmus nach Aus-
tauschen by_q14+by, die normalisierten Gram—Schmidt Koeffizienten 7; ;, 1,5 € {k —1,k}
durch Annihilierung von ti_y 1 2u aktualisieren.

2. Wihrend die Berechnung der normalisierten Gram—Schmidt Koeffizienten 7; ; die Qua-
dratwurzelfunktion verwendet, kann die Bestimmung der Gram-Schmidt Gréfien p;;,
[b: 2|2 mit Hilfe der Givens Rotation auch in exakter Arithmetik auf rationalen Zah-
len durchgefiihrt werden. Dies geschieht durch Anwendung quadratwurzelfreier Varianten
der Givens Rotation [Ge73, GoL89, GS91]. Die diesen Verfahren zugrundeliegende Idee
ist, daf$ bei der Berechnung der Gram—Schmidt Groflen p;; =7;;/7;;, HZWHZ =17; die
Quadratwurzeln im Nenner der ; ; sich herauskiirzen bzw. quadrieren und somit jeweils
herausfallen. Allerdings kénnen die Zihler und Nenner der Gram-Schmidt Grifsen bei
Verwendung exakter rationaler Arithmetik wie bei GSO (vergleiche Abschnitt 2.3) aufSer-
ordentlich groff werden.

Vermeidung fehlerhafter Austausche bei SIRA und rat—SIRA. Wir geben hin-
reichende Begingungen fiir die Vermeidung fehlerhafter Austausche in SIRA und rat-SIRA
an. Ein Austausch by_;4+by ist dann fehlerhaft, wenn die Linge 7,_; y—1 der Hohe Zk—l,x
nicht erniedrigt wird.

Wir nennen einen Austausch by_;<+by, gut, falls 7,_1 1 erniedrigt wird. Vor einem guten
Austausch gilt 751 g1 > (77, + 77 k—1)1/2 .

Nach jedem Austausch bj_;<b, der L3-Reduktion mit § in Schritt 2 von SIRA und
rat—-SIRA werden die Gram—-Schmidt Gréfilen mittels Givens Rotation von [z, by, ..., b,]
neu berechnet. Hierbei geniigen die Gleitpunktwerte der normalisierten Gram-Schmidt
Koeffizienten vor Abtesten der L3-Bedingung der Fehlerabschiitzung von Lemma 2.17.

*Householder Reflektionen bilden Vektoren & € IR™ in den Orthogonalraum eines Vektors v € IR™ — {0}
ab. Man sagt in diesem Falle, der Vektor @ wird in die Hyperebene span(v)t reflektiert [Gol.89], Seiten
195-201.
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Satz 2.18 Sei (7;;)o<i<n die Transponierte der Matriz LT = UT B, die durch Anwen-

1<j<n

dung der Givens Rotation U auf die Matriz B := [bg := x,by, ..., b,] entsteht, und |B| :=
maxo<i<p ||bi]| - Falls & T,’f_Lk_l > T,fk + T,fk_l fiir die gerundeten Gleitpunktwerte 7; ; gilt
und 140277 |B] (1++8)2/(1 — &) < Tx_14-1, dann ist unter Vernachlissigung von Ter-
men 2727 der Austausch by_, by, gut.

Beweis. Nach Lemma 2.17 erfiillen die gerundeten Gleitpunktwerte der Matrix

[b1,...,b,] ==  (m;)T  die  Fehlerabschitzung  |[bg_1 — b il Bk =By <
7(2n—3)27"|B|. Somit ist

2 2 1/2
Th—t k=1 — (Tip + T k1) 2>

(1= V8) Thmrpmt + VO Ty oy — (ks + 7002 = (VE+ 1) T(2n = 3)277| B

Nach Annahme war \/5712_1,k_1—«/712?k_1+7;fk+ 277+t > 0, wobei 277t! den Feh-
ler bei der Berechnung der Austauschbedingung fiir die gerundeten Gleitpunktwerte
darstellt. Wir erhalten somit 7,_13_1 > (7'137k—|—7',37k_1)1/2, da 14 (14+0)/(1 = V3) =
14 (14++/6)%/(1 = 9). O

Umgekehrt zeigt folgender Satz, dal Austausche by_;4+b; in SIRA durchgefiihrt wer-
den, falls fiir die exakten 7-Werte 874141 > (le,k—l_TI?,k—l)l/z mit einem § <
6 — 141277 maxg<i<n ||bi]] (1 + \/S)Z/Tk—l,k—l gilt.

(Man betrachte zum Beispiel die Werte § = % und § = %. Dann implizieren die Un-
gleichungen % 7x_1 31 > (77 + 77 4_y)"/? und 165 727" maxo<i<n [|bil| < Tho1,5-1, daB
%T,Q_Lk_l > (T,’jk + T,fk_l)l/z fiir die Gleitpunktwerte der normalisierten Gram—Schmidt
Koeffizienten gilt und somit ein Austausch by_143b; in SIRA ausgefiihrt wird.)

Satz 2.19 Sei (7; ;) o<i<n die Transponierte der Matrix LT =UT B, die durch Anwendung
1<5<n

der Givens Rotation U auf die Matriz B = [bg := x,by,...,b,] entsteht, und |B| =
maxo<i<n ||bi|| . Dann implizieren unter Vernachlissigung von Termen 272" die Unglei-
chungen gT,?_M_l > T]ik + T]ik_l und § < §—14n27"|B|(1+ \/S)Z/Tk_Lk_l die Un-
gleichung 57—122—1,k—1 > T,fk + T,fk_l )

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.18 gilt mit Lemma 2.17
\/5712—1,k—1 - (Tllczk + Tlgk—1)1/2 >

(\/_ - \/E) Th—1,k—1 T \/ng—l,k—l - (Tlg,k—l + Tl?,k)l/z -1+ \/E) n27|BY

wobei nach Voraussetzung \/§Tk—1,k—1_ \ /T,? b1 T T,? et 2771 > (. Die Behauptung folgt
mit
14227 |B| (14 V9)
(V& —V3)

_ (1+V9)?
= 14n27"|B] ————~— 1kl - O
n | B (62 < Tk—1,k—1
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Wir geben im folgenden Beispiele an, fiir die Austausche bx_14>b; von rat—-SIRA bei
rationalen Eingaben x := (p1,...,p,)/q € Q" gut sind. Vor jedem Austausch by_;<>by
sind die Vektoren by,...,b, groflenreduziert. Sei |B| := maxo<i<y ||b;|| . Dann ist nach
Ungleichung (2.18)

1
n 2
Bl < 2(6- §)0/0 12 (Zp%) -
=1

Mit Satz 2.18 ist daher ein Austausch by_; by, gut, falls 7,y x—1 > € und

n—2
1 1 o
28 ( ) + \/_6_2 n®? max |p] 27" < 1. (2.26)

/5 _ % 1—-+06 1<i<n

Bei fester Eingabe 2 = (p1,...,p,)/q € Q" , € € Q ist die linke Seite dieser Ungleichung

bei Eingabewerten § € (3, 1) minimal fiir

1/3 1/3
Js = 2 B 82 B Ch 7
3(2-n) 3cP@-n) 62V2(2-n)

mit = =128 +4[-1024 + (32427 (3 —2n) (2— n)?)?]"/2 - 108 (3 —2n) (2—n)? ,
das heifit approximativ

o (nj2-3/0\'° 1 N 2
Ve w <n/2—1) 3(n/2-1) ~ =5

also fiir geniigend grofie n :
4
— 5
Bei 7! =16 = 2% und max<i<p |pi| < 220 gilt Ungleichung (2.26) fiir § = % bis Dimension
15, fiir § = 0.95 bis Dimension 25.

o~

Da die Ungleichung 7,1 x—1 > € mit Ausnahme einiger weniger Austausche gilt, ist rat—
SIRA fiir Eingaben €' = 16 = 2%, maxi<i<, [pi| < 2%°, 8 = 0.95 stabil bis Dimension 25 .

Die praktischen Ergebnisse zeigen fiir § = 0.95 sogar eine weitaus bessere Stabilitit.

Vermeidung fehlerhafter Grofienreduktionsschritte bei STRA und rat—-SIRA.
Wir geben hinreichende Bedingungen fiir die Vermeidung fehlerhafter Gréflienreduk-
tionsschritte in SIRA und rat-SIRA an. Fehlerhaft sind Gréflenreduktionsschritte
by == by — [pg,;| b;, die den Absolutbetrag des Gram-Schmidt Koeffizienten pp; =
< 750 (bk), ®j2(bj) > /||7j.(b;)]|* nicht geniigend verkleinern. (Dadurch werden die Vek-
toren 7m; »(b;), 7; - (bg) nicht ausreichend orthogonal zueinander.)

Wir nennen einen Grofenreduktionsschritt by := by — [pg,; | b; gut , falls dadurch |py ;| < %
wird.

In der L3>-Reduktion mit § und in der GréBenreduktion von SIRA und rat-SIRA wird
nach jeder GréBenreduktion von by die Orthonormalisierung (7; ;) o<i<n von [, b1,...,b,]
1<j<n
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mittels Givens Rotation neu berechnet. Die Gleitpunktwerte der normalisierten Gram-—
Schmidt Koeffizienten 7; ; erfiillen die Fehlerabschétzung von Lemma 2.17. Wir ermitteln
nun den Fehler der nach der GréBenreduktion mit [ ;| neu berechneten Gram—Schmidt
Koeffizienten py;, 0 <4< 5.

Lemma 2.20 Sei (7; ;) o<i<n die Transponierte der Matriz, die durch Anwendung der Gi-
1<5<n

vens Rotation auf die Matriz B = [bg := x,by, ..., b,] entsteht, und | B| := maxo<i<n ||b:]| -
1\—(2k+1)n/2 3 (k+1)/2 (v~n 2\ 2k+5+ 5ty o L

Falls 120 (6 — 3) "En (or,p?)” 27200 277 < 1, dann ist unter Ver-

nachlissigung von Termen 272" der Grdfenreduktionsschritt by := by — [pg;] b; gut.

Beweis. Nach Lemma 2.17 gilt fiir den Fehler bei der Berechnung der Gram-Schmidt
Koeffizienten p;;, 0 <4,7 <n :
!

uy
pij = 7_/_](14"9) =

5

7 (14 €)

75 (L4 e2) (1)

mit || < 14n27"|B|,i=1,2 und |k| <277, also fiir n27" < 1 :
i = pigl < lpagl (14280277 [Bl)+277 < 2850277 B, 0 <d,j < n (2.27)

Der Fehler bei der Berechnung des Reduktionskoeffizienten [y ;| resultiert aus dem Fehler
bei der Operation [ .| und dem numerischen Fehler des Operanden piy, ; .

/

Fiir ein falsches Ergebnis [a|” mufl der Operand « aber von der Form a = m + % + k mit

m € Z und |k| < 27" sein. Dann gilt
[a)" = al = |[a] —a|+~

fiir ein |k| < 27" . Wir erhalten somit fiir den Fehler des Absolutbetrages des aktualisierten

Gram—Schmidt Koeffizienten uﬁfj“) = prg — [peg]
iy 1= 11 = ik = T ' = g = T ||

s = T 1) = T — T ]l 1+ 277

<
< gy = pegl + 277 < 29w Bl gl 0< <k <.

Nach Ungleichungen (2.22), (2.23) folgt die Behauptung aus 29n 27" |B| |ug | +27" < +

und |,ukf;wu)| <i427. O

Damit SIRA gute Grofienreduktionsschritte ausfiihrt, miissen insbesondere nach Lemma
2.20 vor jedem Grofenreduktionsschritt by := by — [pg,;] b; die Gram—Schmidt Koeffizi-
enten yu;; = 7;;/7;; aus der Orthonormalisierung (Ti’f)?éjéii der Matrix [x,b1,...,b,]
berechnet werden. Dies erfordert fiir jede Gréfenreduktion von by maximal k — 1 Givens
Rotationen.

Falls die normalisierten Gram-Schmidt Koeffizienten 7;; mittels Givens Rotation von
[z,b1,...,b,] nur vor der Gréfenreduktion von by berechnet werden und die Gram-—
Schmidt Koeffizienten py;, ¢ =0,...,k -1, gemédB der Groflenreduktions-Routine aus
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Abbildung 1.1 aktualisiert werden, kann sich der numerische Fehler in der Neuberechnung
der Gram—Schmidt Koeffizienten stark aufschaukeln.

Dies liegt daran, daf fiir einen Grofenreduktionsschritt by := by — [, ;| b; der Fehler bei
der Berechnung von [y, ;] sich aufspaltet in den Fehler bei der Operation [ .| und in den
Fehler des Operanden py, ;. Der Fehler bei der Operation | . | ist im Extremfall 1. Damit
148t sich der Fehler bei der Berechnung von [py ;| fiir 0 < j < k < n abschdtzen durch

g i) = Treg ]l < LA lph; — prgl 277 < 142850277 |B| k| +27" .

Sei (TZ’J)??%Z die Transponierte der Matrix, die durch Anwendung der Givens Rotation
auf die M_:ait_rix B = [by:=a,by,...,b,] vor der vollstindigen GroBenreduktion von by
entsteht und p; ;, 0 <14,j < n,die aus den normalisierten Gram-Schmidt Koeffizienten 7; ;
berechneten Gram—Schmidt Koeffizienten. Vor der Groflenreduktion von by, sei aufierdem
|B| :=maxXo<i<y ||bi]| , M :=maxi<jcick [pi;] und My :=max << |pg,;| - Wiein Lemma
2.13 seien :“;cl,)i die Gram—Schmidt Koeffizienten nach Ausfithrung von by — [pg, ;] b; fiir
j=k—1,...,k — 1. Wir vernachlissigen Terme 272" . Dann gilt mit Lemma 2.13 nach

Induktion iiber {=1,...,k—1

) = < 2850277 B [Mk(M—I—l)—I—(l—I—l)(Mk—l—%)M—l—lM}
MM+ 1 +27) L i=k—1—1,...,1. (2.28)

Die von 27" unabhingige GroBe M (M 4 1)'*! kommt durch die fehlerhafte Berechnung
von [ .| zustande.

Wihrend der Groflienreduktion von by,...,b, in Schritt 3 von SIRA und rat-SIRA 148t
sich M (M 4 1)"*" durch - 1.5"" abschiitzen, im Falle der L*~Reduktion von rat-SIRA

L\ = (142) n/2 3 (142)/2 (son 2\ F2+ 2 ieiey : :
durch (6 — Hy=(+2)n/2 p3(42)/2 (570 2y 2(n=1) (vergleiche Ungleichung (2.21)).

=143
Im n&chsten Abschnitt werden wir bei der Auswertung der Experimente sehen, daf} es fiir
die numerische Stabilitdt in Dimensionen n > 10 nicht mehr ausreicht, die Orthonorma-
lisierung (7; ;) o<i<n von [z, by,...,b,] jeweils nur einmal vor der GréBenreduktion von by
1<5<n

zu berechnen.

2.5 Implementierung und experimentelle Resultate

Die Algorithmen SIRA und rat-SIRA sind in der Programmiersprache C und unter dem
Betriebssystem HP-UX, ein UNIX-Derivat der Firma HP (Hewlett Packard), auf einer
HP Workstation ‘Apollo 9000’ der Serie 715 implementiert. Der Prozessor der Workstation
ist mit 50 MHz und 62 MIPS getaktet.

Wir untersuchen die Performanz der Algorithmen SIRA und rat-SIRA auf rationalen
Eingaben 2 = (p1,...,p,)/¢ € Q", e € Q, und § =0.95.

Wir halten die Vektoren z,by,...,b,, ay,...,a, in exakter ganzzahliger Arithmetik.
Hierzu verwenden wir eine in der Arbeitsgruppe Mathematische Informatik der Univer-
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n ‘ ¢! ‘ Q ‘ O |lax|| ‘ @ max A(z) ‘ @ max; ||b;] ‘ O |lz" — || ‘ @ Sek. ‘ g ‘

| | SIRA |
5 8 | 45 8.02 5376.70 7643.90 | 5.465e48 0.04 | 10
5 16 | 45 16.63 5376.70 4.799e+5 | 1.551e+7 0.06 | 10
5 32 | 45 24.50 5376.70 2.674e+6 | 3.321e45 0.07 | 10
5 64 | 45| 105.46 5376.70 4.885e4+8 | 1.478e+4 0.07 | 10
5 128 | 45| 229.48 5376.70 3.042e+9 654.84 0.08 | 10
51 256 | 45| 322.09 5376.70 | 1.843e410 5.72 0.09 | 10
51 512 |45 | 550.89 5376.70 | 2.224e411 0.21 0.09 | 10
511024 | 45| 981.99 5376.70 | 2.739e413 0.02 0.10 | 10
512048 | 45 | 1672.04 5376.70 | 1.931e413 0.02 0.15 9
8 4145 23.39 229.30 1.189e+9 2.188e+47 0.25 10
8 8 | 45 46.58 229.30 | 8.200e+13 2722.61 0.27 | 10
8 16 | 45 61.55 229.30 | 1.067e414 2.73 037 ] 10
8 32 | 45 78.05 229.30 | 8.587e+18 1.34 0.45 8
rat—-SIRA
5 8 | 45 8.52 5376.70 7635.83 | 2.631e48 0.07 | 10
5 16 | 45 15.91 5376.70 5.726e+5 | 3.987e+46 0.06 | 10
5 32 | 45 41.40 5376.70 9.765e+6 | 2.274e+45 0.08 | 10
5 64 | 45 94.12 5376.70 1.192e+8 2841.39 0.10 10
51 128 | 45| 115.88 5376.70 | 5.986e4-12 194.04 0.08 | 10
5| 256 | 45| 200.17 5376.70 | 6.808e4-12 5.21 0.09 | 10
5| 512 ] 45| 460.43 5376.70 | 2.404e+14 0.12 0.10 10
511024 | 45| 950.49 5376.70 | 6.245e416 0.01 0.12 | 10
512048 | 45 | 1976.83 5376.70 | 1.931e417 0.001 0.12 9
8 4145 4.126 229.30 4.263e+4 | 8.033e+8 0.20 10
8 8 | 45 9.781 229.30 4.030e+6 | 4.730e+5 0.33 | 10
8 16 | 45 16.16 229.30 | 3.640e412 9810.24 0.37 10
8 32 | 45 30.59 229.30 | 3.030e+15 48.477 0.42 | 10

Tabelle 2.1: Ergebnisse von SIRA und rat-SIRA fiir Dimensionen 5 und 8 und § = 0.95

sitdt Frankfurt entwickelte Programmbibliothek LARIFARI, mit deren Hilfe man in C-
Programmen mit grofien ganzen und rationalen Zahlen bis zu einer Bitlinge von maximal
825 rechnen kann. Es zeigt sich bei Computer—Experimenten, dafl die dualen Basisvektoren

ai,...,a, um den Faktor n kleiner als die priméren Basisvektoren b4,..., b, sind.

Wir berechnen die Orthonormalisierung von [z, by, ..., b,] nach jedem Austausch by_; by

und nach der GréBenreduktion eines Vektors by jeweils mit der Givens Rotation neu.

In der Tabelle 2.1 sind die experimentellen Resultate fiir SIRA und rat-SIRA mit n = 5,8
und & = 0.95 zusammengetragen. Jede Zeile mit Eintrigen n, ¢=! der Tabelle entspricht
den Ergebnissen von 10 Eingaben z := (p1,...,p,)/q, wobeidie p;,i=1,...,n und ¢ mit
dem 22 mod N-Generator von Blum, Blum und Schub generierte [BBS92] pseudozufillige

ganze Zahlen aus [—29 4+ 1,29 — 1] sind.
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Wir unterscheiden die zwei moglichen Fille der Terminierung:

e cin Austausch b,_1 < b, fiihrt zu einer nicht verschwindenden Hohe me = Bn

somit zu einer Relation a, = b, /||b,||? fiir « ;

e cs ist max;—y ., ng,xH < € und SIRA bzw. rat-SIRA stoppt mit ‘A(z) > 1/€

gibt einen Nahebeipunkt 2’ # z und eine Relation a,, fiir 2’ aus.

‘ n ‘ e ‘ Q ‘ O |lax|| ‘ @ max A(z) ‘ © max; ||b;]] ‘ O ||z" — || ‘ © Sek. ‘ g a ‘
5 4|45 5.20 5376.70 873.62 | 3.766e4+9 0.04 | 10
5 8|45 8.02 5376.70 7643.90 | 5.465e+8 0.05| 10
5 16 | 45 16.63 5376.70 4.799e+45 | 1.551e+7 0.06 | 10
5 32 | 45 24.50 5376.70 2.674e4+6 | 3.321e+5 0.06 | 10
5 64 | 45 | 105.46 5376.70 4.885e48 | 1.478e+4 0.08 | 10
5 128 | 45| 229.48 5376.70 3.042e+9 654.84 0.10 | 10
51 256 | 45| 322.09 5376.70 | 1.844e410 5.72 0.11| 10
51 512 | 45| 550.89 5376.70 | 2.224e4-11 0.21 0.12 | 10
511024 | 45| 981.99 5376.70 | 2.739e413 0.02 0.13 ]| 10
512048 | 45 | 1672.04 5376.70 | 1.931e413 0.001 0.14 9
10 4|45 5.02 61.36 2.347e46 | 7.628e+6 0.71 10
10 8|45 13.57 61.36 3.499e+9 6381.64 1.02 | 10
10 16 | 45 20.42 61.36 | 1.323e+412 5.33 1.35 | 10
10 32 | 45 32.74 61.36 | 1.857e+13 0.01 1.59 5
10 64 | 45 33.30 61.36 | 2.506e+13 0.0 1.60 0
10| 128 | 45 33.30 61.36 | 2.506e+13 0.0 1.77 0
15 4|45 7.81 22.50 | 5.174e+4+10 222.10 6.18 | 10
15 8|45 11.68 22.50 | 2.336e+13 0.01 8.52 2
15 16 | 45 11.49 22.50 | 2.558e+13 0.0 8.55 0
15 32 | 45 11.49 22.50 | 2.558e+13 0.0 8.53 0

20 2|45 4.08 14.66 7.225e4+9 | 1.581le+4 17.44 | 10
20 4|45 7.55 14.66 | 2.879e+13 0.152 29.34 3
20 8|45 7.68 14.66 | 3.804e+13 0.0 29.38 0
20 16 | 45 7.68 14.66 | 3.804e+13 0.0 29.43 0
30 2|45 5.96 10.28 | 5.898e+13 0.03 84.17 2
30 4|45 5.74 10.28 | 6.016e+13 0.0 84.71 0
40 4|45 6.77 9.04 | 5.623e+13 0.0 243.63 0
60 4|45 6.45 8.46 | 6.972e+13 0.0 | 1371.09 0
80 4|45 5.51 8.54 | 8.896e+13 0.0 | 4105.09 0
100 4|45 5.92 8.82 | 1.107e+14 0.0 | 9988.76 0
120 4|45 5.63 9.16 | 1.087e+14 0.0 | 22399.28 0

Tabelle 2.2: Ergebnisse von SIRA fiir § = 0.95
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‘ n ‘ ¢! ‘ Q ‘ O ||| ‘ @ max A(z) ‘ @ max; ||b;] ‘ O || = || ‘ @ Sek. ‘ a2’ ‘
5 4 | 45 3.26 5376.70 466.03 | 1.413e+10 0.04 10
5 8|45 8.18 5376.70 9166.21 4.017e48 0.05 10
5 16 | 45 14.82 5376.70 4.695e45 6.210e+6 0.07 10
5 32| 45 28.88 5376.70 4.136e46 2.292e-+5 0.07 10
5 64 | 45 73.44 5376.70 2.526e+8 3.498e+3 0.09 10
5 128 | 45 354.37 5376.70 3.451e+9 542.38 0.10 10
5 256 | 45 334.37 5376.70 4.758e410 19.55 0.11 10
5 512 | 45 457.80 5376.70 1.323e+11 0.26 0.12 10
51024 | 45 762.26 5376.70 9.493e+11 0.02 0.16 10
5| 2048 | 45 | 1849.20 5376.70 2.899e+13 0.001 0.18 10

10 4 1 45 4.44 61.36 5.685e+5 3.059e+7 0.95 10
10 8|45 7.69 61.36 2.222e+8 9173.23 1.18 10
10 16 | 45 18.31 61.36 2.450e+11 25.10 1.52 10
10 32 | 45 31.24 61.36 1.916e+13 0.01 1.84 7
10 64 | 45 31.35 61.36 2.384e+13 0.0 1.87 0
10 128 | 45 31.35 61.36 2.384e+13 0.0 1.85 0
15 4 1 45 9.52 22.50 2.787e+10 463.68 7.68 10
15 & | 45 10.56 22.50 2.283e+13 0.02 10.65 5
15 16 | 45 10.37 22.50 2.568e+13 0.0 10.83 0
15 32 | 45 10.37 22.50 2.568e+13 0.0 10.84 0
20 2| 45 4.06 14.66 4.406e+48 1.447e+5 20.40 10
20 4 1 45 6.39 14.66 3.086e+13 0.12 36.66 5
20 & | 45 6.30 14.66 3.952e+13 0.0 37.79 0
20 16 | 45 6.30 14.66 3.952e+13 0.0 37.50 0
30 2|45 4.97 10.28 2.862e+13 0.04 124.98 2
30 4 1 45 4.92 10.28 3.191e+13 0.0 125.36 0
40 4 1 45 5.19 9.04 6.048e+13 0.0 447.33 0
60 4 1 45 4.99 8.46 6.912e+13 0.0 2171.60 0
&0 4 1 45 4.80 8.54 8.234e+13 0.0 7287.19 0
100 4 1 45 4.85 8.82 8.050e+13 0.0 | 17690.77 0
120 4 1 45 5.55 9.16 1.341e+415 0.0 | 36313.27 0

Tabelle 2.3: Ergebnisse von rat-SIRA fiir § = 0.95

Der Test auf 7,, # 0 erfolgt in der Implementierung von SIRA und rat-SIRA durch
[Tl > 277, wobei r =53 (2773 ~ 10716) die maximale Anzahl der Genauigkeitsbits im
IEEE 754-Standard fiir Gleitpunktzahlen in doppelter Genauigkeit ist. Im ersten Fall der
Terminierung testen wir jeweils noch ab, ob < x,a, >= 0. Ist dies nicht der Fall, so liefert
der Abbruchtest |7, ,| > 27°% ein falsches Pradikat. Wir nehmen dann eine neue zufillige

Eingabe z .

In der Spalte fa’ der Tabelle 2.1 steht die Anzahl der Fille 2 der Terminierung. Die
Werte jeder anderen Spalte sind Durchschnittswerte, gemittelt iiber die Ergebniswerte
fiir 10 Eingaben z. Die Spalte @ ||a,|| gibt die durchschnittliche euklidische Linge des
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Ausgabevektors a,, an. © max A(z) ist die durchschnittliche (in Abschnitt 1.4 bewiesene)
theoretische obere Schranke fiir die kiirzeste Relation (vergleiche Satz 1.27). In der Spalte
@ max; ||b;|| sind die durschnittlichen maximalen euklidischen Lingen der Basisvektoren
by, ..., b, eingetragen. @ ||z’ — z|| bezeichnet den durchschnittlichen euklidischen Abstand
von ¢’ zu x . In der Spalte @ Sek. steht die durchschnittliche Laufzeit des Algorithmus in
Sekunden.

Bei (@ = 45 werden die 53 Genauigkeitsbits der Gleitpunktzahlen fast vollstdndig aufge-
braucht. Fiir ¢ > 45 ist der Algorithmus nicht mehr stabil. Dann wird die numerische
Genauigkeit kleiner als die Lange der Basisvektoren bq,...,b, und der Anteil der gu-
ten Austausche nimmt ab. Der Algorithmus bleibt fiir Werte ) > 45 in Endlosschleifen
stecken.

Die in Abschnitt 2.2 (Satz 2.3 (3)) theoretisch nachgewiesene lineare Beziehung zwischen
der Linge der Relation und dem Parameter ¢=! bei fester Dimension ist an Tabelle 2.1
gut erkennbar.

Fiir Dimensionen n > 10 kénnen wir die numerische Stabilitdt von SIRA und rat-SIRA
dadurch erhdhen, dafl wir nicht erst nach der vollstdndigen Gréflenreduktion eines Vektors
by , sondern jeweils nach den einzelnen Groéfenreduktionsschritten by := by — [7x,;/7;,;] b;
eine neue Orthonormalisierung mit Givens Rotation durchfiihren. Mit dieser Modifikati-

on werden beide Algorithmen numerisch stabil bis Dimension 120. Die experimentellen
Ergebnisse finden sich in den Tabellen 2.2 und 2.3.

Fiir gleiche Eingaben z € R" , ¢ € Q, ist die Laufzeit fiir rat—SIRA in hohen Dimensionen
wesentlich gréfier. Dieser Effekt kommt durch die zusétzliche vollstindige Gréflenredukti-
on des Vektors by, vor Austauschen by_;<>b; wihrend der L?>-Reduktion der projizierten
Vektoren 7, (b1), ..., 75 (by—1) in Schritt 2 zustande. Mit der Givens Rotation nach jedem
GroBenreduktionsschritt by := by — [74,;/7;;]| b; kostet die GroBenreduktion von by dann
O(kn?) statt O(n®) arithmetische Operationen. Die durchschnittliche Linge der gefun-
denen Relation ist dafiir bei rat-SIRA etwas kiirzer. Dies liegt an der besseren Redu-
ziertheit der primiren und somit auch dualen Basisvektoren wihrend der L3-Reduktion
der projizierten Vektoren m,(b1),...,7x(bn—1) in Schritt 2. Die Anzahl der gefundenen
Nahebeipunkte ist hingegen fiir beide Algorithmen im wesentlichen gleich.

Die guten Laufzeiten von SIRA und rat-SIRA dokumentieren nicht nur die Effizienz des
Verfahrens, sondern auch dessen numerische Stabilitdt; denn im Falle kurzer Laufzeiten
fithrt der Algorithmus tiberwiegend gute Austausche aus. Die Tatsache, daf die Algorith-
men SIRA und rat-SIRA Relationen fiir die Fingaben wie erwartet finden, beweist damit
auch die numerische Stabilitdt der beiden Algorithmen.

Die Werte in der Spalte @ ||a,|| belegen durch Vergleich mit der theoretischen oberen
Schranke aus Satz 1.27 die Korrektheit des Verfahrens hinsichtlich der zu erwartenden
Lange der Relation fiir die Fingabe x . Beispielsweise ist fiir n = 10 nach Tabelle 2.2 und
Satz 1.27, respektive, 16 < A(2) < 61.36 fiir alle 10 Eingaben; entsprechend erhalten wir
fiir Dimension n = 15 die Abschdtzung 4 < A(z) < 22.50 fiir alle 10 Eingaben.
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Numerische Stabilitdt anderer Orthonormalisierungsverfahren. Das Verfahren

der Givens Rotation zur Berechnung der Orthonormalisierung von by := z,by,...,b, be-
sitzt einen numerischen Fehler der linear in n 27" |B| ist, wobei ||B| := maxXo<;<y ||bs| -
Verwenden wir das GSO—Verfahren zur Orthonormalisierung von x,bq,..., b, , so ist der

numerische Fehler der normalisierten Gram—Schmidt Koeffizienten ; ;, 0 <¢,7 < n, pro-
portional zu

n2”"|B|/ min HZWH_I (vergleiche [GoL89], Seite 219.)
.

In dem Beweis von Proposition 2.8 haben wir gesehen, daf3 Austausche b,_14b, von
SIRA das von den projizierten Vektoren m,(b1),...,7;(b,—1) aufgespannte Volumen
d(L(7y(b1), ..., 7u(bp=1))) um den Faktor i verkleinern. Die Lingen 7;; = [6:.2]| der
Hoéhen kénnen wihrend des Algorithmus damit beliebig klein werden. Dies hat zur Fol-
ge, daf die Berechnung der Gram-Schmidt Koeffizienten p; ; = 7 ;/7;; ungenau wird.
Inkorrekt berechnete Gram—Schmidt Koeffizienten ergeben fehlerhafte und grofie Reduk-
tionskoeflizienten. Dadurch werden die Basisvektoren by, ..., b, ebenfalls sehr groff und
nur unzureichend orthogonal zueinander. Beides vergréfert wiederum den Fehler bei der
Berechnung der Gram-Schmidt Koeffizienten. Der Algorithmus gerdt schliefilich in End-
losschleifen, in denen fiir Indizes 2 < k£ < n unendlich oft Vektoren b;_q, by miteinander
vertauscht werden.

Fiir das Verfahren der GSO, wie es im L?-Algorithmus zur Orthonormalisierung der Git-
terbasisvektoren verwendet wird [LLL82], kénnen wir keine numerische Stabilitdt bewei-
sen.

Wir haben fiir die Algorithmen SIRA und rat-SIRA das Verfahren der GSO getestet,
wie es von Schnorr und Euchner in der Gleitpunktversion des L3-Algorithmus vorge-
schlagen wurde [SE94]. In [SE94] wurde gezeigt, dafl durch zusitzliche Korrekturschritte
bei Skalarproduktberechnungen® das GSO-Verfahren fiir nicht degenerierte Gitter nu-
merisch stabil ist bis Dimension n = 125. Fiihren wir jedoch in SIRA und rat-SIRA
die Orthonormalisierung von z,by,...,b, mit der in [SE94] vorgestellten modifizierten
GSO durch, so gerdt der Algorithmus fiir zufillige Eingabevektoren = = (p1,...,ps)/q
mit 2'? < maxi<i<y [pi| <229, ¢ =1 schon bei Dimension n = 3 und ¢! = 2° in Endlos-
schleifen.

Schnorr [Sc88] gab eine Variante dieses Verfahrens an, die numerische Fehler bei der
Berechnung der Gram-—Schmidt Koeffizienten p;; durch Selbstkorrekturschritte aus-
gleicht. Hierzu wird die inverse Matrix (v ;)1<i j<n = (um)gslms,l durch Skalarprodukte

],.r;éo

b
< b, b; >,0 <¢,7 < nderin exakter ganzzahliger Arithmetik mitgefiihrten Basisvektoren
aktualisiert. Mit dieser Form der Selbstkorrektur wird die Orthogonalisierung (1;,;)o<i,j<n
von by := x,by,...,b, neu berechnet.

°Bei der Berechnung von Skalarprodukten werden unterschiedlich groBe Summanden aufaddiert. Durch
Rundung des Ergebnisses in der Gleitpunktarithmetik kénnen die fiihrenden Bits wegfallen [Gol.89], Seiten
63-65.
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Der Fehler der ‘selbstkorrigierten’ Gleitpunktwerte VfJ, 1 <4,5 <n konvergiert qua-
dratisch gegen 0 [Sc88], sofern die Selbstkorrektur in exakter rationaler Arithme-
tik implementiert und der absolute Fehler der Gleitpunktwerte der v;;, 1 <4,7<n
zu Beginn der Selbstkorrektur nicht gréfier als 1 ist. Das Verfahren bendtigt
12n 4 3 [logmax{|pi|, 1 <i<n, |¢q|}] Genauigkeitsbits und erschépft damit die uns
beim IEEE 754-Standard fiir Gleitpunktzahlen in doppelter Genauigkeit zur Verfiigung
stehenden 53 Prizisionsbits schon fiir Dimension n = 3 und zufélligen Eingabevektoren

& = (p1,p2,p3)/q mit maxi<i<, [pi| > 29, ¢=1.

Wir haben das Orthogonalisierungverfahren von [Sc88] in SIRA und rat—SIRA getestet.
Der Algorithmus [&uft in Dimension n = 3 fiir zuféllige 18-bit lange Eingabevektoren
z = (p1,p2,p3)/q mit ¢ =1 und ¢! = 2°% noch numerisch stabil, ebenso fiir Dimension
n=>5, ¢l =26 und 12-bit lange Eingabevektoren. Fiir héhere Dimensionen und gréfere
Bitlingen der p; , 1 < i < n bleibt der Algorithmus mit endlosen Austauschen benachbarter
Vektoren by_1, by stecken; die Gleitpunktwerte der jeweiligen Gram—Schmidt Koeffizienten
fik k—1 werden dann fiir das Abtesten der L>~Bedingung nicht mehr genau genug berechnet.
Dann hilft das Verfahren der Selbstkorrektur zur Angleichung der Gleitpunktwerte ,u;»J an
die exakten Werte y; ; nicht, da der Fehler der Gleitpunktwerte 1/2(7]« , 1 <12,7 < nzuBeginn
der Selbstkorrektur schon wesentlich gréfier als 1 ist.

Zusammenfassend 14t sich festhalten, daf} fiir die Orthonormalisierung von fast linear
abhédngigen Systemen, wie sie in SIRA und rat—SIRA vorliegen, die Givens Rotation der
GSO und allen GSO-&hnlichen Verfahren vorzuziehen ist; der numerische Fehler bei der
Givens Rotation nimmt im Gegensatz zum Verfahren der GSO nicht mit kleiner werdender
Determinante des Systems zu.
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Kapitel 3

Ein stabiler hoherdimensionaler
Kettenbruchalgorithmus

Das Problem der (simultanen) diophantischen Approximation besteht darin, gegebene re-
elle Zahlen x4, ..., x,_1 durch rationale Zahlen %1, et p’?T_l mit Hauptnenner ¢ moéglichst

gut zu approximieren. Konvergiert der erste Vektor (pi,...,pn—1,q) einer Gitterbasis
{b1,...,b,} des Z" gegen die Gerade (z1,...,2,-1,1) R so sind die Briiche %1, ey p’?T_l
eine ‘gute’ (simultane) diophantische Approximation an die reellen Zahlen z1,...,2,_1.
Nach einem Satz von Dirichlet gibt zu reellen Zahlen 1, ..., #,_1 unendlich viele (simul-
tane) diophantische Approximationen (py,...,p,—1,¢) € Z" mit maxj<ij<,—1 |qz; — pi| <
|q|ﬁ Der Kettenbruchalgorithmus 16st das Problem der diophantischen Approxima-
tion in Dimension 2. Der Kettenbruchalgorithmus berechnet eine Folge ((p*), ")) e
von Bestapprorimationen an die Eingabe z € R, das heift Zahlen p*), ¢¥) € Z so daB

l¢' x — p'| > |q(k) z — p(k)| fiir alle p’, ¢’ € Z mit |¢'| < |q].

Wir zeigen in diesem Kapitel, dal SIRA fiir einen Eingabevektor z = (21,...,2,-1,1)
gute diophantische Approximationen an zq,...,z,_1 konstruiert, welche die Schranke des

Existenzsatzes von Dirichlet bis auf einen Faktor 2(n+2)/4 maxi<i<n—14/1+ xf erfiillen.
Wir verbessern damit die von Just [Ju92] angegebene Schranke

n 1
max |$i_pi/(]| < 2% maxl /1_|_$22/|q|1+2n(n—1) .

1<i<n—1 1<i<n—

3.1 Diophantische Approximationen

Zu reellen Zahlen 2y,...,2,_1, €>0 mnennen wir einen ganzzahligen Vektor
b = (p1y.--sPn-1,q) (Simultane) Diophantische Approximation der Giite ¢, falls
Max|<;<p—1 |gz; — pi| < €. Nach Dirichlet gilt folgender
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Satz 3.1 [Di1842] Zu beliebigen reellen Zahlen xq, ... ,x,_1 € R existieren unendlich vie-
le Vektorenb =: (p1,...,pn—1,q) € Z", so daf

1
(nax fgei = pil < Llgl=T

1
Bemerkung. Die Schranke ¢~ »=1 ist bis auf einen konstanten Faktor optimal. Die Aus-
sage des Satzes wird falsch, wenn man die rechte Seite der Ungleichung durch einen Term
”n;l/ql mit einem Exponenten s > 1/(n — 1) ersetzt [Bor03].

Folgendes Lemma zeigt, daf eine Folge (pgk)7 .. .7p7(f_)17 (](k))keN ganzzahliger Vektoren, die

gegen die Gerade (z1,...,2,-1, 1) R konvergiert, gute simultane diophantische Approxi-
mationen an die reellen Zahlen zq, ..., z,_; liefert. Wir zeigen im nichsten Abschnitt, daf§
der in Kapitel 2 behandelte Stabile Relationenalgorithmus SIRA auf Eingaben 2 € IR"™
genau eine solche gegen die Gerade « IR konvergente Folge ganzzahliger Vektoren konstru-

iert.

Lemma 3.2 [Ju92] Seix := (21,...,2,-1,1) E R" ,b:= (p1,...,Pn-1,q) € Z" und 7, (b)
die zu x orthogonale Projektion des Vektors b. Dann gilt firi=1,...,n—1:

lgz; —pil < |lma (D) /1 + 27 .

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Betrachtung der zu @ := (21,...,2,_1, 1) orthogo-
nalen Projektionen in der Ebene und geht auf Just [Ju92] (Ungleichung (18) und Gleichung
(19), Seite 918) zuriick.

3.2 Diophantische Approximation mit dem stabilen Rela-
tionenalgorithmus

Methode. Wir dndern den Algorithmus SIRA dahingehend ab, dafl der Algorithmus
nach der Grofenreduktion der projizierten Vektoren 7, (b1),...,7;(b,) den ersten Basis-
vektor by ausgibt. Der Algorithmus gleicht damit im wesentlichen dem héherdimensio-
nalen Kettenbruchalgorithmus von [Ju92]. In Analogie zum Stabilen Relationenalgorith-
mus aus Abschnitt 2.1 nennen wir den daraus resultierenden Algorithmus SCFA (Stable
Continued Fraction Algorithm). Mit Hilfe von Satz 2.9 (2) zeigen wir, daf SCFA fiir
Eingaben z =(z1,...,2,-1,1) € R™ eine Folge von Vektoren (pgk)7 .. '7p7(zk—)17 ANYA
k=1,2,... mit wachsendem Nenner |¢(¥)| berechnet, so daf maxj<i<p | g® — p, P <

20n+2)/4 [1 4 22/ |pP R gilt :
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Stabiler Kettenbruchalgorithmus (SCFA)
EiNGaBE z € R" —{0},¢>0.

1. Initialisierung. [bo, by, ..., b,) =[x, e1,...,€,],8:=1,
berechne die Orthonormalisierung (7; ;) o<i<n von [z, by, ...,b,].
1<5<n

Falls 7, , > 0, dann ist e, eine Relation fiir . Gebe den Punkt 2’ := # und die Relation
a, = e, fir x aus, und stoppe.

2. L?-Reduktion von 7,(by), ..., mu(by_1).
WHILE (31 <k <n: 37 4y > i+ Tisy ) DO

Setze by := by — [Tk k—1/Th=1k—1] bk—1;

vertausche by_; und by und berechne die Orthonormalisierung (7; ;) o<i<n neu.
1<5<n

Groflenreduziere alle projizierten Vektoren m,(b1), ..., 75(by) .
WHILE |755] <e¢ Dos:=s+1.

Gebe (p1,...,pn-1,q) :=b1, die nichste Approximation an z aus.

3. Austausch b,_1<b,.

Vertausche b,_y und b,, und berechne die Orthonormalisierung (7; ;) o<i<n neu.
1<5<n

Falls 7, , = 0 und s < n dann gehe nach 2.
4. Abbruch. Berechne [ay,...,a,]" :=[by,..., b, .

Im Falle 7, ,, > 0 ist a,, Relation fiir . Gebe den Punkt 2’ := 2 und a, aus, und stoppe.
Falls s =n, dann gilt 7,; <e fir i=1,...,n, und es existiert keine Relation fiir z
mit Linge kleiner als ¢~!. Berechne in diesem Fall 7,(z) =< 2,b,/]|b,]| > b,/]|0n]| €
)L

span(by,...,by—1)=, und gebe den Punkt 2’ := x — 7, (), die Relation a,, fiir 2’ sowie

‘Az) > 1/€ aus.

Falls ¢ = 0, gibt SCFA eine eventuell unendliche Folge von Vektoren b; nach der L3-
Reduktion in Schritt 2 aus, welche gute diophantische Approximationen an z sind. SCFA
stoppt im Falle ¢ = 0 genau dann, wenn dim(L,) > 1 ist und findet in diesem Falle eine
Relation a,, zu z.

Satz 3.3 Fir Fingaben x = (x1,...,2,-1,1), € € Ry berechnet SCFA eine Folge von
Vektoren (p1,...,pn_1,q) :==by und gibt diese nach der L®-Reduktion in Schritt 2 aus.
Die Vektoren (p1,...,pn-1,q) erfillen firi=1,...,n—1 :

nt2 1
|z —pifgl < 2% (J1+a?/|g/' AT . (3.1)

Nach dem Existenzsatz von Dirichlet [Di1842] sind die Vektoren (pi,...,pn—1,¢) in dem
Sinne bis auf den Faktor 20°+2/4 ||| optimal, als da der Exponent 1+ 1/(n— 1) im
allgemeinen nicht erh6ht werden kann. Wir verbessern damit die von Just [Ju92] bewiesene

n 1
Schranke von |z; — p;/q| < o™ N + 22/ |q|1+2n—(n—1) )

Beweis. Fiir n = 2 ist die Folge p;/q der rationalen Zahlen nach einem Austausch by+b,
der Bruch der Kettenbruchentwicklung von z; . In diesem Falle gilt die bessere und scharfe
Schranke |21 — p1/q] < 1/|q|* (vergleiche [Kh63], Satz 9, Seite 9).
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Sei nun n > 3. Wegen der L3-Reduziertheit der projizierten Vektoren 7, (b1), ..., 7 (bn—1)
folgt aus den Sdtzen 1.22 (1) und 2.5 (2)

n—1
loall < 272t T Nlbjall ™"+ [[brall < 2772 €t by o 772 20n D =20 4y
7=2

Diese Ungleichung kann auch fiir € = HZLI’H gezeigt werden (vergleiche die Bemerkung im

Anschluff an Satz 2.5 (2)). Wir erhalten

~ n>3
HblH < HbLl’H_n-H 2n/2 . 2(n—1) (n—2)/4 +1 < HbLl’H_n-H 2(n—1) (n+2)/4

9

[Broll < |bal|” T 200/ < g 2(n 2/

Mit den Ungleichungen

lgei = pil < Ibrall/I+e?, i=1, 01,

aus Lemma 3.2 folgt die Behauptung. O

Bemerkungen. 1. Fiir den Fall ||z|| = /2 bzw. "7 2? = 1 verlieren wir in Unglei-
chung (3.1) gegeniiber der Dirichlet-Schranke aus Satz 3.1 den Faktor 20/441 | Dieser
exponentielle Faktor wird durch das in Schritt 2 verwendete L>-Reduktionsverfahren be-
dingt. Bei Verwendung von Algorithmen zur Block—Reduktion der projizierten Vektoren
7w (01)y ..oy 7o (by) kann man den Faktor 20°t2/4 quf einen Faktor (1 4+ £)™/* mit beliebig
kleinem £ > 0 reduzieren [Sc87]. Diese Algorithmen sind allerdings nicht mehr polynomial

in der Dimension n .

2. Umgekehrt ist das Problem, zu gegebenen x = (xy,...,2,-1,1) € Q", €€ Qy
und N € IN zu entscheiden, ob ganze Zahlen py,...,p,—1,q mit g €[1,N] und
maxi<i<n |q¥; — pi| < € existieren, NP-vollstindig [Lag85]. Es ist daher nicht zu erwar-
ten, daf es polynomial-Zeit Algorithmen gibt, die fir Fingaben x = (21,...,2,-1,1) € Q"
Vektoren (p1,...,pn-1,q) berechnen, die die Schranke aus Satz 3.3 mit rechter Seite

1
W1+ QCZZ/qH'm ohne einen exponentiellen Faktor in n erfiillen.
3. Ein Vektor b =: (p1,...,Pn_1,q)" € Z"' x IN heifit gemdf [BreS1] Bestapproximati-
on an x == (1,...,x,_1, )7 € R™, falls fir alle b =: (py,...,P,_1,0) € Z"~" x N mit
7 < q gilt, dafs

ar. —m| > C_n
(Jrax fgei—pil 2 max [qzi - pil

FEs wire interessant zu untersuchen, inwieweit der Algorithmus SCFA Bestapprozimatio-
nen an x ausgibt. Da die Schranke des Fristenzsatzes von Dirichlet im oben angegebenen

Sinne scharf ist, liegt die Vermutung nahe, dafs SCFA Bestapproximationen an x bis auf
einen Faktor 2(n+2)/4 maxi<;<n—11/1+ xf berechnet.
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Kapitel 4

Approximierbarkeit kiirzester
Relationen

In diesem Kapitel zeigen wir unter der Annahme NP ¢ QP! eine untere Schranke fiir die

Approximierbarkeit kiirzester Relationen in der Maximum—Norm:

Es existiert kein polynomial-Zeit Algorithmus, der zu gegebenem z € Q" eine in der
oo-Norm bis auf den Faktor 298" "~ bin(#) kijrzeste Relation findet, wobei ( eine beliebig

kleine positive Konstante und bin(z) die bindre Lange der Eingabe z ist.

Im Gegensatz zu diesem Resultat kann die in der euklidischen Lange kiirzeste Relation bis
auf den Faktor 2/2~! approximiert werden ([HJLS89], Kapitel 6).

Der Beweis setzt sich aus 3 Reduktionen zusammen. Als erstes geben wir eine
quasipolynomial-Zeit Reduktion der Erfiillbarkeit einer 3—Term konjunktiven Normalform
auf ein kombinatorisches Optimierungsproblem auf Graphen an (Paragraph 2). Dieses Er-
gebnis geht auf Feige, Lovasz [F1.92] zuriick und wurde von Arora, Babai, Stern, Sweedyk
[ABSS93] in exakter Form dargestellt. Als nidchstes reduzieren wir dieses Optimierungspro-
blem auf das Problem, die in der co-Norm minimale ganzzahlige Lésung eines homogenen
linearen Gleichungssystem zu finden (Paragraph 3). Wir verwenden hierzu die Techniken
aus [ABSS93]. Schlieilich transformieren wir den in der co—Norm beschrinkten Anteil
der ganzzahligen Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems in den in der
oo—Norm beschrinkten Anteil der ganzzahligen Lésungsmenge einer einzelnen homogenen
linearen Gleichung (Paragraph 4). Wir erhalten damit eine quasipolynomial-Zeit Reduk-
tion des Problems der Erfiillbarkeit einer 3—Term konjunktiven Normalform auf die Ap-
proximierbarkeit kiirzester Relationen in der co-Norm. Aus der NP—Vollstédndigkeit des
erstgenannten Problems folgt unser Resultat. Im 1. Paragraphen fiihren wir grundlegende
Begriffe ein.

Der Inhalt dieses Kapitels entspricht im wesentlichen dem der Arbeit [RSe96a].

!Da fiir die Entscheidbarkeit von Sprachen aus NP keine polynomial-Zeit und keine quasipolynomial—
Zeit, Algorithmen bisher bekannt sind, wird vermutet, dal NP # P sowie NP € QP gilt. Die Annahme
NP +# P ist schwacher, da aus NP = P natiirlich NP C QP folgt.
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4.1 Grundlagen

Folgende Begriffe gehen auf Creszenzi, Panconesi [CP91] und Papadimitriou, Yannakakis
[PY91] zuriick.

Definition 4.1 Fin Optimierungsproblem 11 ist eine Menge Ir1 C {0,1}* von Einga-
ben I, eine Menge Sy C {0,1}* moglicher Losungen S fiir die FEingaben I € Iy, ei-
ne polynomial-Zeit berechenbare Mafifunktion myy : Iy X {0, 1} — Ry und das Ziel der
Optimierung von myy , entweder Minimierung oder Maximierung. Die Funktion my weist
einer Fingabe I € Iy und einer Lésung S € Sr(I) von I einen Lésungswert mp(Z, 5) zu.

Das Optimierungsproblem besteht darin, fiir gegebenes I € Iy; eine Lésung S € Su([l) fir I
zu finden, so daff myi(1,.5) optimal fiir alle méglichen S € Su([) ist, das heifst mp (I, S) =
minp{mn(/,5) : "€ Su(l)} im Fulle eines Minimierungsproblems wund my(l,S) =
maxp{mm(/,S") : S’ € Su(I)} im Falle eines Maximierungsproblems.

Fiir NP-Optimierungsprobleme muf§ folgende weitere Bedingung erfillt sein:

Fiir die Menge St mufl ein k € IN und eine polynomial-Zeit berechenbares Prddikat P :
T x{0,1}* — {0, 1} existieren, so dafs fir alle I € Iy :

Sno= {ye{0,1} : |yl <|I"AP(I,y)}.

Die NP-Minimierungsprobleme Kirzeste Relation in der oo—Norm SIR., (Shortest In-
teger Relation in oo—norm) und Kirzeste Simultane Relation in der co-Norm SSIR
(Shortest Simultaneous Integer Relation in co—norm) sind wie folgt definiert:

SIR, :

(GEGEBEN ein nicht trivialer rationaler Vektor x € Q" .

FINDE einen ganzzahligen Vektor m # 0 mit < m,2 >=0 und minimaler oo—Norm

[l = maxi<icn [mi

SSIR :

GECGEBEN r nicht triviale rationale Vektoren yq,...,y,. € Q™.

F'INDE eine in der co-Norm minimale simultane (ganzzahlige) Relation m fiir y1,...,y,,
das heifit einen ganzzahligen Vektor m # 0 mit < m,y; >= 0,5 =1,...,r, und minimaler

oo-Norm ||m|s -

Statt SSIR., werden wir im folgenden das zu SSIR., (hinsichtlich der Losungsmenge)
dquivalente Minimierungsproblem Minimale Z—Losung von Homogenem Gleichungssystem
in der co-Norm Min Z — HLS,, (Minimal Z-Solution of Homogeneous Linear System
of Equations in co—norm) betrachten:

MinZ —- HLS,, :

GEGEBEN ein homogenes System Az = 0 in r Gleichungen und n Variablen mit
AeM(r,n Q).

FINDE einen in der co-Norm minimalen ganzzahligen Vektor # £ 0 mit Az =0.

Wir betrachten im folgenden Optimierungsprobleme dieser Art.
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Definition 4.2 Sei Il ein Minimierungs—(bzw. Mazimierungs—)Problem. Wir sagen, 11
wird in Zeit t(n) bis auf einen Faktor f(n) > 1 approzimiert, falls ein Algorithmus A exi-
stiert, der fiir alle n € IN und alle Fingaben I € 11 mit n := |I| sowie optimalem Ldsungs-
wert optri(1) O(t(n)) Rechenschritte ausfiihrt und eine Losung A(I) € Su(I) ausgibt, so
dafs

(L A() < optu(I) f(n)  ( respektive mu(1, A1) > optu(I)/f(n))

Fiir die Betrachtung der Approximierbarkeit von Optimierungsproblemen benutzen wir
folgenden Reduktionsbegriff, der auf Arora [Ar94] zuriickgeht.

Definition 4.3 Seien IT und 1" zwei Minimierungs—(bzw. Maximierungs—)Probleme und
p, p' > 1. Fine gap—erhaltende Reduktion von I auf TI' mit Parametern ((c,p), (¢, p"))
ist eine polynomial-Zeit Abbildung 7, welche Fingaben I € T auf Eingaben I' = 7(I) €
11" abbildet, so dafs fir die Minima (bzw. Maxima) optri(I) und optrp (I') von I bzw. I’
folgendes gilt:

optn(I) <¢ = optp(I') < ¢ (4.1)
( respektive optr(I) > ¢ = optip(I') > )
optn(I) >cp = optip(I') > 'p’ (4.2)
( respektive optr(I) < c¢/p = optr(I') < /p")

¢, p bzw. ¢, p’ hingen dabei von der jeweiligen binéiren Linge der Eingaben I bzw. I" ab.

Bemerkung. FEine gap—erhaltende Reduktion T wunterliegt bei Fingaben I ei-
nes Minimierungs—(bzw. Maximierungs—)Problems 11 fir cp > optr(I) > ¢ (respektive
c/p < optrn(l) < ¢) keinerlei Bedingungen. Daher ist dieser Reduktionsbegriff schwdcher
als der von Papdimitriou, Yannakakis [PY91] eingefiihrte Begriff der 1L-Reduktion?, fiir
den Bedingung (4.2) mit p=p' =1 gilt.

Ein Approzimationsalgorithmus fir ein Optimierungsproblem 11 zusammen mit einer L-
Reduktion 7 von Il auf II' definiert einen Approzimationsalgorithmus fiir 11. Dies gilt
jedoch nicht flir gap—erhaltende Reduktionen. Falls jedoch kein polynomial-Zeit Algorith-
mus Fingaben I eines Minimierungsproblems 11 mit optii(I) < 1 und optr(I) > p un-
terscheiden kann, dann kann bei Existenz einer gap—erhaltenden Reduktion von Il auf IT’
mit Parametern ((1,p), (1, p)) kein polynomial-Zeit Algorithmus Fingaben I' von TI' mit

?Fine L-Reduktion von einem Optimierungsproblem II auf ein Optimierungsproblem II’ ist ein Paar
von polynomial-Zeit Abbildungen (1, k), fiir die Konstanten a, 8 > 0 existieren, so daf} folgendes gilt:
1. Jede Eingabe I € TI wird auf eine Eingabe I’ = 7(I) € TI' abgebildet, und fiir die Optima optn ([)
und opt: (I') von I bzw. I’ ist optn(l) < aopty (I').
2. Jede Lésung S’ € Snu/(I') von I' wird durch & auf eine Lésung S = «(S') € Su(]) von I abgebil-
det und fiir die entsprechenden Losungswerte mm (I, S) bzw. mu(I',S") ist |mu(I,.S) — optu(I)| <
Blmm (I', 8" — optm: (I")] .
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optry (I') < 1 und optyy (I') > p' unterscheiden.

Definition 4.4 Seien x4, ..., x, Boole’sche Variablen. Fin Literal ist entweder eine Boo-
le’sche Variable oder ihre Negation. Fine 3—Term Konjunktive Normalform 3 — CNF
d(z1,...,2,) ist die Konjunktion von Klauseln C;, i = 1,...,m, welche jeweils aus der

Disjunktion von 3 Literalen l;,,1;,,1;, bestehen:

~ -

(b(acl,...,xn) = (lil \/12'2 \/12'3) .

=1

Fine erfiillende Belegung as,...,a, einer 3 — CNF ¢(z1,...,2,) ist eine Belegung
ai,...,a, € {0,1} der Boole’schen Variablen 1,...,z,, so daff ¢(ai,...,a,) =1.

Das Entscheidungsproblem 3-Erfiillbarkeit 3-SAT (Satisfiability for 3 — CNF') ist das Pro-
blem zu entscheiden, ob eine erfillende Belequng fiir eine gegebene 3 — CNF existiert.

Satz 4.5 [Co71] 3-SAT ist NP-vollstindig.

Bemerkung. 3-SAT ist ein grundlegendes NP—vollstindiges Problem. Cook [Co71] zeig-
te, daff jede von nicht—deterministischen polynomial-Zeit Turing Maschinen akzeptierte
Sprache auf 3-SAT reduziert werden kann.

4.2 Minimale Pseudo—Markeniiberdeckung

In diesem Abschnitt skizzieren wir kurz ein Hauptresultat der Arbeit [ABSS93], eine
quasipolynomial-Zeit gap-erhaltende Reduktion von 3-SAT auf das Minimierungspro-
blem Minimale Pseudo—Markeniberdeckung in co—Kosten Min PLC,, (Minimum Pseudo
Label Cover in co—costs). Wir werden hierzu gemifi [ABSS93] einige Begriffe einfiihren:

Sei im folgenden G = (V3 U Vy, E) ein (ungerichteter) bipartiter Graph mit disjunkten
Knotenmengen Vi, V5 und Kantenmenge F C Vi x V5. Sei B eine Menge von Marken fiir
die Knoten in VU V5, und fiir jede Kante e € IV existiere eine partielle Funktion I, : B —
B.

Wir nehmen weiter an, dafl der Graph G regulidr ist, das heifit, es existieren natiirli-
che Zahlen dy,ds; € IN, so daB fiir ¢+ = 1,2 jeder Knoten in V; genau zu d; Kanten in-
zident ist. Diese Eigenschaft von (G wird in der Reduktion von 3-SAT auf Min PLC,
in [ABSS93] benétigt. Es geniigt sogar die schwichere Voraussetzung, dafi es natiirliche
Zahlen dy,dy; € N gibt, so daf} fiir ¢+ = 1,2 jeder Knoten in V; zu mindestens d; Kanten
inzident ist.

66



Definition 4.6 Fine Markierung des Graphen G = (ViUV;, IY) ist ein Tupel (Py, P3) von
Funktionen P; : V; — 28 i = 1,2, die jedem Knoten in V, UV, eine méglicherweise leere

Menge von Marken zuweist.

Definition 4.7 Sei (Py,Ps) eine Markierung von G = (Vi U Vy, E) und e = (vy,vq) €
Vi x Vy eine Kante von G'. Wir nennen eine Kante e = (v, vg)

unberiihrt & Py(v1) = Pa(ve) =0,
iiberdeckt & Py(v1) #0, Pa(v) #0
A Vby € Pa(vz) dby € Pr(v1) & He(by) = be,
geloscht & Py(vg) =0, Pi(v1) #0
AV by € Pr(vy) 3] € Pivr) mit by # by
e (by) = by =T0.(b)) fiir eine Marke by € B.

Eine Markierung (Py, Py) von G = (Vi U Vy, E) heifit Pseudo-Uberdeckung von G, falls

(1) Uy uyevs xv, Pr(v1) U P2(v2) # 0 und

(i1) jede Kante von G ist durch die Markierung (P1,P2) entweder unberihrt, iberdeckt
oder geloscht.

Eine Pseudo-Uberdeckung heifit Totaliiberdeckung, falls jede Kante von der Markierung
(P1,P3) diberdeckt wird.

Eine Intuition dieser sehr kiinstlichen Definition geben wir in Anschluff an Satz 4.9 in
Verbindung mit der Konstruktion von [ABSS93].

Definition 4.8 Die oo-Kosten einer Markierung (Py,P;) von G = (V3 U Vo, E) sind
definiert durch

cost(Py,Py) = max |Pi(v1)] .

v EVY

Wir definieren nun das Minimierungsproblem

Min PLC :

(GEGEBEN ein reguldrer bipartiter Graph G = (V1 U V3, ) mit disjunkten Knotenmengen
V1, Vo und Kantenmenge F C Vj X V3, eine Menge von Marken B={1,...,. N} , N € N,
und fiir jede Kante e € F eine partielle Funktion 11, : B — B, so daB fiir alle e € F die
Marke 1 ein Urbild unter Il. besitzt, das heifit Ve € ¥ : 3b e B : 1I.(b) = 1.

FINDE eine Pseudo—Uberdeckung (Py, P;) von G mit minimalen co—Kosten cost(Py, Ps) .

Offenbar existiert stets eine Pseudo—Uberdeckung (Py, Py) von G mit co-Kosten von ma-
ximal A'; man setzt Py(vg) := {1} fiir alle v € V5 und Py (vy) := B fiir alle v; € V;.

67



Lemma 4.9 [ABS593], Lemma 9
Es existiert eine quasipolynomial-Zeit Abbildung, die jeder 3—Term Konjunktiven Normal-
formen ¢ eine Fingabe 7(¢) von Min PLC, zuordnet, so dafs folgendes gilt:

Ist ¢ € 3 — SAT, so existiert eine Pseudo-Uberdeckung (P1,Py) wvon T(¢) mit
cost(Py,Py) = 1. Falls ¢ ¢ 3 — SAT , dann gilt fiir alle Pseudo—Uberdeckungen (Py, Py)
von 7(¢) , daf cost(Pr,P2) > 21°go'5_<N, wobei ( eine beliebig kleine positive Konstante
und N die bindre Linge von 7(¢) ist.

Wir werden im folgenden nur giltige Marken eines Knotens vy € Vi benutzen; giiltige
Marken by € B eines Knotens vy € Vj sind Marken, fiir die der Wert I1.(b1) der partiellen
Funktion II. fiir alle zu v; inzidenten Kanten e € F definiert ist. Die Beschrdnkung auf
gliltige Marken ist keine Einschrénkung: Falls ¢ € 3 — SAT, dann existiert eine Total—
Uberdeckung (Py,P,) des Graphen 7(¢) mit (minimalen) co-Kosten cost(Py, Py) = 1.
(P1,P3) tiberdeckt dann alle inzidenten Kanten eines jeden Knotens v; € Vi mit jeweils
genau einer Marke, die fiir vy jeweils giiltig sein mufl. Falls ¢ ¢ 3 — SAT | so erhoht die
Einschrdnkung der Menge der Marken b, € B auf giiltige Marken fiir Knoten v; € Vj
lediglich die oo-Kosten cost(Py,Py) der minimalen Pseudo-Uberdeckung (Py,P;) von

7(9) .

Bemerkung. Im Beweis von [ABSS93] wird folgende in [FL92, ALMSS92] bewiesene Ei-
genschaft von Sprachen aus NP benutzt: Jede Sprache in NP, also insbesondere 3—-SAT,
besitzt ein (Multi-) Interaktives Beweissystem mit 2 Beweisern und 1 Runde MIP(2,1)
(2—prover 1-round (Multi-) Interactive Proof System). Ein MI1P(2,1) besteht aus einem
probabilistisch beschrdnkten polynomial-Zeit Verifizierer —einer polynomial-Zeit Turing
Maschine, welche mit polylogarithmisch vielen® internen Zufallsbits, arbeitet— und 2 Be-
weisern, welche iber unbegrenzte Rechenkapazitit verfigen, aber nicht miteinander kom-
munizieren dirfen. Die Beweiser versuchen, den Verifizierer davon zu iberzeugen, dafs
emme 3 — CNF ¢ in der NP-Sprache 3-SAT enthalten ist. Der Verifizierer prift den
Beweis fiir ‘¢ € 3 — SAT’ durch (polylogarithmisch viele) zufillige Fragen an die Bewei-
ser ab. (polylogarithmischer Linge) Falls ¢ € 3 — SAT | akzeptiert der Verifizierer den
Beweis fiir ‘o € 3 — SAT". Falls ¢ € 3 — SAT , verwirft der Verifizierer alle Beweise fiir
‘0 € 3— SAT’ mit iberwdltigender Wahrscheinlichkeit, wobei sich die Wahrscheinlichkeit
auf die vom Verifizierer zufillig gewdhlten Fragen bezieht.

Die Hauptidee der in [ABSS93] angegebenen quasipolynomial-Zeit Reduktion besteht in
der Ubersetzung der Strategie der Beweiser, den Verifizierer von der Giiltigkeit ihres Be-
weises fiir ‘o € 3 — SAT’ zu iberzeugen und somit zum Akzeptieren ihres Beweises zu
bewegen, in eine entsprechende Fingabe von Min PLC ., . Hierbei werden spezielle ‘geo-
metrische’ Eigenschaften von MIP(2,1) aus [FL92] ausgenutzt und mit einigen Mo-
difikationen von [LY94] auf das Problem Min PLC, ibertragen. Dadurch gelingt es
[ABSS93], eine quasipolynomial-Zeit Reduktion T zu konstruieren, welche die grofie Dif-
ferenz (1 — 9~ log" |4 fiir ein k € IN') der Wahrscheinlichkeiten fiir Akzeptieren bzw. Ver-

%das heiBt, fiir festes k € N in [log bindre Eingabelange ]*—vielen
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werfen des Beweises in den Fillen ¢ € 3 — SAT bzw. ¢ ¢ 3 — SAT in eine entsprechende
Differenz (21°g0'5_1/(k+2) |T(¢)|) der jeweiligen oo—Kosten fiir die Fingabe von Min PLC,

in beiden Fdllen transformiert.

Die disjunkten Knotenmengen Vi, Vy der Fingabe (Vi U Vy, E,TI,N) von Min PLC
entsprechen dabei jeweils der Menge aller Fragen an die Beweiser 1 und 2, respektive,
die Marken den Antworten der Beweiser; jede Kante steht fiir die vom Verifizierer zufdllig
gewdhlte Kombination eines Paares von Fragen, von denen jeweils eine an Beweiser 1 und
die andere an Beweiser 2 gerichtet ist. Fine Kante wird {berdeckt, wenn die Antworten
beider Beweiser auf ein Paar von Fragen konsistent sind und damit vom Verifizierer akzep-
tiert werden. Sind die Antworten der Beweiser auf alle Fragen des Verifzierers konsistent
bzw. ¢ € 3 — SAT, so gibt es fir jede mogliche Frage an Beweiser 1 nur ein Antwort;
in diesem Falle ist optpri, pro. (T(¢)) = 1. Andernfalls, das heifit, falls ¢ ¢ 3 — SAT,
gibt es mindestens eine Frage, die bei der zufdilligen Auswahl aller Fragenpaare durch den
Verifizierer mehrmals an Beweiser 1 gestellt worden ist und mehr als 9log? o1/ (2] |7(g))|
verschiedene Antworten von diesem erzwingt. Unter den Fragenpaaren sind nach Kon-
struktion von [LY94] allerdings auch solche, fiir die beide Beweiser keine Antwort liefern
kénnen und der Verifizierer leere Antworten beider Beweiser akzeptieren muf. Diese Fra-
genpaare entsprechen unberihrten Kanten. Gemdf§ [ABSS93] ist der Anteil unberihrter
Kanten vernachlissigbar klein. Geldschte Kanten sind mindestens 2 Paare von Fragen,
fiir die Beweiser 2 nur einmal antwortet, aber Beweiser 1 jeweils konsistente Antworten
liefert und den Verifizierer nach der Konstruktion von [FL92] zum Akzeptieren aller dieser
Antworten bewegt. Der Anteil geldschter Kanten ist nach [ABSS93] entweder sehr klein

oder verursacht hohe co-Kosten der Pseudo—Uberdeckunyg.

4.3 Minimale Z-Lo6sung homogener linearer Gleichungssy-

steme

Folgender Satz zeigt die Existenz einer polynomial-Zeit gap—erhaltenden Reduktion mit
Parametern ((1, p), (1,/p)) von Min PLCy, auf Min Z — HLS, fiir alle p > 1 :

Satz 4.10 FEs existiert eine polynomial-Zeit Abbildung T die jeder FEingabe I wvon
Min PLC, ein Fingabe 7(I) von Min Z — HLS., zuordnet, so daff fiir alle Fingaben
I von Min PLCy, und alle p > 1 :

Ist optarin PLC. (I) =1, so st optasin Z—HLSOO(T(I)) =1.

Falls optarin pro., (1) > p, dann gilt optyrin z-m1s. (7)) > \/P.

Beweis. Sei I = (Vi U V,, E,II, V) eine Eingabe von Min PLC,, mit einem reguliren
bipartiten Graphen G = (V3 U V3, E) | einer Menge von Marken B = {1,..., N}, und der
Familie I1 :={Il. : e € E'} der partiellen Funktionen aller Kanten.
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Wir konstruieren aus I ein homogenes lineares System Az = 0 mit einer Matrix A, die
nur aus Eintrdgen —1,0, 1 besteht.

Sei (v,b) ein Tupel mit v € V3 UV, und b € B(v), wobei B(vy) := B fiir alle vy € V5
und B(vy) := { giiltige Marken fiir v; }. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen
wir an, dafl B(vy) := B fiir alle Knoten vy € V; gilt, das heifit insbesondere, die Anzahl
giiltiger Marken |B(vy)| fiir einen Knoten vy € Vj ist gleich M. Andernfalls ist in der
folgenden Darstellung der Term |Vi|A durch 3, oy, [B(vi| und der Term V3| 208V
durch 37, <y, 2Mog 1Bl 7y ersetzen.

Wir definieren die Spaltenvektoren a,, € {—1,0,1}" von A wie folgt:

Die ersten |E| (N + 1) Koordinaten von a,; bestehen aus |E| Blocken von e-Projektionen
pelayy) € {=1,0, 1M+ fiir jede Kante ¢ € E ein A"+ 1-dimensionaler Block. Fiir jedes
Tupel (vg,bg) € Vo x B(vg) ist die e-Projektion pe(ay, s,) definiert durch

. up, falls e inzident zu v
pe(av2’b2) o 0 sonst

und fiir jedes Tupel (vq,b1) € Vi x B(vq) durch

- ury, (b,) falls e inzident zu v
pelane) = 0 sonst

wobel uj, j = 1,...,N, jeweils den j-ten Einheitsvektor und 0,1 den 0-Vektor und 1-
Vektor, respektive, in RN+ darstellen.

Fiir die Definition der restlichen Koordinaten von a, ; ben&tigen wir Hadamard Matrizen:

Definition 4.11 Fine Hadamard Matrix Hy der Ordnung { ist eine £ x £ Matriz mit
FEintrdgen £1, fir die Hy HzT = (1, gilt, wobei I, die Finheitsmatriz in R® ist.

Fiir ein £ € IN stellen die Spalten von \/LZ Hy nach Definition eine Orthonormalbasis in R*
dar. Fiir jeden Vektor z € Z* gilt daher

1
H%Hsz = Izl -
Falls z € Z' mindestens k nicht verschwindende Eintriige hat, gilt damit

NHy 2o > V. (4.3)

Sei nun Hy = [hy,...,hy] die Hadamard Matrix mit Spaltenvektoren h;, die jeweils
eindeutig einer Marke b € B zugeordnet sind. Hadamard Matrizen H; kénnen in linearer
Zeit in der Ausgabeldnge konstruiert werden, wenn ¢ eine 2er—Potenz ist [WS77] (Seite
45). Falls AV keine 2er Potenz ist, definieren wir Hys als die Matrix, die aus den ersten A/
Spalten der Hadamard Matrix Hy mit £ = 2Mog N pegteht. Fiir die so konstruierte Matrix
Hy bleibt Eigenschaft (4.3) fiir alle Vektoren z € ZV erhalten.
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Abbildung 4.1: Spaltenvektoren von A gemifl [ABSS93]

Die letzten |V1|2ﬂ°gN1 Koordinaten von a,p werden nun in [Vi| Bldcke von wv;-
Projektionen p,, (a,p) € {:I:l}zrlogm aufgeteilt, fiir jeden Knoten v; € V; ein 20V
dimensionaler Block. Fiir jedes Tupel (v,b) € (ViUV,) X B wird die vi—Projektion py, (ayp)
definiert durch

hy falls v=1y

9

DPuy (av,b) = {

0 sonst

wobei § der 0-Vektor in R2"*"" ist. Die Definition impliziert insbesondere p,, (a,) = 0
fiir alle v € Vo und alle b € B.

Abbildung 4.1 veranschaulicht die Konstruktion der Vektoren a,;, mit (v,b) €
(Vl U VQ) x B.

Wir definieren den (|Vi| NV + |V2| N+ 1)—ten Spaltenvektor ag von A durch

w = 1FINH) o g2

Die letzten |Vy|2M°8NT Spaltenvektoren von A sind schliefilich die Einheitsvektoren
. o . [log M

W Wi § = 1o, [Vi] 2008V i RIFIWFD+HTI2EE

A ist in Abbildung 4.2 wiedergegeben. Ty, 2nos M1 bezeichnet dabei die Einheitsmatrix in

GLyy, gnos 1 (Z) -

. Die so konstruierte Matrix
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V1| N Spalten |[Va| N Spalten 1 Spalte |Vi|2M°8 N1 Spalten

—

|E| (N41) Zeilen [pe (a%bl), ces pe(a%bj\/)] 2251 [pe(a%b)] (61}675)6‘/2 s 1
vil208 X0 Zeiten | [uy (@up,)s s P (@i )] men 0 0 Iy,
v 1

Abbildung 4.2: Matrix A

Der Ubersichtlichkeit wegen haben wir die Abkiirzung

[pe(av,bl)y .. -ype(au,bN)]eeE =: [pe(a%b)] c€E

vEVY (v,0)EVa x B
verwendet.

Fiir einen Vektor y € RI”! WA+ YT ofinieren wir pe(y) € RIP V+1) als die Ein-
schrinkung von y auf seine ersten |F| (M + 1) Koordinaten.

Sei @ = 3" 2y pE(ayp) eine nicht triviale ganzzahlige Linearkombination der Spaltenvek-
toren pg(ayp). Weist man jedem Knoten v, fiir den z,;, # 0 ist, eine Marke b € B zu,
so wird dadurch eine Markierung (P{,P5) definiert, die durch den Vektor z induzierte
Markierung.

Falls die Kante e = (v1,v2) von einem Tupel (b1, b3) von Marken iiberdeckt wird, gilt
offensichtlich fiir die e-Projektion von ay, p, + @y, p, wegen 1 (b1) = by :

N+ N+

pe(avhbl) + pe(av27b2) = UTT, (by) + up, =

Fiir eine Totaliiberdeckung von G existiert somit ein nicht trivialer Vektor z €
{0, 1}1EIVH) i

Z Typ PE(Aup) = 1EIV+1)
(v,b)e(VIUVa)x B

Arora, Babai, Stern, Sweedyk haben folgende Quasi-Umkehrung gezeigt:

Lemma 4.12 [ABS5S593], Korollar 11

Falls @ = Y 2, pr(ayp) eine nicht triviale ganzzahlige Linearkombination der Spalten-
vektoren pg(ay,yp) ist und z = « 1BV fir ein o € Z gilt, dann ist die von x induzierte
Markierung (Py,P3) eine Pseudo—Uberdeckunyg.

Falls o #£ 0, dann ist (P, P3) eine Totaliberdeckung von G = (V1 UV, E) .

Beweis. Nach Annahme gilt

o= Z xv,pr(av,b) = a1|E|(N+1) . (4'4)
$v7b€Z—0
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Fiir jede Kante e € F sind die e-Projektionen p.(a,p) mit z,p # 0 entweder u , VFL

ugy, (p) fiir eine Marke b € B oder 0V+1 . Die Vektoren uy, ..., uy sind linear unabhingig
und erzeugen nicht span(1V+1) . Somit gilt im Falle

Z Tp, Upy + Z Yo, (1N+1 - ubz) = a1N+1 )
boeB boeB

fiir alle by € B : 2p, = ys, -
Falls by € B und der Koeffizient von wup, nicht 0 ist, mufl daher ein Vektor N+ up, mit
nicht trivialem Koeffizienten in der Darstellung (4.4) von 2 als ganzzahlige Linearkombi-

2

nation von Vektoren pg(a, ;) existieren, das heifit, es gibt Knoten vy, vy, jeweils inzident
zu e und eine Marke by € B mit I1.(by) = by . Also wird e iiberdeckt.

Falls der Koeffizient von uy, gleich 0 ist, dann muB die Anzahl der Vektoren 1V+1 — ,
mit nicht verschwindendem Koeffizienten in der Darstellung (4.4) von 2 entweder 0 oder
mindestens 2 sein. Im ersten Falle ist die betreffende Kante von der Markierung (Py, P5)

unberiihrt, im letzteren Fall geldscht.

Damit ist die durch @ induzierte Markierung (P{,P§) in jedem Falle eine Pseudo—Uber-
deckung. Falls a # 0 gilt, so ist fiir jede Kante e € E der Koeffizient der e-Projektion
Pe(@yp,) in der Darstellung der jeweiligen e-Projektion von z als ganzzahlige Linearkom-
bination der pe(a,;) fiir eine Marke by € B ungleich 0. Da in diesem Falle die Kante e
iiberdeckt wird, erhalten wir fiir & # 0 durch (Py,PJ) sogar eine Totaliiberdeckung. O

Aus obigem Lemma folgt nach Konstruktion der ersten |[Vi|N + [Vo| N Zeilen von A,
daf} jede nicht triviale ganzzahlige Lésung « € ZIVINHV2 N1 Vi 208 VT g o homogenen
linearen Systems Az = 0 durch die ersten |Vi| N + |V3| N Koordinaten eine Pseudo—
Uberdeckung (P{,P§) des Graphen G = (Vi U Va, F) induziert. (Die Einschrinkung
pe(ag) des (Vi N + |V2| N + 1)-ten Spaltenvektors von A ist genau der 1-Vektor in
RIVIV+V2IN ynd die Einschrinkung pE(a;) der letzten |V] 2Mog N'T Spaltenvektoren a;,

= VAN Vo N 42, .. VA N +|Va| N+ 1+ |Vy| 2098NT ist jeweils genau der 0-Vektor
in R|V1|N+|V2|N)‘

Fiir die somit induzierte Pseudo—Uberdeckung (P,”, P,”) existiert ein Knoten v; € V; mit
mindestens optasi, pro., (I) zugewiesenen Marken. Dies bedeutet jedoch umgekehrt, daf
x mindestens optarin pro., (I) nicht verschwindende Eintrige hat. Mit Eigenschaft (4.3)
von Hadamard Matrizen muf} es daher einen Index i* € {|E| (N +1)+1,...,|F|(N+1)+
V1| 2108V} geben mit

V1INV
> ap i > \/OPtMm PLos (1) -
=1
Da z eine Lésung von Az = 0 ist, mufl nach Konstruktion von A fiir die letzten
|Vi] 2Mes M1 Koordinaten T(AVe) Nitis =1, VA 2M0s N1 von z gelten, daB
V1INV "
. 1
TV A = = D B[4 T 1= 1 V] 2lee VT
Jj=1
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Somit hat jede nicht triviale ganzzahlige Lésung & von Az = 0 mindestens eine Koordi-
nate TV | N 4| Vo | N1 4i* 1 i e{l,...,|Vi] Q[IOgN]} mit

|zllco > 12NV | N p14ie ] > \/OPtMm rrc. (1) .

Sei nun optpsin prc., (I) =1 und (Py, P2) die entsprechende Pseudo-Uberdeckung, fiir die
optarin PLo., (I) = 1 angenommen wird. Dann stellt offensichtlich der (|[Vi| N + [V2| N +

L+ |Vi|2#4) ~dimensionale Vektor @ = (a1, .. S |V, | N4V A 14V; | 2008 A1) it
Ty Pivi) = 1 VyeV,i=1,2
w'u,‘,b = 0 VUZ' € ‘/2'7 Vb & B\PZ(U2)7 ’L — 172
v NN+ = ]
TNV N +1+i = T i=1,...,|Vy|2MosN]
eine Losung des homogenen linearen Systems Az = 0 mit ||z|[o. = 1 dar.

Die Konstruktion der Matrix A aus der Eingabe I € Min PLC, ist in polynomial-Zeit
in der Anzahl der Spalten und Zeilen von A durchfithrbar. Die Anzahl der Spalten und
Zeilen von A ist jeweils polynomial in der Eingabelinge der Eingabe [. Damit ist die
Behauptung vollstindig gezeigt. O

Korollar 4.13 Fulls NP ¢ QP dann existiert kein polynomial-Zeit Algorithmus, der
das Problem SSIR.., bis zu einem Faktor 9log”*~¢ N approzimiert, wobei  eine beliebig
kleine positive Konstante und N die bindre Linge der Fingabe I von STR., ist.

Die Aussage des Korollars bedeutet umgekehrt folgendes: Jeder Approximationsalgorith-
mus, der fiir Eingaben I von SSTR., den minimalen Wert optssir. (I) bis auf einen Faktor
2108”7 fiir ein beliebig kleines positives { approximiert, kann in einen Algorithmus trans-
formiert werden, der 3 — SAT in quasipolynomialer Zeit entscheidet. Die Approximation
von SSTR. ist in diesem Sinne bis auf den Faktor 9log”*T¢ N fast—NP—hart, wobei ( eine
beliebig kleine positive Konstante und N die bindre Linge der Eingabe von SSTR,, ist.

4.4 Aggregation

Folgendes Lemma, implizit von Kannan [Ka83] bewiesen, gibt eine polynomial-Zeit Bi-
jektion des Anteils der in der co—Norm beschriankten Ldsungen eines homogenen linearen
Gleichungssystems Az = 0 auf den Anteil gleichsam in der co-Norm beschrénkter Lésun-
gen einer einzelnen homogenen linearen Gleichung < @,z > = 0 an.

Lemma 4.14 Sei A:= (a;;)1<i<r € M(r,n,Z), ||A]lcc := maxi<i<r |a; ;| und B, =
<y<n 1<y<n

{z € R" : ||2]|oo < p} die n-dimensionale Kugel um den Nullpunkt mit co-Radius u so-
wie k = n ||Al|loo pp + 1. Dann ist

1
1

B,n{z eZ" | Az = 0} = Buﬂ{xEZ”

ZkiZamxj = 0}.
=1 7=1
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Beweis. Wir bezeichnen linke bzw. rechte Seite der obigen Gleichung mit S, und 57,
respektive. Offensichtlich ist S, C Sy .

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, nehmen wir an, daf§ ein Element o € 5] existiert,
welches mindestens eine der Gleichungen von Az = 0 nicht erfiillt. Seien aq,...,a, die
Zeilenvektoren von A und i,,4, der grofite Index, fiir den < a;, @ > # 0 gilt. Aus ||2]|e < p
folgt

| <ap,z>] < n||A|lwp = k-1. (4.5)

Daz e Sy mul Y, k' < a;,x > = 0 sein. Nach Definition von 4,,,, erhalten wir

tmaz—1

Z kZ < ai7$ > = _kimafﬁ < aimam7x > # 0 *
=1

Die linke Seite dieser Gleichung ist damit zum einen ein Vielfaches von k*7e* | zum anderen
wegen (4.5) absolut beschrankt durch

ima.r_l kimam _ k

(k—1) Z_: ko= (k=1 ——

— k‘ima.r _ k S k‘ima.r _ 1 7

dies ist ein Widerspruch und beweist damit die behauptete Inklusion. O

Wir zeigen nun das Hauptresultat dieses Kapitels:

Satz 4.15 Falls NP ¢ QP, dann ezistiert kein polynomial-Zeit Algorithmus, der das
Problem STR., bis zu einem Faktor 9log”* = bin(z) approzimiert, wobei ( eine beliebig kleine
positive Konstante und bin(x) die bindre Léinge der Eingabe x von SIR., ist.

Die Approximation von STR., ist in diesem Sinne bis auf einen Faktor 9log”? ¢ bin(z) fagt—
NP-hart, wobei ¢ eine beliebig kleine positive Konstante und bin(z) die bindre Lange der

Eingabe z von STR., ist.

Beweis. Nach Satz 4.10 kénnen wir annehmen, daf eine Eingabe Iy = (Vy, Vo, F, 11, B, )
von Min PLC, durch eine gap-erhaltende Reduktion 7 mit Parametern ((1, p), (1,,/p))
in eine Eingabe I3 von Min % — H LS., abgebildet wird, welche aus einer Matrix

A e M(E[WV+ 1)+ V] 28N VN 4 V| V14 (V|20 | (—1,0,1))

besteht.

Fiir den Beweis des Satzes geniigt es daher, eine gap—erhaltende Reduktion ¢ mit Parame-
tern ((1,p), (1,p)) von Min Z — HLS,, auf SIR., anzugeben. Wir fixieren hierzu p > 1
und wenden Lemma 4.14 auf die Matrix A und p = \/p sowie k = ([V;| (N + 2MoeNT)
|Vo| N+1) \/p+1 an. (Nach Konstruktion von A ist ||A||lc = 1.) Wir erhalten eine Eingabe
I3 :=0(1l3) von SIR.,, die aus der Gleichung

N> kajr; = 0 (4.6)

=1 7=1
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besteht, wobei r = [ (A + 1) + V3] 21%5VT und n = [Vi| A"+ [Val '+ 1+ 3] 2V
Die bindre Linge von I3 ist polynomial in |I3],daa;; =1fiiralle 1 <:¢<r,1<j<n
und [log k"] = O(r|13]) .

Sei nun optyrin n-nLs.(I2) > \/p. Nach Lemma 4.14 ist eine Losung z von (4.6) mit
||z|lec < /p ebenfalls eine Lésung von Az = 0, im Widerspruch zu Satz 4.10. Somit muf
fiir jede Losung @ von (4.6) gelten, da§

OPtSIR., (13) > \/,5 .
Falls optarin z—mrs., (I2) = 1, so ist nach Lemma 4.14 jede optimale Losung fiir I3 Zeuge
fiir optsrr., (13) =1.
Mit Lemma 4.9 erhalten wir daher eine quasipolynomial-Zeit Reduktion v:=c o7, so
daf fiir alle Eingaben I und alle { > 0 :
l1e3-5AT — OptS[ROO(U(I)) =1
I1¢3-SAT = optsip.. (v(I)) > 2log? > ¢ [u(I)] |

Ein polynomial-Zeit Algorithmus, der STR., bis auf einen Faktor 2108”7 fiir ein beliebiges
¢ > 0 approximiert, kann daher 3 — SAT in quasipolynomialer Zeit entscheiden. O

Bemerkung. Wir haben gezeigt, daff unter der Annahme NP ¢ QP kein polynomial-
Zeit Algorithmus existiert, der SIR., bis auf einen Fuktor Plog” 7T¢ N [iir beliebig kleines
¢ > 0 approxzimiert, wobet N die bindre Linge der jeweiligen Fingabe von SITR., angibt.

Die Verbesserung des Nichtapprozimierbarkeitsfaktors Plog? ¢ N auf N€ fiir ein beliebiges
¢ > 0 ist ein tmmer noch offenes Problem. Ebenso offen ist, ob in Satz 4.15 der Nichtap-
proximierbarkeit 208" "N quch unter der Annahme NP # P statt NP ¢ QP gilt.
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Kapitel 5

Approximierbarkeit minimaler
diophantischer Approximationen

In Kapitel 3 haben wir einen Algorithmus angegeben, der fiir reelle Eingaben ¢, ..., 2,1,
¢ > 0 bis auf den Faktor 2(n+2)/4 maxi<i<n—14/1+ xf im Sinne der Existenzaussage von

Dirichlet optimale simultane diophantische Approximationen berechnet.

In diesem Kapitel untersuchen wir die Approximierbarkeit eines rationalen Vektors z durch
Bestapproximationen mit beschrinktem Hauptnenner, das heifit durch ganzzahlige Vekto-
ren (pi, ..., Pa—1,¢) mit minimalem max;<i<,—1 |¢2; — p;| , wobei das Minimum {iber alle
q € [1, N] fiir eine vorgegebene natiirliche Zahl N € IN betrachtet wird. Mit Hilfe der in
Kapitel 4 bewiesenen Sétze zeigen wir folgendes Resultat:

Falls NP ¢ QP , dann existiert kein polynomial-Zeit Algorithmus, der fiir Eingaben
y=(y1,---,ys) € Q", e€Q, und N € N ganze Zahlen pi,...,p,, ¢* berechnet, so
daff 1 < ¢g* < 9log” "~ bin(y) N ynd
e | < log?®—¢ bin(y) :
max |¢"yi —pil < 2  in [lgy mod Zls ,
wobei ( eine beliebig kleine positive Konstante ist und ||(y1,...,y,)" mod Z|/.. =
max<i<, Min,ez [y; — m| bezeichnet.

Lagarias [Lag85] betrachtete das Problem zu entscheiden, ob zu gegebenen
y=(y1,.---,yn) €Q", c€Q,, N €N gute simultane diophantische Approximatio-
nen existieren, das heifit, ob es ganze Zahlen py,... p,,¢* gibt, so dafi ¢* € [1, N] und
maxi<i<n l¢* y; — pi| < €. Lagarias bewies die NP—Vollstindigigkeit dieses Problems. Das
hierzu kanonische Minimierungsproblem besteht darin, minimale simultane diophantische
Approximationen zu finden, das heifit, ganze Zahlen py,...,p, € Z ¢* € [1,N] zu fin-
den, die maxj<i<y [¢*y; — p;| minimieren. Lagarias zeigte in [Lag85] die Existenz eines
polynomial-Zeit Algorithmus, der fiir Eingaben y = (y1,...,%,)' € Q" und N € IN gan-
ze Zahlen py,...,p, und ¢* € [1,2"/? N] berechnet, so daB

e | < (n—1)/2 . ]
1?Z%>;Iq yi —pil < V5n2 lglanqu mod Z|| s
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Lagarias stellte hierzu folgende Vermutung auf: Unter der Annahme P # NP gibt es
keinen Algorithmus, der fiir ein Polynom p(n) in n auf Eingaben y = (y1,...,y,)’ € Q"
und N € IN ganze Zahlen py,...,p, und ¢* € [1, p(n) N] berechnet mit
“yi —pil < i d Z|eo »
ax |a"yi = pil < p(n) min flgy mod Z|
und polynomial viele Bitoperationen in der Eingabelinge unabhingig von der Dimension

n durchfiihrt; das heifit, die Approximation (des Nenners) der besten simultanen diophan-
tischen Approximation (p1,...,ps, ¢) mit ¢ € [1, N]ist bis auf einen Faktor p(n) NP-hart.

Das Resultat diese Kapitels ist daher ein Schritt dahin, die Liicke zwischen oberen und
unteren Schranken fiir die Approximierbarkeit des Nenners der besten simultanen dio-

phantischen Approximation zu schlieflen.

Wir fiihren im 1. Paragraphen das Minimierungsproblem Minimale Diophantische Ap-
proximation in der oo—Norm Min DA, ein. Danach geben wir eine gap—erhaltende
polynomial-Zeit Reduktion von dem in Kapitel 4 behandelten Problem SITR., auf
Min DA, an und zeigen damit das Hauptresultat dieses Kapitels. Die gap—erhaltende
Reduktion verwendet 2 Lemmata aus der Analytischen Zahlentheorie, welche in Para-
graph 2 separat bewiesen werden.

Der Inhalt diese Kapitels entspricht im wesentlichen dem der Arbeit [RSe96b].

5.1 Minimale Simultane Diophantinische Approximationen

Wir benutzen die gleiche Notation wie in Kapitel 4. Das Problem Minimale Simultane
Diophantische Approzimation in oo-Norm Min DA, ist wie folgt definiert:

Min DA

GEGEBEN ein rationaler Vektor y = (y1,...,%,) ' € Q" und eine natiirliche Zahl N € IN.
FINDE eine natiirliche Zahl ¢ € [1, N],den Nenner der diophantischen Approxzimation, mit
minimalem ||¢y mod Z||o = maxj<ic, ming, ez |qy; — m|.

Satz 5.1 Das Problem Min DA, ist NP-hart.

Beweis. [Lag85], Theorem E, Seiten 207-208. O

Im restlichen Teil dieses Abschnitts zeigen wir, daf§ fiir eine beliebig kleine positive Kon-
stante ¢ die Approximierbarkeit von Mwn DA, bis auf einen Faktor 9log” = bin(y) faqt
NP-hart ist, wobei bin(y) die bindre Linge der Eingabe y von Min DA, ist. Wir modi-
fizieren hierzu den von Lagarias in [Lag85] angegebenen Beweis der NP—Vollstindigkeit
des Entscheidungsproblems Gute Simultane Diophantische Approximation.

Satz 5.2 FEs existiert eine polynomial-Zeit Abbildung T, die Fingaben I von SITR., auf
Eingaben 7(I) = (y := (ao/bo, . ..,a,/b,) ", N) abbildet, so daf fir alle Fingaben I und
alle p € [1, (1] :
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Ist optsir. (I) =1, so ist mini<4<n ||¢y mod Z||o < % )
Falls optstr.. (I) > p, dann folgt miny<y<, N |l¢y mod Z|[oc > p ﬁ )

Beweis. Sei [ == (21,...,7,)" € Z"—{0} die Eingabe von STR., und A := nbin(||z||o) >
|I| sowie p € [1,A].

Wir folgen dem Beweis von Lagarias [Lag85] und fiihren in 3 Schritten eine gap—erhaltende
polynomial-Zeit Reduktion 7 von [ auf eine Eingabe 7(/) von Min DA, durch:

Zuerst reduzieren wir das Problem, ein m € Z"—{0} mit < m,z > = Ound ||m||- < pzu
finden, auf das Problem eine in der co-Norm durch p beschrinkte Lésung einer Kongruenz

modulo einer Primzahlpotenz zu finden.

Seien hierzu P := (pi)ren die Folge der Primzahlen und ps, die kleinste Primzahl mit
Psq /{/H?:l L -
Seien weiter X :=p >3 2| und R := [log,, X|+1.

Wir machen bei unserer Reduktion von den folgenden 2 Lemmata Gebrauch, deren Beweis
auf Abschnitt 5.2 verschoben wird:

Lemma 5.3 s existiert ein s € IN, so daf fir eine Teilmenge {p,, , 1 < k < n} C
PN (ps, %ps) die Zahlen R; :=[[;21 pj + ps;» ¢ = 1,...,n, paarweise teilerfremd sind
und folgende Bedingungen erfiillen:

R < Riy1,1=1,...,n—1, (5.1)
1
R, < “Tlg, (5.2)
p

99T (R;, ps, Hx]) = 1,:=1,...,n, (5.3)

=1

s—1
[Ir; > 2ppf(n+1). (5.4)

i=1
Die Zahlen R;, i = 1,...,n sind in polynomial vielen Bitoperationen in A konstruierbar.
Lemma 5.4 Seien die Bezeichnungen wie in Lemma 5.3 und Rq,..., R, die gemdfi
Lemma 5.3 konstruierten paarweise teilerfremden Zahlen. Dann existieren ganze Zahlen

TlyevoyTn, SO daff fire=1,...,n :
ri = 0 mod [[R;, (5.5)

ot
r; = x; mod pg , (5.6)
ri £ 0 mod R;, (5.7)
1 n
ri| < —— R; . 5.8
Die Zahlen r;, 1 =1,...,n sind in polynomial vielen Bitoperationen in A berechenbar.
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Aus (5.6) und X < pﬁ% folgt, daf die beiden Gleichungssysteme

Zmixi = 07 (5.9&)
=1

1< mle < o (5.9b) 1< Jlmlle

Zmﬂ‘i = Omod pf | (5.10a)
und 0

IA

p (5.10b)

dieselbe ganzzahlige Lésungsmenge haben.

Im zweiten Schritt transformieren wir die Kongruenz (5.10a) in n Variablen in ein System
von n 4+ 1 Kongruenzen in einer Variablen. Hierzu definieren wir fiir einen ganzzahligen
nicht trivialen Vektor m die Grofien

e e
Z::ijrj , H ::Z|rj|
J=1 J=1

und B =[]~ R;. Hieraus folgt fiir 1 < ||m||c < p insbesondere Z < p H und mit (5.8)
aus Lemma 5.4

1
7z < n———B < B/2. 5.11
S Y CESY / (5.11)
Lemma 5.5 Sei opt o4 sip.. ("1, 570 pg) die oco—Norm der kiirzesten nicht trivialen
ganzzahligen Lésung von (5.10a). Dann gilt
P mod s1Ra (P15 s Ph) =1
= 3Z€[-H,HINZ~- {0} : Z=0mod p&l : (5.12)
(Vm: (m1,...,m,)" € Z" — {0}, Z=mijr;mod R; , j=1,...,n : HmHoozl) )
OPlmod SIRw (T1y- - Tni D) > p
= VZe[-pH,pHINZ— {0}, Z=0mod p& : (5.13)

(Vm:(ml,...,mn)TEZn—{O}, Z=mjr;modR;, j=1,....,n : HmHoo>p) )

Beweis. (5.12): Sei m = (my,...,m,)" eine Losung von (5.10a) mit |lm|/.. =
OPtmod SIR(T1s-vesTn; pg) =1.Fir Z :=377_4 m;r; gilt nach (5.5) und (5.7) von Lem-
ma 5.4 Z =m;r; # 0 mod R;, denn mindestens ein m; ist ungleich 0. Daher ist Z # 0.
Aus ||m||oc = 1 folgt weiterhin |Z] < H . AuBerdem gilt nach Definition Z =0 mod pf
sowie wegen (5.5) aus Lemma 5.4

Z = mjr;mod R;, j=1,...,n.

(5.13): Wir nehmen an, da$ ein Z € [—p H,p HINZ — {0} existiert mit Z = 0 mod p&
und fiir alle m = (mq,...,m,)" € Z" — {0} mit Z = m;r; mod R;, j = 1,...,n gilt,
daB ||m]|e < p, das heifit |m;| <p, j = 1,...,n. Um einen Widerspruch herzuleiten,
beweisen wir die Existenz einer Losung m € Z" — {0} fiir (5.10a) mit 1 < |[m|le < p.

Sei m = (M1,...,Mm,)" € Z" — {0} ein Kandidat fiir eine solche Lésung und 7 :=
> i1 r;. Dann gilt nach (5.5) aus Lemma 5.4

m;r; = Zmod Ry, j=1,...,n.
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Wir zeigen fiir das so gegebene 7, dafl die Zahlen m; mod R;, j =1,...,n eindeutig
bestimmt sind.

Nach (5.7) aus Lemma 5.4 ist g¢T'(r;, R;) = 1, j = 1,...,n. Somit existiert fiir jedes
Jj=1,...,n ein eindeutig bestimmtes r* € [1, R;] N Z mit r;r7 = 1 mod R;. (Die Be-
rechnung von r¥ erfolgt mit Hilfe des Bindren Buklidischen Algorithmus in O(([logr;1)?)
Bitoperationen [Le38]. Die in Lemma 5.4 angegebene obere Schranke fiir die Bitkomple-

xitdt der Konstruktion der r;, ¢ = 1,...,n umfafit diese obere Schranke.
Wir erhalten fiir alle m; € [-p,p]NZ, j=1,....,n:

- = TeopepX — X
m; = ]T‘]T‘] _m]r]r]

= m; mod R;.
Wir zeigen nun, dafl sogar m; € [—p, p] N Z gilt:

Nach dem Chinesichen Restsatz hat das System von n Kongruenzen
Z = mjr;mod Ry, m; €[—p,plNZ%, j=1,...,n
nach Definition von B = [[j_; R; genau (2 p+ 1)" mogliche Losungen 7 in dem Intervall
[_% B7 % B] .
Wegen (5.11) existieren hochstens (2 p+ 1) Losungen des Systems

Z = mjr;mod R;, [mymod R;|<p, 1<j<n
1Z] < pH.

Andererseits kénnen wir (2 p+ 1) verschiedene Lésungen direkt angeben, ndmlich genau

alle m := (mq,...,m,)" € Z" mit
m; €[—p,plN%4, j=1,...,n.

Alle diese Losungen sind verschieden, denn falls mgl) #* m;z) fiir ein 1 < 5 < n, so folgt
fiir z0) = > =1 mgj) r;,1=1,2 mit r; Z 0 mod R;, daf

70 = mgl) r; # m;z) r; = 73 mod R;,

ein Widerspruch.

Dies bedeutet, daf wir somit alle (2 p+1)" verschiedene Lésungen m := (my,...,m,)" €
Z" mit m; € [-p,p],j=1,...,n gefunden haben.
Weiterhin gilt Z = 0 genau dann, wenn m; = 0 fiir alle j = 1,...,n. Aus Z = 377 m;r;

p. a

und (5.6) von Lemma 5.4 folgt Z = 0 mod pﬁ% und damit optmed s1R. (71, -+ s Tn 3 pg) <

Im dritten und letzten Schritt geben wir die Transformation des Systems von n + 1 Kon-

gruenzen von Lemma 5.5 in eine Fingabe von Min DA, an:
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Lemma 5.6 Sei ((yo,y1,...,Yn; N) die Eingabe von Min DA, , die wie folgt definiert
i5t:

N = Rl
— 1
Yo = pi%
X .
y; = ﬁ,]:L...,n,

wobei 17 das oben eindeutig bestimmie Inverse von r; mod R; ist. Dann gilt

EIZE[—H,H]OZ—{O}:ZEOmodpg:
(Vm:(ml,...ﬂnn)TEZ”—{O}7 Z=mijr;mod R; , j=1,...,n : HmHoozl)
1
— 3Ze[-H,H]NZ— {0} : V] 1mln|Zm]—k| < N (5.14)
VZe[-pH,pHINZ - {0}, Z:Omodps0 :
(Vm:(ml,...,mn)TEZn—{O}, Z=mjr;mod Ry, j=1,....n : ||m|e > p)
p

= VZEe[-pH,pHINZ ~ {0} : Jjeqr,..ny min |Zm; — k| > . (5.15)

Beweis. (5.14): Sei Z € [-H,H] N Z — {0} mit Z = 0mod pf! und fiir alle
m=(my,...,m,)" € Z" - {0} mit Z = m;r;mod R;, j =1,...,n gelte |[m|lc = 1.
Offensichtlich ist dann

. 1
min |Zyo — k| = min |Z — — k| =
ke kez | pl
Weiterhin folgt nach Voraussetzung sowie wegen (5.1) aus Lemma 5.3 fiir j =1,...,n :
r¥ myrir
min (7 # — k| = min J]J—k_mln‘—J—k‘<L<L.
ken | T4 ‘ kez 5 ken | 1 - Ry TR

Somit existiert eine nicht triviale ganze Zahl Z mit den behaupteten Eigenschaften.

(5.15): Wir nehmen, es existiert eine ganze Zahl Z € [—-p H,p H{NZ — {0}, so daB fiir
alle 7 =0,1,...,n

Zy;— k| < £,
r]glelgl yj — k|

und zeigen, daBl dann schon ||m||e > p im Widerspruch zur Voraussetzung gelten muf.

Aus (5.4) von Lemma 5.3 wissen wir, daf§ pLR > £-. Mit mingez |ZpLR — k| < £ folgt
S0 50

daher

min|Z— — k| = 0,
k€7 pSO

und daher Z = 0 mod pﬁ% .
Nach (5.1) und (5.2) von Lemma 5.3 gilt % > #- . In Verbindung mit mingez [Z y; — k| <
#- erhalten wir
! *
i o £
7w s
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Diese Ungleichung kann jedoch nur erfiillt sein, wenn fiir alle j = 1,...,n :
Z=m;r;mod R;, [m;| <p. O

Beweis von Satz 5.2. Mit der ldentitdt der Losungsmengen der Systeme (5.9a) und
(5.10a) und der in den Lemmata 5.5 und 5.6 beschriebenen polynomial-Zeit Transforma-
tionen des Systems (5.10a) auf die Eingabe ((yo,y1,...,¥n), V) von Min DA, erhalten
wir eine gap—erhaltende Reduktion von Min STR., auf Min DA .

Um zu beweisen, dafl diese Reduktion polynomial-Zeit ist, geniigt es zu zeigen, daf}

die Konstruktion der paarweise teilerfremden py,, Ry,..., R, und die Konstruktion der
Zahlen ry,...,r, in polynomial vielen Bitoperationen in der bindren Linge der Eingabe
(z1,...,2,)" € Z" — {0} von STR,, méglich ist. Die Behauptung folgt daher mit den
Lemmata 5.3 und 5.4. O

Wir erhalten insgesamt folgendes Ergebnis:

Satz 5.7 Falls NP ¢ QP dann ezistiert kein polynomial-Zeit Algorithmus, der fir Ein-
gaben y € Q" und N € IN eine ganze Zahl ¢* € [1, glog®*~¢ bin(y) N1 berechnet, so dafs

0.5—C 1 ; .

l¢* y mod Zl||,, < 2'°& " bn) lglllanqu mod Z|| s -
Dabei ist ¢ eine beliebig kleine positive Kostante und bin(y) die bindre Linge der Eingabe
y von Min DA, .

5.2 Etwas Primzahltheorie

Fiir den Beweis der beiden Lemmata 5.3 und 5.4 benétigen wir folgendes Resultat aus der
analytischen Zahlentheorie:

Satz 5.8 (vergleiche [RoS62])
Sei w(n) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich n € IN und p,, die n—te Primzahl.
Dann gilt fir n > 67 :

- < 7(n) < 1.256— (5.16)
P — Tin . .
logn — 1 logn ’

nlogn < p, < 1.34nlogn . (5.17)

Lemma 5.3. Seien xy,...,2, € Z, A := nbin(maxi<i<, |2]), p € [1,A] und X :=
p Yoy |x;| . Sei P:= (pi)ren die Folge der Primzahlen und ps, die kleinste Primzahl mit
Pso A1lizq @i, sowie B :=[log, X|+1.

Dann existiert ein s € IN, so daf fir eine Teilmenge {p,, , 1 <k <n} C PN (ps, %ps)
die Zahlen R; = [[j=1pj + ps;» @ = 1,...,n, paarweise teilerfremd sind und folgende
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Bedingungen erfiillen:
(5.1) R < Rig1,1=1,...,n—1,

1
(52) R, < %Rl,

(5.3)  ggT (R ps ij) =1,:=1,...,n,

=1
s—1

G4 v > 4ppg5(t1).
=1

Die Zahlen R;, i =1,...,n sind in O(A® ([log A])?) vielen Bitoperationen konstruierbar.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daf fiir Primzahlen pg,,...,ps, € PN (ps, %ps) die Zahlen

R; =T[;=1pj + ps;» i = 1,...,n paarweise teilerfremd sind. Angenommen, dies ist nicht
der Fall; dann existieren Indizes 1 < [ < k < n und eine Primzahl p, die g¢T(R;, Rx)
teilt. Dann teilt p auch R; — Ry . Nach Konstruktion ist Ry — R; € [2, %S). Primzahlen
p € [2, %S) die R; fiir ein 1 < [ < n teilen, wiirden nach Konstruktion von R; aber py,
teilen, womit sofort der Widerspruch folgt.

Ungleichung (5.1) folgt nach Konstruktion der R; und (5.2) ergibt sich aus der Bedingung

ps < ps; < %psvizlv'--vn:

1
rtln

s s p +1
R, = [[pi+ps < [Ipi+—nps <
i=1 i=1 P
(5.3): ps, ist die kleinste Primzahl mit ps, /[li=; z;. Die bindre Lange von []’, x; ist
kleiner als >~ ; ([log|z;|]] + 1) < A.Damit hat []/—; @; hochstens A Primfaktoren. p,, ist
daher eine der ersten A 4+ 1 Primfaktoren.

Wir wihlen s grof genug, damit es mindestens n Zahlen [[;_; pj+ps, mit ps; € (ps, % Ps)

gibt, die (5.3) erfiillen. Das Produkt ps, [[j_; z; hat maximal A + 1 Primfaktoren, von
denen Primfaktoren p € {pi,...,p,} die Zahlen [[7_; p; + ps, nicht teilen kénnen. Das
Intervall, in dem die R; gew&dhlt werden, hat Linge kleiner als pf. Jeder der A 4+ 1 Prim-
faktoren, der ps, []ie; @; teilt und groBer als pg ist, kann daher nur eine Zahl in diesem
Intervall teilen. Unter n 4 A + 1 Zahlen [[;_; p; + ps, mit p,, € (ps, %ps) sind daher
mindestens n Zahlen, die (5.3) erfiillen. Wir nehmen als die R; genau diese Zahlen. Im

Anschluff an den Beweis von (5.4) geben wir explizit die Gréfie von s an.

(5.4): Nach Definition von R ist
R < [log,, (p > lei)] < (2logn + 1.5 log max |x])/logps, +1 .
i=1 s

Nach (5.17) von Satz 5.8 gilt fiir s > (A +3) + 2 logn 4 1.5 log max<;<, |2;| daher ins-

besondere
s—1

pE o= iy < J[pi/Ap(n+1)).
i1
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Wahl von s. Bei der Wahl von s muf sichergestellt sein, daf Bedingungen (5.3) und

(5.4) erfiillt sind und mindestens n 4+ A 4+ 1 verschiedene Primzahlen p;, € (ps, pi%lps),
i=1,...,nbzw.in [1, pi%lps) mindestens n+ A+ 1+ s verschiedene Primzahlen existieren.

Die Anzahl der Primzahlen in [1, pi%lps) ist nach (5.16) von Satz 5.8 mindestens

p+1 ps
p logps

Nach (5.16) aus Satz 5.8 ist s daher so zu wéhlen, da§
s > 1256p(n+A+1). (5.18)

Fiir s := 2 (A + 1)? erfiillt s Bedingungen (5.3), (5.4) sowie (5.18).

Anzahl der Bitoperationen. Wir fiihren den Primzahltest einer Zahl z € Z mittels
Trial Division, das heifit durch Division mit allen ungeraden Zahlen kleiner oder gleich
|V/Iz]] durch. Dies erfordert [\/]z]/2] (|log v/]z]])? viele Bitoperationen!. Um p, zu fin-
den, sind nach (5.17) aus Satz 5.8 damit héchstens O(|v/A Tog A| ([log+/A TogA])?) =
O([V/A (log A)*]) Bitoperationen erforderlich.

Um die n + A + 1 Primzahlen in [I, %ps) zu finden, fithren wir wiederum Trial Di-
vision durch. Dies erfordert nach (5.17) aus Satz 5.8 héchstens O([/ps (log /p5)?]) =

O([Vs Tog s (log /s Tog s)*]) = O([/s (log 5)*]) Bitoperationen.

Wir zihlen auflerdem die Bitoperationen, die erforderlich sind, um n + A + 1 Zahlen
[T5=1 pj +ps; auf Teilerfremdheit mit py, [Ty [2:] < 2841 74 testen. Den Test auf Teiler-
fremdheit fiihren wir mit dem Binfiren Euklidischen Algorithmus*durch. Nach (5.17) von
Satz 5.8 ist

i B
Hp]—l_pS, S 1.5 Hp] S 21.5510g5 )
Jj=1 i

Ein Test auf Teilerfremdheit ben&tigt wegen A+ 1 < s daher O(s? ([log s])?) Bitoperatio-
nen. Die (n+A+1)-malige Anwendung eines solchen Tests kostet somit O(2 A s? ([log s])?)
Bitoperationen. Die Anzahl der Bitoperationen fiir die Konstruktion der n Zahlen R; ist
nach obiger Wahl von s damit durch O(A® ([log A])?+ A? [(log A)?]) = O(A® ([log A])?)
beschrdnkt. a

Die im Beweis von Lemma 5.3 angegebene Wahl von s impliziert folgendes

Lemma 5.4. Seien die Bezeichnungen wie in Lemma 5.3 und R; , ¢ = 1,...,n, die gemdfi
Lemma 5.3 konstruierten paarweise teilerfremden Zahlen R; := [[j=1 p; + ps, mit ps <

Ds; < %psﬂir eins > 2(A+1)2.

'Es werden [\/|z|/2] Divisionen durchgefithrt, von denen jede nach der Schulmethode maximal

([log(1/]2]/2)])? viele Bitoperationen kostet, siche zum Beispiel [Ko87], Seite 126.
’Der Binidre Euklidische Algorithmus (nach [Le38]), angewendet auf Zahlen der Bitlinge £ bendtigt
O(#?) Bitoperationen auf Zahlen mit Bitlinge ¢, [Kn81], Seiten 321-323.
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Dann existieren ganze Zahlen ri,...,r,, so daff firi=1,...,n :

(5.5)  r; = 0 mod ||RJ‘7
J=1
J#e

(5.6) r; = 2; mod pf |

r; 2 0 mod R;
1 e
5.8 | < —/m—= R..

Die Zahlen r;, i =1,...,n sind in O(A*([log A])7) Bitoperationen berechenbar.

Beweis. Nach Lemma 5.3 sind fiir jedes i = 1, ..., n die Zahlen p,,, R; und S; :=[[}=1 R;

J#e
paarweise teilerfremd. Wir kénnen daher den Chinesischen Restsatz fiir ¢ = 1,...,n auf
die Kongruenzen

z = 0 mod 5,
z; = x; mod pg
anwenden. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes r? € [1,5; ps,], so daB
0 —
r; = 0 mod 5;,
r? = 2; mod pg .
Fiir jedes ¢+ = 1, ..., n setzen wir nun rf =rd 4 kpﬁ% S; mit £ € INU O und wihlen als r;
das ¥ mit minimalem Index k, so daf gg7'(r¥, R;) = 1 bzw. r¥ # 0 mod R;.
Da ggT(R;,ps, Si) = 1, kann ein Primteiler von R; nur jeweils eines der rf, k =

0,1,...,R; — 1 teilen. R; hat hochstens |log R;| verschiedene Primteiler. Somit existiert
ein Index k € [0,,..., |log R;|] mit r¥ # 0 mod R;. Nach (5.17) von Satz 5.8 und Kon-
struktion von R; ist

p+1

+ Y logp; < 15slogs < 1.5p, . (5.19)
=1

log R, < log

Da R; keinen Primteiler kleiner oder gleich p, besitzt, gibt es daher hchstens 1.5 s logs—s
viele Primzahlen in [ps, 1.5 pg] , die R; und rf teilen; dies bedeutet umgekehrt, da§ wir nur

héchstens 1.5 s log s — s viele rf auf ggT'(R;, rf) = 1 testen miissen, um eines zu finden,
welches ¥ # 0 mod R; erfiillt.

Mit obiger Wahl von s folgt wegen (5.4)

k 0 R
il < rfl+ (L5 ps — s)pl T Ry

%

(R
A

2ps
< P
- R

R

S0 .
. Rj <
¢ 1

R; .
1

n
J=

n

1
2p(n+1) ;
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Anzahl der Bitoperationen. Fiir jedes ¢ = 1,...,n ist nach (5.19) und (5.17) von Satz
5.8 die bindre Lange des Moduls p,, [[;=1 R; durch
J#e

n+n Zlogpj < 1.5ns’logs
J=1

beschrankt. Die n—malige Anwendung des Chinesischen Restsatzes mit Hilfe des Bin&ren
Euklidischen Algorithmus kostet damit O(n (n s*[log s])?) Bitoperationen. Das Testen
eines rf auf ggT(rf,Ri) = 1 geht mit dem Bindren Euklidischen Algorithmus in
O(([logr¥])?) Bitoperationen und erfordert wegen r¥ < |log R;| pZ sz R; und (5.19)
insgesamt O((n s? ([logs])?)?)) Bitoperationen. Dies schlieit die Berecilnung des Inver-
sen ¥ = (r¥)”! mod R; mit ein. Da wir diesen Test fiir jedes ¢ = 1,...,n maximal

|log R;| oft durchfithren miissen, ist die Anzahl der Bitoperationen fiir alle Tests durch
O(n® s ([log s])7) beschriinkt.

Nach Wahl von s benétigt daher die Berechnung der r;, ¢ = 1,...,n insgesamt
O(A* ([log A])7) Bitoperationen. O
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