Ein verallgemeinerter Plastizitdtsalgorithmus
zur numerischen Behandlung von elasto-plastischen
Materialmodellen unter grof3en Deformationen

mit Anwendungen fiir metallische Werkstoffe
und biologische Gewebe

Dissertation

zur Erlangung des Doktorgrades

der Naturwissenschaften

vorgelegt beim Fachbereich Informatik und Mathematik
der Johann Wolfgang Goethe - Universitét

in Frankfurt am Main

von
Raphael-Alexander Prohl

aus Dernbach

Frankfurt, 2015
D 30



vom Fachbereich Informatik und Mathematik der

Johann Wolfgang Goethe - Universitét als Dissertation angenommen.

Dekan:

Prof. Dr. Uwe Brinkschulte

Gutachter:
Prof. Dr. Gabriel Wittum
Prof. Dr. Alfio Grillo

Datum der Disputation: 29. Januar 2016



Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der numerischen Behandlung elasto-plastischer
Materialmodelle unter grofien Deformationen. Elasto-plastisches Materialverhalten zeich-
net sich dadurch aus, dass neben den reversiblen (elastischen) Deformationen auch irre-
versible (plastische) Deformationen betrachtet werden, die einem Evolutionsgesetz folgen.
Ein numerischer Algorithmus der Elasto-Plastizitdt muss daher dieses plastische Evoluti-
onsgesetz zusammen mit den klassischen Erhaltungsgleichungen der Kontinuumsmechanik
16sen und geeignet behandeln. Der prominenteste Vertreter eines elasto-plastischen Algo-
rithmus’ ist der sogenannte Return-Mapping-Algorithmus (RMA). Neben seiner Funk-
tionalitdt werden allerdings auch die einschrankenden Modellannahmen beleuchtet, auf
denen der RMA griindet. Diese beschrinkte Anwendungsméglichkeit motiviert die Ent-
wicklung eines neuen Plastizitdtsalgorithmus’. Der in dieser Arbeit entwickelte Verall-
gemeinerte Plastizititsalgorithmus (GPA: Generalised Plasticity Algorithm) fiihrt eine
zusétzliche Linearisierung beziiglich der plastischen Variable ein, in der das plastische
Evolutionsgesetz formuliert ist. In der vorliegenden Arbeit ist diese Variable durch den
plastischen Deformationstensor gegeben, der die Inverse des plastischen rechten Cauchy-
Greenschen Deformationstensors beschreibt. Somit erlaubt der GPA eine Behandlung von
allgemeineren und komplexeren elasto-plastischen Modellen als der RMA.

Anhand von bekannten Benchmark-Problemen werden die beiden Algorithmen in dieser
Arbeit validiert und verglichen. Ein numerischer Test zur Poroplastizitit unter grofien
Deformationen dient schliellich als Beleg dafiir, dass der GPA auf Modelle anwendbar ist,
die durch komplexes elasto-plastisches Materialverhalten charakterisiert sind und fiir die
der RMA in seiner klassischen Form nicht als Losungsstrategie gewéhlt werden kann.

Neben der Entwicklung des Verallgemeinerten Plastizitédtsalgorithmus’ hat diese Arbeit
das Ziel industrielle Anwendungen effizient zu losen. Dazu wird fiir ein Problem der li-
nearen Elastizitdt der effiziente Einsatz des Mehrgitterlosers bis zu einer viertel Million
Prozessoren gezeigt und es werden elasto-plastische Rechnungen fiir zwei industrielle Bei-
spiele mit einer anspruchsvollen Geometrie durchgefiihrt.
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Einleitung

Die Modellierung und Simulation von inelastischen Phénomenen, wie beispielsweise elasto-
plastischem Materialverhalten, bildet einen wichtigen Zweig der Mechanik und des Wis-
senschaftlichen Rechnens. Neben experimentellen und theoretischen Aspekten miissen vor
allem mathematische und numerische Aspekte beriicksichtigt werden, um wohl definierte
mathematische Modelle sowie geeignete numerische Algorithmen und effiziente Loser zu
entwickeln. Viele Autoren haben zu der Theorie der Elasto-Plastizitit beigetragen, siehe
z.B. [77][80][83] und die Referenzen darin. Ebenso viele Arbeiten beschéftigen sich mit der
Entwicklung numerischer Methoden in diesem Bereich, siehe z.B. [2][4][56][98][99][120][123].
In der vorliegenden Arbeit wird zunéchst der klassische numerische Algorithmus der
Elasto-Plastizitét vorgestellt. Es wird aufgezeigt, welche Modellannahmen getroffen wer-
den miissen, damit dieser Algorithmus angewendet werden kann. Dadurch wird ein neuer
Plastizitédtsalgorithmus motiviert, der einige dieser Beschrankungen aufhebt und welcher
somit auf allgemeinere Plastizitdtsmodelle anwendbar ist. Diese verallgemeinerte Metho-
de wird in der vorliegenden Arbeit entwickelt.

Die bekannteste numerische Methode zur Losung von elasto-plastischen Problemstellun-
gen ist der Return-Mapping-Algorithmus (RMA). In seiner klassischen Form ist der RMA
ein Pradiktor-Korrektor-Verfahren, das unter der Annahme von assoziativem plastischen
FlieBen und isotropem elasto-plastischen Materialverhalten aufgesetzt wird [122][137]. Der
RMA ist ein sehr effizienter Algorithmus, der in Forschung und Industrie weit verbreitet
ist. Allerdings ist er in seiner klassischen Form auf spezielle Materialmodelle beschrankt
(siche zum Beispiel die oben genannten Modellannahmen).

Viele moderne Losungsalgorithmen nutzen aus, dass sich das elasto-plastische Problem
in ein Optimierungsproblem unter Nebenbedingungen umformulieren lésst, so dass ein
System von Optimalitidtsbedingungen, den sogenannten Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-
Bedingungen, aufgestellt werden kann. Somit lassen sich auch Algorithmen auf diese Pro-
blemklasse anwenden, die ihren Ursprung in der Optimierungstheorie haben. Beispiele
fiir solche Vertreter sind Varianten von Aktive-Mengen-Methoden, von Innere-Punkte-
Methoden oder von SQP (Sequential Quadratic Programming)-Verfahren [55][69][112][136].
In [136] wird beispielsweise ein SQP-Algorithmus fiir das duale Problem der infinitesima-
len perfekten Plastizitdt vorgestellt (die duale Formulierung ist die Formulierung, in der
neben den Verschiebungen die Spannungen die gesuchten Variablen sind), welcher entlang
einer Sequenz von linearisierten quadratischen Teilproblemen iteriert. Diese Teilprobleme
bestehen dabei aus der linearisierten Fliefregel und den linearisierten KK'T-Bedingungen.

Im Rahmen dieser Doktorarbeit wird ein neuer Plastizitdtsalgorithmus entwickelt, der
Verallgemeinerter Plastizititsalgorithmus (GPA: Generalised Plasticity Algorithm) ge-



nannt wird. Der GPA ist durch zwei Fragestellungen motiviert. Die erste Frage, die sich
stellt, ist, wie einige der technischen Beschrénkungen und Modellannahmen des klassi-
schen RMA behoben werden kénnen. Um eine flexiblere Wahl einer Verzerrungsenergie-
dichte und einer komplexeren FlieSregel zu ermoglichen, wird daher im GPA eine zusétz-
liche Linearisierung beziiglich des plastischen Deformationstensors eingefiihrt (innerhalb
des klassischen RMA werden die Modellgleichungen lediglich beziiglich der Deformation
linearisiert). Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass der GPA nicht wie die SQP-Methode
aus [136] durch eine Sequenz von linearisierten Teilproblemen charakterisiert ist. Viel-
mehr wird das zugrundeliegende KK'T-System beziiglich der Deformation und des plasti-
schen Deformationstensors im voll nichtlinearen elasto-plastischen Regime linearisiert. Die
zusétzliche Linearisierung ermoglicht somit die Anwendung des GPA auf anspruchsvolle
Materialmodelle wie beispielsweise eines, welches die Adaption eines biologisch weichen
Gewebes unter Beriicksichtigung der inneren plastischen Strukturdnderung beschreibt.
Die zweite Fragestellung ist, wie ein effizienter numerischer Algorithmus entworfen werden
muss, der auf der recht jungen Theorie der Mehrschicht-Kinematik [17][26] aufbaut. In
der Tat ist der GPA von dieser Theorie inspiriert worden, in der die Bewegung und die
plastischen Verzerrungen als ‘gleichwertige’ kinematische Deskriptoren betrachtet werden,
im Gegensatz zu der klassischen Sichtweise, die das elasto-plastische Problem in einen ki-
nematischen Deskriptor (Bewegung) und eine Menge von internen Variablen (plastischer
Verzerrungstensor, Verhartungsparameter) aufteilt. Diese ‘gleichwertige’ Behandlung der
Variablen erfordert eine Umformulierung des Modells und fithrt Nicht-Standardkréifte in
das Prinzip der virtuellen Leistungen ein. Insbesondere wird das Evolutionsgesetz fiir die
plastischen Verzerrungen nicht mehr punktweise, wie in der klassischen Plastizitétstheorie,
formuliert. Somit ist eine Anpassung und Weiterentwicklung der numerischen Methoden
fiir inelastische Prozesse hin zu allgemeineren Losungsstrategien notwendig, die auch neue
Diskretisierungsschemata und Linearisierungsalgorithmen umfassen. Der in dieser Arbeit
vorgestellte GPA ist ein erster Schritt in diese Richtung.

Der Verallgemeinerte Plastizitatsalgorithmus stellt nach bestem Wissen des Autors einen
neuen Ansatz zur Losung von komplexen elasto-plastischen Modellen unter grofien De-
formationen dar. Allerdings sei an dieser Stelle auf zwei Arbeiten hingewiesen, in denen
dghnliche Ideen zur Entwicklung eines Plastizitédtsalgorithmus’ verfolgt werden. Eve und
Reddy stellen in [35] einen Algorithmus vor, der im Gegensatz zum GPA das Evoluti-
onsgesetz der plastischen Verzerrungen bereits in einer schwachen Formulierung beriick-
sichtigt. Der wesentliche Unterschied dieser Methode zum GPA ist allerdings, dass sie
der Pradiktor-Korrektor-Struktur folgt, die auch dem klassischen Plastizitéatsalgorithmus,
dem RMA, zugrundeliegt. Der GPA hingegen ist ein reines Linearisierungsschema in zwei
Unbekannten: der Bewegung und dem plastischen Deformationstensor. Nichtsdestotrotz
bringt die Methode von Eve und Reddy ebenfalls wie der GPA einen Ansatz mit sich,
um die Variablen in gewisser Weise ‘gleichwertig’ zu behandeln. Als zweites sei die Ar-
beit von Seitz, Popp und Wall [118] genannt, die ebenfalls eine zusétzliche Linearisierung
beziiglich einer plastischen Variablen durchfiihren. Sie wéhlen allerdings den plastischen
Geschwindigkeitsgradienten als zusétzliche Variable, die unter Zuhilfenahme einer nicht-
linearen Komplementaritdtsfunktion in einer semi-glatten Newton-Methode auf Element-
ebene auskondensiert wird. Im GPA hingegen wird keine Komplementaritédtsfunktion zur
Beschreibung der plastischen Entwicklung benutzt. Vielmehr wird neben der Impulserhal-



tung das plastische Evolutionsgesetz, die sogenannte Fliefiregel, beziiglich der fithrenden
plastischen Variablen (dem plastischen Deformationstensor) linearisiert.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt unterteilt. Kapitel 1 gibt einen Uberblick iiber die
Theorie der Kontinuumsmechanik. Es wird die verwendete Notation erldutert und die
Gleichungen der Elastizitdt aus grundlegenden Prinzipien und Axiomen hergeleitet. Da-
bei wird dem allgemeinen nichtlinearen Rahmen, der Theorie fiir grole Deformationen,
gefolgt. In Abschnitt 1.4.2 hingegen werden auch die Gleichungen der linearen Elastizitét
kurz erlautert. Kapitel 2 stellt die Theorie der Elasto-Plastizitit vor, die auf der multipli-
kativen Zerlegung des Deformationsgradienten nach Bilby [12], Lee [72] und Kroner [70]
basiert. Es wird der konstituierende Rahmen und insbesondere die fiir die Plastizitéats-
theorie zentrale Dissipationsungleichung vorgestellt. Analog zu Abschnitt 1.4.2 wird in
Abschnitt 2.6 auf die vereinfachten Modellgleichungen unter Annahme von kleinen De-
formationen eingegangen. Der Kern dieser Arbeit stellt Kapitel 3 dar, welches sich der
numerischen Behandlung der elasto-plastischen Modelle fiir grole Deformationen widmet.
Zunéchst wird der klassische Plastizitéitsalgorithmus, der Return-Mapping-Algorithmus,
in Abschnitt 3.1 vorgestellt. Abschnitt 3.2 widmet sich dann der Beschreibung der Funk-
tionsweise des Verallgemeinerten Plastizitdtsalgorithmus’ (GPA). In Kapitel 4 werden
einige numerische Tests zur Validierung der beiden Plastizitétsalgorithmen vorgestellt.
Dass der GPA auf eine groflere Klasse von elasto-plastischen Modellen anwendbar ist,
wird anhand eines Beispiels der Poroplastizitit gezeigt. Dazu wird in Kapitel 5 zunéchst
die Theorie der pordsen Medien unter Beriicksichtigung von plastischem Verhalten ein-
gefiihrt. Schliefllich wird in Kapitel 6 ein numerischer Test zur Poroplastizitéit préisentiert:
anhand eines Kompressionstests wird die Adaption eines biologisch weichen Gewebes un-
tersucht. Kapitel 7 widmet sich der Implementierung der elasto-plastischen Algorithmen
in der Simulationssoftware UG 4 [133]. SchlieBlich werden in Kapitel 8 die Ergebnisse die-
ser Arbeit zusammengefasst und diskutiert sowie sinnvolle Weiterentwicklungen des GPA
vorgeschlagen.



1. Einfiihrung in die
Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik, als Teilgebiet der technischen Mechanik, untersucht die Be-
wegung deformierbarer Korper in Folge von dufleren Belastungen. Neben der Festkorper-
mechanik fallen auch das Stréomungsverhalten von Fluiden und Gasen in das Gebiet der
Kontinuumsmechanik. Diese Arbeit konzentriert sich allerdings auf die Festkorpermecha-
nik, die Strukturmechanik.

Dieses Kapitel definiert die kontinuumsmechanischen Notationen und Formalismen, die
in dieser Arbeit verwendet werden. Es werden grundlegende Begriffe und fundamentale
Konzepte der Kontinuumsmechanik prasentiert. Die Erhaltungsgleichungen zur Beschrei-
bung des Deformationsverhaltens von Korpern im rein mechanischen Rahmen werden
erldutert und grundlegende Prinzipien der konstituierenden Theorie eingefiihrt. Das Ka-
pitel schliet mit der Vorstellung der konstituierenden Gesetze fiir elastische Materialien
unter groflen (nichtlineare Elastizitdt) beziehungsweise kleinen Deformationen (linea-
re Elastizitdt).

Der Formalismus folgt im Wesentlichen den Arbeiten von Truesdell & Noll [129], Marsden
& Hughes [79] und Epstein [30]. Fiir weitere, detaillierte kontinuumsmechanische und ma-
thematische Ausfiihrungen wird auf die klassische Literatur verwiesen [19][50][78][79][129].

1.1. Notation

1.1.1. Kontinuumsmechanische Notation

Die Kontinuumsmechanik befasst sich mit differenzierbaren Mannigfaltigkeiten %, soge-
nannten Kdérpern, im drei-dimensionalen euklidischen Raum ., die als zusammenhéngen-
de Menge ihrer (unendlich vielen) Massepunkte aufgefasst werden. Zusammenhingend
meint hier, dass # nicht in zwei disjunkte, nichtleere, offene Teilmengen aufgeteilt wer-
den kann. Die Elemente X € % werden als Partikel bezeichnet. Nach Festlegung eines
Koordinatensystems in % koénnen die Partikel durch ein Tripel aus reellen Zahlen

X = (X", (L1)

identifiziert werden, welche materielle Koordinaten genannt werden. Das heifit, die
geometrischen Orte der Partikel X € # des undeformierten Korpers in seiner Ausgangs-
lage werden in dieser Arbeit mit X bezeichnet.

Der geometrische Ort & € ., der durch ein Partikel X wéhrend einer Deformation
des Korpers eingenommen wird, wird erst durch den Begriff der Konfiguration % eines
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Korpers % verstindlich [129]. Unter einer Konfiguration 4 eines Korpers % wird ein C'-
Homo6omorphismus von & in einen Teilraum von . verstanden, das heif3t

r=%(X), X=%¢ 'z (1.2)
Mithilfe eines Koordinatensystems des euklidischen Raums .,
x={2"}3_| firxc.¥, (1.3)

kann ein Partikel X damit auch iiber die sogenannten rdumlichen Koordinaten {x%}3_,
beschrieben werden. Physikalische Betrachtungen werden also nicht auf einem Korper di-
rekt, sondern nur in einer bestimmten Konfiguration des Korpers vorgenommen. Unter
einer Referenzkonfiguration % wird diejenige Konfiguration verstanden, die durch
Einfithrung eines Koordinatensystems auf der Koérpermannigfaltigkeit 4 entsteht. Ins-
besondere wird die Bewegungsabbildung beziiglich dieser Referenzkonfiguration definiert.
Einige Bemerkungen zu einem moglicherweise missverstandlichen Gebrauch des Begriffs
der Referenzkonfiguration finden sich in [26][30][33].

Wesentlich in der Kontinuumsmechanik ist die Vorstellung einer kontinuierlich verteilten
Menge von Massepunkten, deren Verhalten durch eine Dichtefunktion wie die Masse-
dichte beschrieben werden. Ein Korper wird also als ein Maffiraum angenommen, dessen
nicht-negatives skalares Mafl die Massenverteilung ist. Dies motiviert die Bezeichnung
physikalische Massekontinua fiir solche Korper.

Damit ist es nun moglich einige Begriffe aus der Differentialgeometrie einzufiihren, die fiir
das Verstindnis der Kontinuumsmechanik unerléasslich sind. Tx % und T,.¥ bezeichne die
Tangentialrdume von A respektive . an den Punkten X und z. Unter dem Tangenti-
alraum Tx Z wird ein Vektorraum verstanden, der eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
A am Punkt X linear approximiert.

Tx %

Abbildung 1.1.: Tangentialraum Tx % am Punkt X (rot). In grau ist ein Ausschnitt des
Randes der Kérpermannigfaltigkeit % dargestellt.
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Dieser Vektorraum wird durch sogenannte Tangentialvektoren aufgespannt. Ein Vektor
t heiit Tangentialvektor an % im Punkt X, wenn es eine C'*°-differenzierbare Kurve
a: (—e€) - A, e >0, gibt mit «(0) = X und &(0) = ¢, siche Abbildung 1.1. Fiir
zwei vektorielle Basen {e,}3_, C T und {E}3_, C Tx% der Tangentialriume T.&
und Tx % sowie Vektoren v € T,.% und V € Tx % gilt, dass v = v%, und V = VAE 4.
In dieser Arbeit wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, sofern nicht anders
angemerkt. Die dualen Réume T%% und T;.% sind die Kotangentialrdume. Unter dem
dualen Raum T%% wird ein Vektorraum aller linearer Abbildungen von Tx% in den
Raum der reellen Zahlen R verstanden. Die Elemente der Dualrdume werden in der vor-
liegenden Arbeit Kovektoren genannt. Beziiglich der Kovektorbasen {e*}3_; C Ty¢.% und
{EMY3_, C T% % ¢ilt B = B,e” und ® = ®,E fiir alle f € T und fiir alle ® € T Z.
Die Vereinigungen T% = |y Tx % und T/ = |, 1o werden Tangentialbiindel
genannt. Die Kotangentialbiindel 7*% und T*.% sind die Vereinigungen aller T% % und
Tr mit X € Z und & € .. Der Raum Tx % wird gelegentlich auch als Kdrperelement
am Punkt X bezeichnet [26].

In dieser Arbeit werden Groflen der Kérpermannigfaltigkeit beziehungsweise aus der Re-
ferenzkonfiguration mit groffen und Groflen aus der deformierten, aktuellen Konfiguration
mit kleinen Buchstaben gekennzeichnet. Tensoren werden fett geschrieben.

1.1.2. Algebraische Notation

Aus Griinden der Allgemeinheit wird in dieser Arbeit der kovariante Tensorformalismus
verwendet. Nach der Einsteinschen Notation werden die kovarianten Komponenten mit
tiefgestellten und die kontravarianten mit hochgestellten Indizes bezeichnet [79]. Dieser
allgemeine Ansatz erlaubt es, die Gleichungen unabhéngig von der Wahl eines speziellen
Koordinatensystems zu formulieren.

Tensoralgebra

Seien .4 und A zwei Vektorraume. Dann beschreibt Lin(.#; .#") den Raum aller Tenso-
ren, die von .# nach .4 abbilden. Aulerdem bezeichnen Sym(.#; .#") und Skew (.4 ; A")
die Teilrdume von Lin(.Z;.4"), die aus allen symmetrischen und schief-symmetrischen
Tensoren bestehen. Es gilt Lin(.#; . 4") = Sym(.#; A4") & Skew(.#;./4"). Demnach ist
die Zerlegung T = sym(T') + asym(T) fiir alle T € Lin(#;./4") in ihren symmetri-
schen, sym(T) := (T +T7), und schiefsymmetrischen oder anti-symmetrischen Anteil,
asym(T) := L(T — T"), eindeutig. Darin bezeichnet T den zu T transponierten Tensor.
Lin(.#; /)t sei die Menge der Tensoren T, fir die det(T") > 0 gilt. Die Determinante
eines zweistufigen Tensors T' sei verstanden als die Determinante der zu T assoziierten
Matrix. Sym. beschreibe die Menge der symmetrischen, positiv definiten Matrizen. Orth
sei die Menge der orthogonalen Tensoren und Orth™ die Menge der Rotationen.

Die Tensoren g € Sym(7,.7;T;.%) und G € Sym(Tx #;TxH#) seien der raumliche und
der materielle metrische Tensor. Es gilt ¢ = gupe® ® € und G = G45E* @ E®. Eine
Erlduterung des Begriffs des metrischen Tensors findet sich im Anhang A.1.

Die Skalarprodukte u.v und U.V seien fiir alle Paare von Tangentenvektoren u,v € T,.%
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und U,V € Tx % definiert als u.v = u®g,v° beziehungsweise U.V = UAG 45V 5.

Identitatstensoren Mit dem Kronecker-Delta §

A
0ij = { o (1.4)
0, i # J,

lauten die Identitatstensoren zweiter und vierter Stufe

Iij = 51’]‘ ei & ej,
Liji = 6indje’ @€ @ e* @ e, (1.6)

Fiir vierstufige Tensoren existiert auerdem auch eine symmetrische Variante von (1.6),
sym 1 i j k I
L = 5(5ik5jl +6u0,) e Qe ®e" Re'. (1.7)

Spur und Deviator Unter der Spur (tr stehe hier fiir ‘trace’) eines zweistufigen Tensors
T wird der skalare Wert

tr(T) := T, (1.8)
verstanden. Damit lasst sich der deviatorische Anteil eines Tensors T definieren als,
1
dev(T) :=T — gtr(T)I, (1.9)

wobei I der zweistufige Identitétstensor (1.5) ist. Aus (1.9) folgt, dass sich jeder Tensor
T in seinen deviatorischen und volumetrischen Anteil zerlegen lésst,

T — dev(T) + %tr(T)I. (1.10)

Zudem wird die Notation fiir das dyadische Produkt und die Doppelkontraktion fiir
Tensoren hoherer Stufe eingefiihrt.

Dyadisches Produkt Secien A und B im Folgenden Tensoren zweiter Stufe. Dann werden
folgende dyadische Produkte definiert,

A®B:=AB"e,0e;2e, e, (1.11)

A® B := A”Bjkei®ej®ek®el, (1.12)

A® B:=A%B'e;ve;Re, e, (1.13)
_ 1 _ 1 .. o

AQ B := 5(A ® B+A® B) = §(A”BJ’“ + A*Ble, 2e; @e, e (1.14)

Die hier verwendete Notation orientiert sich an [23] und den darin enthaltenen Referenzen.
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Doppelkontraktion Fiir Tensoren hoherer Stufe ist zudem die Doppelkontraktion defi-
niert. C und D seien im Folgenden Tensoren vierter Stufe, siehe z.B. [66],

A: B := ABy, (1.15)
C:A:=C"ALe ey, (1.16)
C:D:=C""D,nr € @ e; @e e (1.17)

Wird in dieser Arbeit das Produkt zweier Tensoren zweiter Stufe in der Form AB darge-
stellt, ist damit das klassische Matrizenprodukt gemeint, das heif3t

AB := A*BYe; @ e;. (1.18)

Tensoranalysis

Die zeitliche Ableitung eines Tensors T' ist in dieser Arbeit iiber die Bezeichnung T' be-
schrieben.

Beziiglich der rdumlichen Ableitung werden der Gradient und die Divergenz fiir skalare (¢
bzw. ®) sowie vektor- (u bzw. U) und tensorwertige (¢t bzw. T') Funktionen im Folgenden
definiert. Die Gro- und Kleinschreibung der Funktionen trégt hier ihrer Definition in der
Referenz- beziechungsweise in der aktuellen Konfiguration Rechnung. Sei d im Folgenden
die Dimension.

Gradientenoperator Grad(-) bezeichne den materiellen Gradient, das heifit den Gra-
dienten beziiglich der materiellen Koordinate X. grad(-) bezeichne hingegen den rdum-
lichen Gradienten, das heifit den Gradienten beziiglich der rdumlichen Koordinate z.
Damit ergeben sich fiir die skalaren Funktionen ¢ und ® folgende Definitionen der Gra-
dienten in Komponentenschreibweise

arad(6) = ( gf)d_ (1.19)
CGrad(®) := (5—)?1);. (1.20)

Fiir die vektorwertigen Funktionen lauten die Definitionen der Gradientenoperatoren

grad(u) := (a“i)d , (1.21)

O ij=1

d
Grad(U) = (g;f] ) | (1.22)
1,J=1

Auf die Einfithrung des Gradienten eines zweistufigen Tensors wird an dieser Stelle ver-
zichtet, da dieser in der vorliegenden Arbeit keine Verwendung findet.
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Divergenzoperator Analog zum Gradienten beschreibt Div(-) den Divergenzoperator
beziiglich der Referenzkonfiguration. Der Divergenzoperator beziiglich der aktuellen Kon-
figuration sei mit div(-) bezeichnet. Die Divergenz ist fiir vektor- und tensorwertige Funk-
tionen definiert.

Fiir die vektorwertigen Funktionen liefern die Definitionen des Divergenzoperators einen
skalaren Wert

div(u) := . (1.23)
Div(U) := g—)[g (1.24)

Fiir die zweistufigen Tensoren ¢ und T' ergeben sich folgende Definitionen

div(t) := (%>d (1.25)

)
9x; ) i

Div(T) := (gﬁ{j);. (1.26)

1.2. Kinematik

Die Kinematik ist der Zweig der klassischen Mechanik, der sich mit der Beschreibung von
Punkten und Koérpern im Raum beschaftigt, ohne dabei die Ursachen der Bewegung (die
Krifte) in die Betrachtung mit einzubeziehen.

Die Bewegung eines Korpers wird als eine zeitabhéngige Familie von Konfigurationen
beschrieben. Die aktuelle Konfiguration des Korpers % zum Zeitpunkt ¢ wird mit &,(%)
bezeichnet.

G
Cr

Abbildung 1.2.: Bewegungsabbildung eines Korpers aus der Referenzkonfiguration des
Korpers in die aktuelle Konfiguration.

Mithilfe dieser Terminologie ist die Bewegung eine injektive, zeitabhiingige C?-Abbildung
X BXLT—S (1.27)
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iiber das Zeitintervall Z C R. Fiir jedes Partikel X € % existiert dabei ein Punkt z € .,
so dass
z = x(X,t) (1.28)

gilt. £ beschreibt also den geometrischen Ort, den das Partikel X nach einer Zeit ¢ ein-
nimmt, sieche Abbildung 1.2. Die Injektivitdt von y stellt sicher, dass ein Korper sich
nicht selbst durchdringen kann. Fiir die aktuelle Konfiguration gilt mit der Definition der
Bewegungsabbildung (1.27), dass 6, = x(#%4,t) C . ist. Eine verkiirzte Notation, die
in der Literatur fiir die Bewegungsabbildung auch iiblich ist, ist x;(%A) = x(%,1). Die-
se Notation unterstreicht die Charakterisierung der Bewegungsabbildung als Familie von
Konfigurationen.

Es wird unterschieden zwischen der Lagrangeschen (materiellen) und der Eulerschen
(rdumlichen) Beschreibung der Bewegung x beziehungsweise eines Feldes, das mit der
Bewegung assoziiert ist. Erstere beschreibt die Bewegung mittels Gréflen aus der Re-
ferenzkonfiguration und letztere mithilfe von Groflen aus der aktuellen Konfiguration.
Im Lagrangeschen Formalismus wird der Verlauf eines materiellen Punktes {iber die Zeit
beobachtet. Die Eulersche Sichtweise beschreibt die Feldgrofle mittels Raum und Zeit.
Unter einem materiellen Punkt (oder Massepunkt) X wird der geometrische Ort des
Partikels X verstanden, der mit dem Korper % verbunden ist. Die Koordinaten der
Punkte X € % und z € . werden somit auch Lagrangesche Koordinaten bezie-
hungsweise Fulersche Koordinaten genannt. Lagrangesche Koordinaten werden vor
allem verwendet, um die Form- und Lageénderung deformierbarer Koérper unter dufleren
Belastungen in einen neuen Gleichgewichtszustand zu beschreiben. Eulersche dagegen zur
Beschreibung von Vorgéngen, bei denen die momentane Geschwindigkeit eines Teilchens
von Interesse ist. Die Eulersche Betrachtungsweise ist fiir solche Vorgénge vorteilhaft,
welche beziiglich des rdumlichen Koordinatensystems stationér verlaufen. Das heif3t, die
Eulersche Betrachtungsweise wird klassischerweise bei stromungsmechanischen Vorgidngen
herangezogen und die Lagrangesche bei strukturmechanischen [103].

Die Lagednderung eines Massepunktes X des Korpers 4 in die aktuelle Konfiguration %;
fithrt auf die Definition der Verschiebungsabbildung.

Verschiebung Mithilfe der Bewegungsabbildung (1.27) wird die Verschiebung des Punk-
tes X € & beziiglich eines Zeitintervalls Z definiert als

u: ABxIL—S, (1.29)
u(X,t) = x(X,t) — x(X,0) = x(X,t) —SX =2 — SX, (1.30)
in Komponentenschreibweise u® = x* — 5%, X4, wobei sich S auf den sogenannten Shifter

aus [79] bezieht. S ist ein orthogonaler Tensor, der Vektoren von T'% nach T.% ‘verlagert’,
d.h. fiir ein gegebenes Z € T A ist z :=SZ € T.¥ der zugehorige Vektor in T.7.

Geschwindigkeit und Beschleunigung Weil die Bewegung als eine zeitabhéngige Ab-
bildung eingefiithrt wurde, lassen sich auch Geschwindigkeit und Beschleunigung eines

10
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Partikels beschreiben. Die Geschwindigkeit des Partikels am Punkt £ = x(X,t) zur Zeit
t wird durch v(z,t) ausgedriickt und erfiillt die Gleichung

v(z,t) =V (X, 1), (1.31)
wobei V := x die partielle Ableitung von x nach der Zeit bezeichnet.

Die Beschleunigung a ist die substantielle Ableitung von v, das heif3t
a:= Dw = v + grad, (v), (1.32)

wobei grad, (v) = lv gilt. I := grad(v) ist darin die rdumliche kovariante Ableitung von
v. Der Begriff der kovarianten Ableitung eines Vektorfeldes wird in Anhang A.1 kurz
erldutert. Unter der substantiellen Ableitung versteht man also eine materielle, zeitliche
Ableitung, die die Anderung einer Grofe fiir einen Beobachter beschreibt, der sich mit
der Substanz bewegt. Damit flieBt auch ein konvektiver Term (der zweite Term auf der
rechten Seite von Gleichung (1.32)) in die substantielle Ableitung mit ein.

Deformation und Deformationsgradient Die Bewegungsabbildung y : Z x 7 — %
iiber ein Zeitintervall Z wird Deformationsabbildung genannt, wenn det(7x) > 0
fiir alle t € Z gilt. Ty beschreibt hier die Tangentialabbildung von y. Die Bezeichnung
Deformationsabbildung soll darauf hinweisen, dass Teilmengen mit positivem Volumen
wieder in solche mit positivem Volumen abgebildet werden.

i

Abbildung 1.3.: Wirkungsweise des Deformationsgradienten F'.

Wie Vektoren unter der Deformationsabbildung x transformiert werden, beschreibt der
Deformationsgradient. Dieser ist definiert als

F( X t): Tx# — T,.7, (1.33)
F(X,t):=Tx(X,1), (1.34)
in Komponenten F%y = x“ 4. Das heifit der Deformationsgradient ist die Tangentialabbil-

dung von x(-,t) am Punkt X € %R und stellt eine tensorielle Abbildung des Tangential-
raums der Referenzkonfiguration in den Tangentialraum der aktuellen Konfiguration dar,

11
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sieche Abbildung 1.3. Das tiefgestellte Komma steht fiir die Richtungsableitung entlang
von E4. F bildet also Vektoren aus der Referenzkonfiguration (U in Abbildung 1.3) auf
Vektoren in der aktuellen Konfiguration (FU) ab.

Mithilfe der Definition der Verschiebungsabbildung (1.30) kann der Deformationsgradient
auch iiber die Verschiebung beschrieben werden,

F(X,t) =1+ Grad(u(X,t)). (1.35)
Insbesondere beschreibt die Determinante des Deformationsgradienten,
J = det(F) >0, (1.36)

die Anderung des Volumens unter der Abbildung y. Nach [38][95] lésst sich damit F' in
seinen volumetrischen Anteil J und seinen isochoren Anteil F' zerlegen. Es gilt

F = J'°F. (1.37)

Der Spezialfall J = 1 wird dementsprechend als isochore (volumenerhaltende) De-
formation bezeichnet.

1.2.1. VerzerrungsmaBe

Aufgrund von &ufleren Belastungen verschieben sich einzelne Massepunkte. Geometri-
sche Deformationen beziehungsweise Verzerrungen eines Massevolumens entstehen. Unter
einem Massevolumen wird hier eine zusammenhéngende Menge von Massepunkten des
Korpers & verstanden. Eine Verzerrung ist eine Verformung eines Massevolumens auf-
grund von Langen- (Dehnungen) und Winkeldnderungen (Gleitungen).

Mithilfe des Deformationsgradienten F' konnen nun verschiedene Verzerrungsmafle als
Deformationstensor definiert werden.

Deformationstensoren Die Anderung eines Linienelementes unter der Abbildung y ver-
deutliche nun, welches Ma8 fiir die Beschreibung der Deformation ausschlaggebend ist [14].
Seien X, Z € A zwei Massepunkte. Dann kann der euklidische Abstand der Bildpunkte
aufgrund von

XX +2Z,t)—x(X,t)=F(X,t)Z + o(Z) (1.38)
iber
IX(X +2Z,t) —x(X, 0| = [[F(X,0)Z]*+o(|Z]) (1.39)
= (F(X,)Z,F(X,t)Z) +o(| Z||?) (1.40)
= Z'TF( X, t)Y'F(X,t) Z +o(||Z|*) (1.41)

beschrieben werden. o steht hier fiir das Landau-Symbol klein-o. Fiir die lokale Anderung
des Linienelementes ist also die Matrix FTF entscheidend. Dies fiihrt nun auf die De-
finition des rechten Cauchy-Greenschen Deformationstensors C. Des Weiteren
werden an dieser Stelle gleich auch der linke Cauchy-Greensche Deformations-

tensor b und der Green-Lagrangesche Verzerrungstensor E eingefiihrt. Sie sind
durch

12
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C =F"gF =F"F, Cap = (F1) "9 F" 5, (1.42a)

b:=FG'F' =F.F', b = F (G HAB(FT) b, (1.42Db)
1 1

E:=S(F".F-@), Eap = 5 ((F")a"9uF" 5 = Gas). (1.42¢)

definiert. Daraus folgt, dass C, E € Sym(Tx%; T3 %) sind und b € Sym(T}.;T,.) ist.
Der Pullback (oder auch Riicktransport) des metrischen Tensors g entlang y definiert also
den rechten Cauchy-Greenschen Deformationstensor und der Pushforward von G entlang
x den linken Cauchy-Greenschen Deformationstensor b, siehe Abbildung 1.4.

7
TR

C E ;
Abbildung 1.4.: Definitionsbereiche der Deformationstensoren C'; E und b.

E beschreibt die Abweichung der fiir die Deformation ausschlaggebenden Matrix F7.F
von der Identitdt. Mittels der Definition des Deformationgradienten (1.33) und des Ver-
schiebungsvektors (1.30) kann nun E auch iiber den Verschiebungsgradienten ausgedriickt
werden,

E- %((Grad(u))T + Grad(u) + Grad(u) (Grad(w)" ). (1.43)

Raten der Deformationstensoren Im Folgenden werden die Raten des Deformations-
gradienten F' und des rechten Cauchy-Greenschen Deformationsgradienten C' erldutert,
die spater in der Formulierung des Prinzips der virtuellen Leistungen und der Dissipati-
onsungleichung Verwendung finden.

Dazu sei der Tensor zweiter Stufe
l:=grad(w): T - TY (1.44)

eingefithrt, der die rdumliche kovariante Ableitung der Geschwindigkeit v darstellt. Er
wird im Folgenden rdumlicher Geschwindigkeitsgradient genannt. Die Ableitung
des Deformationsgradienten F' nach der Zeit lautet damit

F = Grad(V) = LF, (1.45)

13
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wobei L(X,t) = l(z,t) gilt und Grad(V') der materielle Geschwindigkeitsgradient
ist.

Die zeitliche Ableitung des rechten Cauchy-Greenschen Deformationstensors C, (1.42a),
lautet

., OFT +OF T
C—WF—FF E_F 2DF, (1.46)
wobei
D:=sym(gL): T - T (1.47)

den symmetrischen Anteil des Geschwindigkeitsgradienten bezeichnet. Insbesondere ist
2D = 2sym(gL) = L,g die Lie-Ableitung des metrischen Tensors g, siche Anhang A.1 zur
Erlauterung der Lie-Ableitung. Der anti-symmetrische Anteil des Geschwindigkeitsgradi-
enten L wird mit W := asym(gL) bezeichnet und Drehgeschwindigkeitstensor genannt.

1.3. Erhaltungsgesetze

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Erhaltungsgleichungen der Kontinuums-
mechanik in einem abgeschlossenen physikalischen System vorgestellt. Es wird hier von
einem isothermen Prozess ausgegangen, d.h. die Deformation des Kérpers aus der Refe-
renzkonfiguration erfolge so, dass keine durch Temperaturgradienten bedingten mechani-
schen Effekte auftreten. Somit wird die Energieerhaltungsgleichung an dieser Stelle ver-
nachléssigt.

Die Basis der Erhaltungsgleichungen liefert das folgende Reynoldsche Transporttheo-
rem [108].

Satz 1.1 (Reynoldsche Transporttheorem). Sei f eine reellwertige C'-Funktion der Zeit
t und des Ortes x € €, und v der rdumliche Geschwindigkeitsvektor (1.31). Dann gilt fir
jedes materielle Volumen V; C %,

d 0
= thdv:/Vt (a—{+div(fv)> dv, (1.48)

wobei auf die Darstellung der Argumente (z,t) hier verzichtet wird.

Den Beweis des Reynoldschen Transporttheorems liefert die Variablentransformation in
die Referenzkonfiguration und die anschlielende zeitliche Differentiation des Integranden.
Die rechte Seite von (1.48) folgt schlielich durch Transformation zuriick in die aktuelle
Konfiguration, siehe z.B. [79][103].

1.3.1. Massenerhaltung

Eine wichtige Figenschaft von kontinuumsmechanischen Korpern ist, dass ihre Masse un-
ter Deformationen erhalten bleibt. In dieser Arbeit werden ausschlielich Kérper betrach-
tet, deren Masse stetig verteilt ist.

14
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Sei V; ein beliebiges Massenvolumen der Konfiguration %;. Sei o(z,t) eine stetig verteilte,
positive Massendichte. Dann ist die Masse m des Teilvolumens V; beschrieben iiber

m(V;) ;:/Wg(m,t)du:/%gtdv. (1.49)

In der Abwesenheit von Quellen, Senken und Massenfliissen besagt das Gesetz der Mas-

senerhaltung, dass der Masseninhalt eines materiellen Volumens V; in der Zeit erhalten
bleibt, das heif3t

%mm) 0, (1.50)

was nach Setzen von f = p in (1.48) dquivalent zu

/Vt (% + div(gv)) dv =0 (1.51)

ist und nichts anderes bedeutet, als dass fiir ein Volumen V; die zeitliche Anderung der
Masse in V; dem Massenstrom iiber den Rand dieses Volumens entspricht, siche Gauf3-
scher Integralsatz im Anhang A.2.

Im Gegensatz zur stromungsmechanischen Sichtweise, bei der mithilfe des Reynoldschen
Transporttheorems die Gleichgewichtsbedingungen in der aktuellen Konfiguration %, be-
schrieben werden, werden in der strukturmechanischen Betrachtung die Gleichungen zu-
néchst in die Referenzkonfiguration transformiert. Folgender Satz zeigt dann, dass jede
Dichteverteilung einer Konfiguration %;, die aus der Lagednderung des Korpers 4 unter
x entsteht, durch die Massendichte in der Referenzkonfiguration, gr (X, 0), bestimmt ist.

Satz 1.2. Sei x eine Deformationsabbildung des Korpers B, sei F' der Deformationsgra-
dient zum Zeitpunkt t und V; das Massenvolumen in 6;, das durch die Deformationsab-
bildung aus Vg hervorgegangen ist. Dann gilt,

/Q(:L‘,t)dvz/ on(X,0)dV, 130, (1.52)
Vi Vi

und insbesondere

o(z,t) = det(F) ' or(X,0). (1.53)

Der Beweis des Satzes folgt direkt aus der Identitét = y (X, t), der Transformationsregel
fiir Volumenintegrale und dem Lokalisierungstheorem [50], sieche auch Anhang A.2. Aus
(1.52) kann insbesondere gefolgert werden, dass gr = 0 gelten muss [34].

Somit ist die momentane Massendichte o, = o(x, ) nach (1.53) bestimmt durch die als
bekannt angenommene Referenzdichte pr(X,0) und die gesuchte Deformation. Das heifit,
die Massenerhaltungsgleichung (1.50) ist fiir eine gegebene Referenzdichte automatisch
erfiillt und p; wird daher nicht als eigenstéindige Unbekannte des Problems behandelt
[103].

15



1. Einfiihrung in die Kontinuumsmechanik

1.3.2. Impulserhaltung und das Prinzip der virtuellen Leistungen

Die mechanische Interaktion von Teilen des Korpers 4 untereinander und die Interaktion
des Korpers mit seiner Umgebung werden durch Kréfte beschrieben. Im Folgenden werden
drei Typen von Kréften unterschieden, siehe [50],

e Kontaktkrifte zwischen verschiedenen Teilen des Korpers, (innere Krdfte),

e Kontaktkrifte zwischen dem Korper und seiner Umgebung, (duflere Kontakt-
krdfte),

e und Volumenkrifte, die auf die inneren Punkte des Korpers aufgrund seiner Umge-
bung wirken, (duflere Volumenkrdifte).

Der Einfachheit halber werden die beiden Arten von Kontaktkriften in dem Begriff
Fldachenkrdifte zusammengefasst. Somit kann die Kraft-Wechselwirkung vollstandig auf
Fldchen- und Volumenkrifte zuriickgefiithrt werden.

Die folgende Darstellung dieser Krifte orientiert sich an der Arbeit von Braess [14]. Bereits
1822 fithrte Cauchy eines der wichtigsten und weitreichensten Axiome der Kontinuums-
mechanik ein, welches beziiglich der Flachenkrifte fiir jeden Punkt & € %, und jeden
Normalenvektor n eines Oberflichenelementes da die Existenz von Oberflachenkraftdich-
ten

t: 6 xS = F (1.54)
(z,n) — t(x,n) (1.55)

postuliert, sieche auch [19]. S? bezeichnet dabei die Einheitssphére im drei-dimensionalen
euklidischen Raum .. Insbesondere gilt dieses Axiom fiir jeden Zeitpunkt ¢ und damit
fir jede Konfiguration 6, = x(%,t) C .. Es wird darauf hingewiesen, dass x und
da nicht notwendigerweise Teil des Randes einer Konfiguration, 0%;, sein miissen. da
beschreibt vielmehr ein Oberflichenelement eines beliebigen, hinreichend glatt berandeten
Massenvolumens V, C 0%,. Aufgrund dieser Tatsache wird das Axiom in der technischen
Literatur auch Schnittprinzip genannt.

Welche Kraftbeitrage leisten Volumen- und Flachenkrafte? Sei dv ein Massenvolu-
menelement. Dann liefert eine Volumenkraft f : 8 — . eine Kraft f dv. Fliachenkrifte,
die durch ¢ gegeben sind, liefern fiir ein Oberflichenelement da mit der Normalen n einen
Kraftbeitrag t(z,n) da, der auch von der Richtung n abhédngen kann. Der Vektor t(z,n)
heifit Cauchyscher Spannungsvektor.

Beschreibe f die Volumenkrifte und ¢ das in (1.54) definierte Vektorfeld. Dann lassen sich
alle Kréfte (Volumen- und Oberflichenkréfte) als

frota (Vi 1) == f(x)dv +/ t(xz,n)da (1.56)
Vi oV
und alle Momente als

My (V1) = /V r x f(zx) dv—i—/a r x t(z,n)da (1.57)

Vi
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zusammenfassen, wobei r den Ortsvektor r(z) = £ — o mit dem Ursprung o darstellt. x
bezeichnet hier das Kreuzprodukt im euklidischen Raum .7.

Um das zentrale Axiom der Mechanik im Folgenden zu formulieren, werden zunéchst noch
die darin vorkommenden Erhaltungsgréfien Impuls und Drehimpuls eingefiihrt.

Definition 1.3 (Impuls und Drehimpuls). Sei V; ein Teilvolumen von 6;, v der rdumliche
Geschwindigkeitsvektor und o die Massendichte. Dann ist der Impuls I definiert als

1v,1) ;:/ ov dv. (1.58)
Vi
Der Drehimpuls L um den Ursprung o ist definiert als
L(V,t) = /V r X ovdv. (1.59)
Satz 1.4. Fiir jedes Teilvolumen V; zur Zeit t qilt:
v = / o du, (1.60)
Vi
L(V,t) = / r X ob dv. (1.61)
Vi

Beweis. siehe Seite 92 in [50].

Somit lautet der Erhaltungssatz fiir Impuls und Drehimpuls, [50],
Axiom 1.5 (Impulserhaltungsgesetze/Schnittprinzip). Es befinde sich der Kiorper %, der

zu einer aktuellen Konfiguration %; assoziiert ist, unter den Krdften und Momenten im
Gleichgewicht. Dann gilt fir jedes Teilvolumen V der Konfiguration 6; zum Zeitpunkt t
Froa(Vi1) = 1(V.1), (1.62)

mtotal(% t) = L(‘/u t) (16?))
(1.62) beschreibt die Impulserhaltung und (1.63) die Drehimpulserhaltung.

Das zentrale Axiom der Mechanik, welches die Bewegung mit den Kréften in Verbindung
setzt, besagt also, dass alle Kréfte (sowohl Fliachen- als auch Volumenkréfte), (1.62), und
alle Momente, (1.63), sich im Gleichgewichtszustand zu Null addieren.

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 1.3.1 wird in der strukturmechanischen Sichtweise die
Impulserhaltung in die Referenzkonfiguration transformiert. Die Beschleunigung v(z,t)
ergibt sich dann zu %(X,t). Diese Arbeit konzentriert sich allerdings auf die statischen
Gleichgewichtsbedingungen, so dass im Folgenden die Beschleunigung a priori aus der
Betrachtung ausgeschlossen wird und somit die rechten Seiten der Impuls-, (1.62), und
Drehimpulserhaltung, (1.63), verschwinden. Die Transformation der verbleibenden Terme
in die Referenzkonfiguration wird in Abschnitt 1.3.3 beschrieben.

Vorher wird noch ein wichtiges Theorem von Cauchy zitiert, welches die lineare Abhéngig-
keit des Spannungsvektors ¢t von der Normalen n zeigt. Dies ldasst die Darstellung von ¢
iiber einen Tensor zweiter Stufe, o, zu. Unter Beriicksichtigung der Impulserhaltungsge-
setze (1.62) und (1.63) in ihrer statischen Variante ergibt sich damit Cauchys Theorem,
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Satz 1.6 (Cauchys Theorem). Sei t(-,n) € C'(6;,%), t(z,-) € C°(S*.) und f €
C(%;,-) im statischen Gleichgewicht. Dann ist eine notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die Finhaltung der Impulsgesetze, dass ein symmetrisches Tensorfeld o €

CY 6, Sym(T*”,T.Y)) emistiert, so dass

t(xz,n) = o(x)n, =xc€%,ncbs’ (1.64)
div(e(z)) + f(z) = 0, x € 6, (1.65)
olz)= o'(z), x€%. (1.66)

Der symmetrische Tensor ¢ wird Cauchyscher Spannungstensor genannt.
Beweis. siehe Seite 101 in [50].

Die Gleichungen (1.65) und (1.66) in Satz 1.6 sind eine Folge der Impuls- und Drehimpuls-
erhaltung. Mit den statischen Varianten der Impuls-, (1.62), und Drehimpulserhaltung,
(1.63), dem Divergenztheorem (Gaufischer Integralsatz, siche Anhang A.2) und der Tatsa-
che, dass das Axiom der Impulserhaltung 1.5 fiir jedes Teilvolumen V; gilt, kénnen aus der
Existenz des Spannungstensors o mit der Eigenschaft (1.64) die Feldgleichungen (1.65)
und (1.66) gewonnen werden.

Prinzip der virtuellen Leistungen Das Prinzip der virtuellen Leistungen, auch Prinzip
von d’Alembert, stellt eine allgemeine Form der Impulserhaltungsgleichungen dar, welche
eine geeignete Basis fiir die spédtere Behandlung mit der Finiten-Elemente-Methode ist.
Es entspricht der schwachen Formulierung des lokalen Impulsgleichgewichts.

Um das Prinzip zu formulieren, wird zunéchst der Begriff der virtuellen Geschwindig-
keit eingefiihrt. Unter einer virtuellen Geschwindigkeit v wird eine gedachte Geschwindig-
keit verstanden, die zunéchst keinerlei physikalische Bedeutung hat. Virtuelle Geschwin-
digkeiten sind von der Geschwindigkeit v unabhéingige, gedachte und weitgehend belie-
bige Geschwindigkeiten, die allerdings mit den vorgeschriebenen Randbedingungen des
Problems vertriglich sein miissen. Das heifit, dass die virtuellen Geschwindigkeiten ver-
schwinden miissen, wo immer Positions-Randbedingungen des Kérpers vorgegeben sind.
Der Raum solcher virtuellen Geschwindigkeiten wird im Folgenden mit V bezeichnet,

Vi={0:% > TS| ¥y =0} (1.67)

Darin ist 96 der Dirichlet-Rand von %;, das heifit der Teil von 9%;, auf dem Positions-
Randbedingungen vorgegeben werden, und v|5,0 ist die Restriktion von v auf oEP.

Sei nun angenommen, dass die aktuelle Konfiguration %; einer solchen virtuellen Ge-
schwindigkeit ausgesetzt ist. Dann produziert diese Geschwindigkeit eine externe virtuelle
Leistung. Das Prinzip der virtuellen Leistungen besagt nun, dass die interne virtuelle
Leistung der externen virtuellen Leistung entsprechen muss, das heifit fiir eine gegebene
Kontaktkraft ¢ und eine Volumenkraft f gilt

/a:&: f.f;+/ tv, YoeV, (1.68)
(gt 8(5,51\1

@
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wobei o der Cauchysche Spannungstensor und d der symmetrische Anteil des Gradienten
der virtuellen Geschwindigkeit ist, das heifit d = sym(grad(v)). €} bezeichnet den Rand
von %;, auf dem Neumann-Randbedingungen vorgegeben sind. Die linke Seite der Glei-
chung (1.68) beschreibt die interne virtuelle Leistung, die rechte Seite die externe
virtuelle Leistung. Die Bedingung (1.68) ist somit Ausdruck des Prinzips der virtuellen
Leistungen, welche aus der lokalen Impulsbilanz (1.64)—(1.66) durch Multiplikation mit
den virtuellen Geschwindigkeiten, der anschlieBenden Integration iiber die aktuelle Kon-
figuration des Koérpers und der Anwendung des Divergenztheorems entstanden ist. Die
Gleichung (1.68) wird auch schwache Formulierung der Impulsbilanz genannt.

1.3.3. Transformation zwischen den Konfigurationen

In Cauchys Theorem, Satz 1.6, wurde bereits die erste tensorielle Grofle eingefiihrt, die da-
zu dient, Kontaktkréfte beziiglich einer Fliache zu messen. Der Cauchysche Spannungsten-
sor o : T*. — T.% ist in der aktuellen Konfiguration %; definiert und wird daher in der
Literatur auch wahrer Spannungstensor genannt. In vielen strukturmechanischen Anwen-
dungen ist es jedoch nicht zweckméflig mit o zu arbeiten, weil die aktuelle Konfiguration
a priori unbekannt ist. Insbesondere fiir Berechnungen mit der Finiten-Elemente-Methode
ist es sinnvoller, den Cauchyschen Spannungstensor in die bekannte, undeformierte Re-
ferenzkonfiguration éx zu transformieren und die Erhaltungsgleichungen entsprechend in
%r zu formulieren. Eine solche Transformation zwischen Konfigurationen ist unter der
Bezeichnung Piola-Transformation bekannt.

Piola-Transformation Es wird zunéchst betrachtet, wie sich die Oberflichenkréfte, die
tiber den Spannungsvektor ¢ beschrieben werden, siche (1.54) und (1.56), transformieren.
Unter Anwendung von Cauchys Theorem 1.6 lassen sich diese als

/ onda (1.69)
oVi

mit dem Normalenvektor n des Oberflachenelementes da in der aktuellen Konfiguration
schreiben.

Der Definition des Deformationsgradienten F', (1.33), folgend, beschreibt F', wie Vektoren
der Referenzkonfiguration in die aktuelle Konfiguration abgebildet werden. F' ist also
entscheidend fiir die Piola-Transformation. Es gelten folgende Beziehungen:

Satz 1.7 (Transformation zwischen den Konfigurationen). Seien dX, dA,dV und dx,da, dv
Linienelemente, Flichenelemente und Volumenelemente in der Referenz- beziehungsweise
in der aktuellen Konfiguration. Dann gilt

der = FdX, dv = det(F)dV, (1.70)
nda = det(F)F "N dA. (1.71)

n und N sind dabei die nach aulen gerichteten Normaleneinheitsvektoren auf der Ober-
fliche der aktuellen Konfiguration %; beziehungsweise der Referenzkonfiguration 4x. Die
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Transformationsregel (1.71) wird auch Nansons Formel genannt [88].

Werden die Oberflichenkrifte aus (1.69) also auf ein Flichenelement dA der Referenz-
konfiguration bezogen, so ergibt sich ein Spannungsmafl P : T*% — T.¥, welches sowohl
auf die Referenz- als auch auf die aktuelle Konfiguration bezogen ist. Die transformierten
Oberflachenkrifte ergeben sich mit J = det(F') nach Nansons Formel (1.71) zu

/ JoF~'N dA, (1.72)
oVr

wobei
JoF " =P, Jo(F 1), 8= P8 (1.73)

den unsymmetrischen 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor zweiter Stufe de-
finiert. Der in (1.73) enthaltene Tensor

Jo =1, Jo® =77 (1.74)

wird auch als Kirchhoffscher Spannungstensor bezeichnet. Weil dieser nur eine um
J-gewichtete Abwandlung von ¢ darstellt, erbt 7 die Symmetrieeigenschaft des Cauchy-
schen Spannungstensors. Insbesondere ist 7 auch beziiglich der aktuellen Konfiguration
definiert.

G
Cr

—®

S o T

Abbildung 1.5.: Definitionsbereiche der Spannungstensoren S, o und 7. P fehlt in dieser
Darstellung, weil eine Komponente des ersten Piola-Kirchhoffschen Span-
nungstensors P auf die Referenz- und eine Komponente auf die aktuelle
Konfiguration bezogen ist.

Ein Spannungsmaf, das ausschliellich in der Referenzkonfiguration definiert ist, und zu-
dem die Symmetrieeigenschaft besitzt, ist der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungs-
tensor S : T*# — TA, siche Abbildung 1.5. Dieser ergibt sich aus P iiber

S:=F'P, S4B .=(FH" pB (1.75)
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beziehungsweise aus o iiber

S=JF'eF", S =g H sF "), " (1.76)

a

Die zugrundeliegenden Transformationen der genannten Spannungstensoren sind in Ta-
belle 1.1 zusammengefasst.

‘ Cauchy: ¢ Kirchhoff: 7 1. Piola-Kirchhoff: P 2. Piola-Kirchhoff: S

o= o J JIPFT J'FSFT
T = Jo T PFT FSFT
P = JoF~T TFT P FS
S=|JF loF T Flrp-T F'p S

Tabelle 1.1.: Transformation der Spannungstensoren

Wie die Spannungen mit den Verzerrungen zusammenhéngen, wird iiber sogenannte Ma-
terialgesetze beschrieben. Bevor auf die Grundlagen fiir diese Materialgesetze, die soge-
nannte konstituierende Theorie, eingegangen wird, wird das vollstéandige Modell beziiglich
der Referenzkonfiguration formuliert.

Zusammenfassung des Modells in materieller Form Diese Arbeit ist auf den rein
mechanischen Rahmen beschrénkt, das heifit es werden thermische Effekte a priori ver-
nachléssigt. Dann lédsst sich das Modell mit der disjunkten Zerlegung des Randes, 0%r =
oY UOEY, 06y N o6 = 0, in einen Neumann-Rand 9% und einen Dirichlet-Rand
0% und dem Transformationssatz zwischen den Konfigurationen 1.7 wie folgt in der
Referenzkonfiguration zusammenfassen,

or = 0, in R, (1.77a)
Div(P) = —fr, in g, (1.77Db)
PN = JtVN.C-' N, auf 96y, (1.77¢)
PFT = FP7, in x. (1.77d)

Die Felder gr := J(0o ), P := J(@ o x)F~T und fr = J(f o x) sind dabei die Piola-
Transformationen der rdumlichen Felder o, o und f. fr beschreibt also die Volumenkriifte,
die auf ein Einheitsvolumen des undeformierten Korpers & in der Referenzkonfiguration
%r wirken. Im Allgemeinen wird das Randwertproblem (1.77) komplettiert durch vorge-
gebene Dirichlet-Randwerte fiir die Bewegung x1, auf dem Teilrand 9%}, die auch von
der Zeit t abhéngen konnen.

Dieses System wird im néchsten Abschnitt um die Beschreibung der materiellen Beziehung
von Verzerrungs- und Spannungstensor (die konstituierende Gesetze) erweitert und damit
zusammen mit der kinematischen Gleichung fiir den Verzerrungstensor geschlossen. Es
wird darauf hingewiesen, dass bisher noch keine vereinfachenden Annahmen eingefiihrt
wurden, die die Giiltigkeit dieses Modells fiir grole Deformationen beschrinken wiirden.
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Bemerkung 1.8. Weil die Dichte or als bekannt vorausgesetzt wird, ist die Massener-
haltungsgleichung nach Piola-Transformation in die Referenzkonfiguration tiberfliissig und
automatisch erfillt. In Abschnitt 1.4 wird zudem gezeigt, dass die Drehimpulserhaltung,
beziehungsweise (1.77d), durch eine geeignete Wahl einer Energiefunktion ebenfalls erfillt
ist, so dass sich das Problem, welches im Folgenden mit einer Finiten-Elemente-Methode
behandelt wird, auf die Gleichungen (1.77b) und (1.77c) mit vorgegebenen Dirichlet-
Randwerten reduziert.

Bemerkung 1.9. Auch aus der materiellen Form der Gleichgewichtsbedingungen (1.77)
kann analog zu Abschnitt 1.3.2 eine schwache Formulierung in der Referenzkonfigurati-
on gefunden werden, siehe dazu auch Abschnitt 2.2.2. Diese stellt insbesondere fiir die
nichtlineare Elastizitdit die Basis fiir die Behandlung mit Finiten-FElementen dar. In der
Theorie der linearen Elastizitit wird in Abschnitt 1.4.2 gezeigt, dass eine Unterscheidung
der Konfigurationen vernachldssigt werden kann, so dass auch die Gleichgewichtsbedin-
gung, die in der aktuellen Konfiguration formuliert ist (1.68), als grundlegende schwache
Form dienen kann.

1.4. Konstituierende Theorie

Die konstituierende Theorie liefert funktionale Formen fiir den Spannungstensor und die
freie Energiedichte. Entscheidend dafiir ist der Deformationsgradient F'. Diese zusétzli-
chen Beziehungen von Spannungen und Verzerrungen schliefen das System an Gleichun-
gen. Somit existieren genauso viele Gleichungen wie Unbekannte. Aulerdem werden durch
die sogenannten Materialgesetze, Stoffgesetze oder auch konstituierende Gesetze
materielle Eigenschaften beriicksichtigt. Der prominenteste Vertreter eines Materialgeset-
zes ist das Hooksche Gesetz, welches das isotrope, homogene, elastische Verhalten eines
Korpers fiir kleine Deformationen beschreibt, siehe Abschnitt 1.4.2.

Grundlegende Prinzipien der konstituierenden Theorie Obwohl sie gewissen Regeln
gehorchen miissen, wird betont, dass konstituierende Gesetze nicht von physikalischen Ge-
setzméBigkeiten hergeleitet werden. Im Wesentlichen sind konstituierende Gesetze mathe-
matische Modelle des realen Materialverhaltens, welche anhand von experimentellen Er-
gebnissen validiert werden. Die Regeln, denen konstituierende Gesetze gehorchen miissen,
sind nach Truesdell und Noll [129] die folgenden drei grundlegenden Prinzipien. Sie bilden
die Basis der konstituierenden Theorie in einem rein mechanischen Kontext.

e Prinzip des Determinismus der Spannung: Die Spannung in einem Korper ist durch
die Historie der Bewegung des Korpers bestimmt.

o Prinzip der Lokalitdt: Zur Bestimmung der Spannung an einem gegebenen Partikel
X kann die Bewegung auflerhalb einer beliebigen Nachbarschaft von X aufler Acht
gelassen werden.

e Prinzip der materiellen Objektivitit: Die Materialantwort muss invariant beziiglich
der Anderung eines Betrachters sein.
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Alle konstituierenden Gesetze miissen zudem konsistent, das heifit physikalisch zuléssig,
sein. Damit ist gemeint, dass die konstituierenden Gesetze konsistent mit den Massen-
und Impulserhaltungen und der Dissipationsungleichung, einer speziellen Form des zwei-
ten Gesetzes der Thermodynamik, formuliert sein miissen, siehe [79][104]. Die Beriick-
sichtigung dieser Prinzipien, der Erhaltungsgleichungen und der Dissipationsungleichung
fithrt darauf, dass der Spannungstensor o und die freie Energiedichte ¢ in den konstitu-
ierenden Modellen abhéingige Variablen sind. Im rein mechanischen Rahmen ergibt sich
damit fiir einen elastischen Festkorper die funktionale Abhéngigkeit von ¢ und ¢ von dem
Deformationsgradienten F' [104],

oz, t)=0(F,X), (1.78a)

U(x,t) = )(F, X), (1.78b)
wobei mit (A) eine sogenannte konstituierende Funktion bezeichnet wird. Die funktio-
nale Form fiir einen allgemein thermoelastischen Festkorper findet sich beispielsweise in

der Arbeit von Reddy [104].

Materialeigenschaften Mit (1.78) ldsst sich nun die Definition eines elastischen Mate-
rials prézisieren.

Definition 1.10 (Elastisches Materialverhalten). Fin Material heifit elastisch, wenn eine
glatte konstituierende Funktion (auch: Antwortfunktion)

T :Lin(TA,T.)" x B — Sym(T*.7 ,T.9) (1.79)
existiert, so dass sich der Spannungstensor T'(x) an einem Punkt x = x(X,t) tber
T(z) =T(F,X) (1.80)

beschreiben ldsst. F ist der Deformationsgradient und wird als bekannt vorausgesetzt.
(1.80) wird auch als konstituierendes Gesetz bezeichnet [50].

Hinter der Darstellung der Spannungen iiber eine solche konstituierende Funktion, (1.80),
verbirgt sich die Annahme, dass die Spannungen lokal von den Verschiebungen und nur
von deren ersten Ableitungen abhédngen [14]. Spannungsédnderungen werden also als ein
Resultat einer kinematischen Anderung verstanden. Die fithrenden GrofSen sind daher in
dieser Darstellung die kinematischen Variablen.

Dieses Kapitel beschrénkt sich auf sogenannte einfache Materialien [93]. Einfache
Materialien sind solche, deren lokale Spannungsantwort durch die Historie des Deforma-
tionsgradienten F' beschrieben werden kénnen. Das heifit im Speziellen, dass elastische
Materialien einfache Materialien sind, bei denen die Spannung zum Zeitpunkt ¢ nur von
der lokalen Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ und nicht von der ganzen Historie der Bewe-
gung abhéngt. Aulerdem seien im Folgenden ausschliellich materiell gleichmé&fig verteilte
Materialien betrachtet [20][30][33].

Definition 1.11 (Homogenes Material). Wenn die konstituierende Funktion und die
Dichtefunktion or(X) unabhingig vom materiellen Punkt X definiert sind, das heifit

~ A~

T(F,X)=T(F) und or(X) = 0r (1.81)

gelten, wird das Materialverhalten homogen genannt.
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Eine weitere Charakterisierung, die Materialien voneinander unterscheidet, ist diejenige,
ob eine Richtung im Material ausgezeichnet ist oder nicht. Besteht eine vollkommene
Richtungsunabhingigkeit im Material so wird es 2sotrop genannt.

Definition 1.12 (Isotropes Material). Ein isotropes Material ist ein Material, fiir das
T(F,X)=T(FQ,X) VF €Lin(T#,T.7)",VQ € Orth™ (1.82)
qgilt.

Mithilfe der Antwortfunktion T kann das Prinzip der materiellen Objektivitdat auch iiber
die folgende Bedingung charakterisiert werden [93]. Eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir diese Invarianz eines elastischen Materials ist, dass die Antwortfunktion T'

die Gleichung R .
QT (F,X)Q" =T(QF,X) (1.83)

fiir jedes F € Lin(T%, T-#)* und jedes Q € Orth™ erfiillt [14][50]. @ beschreibt darin die
Rotation der aktuellen Konfiguration, so dass QF den um  gedrehten Deformationsgradi-
enten bezeichnet. Wegen der Rotation transformiert sich dann die Spannungsantwort wie
in der linken Seite von (1.83) beschrieben. Dieses Axiom der Koordinatenunabhéngigkeit
gilt im Unterschied zu den Eigenschaften Isotropie und Homogenitét fiir jedes Material.

Hyperelastizitat Eine wichtige Klasse von Materialien, insbesondere fiir die Theorie von
groen Deformationen, stellen die hyperelastischen Materialien dar.

Definition 1.13 (Hypgelastizitéit). FEin elastisches Material heifit hyperelastisch, wenn
ein Energiefunktional W : Lin(TA, TS )" x B — . existiert, so dass

" oW

fir X € # und F € Lin(TA,T.S)" gilt.

W wird in der Literatur auch Verzerrungsenergiedichte oder gespeicherte Ener-
giedichte genannt. Fiir einen isothermen, elastischen Prozess kann die gespeicherte Ener-
giedichte zu der freien Energiedichte ¢ durch W = prt in Beziehung gesetzt werden.
Die Abhéngigkeit eines hyperelastischen Materials von der gespeicherten Energiedichte
W folgt auf natiirliche Weise aus der reduzierten Dissipationsungleichung,

Dy := —prtp + P : gF > 0. (1.85)

P ist darin der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor und 1 die freie Energiedich-
te. Man sagt, P ist energetisch konjugiert oder dual zu F. (1.85) wird insbesondere
reduzierte Dissipationsungleichung genannt, weil sie sich lediglich auf den mechanischen
Rahmen konzentriert. Aufgrund der Tatsache, dass die Dissipationsungleichung fiir elasti-
sches Verhalten mit Gleichheit erfiillt sei und sie fiir alle zuldssigen mechanischen Prozesse
gelten muss, kann die Form (1.84) fiir den Spannungstensor aus (1.85) abgeleitet werden,
siche dazu [129]. In Abschnitt 2.2.3 wird die Dissipationsungleichung néher betrachtet,
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da sie fiir die Formulierung des elasto-plastischen Materialmodells entscheidend ist.

Die Bedingung der materiellen Objektivitét (1.83) ldsst sich fiir ein hyperelastisches Ma-
terial auch #quivalent iiber das Energiefunktional W formulieren [14][79]. Das Prinzip
der materiellen Objektivitit erzwingt die Abhéingigkeit W (C,X) vom rechten Cauchy-
Greenschen Deformationstensor C' = FT.F (1.42a).

Analog zur Definition 1.12 gilt fiir isotrope Materialien

W(F,X)=W(FQ,X), (1.86)

fiir alle orthogonalen Matrizen @ mit positiver Determinante [14][122]. Fiir ein objektives,
isotropes Material hiangt W (., X) nur von den drei Invarianten I (C) = (1,(C), I2(C), I3(C))

mit

L(C) = tr(G7'C), (1.87a)
h(C) = 5 [[r(@ O — ul(G 'OV, (1.87b)
I5(C) = det(C), (1.87¢)

des rechten Cauchy-Greenschen Verzerrungstensors C ab, W (I(C), X).

Eine bedeutende Schlussfolgerung kann auflerdem fiir objektive Materialien gezogen wer-
den,

Satz 1.14 (Aquivalenz von Objektivitit und Drehimpulserhaltung). Beschreibe W eine
gespeicherte Energiedichte und P den 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

o W(.,X) ist objektiv,
o die Drehimpulserhaltung PFT = FPT ist erfiillt,

wobei P = g’lw gilt, siehe [122].

In dieser Arbeit werden ausschlieBlich hyperelastische Materialien betrachtet, die durch
eine objektive, gespeicherte Energiedichte W definiert werden. Dies hat nach Satz 1.14 die
Folge, dass automatisch die Erhaltung des Drehimpulses, (1.63) beziehungsweise (1.77d),
gewahrleistet ist.

Bemerkung 1.15. Die weit verbreiteten hypoelastischen Materialgesetze produzieren im
Gegensatz zu hyperelastischen Materialgesetzen auf einem geschlossenen Deformations-
zyklus eine von null verschiedene Dissipation, siehe dazu zum Beispiel [8][122][129]. Die
ersten beiden Referenzen dienen gleichzeitig als Quelle fiir eine Reihe von Einwdnden aus
physikalischer Sicht gegeniiber hypoelastischen Materialgesetzen. Hypoelastische Material-
gesetze werden daher in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.
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1. Einfiihrung in die Kontinuumsmechanik

1.4.1. Nichtlineare Elastizitat

Die Vorarbeiten aus den vorherigen Abschnitten 1.1-1.4 dienen der Formulierung eines
Modells der nichtlinearen Elastizitéat (auch: finiten Elastizitit). Dabei wurde bisher we-
der eine kinematische noch eine materielle Linearisierung vorgenommen. Die Gleichge-
wichtsbedingungen in der Referenzkonfiguration (1.77) werden also durch ein allgemein
nichtlineares, hyperelastisches konstituierendes Gesetz der Form
ow

S=2 50 (1.88)
mit dem Cauchy-Greenschen Verzerrungstensor C = FT.F, (1.42a), komplettiert. Auf-
grund der Tatsache, dass ausschliellich objektive Materialien betrachtet werden, stellt
W dabei ein Energiefunktional in C' dar. Mithilfe der Transformation des 2. Piola-Kirch-
hoffschen Spannungstensors, (1.75), erhdlt man dann aus (1.88) den fiir die materielle
Formulierung (1.77) erforderlichen Ausdruck fiir den 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungs-
tensor. Oft findet sich auch die rdumliche Formulierung des konstituierenden Gesetzes,

o= %F%—ZFT. (1.89)

Mit entsprechender Piola-Transformation, siehe Abschnitt 1.3.3, kénnen die Formulierun-
gen (1.88) und (1.89) allerdings dquivalent ineinander iiberfithrt werden.

Es sei an dieser Stelle betont, dass in der nichtlinearen Elastizitéit keine geometrische
Linearisierung in Form einer Identifizierung von Referenz- und aktueller Konfiguration
vorgenommen wird. Die materielle Formulierung wird also von der rdaumlichen Formulie-
rung der Gleichungen unterschieden. Wie bereits in Abschnitt 1.3.3 erwahnt, bringt die
rdumliche Formulierung die Schwierigkeit mit sich, dass die Gleichungen in der aktuellen
und a priori unbekannten Konfiguration formuliert sind. Daher werden die Gleichungen
unter Ausnutzung der Piola-Transformation in die bekannte Referenzkonfiguration trans-
formiert.

Bemerkung 1.16. Fin weiterer Nachteil der Formulierung der Feldgleichungen in der ak-
tuellen Konfiguration ist, dass sich orthogonale Transformationen, sogenannte Starrkérper-
bewegungen, aus den Gleichungen herausdividieren lassen miissen, siehe [14]. Durch die
Formulierung der Gleichungen in einem festen, mit dem unverformten Korper verbun-
denen Koordinatensystem (Referenzkonfiguration) kénnen diese Starrkérperbewegungen
allerdings eliminiert werden.

1.4.2. Lineare Elastizitat

Die in vielen Anwendungen verbreitete Theorie der linearen Elastizitét stiitzt sich auf
zwei entscheidende Vereinfachungen der allgemeinen, nichtlinearen Theorie, die in den
vorherigen Abschnitten vorgestellt wurde: der linearen Abhéngigkeit der Spannungen von
den Verzerrungen und der Linearisierung des Verzerrungstensors.
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1. Einfiihrung in die Kontinuumsmechanik

Lineare Beziehung von Spannungen und Verzerrungen zueinander Das wesentliche
Merkmal der Theorie der linearen Elastizitét ist ein lineares Materialgesetz, das bedeutet,
dass sich die Spannungen proportional zu den Verzerrungen verhalten. Es gilt also eine
lineare Beziehung der Spannungen S zu dem Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor E,
(1.42¢),

S=C:E, (1.90)

wobel C einen vierstufigen Materialtensor mit d* Eintréigen beschreibt, d steht hier fiir
die Dimension. Ublicherweise wird C auch Flastizitdtstensor genannt.

Linearisierung des Verzerrungstensors Eine weitere charakteristische Eigenschaft der
linearen Elastizitéit ist die Linearisierung des Verzerrungstensors. Wenn fiir einen Defor-
mationsprozess davon ausgegangen werden kann, dass der Gradient der Verschiebungen,
Grad(u), klein ist, ist es plausibel, die quadratischen Terme des Verzerrungstensors E zu
vernachléassigen,

jo %((Grad(u))T + Grad(u) + Crad(u)(Grad(u))" )
~ %((Grad(u))T + Grad(w)) = (1.91)

Der zweistufige, symmetrische Tensor € wird daher auch linearisierter Verzerrungs-
tensor genannt. Aufgrund dessen wird die Theorie der linearen Elastizitdt auch als ki-
nematisch linear bezeichnet.

Die Annahme von kleinen Verschiebungsgradienten impliziert weiter, dass alle physikali-
schen Groflen und Erhaltungsgleichungen direkt auf ein festes Koordinatensystem bezogen
werden konnen. Die Piola-Transformation von Spannungs- und Verzerrungsmafen, siehe
Paragraph 1.3.3, spielt also keine Rolle mehr. Die verschiedenen Spannungs- und Verzer-
rungsmafle fallen zu einem Spannungsmafl & und einem Verzerrungsmafl € zusammen. Der
Operator Grad(-) kann also in der Definition des Verzerrungstensors (1.91) auch durch
grad(+) ersetzt werden. Daher wird die Theorie auch als geometrisch linear charakterisiert.
Das Materialgesetz (1.90) lasst sich damit zu

o =C:E€, (1.92)

mit dem Cauchyschen Spannungstensor ¢ und dem linearisierten Verzerrungstensor € um-
schreiben. ¢ ist hier im Unterschied zu (1.90) ein Tensor, der ein konstituierendes Gesetz
in der aktuellen Konfiguration beschreibt. Deshalb wird dieser mit Kleinbuchstaben ge-
kennzeichnet.
Da sowohl der linearisierte Verzerrungstensor € als auch der Cauchysche Spannungstensor
o symmetrische Tensoren sind, besitzen die materiellen Koeffizienten von ¢ sogenannte
untergeordnete Symmetrien,

Cijkl = Cjikl = Cijlk- (1.93)
Wenn auflerdem die Spannungs-Verzerrungsbeziehung von einem Energiefunktional 0%
abgeleitet werden kann, enthalten die materiellen Koeffizienten auch wesentliche Symme-
trien,

Cijkl = Chlij (1.94)
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1. Einfiihrung in die Kontinuumsmechanik

d.h. die Zahl der freien Parameter in ¢ wird durch diese beiden Symmetrien z.B. in 3D
von 81 auf 21 eingeschrinkt, siehe [56][103].

Hooksches Gesetz Fiir den speziellen Fall eines homogenen, isotropen Materials be-
schreibt das sogenannte Hooksche Gesetz die lineare Spannungs-Verzerrungsbeziehung.
Durch die Isotropie, die als eine materielle Symmetrie zu verstehen ist, verbleiben nur
noch zwei unabhéngige materielle Parameter zur Beschreibung des Elastizitéatstensors ¢.
Aufgrund der Annahme der Homogenitit des Materials sind diese zudem konstant. Sie
werden Lamé Konstanten (), 1) genannt. Es gilt

c=MI+2ul*",  ¢ijm = Nij0m + p(didj + 0udji), (1.95)
womit sich die Spannungs-Verzerrungsbeziehung (1.92) in Komponenten als
0ij = Nepi0ij + 2/1€; (1.96)
schreiben liisst. Da (e;)¢_, = div(u) gilt, lisst sich (1.96) auch umschreiben zu
o = Mdiv(u)l + p(grad(u) + (grad(u))?), (1.97)

was auf die Verschiebungsformulierung der linearen Elastizitét fithrt [50].

Es sei an dieser Stelle betont, dass das Hooksche Gesetz nicht axiomatischer Natur ist,
sondern vielmehr ein Resultat der linearisierten Theorie unter bestimmten materiellen
Eigenschaften ist.

Bemerkung 1.17. Die Lamé Konstanten \ und p stehen tm Zusammenhang mit anderen
physikalischen Kenngréfsen. Fir das Kompressionsmodul k, das FElastizititsmodul E und
die Poisson-Zahl (Querkontraktionszahl) v gilt,

gl __F A= vE (1.98)
FEATSE R Tha Ty T At -2) '

w wird auch Schubmodul genannt. Der ersten Lamé Konstanten A wird in der Literatur
allerdings keine physikalische Bedeutung beigemessen. X\ ist aber gewissermajfen ein In-
dikator dafiir, wie kompressibel ein Material ist. Tendiert X gegen unendlich, wird das
Materialverhalten inkompressibel genannt. Dies ist der Fall, wenn v — % gilt. Das Ma-
terialgesetz in seiner urspringlichen Form (1.96) muss dann durch eine entsprechende
Form ersetzt werden, in der eine zusdtzliche Unbekannte fiir den hydrostatischen Druck
eingefiihrt wird, siehe dazu [65]. Fir den Fall der inkompressiblen linearen Elastizitit
bekommt man dann ein Gleichungssystem, das dem der Stokes-Gleichungen fiir Fluide
entspricht. Lediglich die Variablen haben dann eine andere Bedeutung. In dieser Arbeit
wird sich allerdings auf den kompressiblen Fall beschrdnkt.

Bemerkung 1.18. Des Weiteren charakterisieren A und p die Elliptizitit des Elasti-
zitdtstensors ©. Es kann gezeigt werden, dass die starke Elliptizitit von ¢ dquivalent zu
>0 und A+ 2p > 0 ist, sieche [79].
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2. Theorie der Elasto-Plastizitat

Die Elastizitatstheorie stellt ein Teilgebiet der Kontinuumsmechanik dar, das sich mit
dem Zustand von Korpern unter Krafteinwirkungen beschéftigt. Elastische Deformatio-
nen sind dadurch charakterisiert, dass das Material nach Wegfallen dieser Kréfte in seine
urspriingliche Form zuriickkehrt (reversible Formdnderung). Uberschreiten die Spannun-
gen allerdings einen gewissen Schwellenwert, die sogenannte Flief§spannung (englisch:
‘vield stress’), beginnt das Material zu flieBen und es entstehen plastische Verzerrungen.
Plastische Deformationen sind im Gegensatz zu elastischen Deformationen solche, die
zu einer bleibenden (irreversiblen) Forménderung beitragen. Metallische Werkstoffe, wie
z.B. Stahl oder Aluminium, aber auch viele kohésive Reibungsmaterialien wie z.B. Beton
lassen eine Beschreibung mittels eines phdnomenologischen elasto-plastischen Material-
modells zu. Einen detaillierten Einblick in die Plastizitatstheorie geben unter Anderem
die Arbeiten von Hill [61], Lemaitre und Chaboche [73], Lubliner [77], Maugin [80] und
Miehe [84].

Eine klassische Plastizitétstheorie besteht nach Bertram & Gliige [11] aus folgenden An-
teilen:

e ciner Zerlegungsannahme, nach der sich der Deformationstensor in einen elasti-
schen und plastischen Anteil zerlegen lésst,

e cinem elastischen Gesetz, das das Materialverhalten innerhalb des elastischen
Bereichs beschreibt,

e ciner Fliefsbedingung, die den elastischen vom plastischen Bereich abgrenzt,
e und einer Flief3regel, die die Entwicklung der plastischen Deformationen angibt.

e Im Allgemeinen wird zudem eine Verhdrtungsregel formuliert, die die Entwick-
lung der materiellen Verhértung beschreibt.

Diese Anteile finden sich auch in diesem Kapitel wieder. Im Folgenden wird nun die-
ser Unterteilung folgend die klassische Plastizitatstheorie zur Modellierung von elasto-
plastischem Materialverhalten fiir grofe Deformationen, die finite Elasto-Plastizitit,
erlautert. Dazu werden zunéchst zusétzliche kinematische Groflen eingefiihrt, die nétig
sind, um die plastischen Deformationen zu erfassen. Zentral fiir die Formulierung des Mo-
dells der finiten Elasto-Plastizitit wird die Zerlegung des Deformationsgradienten nach
Bilby [12], Kroner [70] und Lee [72] in seinen elastischen und plastischen Anteil sein. Die-
se Zerlegung ermoglicht es, elasto-plastische Verzerrungsmafle zu formulieren. Auflerdem
wird betrachtet, welche Auswirkungen die Zerlegung des Deformationsgradienten auf die
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2. Theorie der Elasto-Plastizitat

Erhaltungsgesetze aus Abschnitt 1.3 haben. Es wird die Dissipationsungleichung vorge-
stellt, um dem dissipativen Charakter der plastischen Deformationen im Modell Rechnung
zu tragen. Klassische Annahmen der konstituierenden Theorie werden erldutert und eine
FlieSbedingung eingefiihrt. Aus dem Prinzip der maximalen plastischen Dissipation wird
schliefflich die Fliefl- und Verhértungsregel abgeleitet. Damit lédsst sich in Abschnitt 2.4 das
elasto-plastische Problem vollstdndig formulieren. Neben dieser klassischen Formulierung
wird in Abschnitt 2.5 eine weitere Problemformulierung vorgestellt, die auf einer Flieregel
phénomenologischer Natur basiert. Das Kapitel schlieft mit der kurzen Erlauterung der
Modellformulierung fiir kleine elasto-plastische Verzerrungen, der sogenannten infinite-
simalen FElasto-Plastizitdt, welche auf einigen vereinfachenden Annahmen basiert.
Die Beschreibung der Theorie der finiten Elasto-Plastizitdt in diesem Kapitel orientiert
sich an der Arbeit [46].

2.1. Kinematik

Entscheidend fiir die kinematische Beschreibung der Elasto-Plastizitéat ist die Zerlegung
des Deformationsgradienten in seinen elastischen und plastischen Anteil. Die Idee und die
physikalische Bedeutung dieser Zerlegung werden daher im Folgenden naher erlautert.

Bereits im frithen 20. Jahrhundert zeigten Burgers und Bragg [15][16], dass es gewisse
flichenhafte Anordnungen von sogenannten Versetzungen gibt, die keine makroskopischen
Spannungsfelder hervorrufen, sondern nur Orientierungsdnderungen zwischen benachbar-
ten Kristallbereichen vermitteln. Kroner [70] bezeichnete diese Versetzungen als innere
Gitterfehler und fiihrte zu deren Beschreibung einen natiirlichen, ‘gedachten’ Zustand des
Materials ein. Dieser natiirliche Zustand wird von dem Idealzustand, welcher der initialen
Konfiguration des Korpers aus Abschnitt 1.2 entspricht, wie folgt erreicht [70]:

,Es wird zunéchst jedem Massenelement des Korpers
eine spannungsfreie eingepriagte oder plastische Dis-
torsion [...] zugeordnet, die durch eine Versetzungs-
bildung und -wanderung zu realisieren sei. Vor der
Durchfiithrung der Distorsionen sollen die Massenele-
mente numeriert und auseinandergeschnitten werden.
L&t man beliebige Variation der [Distorsion] von Ele-
ment zu Element zu, so werden die Massenelemente i.
allg. nach der Distorsion nicht mehr liickenlos anein-
ander passen”.

Das Erreichen der aktuellen Konfiguration (bei Kroner: ‘deformierter Zustand’) aus diesem
natiirlichen Zustand %, wird durch einen Tensor F,(z,) mit x, € 6, beschrieben, so dass
sich der Deformationsgradient multiplikativ zerlegen lasst,

F=F.F, (2.1)

siche Abbildung 2.1. Darin représentiert F}, die lokale Deformation des Materials aufgrund
von inneren Gitterfehlern (plastische Deformationen) und F, dient der Beschreibung der
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elastischen Deformationen.

7

Cr

-
--------

Abbildung 2.1.: Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten, F' = F.F,.

Nach Mi¢unovié¢ [83] wird die Wirkung von F,, physikalisch greifbar, indem zunéchst al-
le externen thermomechanischen Krifte, die auf den Kérper wirken, gedanklich entfernt
werden. Es verbleiben sogenannte Residualspannungen. Um diese zu eliminieren, ist es
notwendig die Struktur des Korpers isotherm aufzubrechen und in eine Kollektion von
spannungsfreien Korperelementen zu zerreiflen. F, dient nun dazu, eine Relaxierung ei-
nes Korperelementes von T'% in einen solchen spannungsfreien Zustand zu modellieren.
Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Zerlegung des Korpers in eine Kollektion von
spannungsfreien Korperelementen nur eindeutig bis auf eine beliebige orthogonale Trans-
formation ist. Zudem sind weder F, noch F, durch ein dhnliches Feld induziert wie F'
durch x, d.h. weder F, noch F), sind echte Gradienten. Dennoch wird in dieser Arbeit eine
solche Kollektion mit TG, bezeichnet und fiir %,, von einer spannungsfreien, natirli-
chen oder relaxierten ‘Konfiguration’ gesprochen.

Aus der Zerlegung (2.1) folgt, dass F,. € Lin(7'¢,,7.%) und F, € Lin(T'#,T¢.) ist, wobei
TE. der zu €. assoziierte Tangentialraum ist. Auflerdem héngt %, von der Zeit ab, weil
sich plastische Verzerrungen in der Zeit entwickeln.

Die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten (2.1) beruht auf den Arbeiten
von Bilby [12], Lee [72] und Kroner [70]. In den letzten Dekaden diente sie in verschie-
denen Gebieten der Mechanik zur Modellierung von groflen inelastischen Deformationen.
Lubarda stellt beispielsweise in [75] Anwendungen der multiplikativen Zerlegung (2.1) in
der Thermoelastizitit, Elasto-Plastizitdt und Biomechanik vor. [3][25][44] liefern Beispie-
le, in denen F,, zur Beschreibung eines Wachstumstensors (englisch: ‘remodelling tensor’)
benutzt wird.
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Aufgrund von (2.1) zerlegt sich die Determinante des Deformationsgradienten J in
J = I, (2.2)

wobei J, := det(F.) und .J, := det(F,) den volumetrischen Anteil der elastischen be-
ziehungsweise der plastischen Deformationen beschreiben. Konsistent zu der Annahme
J =det(F) > 0, (1.36), wird in dieser Arbeit angenommen, dass

Jo=det(F.) > 0, J, = det(F,) > 0 (2.3)

gilt, so dass sowohl F, als auch F}, invertierbar sind.
Analog zu (1.37) spaltet sich der volumenerhaltende Teil des Deformationsgradienten
F := J~'/3F unter Beriicksichtigung der multiplikativen Zerlegung (2.1) auf in

F = Fery (2.4)
mit F, = J,7'/3F, und Fp = Jp_l/3Fp.

2.1.1. Verzerrungsmale

Aufgrund der Zerlegung des Deformationsgradienten (2.1) ist es nun moglich, neue zusétz-
liche Verzerrungstensoren einzufiihren, die als Maf fiir elastische beziehungsweise plasti-
sche Verzerrungen dienen.

Mithilfe von F, : T6,, — T und F, : T% — T, lassen sich folgende symmetrische
Tensoren zweiter Stufe formulieren,

be = enilFeTa (25)
C, .= FIg4F., (2.6)
B, =F;'n'F;T. (2.7)

7 ist dabei der metrische Tensor, der mit T'%, assoziiert ist. b, und C, beschreiben also den
elastischen Anteil der in (1.42b) beziehungsweise (1.42a) eingefiihrten Verzerrungstenso-
ren. Dementsprechend werden sie auch elastischer linker Cauchy-Greenscher De-
formationstensor beziehungsweise elastischer rechter Cauchy-Greenscher De-
formationstensor genannt, siche auch Abbildung 2.2. Mit B, sei die Inverse des
plastischen rechten Cauchy-Greenschen Deformationstensors C,, bezeichnet,
das heifit B, = C;'. Der plastische rechte Cauchy-Greensche Deformationstensor ist ana-
log zu seinem elastischen Pendant (2.6) definiert,

C, := F,/nF,. (2.8)

Die Bezeichnung B, fiir die Inverse von (2.8) wird an dieser Stelle eingefiihrt, um die
Notation zu vereinfachen, weil im Folgenden hauptséchlich mit C- ! gearbeitet wird.

Mit diesen Definitionen und (2.1) kann folgende Beziehung von b, und B,, gefolgert werden,
b.=Fn 'Fl =FF,'n 'F,"F" = FB,F". (2.9)
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Abbildung 2.2.: Definitionsbereiche der Deformationstensoren B, C, und b,.

Raten der Deformationstensoren Die multiplikative Zerlegung des Deformationsgra-
dienten (2.1) impliziert weiter, dass sich der Geschwindigkeitsgradient L, (1.45), additiv
zerlegen lésst,

L=FF ' =F.F,F'F,' +F, F,F'F". (2.10)

Mit dem sogenannten elastischen Geschwindigkeitsgradienten L. := F.F:' und
dem plastischen Geschwindigkeitsgradienten L, := F,F,; ' ldsst sich (2.10) um-
schreiben zu,

L=L.+F,LF;" (2.11)

Um die Anderungen der plastischen Deformationen im Modell zu erfassen, werden die
Raten der soeben eingefiihrten Deformationstensoren wichtig sein. Die Raten von b, und

B, sind durch
Lob. = FIF-0,FT|FT = FB,FT, (2.12)
B, = —F'F,(n 2D, YFIF T, (2.12D)
miteinander verbunden. Dabei bezeichnet L,b. die Lie-Ableitung des elastischen linken
Cauchy-Greenschen Deformationstensors b, und D, := sym(nL,) den symmetrischen An-
teil des plastischen Deformationsratentensors. Die Definition und eine Erlduterung der
Lie-Ableitung finden sich in Anhang A.1. Nach Konstruktion ist die Lie-Ableitung von b,

invariant unter Rotationen von %;. Der Ausdruck in (2.12b) fiir B, wird durch zeitliche
Differentiation der Definition von B, (2.7) erhalten.

Die Zeitableitungen von J, und J, sind durch

Jo = J. tr[Lg] (2.13)
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und '
Jp = J, tr[Ly)] (2.14)

gegeben.

Isochore plastische Deformationen Eine géngige Annahme in der plastischen Beschrei-
bung von Metallen ist, dass sich die plastischen Verzerrungen isochor verhalten [122], das
heifit, dass die Determinante des plastischen Anteils des Deformationsgradienten .J,, (2.2),
der Bedingung

Jp=1 (2.15)

gehorcht. Dies fiihrt zu
J, = J, tr[L,] = 0, (2.16)

was impliziert, dass tr[L,] = 0 gelten muss. Des Weiteren kann die zeitliche Ableitung
von J, auch mit Bp in Verbindung gebracht werden, indem die Determinante des plas-
tischen Deformationsgradienten als J, = [det(B,)]"*/? aufgefasst wird. Somit folgt eine
dquivalente Formulierung von (2.16),

_ 9% 0B, _

o= 5 g = —HdelB) " ulB B =0 (2.17)

AuBerdem kann fiir J, = 1 der Ausdruck fiir die Rate von B,, (2.12b) ersetzt werden durch

B,=—F 'F.(p 2Dy )FIF 7, (2.18)

mit dem deviatorischen Anteil D, von D,, D, = dev[D,] = D, — str[n~'DyJn und dem

volumenerhaltenden Tensor B, := Jg/ 3Bp.

2.2. Erhaltungsgleichungen, das Prinzip der virtuellen
Leistungen und Dissipation

Dieser Abschnitt widmet sich einerseits den Auswirkungen auf die Massenerhaltung (1.77a),
die mit der Beriicksichtigung von plastischen Deformationen, insbesondere der multiplika-
tiven Zerlegung des Deformationsgradienten, einhergehen, und andererseits dem grundle-
genden Prinzip der virtuellen Leistungen (PVL) fur einfache Materialien [93]. Zudem wird
die Dissipationsungleichung vorgestellt, die fiir die Formulierung eines elasto-plastischen
Materialmodells essenziell ist. Die Darstellung ist auf einen rein mechanischen Rahmen
beschréankt. Thermische Effekte werden also a priori von den Gleichungen ausgeschlossen.
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2.2.1. Massenerhaltung

Es sei an dieser Stelle an die Transformation des Dichtefeldes, gr := J(p o x), erinnert.
Mithilfe der Zerlegung der Determinante des Deformationsgradienten J = J..J,, (2.2),
ldsst sich die Dichte in der Referenzkonfiguration ogr umschreiben zu,

OR = Jme (219)

wobel g, := Joo mit €, assoziiert ist [17][79]. Damit kann die Bedingung der Massener-
haltung ¢or = 0 nun auch formuliert werden als

Ox + tr[Ly)ox = 0. (2.20)

Das heifit, die zeitliche Anderung von g, wird durch die Rate der plastischen Deformation
bestimmt. Die Annahme von isochorem plastischen Verhalten, J, = 1, fithrt nach (2.20)
also zu der Bedingung, dass tr[L,] verschwindet und dass g, unabhéngig von der Zeit ist.

2.2.2. Prinzip der virtuellen Leistungen

In der klassischen Theorie der finiten Elasto-Plastizitat wird das elasto-plastische Verhal-
ten eines Korpers durch seine Bewegung x, den plastischen Anteil der Deformation F),
und einem Verhdrtungsparameter «, der entweder skalar- oder tensorwertig sein kann,
beschrieben. In der Standardtheorie, der Theorie der internen Variablen, werden
diese drei Typen von Variablen jedoch konzeptionell nicht auf gleiche Art und Weise
behandelt. Wahrend y die Losung der Gleichungen ist, die die Dynamik des Korpers
erfassen, werden F', und o als sogenannte interne Variablen betrachtet, die durch Evo-
lutionsgesetze bestimmt werden. Dem gegeniiber steht ein Ansatz von Cermelli et. al
[17] und Di Carlo und Quiligotti [26], in dem die innere Struktur iiber eine sogenannte
Mehrschicht- Kinematik beschrieben wird. In diesem Ansatz werden auch fiir F'), und
a Erhaltungsgleichungen formuliert, so dass man von einer ‘gleichberechtigten” Behand-
lung der Variablen sprechen kann. Fiir eine detailliertere Ausfithrung der Mehrschicht-
Kinematik wird auf Anhang A.3 verwiesen. Im Folgenden wird in einem kurzen Exkurs
die Theorie der internen Variablen ndher beleuchtet, da die plastischen Variablen in dieser
Arbeit als solche behandelt werden.

Interne Variablen Inelastisches Materialverhalten wie z.B. Plastizitit zeichnet sich da-
durch aus, dass sich neben der beobachtbaren Anderung der Konfiguration durch eine
Deformation auch die innere Struktur des Materials &ndert. Deshalb werden in der Plasti-
zitétstheorie neben den beobachtbaren Zustandsvariablen wie z.B. der Deformation (OSV:
observable state variables) auch zusitzliche innere Zustandsvariablen (ISV: internal state
variables) eingefiihrt, um den irreversiblen Prozess zu beschreiben.

Die ISV-Theorie ist nach Horstemeyer und Bammann [64] im Wesentlichen ein Material-
modell, das die mechanische Historie eines Materials erfassen kann und welches benutzt
werden kann, um mechanische Eigenschaften wie Festigkeit oder Versagen eines Materi-
als vorherzusagen. Insbesondere in den Gebieten der Plastizitét, der Viskoelastizitét, der
Viskoplastizitéit, dem Kriechen und der Schédigung findet diese Theorie Anwendung. Die
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Arbeit von Horstemeyer und Bammann [64] liefert zudem einen ausfiihrlichen historischen
Uberblick iiber die ISV-Theorie. Zuniichst von Coleman und Gurtin 1967 [21] aufgestellt,
wurde die ISV-Formulierung von Rice 1971 [109] und Kestin und Rice 1970 [67] weiter-
entwickelt. In deren Ansatz wurde der aktuelle Zustand eines inelastischen deformierten
Festkorpers bestimmt durch die aktuellen Werte des Deformationsgradienten F' und ei-
ner Menge von internen Variablen. Die Deformationshistorie wird dabei indirekt in der
Evolution der internen Variablen beriicksichtigt. Die internen Variablen kénnen sowohl
Skalare, Vektoren als auch Tensoren sein.

In [1] charakterisiert Alber die Materialien, deren Verhalten iiber interne Variablen be-
schrieben werden, als ‘Materialien mit Gedéchtnis’. Es wird in [1] ausfithrlich erlautert,
wie konstituierende Gesetze mit internen Variablen formuliert werden koénnen.

In dieser Arbeit wird die plastische Verzerrung mithilfe eines internen plastischen Verzer-
rungstensors und der Verhértungsparameter als eine interne skalare Variable modelliert.
Dies entspricht dem klassischen Ansatz der Plastizitatstheorie.

Prinzip der virtuellen Leistungen Durch die Behandlung der plastischen Variablen F),
und « als interne Variablen werden diese nicht auf gleicher Basis wie die Bewegungsab-
bildung x eingefiihrt. Weder F}, noch a tauchen damit explizit in der Formulierung des
Prinzips der virtuellen Leistungen (PVL) auf. Damit kann das Prinzip analog zu der rein
elastischen Theorie in Abschnitt 1.3.2 formuliert werden. In der folgenden Darstellung
wird sich aber im Unterschied zu Abschnitt 1.3.2 direkt auf die Referenzkonfiguration
bezogen.

Durch die Definition der Menge der virtuellen Geschwindigkeiten, der Test-Geschwindig-
keiten, als die Menge aller zuléssigen Realisierungen des Typs

H={V:6x > TS| Vi =0} (2.21)

wird die Basis fiir die Formulierung des PVL gelegt. Darin ist 93 der Dirichlet-Rand von
%R, das heiit der Teil von 9¢x, auf dem Positions-Randbedingungen vorgegeben werden,
und Vg0 ist die Restriktion von V' auf O¢R. Unter einer virtuellen Geschwindigkeit wird
keine reale physikalische Geschwindigkeit verstanden, sondern vielmehr eine gedachte Ge-
schwindigkeit, die dementsprechend eine sogenannte virtuelle Leistung hervorruft, siehe
Abschnitt 1.3.2.

In dieser Arbeit werden Materialien ersten Grades betrachtet, das heifit Materialien, die
sich iiber erste Ableitungen der Unbekannten beschreiben lassen. Fiir ein Material ersten
Grades lautet das Prinzip der virtuellen Leistungen

P:gGrad(V)= [ frV + / tr.V | (2.22)
R oeN

R

das fiir alle V € H gelten muss und die schwache Formulierung der lokalen Impulserhal-
tung ausdriickt. In (2.22) bezeichnet P : T*% — T.% den ersten Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensor, fgr ist die Piola-Transformation der Volumenkrifte f, welche pro Ein-
heitsvolumen der aktuellen Konfiguration des Korpers definiert sind, das heifit fr(X,t) =
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J(X,t)f(x(X,1t),t), tr beschreibt die Kontaktkréfte ¢, die auf dem Rand der aktuellen
Konfiguration pro Einheitsfliche von 4r wirken, und 9%y ist schlieflich der Neumann-
Rand von %R. Die Krifte tg und ¢ sind durch folgenden Ausdruck miteinander verbunden
[13],

tr(X,t) = J(X,t(x(X,1),t)/N(X).C-L(X,t).N(X), (X,t) €€y xT. (2.23)
Die linke und rechte Seite von (2.22) werden mit Pint(f/) und Pext(f/) bezeichnet. Sie sind
definiert itber H und werden virtuelle interne Leistung bezichungsweise virtuelle
externe Leistung genannt. Es sei bemerkt, dass das Prinzip der virtuellen Leistungen
(2.22) auch aquivalent durch Piola-Transformation in seine rdumliche Version iiberfiihrt
werden kann, welches fiir den rein elastischen Rahmen eingefiihrt wurde (1.68), weil die
plastischen Variablen aufgrund der Theorie der internen Variablen nicht explizit in der
Formulierung des Prinzips der virtuellen Leistungen auftauchen. Der Unterschied zur rein
elastischen Theorie aus Abschnitt 1.3.2 ergibt sich somit erst in der konstituierenden Form
des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors P.

Aufgrund der Tatsache, dass (2.22) fiir alle V € H gilt und auch fiir alle Teilvolumina
von %g formuliert werden kann, kann die schwache Form (2.22) unter entsprechenden

Differenzierbarkeitsannahmen mit der folgenden starken Form assoziiert werden, siehe
z.B. Kapitel 2 in dem Lehrbuch von Marsden und Hughes [79],

DlV(P) = —fR, in ch X I, (224&)
P.N =tg, auf 063 x I, (2.24b)
PF' = FP", in 6 x T. (2.24c)

In (2.24b) ist N der Normaleneinheitsvektor beziiglich 96 . Gleichung (2.24c) folgt aus
der physikalischen Bedingung, dass die virtuelle interne Leistung dem Prinzip der mate-
riellen Objektivitat gehorchen muss [34], siche auch Abschnitt 1.4.

2.2.3. Dissipation

Tritt in einem Material plastisches Flielen auf, so wird ein Grofiteil der mechanischen
Arbeit dissipiert, das heifit die Arbeit wird durch Anderung der Mikrostruktur verbraucht.
Dieser dissipative Charakter wird durch die Dissipationsungleichung beriicksichtigt, die
im Folgenden erldutert wird. Sie stellt eine spezielle Formulierung des zweiten Satzes
der Thermodynamik dar. Die vorliegende Arbeit beschréankt sich allerdings auf den rein
mechanischen Rahmen der Kontinuumsmechanik und somit werden thermische Aspekte
aus der Betrachtung ausgeschlossen.

Dissipationsungleichung Sei Vi € %R eine feste Teilmenge der Referenzkonfiguration.
Dann ist die Dissipation, die mit Vi assoziiert ist, definiert als [17][51]

/ D = —/ Yr + Puet(Vr) >0, (2.25)
Vi Vi
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wobei Dy die Dissipationsdichte und ¢y die freie Energiedichte des Korpers ist. Die No-

tation (-) bedeutet fiir den ersten Term, dass die zeitliche Ableitung des Integrals gebildet
wird. Die Netto-Leistung Ppet(VR) ist definiert als

Pt (Vi) = / (P.N).V + | foV = P:gGrad(V), (2.26)
6VR VR VR

so dass die Impulserhaltung in (2.25) beriicksichtigt wird. Ebenso wird auch die Energie-
erhaltung in der Dissipationsungleichung beachtet. Fiir Ausfithrungen zu diesem Aspekt
wird auf die Arbeit von Truesdell und Noll verwiesen [129]. Durch Einsetzen der Netto-
Leistung (2.26) in die Dissipationsungleichung (2.25) und durch Anwendung eines gangi-
gen Lokalisierungsarguments, siche Anhang A.2, ergibt sich die lokale Form der Dissipa-
tion zu

Dp = —yr +8:1C >0, (2.27)

wobei § = F7IP : T*%# — T% der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor ist.
Die Definitionen der Raten des Deformationsgradienten (1.45) und des rechten Cauchy-

Greenschen Deformationstensors (1.46) sind darin benutzt worden, um den zweiten Term
in (2.27) zu erhalten.

Durch die Einfiihrung der GréBen ¢, = J, '¢r und D, = J, ' Dg, die beide pro Einheits-
volumen der Zwischenkonfiguration gemessen werden, kann die Dissipationsungleichung
(2.27) wie folgt in einen Ausdruck der Zwischenkonfiguration transformiert werden

D, = —tpx + S Fy "3CF ' > 0, (2.28)

wobei S, = Jy, 'F,SF,' den zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor bezeichnet,
der mit dem natiirlichen Zustand des Korpers assoziiert ist. Die Formulierung der Dissi-
pationsungleichung beziiglich der Zwischenkonfiguration % ist einerseits wichtig, um den
konstituierenden Ausdruck des Spannungstensors im Folgenden zu definieren und ande-
rerseits, um die Evolutionsgesetze fiir die plastischen Verzerrungen und die Verhértungs-
variable aufzustellen.

2.3. Konstituierende Theorie

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Formulierung von elasto-plastischen Materialgeset-
zen, die physikalisch konsistent, das heiffit konsistent zu den Erhaltungsgleichungen und
der thermodynamischen Dissipationsungleichung sind. Es werden zunéchst einige {ibliche
Annahmen der konstituierenden Theorie vorgestellt, eine Fliebedingung zur Unterschei-
dung des elastischen und plastischen Bereichs eingefithrt und schliefSlich auf Basis des
Prinzips der maximalen plastischen Dissipation die Evolutionsgesetze der plastischen Va-
riablen hergeleitet.

In dieser Arbeit werden ausschliellich gleichmdflige Materialien betrachtet. Damit

sind solche Materialien gemeint, die nach Epstein und Maugin [31] in jedem materiellen
Punkt aus dem gleichen Material sind. Somit kann die konstituierende Beschreibung des

38



2. Theorie der Elasto-Plastizitat

plastischen Verhaltens der Materialien unter der Beriicksichtigung des Prinzips der mate-
riellen GleichméBigkeit [20][30][31][32][33][81][82] erfolgen.

Weil in dieser Arbeit der Theorie der internen Variablen gefolgt wird, tauchen die plasti-
schen Variablen, das heilt der plastische Anteil des Deformationsgradienten F}, und die
Verhartungsvariable «, erstmals explizit in der Formulierung der konstituierenden Geset-
ze anstatt in der schwachen Formulierung der Erhaltungsgleichungen auf.

In Ubereinstimmung mit der klassischen Theorie der Elasto-Plastizitit, siehe z.B. [20],
kann die freie Energie v, fiir einen materiell gleichméfligen Korper konstituierend ausge-
driickt werden als eine Funktion, die allein vom elastischen Deformationstensor F, und
dem Verhartungsparameter o abhéngt. Weil aulerdem konstituierende Gesetze objektiv
sein miissen, siche Abschnitt 1.4, gilt

&R(Fana «, X) = JpZ/AjN(Cea Oé), (229)

wobei C, = FlgF, den elastischen Cauchy-Greenschen Deformationstensor beschreibt
[20]. Dass C, ein objektives Verzerrungsmaf ist, kann leicht gezeigt werden: Sei @ eine
orthogonale Matrix, so dass QF der gedrehte Deformationsgradient ist. Dann gilt fiir den
transformierten elastischen Cauchy-Greenschen Deformationstensor C; unter Zuhilfenah-
me der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten (2.1),

C;=F,"F'Q"QFF,"' (2.30)
=F"F'FF;"
= C..

Das heiit unter Berticksichtigung der Objektivitidt hidngt ¢, konstituierend von C. und
a ab. Die Notation f bedeutet, dass hier fiir eine gegebene abhingige konstituierende
Variable f ein konstituierender Ausdruck von f gemeint ist.

Entkopplung der freien Energiefunktion

Um einerseits der klassischen Theorie der Elasto-Plastizitéit zu folgen und andererseits
die weiteren Rechnungen zu vereinfachen, sei die freie Energiefunktion @@H(Ce, a) in der
entkoppelten Form [122] X ) A

Vi (Ce, ) = Wi (Ce) + Hi(a), (2.31)

gegeben, wobei j:jﬁ(a) ein Verhartungspotential bezeichnet.

Durch Einsetzen der Zeitableitung von zﬂﬁ in den Ausdruck der Dissipationsungleichung
beziiglich der Zwischenkonfiguration (2.28) und unter der Annahme, dass das Material
hyperelastisches Verhalten aus seinem natiirlichen Zustand heraus erfahrt, kann gezeigt
werden, dass die Dissipationsungleichung erfiillt wird, wenn die folgenden Bedingungen
gelten:

0, O
SH = 2806 = 2a_C'e 5 (232&)
D,=%:mL,+qa >0, (2.32b)
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mit
Y :=n"'C.S., (2.33a)
W, 09,
= =-7". (2.33D)

Fiir eine gegebene explizite Form von W, und $), driicken die Gleichungen (2.32a) und
(2.33b) S, beziehungsweise ¢ konstituierend und in Einklang mit der Dissipationsunglei-
chung (2.28) aus.

In den Gleichungen (2.33) bezeichnen ¥ und ¢ den Mandelschen Spannungstensor bezie-
hungsweise die verallgemeinerte Kraft, die dual zu der Verhartungsrate ¢ ist. Aufgrund
der Annahme von isochoren plastischen Deformationen verschwindet die Spur von Ly,
siehe (2.17), was bedeutet, dass nur der deviatorische Anteil von ¥ durch die residua-
le Dissipationsungleichung (2.32b) eingeschrénkt wird. Zudem héngt die Spannung nicht
von der Verhédrtungsfunktion und, analog dazu, die kraft-dhnliche Variable ¢ nicht von
der Deformation ab, was eine Konsequenz aus der Entkopplung der freien Energiefunktion
ist.

Isotropie

Obwohl auch einige Algorithmen fiir anisotropes, elasto-plastisches Materialverhalten un-
ter grofien Deformationen existieren, siehe z.B. [41][87], basieren die meisten numerischen
Methoden, die in der Literatur zu finden sind, auf der Annahme von isotropem Material-
verhalten [83][91][119][122][136].

Die Annahme von Isotropie impliziert zumindest zwei grofle Vorteile neben anderen of-
fensichtlichen Vereinfachungen, die direkt auf diese materielle Symmetrie zuriickzufithren
sind: Der erste Vorteil ist, dass der plastische Drall in den Gleichungen nicht auftritt,
siehe z.B. [82] fiir einige Bemerkungen zu diesem Thema. Der zweite Vorteil ist, dass
die Fliefiregel vollsténdig durch den symmetrischen Tensor B, (2.7), beschrieben werden
kann, welcher die Inverse des plastischen metrischen Tensors C, = F/nF, darstellt. Damit
wird also kein Evolutionsgesetz fiir F}, benotigt. Aufgrund der genannten Vorteile wird
in dieser Arbeit ausschliefllich isotropes Materialverhalten betrachtet. Dies hat zur Folge,
dass B, als interne plastische Variable gewéhlt wird anstelle des plastischen Anteils des
Deformationsgradienten Fj,.

Im Folgenden werden einige Konsequenzen aus der Annahme von isotropem Materialver-
halten erldutert, die fiir die Beschreibung des Materialmodells von Bedeutung sind. Fiir
ein hyperelastisches, isotropes Material hingt die gespeicherte Energiefunktion W, von C,
allein durch dessen Invarianten ab, das heif3t

I = L(C,) =tr(n~'C.), (2.34a)
I = I(C.) = ${[L(C.)]* — tr[(n ' C.)*]}, (2.34b)
I3 = I3(C,) = det(C,) . (2.34c)
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Dieser Schluss kann hier analog zu Abschnitt 1.4 gezogen werden, siche auch [14][75]. Diese
Eigenschaft impliziert notwendigerweise, dass der Mandelsche Spannungstensor ¥, welcher
nach Definition der Gleichung ¥C.n~! = n71C.ET gehorchen muss, selbst symmetrisch
ist, das heifit

r=xT (2.35)

Allerdings erhilt man durch Setzen von W,(C.) = W, (I1,(C.), I,(C.), I5(C.)), dass

Y =28 'Cop " +26[Lim'Copt — ' Con ' Cop ) + 285 (2.36)

Darin wird die Notation {g; = 68% 3_, verwendet. Damit wird die Symmetrie des Man-
delschen Spannungstensors (2.35) direkt ersichtlich, weil C, ein symmetrischer Tensor ist.
Die Invarianten {[;}3_,, die in (2.34) als Funktionen von C,, ausgedriickt werden, kénnen
dquivalent als Funktionen von b, geschrieben werden. Zudem sei darauf hingewiesen, dass
{B:}3_, konstituierende Funktionen allein von den Invarianten sind und dass mithilfe der
kinematischen Beziehung von b, und B, (2.9) jede Abhéngigkeit von b, auch durch F und

B, ausgedriickt werden kann.

Aufgrund der Symmetrie von ¥ wird der erste Summand der rechten Seite der Dissipati-
onsungleichung (2.32b) zu
Y¥:nL,=%:D,, (2.37)

was bedeutet, dass nur der symmetrische Anteil der plastischen Deformationsrate, D), :=
sym(nL,), zur Dissipation beitrégt. Dieses Resultat schliefit also den plastischen Drall,
das heifit den anti-symmetrischen Anteil von L, aus, welcher daher nicht durch ther-
modynamische Argumente bestimmt werden kann [82]. Durch Anwendung der kinemati-
schen Beziehungen (2.12) und aufgrund der Tatsache, dass die Spur von L, fiir isochore
plastische Deformationen verschwindet, kann die Dissipationsungleichung (2.32b) umge-
schrieben werden zu

D, = —1(gdev(r,)bs ") : Lobe + i >0, (2.38)

wobei 7,, = F.S. F} = g 'F;"nXF} der Kirchhoffsche Spannungstensor ist, der mit dem
natiirlichen Zustand des Korpers assoziiert ist.

Des Weiteren ist es auch sinnvoll den materiellen Mandelschen Spannungstensor ¥g =
G 'FTgrF~" einzufithren, wobei 7 = J,7, (mit J, = 1) gesetzt wird. Der materielle
Mandelsche Spannungstensor wird insbesondere in der Formulierung einer phinomenolo-
gischen Fliefiregel in Abschnitt 2.3.3 wichtig sein. Die konstituierenden Ausdriicke von 7,
und Yy lauten

7.(F,By) = 201be 4 205 (I1b. — begbe) + 205159~ (2.39a)
Sr(F,B,) = (261 4+ 26,1;)G 'CB, — 25,G 'CB,CB, + 26;1sG ™" . (2.39b)

Diese beiden Ausdriicke erhilt man iiber die Beziehungen 7, = ¢~ 'F; TpXF.) und ¥y =
G 'FTgrF~" sowie der speziellen Form des Mandelschen Spannungstensors fiir ein hy-
perelastisches, isotropes Material (2.36). Im Gegenteil zu ¥ ist ¥ im Allgemeinen jedoch
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nicht symmetrisch, das heifit ¥y # Bg!. Allerdings erfiillt er die Eigenschaften

SRCG™! = (ZCG)', (2.40a)
GEpB, ' = (GZrB, 1), (2.40D)
B,GZy = (B,GXR)" . (2.40c)

Die erste Gleichung folgt direkt aus seiner Definition, wiahrend die zweite und die dritte
aus der Isotropie folgen und ein Ausdruck des Prinzips der G-Kovarianz [82] sind.

2.3.1. Ratenunabhdngige Plastizitat und FlieBkriterien

In der ratenunabhéngigen Plastizitdt werden Rateneffekte in den plastischen Gleichungen
vernachlassigt. Es wird angenommen, dass sich plastische Verzerrungen instantan und
unabhéngig von der Zeit auf eine bestimmte Art und Weise entwickeln. Dem gegeniiber
steht die ratenabhéngige Plastizitat, deren zugrundeliegende Theorie iiblicherweise Visko-
plastizititstheorie genannt wird [5][51][68][76][83][97][126].

In dieser Arbeit wird die Annahme von ratenunabhéngiger Plastizitéit getroffen. Dies er-
fordert die Einfiihrung eines FlieSkriteriums [17][54][122], welches zur Unterscheidung von
elastischem und plastischem Materialverhalten dient. Zu diesem Zweck seien 7; und 7, die
Réaume der Kirchhoffschen Spannungen und der spannungsédhnlichen Verhértungsfunktion
g, siehe (2.33b), und f, : 7> x T, = R sei ein Flief8kriterium (auch: Flieffunktion), die
durch

£ (1) = pr(r) + /2 la - 7], (241)

definiert ist. In (2.41) ist der positive Parameter 7, die sogenannte Flief§spannung (eng-
lisch: ‘yields stress’) und die Funktion ¢, héngt von 7, durch den deviatorischen Anteil
von T, ab, siehe (2.43), um konsistent mit dem Ausdruck der Dissipationsungleichung
(2.38) zu bleiben.

Die Menge
A={(Te,q) € T x T+ [r(T,q) < 0} (2.42)

wird Menge der zulissigen Spannungen genannt. Die Ungleichung f,(7.,q) < 0
definiert den instantanen elastischen Bereich des Materials. Plastisches Flieflen tritt ein,
wenn der Rand von A erreicht wird, das heifit, wenn f.(7.,q) = 0 gilt. Der Rand von
A wird Flief$fliche (englisch: ‘yield surface’) genannt. Der Bereich f, (7., q) > 0 defi-
niert in der ratenunabhéngigen Plastizitdt einen physikalisch unzuldssigen Zustand. In
Ubereinstimmung mit der klassischen von Mises J,-Plastizitdtstheorie [85] wird die
Funktion ¢, definiert als

@ (1) = |[dev(T)| = \/tf[(gdeV(Tn))z]- (2.43)
Damit erhalt man of dev(r,)
T o b . eV (T

e (@) =gng=m’, n= Taor T (2.44)
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Abbildung 2.3.: Menge der zulédssigen Spannungen A fiir ein von Mises Jo-
Plastizitdtsmodell. Das Innere des rot berandeten Kreises
stellt den elastischen Bereich, f,(7.,q) < 0, dar. Der Kreis-
rand beschreibt die FlieBfliche, f.(7.,q) = 0, auf der plasti-
sches Flielen eintritt. Die gestrichelte Kreislinie steht fiir eine
verdnderte Flieifliche nach plastischem Flielen mit isotropem
Verhértungsverhalten.

mit |[n|| = 1, wobei n den Normalenvektor zur Flieffliche bezeichnet. Geschieht das
plastische Flieflen entlang dieser Normalen, wird von assoziativer Plastizitdt gespro-
chen. Insbesondere zur Modellierung des elasto-plastischen Materialverhaltens von Me-
tallen wird der von Mises .Jo-Plastizitdtstheorie gefolgt. Aufgrund der Konvexitéit der
FlieBfunktion (2.41) ist die Menge der zuléssigen Spannungen A (2.42) in der von Mi-
ses Jo-Plastizitédt eine konvexe Menge im Spannungsraum, der durch die Hauptspannun-
gen aufgespannt wird, siehe z.B. [122] und Abbildung 2.3. Unter den Hauptspannungen
T1,To, T3 sind die drei reellen Figenwerte des symmetrischen Kirchhoffschen Spannungs-
tensors 7 verstanden.

2.3.2. Prinzip der maximalen plastischen Dissipation und FlieBregeln

Das Prinzip der maximalen plastischen Dissipation (PMPD) geht auf von Mises [86]
zuriick. Es wurde 1948 von Hill [60] aufgegriffen und bildet seitdem die Grundlage der
assoziativen Plastizitét. Es ist zentral in der klassischen mathematischen Formulierung
der Plastizitdt [28][127].

PMPD: Das Prinzip der mazximalen plastischen Dissipation besagt, dass sich fiir je-
den gegebenen plastischen Verzerrungszustand von allen méglichen Spannungen diejenigen
einstellen, bei denen bei der Dissipation ein Maximum zu finden ist. Die Flief$bedingung
darf dabei als Nebenbedingung nicht verletzt werden.

Aufgrund des Prinzips der maximalen plastischen Dissipation werden in der klassischen
Formulierung der Plastizitét die Formen der Evolutionsgesetze fiir die plastischen Verzer-
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rungen und die Verhartungsvariable aufgestellt.

Um das Prinzip zu formulieren, muss die Dissipation D, als eine nicht-negative, reellwer-
tige Funktion iiber der Menge A definiert sein. Dem Prinzip der maximalen plastischen
Dissipation folgend erreicht D, sein Maximum, wenn es fiir die Spannung 7, und den
Verhértungsparameter ¢ berechnet wird, welche das Material charakterisieren. In For-
meln lésst sich dies wie folgt ausdriicken,

D, (T4, q) = (gggA{Dn(r,ﬁ)}, (2.45)

mit der beziiglich des natiirlichen Zustandes definierten Dissipation Dy, siche (2.38). Die-
se Maximierung muss unter der Nebenbedingung durchgefiihrt werden, dass sowohl r als
auch v zuléssig sind. Das PMPD ist somit ein Optimierungsproblem unter Nebenbedin-
gungen, welches mithilfe der Lagrangemethode behandelt werden kann [92]. Dazu sei die
Lagrangefunktion

L.(r,9,7v;) = Dy(r,9) — v f-(r,9), (r,9) € A, (2.46)

eingefiihrt, wobei 7, € R ein noch unbekannter Lagrange-Multiplikator, der sogenannte
plastische Multiplikator, ist. Die Maximierung der Lagrangefunktion (2.46) fithrt fiir
das von Mises Jo-FlieBkriterium, (2.41) und (2.43), auf das folgende Sattelpunktproblem,
welches die Optimalitidtsbedingungen erster Ordnung beziiglich L, bestimmt [119][122],
d.h.

0L,
oL 2
K p— s p— T _— 2-4 b
gg VT a=n \[3 (2:47b)
V>0, fr(To,q) <0, Y fr(Teq) =0. (2.47c)

Die Gleichungen (2.47) bilden das Karush-Kuhn-Tucker (KKT) System. Sie werden dem-
zufolge auch als KKT-Bedingungen bezeichnet [92].

FlieBregel & Verhartungsregel Mithilfe der Definition der Lie-Ableitung von b, (2.12a)
kann die Optimalitétsbedingung (2.47a) durch B, ausgedriickt werden, das heifit

B, = —2v,F '(ngb)F . (2.48)

Eine Konsequenz aus der Darstellung des konstituierenden Ausdrucks von 7, (2.39a) ist,
dass das Produkt ngb. kommutiert. Mit dieser Tatsache und unter Ausnutzung der Iden-
titdten dev(r) = g~ 'F "G Dev(Xg)F" kann der Ausdruck fiir die Rate von B, (2.48)
dquivalent umgeschrieben werden zu
- DGV(ER)
B,=-2v,.B.G————. 2.49
S ] 249
Dazu sei an dieser Stelle noch einmal daran erinnert, dass in der vorliegenden Arbeit die
Annahme von isochorem plastischen Deformationsverhalten (2.15) getroffen wird, was zu
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der Identitit 7 = 7, fithrt. Geméfl der KKT-Bedingungen (2.47c) ist «, in der Fliefire-
gel (2.49) null, wenn sich das Material im elastischen Bereich befindet, das heifit, wenn
fr(Ti, @) < 0 gilt, und =, ist grofer als null, wenn die sogenannte FlieBfléiche erreicht wird,
das heifit, wenn f.(7,,¢q) = 0 ist. Fiir den Fall, dass ~, positiv ist, wird der Multiplikator
durch die Konsistenzbedingung

Ve f (T, q) =0 (2.50)

bestimmt [122]. Die Konsistenzbedingung gewéhrleistet, dass die Spannung fiir positives
v, auf der Flieifliche verharrt. Aufgrund der Konsistenzbedingung (2.50) ist ~, durch
den folgenden Ausdruck bestimmt

b, : -’ Lb, : 1L,b.
n : Jea:n® + (2/3)029, n’:Ja:n
mit
Ja=Jc+1.09 ' +g T, (2.52a)
S A
Joc=F.QF,:C,: F, F,, C,=4 9c? “(Cy), (2.52b)
1o -1 88’
Jb, =FF :B, : F " F ", B,= 8B —(C,B,), (2.52¢)

und d dem symmetrischen Anteil des raumlichen Geschwindigkeitsgradienten. Die Tenso-
ren vierter Stufe a und ¢ werden Tensor der effektiven elastischen Moduli beziehungsweise
riumlicher Elastizitédtstensor genannt. AuBerdem ist S = S(C,B,) = J,F, 'S, F, " der
konstituierende Ausdruck des materiellen zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors.
Geméf (2.51) ist der Multiplikator +, (wenn er nicht null ist) definiert als eine Funktion
von F', F, B, und «, das heifit

v, = 4. (F,F By, a). (2.53)

Es sei bemerkt, dass 4, nicht von o abhéngt, wenn §,. eine quadratische Funktion von «
ist (das heifit im Falle von linearer Verhirtung), weil sich dann der Term 92§, zu einer
Konstanten reduziert.

Zusammenfassend konnen die KKT-Gleichungen (2.47a) und (2.47b), die in dieser Form
oft in der von Mises J,-Plastizititstheorie verwendet werden, als Evolutionsgesetze fiir
die plastischen Variablen B, und o umgeschrieben werden:

B { ~R(F.F,B,,a), wenn v, = 4, (F,F,B,,a) > 0, (f.(7.,q) =0),
' 0 wenn v =0, (f+(7s,q) <0),
(2.54a)
4 — { f (F,F,B,,a), wenn v, =4.(F,F B,,a)>0, (f(1.,q)=0),
wenn - =0, (f+(7s,¢) <0),
(2.54Db)
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wobei die negative tensorwertige Funktion R durch die rechte Seite von (2.49) definiert ist.
Die Definition von R héngt dabei vom Modell ab, das heifit von der Wahl der gespeicherten
Energiedichtefunktion W, welche die Spannung und den Elastizitédtstensor bestimmt, und
von der Wahl des Verhédrtungspotentials f')m welches zur Bestimmung von ~, beitragt. Fiir
den Fall, dass keine Verhdrtung betrachtet wird, wird die Abhéngigkeit von R von « von
vornherein vernachléssigt. Dieser Fall wird perfekte Plastizitdt genannt [91][122][137].

2.3.3. Phanomenologische FlieBregeln

Phanomenologische Fliefiregeln erlauben grofiere Freiheiten bei der Formulierung der Evo-
lutionsgesetze. Zentral ist es, das in Experimenten beobachtete Materialverhalten geeignet
zu beschreiben. Dazu kénnen auch mehr Variablen benutzt werden als dies im klassischen
Modell der Fall ist. Es muss jedoch gewéhrleistet sein, dass die auf diese Weise gefun-
denen phénomenologischen FlieBregeln der Dissipationsungleichung gehorchen. Hingegen
muss das Prinzip der maximalen plastischen Dissipation nicht notwendigerweise unter der
Nebenbedingung einer Flielfunktion betrachtet werden. Vielmehr kann eine FlieBfunkti-
on auch durch die Wahl eines speziellen plastischen Multiplikators beriicksichtigt werden.
Wenn ein solcher Ansatz verfolgt wird, wird also keine Lagrangemethode zur Bestim-
mung der Optimalitdtsbedingungen wie im vorherigen Abschnitt 2.3.2 angewendet. Es
werden somit auch keine KKT-Bedingungen in das System eingefiihrt. Einige Beispiele
fir phanomenologische FlieBregeln finden sich z.B. in [83]. Die in [83] présentierten Flief-
regeln werden unter Anderem zur Modellierung von plastischen Wellen im sogenannten
Hopkinson Stab verwendet.

Beispiel einer phanomenologischen FlieBregel aus der Biomechanik In einigen bio-
mechanischen Anwendungen, wie zum Beispiel in solchen, die sich mit der strukturellen
Adaption von Zellaggregaten befassen, wurden plastizitéitsidhnliche Modelle entwickelt, in
denen fiir gewohnlich keine Verhéartung beriicksichtigt wird. Auflerdem wird in diesen Mo-
dellen der symmetrische Anteil der plastischen Deformationsrate D, von einer Spannung
bedingt, welche einem Gesetz der Form aus [42] gehorcht,

D, = ¢,nDev(T)n = ¢, F gdev(r,) Fo ', (2.55)

wobei ¢, ein plastischer Multiplikator ist. Mithilfe der Definition der Rate von B, (2.12b)
und der Identitdt dev(r,) = J; 'g ' F~TG Dev(EZR)FT wird die FlieBregel (2.55) zu

B, = -2 (J;'¢,) B,GDev (Zg). (2.56)
In (2.55) und (2.56) ist ¢, durch *
Cp = Jpj‘ olr) = V(2/3)my (2.57)

o(T) N

definiert, wobei A ein nicht-negativer phianomenologischer Koeffizient mit Einheiten [5\] =
(s- N/mm?)~! und ¢(7) = ||dev(7)|| ist. Die Notation [f], bedeutet, dass [f], gleich f ist,

'Es sei angemerkt, dass sich die Definition von 7, in [42] leicht von der Definition hier unterscheidet,
wobei der Ausdruck fiir 7, in (2.57) zur Konsistenz mit der restlichen Arbeit eingefiihrt wurde.
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wenn f > 0, und ansonsten [fl4 = 0 gilt. Weil in dieser Arbeit die Bedingung J, = 1
angewendet wird, gilt, dass 7 = 7, ist, und (2.56) wird zu

: Dev(XR)
B, = —24,B,G " ZR) 2.58
0= =Bl e (2.58)

o 1= X [ldev(r)]| - V273, (2.58D)

mit Einheiten [y,] = [y,] = s

Auch wenn ~, nicht als ein Lagrange-Multiplikator betrachtet werden kann (wie im Falle
von 7, ), weil er nicht einer Konsistenzbedingung des Typs (2.51) gehorchen muss, erfiillt
die FlieBregel (2.58a) (oder ihre dquivalente Form (2.55)) die residuale Dissipationsunglei-
chung. Durch Vergleich der rechten Seite von (2.58a) mit der FlieBregel der klassischen
Theorie (2.49) kann allerdings gezeigt werden, dass die beiden Fliefiregeln bis auf eine
spezielle Angabe von 7, und -, formal identisch sind. Deshalb kann auch in diesem Fall
die rechte Seite der FlieBregel (2.58a) durch eine tensorwertige Funktion R(F ,B,) aus-
gedriickt werden. Die Abhéngigkeit von F tritt darin nicht auf, weil der Faktor -, nicht
durch eine KKT-Konsistenzbedingung des Typs (2.51) beschrénkt ist.

2.4. Vollstiandige Formulierung des klassischen Problems

Von nun an werden die externen Krifte fr und tg, die in (2.22) zur allgemeinen For-
mulierung des Prinzips der virtuellen Leistungen eingefiithrt wurden, zu null gesetzt. Dies
bedeutet, dass auf dem Neumann-Rand des Kérpers 0%y P.N = 0 gilt, siehe (2.24Db),
und die rechte Seite der Impulserhaltungsgleichung (2.24a) verschwindet. Damit kann das
klassische Problem P, d.h. die Problemformulierung, die aus der Behandlung des Prin-
zips der maximalen plastischen Dissipation mittels der Lagrangemethode hervorgeht und
somit einen Lagrangeparameter ~, enthélt, wie folgt angegeben werden:

Problgm P, X
Seien W (Ce), 9.(a), fr, 7- und R gegeben, so dass

P =P(F,B,) = J,7.(F,B,)F" = J, [F (2%(0@) FI'\FT,  (Pa)
09,
¢=—K(a) = -—>"(a), (P1b)
[0, wenn f-(Te,q) <0,
e { Y- (F,F,B,, o) >0, wenn fr(7,,q) =0, (Pic)
_ 07 wenn fT(TIm Q) < Oa
R= { 'f?,(F,F,Bp,oz), wenn fr(Tq,q) =0, (Pd)

wobei 7, und R bekannte Funktionen ihrer Argumente sind und R insbesondere durch
(2.48) gegeben ist.
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Finde x e H, B, e I2(B XL, TB R TRAB) und o € L*(# x I,R) so dass
P(x,B, V) = / P(F.B,): gGrad(V) =0, VV el (Pre)
B
B, = -R, B,(X,0) = By(X) in B,  (Pyf)
&= ’yf\/g, a(X,0) = ap(X) in B. (P1g)

Hier bezeichnet I(# x Z,T%# @ THA) und L*(# x I,R) den Raum der tensorwerti-
gen beziehungsweise skalarwertigen Funktionen, die (Lebesgue)-quadratintegrierbar in %
sind. H ist die Teilmenge des Sobolev-Raums (H'(Z x Z,.#)), der durch die folgende
Eigenschaft charakterisiert ist,

H= {x e (H(BxT,7) : x(X.t) = xu(t), ¥ (X, 1) € 0%p x I} L (259)

wobei (HY(% x I,.%)) der Sobolev-Raum der Funktionen y(-,t), ¢ € Z mit Werten
in dem dreidimensionalen euklidischen Raum .# ist, die quadratintegrierbar in 4 sind
und deren schwache Ableitung D¥x(-,t), mit |k| < 1, ebenfalls quadratintegrierbar in
2 sind, k bezeichnet hier einen Multiindex [18][111]. Des Weiteren ist xy, in (2.59) der
vorgeschriebene Wert der Bewegung auf dem Dirichlet-Rand des Korpers 0%4p. Der Raum
der virtuellen Geschwindigkeiten H kann nun mit dem funktionalen Raum (H(%,.9))°,
das heit H = (H(#,.7)) identifiziert werden. Dieser ist der Hilbert-Teilraum von
(HY(#,.7)), der als der Abschluss des Test-Funktionenraums in (H'(%4,. )Y definiert
ist, mit der Eigenschaft, dass alle Funktionen V € (HL(%,.#))° auf dem Dirichlet-Rand
von 2 verschwinden [111].

2.5. Volistindige Formulierung des phdanomenologischen
Problems

Das Problem Py, welches durch (Pya)—(P;g) formuliert wird, stammt von der von Mises
Jo-Theorie der isochoren und assoziativen Plastizitéit. Dies kann daran gesehen werden,
dass die Rate der plastischen Verzerrungen deviatorisch und proportional zum assoziierten
Spannungsmaf ist. Andererseits, unter der Annahme von Isotropie und vorausgesetzt, dass
R einige Restriktionen beziiglich der Dissipation erfiillt (z.B. die residuale Dissipations-
ungleichung [122] oder die Maximierung der plastischen Arbeit [83]), kann die Gleichung
fiir das plastische Evolutionsgesetz (P;1f) auch verallgemeinert werden, so dass weit mehr
Typen von Fliefregeln erfasst werden, die beispielsweise voll phdnomenologischer Natur
und im Allgemeinen nicht assoziativ sind. Siehe dazu z.B. solche Fliefiregeln, die quasi
ratenunabhéngiges, viskoplastisches Flieverhalten modellieren, die zur Modellierung von
plastischen Wellen im sogenannten Hopkinson Stab verwendet werden [83] oder solche,
die in biomechanischen Fragestellungen betrachtet werden, sieche zum Beispiel die phéno-
menologische Fliefiregel (2.58). Zu diesem Zweck ist es niitzlich, modifizierte Versionen
des Problems P; zu betrachten, die nicht strikt den KKT-Bedingungen (2.47) folgen. Ein
Beispiel dafiir stellt das folgende Problem Py dar.
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ProbleAm Py X
Seien W(C,) und R(F, B,) gegeben, so dass

P =P(F B, = J,i.(F,B,)F " = J, |F. (2%(6;)) F'|\FT. (Pya)

Finde x € H und B, € T2 (B x L, TAB @ TA) so dass
P(x, B, V) = / P(F.B): gGrad(V) =0, VV el (Pyh)
B, = —R(F,B,), B,(X,0) = Byo(X) in B.  (Pyc)

Die tensorwertige Funktion R der Fliefregel (Pyc) kann beispielsweise durch die rechte
Seite von (2.58a) gegeben sein, wobei 7, in (2.58b) definiert ist [42]. R kann darin aller-
dings auch allgemeinere Ausdriicke umfassen, die beispielsweise auf die nicht-assoziative
Plastizitét fithren [83].

2.6. Infinitesimale Elasto-Plastizitat

Die bisher vorgestellten Gleichungen der Elasto-Plastizitéit behalten auch fiir grofie De-
formationen ihre Giiltigkeit. Vereinfachte Modelle, die lediglich unter der Annahme von
kleinen Deformationen plausible Ergebnisse liefern, lassen sich jedoch auch formulieren.
Die dazugehorige Theorie nennt sich infinitesimale Elasto-Plastizititstheorie. In diesem
Abschnitt werden die wichtigsten Charakteristika eines infinitesimalen elasto-plastischen
Materialmodells erwéhnt. Fiir ein tiefergehendes Studium dieser Theorie wird jedoch auf
die klassische Literatur verwiesen [28][56][76][122][127].

Kinematik Die Kinematik eines elasto-plastischen Modells fiir kleine Verzerrungen ba-
siert auf der additiven Zerlegung des linearisierten Verzerrungstensors € (1.91) in seinen
elastischen €, und plastischen €, Anteil [56][76],

€ =€ +€p. (2.60)

Im Gegensatz zur multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten (2.1) wird hier
aber kein zusétzlicher mittlerer Zustand eingefiihrt, welcher der Wirkung der plastischen
Verzerrungen Rechnung trégt. Vielmehr wird in der infinitesimalen Elasto-Plastizitits-
theorie wie in der linearen Elastizitatstheorie, sieche Abschnitt (1.4.2), nicht zwischen
der aktuellen und der Referenzkonfiguration unterschieden. Die infinitesimale Elasto-
Plastizitét kann also als eine natiirliche Erweiterung der linearen Elastizitdt verstanden
werden, die nun auch plastische Verzerrungen beriicksichtigt.

Konstituierendes elastisches Gesetz Im elastischen Bereich wird der linearen Elasti-
zitétstheorie folgend eine lineare Beziehung von Spannungen und Verzerrungen angenom-
men,

o=c: € =c:(e6—¢,), (2.61)
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wobei o der Cauchysche Spannungstensor und ¢ der vierstufige Elastizitatstensor ist, siehe
(1.95), der durch homogenes, isotropes Materialverhalten charakterisiert ist.

FlieBbedingung, Prinzip der maximalen Dissipation und FlieBregel Um den Beginn
des plastischen Flieflens zu erfassen und um den elastischen vom plastischen Bereich zu
unterscheiden, wird eine FlieBbedingung eingefiihrt, die von der Spannung o und einer
spannungsdhnlichen Verhértungsfunktion ¢ abhéngt, f,(o,q). Die Menge der zulédssigen
Spannungen A, sei durch

Ao ={(0,9) € To x Ty : folo,q) <0} (2.62)

gegeben, wobei 7, den Raum der Cauchyschen Spannungen und 7, den Raum der Ver-
hartungsfunktion ¢ bezeichnet. Der Bereich f,(o,q) < 0 charakterisiert den elastischen
Bereich. Fiir f,(o,q) = 0 ist die Flieflache erreicht und plastisches Flieflen tritt ein.
Analog zu Abschnitt 2.3.2 kann das Prinzip der maximalen plastischen Dissipation un-
ter der Nebenbedingung, dass die Fliebedingung f,(o,q) < 0 erfiillt sein muss, aufge-
stellt werden. Die Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung fiithren auf die Flieiregel, die
Verhértungsregel und die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen [122]. Im assoziativen Fall
ergibt sich eine Fliefregel in der folgenden Form,

: 0fs
=, 2.63
EP v 6 o ( )
mit einem Lagrange-Multiplikator 7,. Die Verhédrtungsregel lautet
Afs
i = —~,D 7 2.64
i=-%D5 (2.64)

wobei D die Matrix der verallgemeinerten plastischen Moduli beschreibt [122]. Das KKT-
System wird komplettiert durch die KKT-Bedingungen

Yo >0, fo(0,9) <0, ~5fs(0,q)=0. (2.65)

Der noch unbekannte plastische Multiplikator wird hier analog zur klassischen Theorie
fiir grofe elasto-plastische Deformationen durch die Konsistenzbedingung

Yo fs(d,q) =0 (2.66)
bestimmt, siehe Abschnitt 2.3.2.

Von Mises J,-Theorie mit isotroper Verhartung Ein klassisches Modell der infinitesi-
malen Elasto-Plastizitat findet sich durch die Wahl des folgenden FlieSkriteriums,

folo,q) = [|dev(o)] + \/g[q — oy, (2.67)

wobei ¢ = —K («) gesetzt wird, mit einer im Allgemeinen nichtlinearen Verhartungsfunk-
tion K («). Ein moglicher Ausdruck fiir K («) ist beispielsweise das nichtlineare, isotrope
Verhértungsgesetz nach Voce [132],

K(a) :=Ha+ (Hx —0y)[1 — exp(—wa)], (2.68)
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wobei o, die FlieBspannung, H das lineare Verhartungsmodul, H,, die Séttigungsspan-
nung und w der Verhértungsexponent ist. Durch die Wahl der FlieBbedingung (2.67) ist
die sogenannte von Mises-Flief$fliche definiert. Aufgrund der Definition von K(«)
wird zudem isotrope Verhédrtung beriicksichtigt [122]. Damit ergeben sich folgende expli-
zite Formen fiir die Flie- und Verhéartungsregel

dev(o)

€)=Yy 0) (2.69)
' [dev(a)|

2
0 =7/ (2.70)

Fiir den Fall, dass die Verhdrtung von vornherein aus der Betrachtung ausgeschlossen
wird, wird von perfekter Plastizitdit gesprochen, was im Falle von kleinen Deformatio-
nen und isotroper, linearer Materialantwort im elastischen Bereich zum Beispiel auf das
Modell von Prandtl und Reuss der perfekten Plastizitét fithrt [100][105][122][137].

A
ot o
g yl--- ay -
> >
€ €
(a) Plastisches Verhalten mit Verhértung (b) Perfekt plastisches Verhalten

Abbildung 2.4.: Spannungs-Verzerrungsbeziehung fiir elasto-plastisches Materialverhalten
mit Verhdrtung, Abb. 2.4a, und ohne Verhdrtung, Abb. 2.4b. o, be-
schreibt die Fliespannung, ab der plastisches Materialverhalten eintritt.
Der elastische Bereich ist hier iiber die lineare Beziehung des Cauchyschen
Spannungstensors ¢ und des linearisierten Verzerrungstensors € charak-
terisiert.

Im folgenden Kapitel wird nun die numerische Behandlung des klassischen und des phéno-
menologischen Problems aus Abschnitt 2.4 beziehungsweise 2.5 vorgestellt. Auf die Erlaute-
rung der numerischen Behandlung des Modells der infinitesimalen Elasto-Plastizitédt wird
verzichtet und auf das Lehrbuch von Simo und Hughes verwiesen [122]. Klassischerweise
wird dieses Modell auch mit dem Return-Mapping-Algorithmus gel6st, welcher in Ab-
schnitt 3.1 fiir das Problem P; unter der Beriicksichtigung von grofien Verzerrungen
erlautert wird. Dass dies moglich ist, ist insbesondere darauf zuriickzufiihren, dass in
der klassischen infinitesimalen Elasto-Plastizitétstheorie das Prinzip der maximalen plas-
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tischen Dissipation auch mittels der Lagrangemethode behandelt und somit ein Lagrange-
parameter 7, in die Modellgleichungen eingefiihrt wird. Die Vorgehensweise aus Abschnitt
3.1 kann also auf das Modell fiir kleine Verzerrungen iibertragen werden.
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3. Numerische Behandlung der
Elasto-Plastizitat

Dieses Kapitel widmet sich der numerischen Behandlung der beiden elasto-plastischen
Modellformulierungen fiir grofle Deformationen aus Kapitel 2. Zunéchst wird der sehr
populére und sowohl in der Industrie als auch in der Forschung weit verbreitete Return-
Mapping-Algorithmus (RMA) in Abschnitt 3.1 vorgestellt, um das klassische Pro-
blem P; zu losen. Als Losungsalgorithmus fiir das phdnomenologische Problem Py wird
der sogenannte Verallgemeinerte Plastizititsalgorithmus (GPA = Generalised
Plasticity Algorithm) in Abschnitt 3.2 entwickelt.

Fiir beide Algorithmen wird zuerst die zeitdiskrete Version der Probleme P; beziehungs-
weise Py formuliert. Sowohl der RMA als auch der GPA fithren auf eine nichtlineare Glei-
chung in der Bewegungsvariablen y,, welche durch ein Newton-Verfahren gelost wird,
siehe Abschnitt 3.3. Innerhalb des RMA konnen die Gleichungen des Problems Py auf-
grund einiger vereinfachenden Modellannahmen, die in Abschnitt 3.1.3 néher beleuchtet
werden, so umformuliert werden, dass lediglich die Nichtlinearitét beziiglich x,, verbleibt.
Der GPA hingegen fiihrt einen zusétzlichen Linearisierungsprozess in dem plastischen De-
formationstensor B, durch, was dazu fiihrt, dass der Algorithmus auch auf Modelle mit
komplexerem plastischen Flieverhalten angewendet werden kann. Somit konnen mittels
des GPA einige Beschrankungen des RMA aufgehoben werden.

Schliellich miissen fiir beide Verfahren die linearisierten Gleichungen noch raumlich dis-
kretisiert werden. Dies geschieht in Abschnitt 3.4 mithilfe der Finiten-Elemente-Methode.
Die Darstellung dieses Kapitels folgt der Arbeit [46].

3.1. Der klassische Plastizitdtsalgorithmus: der
Return-Mapping-Algorithmus

Der RMA ist ein spezielles Priadiktor-Korrektor-Verfahren, welches durch Einfithrung
eines elastischen Versuchszustandes (Prédiktor-Schritt) eine Versuchsspannung berech-
net. Fiir diese Versuchsspannung wird dann iiberpriift, ob sie in der Menge der zuléssi-
gen Spannungen liegt. Falls dies nicht der Fall ist, wird die Versuchsspannung auf die
Menge der zuldssigen Spannungen projiziert. Diese Projektion entspricht dem Korrektor-
Schritt. Dieses Pradiktor-Korrektor-Verfahren wird detailliert in Abschnitt 3.1.1 beschrie-
ben. Zunichst werden aber zwei Modellannahmen eingefiihrt, die die Anwendung des
klassischen Return-Mapping-Verfahrens erst moglich machen.

Wie einige Arbeiten belegen, siche z.B. [62][119][122], wird der Return-Mapping-Algorith-
mus (RMA) gewthnlicherweise unter zwei Annahmen formuliert, die zu denen, die bereits
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in den Abschnitten 2.3-2.3.2 getroffen wurden, hinzukommen.

Annahme: Entkopplung der gespeicherten Energiedichte Die erste Annahme ist, dass
die gespeicherte Energiedichte M(Ce), die in P; benutzt wird, in seinen rein volumetri-
schen Anteil Uy (.J.) und seinen rein isochoren Anteil W, (C.) entkoppelt. Im Besonderen
wird in vielen Féllen eine Energiedichte eines quasi-inkompressiblen Neo-Hooke Materials
gewdhlt, siehe z.B. [122], das heifit

Wi(Co) = Uh(e) + (@), (3.1a)
0u(Je) = 3m {302 = 1) — In(J)} (3.1b)
Wi (C.) = tu{tr (n'C.) — 3}, (3.1c)

wobei x und p das Kompressions- beziehungsweise Schubmodul sind und C, = J2/3C, mit
det(C,) = 1 gilt [38][95]. In (3.1a)(3.1c) als auch in den folgenden Rechnungen werden
sowohl J, = y/det(C.) als auch C, als Funktionen von C, betrachtet.

Eine direkte Konsequenz dieser ersten Annahme sind die Gleichungen p; = %Je_2/3
und Sy = 0 fiir den konstituierenden Ausdruck von 7, (2.39a), die dazu fiithren, dass

dev(r,) = pdev(be) mit b, = Jo /b, gilt.

Die gespeicherte Energiedichte (3.1) reduziert den Rechenaufwand erheblich, weil dadurch
ein Material modelliert wird, dessen hyperelastisches Verhalten unabhéngig von der zwei-
ten Invarianten von C. ist (weil 8, = 0 gilt). Diese Form von W,(C.) kann aber in
einigen Situationen auch unrealistisch sein. Die Energiedichte wird zwar zur Modellierung
fiir elastisch quasi-inkompressibles Materialverhalten verwendet, was bedeutet, dass der
volumetrische Anteil der elastischen Deformationen J, nahe der Identitét ist, aber fiir
Materialien, fiir die diese Annahme nicht getroffen werden kann, gibt die Dichte nicht
die korrekte elastische Materialantwort wider. Wie in [36][131] bewiesen und vor Kurz-
em in [37] herausgestellt, unterdriickt die Wahl von (3.1) ungerechtfertigterweise einige
unabhéngige elastische Parameter des Elastizitédtstensors fiir ein Material, welches die
Quasi-Inkompressibilitat nicht erfiillt.

Annahme: rein volumetrisches plastisches FlieBen Die zweite Annahme ist, dass die
rechte Seite der KKT-Bedingung (2.47a) durch itr(gb.)n approximiert wird, so dass die
FlieBregel zu

Lybe = —27,tr(gbe)n (3.2)

umgeschrieben werden kann. Diese Formulierung basiert auf der Zerlegung von b, =
5tr(gbe)g™" + dev(b.) in seinen volumetrischen und deviatorischen Anteil und der Ver-
nachlissigung des Terms ngdev (b, ) beziiglich der rechten Seite der KKT-Bedingung (2.47a).

Um diese Approximation zu rechtfertigen, geniigt es zu betrachten, dass, wenn plastisches
FlieBen auftritt (d.h. wenn die Bedingung f; (7., ¢) = 0 erfiillt ist), ngdev(b.) zu

VE (K@) + 1)

ngn = J/3 . ngn (3.3)

ngdev(b,) = Jg/?)w
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wird. Dieses Resultat liefert ein Argument dafiir, dass der Term ngdev(b.) vernachléssigt
werden kann, weil er von der gleichen Grolenordnung wie das Verhéltnis zwischen der

FlieBspannung unter Beriicksichtigung der Verhartung, \/g (K(a) +7,), und dem Schub-

modul ist und dieses Verhiltnis fiir gewohnlich klein fiir die meisten Metalle ist [119].
Hinzu kommt, dass ngn per Definition (2.44) beschrankt ist. Auch wenn die Approxima-
tion des plastischen Evolutionsgesetzes (3.2) nicht essenziell ist, wie Simo [119] schreibt,
vereinfacht sie doch erheblich die numerische Behandlung der Fliefregel und die Bestim-
mung des KKT-Multiplikators ;.

3.1.1. Algorithmische Bestimmung des KKT-Multiplikators

Der Kern des RMA ist die Behandlung der zeitdiskreten Entwicklung von B, und o zu-
sammen mit den diskretisierten KKT-Bedingungen (2.47c) und der schwachen Form der
Gleichgewichtsbedingung (Pje). Zu diesem Zweck wird angenommen, dass der Koérper an
jedem Zeitpunkt ¢, durch zwei Zustdnde charakterisiert ist: Der aktuelle Zustand ist
derjenige, der durch Funktionen Y, By, und «, bestimmt ist und die aktuelle Losung
von Py zur Zeit t, reprisentiert. Der sogenannte Versuchszustand dagegen ist derje-
nige, in dem sich der Korper befinden wiirde, wenn keine plastische Evolution in dem
Zeitschritt At, = t, — t,_1 stattfinden wiirde. Der Definition zufolge wird der Versuchs-
zustand durch Funktionen x7®!, B%al = By, 1y und o/ = a,,_; bestimmt, wobei xi™*!
die Losung der Impulserhaltungsgleichung (Pie) zum Zeitpunkt ¢, darstellt, wenn B,,
in dem konstituierenden Ausdruck des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors mit
der stiickweise konstanten Funktion By,—1) ersetzt wiirde. Der Versuchszustand ist also
ein rein theoretischer Zustand, der keinem physikalischen Zustand entsprechen muss. Der

Versuchszustand definiert den Prddiktor-Schritt des Verfahrens.

Die Einfiihrung des Versuchszustands, die besonders einfache gespeicherte Energiedichte
(3.1) und die approximierte FlieBregel (3.2) erlauben es, die zeitdiskrete Version von (3.2)
mittels Spannungen auszudriicken und die Spannung zum Zeitpunkt ¢, als eine Funktion
zu betrachten, die allein vom Deformationsgradienten und den Gréflen des Versuchszu-
standes abhéngt.

Die folgende Umformung der Fliefregel und die Darstellung der algorithmischen Be-
stimmung des KKT-Multiplikators orientiert sich an dem grundlegenden Lehrbuch fiir
Rechner-unterstiitzte Plastizitétstheorie von Simo und Hughes [122]. Unter Beriicksichti-
gung der Definition der Lie-Ableitung von b, (2.12a) kann dieselbige zum Zeitpunkt ¢,, € Z
approximiert werden durch

B,, — B,

p(n_l)FE, neN, n>1, (3.4)

(ﬁvbe)n = Fn Atn

wobei At,, = t, —t,_ der Zeitschritt und F;, die tangentiale Abbildung von Y, ist. Darin
wurde die Zeitableitung B, durch eine finite Differenz approximiert. Des Weiteren fiihrt
das Einsetzen von (3.4) in die zeitdiskrete Version der linken Seite der approximierten
FlieBregel (3.2) auf

ben = b5 = 29 Atytr(gben ) 1, (3.5)
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. —2/3 T tri —2/3 ; :
mit ben = Jor bemy ben = FuBon BT, bitial = J2/%ptial und pitiel — F, By, 1 F.T, was

7 trial

impliziert, dass tr(ghe,) = tr(gbti®!) gilt. Im Folgenden wird dieser Ausdruck der Flief-
regel in eine Gleichung umgeschrieben, die die plastische Entwicklung {iber Spannungen
beschreibt. Diese Umformung ist wichtig, um danach mittels der Konsistenzbedingung
(2.50) den KKT-Multiplikator bestimmen zu kénnen. Dazu wird der deviatorische Anteil
beider Seiten von (3.5) genommen und das Resultat mit dem Schubmodul p multipliziert,

Sn =80 = 2py,, At ptr (gEeE,ﬂi‘ﬂ) n,, (3.6)
wobei die Notation s,, = dev(Ty,) = udev(l;en) und stral = Mdev(l_)glial) verwendet wird.
Schliellich kann die Gleichung (3.6) durch das Setzen von s, = |s,|n, und st =

|strial||ptrial ymgeschrieben werden zu
1sall + 270 Attr (gBE™ ) |y = [ i (3.7)

Weil die Summe in den Klammern auf der linken Seite von (3.7) ein nicht-negativer Skalar

ist, sind die Tensoren n,, und n'® parallel zueinander. Weil sie zudem auch die gleiche

Norm haben, muss gelten, dass ‘
n, = nil (3.8)

ist. Deshalb impliziert die Gleichung (3.7) auch
Sn = S5 — 2py, At tr (gﬂgfal) niyal (3.9a)

lsall = I8! = 3rm Attr (9B (3.9)

Gleichung (3.9a) ist die zeitdiskrete Fliefregel, die nun in Spannungen ausgedriickt ist,
wéahrend durch die Einfiihrung der FlieBfunktionen

o= sl = 3 (B0 7). (3104
i o) 3 (K 4 (3.10b)

die Gleichung (3.9b) umgeschrieben werden kann zu

f‘rn = :gal - %H’YTHAtntI'(gI;g?{aial) - %(K(a”) o K(an_l)) ’ (311)

Darin beschreibt K («) ein im Allgemeinen nichtlineares Verhartungsgesetz. Ein Beispiel
fir ein solches Verhartungsgesetz ist in (2.68) angegeben. Mit (3.11) kann nun die Bedin-
gung, dass plastisches Flielen zum Zeitpunkt ¢,, auftritt, in eine Gleichung transformiert
werden, die implizit 7., definiert. Dies geschieht durch Setzen von f,, = 0 in (3.11),
um die Konsistenz mit den diskreten Versionen der KKT-Bedingungen (2.47c) und der
Konsistenzbedingung (2.50) zu gewéhrleisten,

2 (1Y At tr <g55£331> - \/g (K <0zn_1 + \/gymmn> — K(an_1)> = fial - (3.12)

56



3. Numerische Behandlung der Elasto-Plastizitat

In (3.12) wird fial als bekannt aufgefasst. AuBerdem wurde die zeitdiskrete Version der
Verhiartungsregel (P;g) benutzt, um «, als eine Funktion von a,,_; und ,,, auszudriicken.
Es sei angemerkt, dass, wenn die Bedingung fi8! < 0 erfiillt ist, v,, = 0 die Gleichung
(3.12) identisch 16st. Im Falle einer nichtlinearen Verhértungsfunktion K(«), wie z.B.

K(a):=Ha+ (Ho — 7y)[1 — exp(—wa)], (3.13)

mit der Fliespannung 7,, dem linearen Verhartungsmodul H, der Séttigungsspannung
H,, und dem Verhdrtungsexponenten w, ist die Gleichung (3.12) nichtlinear in ., und
wird numerisch durch eine lokale Newton-Methode gelost. Fiir Details zu diesem loka-
len Newton-Verfahren wird auf Kapitel 9 von [122] verwiesen. Fiir den Fall von linearer
Verhértung, das heiit fiir w = 0 in (3.13), erhélt man den folgenden expliziten Ausdruck
fiir ., [122],

{ i {iﬁal 5—, wenn fiial >
Ve At, = Sutr(gbdiil)+5 H (3.14)
0, wenn fal < (),
wobei H das lineare Verhdrtungsmodul ist, das die gleichen Einheiten wie das Schubmodul
w1 hat und durch

oK , . 0%,

H=""(a) = ()

definiert ist. Wenn die Verhartung linear ist, ist das Verhartungspotential 9, quadratisch
in @ und H ist konstant. Sowohl (3.12) als auch (3.14) bestimmen 7, als eine Funktion
von F, (oder dquivalenterweise als ein Funktional von x,). AuBerdem erhilt man den
Verhértungsparameter «,, sobald v, berechnet wurde, durch

(3.15)

ay = Q1 + \/g%n At,,, (3.16)

was die zeitdiskrete Version der Verhartungsregel (P;g) ist. Das bedeutet, dass die Ver-
hértungsregel (P;g) von der Impulserhaltungsgleichung (P1e) und der Fliefiregel (P;f)
entkoppelt ist.

Die soeben vorgestellte Bestimmung des Multiplikators v,,, so dass die KKT-Bedingungen
(2.47¢) und die Konsistenzbedingung (2.50) erfiillt sind, stellt den sogenannten Return-
Map (oder auch: die Projektion) auf die Menge der zulédssigen Spannungen (2.42) dar.
Dies entspricht dem Korrektor-Schritt des Verfahrens.

Die in diesem Abschnitt diskutierten Modellannahmen sind entscheidend fiir die algorith-
mische Bestimmung des KKT-Multiplikators in der vorgestellten Form. Die wichtigste
Konsequenz der Annahmen ist, dass es die approximierte Flieiregel (3.5) erlaubt, By,
als eine explizite nichtlineare Funktion von Y, allein auszudriicken, weil n,, = n'! und
tr(gl;en) = tr(glsgﬁal) = tr(Byn-1)Cy) gelten und keine dieser Gréfien von B, abhingt,
das heifit es kann

B, = Bou(xn) := Boin1) — 28, Yrn (X)) t1(Bpin1)Co) By i FT (3.17)

mit v, (xn) > 0 geschrieben werden. Hier gilt, dass C, = F,'gF,, ist.
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3.1.2. Zeitdiskrete Formulierung

Die Anwendung eines impliziten Euler-Verfahrens in der Zeit erlaubt es mit den Resulta-
ten aus dem vorherigen Abschnitt das Problem P; wie folgt in der zeitdiskreten Form zu
schreiben:

Seien Anfangswerte B,o(X) und ao(X) fur alle X € % und die Dirichlet-Randbedingung
Xbn (X) fiir alle X € 0%p gegeben.

Dann finde x,, € (H'(%#,.%))°, B,, € L (B,TA R T) und oy, € L*(%,R), so dass
Xn = Xbn fr allen >0 und X € 0%Bp und fir alle n > 1,

Bp(n—l), wenn Yrnp = 07
R: : MA-zd-
Bpn { Bpn(Xn) = Bp(n—l) - Rn(Xn), wenn Yop > O, (R zd a)
Op—1, WENN, Vrp, = 0’ A
o Q-1 + \/E'Ym (xn)Aty, wenn Yy, > 0, (RMA-zd-b)
~ fg (XTH (n— 1)) : gGrad(f/) = O’ WENN Vyp = 0’
| - ; MA-zd-
P (X’ruV) { f@P(XnaBpn(Xn>> gGrad(V) = 07 WENN Yrp > 07 (R zd C)

wobei (RMA-zd-c) fiir alle V € H gelten muss und ~,,(x,) entweder durch (3.12) oder
durch (3.14) bestimmt wird. R, (x,) ist definiert als

Rou(Xn) = 20 Yrn (Xn)t1(Bpin1)C) Fy i F,7T (3.18)

Das Funktional P’(x, V) ist nichtlinear in y,,, unabhéngig davon, ob ., null oder positiv
ist. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor
P im Rahmen von groflen Deformationen ein nichtlineares konstituierendes Funktional
von Y, ist. Somit werden iterative Methoden wie z.B. die Newton-Methode benotigt, um
die Impulserhaltungsgleichung (RMA-zd-c) zu lésen. Das Newton- Verfahren ist eine
iterative Methode, die eine nichtlineare Gleichung bis auf eine vorgegebene Toleranz 16st.
Dazu wird in jeder Iteration eine Korrektur berechnet, die dazu beitréigt, dass sich die
aktuelle Iterierte schrittweise der Losung annéhert. Die Korrektur ist dabei die Losung
eines linearen Systems, deren Matrix klassischerweise durch die Ableitung des zu losen-
den nichtlinearen Funktionals gegeben ist. Diese Ableitung wird Jacobi-Matrix genannt,
siehe z.B. [92]. Die Newton-Methode zur Losung von (RMA-zd-c) wird in Abschnitt 3.3.1
beschrieben.

Es sei angemerkt, dass die Formulierung des RMA, die zu der approximierten, zeitdiskre-
ten Fliefiregel (3.17) fiihrt, so ist, dass B, als eine explizite Funktion von y,, ausgedriickt
werden kann. Das heifit, die zeitdiskrete Fliefiregel (3.17) kann umgeschrieben werden zu

gn(X’n7 Bpn) = Bpn - Bp(nfl) + kn(Xn) = 07 (319)

wobei G, nichtlinear in x,, und affin in B,,, ist. Konsequenterweise ist keine Linearisierung
der FlieBregel beziiglich By, notwendig. Allerdings kann diese Vereinfachung nicht durch-
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gefiihrt werden, wenn die Annahmen, die in Abschnitt 3.1 diskutiert werden (die Ent-
kopplung der gespeicherten Energiedichtefunktion und die Approximation der FlieSregel)
nicht getroffen werden konnen. Dies kann zum Beispiel fiir solche Modelle der Fall sein, die
durch die Problemformulierung P, beschrieben werden und bei denen keine Annahmen
zur rechten Seite der FlieBregel (Poc) getroffen werden. Dies motiviert die Untersuchung
von Problemen des Typs Py durch den Verallgemeinerten Plastizitiatsalgorithmus (GPA),
der in dem folgenden Abschnitt 3.2 entwickelt wird.

3.1.3. Technische Beschrankungen des
Return-Mapping-Algorithmus’

Die Formulierung des RMA basiert auf einigen vereinfachenden Modellannahmen:

e rein volumetrischem plastischen Fliefen,

Entkopplung der Verzerrungsenergiefunktion in ihren volumetrischen und isochoren
Anteil,

e isotropem Materialverhalten
e und einer assoziativen plastischen Entwicklung.

Diese Annahmen sind essenziell fiir die Anwendung des RMA. Sie fithren dazu, dass
die Spannungen als alleinige Funktion von der Bewegungsabbildung, insbesondere des
Deformationsgradienten, geschrieben werden koénnen. Indem ein Versuchszustand ein-
gefiihrt wird, der nur von den bekannten Werten des plastischen Deformationstensors
B, (,,—1) abhingt, und dadurch, dass anschlieBend dieser Versuchszustand auf die Menge der
zuléissigen Spannungen projiziert wird, kann die globale Impulserhaltungsgleichung in al-
leiniger Abhéngigkeit von der Bewegungsabbildung x geschrieben werden. Dies erméglicht
eine besonders effiziente Behandlung solcher Modelle mittels des RMA. Die Effizienz des
RMA zeichnet sich dadurch aus, dass das Pradiktor-Korrektur-Verfahren aus Versuchs-
zustand und Projektion (Return-Map) lokal an jedem Integrationspunkt vorgenommen
werden kann und global nur die Impulserhaltungsgleichung gelost werden muss.

3.2. Der Verallgemeinerte Plastizitatsalgorithmus

Um diese Beschrinkungen des Return-Mapping-Algorithmus’ zu vermeiden, wird in die-
sem Abschnitt ein Verfahren vorgestellt, welches nach Konstruktion auch auf Modelle
anwendbar ist, die nicht auf Annahmen wie z.B. dem rein volumetrischen plastischen Flie-
Ben basieren. Dies hat zur Folge, dass die Fliefiregel nicht als eine Funktion geschrieben
werden kann, die allein von der Bewegung y abhédngt. Vielmehr bleibt eine Abhéngig-
keit vom plastischen Deformationstensor B, bestehen. Somit kann die Fliefregel nicht
von der Impulserhaltungsgleichung entkoppelt werden. Stattdessen muss B, als eine Va-
riable verstanden werden, die zumindest grundsétzlich die gleiche ‘Wertigkeit’ wie die
Bewegungsvariable y besitzt. Einerseits verkompliziert dies die numerische Behandlung
des elasto-plastischen Problems, andererseits entsteht so ein Algorithmus, der flexibler
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und auf eine groflere Klasse von elasto-plastischen Problemen anwendbar ist. Aus diesem
Grund wird dieser Algorithmus Verallgemeinerter Plastizititsalgorithmus (GPA: Generali-
sed Plasticity Algorithm) genannt. Modelle, die auf der Problemformulierung P, basieren,
das heifit solche Modelle, bei denen der plastische Multiplikator nicht notwendigerweise
einem KKT-Multiplikator entsprechen muss, siche Abschnitt 2.5, sind geeignet, um mit-
hilfe des GPA behandelt zu werden. Die Annahme von isotropem Materialverhalten wird
fiir die ganze vorliegende Arbeit beibehalten.

Die diskrete, linearisierte Version des Problems Py, siehe (Pya)—(Poc), entsteht in drei
Schritten. Zuerst wird ein implizites Euler-Verfahren fiir die zeitliche Diskretisierung der
FlieBregel (Poc) benutzt. Dann wird die zeitdiskrete Version der Gleichungen (Poa)—(Pyc)
zunéchst beziiglich des plastischen Deformationstensors B, und dann beziiglich der Be-
wegungsvariablen x linearisiert. Schliefllich wird die Finite-Elemente-Methode zur rdum-
lichen Diskretisierung angewendet.

3.2.1. Zeitdiskrete Formulierung

Die zeitdiskrete Version des Problems Py lautet in einem Zeitschritt At,, = t,, — t,,—1 wie
folgt:

Finde x, € (H'(4%, 5”))3 und By, € I*(B,TA @ TA), so dass xn = Xvn fiir allen >0
und X € 0%p und fir allen > 1,

Plxo, By, V) = / P(xn B,y) : gGrad(V) =0, YV e, (GPA-zd-a)
:@

G(Xn> Bon) = Bon — Boin—1) + Ru(x, Bon) =0, Bo(X,0) = Byo(X) in %.
(GPA-zd-Db)

Es sei an dieser Stelle noch einmal explizit darauf hingewiesen, dass in dieser Formulierung
das Funktional R, von dem zum Zeitpunkt ¢, noch unbekannten plastischen Deformati-
onstensor By, abhéngt, im Gegensatz zu der zeitdiskreten Problemformulierung innerhalb
des Return-Mapping-Algorithmus’.

3.2.2. Erste Stufe des GPA: Linearisierung beziiglich des plastischen
Deformationstensors B,

Die zeitdiskrete Impulserhaltungsgleichung (GPA-zd-a) und die zeitdiskrete Fliefiregel
(GPA-zd-b) sind im Allgemeinen miteinander gekoppelt und stark nichtlinear in y,, und
B,,. Um Lésungen zu bestimmen, werden daher (GPA-zd-a) und (GPA-zd-b) in jedem
Zeitschritt linearisiert. Dies geschieht in einem zweistufigen Verfahren geméf3 der Newton-
Methode. Die erste Stufe des Linearisierungsverfahrens besteht aus der Linearisierung der
Impulserhaltungsgleichung und der Flieiregel, welche zunéchst nur beziiglich des plasti-
schen Deformationstensors B, durchgefiihrt wird.
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In der [-ten Iteration kann die Unbekannte By, ; geschrieben werden als
Bpn,l = Bpn,lfl + Qn,l ) l > 17 (320)
wobei ®,,;_1 das Inkrement des plastischen Deformationstensors ist.

Um den Linearisierungsprozess im Detail zu beschreiben, ist es sinnvoll, die folgende
Notation fiir die im Newton-Verfahren auftretenden Ableitungen einzufiihren:

DBPP(Xn,Ban,l,‘N/)[(I)nJ] = / gGrad(V) : B(Xns Bpni—1) : @ (3.21a)
DBpg(XnaBpn,l—l)[Qn,l] = Y(XJMBpn,l—l) . q)n,l ) (321b)

mit .
B(Xna Bpn,lfl) . q)n,l = DBPP<Xnprn,lfl)[q>n,l] . (322)

Es sei angemerkt, dass die Ausdriicke fiir B und Y explizit vom konstituierenden Modell
und der Flieiregel abhéngen.

Diese Notation definiert zwei approximierte Ausdriicke der Funktionale P und G aus

(GPA-zd-a) und (GPA-zd-b), die in der [-ten Iteration

AP = P(Xna Bpn,l—l; V) + DBPP(XTH Bpn,l—17 V)[q)n,l] ) (323&)
AQ = g(Xm Bpn,l—l) + Y(Xn7Bpn,l—1) . Qn,l ) (323b>

lauten. Ap und Ag sind dabei ein Skalar beziehungsweise ein Tensor zweiter Stufe, weil
sie durch Linearisierung der internen virtuellen Leistung (GPA-zd-a) und der FlieBregel
(GPA-zd-b) nach B, erhalten werden.

Die Abhéngigkeit der Fliefregel G von B,,, siche (GPA-zd-b), ist so, dass Y invertierbar
ist. Daher ist es moglich, das Inkrement ®,,; als eine Funktion von Y, auszudriicken,
indem (3.23b) zu null gesetzt wird, das heifit

¢n,l = _[Y(X’men,l—l)]_l : g(XnaBpn,l—1)~ (324)

Durch das Einsetzen der rechten Seite von (3.24) in (3.23a) wird ®,,; statisch von der li-
nearisierten internen virtuellen Leistung Ap eliminiert. Dieses Vorgehen dhnelt hier einem
Algorithmus vom Gauf3-Seidel Typ. Damit wird Ap zu

AP = P(XnaBpn,lfla V) - DBPIP(Xn7Bpn,l717 V) [[Y(Xn:Bpn,lfl)]il : g(Xmen,llg} )
3.25

und das System (GPA-zd-a)-(GPA-zd-b) reduziert sich zu dem Problem in jedem Zeit-
schritt die Gleichung Ap = 0 fiir die Bewegung x, zu losen. Allerdings ist Ap in (3.25)
als ein stark nichtlineares Funktional in x,, definiert, Ap = Ap(xn, Bpni—1, V). Die zweite
Stufe des GPA besteht daher aus der Linearisierung von Ap beziiglich der Bewegungsva-
riablen y, und dem Null-Setzen des erhaltenen linearisierten Ausdrucks, siehe Abschnitt

3.3.2.
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3.3. Linearisierung beziiglich der Bewegungsvariablen vy,

Wie in den vorherigen Abschnitten erldutert, liegt der Unterschied von RMA und GPA
also in der Behandlung der Modellgleichungen beziiglich der Variablen, die die plastischen
Verzerrungen im Modell erfasst, das heift beziiglich des plastischen Deformationstensors
B,. Wahrend innerhalb des RMA eine Linearisierung beziiglich B, aufgrund von verein-
fachenden Modellannahmen vermieden wird, wird diese Linearisierung im GPA durch-
gefiihrt.

Eine Gemeinsamkeit des Return-Mapping-Algorithmus’ und des Verallgemeinerten Plas-
tizitdtsalgorithmus’ besteht allerdings darin, dass beide Ansétze auf eine nichtlineare Glei-
chung in y,, fithren. Fiir den RMA erfordert die Tatsache, dass das Funktional P’(x,,V)
sowohl fiir positives v, als auch fiir den Fall 7., = 0 nichtlinear in Yy, ist, die Anwen-
dung eines Newton-Verfahrens zur Losung der nichtlinearen Impulserhaltungsgleichung
(RMA-zd-c). Innerhalb des GPA muss der durch die statische Elimination des Inkre-
mentes des plastischen Deformationstensors B, erhaltene Ausdruck Ap beziiglich der
Bewegungsabbildung x,, linearisiert werden. Die Linearisierung beziiglich der Bewegung
X» wird im Folgenden sowohl fiir den RMA in Abschnitt 3.3.1 als auch fiir den GPA in
Abschnitt 3.3.2 beschrieben.

In der k-ten Iteration kann die Unbekannte x, ; geschrieben werden als
Xn,k = Xn,k—1 + hn,k; k Z 17 (326)

wobei h,, € Ty, ,_ < das Inkrement der Bewegung ist. Aufgrund von (3.26) wird der
Deformationsgradient als ein Funktional der Bewegung betrachtet, so dass F, ; = F(xn.)
und F, ;-1 = F(xnk—1) sowie H, , = D F,, ;_1[h, ;] geschrieben werden kann, wobei
letzteres die Gateaux-Ableitung des Funktionals F' beziiglich der Bewegung ist, welche
bei xn k-1 ausgewertet und in Richtung des Inkrementes h,, ; ausgefithrt wird. Es folgt,
dass Dy F, j—1[hn ] = Grad(h,, ;) gilt.

3.3.1. Linearisierungsprozess im RMA

Um den Linearisierungsprozess des RMA im Detail zu beschreiben, ist es sinnvoll, die
folgende Notation einzufiihren:

DXP,<Xn,k—17V)[hn,k] = / gGrad(V) tA (Xnk-1)  Hpge s (3.27)
.
mit

DXP(Xn,k’—la Bp(nfl))[hn,k] s Wenn Yrp = 07

A (Xnp—1) : Hppo = { (3.28)

DXP (Xn,kflaBpnO(n,kfl)) [hn,k] ,  WEINI 7Yrp > O
Der Tensor vierter Stufe A’ ist der sogenannte algorithmische erste Elastizitétstensor. Al-

gorithmisch meint hier, dass der Tensor auf dem zeitdiskreten Level und nicht auf der
kontinuierlichen Ebene aufgesetzt wird. Dies ist nach Simo und Taylor [124] eine wichtige
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Voraussetzung, um quadratische Konvergenz des Newton-Losers in der Néhe der Losung
zu erhalten. Simo und Taylor sprechen jedoch in diesem Kontext vom sogenannten kon-
sistenten Tangentenoperator, was bedeutet, dass der Operator konsistent zu dem gewéhl-
ten Plastizitdtsalgorithmus, also hier zu dem Return-Mapping-Algorithmus, formuliert
ist. Fiir ein Modell der infinitesimalen Elasto-Plastizitét fithrten sie 1985 einen solchen
konsistenten Tangentenoperator ein, der die quadratische Konvergenz des Newton-Losers
erhielt [124].

Mit der Notation (3.27) und (3.28) ist im k-ten Iterationsschritt somit das folgende linea-
risierte Problem nach h,, ; zu l6sen,

P (Xn -1, V) + Dy P (Xnp—1, V) (o] = 0, (3.29)
das heif3t,
Finde h,\ € (Hy (4, T.#))?, so dass, fir allen >1 und k > 1,
c(ho, V) =g(V), YV e (H(B,TS)), (RMA-lin-a)
wobei
(Ao, V) = / gGrad(V) : AL, : Grad(h,y), (RMA-lin-b)
g(V) := j”(xn,k_uV) , (RMA-lin-c)
15t.

Die Notation A7, ; = A'(xnk-1) wird darin verwendet. Die Inkremente h,; gehoren
dabei fiir alle n und alle k£ zu dem gleichen funktionalen Raum wie die Testgeschwindig-
keiten V. Allerdings miissen sie auf dem Dirichlet-Rand von % verschwinden, weil die
Bewegung in jeder Iteration und zu jedem Zeitpunkt kompatibel mit den Randbedingun-
gen Y sein miissen.
Das aus Problem (RMA-lin-a)-(RMA-lin-c) resultierende h,, ; wird genutzt, um die ge-
genwértige Iterierte x, x—1 des Newton-Verfahrens zu aktualisieren. Diese Iteration wird
solange durchgefiihrt bis ein Y, , gefunden ist, fiir das die nichtlineare Impulserhaltungs-
gleichung (RMA-zd-c) bis auf eine vorgeschriebene Toleranz e erfiillt ist, das heifit solange
bis

1P (e VI < € (3.30)
gilt.

Approximation des Tangentenoperators In dieser Arbeit wird der algorithmische erste
Elastizitatstensor A’ numerisch approximiert. Dazu werden die Gateaux-Ableitungen

DXP(Xn,k—l, By (n-1))[hn ] beziehungsweise DXP (Xn,k—h Bpn(Xn,k—1)> [h, 1] fiir ein hinrei-
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chend kleines € > 0 wie folgt angenéhert,

~

r P(X; — 7B n— )_P<Xn,kf ;B n— )
Dy P(xnjo—1, Bon—1)) [hn ] = A-b o 1) L e ) : (3.31)

€

A

- . P(X;,k—thn(X;,k—l)) _P<Xn,k71:BPn(Xn,k71)>
DP (Xt Bon(xn 1) ) (] ~ ,

‘ (3.32)

wobel X7, 1 1= Xnk—1 + €hn, ist.

Die Giite dieser Approximation hangt stark von der Wahl des Parameters ¢ > 0 ab. Ist €
zu grof}, sind die Differenzenquotienten, das heifit die rechten Seiten von (3.31) und (3.32),
eine schlechte Approximation der Gateaux-Ableitungen Dy P (X k-1, Bpmn—1))[Rni] bezie-

hungsweise DXP (Xn,k—l,Bpn(Xn,k—1)> [hni]. Ist € jedoch zu klein, so gilt beispielsweise

in (3.31), dass P(X;,k_l,Bp(n_l)) ~ P(Xn,k—th(n—l)) ist, und Ausloschung tritt auf. Ein
bewéhrtes Kriterium zur Bestimmung von e findet sich in [40]. Demnach soll € in (3.31)
beispielsweise so gewihlt werden, dass

P(X;,k—th(n*l)) - P(Xn,k—la Bp(nfl))

€

€

|~ Vs 1Pt Bl 639

gilt, wobei eps die Maschinengenauigkeit ist. In den numerischen Tests in Kapitel 4 und
6 wird dieses Kriterium zur Bestimmung von € verwendet. Es sei an dieser Stelle bereits
angemerkt, dass trotz dieser Approximation die quadratische Konvergenz des Newton-
Losers erhalten bleibt.

3.3.2. Zweite Stufe des GPA: Linearisierung beziiglich Y,

Um die zweite Stufe des GPA zu beschreiben, welche durch die Linearisierung des Aus-
drucks Ap (3.25) beziiglich der Bewegung definiert ist, sei folgende Notation eingefiihrt:

DXP(Xn,k—h Bpna V)[hn,k‘] - / gGrad(V) : A(Xn,k—h Bpn) : Hn,k: 5 (334)

B
mit R
A(Xn,k—laBpn) : Hn,k = DXP<XTL,I€—17 Bpn)[hn,k] ) (335)

Der Tensor vierter Stufe A ist der algorithmische erste Elastizitétstensor.

In der k-ten Iteration dieser Subroutine des Linearisierungsprozesses des GPA muss die
folgende Gleichung geltst werden

Ap(Xnk—1, Boni-1,V) + DyAp(Xn k-1, Boni—1, V)[hnk] =0. (3.36)

Durch Einfiihrung eines Hilfsfunktionals

g(XnaBpn,l—laV) = DBPP(Xn7Bpn,l—17V) [[Y(XnaBpn,l—l)]_l :g(XnaBpn,l—l)} 5 (337)
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wird Ap zu
A’P(Xnu Bpn,l—la V) = P(Xn; Bpn,l—l, V) - g(Xna Bpn,l—la V) 5 (338)
und (3.36) kann zu

AP(Xn,k—laBpn,l—ly ‘7) (339>
+ DXP(Xn,k—lu Bpn,l—ly V) [hn,k] - ng(Xn,k—la Bpn,l—h V) [hn,k] =0 )

umgeschrieben werden. Die Gateaux-Ableitung von g wird nun durch einen vierstufigen
Tensor A ausgedriickt, so dass

B

DXg(Xn,k—thn,l—la V) [hn,k’] - / gGrad(V) : A(Xn,k:—lv-Bpn,l—l) : Hn,ka (340)

gilt, was, unter Benutzung der Notation aus (3.34), erlaubt (3.39) wie folgt umzuformu-
lieren:

Finde h,; € (Hy (4, Tf))g, so dass, fir allen > 1 und k > 1,
e(hni, V) =39(V), VV e (H(BTS)), (GPA-lin-a)
wobei
&b, V) = /ﬁ gGrad(V) : A x_1,-1 : Grad(h,z), (GPA-lin-b)
A1 = A%L,k—l,l—l — A1y, (GPA-lin-c)
G(V) := =P (Xnk-1, Boni-1) (GPA-lin-d)
+ /ﬂgGrad(V) : (Brg—1,4-1 1Y;}f,1,l,1) 2Gnk-11-1,
151.

Die Notation An,k—l,l—l = A(Xn,k—l; Bpn,l—l)a Bn,k—l,l—l = ]B(ka_l, Bpn,l—l) und Yn,k—l,l—l =
Y (Xn,k—1, Bpny—1) wird darin verwendet. Die Inkremente h,, ;, gehéren dabei fiir alle n und
alle £ zu dem gleichen funktionalen Raum wie die Testgeschwindigkeiten V. Allerdings
miissen sie auf dem Dirichlet-Rand von & verschwinden, weil die Bewegung in jeder Ite-
ration und zu jedem Zeitpunkt kompatibel mit den Randbedingungen y;, sein miissen.
In (GPA-lin-¢) und (GPA-lin-d) wird durch Vergleich mit (RMA-lin-a)-(RMA-lin-c) er-
sichtlich, dass die zweiten Terme auf den rechten Seiten von (GPA-lin-c) beziehungsweise
(GPA-lin-d) durch die Linearisierung der Gleichungen beziiglich des plastischen Deforma-
tionstensors B, entstanden sind.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass auch fiir den GPA in den numerischen Rech-
nungen eine Approximation des vierstufigen Tensors Kn,k—l,l—l verwendet wird. Diese
Approximation folgt dem Kriterium, welches in (3.33) eingefithrt wurde. Dieser appro-
ximierte Tangentenoperator wird dadurch bestimmt, dass die numerische Ableitung der
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rechten Seite von (GPA-lin-d) beziiglich der Bewegungsabbildung x,, gebildet wird. Dies
wird durchgefiihrt, weil der explizite mathematische Ausdruck des Funktionals g, sie-
he (3.37), bezichungsweise der zweite Term in (GPA-lin-d) sehr umstéandlich ist. Trotz
dieser Approximation bleibt auch fiir den GPA die quadratische Konvergenz des nichtli-
nearen Verfahrens in der Ndhe der Losung erhalten.

Es sei angemerkt, dass im elastischen Bereich, das heifit in dem Bereich, der dadurch
charakterisiert ist, dass die rechte Seite der FlieSregel (Pyc) verschwindet, die Berechnung
des plastischen Inkrementes ®,,; in (3.24) redundant ist, weil kein plastisches Flielen
auftritt. Damit verschwindet der zweite Term der rechten Seite von (GPA-lin-d) und

somit auch der vierstufige Tensor A in (GPA-lin-c). Im elastischen Bereich wird also nur
dieses reduzierte Problem gelost.

3.4. Zeit-Raum-diskrete-Formulierung

Nach der zeitlichen Diskretisierung in Abschnitt 3.1.2 beziehungsweise 3.2.1 werden die
Probleme (RMA-lin-a)-(RMA-lin-c) und (GPA-lin-a)-(GPA-lin-d), die durch Anwendung
des RMA beziehungsweise des GPA erhalten wurden, nun auch raumlich diskretisiert. Dies
geschieht in dieser Arbeit mit der populidren Finiten-Elemente-Methode (FEM). Ers-
te Beschreibungen der Finiten-Elemente-Methode finden sich in der Arbeit von Schellbach
[113] aus dem Jahre 1851. Inzwischen ist die FEM sowohl in der Forschung als auch in
industriellen Anwendungen weit verbreitet und stellt heutzutage ein Standardwerkzeug
zur Losung verschiedenster partieller Differentialgleichungen dar. Diese partiellen Diffe-
rentialgleichungen kénnen Probleme der Strémungs- und Strukturmechanik, der Akustik,
der Geophysik und weitere natur- und ingenieurwissenschaftliche Phénomene beschrei-
ben. Neben Mathematikern haben sich jeher auch Ingenieure mit der Finiten-Elemente-
Methode auseinandergesetzt. Einige grundlegende Arbeiten zur FEM aus Ingenieurssicht
sind die Arbeiten von Hughes [65] und Zienkiewicz [139] und aus mathematischer Sicht
die Arbeiten von Braess [14], Ciarlet [18], Courant [22], Schwarz [116] und Szabé & Ba-
buska [125]. Die Idee und die wesentlichen Schritte des Finite-Elemente-Verfahrens sind
in den Biichern von Braess [14] und Ciarlet [18] gut dargestellt. Im Folgenden werden die
wichtigsten Aspekte der FEM beschrieben.

Sei .7 eine regulire Triangulierung von # = % J 0% in N" € N nicht-iiberlappende
Elemente {T;}Y", wobei h > 0 die charakteristische Gitterweite ist. Auf dieser Triangulie-
rung .7 des Gebiets # wird ein endlich-dimensionaler Finite-Elemente-Raum aufgesetzt.
Sei dazu P,,(7;) der Raum der Polynome vom Grad m iiber T fiir alle i = 1,..., N*.
Zur Vereinfachung der Notation sei ¥ = (H}(%,.7))° gesetzt, wobei HE(%,.7) der Teil-
raum des Sobolev-Raums H!(%,.7) ist, mit der Eigenschaft, dass alle Funktionen auf
dem Dirichlet-Rand von & verschwinden [14][18][111]. Damit wird der folgende lineare
Finite- Elemente- Raum eingefiihrt

W= V" eV : Vip € Pu(T)), VT € T, Vi, =0}, (3.41)

wobei die Notation (P,,(T}))* bedeutet, dass jede Komponente der vektorwertigen Funk-
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tion VTT, die Restriktion von f/h auf das Element T;, ein Polynom vom Grad m ist. Im
Folgenden ist m entweder 1 oder 2. Der Raum ¥ wird durch die Lagrange-Basis-
funktionen {@?}), mit M = dim(¥;}!) aufgespannt [65][139], das heifit solchen Basis-
funktionen, die durch Lagrange-Polynome gegeben sind. Mithilfe dieser Basisfunktionen
konnen die Approximationen der Testgeschwindigkeiten V' und des Inkrementes h,, j; zu
jedem Zeitpunkt ¢, und in jedem Newton-Iterationsschritt k& geschrieben werden als

M M
V=S T k=S et e A (3.42)
q=1 q=1

Dariiber hinaus wird die Approximation von x,; € H wie in (3.26) durchgefiihrt. Zu
jedem Zeitpunkt ¢, ist die Folge {x , }ren in der Menge H" C H enthalten, welche durch

HY = {heH + XD omy = Xim) (3.43)

definiert ist, wobei x? die Approximation der Randbedingung 1, zum Zeitpunkt ¢, re-
prasentiert und £ den Index fiir die Newton-Iteration beziiglich der Bewegungsvariablen
darstellt.

Die approximierte Bewegung Xz,k_p welche benutzt wird, um die rechte Seite von (3.26)
zu bestimmen, wird geschrieben als

XZ,;H =yr+ hZ,kq (3.44)

mit hY € Y and y o = Xp,-
Unter Beriicksichtigung der obigen Definitionen lautet schliefilich die Finite-Elemente-
Version des linearisierten Problems (RMA-lin-a)-(RMA-lin-c), welches aus der Anwen-
dung des RMA hervorgegangen ist:

Finde bl € ¥}, so dass fir allen > 1 und k > 1,

(bl 9) = g(®"), Yg=1,....,M. (RMA-zrd)

Analog dazu lautet die Finite-Elemente-Version des linearisierten Problems (GPA-lin-a)—
(GPA-lin-d), welches aus der Anwendung des GPA hervorgegangen ist:

Finde bl € V!, so dass fir allen > 1 und k > 1,

E(hfuk, ) =7g(p?), VYg=1,...,M. (GPA-zrd)

Die Integrale, die in den Definitionen von ¢( -, -), ¢(-, -), g(-) und g( - ) auftreten, wer-
den durch numerische Quadratur approximiert [18][65]. In dieser Arbeit werden Gaujs-
Quadraturregeln verwendet.
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In diesem Kapitel werden zunéchst die Plastizitétsalgorithmen RMA und GPA anhand
von klassischen Benchmark-Problemen verglichen. In Abschnitt 4.1 wird gezeigt, dass mit
beiden Algorithmen Ergebnisse erzielt werden, die in guter Ubereinstimmung mit experi-
mentellen Ergebnissen sind. Des Weiteren wird in Abschnitt 4.2 der effiziente Einsatz des
geometrischen Mehrgitterlosers in massiv-parallelen Rechnungen aufgezeigt. SchliefSlich
werden in Abschnitt 4.3 zwei numerische Tests préasentiert, die in ihrer Komplexitidt und
aufgrund der anspruchsvolleren Geometrie den Anforderungen einer industriellen Anwen-
dung gerecht werden.

4.1. Validierung der Plastizitiatsalgorithmen anhand von
klassischen Benchmark-Problemen

Ziel dieses Abschnittes ist die Validierung des Return-Mapping-Algorithmus’ aus Ab-
schnitt 3.1 und des Verallgemeinerten Plastizititsalgorithmus’ aus Abschnitt 3.2 anhand
einiger numerischer Tests aus der Literatur. Es wird zunéchst gezeigt, dass fiir klassische
elasto-plastische Modelle, das heifit Probleme vom Typ Py, beide Algorithmen einerseits
die gleichen Ergebnisse liefern und andererseits experimentelle Testergebnisse reproduziert
werden kénnen.

4.1.1. Schub-Kompressionstest

Als erstes Benchmark-Problem wird ein Schub-Kompressionstest des Einheitswiirfels be-
trachtet, der von Neff und Wieners eingefithrt wurde [91]. Dieser Test dient der Evaluie-
rung der Implementierung des GPA und zum Vergleich der Ergebnisse mit denen, die mit
dem RMA erhalten wurden. In dem Schub-Kompressionstest wird das klassische von Mi-
ses Jo-Plastizitdtsmodell fiir grofie Deformationen (Pya)—(IP1g) mit der Neo-Hooke Energie
(3.1) verwendet. Zudem wird die Annahme von rein volumetrischem plastischen Flieflen
(3.2) getroffen.

Der Einheitswiirfel besteht aus einem Material, fiir das angenommen wird, dass es sich per-
fekt plastisch verhélt, das heifit es wird keine Verhédrtung in den elasto-plastischen konsti-
tuierenden Gleichungen des Materials beriicksichtigt. Dies bedeutet, dass das Verhéartungs-
potential 9 unabhéngig von « und die Fliefunktion f, unabhéngig von ¢ ist. Konsequen-
terweise unterscheiden sich die Energiedichten 1&,4 und W, additiv durch eine Konstante,
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Neo-Hooke Energie:
oW,
= 2F 2 F,
K ac.

A p—

We(C) = Us(Je) + Wi(Co),

von Mises-Flie3funktion:

fo(1) = dev(m)]| — /2,

Flief3regel:
B, = — 2, (x)tr(B,C)F 'nF~".

Abbildung 4.1.: Von Mises Jo-Plastizitdtsmodell mit einer Neo-Hooke FEnergie ohne
Verhédrtung [122]

siehe (2.31), und die kraft-dhnliche Variable ¢, die in (2.33b) definiert wurde, verschwin-
det identisch. Deshalb ist das Modell vollstdndig durch die Verzerrungsenergiedichte, die

in (3.1) gegeben ist, und die FlieBfunktion f.(7,) = ||dev(7,)]| — \/gTy beschrieben. Au-
Berdem liefert die Gleichung (3.12)

Y wenn fial s
Yot = { Sutx(gbia)’ " ’ (4.2)
0, wenn final <,

weil ¢ = —K (a) = 0 fiir perfekte Plastizitéit gilt. Die Materialgleichungen sind in Abbil-
dung 4.1 noch einmal zusammengefasst.

Ublicherweise erschwert die Betrachtung von perfekt plastischem Materialverhalten die
numerische Analyse, weil die Bewegungsabbildung in Modellen mit Verhartung glatter ist
[71]. Die Elliptizitdt des Problems geht bei perfekt plastischem Materialverhalten verloren
[56]. Allerdings sollte ein robuster Loser auch in der Lage sein, ein Problem der perfekten
Plastizitét zu losen.

In einem orthonormalen kartesischen Koordinatensystem werden die Dirichlet-Randbe-
dingungen des Schub-Kompressionstests wie folgt geschrieben:
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Fiir alle t € Z = [0, T gilt,

t t
Xll)<X7t):X1+03f7 X%(X,t)IX2—03?7 X%(th)zxgv auf [X1717X3]7
(4.3a)

(4.3b)

mit [X1, 1, X3] = [0,1] x {1} x [0,1], [X1,0,X3] = [0,1] x {0} x [0,1]. Die Bedingun-
gen (4.3) beschreiben einen Wiirfel, der an der unteren Fliche, X? = 0, eingespannt ist,
und auf den an der oberen Fliche, X2 = 1, eine Deformation in Schub- und Kompressi-
onsrichtung bis zu 30% erfolgt.

Die Materialparameter, die in diesem Test verwendet werden, sind in Tabelle 4.1 aufge-
listet (auch wenn keine Verhértung in diesem Beispiel betrachtet wird, sind auch solche
Materialparameter dort aufgelistet, die die Verhirtung charakterisieren, das heiffit H.,
H und w, weil diese Parameter in spiteren Benchmark-Beispielen benutzt werden). Sie
entsprechen der Charakteristik von Stahl.

Kompressionsmodul K 164206.00 N/mm?
Schubmodul ,u 80193.80 N/mm?
FlieBspannung 7,  450.00N/mm?
Sattigungsspannung H, 715.00 N/mm?
lineares Verhirtungsmodul H  129.24 N/mm?
Verhéartungsexponent w 16.93

Tabelle 4.1.: Materialparameter fiir Stahl

Um zu iiberpriifen, ob der GPA gleiche Resultate liefert wie der klassische RMA, wird der
maximale Eigenwert des Kirchhoffschen Spannungstensors 7, am Mittelpunkt des Ein-
heitswiirfels berechnet, sieche Abbildung 4.2. Man sieht, dass der RMA und der GPA auf
gleiche Ergebnisse fithren. Abbildung 4.3 zeigt die Deformation des Wiirfels im Schub-
Kompressionstest zum Zeitpunkt ¢t = T = 300 s. Auflerdem sind in Tabelle 4.2 die ge-
rechneten Werte der Invarianten des Mandelschen Spannungstensors ¥ fiir verschiedene
Deformationen zusammengefasst, um eine Vergleichsméoglichkeit zu den Modellen und nu-
merischen Ergebnissen aus der Arbeit von Neff und Wieners [91] herzustellen. Dabei ist
zu erkennen, dass die Invarianten des Neo-Hooke Modells, das in dieser Arbeit betrach-
tet wird, in einem vergleichbaren Wertebereich wie die Invarianten der Modelle aus [91]
liegen. Die Abweichung der Invarianten des Neo-Hooke Modells zu den Werten von Neff
und Wieners ist dhnlich grofi wie die Unterschiede der Invarianten der Modelle in [91]
zueinander.

Struktureller Aufbau Auch wenn GPA und RMA fiir klassische Modelle, siehe (Pja)-

(P1g), gleiche Ergebnisse liefern, ist es wichtig, die strukturellen Unterschiede der beiden
Methoden in einem Zeitschritt [t,_1,t,] C Z herauszustellen.
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Abbildung 4.2.: Maximaler Eigenwert von 7, [in N/mm?] am Punkt
X = (0.5,0.5,0.5) {iber den zeitlichen Verlauf ¢ [in
s] unter Anwendung des RMA (griin) und des GPA
(blau) mit 7" = 300 s.

0 |||||0|'2|| I I0|':I3II ID”'T“
0 0.435

Abbildung 4.3.: Deformation des Einheitswiirfels in einem Schub-
Kompressionstest zum Zeitpunkt ¢ = 7" = 300 s.
Farbig ist die euklidische Norm des Verschiebungs-
vektors dargestellt. Zur Visualisierung wurde die
Software ParaView verwendet [59)].
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| M1(10%) M1(30%) M2(10%) M2(30%) M4(10%) M4(30%)
I(Z) | -9.485¢702  -9.977e+02  -9.251¢702 -9.190e+%? -9.218¢*02 -9.141¢+0?

LL(Z) | 1.984e™%  2.257¢t0  1.840et%  1.803e™%  1.826e™  1.786e™
L(2) | -1.161e™7  -1.473¢™07  -1.013e™7  -9.936e1%® -1.002eT7  -9.944¢T7%

| M2(0.1%) M3(0.1%) M4(0.1%) M5(0.1%) M4(0.1%)

L(X) | -2.557et02  -2.550et02 -2.560et0? -2.563e*92 -2.560et02
L(2) | -2.205¢™  -2.253eT03  -2.207¢™%®  -2.210e"% -2.213¢19
I(2) | 3.228¢™  3.201e™  3.232¢T0*  3.235et0  3.232¢104

Tabelle 4.2.: Vergleich der Invarianten des Mandelschen Spannungstensors zu den
Zeitpunkten ¢ = 7/300, t = T'/3 und ¢t = T'. Dies entspricht einer
Deformation des Wiirfels um 0.1%, 10% beziehungsweise 30%. Die
Modelle M1, M2, M3, M4, M5 sind in [91] erldutert. In der vorliegen-
den Arbeit wurden die Rechnungen mit einer modifizierten Version
des Modells M4 durchgefiihrt, welches im Folgenden mit M4 bezeich-
net wird. Die Ergebnisse aus [91] dienen als Vergleichsreferenz. M4
kombiniert das Energiepotential von Modell M4 [91] mit der FlieBre-
gel (3.2). Die Deformation zum Zeitpunkt ¢ = 7'/300 dient als Check
fiir die nichtlineare Elastizitét, weil bei diesem Deformationszustand
noch keine plastischen Verzerrungen auftreten.

RMA: Sei P, = P(Xnqun) die Spannungsantwort, die dadurch erhalten wurde, dass
B,,, zunichst nach der zeitdiskreten FlieBregel (3.17) berechnet wurde und das Resultat
in den konstituierenden Ausdruck von P (Pja) eingesetzt wurde. Wie bereits in Ab-
schnitt 3.1.2 erwéhnt, ist das Funktional P’(x,, V) nichtlinear in x,. Deshalb muss ein
iteratives Verfahren angewendet werden, welches yx,, an jedem Zeitschritt bestimmt. Sei
dann X,k = Xnk—1 +Pnk, £ > 1, die Bewegungsabbildung in der k-ten Newton-Iteration,

wobei das Inkrement h,, ;, die linearisierte Gleichung

Pl(Xn,kfla V) + DXP/(Xn,kA,V)[hn,k] =0 (4.4)

16st. In den Rechnungen, die in dieser Arbeit durchgefiihrt werden, wird die Gateaux-
Ableitung D, P’'(xn -1,V )[hnx] numerisch approximiert. Mit dieser Notation kann die
Funktionsweise des RMA in Algorithmus 1 skizziert werden.

GPA: Die Funktionalitédt des GPA wird in Algorithmus 2 beschrieben, wobei die Notation
Pn,k—l,l—l = P(Xn,k—laBpn,l—la V), gn,k—l,l—l = g(Xn,k—la Bpn,l—l)v (4.5&)

OP oG
En,,:—n,,Bn,, Yn,,:—n,,Bn,, 4.5b
K—1,1-1 8BP(X k—1, Ppn,l 1) k—1,1-1 8Bp(x k=1, Dpn,l 1) ( )

benutzt wird. Wie in Abschnitt 3.2 beschrieben, trégt der Index [ in jedem Zeitschritt
den Iterationen zur Linearisierung der Gleichungen beziiglich B,,, Rechnung. In der [-ten
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Iteration wird B, ; so berechnet wie in (3.20) gezeigt und das plastische Inkrement ®,,
wird durch (3.24) bestimmt. Um den Linearisierungsfehler, der durch dieses Vorgehen
eingefithrt wird, zu kontrollieren, ist der Check in Zeile 17 des Algorithmus’ 2 notwendig.
Wie fiir den RMA, wird die Gateaux-Ableitung in Zeile 25 des Algorithmus’ 2 durch die
Berechnung der numerischen Ableitung des Defekts aus Zeile 9 approximiert.

Algorithmus 1 Losen der elasto- Algorithmus 2 Losen der elasto-plastischen
plastischen Gleichungen mittels des  Gleichungen mittels des GPA

RMA 1: if X € 8%p then
1: if X € 8%p then 2: Fpno=TXpn;
2: Fn0=TXbn; 3: else
3: else 451: Frn0=F(xn-1(X));
4: Fu0=F(xn-1(X)); . end if
5: end if 6: 1=1; Byno = By(n-1);
6: k=1, T k=1,
7 8: )
8: (P k—1,Bon) = RMA(F, k-1, By(n—1)); 9: rpk—1,1-1 = —Pnk-1,-1+ [ 9Grad(V) : B p—1,1—1 :
9: ~ 10 Ynk—1,0-1)"" 1 Gnk—1,0-1
10: rppe1:=-P , =~ [, Pnr_1:9Grad(V); :
11: ' k=1 sz ' 11: if ||Tn,k71,lfl|| < er then
12: if ||rp k1| < e then 12:
13: (Fr,Bon) = (Fp jo—1, Bon); 13: berechne ®,, ;:
14: else ’ 14: @, =—Yoh-11-1)" :Gnro1,-1;
15: bestimme h,, ;, durch: %g Byn,i = Bon,i-1+ ®ni;
16: Dy P! hp k]l =Tnk_1; .
3 xPr -1 lhn k] = o k-1 17 i ||(Fnr1,Bp, )| <es, then
18: Frni=Fpnr-1+DxFni—1lhnkl; 18: (Fn, Bon) = (Fp,k—1,Bpn,1);
19: k=k+1; 19: else
20: gehe zu §; 20: l=1+4+1;
21: end if 21: gehe zu 9;
22: end if
23: else
24: bestimme h,, ;, durch:
25: Dyrnk—1,1-1[hn k] = —Tnr—1,1-1-
26:

27: Fn,k = Fn,kfl + DXFn,kfl[hn,k];
28: k=k+1;

29: gehe zu 9;

30: end if

Losungsverfahren fiir RMA und GPA Sowohl im RMA als auch im GPA entstehen
letztendlich nichtlineare Gleichungen in y,, siche (RMA-zd-c) beziehungsweise (3.25),
welche durch ein Newton-Verfahren gelost werden. Im RMA gelangt man zu dieser nicht-
linearen Gleichung, indem an jedem Integrationspunkt das Pradiktor-Korrektor-Verfahren
aus Abschnitt 3.1.1 durchgefithrt wird und die damit erhaltene Spannungsantwort in die
Impulserhaltungsgleichung eingesetzt wird. Beim GPA hingegen entsteht die nichtlinea-
re Gleichung in y,, durch die Linearisierung der zeitdiskreten Impulserhaltungsgleichung
(GPA-zd-a) und der zeitdiskreten Fliefiregel (GPA-zd-b) beziiglich des plastischen Defor-
mationstensors B, plus der anschlieenden Elimination des plastischen Inkrementes. Fiir
beide Verfahren ist es nun notwendig diese nichtlinearen Gleichung noch beziiglich x,, zu
l16sen. Durch die Anwendung eines Newton-Verfahrens wird dazu entlang von linearisierten
Teilproblemen iteriert bis eine vorgegebene Fehler-Toleranz beziiglich der Linearisierung
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erreicht ist. Die linearen Teilprobleme werden darin durch geometrisches Mehrgitterver-
fahren [14][52][134] gelost, welches durch ein Bi-CGSTAB-Verfahren [130] beschleunigt
wird. Ein GauB-Seidel-Verfahren dient als Glitter im geometrischen Mehrgitter und der
Grobgitterloser ist durch eine LU-Zerlegung gegeben. Das Buch von Hackbusch [53] lie-
fert wie das Buch von Saad [110] einen guten Uberblick iiber géingige iterative Loser von
grofien Gleichungssystemen. In [110] wird zudem das Bi-CGSTAB-Verfahren von Van der
Vorst [130] erldutert.

Aufgrund der hohen Nichtlinearitdt der betrachteten Probleme wird die Belastung, die
mit dem Dirichlet-Rand verbunden ist, inkrementell aufgebracht [13], das heifit die totale
Belastung, die in der Problembeschreibung auf den Dirichlet-Rand wirken soll, wird in
kleine Teillasten unterteilt, die in jedem inkrementellen Schritt aufgebracht werden. Bei-
spielsweise beschreibt in der Dirichlet-Randbedingung des Schub-Kompressionstests (4.3)
T die Anzahl der inkrementellen Schritte und ¢ den Parameter, der schrittweise inkremen-
tiert wird. Diese Aufteilung der totalen Randbelastung fiithrt auf bessere Startwerte fiir
die Newton-Methode in jedem inkrementellen Schritt.

Zusétzlich zu dem inkrementellen Ansatz wird eine Linesearch-Methode angewendet, um
die globale Konvergenz der nichtlinearen Iterationen sicherzustellen [92].

‘ Level 1 Level 2 Level 3 Level 4

RMA 0.010 0.111 0.950 9.042
GPA 0.040 0.429 3.281 33.172

Tabelle 4.3.: Rechenzeit (in CPU-h), die durch den Return-Mapping-
Algorithmus (RMA) beziehungsweise den Verallgemei-
nerten Plastizitdtsalgorithmus (GPA) in dem Schub-
Kompressionstest benotigt wird.

ProblemgrioBe und Rechenaufwand Sogar fiir den einfachen Fall des Einheitswiirfels,
ist eine gute Gitterauflésung notwendig, um verléssliche Ergebnisse zu erzielen [91]. Zu
diesem Zweck werden 32768 trilineare Hexaeder-Elemente verwendet, die dazu fiihren,
dass 262144 nichtlineare Probleme in R7 fiir die Auswertung des Defektes und der Be-
rechnung der konsistenten Tangente an den Integrationspunkten gelost werden miissen.
Der Raum R” setzt sich hier aus den sechs unabhéingigen Komponenten von B, und dem
Lagrange-Multiplikator 7, zusammen. Diese werden an den Integrationspunkten eines je-
den Elementes berechnet. Mit einer 8-Punkt-Gaufl-Quadraturregel ergeben sich somit fiir
32768 Hexaeder-Elemente 262144 nichtlineare Probleme, die zu 16sen sind. Mit ‘Level 4’
wird das feinste Gitter mit 32768 Hexaeder-Elementen bezeichnet, welches durch ein drei-
faches, uniformes Verfeinern des grobsten Gitters, ‘Level 1’, mit 64 Hexaeder-Elementen
entstanden ist. Das nichtlineare variationelle Problem in y, umfasst somit 107811 Unbe-
kannte fiir die drei Komponenten der Bewegung.

Fiir den GPA muss zusétzlicher Aufwand aufgebracht werden, um die Inkremente ®,,,
zu berechnen, was eine Inversion eines vierstufigen Tensors an jedem Integrationspunkt
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erfordert, siehe (3.24). Zudem muss der Linearisierungsfehler beziiglich der FlieBregel,
Zeile 17 in Algorithmus 2, kontrolliert werden. Deshalb benotigt der Verallgemeinerte
Plastizitdtsalgorithmus mehr Rechenzeit als der klassische RMA (siche Tabelle 4.3). An-
dererseits kann dieser Zuwachs der Rechenzeit als Maf fiir die ‘Bedeutung’ der verein-
fachenden Modellannahmen (3.1) und (3.2) angesehen werden. Es sei bemerkt, dass fiir
das von Mises J,-Plastizitdtsmodell, das in Problem P; prisentiert wurde, lediglich ein
Iterationsschritt in [, siehe Algorithmus 2, notwendig ist, um die vorgeschriebene Toleranz
von g, = 1.0e"% in den Rechnungen dieser Arbeit zu erreichen.

4.1.2. Necking-Problem

Ein weiteres gut dokumentiertes Testbeispiel stellt das sogenannte Necking-Problem dar.
Es beschreibt das Einschniirverhalten eines Zylinders in einem elasto-plastischen Zug-
test [89][91][94][121][122]. In der Praxis dient der Zugversuch der Ermittlung des Werk-
stoffverhaltens bei einachsiger, gleichméfiiger und iiber den Querschnitt des Zylinders
gleichméBig verteilter Zugbeanspruchung. Dazu wird ein Testkorper gleichméfig und stof3-
frei bis zum Bruch gedehnt. Wenn die aufgebrachte Kraft, die Verlangerung und der
Querschnitt des Testkorpers gemessen und aufgezeichnet werden, erhdlt man daraus ein
Spannungs-Dehnungs-Diagramm, ein o-e-Diagramm, das auch das Einschniirverhalten des
Testkorpers nach dem Erreichen der sogenannten Zugfestigkeit R,, [117] beriicksichtigt,
siche Abbildung 4.4. Unter der Zugfestigkeit wird der maximale Spannungswert des o-
e-Diagramms verstanden. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Bruchmechanik aufler Acht
gelassen.

v

€

Abbildung 4.4.: Beispiel eines o-e-Diagramms inklusive Zugfestigkeit R, und
Bruch. Bis zu der Flielspannung o, wird in diesem Beispiel li-
near elastisches Materialverhalten angenommen. Danach setzt
plastisches Fliefen ein. Sobald die Zugfestigkeit R, erreicht
wird, kommt es zur Einschniirung des Testkorpers (englisch:
‘necking’) bis hin zum Bruch. Diese Abbildung dient aus-
schliellich zur Ilustration des Einschniirverhaltens. Die nu-
merischen Tests dieses Abschnittes werden mit einem komple-
xeren Materialmodell, siche Abbildung 4.5, durchgefiihrt.

Der Testkorper des Necking-Problems, welches unter Anderem in [89][91][121][122] be-
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schrieben wird, ist ein Zylinder aus Stahl. Die Zylinder-Geometrie hat eine Anfangslénge
von Ly = 26.667 mm und einen anfinglichen Radius von Ry = 6.413 mm. In Zylinder-
Koordinaten X = (R, 0, Z), wobei R die radiale Koordinate, © der Winkel und Z die
Symmetrieachse beziehungsweise die axiale Koordinate sind, kann die Originalgeome-
trie (die initiale Konfiguration) des Testkorpers durch R € [0, Ry}, © € [0,27), Z €
[—Lo/2, Ly/2] beschrieben werden. Der Necking-Test wird durchgefiihrt, indem eine axia-
le Verschiebung bis zu

Xo (X t) — Lo/2 = 7.0 mm, (4.6)
Xo (X, t) + Lo/2 = —7.0 mm (4.7)

(was einer Ausdehnung um 26% der originalen Lénge des Testkorpers entspricht) fiir
alle X, € [0, Ro] x [0,27) x {Lo/2} und X; € [0, Ro] x [0,27m) x {—Lo/2} aufgebracht
wird. Diese beiden Punktmengen definieren den Dirichlet-Rand an den beiden Enden des
zylindrischen Testkorpers. Die totale Belastung wird dabei durch mehrere inkrementelle
Belastungsschritte erreicht, das heift (4.6) wird durch x§(X,,t)—Lo/2 = 7.0% mm ersetzt,
wobei T' = 280 s gew&hlt wird und ¢ € [0, 7] gilt. Analoges gilt fiir (4.7).

Neo-Hooke Energie:

-
Ty = 2Fea_c,eFe )
m(oe> = Un(b’e) +m(6e)7
Un(Je) = %K {%(JGQ - 1) - 1n<Je>} ’
Wi(C.) = 3 {tr(n™'C) — 3},

von Mises-Flie3funktion:

fo(Terd) = dev(m) | + /2 g — 7],

Verhirtungsfunktion:
q=—-K(a)=—[Ha+ (He —7y) (1 — exp(-wa))],

Flie3- und Verhirtungsregel:
B, = —2%:(X)te(B,C)F 'nF ",

& = \/g (x)-

Abbildung 4.5.: Von Mises Jy-Plastizitdtsmodell mit einer Neo-Hooke Energie und nicht-
linearer isotroper Verhédrtung [122].

Aufgrund der Symmetrie des Zylinders konnen die Berechnungen unter geeigneten Sym-
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metrierandbedingungen auf einem Achtel der Originalgeometrie durchgefiihrt werden. Das
Rechengitter wird allerdings in der Region, in der das Einschniirverhalten auftritt, starker
verfeinert als im Rest des Testkorpers, sieche Abbildung (4.6a). Das grobste Gitterlevel,
Level 1, besteht somit aus 120 Hexaeder-Elementen. Die feineren Gitterlevel werden durch
regulére Verfeinerung des groben Gitters erzeugt. Zum Beispiel entspricht damit Level 2
dem Gitter, welches in [121] vorgestellt wurde.

(a) Urspriingliche Zylinder-Geometrie, ¢t = 0 s.

ﬁ 2 IIIIIIIITIIIIIlllé-
LLLI

0.0185 7

(b) Deformationszustand zum Zeitpunkt ¢ = 280 s. Farbig ist die
euklidische Norm des Verschiebungsvektors in mm dargestellt.

Abbildung 4.6.: Deformation des Zylinders (g der Originalgeometrie) in einem
Zugtest mit xi(X,t) + Lo/2 = —=7.0% mm, X; € [0, Ry x
[0,27) x {—Lo/2}, T = 280 s. Die Zug-Randbedingung wirkt
in dieser Abbildung auf der hinteren Viertelkreisflache.

Wie der Schub-Kompressionstest wird auch der Necking-Test unter den vereinfachen-
den Modellannahmen aus Abschnitt 3.1 durchgefiihrt. Die klassische Problemformulie-
rung Py der von Mises Jp-Plastizitét fir grofie Deformationen (Pya)—(P;g) wird durch
die Neo-Hooke Energie (3.1) komplettiert. Das Materialmodell ist in der Abbildung 4.5
zusammengefasst. Es werden in diesem Test die gleichen Materialparameter wie im Schub-
Kompressionstest gewihlt, siche Tabelle 4.1. Wie in [122] wird hier allerdings ein nicht-
lineares, exponentielles Verhartungsgesetz gewahlt. Im Speziellen ist das Verhédrtungspo-
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tential durch

(o) = 1Ha? + (floo — 1) — (He — 7)1 [1 — exp(~wa)], (4.92)
1= ~K(0) = ~2%(0) = ~ [Ho+ (Ha — 1) (1 —exp(~wa))],  (4.9b)

gegeben. Daher ist es notwendig, ein lokales Newton-Verfahren zur Bestimmung des plasti-
schen Multiplikators 7,, in (3.12) in jeder globalen Newton-Iteration fiir ,, durchzufiihren
[122]. Weil allerdings 7., aufgrund von F;, als ein Funktional von x,, gesehen werden kann,
siehe (3.12), und um den Rechenaufwand zu reduzieren, wird ., in jedem lokalen Newton-
Schritt explizit beziiglich y,, berechnet.

Um Ergebnisse zu erzielen, die in guter Ubereinstimmung mit denen aus [122] sind,
ist ein feines Rechengitter mit 61440 Hexaeder-Elementen nétig. Solch ein feines Git-
ter ist notwendig, um das physikalische Verhalten und die geometrische Verédnderung des
Testkorpers addquat zu approximieren, siehe Abbildungen 4.6a, 4.6b und 4.7a. Ein Grund
fiir die Notwendigkeit einer solchen Verfeinerung ist die Tatsache, dass volumetrische
Locking-Effekte vermieden werden miissen, welche als Konsequenz der Annahme von
isochorem plastischen Flieen (2.15) auftreten kénnen. Der Begrift des Lockings wird
im Ingenieurbereich oft verwendet, wenn Finite-Elemente-Rechnungen wesentlich kleine-
re Verschiebungen liefern als die wahren [14].

Ein weiterer géngiger Ansatz, um volumetrisches Locking-Verhalten zu eliminieren, ist die
Ordnung des Polynomraums im Finite-Elemente-Raum zu erh6hen anstatt die Gitterwei-
te zu verkleinern [27][58]. Abbildung 4.8b zeigt, dass die experimentellen Daten mit einer
guten Genauigkeit bereits auf Gitterlevel 2 approximiert werden kénnen, sofern quadra-
tische Finite-Elemente-Ansatzfunktionen verwendet werden, das heifft, wenn m = 2 in
(3.41) gesetzt wird.

Konvergenz In Tabelle 4.4 sind punktweise Anderungen in den Komponenten des Ver-
schiebungsvektors und der normalen Komponente des Cauchyschen Spannungstensors
o = J'PFT" unter uniformer Gitterverfeinerung abgebildet. Obwohl fast 200000 Frei-
heitsgrade auf Level 4 verteilt sind, ist die Region, in der die plastische Evolution statt-
findet, noch nicht korrekt erfasst, siehe Tabelle 4.4. Dies ist daran zu erkennen, dass
die Anzahl der plastischen Integrationspunkte, das heifit derjenigen Integrationspunkte,
an denen eine plastische Evolution stattfindet, nicht mit dem gleichen Faktor steigt wie
die Anzahl der Elemente unter Gitterverfeinerung. Bei einer Wahl einer 8-Punkt-Gauf3-
Quadratur fiir Hexaeder-Elemente ist dies ein Indikator dafiir, ob die plastische Region
korrekt erfasst wird. Trotzdem kann fiir die Beispielpunkte lineare Konvergenz in den
Verschiebungen und in den Normalspannungen beobachtet werden.

Tabelle 4.5 zeigt, dass die nichtlinearen Konvergenzraten des RMA und des GPA ver-
gleichbar sind. Fiir beide Algorithmen ist allerdings eine Linesearch-Methode evident, um
in den ersten nichtlinearen Iterationsschritten Konvergenz zu erreichen.

Einfluss einer geometrischen Imperfektion In vielen numerischen Studien des Necking-
Problems wird eine geometrische Imperfektion eingefiihrt. Dies geschieht dadurch, dass die
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(b) Resultate fiir Tests mit einer initialen geometrischen Imperfektion

Abbildung 4.7.: Vergleich der numerischen Ergebnisse fiir den Necking-Test,
die mit dem GPA berechnet sind, mit experimentellen Daten
aus [94]. Die Experimente 2499R (21°C) und 2501R (71°C)
unterscheiden sich dabei in der Temperatur der Probekorper.
Geplottet ist die Anderung der Schnittfliche, wo das Necking
auftritt, gegen die Ausdehnung des Zylinders in mm.
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(b) Rechnung mit quadratischen Finite-Elemente-Ansatzfunktionen

Abbildung 4.8.: Vergleich der numerischen Ergebnisse fiir den Necking-Test
mit experimentellen Daten aus [94]. Die Experimente 2499R
(21°C) und 2501R (71°C) unterscheiden sich dabei in der
Temperatur der Probekérper. Geplottet ist die Anderung der
Schnittfliche, wo das Necking auftritt, gegen die Ausdehnung
des Zylinders in mm.
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kreisformige Schnittfliche der Mittelachse des undeformierten Testkorpers durch den re-
duzierten Radius r{]ed = cro mit 0 < ¢ < 1 charakterisiert ist. Im Folgenden wird ¢ = 0.982
gesetzt [114][121]. Der reduzierte Radius unterstiitzt den Beginn des Einschniirprozesses.
Der Einfluss dieser Imperfektion auf den Einschniirprozess wird durch das Losen der
Modellgleichungen mit ¢ = 0.982 und dem anschlieBenden Vergleich der Ergebnisse mit
denen, die mit ¢ = 1 erhalten wurden, untersucht. Der Fall ¢ = 1 beschreibt hier den Fall,
dass keine geometrische Imperfektion vorliegt. Obwohl der initiale Radius nur um 1.8%
reduziert wurde, hat die Imperfektion eine signifikante Auswirkung auf die relative Ande-
rung des Radius’ in der Necking-Region. Fiir die Zylindergeometrie ohne geometrische
Imperfektion, das heifit fiir den Fall, in dem ¢ = 1 gesetzt wird und der initiale Radius
durch rqg = 6.413 mm gegeben ist, liefern die numerischen Testrechnungen eine relative
Reduktion von rg um 46.5%. Fiir die Falle, in denen eine initiale Imperfektion betrachtet
wird, reduziert sich r{* um 51.3%, siehe Abbildung 4.7b.

4.2. Loser-Performance auf massiv-parallelen Systemen

In diesem Abschnitt wird die Effizienz des geometrischen Mehrgitterverfahrens [107] in
massiv-parallelen Rechnungen fiir das Problem der linearen Elastizitdt untersucht. Dazu
wurde eine Skalierungsstudie auf dem Supercomputer Juqueen des Forschungszentrums
Jillich durchgefiihrt. Juqueen ist ein BlueGene/Q-System mit 28672 Rechenknoten a 16
Prozessorkernen mit 1.6 GHz und 16 GB Speicher.

Durch die Parallelisierung eines Problems erhofft man sich ein schnelleres Losen des Pro-
blems bei zunehmender Prozessorzahl. Um die Parallelisierung zu bewerten, wird der
Begrift der schwachen Skalierung eingefiihrt. Bei der schwachen Skalierung wird die
Problemgrdfie pro Prozessor konstant gehalten und dann betrachtet, wie die Zeit fiir den
Losungsprozess variiert. Dem gegeniiber steht die starke Skalierung, bei der die Ande-
rung der Loserzeit untersucht wird, wahrend die totale Problemgrdfie konstant gehalten
wird. In diesem Abschnitt wird die schwache Skalierung des geometrischen Mehrgitterver-
fahrens analysiert. Zur Untersuchung der schwachen Skalierbarkeit wird bei Erhohung der
Prozessorzahl das Rechengitter verfeinert, um die Problemgrofie zu erhchen. Dabei steigt
die Anzahl der Gitterelemente um den gleichen Faktor wie die Anzahl der Prozessoren. Im
Idealfall bleibt also die Rechenzeit fiir gréfler werdende Probleme unter einer steigenden
Anzahl von Prozessoren konstant.

Die Skalierbarkeit eines Systems wird mit einem Skalierungsfaktor, dem sogenannten
Speedup, angegeben.

Definition 4.1 (Speedup). Es sei ein Referenzproblem R mit der Problemgrifie G,
gewdhlt. Dieses wird auf N, Prozessoren in der Zeit T, gelost. Auflerdem sei ein Pro-
blem P der Problemgrifie G, betrachtet, welches auf N, Prozessoren in der Zeit T, geldst
wird. Hierbei gelte, dass N, > N, ist. Dann ist der Speedup der Parallelisierung unter
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Erhéhung der Prozessorzahl von N, auf N, als das Verhdltnis

T,
dr TTG

S(Ny, Np) = % = TG_p (4.10)
a Y

gegeben.

Der ideale Speedup Sigeqr(Vy-, N,) entspricht also dem Faktor, um den die Problemgrifie
des Referenzproblems R zu Problem P zunimmt.

Mithilfe des Speedups kann nun die Effizienz der Parallelisierung quantifiziert werden.

Definition 4.2 (Effizienz). Unter der Effizienz E wird der Quotient aus tatsichlichem
und idealem Speedup, das heifit

S(N,, Np)

E(N,,N,) 1= ——-1
( p) Sz’deal(Nra Np)

(4.11)

verstanden.

Diese Begriffe der Effizienz und des Speedups erlauben es nun, die Giite der Parallelisie-
rung des Assemblierungsprozesses und des geometrischen Mehrgitterlosers anhand einer
Testrechnung der linearen Elastizitdat in 3D zu quantifizieren.

Schub-Kompressionstest der linearen Elastizitdt Die Skalierungsstudie wird anhand
eines Schub-Kompressionstests, sieche Abschnitt 4.1.1, durchgefiihrt. Der Einheitswiirfel
dient als Rechengebiet fiir diesen Test. In einem orthonormalen kartesischen Koordina-
tensystem kénnen die Dirichlet-Randbedingungen des Schub-Kompressionstests wie folgt
geschrieben werden:

(X)) =X'4+03, FX)=X>-03, x(X)=X? auf[X'1,X°], (4.12a)

Xp(X) = X7, Xp(X) = X%, Xp(X) = X%, auf [X',0,X°],  (4.12D)
mit [X1, 1, X3] = [0,1] x {1} x [0,1], [X',0,X3] = [0,1] x {0} x [0,1]. Die Bedin-
gungen (4.12) beschreiben einen Wiirfel, der an der unteren Fliche, X? = 0, einge-
spannt ist, und auf den an der oberen Fliche, X? = 1, eine Deformation in Schub-

und Kompressionsrichtung bis zu 30% erfolgt. Im Vergleich zu (4.3) wurden hier die
Dirichlet-Randbedingungen zeitunabhéngig formuliert, das heifit die Schub-Kompressions-
Belastung wird direkt und nicht in mehreren inkrementellen Schritten aufgebracht.
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(a) Gitter nach dreimaliger Verfeinerung vor Be- (b) Deformierter Einheitswiirfel nach dem Schub-
ginn des Deformationstests. Kompressionstest. In Farbe ist die Verschie-

bung in Kompressionsrichtung abgebildet.

Abbildung 4.9.: Schub-Kompressionstest der linearen Elastizitét

Das Modell besteht aus den Gleichungen der linearen Elastizitét, siehe Abschnitt 1.4.2. Sei
dazu ¢ der symmetrische Cauchysche Spannungstensor und x die Bewegungsabbildung.
Es werden die Volumenkrafte f und die Flachenkréfte ¢ von vornherein auf Null gesetzt.
Dann lautet die Impulserhaltungsgleichung mit den Dirichlet-Randbedingungen (4.12)

—div(e) =0, in ¢, (4.13a)
Y(X) = (X)), VX e[Xh1, X ulX o, X?. (4.13b)
Der Cauchysche Spannungstensor sei dabei durch das Hooksche Gesetz fiir homogene,

isotrope Materialien bestimmt, das heifit mit dem linearisierten Verzerrungstensor € ergibt
sich folgender linearer Zusammenhang von Spannungen und Verzerrungen

0O = C €, d.h. 0ij = Cijki€kl, (414&)
1
€= §(grad(u) + (grad(u))?), (4.14b)

mit dem Elastizitédtstensor ¢ = M @ I + 2ul™, ¢, = A0ij0k + p(6ix051 + 046 jx) und den
Lamé Konstanten A und p. 6 steht hier fiir das Kronecker-d, siehe (1.4). Die Materialpa-
rameter werden in diesem Test wie folgt gewéhlt:

\ = 110743.82 &2
mim
N

mm?2’

= 80193.80

Zur Diskretisierung werden lineare Hexaeder-Elemente mit einer 8-Punkt-Gauf-Quadra-
turregel genutzt.

Als Loser wird das geometrische Mehrgitterverfahren mit einem V-Zyklus und 2 Vor-
und 2 Nachglattungsschritten mittels eines geddmpften Jacobi-Verfahrens gewihlt. Der
Déampfungsparameter wird auf 0.6 gesetzt. Als Grobgitterloser wird eine LU-Zerlegung
gewihlt. Die Iteration terminiert, sobald der Defekt die absolute Gréfie von 1.0e=% in der
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cuklidischen Norm unterschritten hat.

6

Zeit [s]
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1 8 64 512 4096 32768 262144

Abbildung 4.10.:

Anzahl von Prozessoren

Rechenzeit fiir die Matrixassemblierung (77,), fir den geome-
trischen Mehrgitterloser (7;) sowie fiir den Assemblierungs-
prozess und den Loser (T},4;) bei steigender Anzahl von Pro-
zessoren.

262144
32768
4096

512 -

Speedup (schwach)

Abbildung 4.11.:

T T T T T T T
1 8 64 512 4096 32768 262144
Anzahl von Prozessoren

Erzielter Speedup der Matrixassemblierung (S, ), des geome-
trischen Mehrgitterlosers (.5;) sowie des Assemblierungspro-
zesses und des Losers (S,4;) im Vergleich zum idealen Spee-
dup (Sigear) bei steigender Anzahl von Prozessoren.

Die Abbildungen 4.10 und 4.11 sowie die Tabelle 4.6 zeigen das exzellente Skalierungs-
verhalten der Assemblierung und des geometrischen Mehrgitterlosers fiir das Problem der
linearen Elastizitit. Es ist ersichtlich, dass die Assemblierung perfekt skaliert. Lediglich
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pe Level DoF's T, i Top Ean Sati Sideal

1 3 14’739 2.347 4.987 7.334 - - -

8 4 107'811 2.352 5.070 7.422 98.8 7.9 8

64 5 823’875 2.368 5.212 7.580 96.8 62.0 64

512 6 6'440°067 2.375 5.414 T7.789 94.2 482.3 512
4’096 7 507923779 2.400 5.502 7.902 92.8 3'801.1 4’096
32’768 8 405017091 2.371 5.711 8.082 90.7 29'720.6 32’768
262’144 9 3’230°671’875 2.391 5.816 8.207 89.4 234’356.7 262’144

Tabelle 4.6.: Lineare Elastizitdt in 3D auf Juqueen. 3-9 Verfeinerungen. pe: Pro-
zesse, Level: Verfeinerungsstufe, DoFs: Freiheitsgrade, T;: Zeit fiir die
Assemblierung, T;: Zeit fiir das Losen, Ty, Eqiq, Sary: Zeit, Effizienz
und Speedup fiir Assemblierung und Losen, S;4.q;: idealer Speedup. Die
Zeiten sind in Sekunden und die Effizienz in Prozent angegeben.

ein leichter Anstieg in der Zeit, die der Loser benttigt, ist zu erkennen. Fiir Details zu dem
geometrischen Mehrgitterverfahren sowie zu der Parallelisierungsbibliothek pcl (Parallel
Communication Layer) und dem Gittermanager sei auf [134] beziehungsweise [107] ver-
wiesen. Ahnliche Skalierungsergebnisse des geometrischen Mehrgitterlsers wurden auch
bereits fiir das Laplace-Problem erzielt, siehe [107].

4.3. Anwendungsbeispiele mit komplexer Geometrie

Dieser Abschnitt widmet sich numerischen Tests, bei denen eine komplexere, realitéits-
nahe Geometrie verwendet wird. Es wird ein Bauteil vorgestellt, das in einem Motor die
Verbindung der Kurbelwelle zu einem Kolben bildet, und ein weiteres, welches in Crash-
testsimulationen einer Vorderwagenstruktur in der Automobilindustrie von Bedeutung
ist. Die Materialmodelle fiir beide Bauteile konnen so formuliert werden, dass sie ein
Problem der Problemklasse P; beschreiben. Als plastischer Algorithmus kann somit das
Return-Mapping-Verfahren aus Abschnitt 3.1 angewendet werden.

4.3.1. Pleuelstange aus Gusseisen

Als erstes Beispiel wird das Deformationsverhalten einer Pleuelstange aus Gusseisen un-
tersucht. Gusseisen wird im Gegensatz zu beispielsweise Stahl als ein sprodes Material
charakterisiert [7]. Sprode Materialien zeichnen sich unter Anderem dadurch aus, dass sie
sehr geringe inelastische Deformationen hervorrufen. Oder anders ausgedriickt, es tritt
bei solchen Materialien schon bei relativ geringen Verzerrungswerten Versagen auf. Aus
diesem Grund wird fiir die Pleuelstange ein Modell der infinitesimalen Elasto-Plastizitét
angenommen, siche Abschnitt 2.6, so dass dieser Test zur Validierung der Implementierung
der infinitesimalen Modellformulierung dient. Materialversagen wird nicht beriicksichtigt.

Die gewéahlten Materialparameter, die das Verhalten von Gusseisen modellieren, sind in
Tabelle 4.7 zusammengefasst, siche [140]. Es wird lineares Verhértungsverhalten mit ei-
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Kompressionsmodul Kk 82500.00 N/mm?
Schubmodul g 50500.00 N/mm?
Fliespannung o, 130.00N/mm?
lineares Verhértungsmodul H  129.24 N/mm?
Verhéartungsexponent w 0.00

Tabelle 4.7.: Materialparameter fiir Gusseisen

nem Verhiirtungsmodul H = 129.24 N/mm? angenommen, das heifit in dem nichtlinearen
Verhidrtungsgesetz (2.68) wird w = 0 gewéhlt.

Abbildung 4.12.: Pleuelstangen-Geometrie mit 170480 Tetraeder-Elementen.
Im roten Randbereich wird eine Kompressionsrandbedingung
vorgegeben, wiahrend der griine Randbereich in allen drei
Raumrichtungen fixiert wird. Auch der untere (hier nicht
sichtbare) Ring zdhlt zu der griinen Randfléche hinzu und
wird fixiert.

Auf der Geometrie aus Abbildung 4.12 wird ein Belastungstest in Form eines Kompres-
sionsversuchs durchgefiihrt. Dazu wird auf der roten Randfldche eine inkrementelle Last
von

t
Xlla(X7t) = Xl - 005?7 XtZ)(X7t) = X27 X?)(X7t) = X37 (4158’)

fiir alle t € Z = [0, T] vorgegeben. Es wird T'= 100s gesetzt, wodurch die Kompressions-
last in insgesamt 100 Inkremente unterteilt wird. Damit deformiert die Pleuelstange wie
in Abbildung 4.13 gezeigt.
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Abbildung 4.13.: Deformierte Pleuelstange zum Zeitpunkt ¢ = 100 s. Farbig ist
die euklidische Norm des Verschiebungsvektors dargestellt.

In den Abbildungen 4.14a und 4.14b wird auflerdem deutlich, wo die plastischen Verzer-
rungen beziehungsweise die grofiten Spannungen auftreten. Dazu wird die Frobenius-Norm
des Cauchyschen Spannungstensors o beziehungsweise die dquivalente plastische Verzer-

rung €,7, die als
t
eci(t) = /0 NEw (4.16)

definiert ist [122], an jedem Integrationspunkt gebildet und anschliefend der Mittelwert
iiber diese Integrationspunktdaten fiir jeden Gitterknoten bestimmt. Diese Mittelwerte
sind in 4.14a und 4.14b abgebildet.
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1000 2000 3000

19.6 3.37e+03
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(a) Aquivalente plastische Verzerrung €. (b) Frobenius-Norm des Cauchyschen Spannungsten-
Sors 0.

Abbildung 4.14.: Plastische Verzerrungen und Spannungen in der deformierten Geometrie
zum Zeitpunkt ¢ = 100 s.

4.3.2. Bauteil einer Vorderwagenstruktur

Im Rahmen des Projektes ,,Reduzierung numerischer Sensitivitdten in der Crashsimula-
tion auf HPC-Rechnern” [29] wurde ein Bauteil aus einem Teilfahrzeugmodell extrahiert,
welches genau so auch in der Automobilindustrie verwendet wird. Die Geometrie des
Bauteils mit dem verwendeten Rechengitter ist in Abbildung 4.15a und 4.15b gezeigt.
Auf dieser diinnwandigen Struktur wird in diesem Abschnitt das elasto-plastische Ma-
terialmodell gerechnet, welches durch die Energie des quasi-inkompressiblen Neo-Hooke
Modells (3.1) und die Fliefiregel (3.2) gegeben ist und somit auch fiir grofie Deformationen
Giiltigkeit besitzt. Das elasto-plastische Modell entspricht also dem klassischen Modell Py,
so dass der Return-Mapping-Algorithmus aus Abschnitt 3.1 anwendbar ist. Die Material-
parameter werden so gewéhlt, dass sie das Verhalten von Stahl modellieren, siehe Tabelle
4.1. Dazu wird exponentielles Verhértungsverhalten angenommen.

Die griine Randflache, siehe Abbildung 4.15b, sei fixiert, d.h.

und auf der roten Randfldche, siehe Abbildung 4.15a, wird eine Kompressionsrandbedin-
gung der folgenden Form,

LX) = X4 0.1%, (4.18a)

fir alle t € Z = [0,T] vorgegeben. x2(X,t) und x{(X,t) sind freie Variablen auf der
roten Randfliche. Es wird T" = 74 s gesetzt, was 74 inkrementellen Belastungsschritten
entspricht.
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(a) Vorderansicht des Bauteils.

A

Abbildung 4.15.: Vorder- und Riickansicht der Geometrie mit einem Rechengitter aus
13737 Prismen. Auf der roten Randfliche wird eine Kompressionsrand-
bedingung vorgeschrieben. Die griine Flache stellt den Rand mit ho-
mogenen Dirichlet-Randbedingungen dar. Die Konvertierung des Re-
chengitters in ein UG 4-kompatibles Format wurde mit ProMesh [106]
vorgenominen.

(b) Riickansicht des Bauteils.

91



4. Numerische Tests zur Elasto-Plastizitat

Um die Konvergenz der Methode sicherzustellen, musste das Rechengitter aus Abbil-
dung 4.15a und 4.15b zweimal anisotrop verfeinert werden, so dass das feinste Gitter aus
219792 Prisma-Elementen besteht, was 666354 Verschiebungs-Freiheitsgraden entspricht.
Somit miissen 1318752 nichtlineare Probleme in R® (das heifit fiir die sechs unabhiingigen
Komponenten von B,, den Verhértungsparameter o und den Lagrange-Multiplikator .,
die durch eine 6-Punkt-GauB-Quadraturregel berechnet werden) fiir die Auswertung des
Defektes und fiir die Berechnung der konsistenten Tangente an den Integrationspunkten
gelost werden.

Als linearer Loser wird ein geometrisches Mehrgitterverfahren [14][52][134] gewihlt, wel-
ches durch ein Bi-CGSTAB-Verfahren [130] beschleunigt wird. Das geometrische Mehrgit-
terverfahren wird als V-Zyklus mit einem geddmpften Jacobi-Glétter und dem SuperL.U-
Loser [74] als Grobgitterloser aufgesetzt. Jeweils 3 Vor- und 3 Nachglattungsschritte wer-
den durchgefiihrt. Der Dédmpfungsparameter wird auf 0.4 gesetzt. Die Wahl des SuperLLU-
Losers als Grobgitterloser ist notwendig, weil bei diesem Beispiel das grobste Gitter mit
42924 DoF's relativ viele Freiheitsgrade besitzt.

Diese anspruchsvolle Rechnung dauerte 11:42 CPU-h, wobei 64 Prozessoren genutzt wur-
den. 1600 Newton-Schritte waren dabei insgesamt in allen 74 inkrementellen Schritten
notig. Die deformierte Geometrie zum Endzeitpunkt ist in Abbildung 4.16 gezeigt.

20 40
|
0

Abbildung 4.16.: Deformiertes Bauteil zum Zeitpunkt ¢ = 74 s. Hier wurde die
Deformation in der Abbildung um den Faktor 2 skaliert. Far-
big ist die euklidische Norm des Verschiebungsvektors darge-
stellt.
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In diesem Kapitel wird das Problem Py, siehe (Psa)—(Pac), fiir ein biomechanisches Modell
formuliert, um die strukturelle Adaption und die Deformation eines weichen biologischen
Gewebes unter Belastung in einem physikalischen Rahmen zu untersuchen. Diese struktu-
relle Adaption ist unter dem englischen Begriff ‘remodelling’ bekannt und bedeutet, dass
das Gewebe seine innere Struktur als Reaktion auf mechanische Anregungen umorgani-
siert. Dieser Prozess wird durch plastische Verzerrungen beschrieben, deren Entwicklung
einer phinomenologischen Fliefiregel gehorchen, welche von den Spannungen angetrieben
werden.

Die numerischen Tests im folgenden Kapitel dienen einerseits dazu, die Bedeutung der
strukturellen Adaption auf das mechanische und hydraulische Verhalten des Gewebes
zu quantifizieren und andererseits die Notwendigkeit eines Algorithmus’ wie der Verall-
gemeinerte Plastizitétsalgorithmus (GPA) aus Abschnitt 3.2 zur Losung eines solchen
biomechanischen Modells zu unterstreichen. Die folgende Darstellung der Theorie der Po-
roplastizitit zur Beschreibung der biphasischen Mischung folgt der Arbeit [47][48].

Das binére System, welches in diesem Kapitel betrachtet wird, ist ein vereinfachtes Modell
eines biologischen Gewebes. Gelenkknorpel konnte beispielsweise ein solches Gewebe sein.
Das binédre System beinhaltet ein Fluid und einen portsen Festkorper, der im Folgenden
auch als Matrix bezeichnet wird. Das Gebiet, welches von dem ganzen System eingenom-
men wird, kann in zwei komplementére Teilgebiete aufgeteilt werden. Eines davon wird
von den Festkorperpartikeln belegt, welche die Matrix ausmachen, wiahrend das andere
von den Poren der Matrix erzeugt wird und komplett mit Fliissigkeit gefiillt ist. Wenn das
letztere Teilgebiet im topologischen Sinne verbunden ist, wird es Porenraum genannt
und das Fluid kann darin zirkulieren. Von einer hinreichend groflen Betrachtungsskala aus
betrachtet kann ein solches binéres System als eine biphasische Mischung gesehen werden,
was bedeutet, dass zugelassen ist, dass sowohl die Matrix als auch das Fluid zusammen
an einem Raumpunkt der Mischung existieren diirfen. Im Folgenden werden die Matrix
und das Fluid auch als Phase bezeichnet.

5.1. Kinematik von biphasischen Mischungen

Die kinematische Beschreibung von biphasischen Mischungen, die in dieser Arbeit prasen-
tiert wird, wurde in [101][102] entwickelt und vor Kurzem in [128] zusammengefasst.

Seien Mg und M; die zwei glatten drei-dimensionalen materiellen Mannigfaltigkeiten, die

mit der Festkorpermatrix (‘solid’) beziehungsweise der Fliissigkeit (‘fluid’) assoziiert sind.
Die Mannigfaltigkeit My ist in den drei-dimensionalen euklidischen Raum . durch eine
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glatte Lokalisierungsfunktion ks : Mg — % eingebettet, so dass fiir jeden Festkorperparti-
kel X5 € M eine Referenzplatzierung X = r4(Xs) € 7 existiert. Die Menge Cr = k(M)
wird als Referenzkonfiguration der Matrix gewéhlt.

Die Bewegung der Festkorperkomponente wird iiber die ein-parametrische Familie der
glatten Abbildungen x(-,t):Cr — . mit t € Z C R beschrieben. Z ist dabei das Zeitin-
tervall, iiber das die bindre Mischung betrachtet wird. Die Menge x(Cg,t) C . definiert
die aktuelle Konfiguration der festen Phase. Fiir jeden Punkt € y(Cg,t) C . gilt, dass
x = x(X,t) mit X € Cg und t € 7 ist. Analog dazu beschreibt die ein-parametrische
Familie von glatten Abbildungen f(-,t) : My — % mit t € Z die Bewegung der fliissigen
Phase. Zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ setzt die Abbildung f(-,t) einen Fluidpartikel
X¢ € My an den rdumlichen Punkt & = §(X¢,t) € §f(My, t), wobei f(M;,t) die aktuelle
Konfiguration des Fluids zur Zeit ¢ ist. Zum Zeitpunkt ¢ € Z belegt die bindre Mischung
also das Gebiet C; = x (ks(Ms), t) N (M, t) C 7. Nach Konstruktion existieren somit
an jedem Punkt x € C; Festkorper- und Fluidpartikel.

Die rdumliche Geschwindigkeit eines Festkorperpartikels X, welches zum Zeitpunkt ¢
den Punkt & = x (ks(Xs),t) € C; passiert, ist durch vs(z,t) = x (ks(Xs), 1) = x(X, 1) ge-
geben. Analog ist die Geschwindigkeit eines Fluidpartikels X, welches den Punkt x =
f(Xs,t) € C; passiert, definiert durch ve(z,t) = (X, t). Des Weiteren ist vg(x,t) =
ve(x,t) —vs(x,t) mit x = x (ks(Xy),t) = §(Xs, t) die relative Geschwindigkeit des Fluids
zum Festkorper.

Das Vektorfeld a,(-,t) : .¥ — T.% mit a = s,f bezeichnet die Beschleunigung der
a-ten Phase der bindren Mischung. Sie ist durch a,(z,t) = D v, (2,t) gegeben, wobei der
substantielle Ableitungsoperator D, durch

D.f = 0if + grad(f)v,, o =s,1, (5.1)

fiir jede differenzierbare Funktion f definiert ist. Um die Einfithrung weiterer Symbole zu
vermeiden, sei v, mit a = s, f auch fiir den Fall verwendet, wenn v, ( -, t) als eine Funktion
der Punkte X € Cr der Referenzkonfiguration betrachtet wird.

Der zweistufige Tensor des Deformationsgradienten der Festkorperbewegung, F(X,t) =
Tx(X,t), ist analog zu (1.33) als die Tangentialabbildung von x(-,¢) am Punkt X € Cg
definiert. Damit die Bewegung x( -, t) zuléssig ist, muss die Bedingung J = det(F) > 0
an allen Punkten fiir jeden Zeitpunkt gewéhrleistet sein. Schliellich sind fiir a = s, f die
Geschwindigkeitsgradienten der Fest- und Fliissigphase €, = grad(v,,) eingefiihrt. Sofern
v als auch v; als Funktionen der Punkte X € Cr ausgedriickt werden, léasst sich die fol-
gende Beziehung von £; und £ zu den materiellen Geschwindigkeitsgradienten Grad(vy)
und Grad(v¢) aufstellen, nimlich Grad(v,) = F = £,F und Grad(v;) = &F.

Um den inelastischen Verzerrungen im Modell Rechnung zu tragen, die durch die struktu-
relle Adaption des Gewebes hervorgerufen werden, wird die multiplikative Zerlegung
des Deformationsgradienten nach Bilby [12], Lee [72] und Kroner [70],

F = F.F,, (5.2)
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sieche (2.1), verwendet. Im Kontext von pordsen Medien beschreibe F, die elastischen
Verzerrungen der festen Phase und F), bestimme die plastischen Verzerrungen, die mit
den strukturellen Anderungen der festen Phase aufgrund der Adaption einhergehen. Im
Folgenden wird wie in Kapitel 2 angenommen, dass die plastischen Verzerrungen volu-
menerhaltend sind, das heifit, dass die Bedingung

Jp i=det(F,) =1 (5.3)

fiir alle Punkte und zu jedem Zeitpunkt gilt. Diese Annahme ist insbesondere dadurch
gerechtfertigt, dass in dieser Arbeit kein biologisches Wachstum betrachtet wird. Somit
verschwindet die Spur von L, = Fng1 respektive von €, := F, L,F;!. Die Bedingung
(5.3) bedeutet also, dass die Adaption die innere Struktur des Gewebes verdndert ohne
dabei Verdnderungen der Massendichte der festen Phase auszulésen.

5.2. Dynamiken von biphasischen Mischungen

Unter Vernachlédssigung von externen Volumenkréften und Prozessen, die Masse zwischen
der Fest- und Fliissigphase austauschen, konnen die lokalen Formen der Massen- und
Impulserhaltung fiir die a-te Phase der biphasischen Mischung (« = s, f) als

04 (9a0a) + div(da0avs) = 0, inC xT, (5.4a)
Ga0als = div(a,) + my,, inCy x T, (5.4b)
mg +ms =0, inC xT, (5.4¢)

geschrieben werden. In (5.4) bezeichnen ¢, und g, den volumetrischen Anteil beziehungs-
weise die wahre Massendichte der jeweiligen Phase, o, ist der Cauchysche Spannungs-
tensor und m, ist die Rate des Impulsaustauschs zwischen der a-ten Phase und ihrer
komplementéiren Phase. Die Bedingung (5.4c) driickt aus, dass die Mischung beziiglich
des Impulses geschlossen sein muss, weil weder Quellen noch Senken dieser thermodyna-
mischen Groéfle in der vorliegenden Theorie beriicksichtigt werden.

Da angenommen wird, dass der Porenraum der Matrix komplett mit Fluid gefiillt ist,
miissen die volumetrischen Anteile ¢s und ¢; der Sdttigungsbedingung

gehorchen, welche an allen Punkten der Mischung und zu jedem Zeitpunkt gelten muss.

Im Folgenden seien ps und pf gegebene Konstanten. Ferner wird angenommen, dass
Trigheitsterme ¢, 0.a, vernachlassigbar sind. Diese letzte Annahme fithrt zu einer quasi-
statischen Formulierung des Problems, in welcher die einzigen Quellen der zeitlichen Ent-
wicklung des Systems die zeitlich variierenden Randbedingungen, eine (langsame) zeitent-
wickelnde Deformation und vor allem die Beriicksichtigung der zeitabhéngigen Adaption
der inneren Struktur des Gewebes sind. Unter Beachtung von (5.4c¢) und durch Hinzuftigen
von (5.4b) fir a = s, f erhélt man

div(es +0¢) =0, inC; xT, (5.6a)
div(o¢) +ms =0, inC xT. (5.6b)
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Durch Transformation der Massenerhaltungsgleichung (5.4a) mittels der Piola-Transfor-
mation, welche durch die Festkorperbewegung x( -, ¢) induziert wird, sieche Abschnitt 1.3.3,
und durch das getrennte Aufschreiben der transformierten Gleichung einmal fiir o = s
und einmal fiir o = f reduzieren sich die Massenerhaltungsgleichungen fiir die Fest- und
die Fliissigphase zu [43][45],

¢S(X<X7 t)? t) = ?S(P;((:X];; ) in CR X I, (57&)
J +Div [(J — ¢r)F o] =0, in Cg x T, (5.7b)

wobei ¢sg den volumetrischen Anteil der festen Phase in der Referenzkonfiguration be-
schreibt. Der Einfachheit halber sei im Folgenden angenommen, dass ¢sg eine gegebe-
ne Modellkonstante ist. Damit wird die Betrachtung auf eine homogene feste Phase be-
schriankt. Diese Annahme erlaubt es alle konstituierenden Gesetze im folgenden Abschnitt
unabhéngig von ¢4r zu formulieren.

5.3. Konstituierender Rahmen und Dissipation unter
Beriicksichtigung der inneren Umstrukturierung

Falls die feste Phase hyperelastisches Materialverhalten aus seinem natiirlichen Zustand
heraus erfahrt und die fliissige Phase als makroskopisch reibungsfrei betrachtet werden
kann, erlaubt es die Dissipationsungleichung, welche das betrachtete biphasische System
charakterisiert, die Cauchyschen Spannungen o5 und oy wie folgt auszudriicken,

O, = —pspg " + 0xc (5.8a)
or = —¢ipg ", (5.8b)

wobei p den Druck und g den metrischen Tensor beschreibt, der mit . assoziiert ist. o
ist durch R
1 oW,

«=—F, |2 =—22(C,) | F.), 5.9

o= ( o >> (59

bestimmt und repréasentiert den konstituierenden Anteil der Cauchyschen Spannung, wel-
cher mit der festen Phase assoziiert ist. C, = F,, "CF, ! ist dabei der elastische Cauchy-
Greensche Deformationstensor mit C = FTgF, siche (2.6) und (1.42a). W, ist in (5.9)
durch die Verzerrungsenergiedichte nach Holmes und Mow [63] gegeben, welche im Fol-
genden pro Einheitsvolumen des natiirlichen Zustandes der festen Phase ausgedriickt ist:

W (CL) = ag ([fg(ce)]—ﬂ exp { a[[1(C) = 3] + asllr(C) — 3]} — 1) . (5.10)

g ist in (5.10) ein Referenzwert der Verzerrungsenergiedichte, ay, ap und 8 sind Modell-
parameter, withrend Iy, I, und I3 die Invarianten von C, darstellen, die in (2.34a)(2.34c)
definiert sind. Offensichtlich beschreibt W, ein Material, das isotrope elastische Eigen-
schaften beziiglich seines natiirlichen Zustandes aufweist. Wie in der Problembeschreibung
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P, ist W, hier eine Funktion, die allein von C, abhiingt. AuBerdem sei darauf hingewie-
sen, dass in dieser Theorie keine Verhértung betrachtet wird.

Durch Einsetzen der Definitionen der Cauchyschen Spannungen (5.8a) und (5.8b) in (5.6a)
und (5.6b) werden letztere zu

div(—pg* +0..) =0, inC; xZ, (5.11a)
— ¢eg grad(p) + (mf — pg_lgrad(¢f)) =0, inC xT. (5.11b)

5.3.1. Dissipationsungleichung

Die Anderung der inneren Struktur aufgrund der Adaption des biologischen Systems wird
iiber plastische Verzerrungen beschrieben und ist somit ein dissipativer Prozess. Daher
bildet die Dissipationsungleichung die theoretische Grundlage, um ein Entwicklungsgesetz
fiir die plastischen Verzerrungen im Folgenden aufzustellen. Zudem umfasst die Dissipa-
tionsungleichung die dissipativen Kriéfte, die zu der Austauschrate des Impulses zwischen
der fliissigen und der festen Phase m; beitragen.

Die lokale Form der Dissipationsungleichung, die das biphasische System charakterisiert,
kann wie folgt geschrieben werden

Dy = —{m; —pg~'grad(¢r) } vi + 0. : g€, >0, (5.12)

wobei Dy, die Dissipationsfunktion der ganzen Mischung ist, formuliert pro Einheitsvo-
lumen der aktuellen Konfiguration C; [45]. £, = F.L,F; ' mit L, = F,F,; " ist die Rate
der inelastischen Verzerrungen aufgrund der Umstrukturierung. Es sei bemerkt, dass nur
der deviatorische Anteil von o, zur Dissipation beitragt, was eine Konsequenz daraus ist,
dass die Spur von €, verschwindet und die Verzerrungen nach (5.3) isochor sind, die die
Adaption der inneren Struktur beschreiben. Den Arbeiten [9][57][128] folgend kann my als

mi =me +pg 'grad(¢r), (5.13)

geschrieben werden, wobei mgq und pg~'grad(¢;) die dissipativen und nicht-dissipativen
Beitriage zu my représentieren. Durch Einsetzen von (5.13) in (5.11b) erhélt man das
Kriftegleichgewicht

meq = qbfg_lgrad(p) . (514)
Auflerdem nimmt mit (5.13) die Dissipationsungleichung (5.12) die Form
Dm = Dﬂow + Drem = —Myy.V + O gep Z 0 (515>
D
flow Drem

an. Das Ergebnis (5.15) sagt aus, dass in einem rein mechanischen Rahmen in einem
biphasischen System, welches eine feste und eine fliissige Phase umfasst und dessen feste
Phase eine Umstrukturierung erfahrt, lediglich zwei Quellen von Dissipation auftreten. Die
erste Quelle ist durch Dy, gegeben, d.h. durch die Leistung, die durch die dissipativen
Kréfte mgy aufgewendet wird, welche konjugiert zu der relativen Geschwindigkeit v sind.
D, ist die zweite Dissipationsquelle. Sie beschreibt die Leistung, die durch Verdnderung
der inneren Struktur der festen Phase aufgebracht wird.
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5.3.2. Darcys Gesetz und die finale Fassung der Impulsbilanz

Eine géingige Annahme in der Theorie der porésen Medien ist, dass die dissipative Kraft-
dichte mgq konstituierend als eine lineare Funktion des spezifischen Durchflusses q := ¢svy,
ausgedriickt werden kann [6], d.h.

my = —rq= —7‘~(¢f’Ufs) ) (5-16)

wobei r ein Tensor zweiter Stufe ist, der die Widerstandsfahigkeit des porésen Mediums
beziiglich des Flusses représentiert, siche z.B. [57]. Durch Einsetzen von (5.16) in (5.15)
erhélt man den folgenden Dissipationsausdruck

Dm = Dﬂow + Drem = sym(r) . ¢fg ('Ufs (%9 'vfs)g + 0y : gfp >0. (517)
DV ’ D
flow rem

Eine direkte Konsequenz von (5.17) ist, dass, falls sym(r) positiv semi-definit ist, Dgow
immer nicht-negativ fiir jede mogliche relative Geschwindigkeit v ist. Typischerweise wird
angenommen, dass der Resistenztensor r symmetrisch und positiv definit ist, so dass mgq
genau dann verschwindet, wenn die relative Geschwindigkeit vg null ist. Diese Annahmen
fihren auf Darcys Gesetz. Allerdings kann durch Einsetzen von (5.16) in (5.14) und
durch Losen nach wvg der spezifische Durchfluss als

orvgs = —kgrad(p) (5.18)

ausgedriickt werden, wobei k die hydraulische Leitfihigkeit des porosen Mediums ist. In
dem vorliegenden Rahmen gilt, dass k = ¢;(grg)~" ist.

Die Piola-Transformation des spezifischen Durchflusses bestimmt unter Beriicksichtigung
von (5.5) und (5.7a) die materielle Form von Darcys Gesetz:

JF Y (¢rvg) = (J — ) F v, = —KGrad(p), (5.19)

wobei K = JF~'kF~" der materielle hydraulische Konduktivititstensor, d.h. die Piola-
Transformierte von k beziiglich der Bewegung der festen Phase ist. Durch Ausnutzen des
Resultats (5.19) wird die Massenerhaltungsgleichung (5.7b) zu

J — Div [KGrad(p)] = 0. (5.20)

Falls die hydraulische Antwort der Mischung isotrop ist (im Allgemeinen ist dies nicht
der Fall, weil Kollagenfasern existieren), konnen der Konduktivitatstensor k und seine
Piola-Transformierte K konstituierend wie in dem Modell von Holmes und Mow [63]
ausgedriickt werden

k= k(J, 6r) = Fo(J, dar)g ™", (5.21a)
K = K(C, ) = Jko(J, osr)C ", (5.21b)
wobei die skalare hydraulische Leitfahigkeitsfunktion ko durch
. . J— o\ m
ko(J, ¢sr) = kor(dsr) b exp [—I(J2 — 1)] : (5.22)
1- ¢SR 2
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gegeben ist. mg und m; sind darin Materialparameter. Wenn sich das Gewebe nicht de-
formiert, d.h. fiir J = 1, erhilt man die Identitit iﬂo(l,%R) = ]%OR<¢SR>7 die bedeutet,
dass die skalare hydraulische Leitfdhigkeitsfunktion der hydraulischen Referenz-Leitfahig-
keit /%OR(QSSR) gleicht. Letztere hdngt von dem volumetrischen Anteil der festen Phase in
der Referenzkonfiguration ¢sg ab und kann daher nicht uniform sein, wann immer ¢
keine Modellkonstante ist. Auflerdem sei erwéhnt, dass aufgrund der Wahl des hydrauli-
schen Konduktivitatstensors Dgo,, auch konstituierend als Dgow = Dﬁow (F, ¢sr,vs5) > 0
geschrieben werden kann, wobei _Dﬂow quadratisch in v¢ und hochgradig nichtlinear in F'
und @R ist.

Durch Einfiihrung der ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensoren

P.=JoF 1= —¢pgppg 'F T+ P, (5.23a)
P =JosF T = —(J - ¢g)pg 'F T, (5.23b)

mit P,, = Jo, . F~T wird die Piola-Transformation der Impulserhaltungsgleichung (5.11a)
zZu

Div (—=Jpg 'F" +P,) =0, inCp x 7. (5.24)

Die Verzerrungsenergiedichte (5.10) erlaubt es Py als eine Funktion von F und B, d.h.
P,.= PSC (F,B,), zu bestimmen. Diese funktionale Abhéngigkeit kann mithilfe der Defini-
tion des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors tiber eine Verzerrungsenergiedichte
wie in (P,a) hergeleitet werden, indem darin W, mit dem Ausdruck von W, aus (5.10)
ersetzt wird. Daher ist die gesamte Spannung P := P, + P;, welche in (5.24) eingesetzt

wurde, durch ) A
P=P(p,F,B)=—Jpg 'F '+ P.F,B,) (5.25)

gegeben.

5.4. FlieBregel fiir die Adaption der inneren Struktur

Nach einigen algebraischen Umformungen unter Zuhilfenahme der Definition der Rate
von B, (2.12b) und der Bedingung, dass die plastischen Verformungen volumenerhaltend
sind (5.3), kann Dien = 0 : g€, wie folgt geschrieben werden,

Diem = — (GZSCB Y B,, (5.26)

wobei By, := G FTgP,. der konstituierende Teil des Mandelschen Spannungstensors der
festen Phase ist. Weil die Bedingung der volumenerhaltenden plastischen Verzerrungen
J, =1 dquivalent zu B, : B, = 0 ist, siehe (2.17), trigt nur der deviatorische Anteil von
¥ zu der Dissipationsquelle D, bei, die aufgrund der strukturellen Adaption entsteht.
Demnach wird (5.26) zu

Diem = Gdev(E.)By '] : By, (5.27)

551
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mit

dev(Zs) = Bye — +r[GEL]G . (5.28)
Aufgrund der formalen Analogie zwischen der Theorie der Adaption der inneren Struktur
und der Theorie der Elasto-Plastizitiat wird die Entwicklung der plastischen Verzerrun-
gen, die mit der strukturellen Adaption des betrachteten Gewebes einhergehen, durch
eine verallgemeinerte plastische Flieiregel beschrieben. Es sei bemerkt, dass eine direk-
te Konsequenz aus der Annahme von isotropem, hyperelastischem Materialverhalten ist,
dass die plastische Fliefiregel durch B, anstelle von F}, ausgedriickt werden kann. Dies
ermoglicht die Beschreibung der plastischen Entwicklung im bewéhrten konstituierenden
Rahmen aus Kapitel 2.

Die Bestimmung des Evolutionsgesetzes der plastischen Variable B, orientiert sich an
der Arbeit von Giverso und Preziosi [42]. Darin wird die strukturelle Adaption von Zel-
laggregaten modelliert, indem die Theorie der assoziativen, ratenunabhéngigen elasto-
plastischen Materialien [20][122] nachgeahmt wird. Dazu wird der konstituierende Anteil
des Kirchhoffschen Spannungstensors der festen Phase 7. := Py F'T eingefiihrt. [42] fol-
gend kann eine Fliefiregel der Form (2.58) formuliert werden, wobei hier ¥g durch X,
und 7 durch 7 ersetzt werden,
: dev(¥g.) of

Bp = —Q’YpoG m = _27poGaTSC<TSC) s (529&)

Yo = A |ldev(Tec) || = v (2/3)@]+ = Af(To)l; - (5.29b)

vp ist darin ein nicht-negativer plastischer Multiplikator, der die physikalischen Ein-
heiten [y,] = s~ hat. A ist ein strikt positiver Modellkoeffizient mit Einheiten [\] =
(s - N/mm?)~!. Der Operator [-], besagt, dass fiir jede reellwertige Zahl A, [A], = A
gilt, falls A > 0 ist, und ansonsten [A], = 0 gilt. AuBlerdem wurde in (5.29) die Notation
so gewéhlt, dass eine Flieffunktion f(7s) explizit in der Fliefiregel auftaucht. Diese ist

durch
f(1se) = o(Tse) =V (2/3)7y, (5.30)

gegeben, wobel ¢(Ty.) als p(Ty) := ||dev(Ty.)|| definiert ist.

Durch Einsetzen von (5.29a) in den Dissipationsausdruck (5.27) erhélt man

Drem = Dye(F, B,) = 7—;||dev(fsc)|| > 0. (5.31)
Falls fiir gegebene F' und B, gilt, dass ||dev(Ts)| < /(2/3)7, ist (was f(Ts) < O ent-
spricht), verschwindet der plastische Multiplikator -, in (5.29b) aufgrund von [f(7)], =0,
so dass dadurch D, = 0 impliziert wird. In dieser Situation tritt keine Umstrukturierung
auf, das heifit, dass sich das Material deformiert, wéahrend die innere Struktur unverandert
bleibt. Wenn allerdings ||dev(Ty.)|| die dquivalente Spannung +/(2/3)7, tibertrifft, d.h.
wenn f(Ts) > 0 gilt, tritt Umstrukturierung ein und der plastische Deformationstensor
B, entwickelt sich wie in der FlieBregel (5.29a) beschrieben. In diesem Fall gilt

AL (Tsc)]
J

Do = Tl dev ()| > 0. (5.32)
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5.5. Zusammenfassung des Modells und numerische
Methoden

Somit lasst sich das mathematische Modell, welches in den vorherigen Abschnitten her-
geleitet wurde, wie folgt zusammenfassen:

J — Div [f((F)Grad(p)} —0, (5.33a)
Div (—Jp g 'F T+ P (F, Bp)> —0, (5.33b)
B,+R(F,B,) =0, (5.33c)
wobei der Konduktivititstensor K(F) in (5.21b) und Py, (F ,B,,) durch
P.(F,B,) =F, <2aaméf*‘ (Ce)> FIF-T (5.34)

definiert sind. W, sei durch die Verzerrungsenergiedichte von Holmes und Mow [63] aus
(5.10) gegeben. Die Fliefregel sei durch

- dev(Es.)
R(F,B,) = 27, B,G " \Hse)_
(FByo) = 20858 [ qevtr) |

(5.35)
spezifiziert. Damit wurde in (5.33a)—(5.33c) die Problemformulierung P,, (Pya)—(Pac),
um die Massenerhaltungsgleichung (5.33a) erweitert und der konstituierende Anteil des
Spannungstensors der festen Phase P, um den Druckterm —Jpg 'F~7T ergiinzt. Das
Problem (5.33a)—(5.33c) besteht damit aus drei Gleichungen, von denen eine skalar-, eine
vektor- und eine tensorwertig ist. Die Unbekannten lassen sich als U = {x, p, B, } zusam-
menfassen. Somit ist das Problem geschlossen. In einem gegebenen Koordinatensystem
besteht U aus zehn skalaren Unbekannten: aus drei Komponenten der Bewegungsabbil-
dung der festen Phase y, einer Druckkomponente p, und sechs unabhéingigen Kompo-
nenten des symmetrischen Tensors B, der zweiten Stufe. Die Problemformulierung wird
durch die folgenden Rand- und Anfangsbedingungen komplettiert.

Randbedingungen Es werden die folgenden Randbedingungen betrachtet,

X = Xbs auf T, (5.36a)

(~Jpg 'F ™"+ Pu(F.B,)) . N = t, auf TY | (5.36D)
D = Db, auf T, (5.36¢)

(—f((F)Grad(p)) N =0, auf T (5.36d)

Fiir x und p ist OCg die disjunkte Vereinigung aus Dirichlet- und Neumann-Rand, das
heift OCgr = I3 UTY = T UTE. Auf I} und I werden die Deformation beziehungsweise
der Druck auf ihre vorgeschriebenen Randwerte x}, und py, gesetzt. Des Weiteren werden
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auf den Neumann-Réndern I und IY die Kontaktkraft g und der Fluss der Fliissigkeit
@p angegeben. N beschreibt in (5.36) den Einheitsvektor, der normal zu 0Cg steht. Im
Folgenden wird die Formulierung jedoch auf Probleme beschrankt, fiir die @)1, = 0 und
tr = 0 gelten.

Anfangsbedingungen Obwohl das Problem (5.33) quasi-statisch ist, treten in dem Mas-
senerhaltungsgesetz (5.33a) und der plastischen FlieBregel Ableitungen beziiglich der Zeit
auf. Zudem kann die Zeit explizit in den Randbedingungen auftreten. Weil das Problem
Zeitableitungen fiir die volumetrische Deformation J und fiir den plastischen Deformati-
onstensor B, enthélt, miissen Anfangsbedingungen fiir diese vorgeschrieben werden. Hier
sei angenommen, dass

J(X . t) = 1, VX €Cy, (5.37a)
B,(X,ty) = B,o(X), VX €Cy, (5.37b)

gilt.

5.5.1. Numerische Behandlung des poroplastischen Problems

Die numerische Behandlung dieses Modells der Poroplastizitat dhnelt dem Vorgehen, wel-
ches in Abschnitt 3.2-3.4 fiir den Verallgemeinerten Plastizitdtsalgorithmus vorgestellt
wurde. Deshalb wird an dieser Stelle auf eine ausfiihrliche Darstellung verzichtet. Viel-
mehr werden nur die wesentlichen Schritte erldutert. Fiir eine detaillierte Beschreibung
sei auf [47][48] verwiesen.

Als numerisches Verfahren zur rdumlichen Diskretisierung wird wie in Abschnitt 3.4
die Finite-Elemente-Methode gewéhlt. Daher wird die lokale Problemformulierung (5.33)
zunichst schwach formuliert. Allerdings miissen nun neben den Testfunktionen fiir die
Geschwindigkeit auch Testfunktionen fiir den Druck eingefiihrt werden,

PxV:={(p,d) € H(Cr) x H\(CR) Blry =0, 9] =0} (5.38)

Darin beschreiben p und v den Test- oder virtuellen Druck beziehungsweise die Test-
oder virtuelle Geschwindigkeit. Beide miissen homogene Dirichlet-Randbedingungen er-
fiillen. H}(Cr) und H}(CRr) sind die Sobolev-Riume der skalarwertigen und vektorwertigen
Funktionen, die quadratintegrierbar in Cg sind, auf I'§ und I'f verschwinden und deren
schwache Ableitungen der Ordnung m < 1 ebenfalls alle quadratintegrierbar sind.

Um die zeitdiskrete Formulierung des Systems zu erhalten, wird auch hier ein implizites
Eulerverfahren verwendet. Diese muss schliefilich noch linearisiert werden. Dazu werden
die Impulserhaltungsgleichung (5.33b) und die Flieregel (5.33c) mithilfe des Verallgemei-
nerten Plastizitétsalgorithmus (GPA) aus Abschnitt 3.2 behandelt. Innerhalb des GPA
werden die Modellgleichungen (5.33b) und (5.33¢) zunéchst beziiglich des plastischen De-
formationstensors B, linearisiert. Das Inkrement dieser Linearisierung wird statisch elimi-
niert, wie in Abschnitt 3.2.1 beschrieben, so dass der GPA die Impulserhaltungsgleichung
(5.33b) und die FlieBregel (5.33c) zu einer nichtlinearen Gleichung reduziert, die nur vom
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Druck und der Deformation abhéngt. Diese nichtlineare Gleichung zusammen mit der
Bedingung der Massenerhaltung (5.33a) bildet ein System in den Unbekannten y und p,
welches durch eine klassische Linearisierung, wie z.B. in [45] gezeigt, gelost werden kann.

Die Zeit-Raum-diskrete-Formulierung des Problems wird schliefSlich mithilfe der Finiten-

Elemente-Methode erhalten. Sowohl fiir den Druck als auch fiir die Bewegung werden im
Folgenden lineare Ansatzfunktionen gewihlt.
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6. Numerische Tests zur Poroplastizitat

Das biomechanische Modell zur Beschreibung der Adaption eines biologischen Gewebes
(5.33) dient als Grundlage fiir den folgenden numerischen Test der Poroplastizitéit. Es
basiert auf der Problemformulierung Py, siehe (Pya)—(Psc). Insbesondere sei darauf hin-
gewiesen, dass durch die Wahl einer Nicht-Standard-Energie (5.10) die vereinfachenden
Modellannahmen fiir das Modell der Poroplastizitdt nicht mehr gelten, die fiir die An-
wendung des Return-Mapping-Algorithmus’ essenziell sind, so dass fiir dieses Beispiel
nur der Verallgemeinerte Plastizitétsalgorithmus (GPA) angewendet werden kann. Dieser
Test dient somit als Beleg dafiir, dass mit dem Verallgemeinerten Plastizitédtsalgorithmus
(GPA) eine groBere Klasse von Problemen gelost werden kann.

Fiir die Massenerhaltungsgleichung (5.33a) wird eine Finite-Elemente-Diskretisierung von
UG 4 verwendet [133]. Die Kopplung der Impulserhaltungsgleichung, die die Bewegung
bestimmt (5.33b), und der Massenerhaltungsgleichung, welche den Druck festlegt (5.33a),
wurde iiber das Import/Export-System von UG 4 realisiert [134]. Die Impulserhaltungs-
gleichung (5.33b) und die Fliefregel (5.33c), welche der inneren Umstrukturierung des
Gewebes Rechnung tragen, werden mithilfe des GPA behandelt, sieche Abschnitt 3.2.

Ein bekanntes Benchmark-Problem, um die mechanischen und hydraulischen Eigenschaf-
ten eines hydratisierten, weichen biologischen Gewebes zu bestimmen, ist der einaxiale
Kompressionstest. Dazu wird ein Zylinder der Hohe Hy = 1 mm und mit anfanglichem
Radius von Ry, = 1.5 mm betrachtet, der aus einem biphasischen Material mit einer ho-
mogenen, isotropen festen Phase besteht [49]. In Zylinder-Koordinaten X = (R, 0, 7),
wobei R die radiale Koordinate, © der Winkel und Z die Symmetrieachse beziehungswei-
se die axiale Koordinate sind, kann die Originalgeometrie (die initiale Konfiguration) des
Testkorpers durch R € [0, Ro], © € [0,27), Z € [—Hy/2, Hy/2] beschrieben werden. Der
Kompressionstest wird durchgefiihrt, indem eine zeitabhéngige axiale Verschiebung

t
(X )~ Ho/2=015 - mm, te[0,7], T=30s, (6.1)

fiir alle X € [0, Ro] x [0,27) x {Hy/2} aufgebracht wird. Diese Punktmenge definiert den
Dirichlet-Rand an der oberen Kreisfliche des Zylinders. Die totale Belastung xi (X, T)
wird dabei durch mehrere inkrementelle Belastungsschritte aufgebracht.

Die untere Kreisfliche des Zylinders, die Punktmenge X € [0, Ry] x [0,27) x {—Hy/2},
wird fixiert, das heifit, dass dort homogene Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben wer-
den. Beziiglich der fliissigen Phase wird angenommen, dass die obere und untere Kreis-
fliche undurchléssig sind, das heifit homogene Neumann-Randbedingungen werden fiir
den Druck gesetzt. Zudem wird der Druck auf der Mantelfliche des Zylinders durch ho-
mogene Dirichlet-Randbedingungen eingeschrénkt.
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Holmes-Mow Energie:
MW
0C,

W (CL) = ag ([13(06)]—ﬁ exp{ a1 (C) — 3] + as[(C,) — 3]} _ 1) ,

P, = P.(F,B,) =+, (F,B)F""=F, |2

(Ce)> F'F',

Flief3regel:

: dev(Es.)
B, =—-2v,B.G———,
’ rr [dev (s

o 1= A [ldevire) | = V2737,

Abbildung 6.1.: Materialgleichungen zur Beschreibung des elasto-plastischen Verhaltens
der festen Phase der biphasischen Mischung zur Modellierung eines bio-
logischen Gewebes

Die Materialgleichungen, die das elasto-plastische Verhalten der festen Phase eines biolo-
gischen Gewebes modellieren, sind in Abbildung 6.1 noch einmal zusammengefasst. Die
gewahlten Materialparameter sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst. Die Wahl der Para-
meter zur Charakterisierung des Konduktivitdtstensors orientiert sich dabei an [45]. Die
elastischen Koeffizienten der Holmes und Mow Energie werden so gewéhlt, dass die Be-
dingung 5 = a1 + 2as aus [63] gewihrleistet ist.

elastischer Koeffizient ag  0.125

elastischer Koeffizient ap  0.78

elastischer Koeffizient as  0.11

elastischer Koeffizient B 1.0

hydraulische Konduktivitit ko 3.7729e~% mm?*/(N - s)
Materialparameter mo  0.0848
Materialparameter m1  4.638

volumetrischer Anteil (solid) ¢sg 0.6

FlieBspannung 7, 0.002N/mm?
Flieiregel-Koeffizient A 0.5mm?/(N - s)

Tabelle 6.1.: Materialparameter

Das grobste Rechengitter des Zylinders umfasst 144 Prisma-Elemente. Nach zweifacher
reguldrer Verfeinerung ergeben sich somit 22516 Freiheitsgrade. Sowohl fiir die Verschie-
bungen als auch fiir den Druck werden lineare Ansatzfunktionen verwendet. Als Loser
wird eine Newton-Methode gewihlt, wobei ein ILU-Verfahren [110] beschleunigt durch ei-
ne Bi-CGSTAB-Methode die linearisierten Teilprobleme innerhalb der Newton-Iteration
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6. Numerische Tests zur Poroplastizitét

16st. Die nichtlineare Konvergenz wird durch eine Linesearch-Methode gewéhrleistet.

Die Abbildungen 6.2a-6.2f zeigen Ergebnisse des numerischen Tests der Poroplastizitit,
wobei die Groflen auf einer Schnittebene geplottet sind, die durch den Ursprung des Zy-
linders verlauft. Um den Einfluss der plastischen Deformationen auf die Verschiebung
und den Druck zu quantifizieren, werden die Ergebnisse in den Abbildungen 6.2a-6.2f mit
solchen verglichen, die man erhélt, wenn kein plastisches Flielen auftritt. Dazu wird ein
weiterer Test durchgefiihrt, bei dem die Fliespannung 7,, die das Einsetzen des plas-
tischen Flieflens bestimmt, erhoht wird. Im Speziellen wird 7, auf 7, = 2000.00 N/mm?
gesetzt. Fiir diese Wahl von 7, ist die Materialantwort des Kompressionstests rein elastisch
und der plastische Deformationstensor B, entspricht dem Identitatstensor. Die Abbildun-
gen 6.3a-6.3c zeigen die Ergebnisse, die mit diesem poroelastischen Test erzielt werden.
Somit unterstreicht der Vergleich der Abbildungen 6.2a-6.2f mit 6.3a-6.3¢ den Einfluss der
Beriicksichtigung der inneren Umstrukturierung der festen Phase in dem biomechanischen
Modell z.B. anhand der verdnderten Verteilung des Porendrucks und der Verringerung des
konstituierenden Teils der Spannung der festen Phase. Wenn im Speziellen Abb. 6.2a mit
Abb. 6.3a und Abb. 6.2b mit Abb. 6.3b verglichen wird, kann festgestellt werden, dass
sowohl der Wert des radialen als auch des axialen spezifischen Durchflusses, welcher mit
der Darcy Geschwindigkeit —kgrad(p) identifiziert wird, fiir den poroplastischen Fall ge-
ringer ausfiillt. In diesen Abbildungen beziehen sich die Farben der Pfeile auf den Wert
der Komponente der Darcy Geschwindigkeit, die geplottet wird. Zum Beispiel bedeutet
der rote Pfeil am rechten unteren Rand der Abbildung 6.2a, dass die radiale Komponente
des spezifischen Durchflusses nahe 0.000178 mm/s ist.

Die Reduktion der Darcy Geschwindigkeit im poroplastischen Fall steht in Verbindung mit
der Verringerung des Porendrucks (siche Abb. 6.2c fiir das poroplastische Modell und 6.3c
fiir das poroelastische) und der Verringerung der Spannung (welche hier durch die erste
Invariante des konstituierenden Teils des Mandelschen Spannungstensors der festen Pha-
se repréasentiert wird, siehe Abb. 6.2d fiir das poroplastische Modell und Abb. 6.3d fiir
das poroelastische). AuBerdem sind die erste und zweite Invariante von B, in den Ab-
bildungen 6.2e und 6.2f geplottet, so dass zu erkennen ist, dass die gréffiten plastischen
Verzerrungen an jenen Punkten des seitlichen Zylindermantels (welcher durchlissig und
frei beziiglich der Deformation ist) erzielt werden, an denen der fixierte, undurchlissige
untere Rand des Testkorpers anliegt.
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Abbildung 6.2.: Poroplastischer Fall: Ergebnisse fiir den Kompressionstest, bei dem poro-
plastisches Verhalten beriicksichtigt wird. Die Groflen sind in der defor-

mierten Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ = 30s geplottet.
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Abbildung 6.3.: Poroelastischer Fall: Ergebnisse fiir den Kompressionstest, bei dem rein
poroelastisches Verhalten beriicksichtigt wird. Die Groflen sind in der
deformierten Konfiguration zum Zeitpunkt t = 30s geplottet.
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7. Implementierung

Sowohl der Return-Mapping-Algorithmus als auch der Verallgemeinerte Plastizitéitsalgo-
rithmus wurden in der Simulationssoftware UG 4 [133] implementiert. Dazu konnte das
Interface der Element-Diskretisierung genutzt werden. Im Folgenden werden die wichtigs-
ten Methoden erlautert, die fiir die Implementierung des RMA und des GPA nétig sind.

Die Zeit-Raum-diskreten-Gleichungen, die unter Anwendung des RMA beziehungsweise
des GPA schliellich gelést werden miissen, sind diejenigen, die in der Problemformulierung
(RMA-zrd) respektive (GPA-zrd) zu finden sind. Die zugehorigen Bilinearformen, c(-, -)
und ¢(+,-), und die Linearformen, ¢(-) und g(-), sind in (RMA-lin-b) und (RMA-lin-c)
beziehungsweise (GPA-lin-b) und (GPA-lin-d) explizit aufgeschrieben. Im Rahmen einer
Newton-Methode wird die Matrix, die mit den Bilinearformen ¢(-,-) und ¢(-,-) assoziiert
ist, Jacobi-Matrix genannt. Diese entspricht in der vorliegenden Arbeit der Ableitung
des sogenannten Defekts nach der Unbekannten. Unter dem Defekt werden die Linearfor-
men ¢(-) und g(-) verstanden. Das Herzstiick der Methode zur Berechnung des Defektes
wird im Folgenden kurz erlautert, siche Algorithmus 7.1. Der Defektvektor wird dabei
elementweise aufgebaut, das heifit, dass fiir jedes Element die Defekt-Beitrage berechnet
und aufaddiert werden. Dieses Vorgehen ist unter dem Begriftf Assemblierung bekannt.
Fiir jedes Element werden Quadraturregeln angewendet, um die Integrale, die in c(,-)
und ¢(-) beziehungsweise ¢(+,-) und g(-) auftreten, numerisch zu approximieren. Ein sol-
cher Integrationspunkt ist in den Algorithmen 7.1 und 7.2 mit ip bezeichnet. Die Anzahl
der Integrationspunkte pro Element liefert geo.num_ip(). Die zugehorigen Gewichte der
Quadraturregel sind durch geo.weight(ip) ausgedriickt. Mithilfe einer Schleife iiber alle
Ansatzfunktionen, geo.num_sh(), und tiber alle Komponenten des Unbekanntenvektors,
num._fct(), werden in Algorithmus 7.1 die inneren Kréfte aufsummiert. Dazu ist die Be-
rechnung des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors P (hier: P) wesentlich. Dieser
wird an jedem Integrationspunkt durch die Methode stressTensor(P, “PK1%, ip, F) der
Interface-Klasse eines Materialgesetzes ermittelt. Eine spezielle Realisierung der Methode
stressTensor(P, “PK1%, ip, F) bestimmt nun, ob rein elastisches oder elasto-plastisches
Materialverhalten betrachtet wird. Zudem wird in dieser Methode die Berechnung der
Spannungsantwort unterschiedlich durchgefiihrt, je nachdem, ob der RMA oder der GPA
als Plastizitatsalgorithmus dienen soll.

Algorithmus 7.1: Defekt-Berechnung fiir finite Elasto-Plastizitét

// loop all integration—points (ip)

for (size_t ip = 0; ip < geo.num_ip(); ++ip)

{
// compute the deformation gradient at the ip: —> F
m_spMatLaw—>template DeformationGradient<IFEGeom>(F, ip, geo, u);
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6
7 // formulation in the reference configuration
8 // compute 1.Piola Kirchhoff stress—tensor at the ip: —> P
9 m_spMatLaw—>stressTensor (P, "PK1”, ip, F);
10
11 // loop shape—functions
12 for (size_t sh = 0; sh < geo.num_sh(); ++sh)
13 {
14 // loop components
15 for (size_-t i = 0; i < num-_fet(); ++i)
16 {
17 number innerForcesIP = 0.0;
18
19 // compute i—th comp. of internal forces for shape—function sh:
20 for (size_.t J = 0; J < (size_t) dim; ++J)
21
{
22 innerForcesIP += P[i][J] * geo.global_grad(ip, sh)[J];
23 }
24
25 // add the contribution to the defect—vector
26 d(i, sh) += geo.weight(ip) * innerForcesIP;
27 }
28 }
2 }

Ehe auf die Berechnung des Spannungstensors ndher eingegangen wird, wird zunéchst
noch die elementweise Assemblierung der Jacobi-Matrix erldutert. Essenziell zur Aufstel-
lung der Jacobi-Matrix ist die Berechnung des Elastizititstensors A} , ; in (RMA-lin-b)
beziehungsweise des modifizierten Elastizitétstensors Kn,kq,lq in (GPA-lin-b) durch die
Methode elasticity Tensor(ip, F), siehe Algorithmus 7.2. Sowohl fiir den RMA als auch
fiir den GPA wird darin der vierstufige Elastizitdtstensor durch numerische Differentiati-
on der Spannungsantwort bestimmt, die durch stressTensor(P, “PK1“, ip, F) berechnet
werden kann. Die numerische Differentiation wird in (3.31)-(3.33) erkldrt. Dadurch hiangt
auch die Berechnung der Jacobi-Matrix von der Methode stressTensor(P, “PK1“, ip, F)
ab, die im Algorithmus 7.3 fiir den Return-Mapping-Algorithmus kurz erldutert ist.

Algorithmus 7.2: Jacobi-Matrix-Berechnung fiir finite Elasto-Plastizitét

1 // loop all integration—points (ip)
2 for (size_t ip = 0; ip < geo.num.ip(); ++ip)

s {

4 // compute the deformation gradient at the ip: —> F

5 m_spMatLaw—>template DeformationGradient <IFEGeom>(F, ip, geo, u);
6

7 // compute the elasticity —tensor at the ip: —> m_spElastTensor
8 m_spElastTensor = m_spMatLaw—>elasticityTensor (ip, F);

9

10 // loop shape—functions & components

11 for (size_t a = 0; a < geo.numsh(); ++a)

12 for (size_-t i = 0; i < num-_fct(); ++i)

13 for (size.t b = 0; b < geo.num-sh(); ++b)

14 for (size_t j = 0; j < num_fet(); ++j)

110



15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

1
2
3

7. Implementierung

number integrandIP = 0.0;

for (size_t K= 0; K < (size_t) dim; +K)
for (size.t L = 0; L < (size_-t) dim; ++L)

{

integrandIP += geo.global_grad (ip, a)
* (xm_spElastTensor)[i][K

[K
[K]
* geo.global_grad(ip, b)[L

]
[j1[L]
E

}

J(i, a, j, b) += integrandIP x geo.weight (ip);

}

Um den plastischen Variablen, das heifit dem plastischen Deformationstensor B, und der
Verhartungsvariable o, Rechnung zu tragen, werden in einem Preprozess an alle Integra-
tionspunkte eines Elementes eine d x d-Matrix fiir B, (d steht hier fiir die Dimension) und
eine skalare Variable fiir a angehéngt. Dies geschieht {iber das Attachment-System von
Reiter [106]. Bp_n und alpha_n beschreiben im Algorithmus 7.3 die schon bekannten plas-
tischen Verzerrungen bzw. die schon bekannte Verhirtungsvariable. Mittels der Methode
Flowrule(Bp_new, F, Bp_n, alpha_n, detF, J23) werden dann die ‘neuen’ plastischen Va-
riablen berechnet, so dass die Flieiregel und die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen erfiillt
sind. Insbesondere wird in der Methode Flowrule(Bp-new, F, Bp_n, alpha_n, detF, J23)
der plastische Multiplikator, der KKT-Multiplikator ~,, des Return-Mapping-Verfahrens
ermittelt. Mit den so gewonnenen plastischen Variablen wird schliellich der aktuelle Span-
nungstensor stressTens iiber das konstituierende Gesetz ConstLaw(stressTens, StressMea-
sure, I, Bp_new, detF, J2, J23) berechnet. Der Spannungstensor fliefit dann in die Be-
rechnung des Defektes und der Jacobi-Matrix ein.

Um die modifizierte Spannungsantwort des GPA fir die rechte Seite von (GPA-lin-d)
zu bestimmen, muss im Preprozess eine weitere Variable in Form einer d x d-Matrix an
die Integrationspunkte angehéingt werden, die der zusétzlichen Linearisierung im GPA
beziiglich B,, Rechnung trégt. Die Methode stressTensor(P, “PK1“, ip, F) umfasst im
Falle des GPA die Funktionen, mit denen die modifizierte Spannungsantwort

— Pn,kfl,lfl + (Bn,kfl,lfl : Y;}C_u_l) 2Gnk—11-1 (7.1)

fiir die rechte Seite von (GPA-lin-d) berechnet werden. Die Inversion des vierstufigen Ten-
sors Y wird dadurch realisiert, dass ein vierstufiger Tensor der Form d x d x d x d, wobei
d die Dimension ist, mit einer Matrix der Form d? x d? assoziiert wird. Somit wird die
Inversion des vierstufigen Tensors auf eine klassische Inversion einer Matrix zuriickgefiihrt.

Algorithmus 7.3: Berechnung der Spannungsantwort fiir den RMA
{

// get internal variables: ‘Bp.n’:
// ‘alpha_n’: hardening—variable

plastic deformation tensor,
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MathMatrix<dim, dim>& Bp.n = m_pElemData—>internalVars[ip].PStrain_n;
number alpha_n = m_pElemData—>internalVars|[ip].alpha;

// compute some kinematic measures
number detF, J2, J23;
kinematicMeasures (detF, J2, J23, F);

// compute inner evolution of strains, hardening variable by return—map
MathMatrix<dim, dim> Bp_new;
Flowrule (Bp.new, F, Bp.n, alpha.n, detF, J23);

// compute stored energy functional and stress—tensor ‘stressTens’
ConstLaw (stressTens , StressMeasure, F, Bpnew, detF, J2, J23);

}

Die Beschreibung der wichtigsten Methoden der Implementierung des RMA und des GPA
verdeutlicht, dass beide Algorithmen auf den Integrationspunkten arbeiten. Dies ist der
Tatsache geschuldet, dass die Flie- und Verhartungsregel in den in dieser Arbeit prasen-
tierten Modellen der Elasto-Plastizitit lokal formuliert sind. Die Tatsache, dass die plas-
tischen Variablen iiber das Attachment-System an den Integrationspunkten angeheftet
werden, unterstreicht die Charakterisierung als interne Variablen, siehe Abschnitt 2.2.2,
im Gegensatz zu der Bewegungsvariablen, die mit den Freiheitsgraden eines Elementes
assozilert ist.

Bemerkung 7.1. Fir die Gleichungen der linearen FElastizitit aus Abschnitt 1.4.2 kann
bei der Berechnung der Matrixz in Algorithmus 7.2 eine Vereinfachung vorgenommen wer-
den, da der Elastizititstensor konstant ist und damit unabhdngig von den Integrations-
punkten formuliert ist. Somit kann in diesem Fall der FElastizititstensor auflerhalb der
Schleife tiber alle Integrationspunkte berechnet werden.
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8. Zusammenfassung, Diskussion und
Ausblick

Die vorliegende Arbeit betrachtet numerische Algorithmen zur Behandlung von elasto-
plastischem Materialverhalten unter groien Deformationen. Dazu werden die Grundlagen
der Kontinuumsmechanik eingefiihrt, die nétig sind, um das klassische Modell der finiten
Elasto-Plastizitdat, Py, zu formulieren. Auflerdem wird eine weitere Modellformulierung
Py vorgestellt, die keiner Einfithrung eines plastischen Lagrange-Multiplikators bedarf.
Sie kann als Basis fiir die Behandlung von allgemeinerem, beispielsweise phdnomenologi-
schem Flieverhalten dienen.

Der in Industrie und Forschung weit verbreitete Return-Mapping-Algorithmus (RMA)
[122] ist der klassische Losungsalgorithmus fiir das Modell P;. Fiir die Problemformu-
lierung Py wird ein neuer Plastizitdatsalgorithmus entwickelt und présentiert, der einige
technische Beschréinkungen des RMA aufhebt, siehe Abschnitt 3.1.3. Anhand von numeri-
schen Tests zur Elasto-Plastizitat wird gezeigt, dass beide Algorithmen fiir die klassische
Problemformulierung P; gleiche Ergebnisse liefern, siehe Abschnitt 4.1. Das bekannte
Necking-Problem aus Abschnitt 4.1.2 dient als Test, um nachzuweisen, dass auch experi-
mentelle Ergebnisse mit dem RMA und GPA reproduziert werden kénnen. Der effiziente
Einsatz des geometrischen Mehrgitterlosers in massiv-parallelen Rechnungen wird in Ab-
schnitt 4.2 fiir das Problem der linearen Elastizitdt anhand einer Skalierungsstudie bis
zu einer Prozessoranzahl von 262144 belegt. In Abschnitt 4.3 wird gezeigt, dass auch
komplexe, industrielle Anwendungsbeispiele mit den vorgestellten Methoden gerechnet
werden konnen. Schliellich liefert das Beispiel der Poroplastizitdt aus Abschnitt 6 den
Beleg dafiir, dass der Verallgemeinerte Plastizitdtsalgorithmus (GPA) auf eine grofiere
Klasse von elasto-plastischen Modellen als der RMA anwendbar ist.

Einige Modellannahmen wie beispielsweise rein volumetrisches plastisches Flielen oder
die Entkopplung der Verzerrungsenergiedichte in ihren volumetrischen und isochoren An-
teil sind essenziell, um den RMA anwenden zu kénnen. Fiir komplexere elasto-plastische
Modelle, die nicht auf diesen Annahmen basieren, ist somit ein alternativer Plastizitatsal-
gorithmus notig. Dies motiviert die Entwicklung des GPA. Mithilfe des GPA koénnen
insbesondere phdnomenologische Modelle oder solche Modelle numerisch behandelt wer-
den, die nicht der klassischen Theorie und der Einfithrung eines plastischen Lagrange-
Multiplikators folgen. Ausgangspunkt des GPA ist dabei eine recht einfache, aber auch
sehr allgemeine Betrachtungsweise: Als fithrende Variablen der elasto-plastischen Modelle
werden neben den Bewegungsvariablen auch die plastischen Verzerrungen in Form des
plastischen Deformationstensors B, gesehen. Der klassische Ansatz des RMA hingegen
reduziert das zu losende Problem mittels des Préadiktor-Korrektor-Verfahrens und die
Einfithrung des Lagrange-Multiplikators zu einem nichtlinearen Problem in den Bewe-
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8. Zusammenfassung, Diskussion und Ausblick

gungsvariablen. Ein gewisses nichtlineares Verhalten in den plastischen Verzerrungen und
somit eine allgemeine Wahl einer Fliefiregel wird durch dieses Vorgehen im RMA ausge-
schlossen. Damit ist die Anwendung des klassischen RMA fiir komplexe elasto-plastische
Modelle nicht moglich. Der RMA ist vielmehr fiir klassische Modelle entwickelt worden,
das heift fiir solche, bei denen die plastische Entwicklung explizit in den plastischen Va-
riablen beschrieben werden kann. Fiir diese Modelle ist der RMA effizienter als der GPA,
weil er weniger Rechenzeit benotigt, siche Tabelle 4.3. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass
innerhalb des GPA unter Anderem eine Inversion eines vierstufigen Tensors d x d x d x d
notwendig ist, welche an jedem Integrationspunkt durchgefiithrt werden muss (d beschreibt
hier die Dimension). Zudem muss der Linearisierungsfehler der eingefiihrten Linearisie-
rung beziiglich des plastischen Deformationstensors B,, kontrolliert werden, was zu einer
zusétzlichen Schleife iiber alle Elemente innerhalb des Losungsprozesses fiihrt.

Der Verallgemeinerte Plastizitdtsalgorithmus ist auflerdem ein geeigneter Algorithmus,
um die noch junge Theorie der Mehrschicht-Kinematik nach Cermelli, Fried und Sellers
[17] und Di Carlo und Quiligotti [26] zu verfolgen, siche Anhang A.3. In gewisser Weise
behandelt der GPA den plastischen Deformationstensor B, und die Bewegungsabbildung
x als ‘gleichberechtigte’ Variablen. Allerdings wird in der prisentierten Form des Algorith-
mus’ noch eine hierarchische Losungsstrategie verfolgt, die darauf zuriickzufiihren ist, dass
die schwache Form der Impulserhaltungsgleichung mittels der Finiten-Elemente-Methode
gelost wird, wéhrend die Flieregel punktweise definiert ist und keiner raumlichen Dis-
kretisierung bedarf. Somit werden die plastischen Deformationstensoren im Gegensatz zu
der Bewegungsabbildung nur an den Integrationspunkten der Elemente berechnet.

Die Theorie der Mehrschicht-Kinematik kann aulerdem als Ausgangspunkt dazu dienen,
ein Modell der Gradientenplastizitat [10][24][39][90] zu formulieren. Um einen effizienten
numerischen Algorithmus zur Behandlung der Gradientenplastizitit aufzusetzen, bedarf
es einer entsprechenden Weiterentwicklung des GPA, beispielsweise miissen auch Ansatz-
funktionen fiir die plastischen Variablen formuliert werden. Dieser Algorithmus ist dann
kombinierbar mit effizienten Losern, wie beispielsweise geometrischen Mehrgitterverfah-
ren, die durch die Wahl eines transformierenden Glétters [115][138] das simultane Losen
der Gleichungen der Gradientenplastizitit erlauben.
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A.1. Differentialgeometrie

An dieser Stelle werden nur einige wenige Definitionen aus dem Bereich der Differentialgeo-
metrie erwiahnt, die in dieser Arbeit Anwendung finden. Eine gut geschriebene Einfithrung
in die Differentialgeometrie bietet die Arbeit von Epstein [30]. AuBerdem fassen Marsden
und Hughes fiir die Elastizitdtstheorie wichtige Konzepte in [79] zusammen.

Metrischer Tensor In der analytischen Geometrie werden fiir Vektorrdume oft Skalar-
produkte eingefiihrt, welche durch die Eigenschaften Bilinearitét, Symmetrie und positive
Definitheit charakterisiert sind. Mithilfe von Skalarprodukten lassen sich Langen und Win-
kel bestimmen. Die Metrik beziehungsweise der metrische Tensor ist nun eine Vorschrift,
die in jedem Tangentialraum ein Skalarprodukt definiert [135].

Es sei darauf hingewiesen, dass im euklidischen Raum mit kartesischen Koordinaten der
metrische Tensor durch die Einheitsmatrix gegeben ist.

Kovariante Ableitung Zur Definition der kovarianten Ableitung wird an dieser Stelle
nur eine anschauliche Beschreibung gegeben: Unter der kovarianten Ableitung im Falle ei-
ner gekriimmten Fliche im R? wird die orthogonale Projektion der Richtungsableitung im
Sinne von R? auf die Tangentialebene verstanden. Fiir mathematisch prizisere Ausfiihrun-
gen wird beispielsweise auf [96] verwiesen.

Lie-Ableitung Unter der Lie-Ableitung eines Tensors t entlang einer Abbildung ¢ wird

Lati= 0. 561 1) (A1)

dt
verstanden, wobei ¢, den Pushforward und ¢! den Pullback beschreiben.
Die Lie-Ableitung einer tensoriellen Grofle aus der aktuellen Konfiguration wird also so
berechnet, dass der Tensor zunéchst in die Referenzkonfiguration zuriickgezogen und dort
die zeitliche Ableitung gebildet wird. Schliellich wird dieser wieder mittels des Pushfor-
wards in die aktuelle Konfiguration abgebildet, siche [13].

A.2. Hilfsmittel aus der Vektoranalysis

Dieser Abschnitt widmet sich zwei zentralen Sétzen der Vektoranalysis, die in dieser Arbeit
an verschiedenen Stellen Anwendung finden. Zunéchst wird der GauBsche Integralsatz
eingefiihrt, siehe z.B. [103]:
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Satz A.1 (Gauflscher Integralsatz). Fiir ein beschrinktes Gebiet Q2 C R"™ und ein Vek-
torfeld v : Q@ — R™ mit v € CY(Q) gilt

/Qdiv(v) dx = /mv -n do, (A.2)

wobein : 02 — R™ der duffere Normaleneinheitsvektor ist.

Dieses Ergebnis beinhaltet insbesondere die Formel der partiellen Integration im R"™. Au-
Berdem konnen analoge Formulierungen dieses Satzes fiir ein skalares Feld und ein Ten-
sorfeld aufgestellt werden [50].

Des Weiteren ist es in dieser Arbeit an einigen Stellen erforderlich lokale Feldgleichungen
aus global formulierten Erhaltungsgleichungen abzuleiten. Dies geschieht unter Zuhilfe-
nahme des folgenden Lokalisierungstheorems [50],

Satz A.2 (Lokalisierungstheorem). Sei ¢ ein Skalar- oder Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge U C 7 des euklidischen Raums. Dann gelte fir ein xq € U,

wobei Bs der abgeschlossene Ball mit Radius 0 um das Zentrum xq ist. Wenn dann

/ ¢pdr =0 (A.4)
B
fiir jeden abgeschlossenen Ball B C U gilt, folgt

¢ =0. (A.5)

Fiir den Beweis dieses Theorems wird auf die Arbeit von Gurtin [50] verwiesen.

A.3. Mehrschicht-Kinematik

Der klassische Ansatz zur Behandlung der plastischen Variablen ist die Theorie der in-
ternen Variablen, siche Abschnitt 2.2.2. Dieser Theorie folgend tauchen die plastischen
Variablen zunéchst nicht in der schwachen Formulierung des Impulsgleichgewichts, dem
Prinzip der virtuellen Leistungen, auf. Vielmehr werden sie auf der konstituierenden Ebe-
ne eingefithrt, was die Namensgebung ‘interne Variablen’ motiviert.

Ein dazu kontrirer Ansatz ist die sogenannte Theorie der Mehrschicht-Kinematik nach
Cermelli, Fried und Sellers [17] und Di Carlo und Quiligotti [26]. Die Theorie aus [17][26]
basiert auf dem fundamentalen Konzept, nach dem die Deformation eines Korpers und
seiner inneren Struktur iiber eine Mehrschicht- Kinematik [26] beschrieben wird. Dies
bedeutet, dass es kinematische GroBen (z.B. die Geschwindigkeit v) zur Erfassung der
‘sichtbaren’ Bewegung des Korpers gibt und andere kinematische GroBlen (z.B. F, oder
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die Verhédrtungsvariable «/), die den Verdnderungen des Korpers auf einer anderen Ebene,
der inneren Struktur, Rechnung tragen.

Im Folgenden wird diese Theorie kurz erldutert und das Prinzip der virtuellen Leistungen
fiir die Mehrschicht-Kinematik hergeleitet. Thermische Effekte werden an dieser Stelle
vernachléssigt. Die Theorie aus [17][26] wird minimal erweitert, indem auch der isotrope
Verhartungsparameter « in die Betrachtung mit einbezogen wird.

Sei ¢ nun die Menge von kinematischen Gréfien, die die verallgemeinerten Geschwindig-
keiten reprasentieren, die mit den Freiheitsgraden des Korpers assoziiert sind. Weil sich
ein Korper bei inelastischem Verhalten einerseits in seiner globalen Form und andererseits
in seiner inneren Struktur verédndert (bedingt durch plastische Verzerrungen und isotrope
Verhédrtung), werden drei voneinander unabhéngige verallgemeinerte Geschwindig-
keiten eingefiihrt. Dementsprechend sei ¢ als

4 = {(v,L,, &) € T x Lin(T%,, TE,) x R} (A.6)

definiert. Die Menge aller zuléssiger Variationen der verallgemeinerten Geschwindigkeiten
wird Raum der virtuellen Geschwindigkeiten genannt. Dieser sei mit

G, .= {(0,A,,¢) € TS x Lin(T%,, TE,) x R}, (A7)

bezeichnet, wobei v, A, und ¢ die virtuellen Gegenstiicke zu v, L,, und & sind.

Der Arbeit von Di Carlo und Quiligotti [26] folgend ist eine Kraft ein lineares, stetiges,
reellwertiges Funktional iiber ¢4,. Den Wert, den dieses Funktional annimmt, wird virtu-
elle Leistung genannt. In Ubereinstimmung zu Abschnitt 1.3.2 werden auch hier externe
und innere Krifte unterschieden, die auf einen Korper wirken. Die externen Kréfte, die
durch o eine virtuelle Leistung aufbringen, sind mit f und ¢ bezeichnet. Die Volumenkraft
f fasst sowohl Tragheitskrafte als auch alle anderen Kréfte zusammen, die in Folge von
entfernten dufleren Interaktionen wie z.B. Gravitation auftreten. Die Kraft ¢ reprasentiert
eine Kraftdichte pro Einheitsfliche, die Kontaktinteraktionen des Korpers mit seiner Um-
gebung erfasst. Die Kontaktinteraktionen treten am Rand der aktuellen Konfiguration
%; auf, welcher als disjunkte Vereinigung von zwei Mengen, d.h. 96; = 06" U 9% mit
0N NOEP = ) geschrieben werden kann. 96" ist der Teil von 9%;, auf dem die Kriifte ¢
vorgeschrieben werden. Dieser wird Neumann-Rand genannt, wobei 0%;” der Teil von 0%;
ist, auf dem die Positions-Randbedingungen vorgegeben werden (Dirichlet-Rand). Fir die
virtuelle Geschwindigkeit v gilt,

v =0 auf 96" und Vt. (A.8)

Die externen Kréfte, die konjugiert zu A, und ¢, d.h. zu der Evolution der plastischen
Verzerrungen beziehungsweise zu der Verhértung, sind, werden mit Mg € Lin(T*%,, T'6,)
und 6#° bezeichnet. Im Folgenden werden diese Kréifte plastische Krifte genannt.

Die totale externe wvirtuelle Leistung ist definiert als

We .= /%(f,m +/%N<t,ﬁ> + /g JoH(ME A,) +6°C3, (A.9)
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mit (fvf)) = fagab@ba (taﬁ) = tagab'&b und (M,SvAp) = (Mﬁe)aﬂna'y(Ap)’yﬁ-

Die totale interne virtuelle Leistung, die von den Standard- und Nicht-Standard-
kraften erbracht wird, ist definiert als

Wi e /ﬁ(a,lw/ﬁ Jo (ML A,) + ¢, (A.10)

wobei o € Lin(T*., T.%) der Cauchysche Spannungstensor und I := grad(#) seine konju-
gierte verallgemeinerte Geschwindigkeit ist. Mit Nicht-Standardkréften ist hier der zweite
Term in (A.10) gemeint, da damit Kréfte beschrieben werden, die in der klassischen For-
mulierung des Prinzips der virtuellen Leistungen nicht beriicksichtigt werden. Die Terme
M} € Lin(T*%,,T%,) und 6" in (A.10) sind die internen Gegenstiicke von Mg und 6°. Es
gilt, dass (0,1) = 0% g,l% und (M}, A,) = (M) *P oy (Ap) 75 ist.

Der fundamentale Unterschied zwischen dem ersten und dem zweiten Term der rechten
Seite von (A.10) ist, dass der zweite keinen Gradienten von A, und ¢ enthélt, wobei der
erste von grad(v) abhéngt. Nach der Terminologie von [26] werden solche Materialien als
Materialien vom Grad 1 beziiglich ¥ und vom Grad 0 beziiglich A, und ¢ klassifiziert.

Satz A.3 (Prinzip der virtuellen Leistungen). Das PVL besagt nun (analog zu Abschnitt
2.2.2 beziehungsweise 1.3.2), dass fir alle Elemente von ¥, die totale externe virtuelle
Leistung gleich der totalen internen Leistung ist, d.h.

We=W-, (A.11)

Aus Ubersichtsgriinden wird hier die Abhingigkeit der virtuellen Leistungen von seinen
Argumenten vernachlissigt.

Durch Einsetzen der Ausdriicke der externen (A.9) und der internen virtuellen Leistung
(A.10) in das Prinzip der virtuellen Leistungen (A.11), durch Berechnung des ersten Terms
der rechten Seite von (A.10), durch Anwenden des GauBschen Theorems auf den resultie-
renden Ausdruck, durch Zusammenfassen der Volumen- und Oberflichenterme, die mit
der gleichen konjugierten verallgemeinerten Geschwindigkeit multipliziert werden, und
durch Anwendung des bekannten Lokalisierungsargumentes, welches auf der Beliebigkeit
der Teilvolumina basiert, erhélt man das folgende System von Gleichungen

div(e) = —f, in %;, (A.12a
on=t, auf 06}, (

M. = M, in %, (A.12¢c

6! = 6°, in €, (A.12d

wobei n den Einheitsvektor bezeichnet, der normal zu 9%} steht.

Die ersten beiden Gleichungen des Systems représentieren das Standard-Kréftegleichge-
wicht, siehe Satz 1.6. Die letzten beiden Gleichungen hingegen driicken das Gleichgewicht
der plastischen Kréfte aus, das heifit der verallgemeinerten Kréfte, die mit den plastischen
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Freiheitsgraden assoziiert sind. Die Gleichungen (A.12a) und (A.12b) konnen analog zu
(1.77b) und (1.77c) auch in der Referenzkonfiguration formuliert werden, d.h.

Div(P) = —Jf, in g, (A.13a)
PN = JtVN.C-'.N, auf Oy, (A.13Db)

wobei P := JoF~T € Lin(T*%w,T-) der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor und
N der Normaleneinheitsvektor zum Neumann-Rand 067 von 9%y ist.
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