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Einleitung

0.1 Fragestellung

Genetische Fingerabdriicke spielen aufler in der Forensik und der medizinischen Diagnostik in
vielen Fachrichtungen der Biologie eine wichtige Rolle. In der Okologie kann man zum Bei-
spiel durch den Vergleich der genetischen Fingerabdriicke von Angehérigen einer Population
Riickschliisse auf die Entwicklung der Population ziechen, und in der Evolutionsforschung wird
die Abstammungsgeschichte von Arten rekonstruiert, indem deren genetische Fingerabdriicke
verglichen werden. Die RAPD-PCR ist eine sehr schnelle und kostengiinstige Methode zur Her-
stellung eines genetischen Fingerabdrucks, der dann als Strichmuster auf einem sogenannten
Gel vorliegt. Eine ihrer wichtigsten Anwendungen ist es, den Stammbaum von Individuen auf-
grund von Ahnlichkeiten ihrer RAPD-Fingerabdriicke zu schitzen (vgl. Abb. 1). Zur Klirung
der Frage, fiir welchen Stammbaum RAPD-Daten am ehesten sprechen und wie zuverldssig eine
derartige Aussage ist, bedarf es eines mathematischen Modells fiir die gemeinsame Verteilung
von RAPD-Fingerabdriicken verwandter Individuen. Da der RAPD-Fingerabdruck jedes Indi-
viduums vom Vorkommen bestimmter Muster auf seiner DNA-Sequenz abhingt (vgl. Abb. 2,
Abb. 3 sowie Anhang A), ergibt sich ein solches Modell aus einem stochastischen Modell fiir die
DNA-Sequenzevolution entlang der Abstammungslinie des Stammbaums. Das einfachste der-
artige Evolutionsmodell ist das Jukes-Cantor-Modell (vgl. Abb. 4). Dieses Modell fiihrt aber

s -

Abbildung 1: Aus den Ahnlichkeiten zwischen den RAPD-Fingerabdriicken kénnen Riickschliisse

A D B C

auf die Verwandtschaft gezogen werden. Fs stellt sich jedoch die Frage, wie zuverldssig solche

Schétzungen sind.



bereits zu komplizierten Abhdngigkeiten innerhalb der RAPD-Fingerabdriicke (vgl. Abschnitt
0.2). Statistische Analysen von RAPD-Fingerabdriicken, die auf dem Jukes-Cantor-Modell in
seiner vollen Feinheit beruhen, sind deshalb praktisch nicht durchfiihrbar.

Gesucht ist daher:

e Ein Modell fiir die gemeinsame Verteilung der RAPD-Fingerabdriicke verwandter DNA-
Strénge, innerhalb dessen statistische Analysen mdoglich sind und fiir das sich bewei-

sen 1d8t, daBl der Totalvariationsabstand zur Verteilung, die sich aus dem Jukes-Cantor-
Modell ergibt, hinreichend klein ist.

Erst auf der Basis eines solchen Modells 148t sich dann die folgende Frage behandeln:

e Welche Irrtumswahrscheinlichkeiten treten bei géngigen Verfahren zur Schétzung von

Stammbaumtopologien auf der Basis von RAPD-Daten auf?

0.2 Abhéangigkeiten zwischen den RAPD-Banden im Jukes-
Cantor-Modell

Technische Details zur RAPD-PCR kénnen in Anhang A nachgelesen werden. Uns geniigt
folgende modellhafte Beschreibung: Unter einer DNA-Sequenz verstehen wir eine Folge der
endlichen Linge ndna iiber dem Alphabet {4, C,G,T}. Die Elemente dieses Alphabets heifien
Basen. P und K seien Folgen der Linge [ iiber {A,C, G, T}. Typische Werte sind ngna = 3 - 10°
und [ = 10. Wir bezeichnen P und K im folgenden auch als Primer und (Primer-)Komplement.
AuBler P und K sei eine natiirliche Zahl namp, der Amplifikationsbereich vorgegeben. (Ein
typischer Wert wire etwa namp = 3000.) Eine (RAPD-)Bande ist ein Paar natiirlicher Zahlen
(s, k), deren Differenz k —s im Intervall [/, namp) liegt. Die Differenz k —s nennen wir Linge der

Bande (s, k). Wir sagen von einer Bande (s, k), sie liege auf einer DNA-Sequenz d vor, wenn

Primersequenz: ACGATTTA  (symbolisch >— )
Primerkomplement: TAAATCGT  (symbolisch —<]— )

DNA-Sequenz mit Bande (S,K) :
S

. CGAACGATTTATCCCGGATCGT GTCCCTGATCTAAATCGITTAGAT. . . .

symbolisch:

N 1
V N
k

S

Abbildung 2: Wenn auf der DNA-Sequenz an Position s eine Kopie und an Position k ein
Komplement des Primers beginnt, so liegt die Bande (s, k) vor. (Dabei mufi | <k — s < namp

gelten.)



auf d an der Stelle s das Muster P und an der Stelle k& das Muster K beginnt (vgl. Abbildung
2). Falls auf d auBlerdem zwischen s und & weder ein Muster P noch ein Muster K beginnt,
so heifit die Bande (s, k) sichtbar auf d. Oft werden im Labor sogenannte elektrophoretische
Methoden verwendet, bei denen jede sichtbare Bande auf einem Gel an einer Position, die von
der Linge der Bande abhingt, ein Signal hervorruft. Es ist dann nur eine bestimmte Anzahl
ngp von Gelpositionen unterscheidbar (z.B. ng, = 100) (vgl. Abbildung 3). Wir gehen davon

aus, daf fiir i € {/, ..., ng,} jeweils alle Banden, deren Lingen im Intervall [/ 4 (2 — 1)7::;:)_—117 I+

*Namp —

1 ngp_ll[ liegen, auf dieselbe Gelposition abgebildet werden. Der RAPD-Fingerabdruck einer
DNA-Sequenz (bzgl. P und K) ist dann die Gesamtheit aller Gelpositionen, an denen ein

Bandensignal vorliegt.

DNA-Sequenz:

S1 kl S9 kQ ]{,‘12 S3 k3 S4 k4
< >—<— < >—<-
~ ~ ~

Gel:

namp: : !

Abbildung 3: Schematische Darstellung einer DNA-Sequenz mit Primerkopien (1>) und Pri-
merkomplementen (<), sowie dem sich daraus ergebenden RAPD-Fingerabdruck auf dem Gel.
Die Banden (s1, k1), (s2,k2), (s3,ks) und (sa, ks) sind sichtbar, (sa, k) und (s4,ks) sind aber
auf dem Gel nicht zu unterscheiden, da sie dieselbe Léinge haben. Die Bande (sq, kY) ist nicht

sichtbar, da zwischen den Positionen sy und kb ein Primerkomplement liegt.

Wir betrachten nun das Jukes-Cantor-Modell (vgl. Jukes und Cantor (1969)) fiir die DNA-
Sequenzevolution lings eines Stammbaumes. Wir ergdnzen dabei den Baum durch eine Kante,
die von der Wurzel unendlich weit in die Vergangenheit verlduft. Wir betrachten den Stamm-
baum als geometrisches Gebilde mit Lingenmafl A. Fiir jede Position s < ngn, gibt es einen
Poisson’schen Punkt-Prozefl auf dem Baum mit Intensitdt A. Die Punkt-Prozesse zu verschie-
denen Sites (d.h. Positionen) sind voneinander unabhingig. Wir nennen die Poisson’schen
Punkte im folgenden Mutationen. Jeder Mutation wird unabhéngig gleichverteilt eine Base aus
{4,C, G, T} zugeordnet. Um die Base zu ermitteln, die sich bei einem Blatt des Baumes an einer
bestimmten Position befindet, gehe man in negativer Zeitrichtung bis zur nichsten Mutation

zuriick, die es an der betreffenden Position gegeben hat, und iibernehme deren Base (siehe

Abbildung 4).
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Abbildung 4: Die DNA von A ist CGACGTCGTG, die von B ist CGACGACGTA. Die Mutationen
sind im Jukes-Cantor-Modell Poisson’sch in die Kanten des Baumes eingestreut. Das Muster
CGACGT beginnt in der DNA-Sequenz von A an erster Position und in der DNA-Sequenz von
B an vierter Position. Der Unterschied kommt durch eine einzige Mutation zustande. Dies ist

mdglich, da die Teilfolge CG in dem Muster doppelt vorkommdt.

Wie schon im vorigen Abschnitt erwdhnt, ergeben sich auf der Basis des Jukes-Cantor-
Modells komplizierte stochastische Abhdngigkeiten zwischen den RAPD-Banden verwandter
DNA-Sequenzen. Schon bei einer einzelnen rein zufilligen Sequenz sind die Ereignisse des Auf-
tretens von vorgegebenen Mustern an einer bestimmten Position nicht unabhéngig. Die Wahr-
scheinlichkeit, dafl etwa an einer Position s das Muster M = ATAT auftritt, ist 1/256. Gegeben,
daBB M an der Stelle s beginnt, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, daff M auch an der Stelle
s+ 1 bzw. s + 2 beginnt, 0 bzw. 1/16. Dabei kommt es offensichtlich auf die moglichen Uber-
lappungsweiten der Muster an. Wie das Beispiel in Abbildung 4 zeigt, sind fiir die gemeinsame
Verteilung von Mustern auf verwandten DNA-Sequenzen auch solche Uberlappungsweiten von
Bedeutung, die erst durch zusdtzliche Mutationen moglich werden. Wie stark diese Abhingig-
keiten sind, hingt also in komplizierter Weise von Ahnlichkeiten der relevanten Muster ab, im
Falle der RAPD-Banden also von den Primer-Sequenzen und -Komplementen.

Eine weitere Klasse stochastischer Abh&ngigkeiten in den RAPD-Banden-Konfigurationen
verwandter DNA-Sequenzen kommt dadurch zustande, dafl Primerkopien oder Primerkomple-
mente bei zwei verschiedenen Banden beteiligt sein kdnnen. Diese kénnen dann bei verschie-

denen Bléttern des Baumes sichtbar werden (vgl. Abbildung 5).

0.3 Vorgehensweise

In Kapitel 1 befassen wir uns mit Uberlappungseffekten zwischen Mustern auf verwandten
DNA-Strangen. Wir stellen dem Jukes-Cantor-Modell ein Modell fiir die Evolution der Banden
gegeniiber, in dem Muster-Uberlappungseffekte vernachlissigt werden. Dazu betrachten wir
den Raum aller zusammenhingenden [-Tupel von Basenpositionen, die einem Punkt auf dem

Stammbaum zugeordnet sind. Die Mutationen des Jukes-Cantor-Modells bilden einen Poisson-



Abbildung 5: Bei A ist nur die Bande (s, k) sichtbar, bei B nur die Bande (s,k'). Die RAPD-
Fingerabdriicke von A und B unterscheiden sich an zwei Gelpositionen, obwohl nur eine Mu-

tation (durch den Stern symbolisiert) zwischen den Sequenzen liegt.

Cluster-Prozef auf diesem Raum. Die Uberlappungseffekte zu vernachlissigen bedeutet, diesen
Poisson-Cluster-Prozel durch einen Poisson-Prozefl zu approximieren. Wir konstruieren einen
Markoff-Prozefl, der in dem Poisson-Cluster-Prozefl startet und fiir den die Verteilung des
Poisson-Prozesses eine Gleichgewichtsverteilung ist. Verteilungseigenschaften dieses Markoff-
Prozesses liefern eine obere Schranke fiir den Totalvariationsabstand der Verteilungen von
Bandenkonfigurationen, die diese beiden Modelle implizieren (Satz 1.2, Seite 16). Mit diesem
Resultat kann man fiir anwendungsrelevante Szenarien zeigen, da die Uberlappungseffekte in
Hinblick auf die Verteilung der RAPD-Fingerabdriicke vernachldssigbar sind.

In Kapitel 2 geht es um stochastische Abhédngigkeiten der RAPD-Banden verwandter
Individuen, die zum Beispiel dadurch ins Spiel kommen, daf eine Primerkopie, die an einem
bestimmten Site vorkommt, bei zwei verschiedenen Individuen an unterschiedlichen Banden
beteiligt sein kann. Wir vergleichen dazu zundchst zwei Modelle: In einem Feinmodell evolvieren
alle Muster gemi8 dem Modell ohne Muster-Uberlappungseffekte aus Kapitel 1. Wenn dann bei
einem Individuum eine Primerkopie und ein Primerkomplement in einem bestimmten Abstand
aufeinanderfolgen, liegt eine Bande vor. Dem stellen wir zunichst ein sehr einfaches Modell

gegeniiber, bei dem alle Banden unabhingig evolvieren.

Wie sich zeigen wird, ist der Totalvariationsabstand zwischen den beiden resultierenden
Verteilungen der Bandenkonfigurationen nicht hinreichend klein. Die Abhdngigkeiten zwischen
den Banden lassen sich also nicht generell vernachlissigen. Wir werden daher ein drittes Modell
fiir die Konfiguration der Banden konstruieren, bei dem wesentliche Abhingigkeiten beriick-
sichtigt werden. Komplizierte Abhingigkeiten htherer Ordnung werden jedoch vermieden. Dem
Modell liegt die Idee der Poisson-Clumping-Heuristik zugrunde: Die Banden treten in Klum-
pen auf, wobei zwei Banden, die eine Primerkopie oder ein Primerkomplement gemeinsam
haben, im selben Klumpen liegen, und die Konfiguration der Klumpen 148t sich durch einen
Poisson-Prozefl approximieren. Mit Hilfe einer Variante der Chen-Stein-Methode wird es uns

gelingen, den Totalvariationsabstand zwischen den Verteilungen der Bandenkonfigurationen,



die aus dem Feinmodell und dem Klumpen-Modell resultieren, zu kontrollieren (Satz 2.1, Sei-
te 45). Zusammen mit den Ergebnissen aus Kapitel 1 und der Dreiecksungleichung erhalten
wir dann auch eine obere Abschitzung fiir den Totalvariationsabstand zwischen den Verteilun-
gen der Bandenkonfigurationen, die aus dem Klumpen-Modell und dem Jukes-Cantor-Modell
resultieren. Das Klumpen-Modell bietet einerseits eine gute Approximation der Verteilung der
Bandenkonfigurationen des Jukes-Cantor-Modells und eignet sich andererseits fiir sehr effizi-
ente Monte-Carlo-Simulationen. Erst dadurch werden Simulationsstudien zur Beurteilung von
Auswertungsverfahren fiir RAPD-Daten moglich.

In Kapitel 3 werden wir diese Simulationsmdglichkeiten einsetzen, um Stammbaum-
Topologie-Schitzer auf der Basis von RAPD-Fingerabdriicken zu untersuchen. Speziell be-
trachten wir dabei den Fall von vier Individuen. (Diese bilden die Bausteine fiir die Stamm-
baumschétzung auch einer groferen Anzahl von Individuen, vgl. Strimmer und von Haeseler
(1996).)

Fiir die Stammbaumrekonstruktion aus RAPD-Daten kommen verschiedene Verfahren in
Betracht. Wir vergleichen einen parsimonischen Ansatz mit solchen, die auf der Maximum-
Likelihood-ldee beruhen. Die Berechnung der Likelihood einer Baumtopologie fiir gegebene
RAPD-Daten ist zwar auf der Basis des Klumpen-Modells méglich, aber wegen der zweiban-
digen Klumpen noch immer sehr rechenintensiv, insbesondere wenn auch die Verwechslung
von Banden zu beriicksichtigen ist. Wir konstruieren daher Maximum-Likelihood-Schétzer fiir
die Baumtopologien auf der Basis weiter vereinfachter Ersatzmodelle und untersuchen die Irr-
tumswahrscheinlichkeiten dieser Schitzer bei Anwendung auf RAPD-Daten, die wir nach dem
Klumpen-Modell simulieren. Insbesondere werden wir diskutieren, wie weit Ansitze tragen, die
von einem geddchtnislosen KEntstehen und Vergehen der Banden lings der Abstammungslinien

ausgehen.
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Kapitel 1

Poisson-Approximation fiir die

Evolution der Muster

Wir befassen uns in diesem Kapitel mit solchen Abhédngigkeiten zwischen den Konfiguratio-
nen von Mustern auf DNA-Sequenzen, die durch Uberlappungseffekte zustande kommen (vel.
Abschnitt 0.2). Bedingt man etwa im Kontext der RAPD-PCR darauf, daB auf einer der DNA-
Sequenzen an einer Position s eine Primerkopie der Linge [/ beginnt, so dndern sich im allge-
meinen die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten von Primerkopien oder -komplementen an
den Positionen s—[+1 bis s+/—1 auf allen DNA-Sequenzen (vgl. Abbildung 4 der Einleitung).
Dabei kommt es darauf an, wie die Primerkopien und -komplemente zusammengesetzt sind und

wie die DNA-Sequenzen miteinander verwandt sind.

Nach Belieben kann zum FEinstieg zundchst Anhang C gelesen werden, wo wir uns mit

Uberlappungseffekten von Mustern auf einer einzelnen Sequenz befassen.

1.1 Zwel Modelle fiir die Evolution der Muster

1.1.1 Allgemeines

Es sei ein Stammbaum T von endlich vielen Individuen gegeben, also ein verwurzelter
Bindrbaum, dessen Blitter mit den DNA-Sequenzen der Individuen beschriftet sind. Wir be-
trachten den Baum als ein geometrisches Gebilde mit Lingenmaf$ A. (Die Linge A([vy, vq))
einer Kante K mit Endknoten v; und vy gibt im biologischen Kontext die zeitliche Differenz
zwischen vy und vy an.) Wir erweitern den Stammbaum um eine unendlich lange Kante, die
zur Wurzel fiihrt und deren Ahnen beheimatet. Die Menge aller Punkte, die auf einer der
Kanten des Baumes liegen (einschliefilich aller Knoten und insbesondere aller Blidtter von T),

bezeichnen wir im Folgenden mit Vi, die Menge der Bldtter von T mit Br.

11



1.1.2 Die Evolution der Muster im Jukes-Cantor-Modell

Im Jukes-Cantor-Modell (vgl. Abschnitt 0.2) bilden die Mutationen an jeder Position i €
{1,...,ndna} einen Poisson’schen Punkt-Prozef auf Vi zur Intensitit A. Die Poisson-Prozesse
sind voneinander unabhdngig, und jeder Mutation wird unabhdngig gleichverteilt eine Base aus
{4,C, G, T} zugeordnet.

Fiir alle ¢ € {1,...,ndna} sei 6, ein Poisson-ProzeB auf Vp x {4,C,G, T} mit Intensitit
p(Ux{B}) := zA(U) und fiir j € {1,...,1} mit i4+j—1 < ngna sei O;; := ;1 ;_;. Wir definieren
auferdem einen Poisson-Cluster-Prozefi auf I' :== Vp x {1,...,ndna — [ + 1} x {1,...,{} X
{4,C,G, T} durch © = }_, Zé‘:] 8(ij) @ ©i; (mit der offensichtlichen Permutation der vier
Komponenten von I').

Wir definieren dann W;;(v), indem wir jeweils zum jiingsten Vorfahren v’ von v, fiir den es
ein B € {4,C, G, T} mit ©;;(v',B) = 1 gibt, zuriickgehen und W;;(v) := B setzen (siche Abbildung
1.1). Fir ¢ € {1,...,ndna — { + 1} ist W;(v) := (Wit (v), ..., Ws(v)) dann das Basenwort, das
in der DNA-Sequenz von v an Position ¢ beginnt.

TAGGGA CAAGGC
T

el ] i e
Al

w u

Abbildung 1.1: Die DNA von w ist TAGGGA, die von u ist CAAGGC. Beil = 3 gilt z. B. W3(v) = ACG
und W3 (v) = CGA.

Fiir jedes i € {1,...,n — [+ 1} ist W; eine mit dem Baum T indizierte Markoff-Kette auf
{4,C,G, T} mit sehr einfachen Eigenschaften: Sie folgt der Jukes-Cantor-Dynamik. Der zu W;
gehorige ,Mutationsproze* ©; := Eé-:l d; @ Oy ist ein Poisson-ProzeB auf {1,...,/} x Vp x
{4,C, G, T}. Die Verteilung von W = (W;); ist aber recht kompliziert, da ©; und ©;4%, und damit
auch W; und Wiy, fiir |[k| < [ stochastisch abhingig sind. Es gilt ndmlich © ;1) ; = O (j4r)
und Wigny ;5 = Wi yr)-

1.1.3 Ein Modell mit unabhingig evolvierenden Mustern

Wir definieren nun Analoga © und W zu © und W, bei denen die am Ende von 1.1.2 be-

schriebenen Abhingigkeiten nicht vorhanden sind. O sei also ein Poisson-Proze auf I, dessen

12



Intensitdt p gegeben ist durch:
(U x {i} x {5} % {B}) := %A(U) fiir alle meBbaren U/ C Vip und alle i, j, B

((:jz)z (fiir alle in Abschnitt 1.1.2 erlaubten 7) ist demnach eine Folge von unabhingigen Poisson-
Prozessen, so daB £(0;) = £(0;) fiir jedes i gilt.

Die Konstruktion von W aus © erfolgt analog zur Konstruktion von W aus ©. Ebenso wie
W; kénnen wir W; als baumindizierte Markoff-Kette mit Werten in {4,¢,G, T} auffassen. Im
Unterschied zu W := (W;)1<i<n—i41 ist W= (W)lﬁlsn 1+1 allerdings eine Folge stochastisch
unabhdngiger Prozesse. Daher 148t sich W mathematisch wesentlich leichter handhaben als W.

1.2 Exkurs iiber Poisson-Approximationen und den Totalvaria-

tionsabstand

Wir stellen uns in diesem Kapitel die Frage, wie gut sich der Poisson-Cluster-Prozefi © auf
der Menge I' durch den Poisson-Prozef} © in Hinblick auf die genetischen Fingerabdriicke der
Blitter des Stammbaums approximieren [48t. Auch in Kapitel 2 werden wir die Vernachlissig-
barkeit bestimmter Abhingigkeiten nachweisen, indem wir eine Verteilung durch die Verteilung
eines Poisson-Prozesses approximieren. Wir geben uns dabei nicht mit asymptotischen Aus-
sagen zufrieden, sondern suchen nach oberen Abschitzungen fiir den Totalvariationsabstand
zwischen den jeweiligen Verteilungen.

Der Totalvariationsabstand zweier Mafie g1 und pg auf einem mefibaren Raum (X, A) ist

definiert durch:
[ s~ [ s

Handelt es sich bei X um einen separablen metrischen Raum und sind gy und po Wahrschein-

dry (1, pi2) = sup |1 (A) — p2(A)| = sup
AcA f:X—[0,1]

lichkeitsverteilungen, so gilt

dTV(HIHUQ) = min Pl‘(Xl 7£ X2)7

wobei iiber Paare von Zufallsvariablen (X7, X3) minimiert wird, fiir die Xy und X, die Wahr-
scheinlichkeitsmaBe g und g haben (siche Barbour et al. (1992)). Ein derartiges Paar (X1, X3)
heifit auch Kopplung von py und ps; eine Kopplung, fiir die der Totalvarationsabstand minimal
wird, heifit mazimale Kopplung.

Mit der Chen-Stein-Methode (vgl. Anhang C) und den zu ihr verwandten Techniken, die in
diesem Kapitel zum Einsatz kommen, erhalten wir Abschitzungen des Totalvariationsabstandes
zwischen gewissen Verteilungen und ihren Poisson-Approximationen. Nutzt uns das etwas bei
der Analyse genetischer Fingerabdriicke?

Wir stellen uns folgende Situation vor: Es soll anhand der genetischen Fingerabdriicke eini-
ger Bldtter entschieden werden, ob eine bestimmte Hypothese iiber ihre Verwandtschaft zu ver-

werfen ist. Dies soll auf der Basis eines bestimmten Modells fiir die Entstehung der genetischen
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Fingerabdriicke geschehen. Das Modell enthalte aber gewisse Abhédngigkeiten, die beim Berech-
nen der Likelihood der Hypothese vernachlissigt werden, indem eine Poisson-Approximation
verwendet werde. Angenommen, es gelingt zu zeigen, dafl der Totalvariationsabstand zwischen
der Verteilung, die sich aus dem Modell ergibt, und der Poisson-Approximation sehr gering ist;
Kann man dann eine Aussage dariiber machen, wie wahrscheinlich es ist, dafl man sich bei der
Entscheidung iiber die Hypothese aufgrund der vernachldssigten Abhingigkeiten irrt? — Man
kann:

Wir gehen z.B. davon aus, dafl die Hypothese zutrifft, und betrachten die Wahrschein-
lichkeit, daB man die Hypothese filschlicherweise verwirft. Sei pu; das Wahrscheinlichkeits-
mafB fiir die entstehende Gesamtheit an genetischen Fingerabdriicken auf der Basis des Mo-
dells mit Abhdngigkeiten und u; das Analogon fiir das Modell ohne Abhingigkeiten. Sei A
die Menge der genetischen Fingerabdriicke, die auf der Basis des Modells ohne Abhéingigkei-
ten zum Verwerfen der Hypothese fithren. Nach der Definition des Totalvariationsabstandes
gilt |1 (A) — p2(A)| < dry(pa, p2). Die Tatsache, dafi sich in den Daten die betreffenden
Abhiéngigkeiten befinden, kann also gegeniiber dem idealisierten Fall, in dem die Daten oh-
ne die betreffenden Abhédngigkeiten entstanden sind, hochstens zu einer Verschlechterung der
Irrtumswahrscheinlichkeit um den Summanden dpy (pq, pg) fithren.

Allerdings wiire in der Fragestellung dieses Kapitels drv(£(0), £(0)) sicherlich eine zu
feine Mafeinheit fiir den Unterschied zwischen den beiden Verteilungen. Man betrachte namlich
die Funktion f, die einer Konfiguration & von Elementen von I' eine 1 zuordnet, falls & zwei
Elemente (v,i,7,B) und (v',,7,B') mit v = v’ enthilt, und sonst 0. Dann gilt fast sicher
f(©) =1 und f(é) = 0. Also gilt dTV(E(G)),E(é)) > |[Ef(©) —Ef(@)) = 1. In der Tat
sind nur solche Unterschiede zwischen £(©) und E((:j) relevant, die sich auf die genetischen
Fingerabdriicke der Blitter des Stammbaumes auswirken. Also besteht unser Ziel darin, den
Totalvariationsabstand der von £(©) und £(0) induzierten Verteilungen auf den genetischen
Fingerabdriicken der Blitter abzuschitzen.

In Kapitel 2 werden wir es mit Familien von Ereignissen zu tun haben, bei denen loka-
le stochastische Abh#ingigkeiten vorliegen, die so stark sind, dafl eine Poisson-Approximation
in der oben skizzierten Art und Weise nicht sinnvoll ist. Um dennoch einige Abhingigkeiten
vernachlissigen zu kdnnen, gehen wir dann folgendermafien vor: Wir bezeichnen Unterfami-
lien von Ereignissen, zwischen denen starke Abhingigkeiten vorliegen und die alle eintreten,
als Klumpen' und approximieren die Konfiguration der auftretenden Klumpen durch einen
Poisson-Prozefl auf dem Raum der méglichen Klumpen. Derartige Prozesse heifien bei Aldous
(1989) Mosaik-Prozesse und bei einigen anderen Autoren Poisson-Cluster-Prozesse (vgl. z. B.
Karr (1986)). Aldous zeigt viele Méglichkeiten auf, Mosaik-Prozesse in verschiedenen stocha-

stischen Kontexten zumindest heuristisch einzusetzen.

Unter einer Poisson-Approzimation verstehen wir eine Approximation durch einen Poisson-

'Der Begriff ,Klumpen“ orientiert sich am Titel des Buches ,Probability Approximations via the Poisson
Clumping Heuristic® von D. Aldous (1989).
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Prozefl oder einen Poisson-Cluster-Proze8.

1.3 Abstand der beiden Modelle in Hinblick auf die genetischen
Fingerabdriicke der Blitter

Nun gehen wir der Frage nach, inwieweit die Unterschiede zwischen © und © hinsichtlich der
genetischen Fingerabdriicke der Blitter vernachlissigbar sind.

Es sei Z die Familie der lokal endlichen, einfachen Z&hlmafie auf ['. ©® und O sind also
Z-wertige Zufallsvariablen.

Sei W der Raum der Abbildungen von By x {1,...,n — [+ 1} nach {4,¢,G,T,0}. Wir
definieren eine Abbildung W : Z — W: Es sei ¥ () (v, i) das Wort (wy, ..., w;), das wir erhalten,
indem wir w; folgendermafien setzen: Falls unter allen Vorfahren u von v, fiir die es ein B, €
{4,C,G, T} mit {(v,1,7,B,) = 1 gibt, ein jiingster v’ existiert und das dazugehorige B,/ eindeutig
bestimmt ist, so sei w; := B,s. Sonst sei w; := 0.

Damit gilt (fast sicher) U(©) = W |g, und ¥(0) = W |p.,., wobei | fiir ,eingeschrankt auf*
steht.

Allerdings gehen wir davon aus, daf nicht die Elemente von W beobachtbar sind, sondern
nur ihr Bild unter einer ,Vergréoberung® F': W — F(W), und setzen & := FoW : Z — F(W).

Beispiel: Im Falle der RAPD-PCR kénnen nur solche Positionen auf den DNA-Sequenzen
der Blitter einen Einflul haben, bei denen die Primersequenz P oder ihr Komplement K steht
und denen innerhalb von ngpm, Positionen ein K folgt bzw. ein P vorangeht. Fiir ® setzen wir

also in diesem Kontext W ein, welches fiir € € Z,i < n und b € By folgendermaBen definiert

P falls  W(&)(b,7) =P
und 3k € {{+1,...,namp} : V() (b,i+ k) =K
U (&) (b,i):=4 K falls  W(&)(b,1) =K

und 3k € {I+1,...,namp} : ¥(§)(b,i— k) =P

00...0 sonst

Wir werden spiter auf W zuriickkommen (vgl. Satz 1.2).

Es ist in diesem Kapitel unser Ziel, fiir gewisse ® den Totalvariationsabstand
dry (L(®(0)), L(P(0))) abzuschitzen. Fg sei die Familie der meBbaren Abbildungen f: Z —
[0,1] der Form f = g o ®. Offenbar gilt:

do(L(©),L(0)) := drv(L(P(6)), L(®(8))) = Sup E(f()) - E(f(6))

Um eine obere Abschitzung dafiir zu finden, verwenden wir eine dhnliche Kopplungsmetho-

de wie Barbour, Holst und Janson (1992) zum Beweis von Theorem 10.B ihres Buches ,,Poisson
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Approximation®. Wir definieren dazu einen zeitkontinuierlichen Markoff-Prozefl (Zt)tzo auf Z

mit Zy = O, fiir dessen Ubergangsdynamik E(é) eine Gleichgewichtsverteilung ist.

Wir konstruieren 7 als Immigrations-Todesprozefl iiber [' mit Immigrationsintensitdt p und

pro-Kopf-Sterberate 1. Der Generator von 7 ist von der Form

(Ane = [

r

[h(€ + 6.) — h(€)] dp(a) + /F [h(€ = 6.) — h(€)] de(a)

Anschaulich bedeutet das: Jede Mutation stirbt mit Rate 1, und auf einem Kantenabschnitt
der Linge dx kommen unabhdngig bei jedem Muster an jeder Stelle des Musters Mutationen
mit der Rate von jeweils dz hinzu.

Z startein Zy := O. Fiira = (v,4,7,B)ist I'y := {8 : f = (v,i+k, j—Fk,B) fiir geeignetes k}
der Abhingigkeitsbereich von a. Wir setzen auBlerdem 17, := ', \ {a}.

Fir o € I'; § € '), und ein zufilliges X € Z mit EX (a) = EX(3) = 0 sei

Pap(L(X)) = Pr(®(X 4 d,) 7# ®(X) # O(X +65)),

also die Wahrscheinlichkeit, daf sich sowohl durch die Hinzunahme von §, als auch durch
die Hinzunahme von dg zur Mutationenkonfiguration X beobachtbare Verdnderungen in den
Blittern ergeben.

Ein a € T heifit ®-unwirksam gegeniiber £ (mit & € Z), falls ®(€ + (1 — 26(a)) - 64) = (&)
gilt. ® heifit Cluster-neutral, falls fiir jedes Paar (o, 3) € I' x I, gilt, daf o genau dann ®-
unwirksam gegeniiber ¢ ist, falls es ®-unwirksam gegeniiber & + (1 — 2£(5)) - d ist.

Satz 1.1 Ist & Cluster-neutral, so gilt:

4a(2(0),£@) < 2 | [ TS pas(L(2)) € dt dp(a)

O pery,

Fiir unser Leitthema, die Frage nach der Vernachlissigbarkeit von Abhingigkeiten zwischen
RAPD-Banden, ziehen wir aus Satz 1.1 folgendes Korollar, fiir das wir in Abschnitt 1.3.1 ein

Anwendungsbeispiel diskutieren:

Satz 1.2 Fira € I, 8 € I, und eine Z-wertige Zufallsvariable X mit EX (o) = EX(8) =0

s (L(X)) 1= Pr(W(X +8,) # U(X) # W(X +55))

Dann gilt:

dry (£(©)),£FO)) < 2 [ [T 3 puple() e dr dufo)

Bery,
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Beweis von Satz 1.2: Um Satz 1.1 anwenden zu kdnnen, miissen wir die Cluster-Neutralitét
von ¥ nachweisen. Sei also o = (v,7,5,B) € I', 8 = (v,#,5',B) € I, und &£ € Z. O.B.d.A. sei
£(a) = £(5) = 0.

Wir nehmen nun an, es gelte W(£ 4 §,) # ¥(£). O.B.d.A. gebe es ein b € By mit ¥(£ +
8a)(b,1) = P # W(€)(b,7). Dann gilt W(¢ + 8,)(b,1) = P # W(€)(b,7) und es existiert ein
ked{l,...,namp} mit W(E+6,)(b,i4+k) =K =U(&)(b,i+ k).

Wegen |i — 4’| € {1,.++,/ — 1} kann man durch Hinzunehmen von dg keine Verdnderungen
an den Positionen 7 und i + k& im Bild bzgl. ¥ bewirken. Also gilt V(& + 0, + 85) (b, i) = P #
(€ +63) (b, 1),

Die umgekehrte Beweisrichtung folgt analog.

Also ist W Cluster-neutral und die Aussage folgt aus Satz 1.1.

O

Fiir den Beweis von Satz 1.1 bené&tigen wir einige Lemmata. Wir verwenden folgende
Schreibweisen:

Fiir £, € Z und v € Vg sei T, die Menge der von v abstammenden w € Vg, I'V :=
{(w,2,7,B) e : weT,} und

(o) falls eI
¢(a) sonst

ENC(0) = {

Fiir £ € Z sei Z¢ ein ProzeB auf Z mit Zg = ¢ und derselben Ubergangsdynamik wie Z.
Firve Vp, f€ Fg,t > 0 und € € Z definieren wir auflerdem

o) = [ B(12548) - 1®)) ds

und setzten hy,(£) 1= A%, (§) fiir alle &, fiir die dies definiert ist. Nach Lemma 1.3(a) sind dies
L(0©)-fast alle. (Fiir die iibrigen setzten wir hys,(§) :=0.) Fiir f € Fg und { € 2, sei

hi(©) = - [ B (107) - £8)) ar
Lemma 1.3 Fiir £L(O©)-fast alle &, v € Vi und f € Fg gilt:

(a) /Omm\f(z.%é)—f(é)\ds <

(b)  sup |, ()] < oo

t>0

Lemma 1.4 Sei wg € Vg die Wurzel von T, also der jingste gemeinsame Vorfahr aller
Blitter. Fir g > 0 bezeichne v, dasjenige Element von Vx mit wy € T, und A([v,, wo]) = g.
Dann gelten fiir f € Fo und L(0O)-fast alle £ folgende Aussagen:
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[ i€t 82) = s dute) <
(i)
J g€ 80) = by (€01 = Ihs(e 4 80) = by @) dn(e) =0 fir g0
J {56 = 80) = By (1= [hste = ) = hy(O)] deC@) w0 fir g 0
Lemma 1.5 Fiir [ € Fo und £(©)-fast alle & € Z gilt:
(Ahp) (&) = (&) - Ef(O)

LLemma 1.5 geht iiber folgendes Korollar zu Lemma 1.5 in den Beweis von Satz 1.1 ein:

Korollar 1.6 Fir f € Fg ist

do ([,(@),[,(é)) = sup [E(Aly) (O)].
O

Beweis von Lemma 1.3: Wir konstruieren eine Kopplung zwischen ﬁ(Zf A é) und ,C(é)
Dazu seien (ﬁt)tZO und (D§)t20 reine Todesprozesse iiber T' mit pro-Kopf-Sterberate 1 und
130 = O und Dg =¢ }J\ 0. (Z?)tzo sei ein Prozefl mit derselben Ubergangsdynamik wie (Zt)tZO
und Z9 = 0. Dann gilt wegen £(Z¢ A ©) = £(Df + 7°) und £(0) = £(D; + 7°):

E|7(7¢ A 8) - 1(8)| =E|7(Df + 70) = [(Dy+ 70)
und

bl = = [ (505 + 72~ 1B+ 7)) ds

Wegen [ € Fp gilt ‘f(Dg—I—ZS)—f(ES—}—ZS) < 1 fiir alle s > 0. Allerdings kann
F(DE+ 20) = F(D, + 72)
mit (Dg—ﬁs) (o) # 0 gibt, also nur vor dem zufilligen Zeitpunkt 7 := inf{s
Dg(a) = l~)s(oz) = 0Va € IV}, Fiir alle t > 0 gilt also |h7}’y(£)| < Er. Auflerdem gilt
I ‘f(Dg + 79 — f(Dy+ #%|ds < 7 und damit I ]E‘f(Zg A 0) — f(©)|ds < Er. Zu zeigen
bleibt also, dafl Er < oo gilt.

# 0 fiir ein festes s nur dann gelten, wenn es ein a € I

Die bedingte Erwartung von 7, gegeben daf} Dg(oz) =1 fiir k; viele a und Dy(B) = 1 fiir
ko viele g gilt, ist Efg“ 1/r < ky + kq. Also ist die Erwartung von 7 durch die Summe aus
E dO(a) = Jro dp(@) und der Anzahl der o € T? mit {(a) = 1 beschrinkt und damit fiir
L(0)-fast alle £ endlich.

O
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Beweis von Lemma 1.4: Seien D¢ und Z° wie im Beweis von Lemma 1.3 definiert. Es gilt
hy(€+8.) = h€) = = [ BUDE + D+ 70) = (05 + Z0)d
0

und fiir alle ¢:
| (D + D + Z9) = f(Df + 7)) < 1
Fiir den Beweis von (i) sei ¢ > 1 so gewihlt, daf fiir alle i und j ein w € T,, und ein B
existieren, so daB &(w, i, 7,B) = 1 gilt. Dies ist fiir £(©)-fast alle & méglich.
Fiir jedes t und jedes « ist {Df"(oz) = 1} eine notwendige Bedingung fiir |f(Df + Df” +
Z9) — f(D + Z9)| > 0. Die Bedingung ist mit Wahrscheinlichkeit e=* erfiillt. Es gilt also:

by (€ +82) — hy()] < /0°° tdi = 1

Wegen u(1'V9) < oo geniigt es zu zeigen, dafl

o

gilt. Sei also nun a = (v, 7, j,B) € '\ ['Y9. Dann existiert ein 8 = (w, ¢, j,B") € 'V mit {(5) = 1.
AuBer {D?*(a) = 1} miissen dann fiir |f(D% + D3 + 7)) — f(D¢ + Z9)| > 0 auch noch die
Ereignisse {D¢(5) = 0} und {VB", u € [v;, wq] : Z°(u,1,j,B") = 0} eintreten. Diese haben die
Wahrscheinlichkeiten 1 — e~ und exp(—/ - (1 — e7)). Fiir letzteres iiberlege man sich, dafl Z}

fiir festes ¢ ein Poisson-Prozeff auf ' mit Intensitit (1 —e~") . u ist. Also gilt:

(€ +8) = hy(€)] du(@) < oo

00 R R
|hf(&+da) —hs(§)] < / et (1— e_t) ce =T gy = 1-¢ 7 Loe < const. - [72
0 /

Damit erhalten wir:

/r ‘hf(f +6a) - hf(f)‘ dp(e) < p(I'9) + const. - /OO =2 dl < oo

g

Fiir den Beweis von (ii) sei g hinreichend grofi gewdhlt, so daB fiir jedes Paar (7, j) ein w;;
und ein B;; mit &(w;j, 1, 7, Bi;) > 0 existieren. Dies ist fiir £(0)-fast alle £ méglich.
Fiir a € T gilt

[ wq (€ + 0a) = hgwy (§)] = [hf (€ + 0a) — hy(€)] = /0 EF (g)dt
mit
Vg~ VG~
Filg) = [F(DF"° + D 4 20) = (D" + 29)] = [F(D; + D + 20) = J(Df + Z7)].
Notwendig fiir |F;(g)| > 0 ist die Existenz eines Paares (,j), so daB Z?(v,1,4,B) = 0 fiir alle

v € T,, und alle B gilt, und auierdem Df(wij, i, §,Bi;) = 0 ist. Zusitzlich muB {D% (o) = 1}

eintreten. Ahnlich wie im Beweis von (i) folgt daraus [ EF;(g)dt <const..g=2.
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Im Fall o € T'\ I gilt Ay, (& + 0a) = hso,(§) und es bleibt fr\rug |hf(& 4+ 0a) — hy(€)]
abzuschitzen. Nach den Uberlegungen aus dem Beweis von (i) ist dies ebenfalls < const.
-fgoo [72dl = const..g™!.

Wir erhalten also:

g€ 52) = By (€0 = g €+ 82) = By (€] dife)
< const.-g=% . p(I'"9) + const. - g~

1

< const.- g~ —0 fiir g — o0

Der Beweis von (7ii) verlduft analog zum Beweis von (ii). Man beachte dabei, dal £(I'"s)
fiir £(©)-fast alle £ asymptotisch linear in g ist.
O

Beweis von Lemma 1.5: Sei v € Vi so gewihlt, daB fiir jedes Paar (4,5) € {1,...,n — [+
1} x {1,...,{} mindestens ein Paar (w,B) € T, X {A,C,G, T} mit {(w, 1, j,B) > 0 existiert. Das
ist fiir £(©)-fast alle £ moglich. Dann gilt f(& A ©) = f(€). Sei auBerdem S := min{u : Zgjpv +
ZEJW} und es sei ' die Menge der (w,1,7,B) € I' mit w € T,. Auflerdem sei ¢o := pu(I'") und
0= D gere E(a).

Wir unterscheiden drei Fille, von denen fast sicher genau einer eintritt:
(A) S>t
(B) S <tund Ja= (w,i,5,B) €1 ZgJFv =& — 8,
(C) S<tund o= (w,i,5,B) € Zgjpv =& + 4

Fall (A) tritt mit Wahrscheinlichkeit exp(—(go+¢1)t) ein und zieht nach sich, daB f(Z5 A 0) =
(&) fiir alle u < t gilt.

Da8B Fall (B) eintritt und fiir ein s < ¢ die Stoppzeit S in [s, s+ds] fillt, hat die Wahrschein-
lichkeit exp(—(qo+ ¢1)s) - ¢1 - ds. Die darauf bedingte Erwartung von fot[f(ZE A 0)—Ef(0)] du
ist

- (f()-Ef(©))-s

/F ( /OH 17575 R 6) - 1(8)] du) dg (o)

1 £ _
q —~
=~ (O -Ef®)) s
+ L[ -6 de(o)
q1 r

Analog erhilt man fiir das Eintreten von Fall (C) mit {S € [s, s+ds]} die Wahrscheinlichkeit
exp(—(qo + ¢1)s) - qo - ds und die darauf bedingte Erwartung von fg {f(ZS A é) — Ef(é)} du

ist

_I_

O~ EO) st - [ W€+ d)d(a).
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Wir erhalten also:

o) = B(- [ 507 48) - mr@)an)
= exp(—(qo+ ¢:)t) - (Ef(©) — f(£)) -t

+ [ entat 09 o [87O) - 1©) s+ L [ hr(e - 6] o

+ [ et a)s) o [(Ef<é>—f<s>>-s+qio [ e+ G duto >]ds

Unter Beachtung von Lemma 1.3 wenden wir nun den Satz von der dominierten Konvergenz

an und erhalten:

brol® = [ (=t a)s) [<q1 o) -5 (EF®) - £(©))

+ [ hrale = a)dela) + [ hralet du)duta)]ds

1
= &+ hyy(€+0,)du(a) +
G+ ¢ [ /r gk (¢ e

—

hfuf (S df )

Daraus folgt:

A -BF®) = [ (hsal€+8.) = hal@) dute) + [ (hral€ = 82) = hrof©) dt(a)
= [ ale82) = Byl ©) () + [ (o€ = 52) = hyal€) dee)
r r

Mit Lemma 1.4 folgt:

1O -E1©) = [ (hte+8.) = hy(e) du(e) + | (hs(€ =) = hs(©) (o)

a€l
O

Beweis von Satz 1.1: Wir wollen Korollar 1.6 anwenden, also schitzen wir |E(Ahy)(0)]
fiir alle f € Fgp gleichmidfig nach oben ab. ©, := © 4+ 4§, + Eﬁng dg ist fiir @ € I' ein
Palmscher Proze des Poisson-Cluster-Prozesses © (vgl. Lemma 10.6 in Kallenberg (1986)).
Wegen Pr(©(a) < 1IVa € T') = 1 l48t sich £(0,) als £L(©|0O(a) = 1) interpretieren. Auflerdem

gilt die Campbell Formel

E/FH(Q,@)d(a(a):/FE[H(Q,@Q)MM(Q)

fiir alle integrierbaren H : I' x Z — R (vgl. Lemma 10.1 in Kallenberg (1986)).
Speziell mit H (a, &) :=&(a) - (hy(§ — da) — hy(£)) folgt daraus:

B [ [h/(0 - 6.) ~ hs(0)] dB(a) = [ E(hy(0. —8.) — hy(0.)) du(a)
I I
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Damit ergibt sich:

E(Ah;)(O) :/FE[ hi(© +5,) —hf(®)+hf(®+ 3 55) —hf(®+5a+ 3 55)}@(@)
BET!, BET!,

Nun ist aber

hf(®+5a)—hf(®)+hf<®+ > 5[,) —hf<®+5a+ Zéﬁ)

Bery, Ber!,
o0
:/E
0

f(Zf‘l'CSQ : [Ea>7f+ Z 5ﬁlﬁﬁ>t) - f(Zf+ Z 5ﬁ[E‘3>f>

BeT, Ber!,

—f(Ze+ 00 - I yst) + f(Z)

dt

Dabei ist {¢y : v € I, U {a}} eine Familie untereinander und von ©
unabhingiger exp(1)-verteilter Zufallsvariablen und I -; bezeichnet die
Indikatorfunktion von {¢, > t}.

/OOE f(Zt + 00 + Z 5ﬁ]55>t> - f(Zt + Z 5ﬁ155>t>
0

Bert, BEr!,

—f (Zt + (Sa) + f(Zt) . C_tdt

/OOOE[gt< Z 5516,3>t> - g:(0)

BET,
mit —1 < g:(n) == f(Ze +6a+1n) — f(Z: + 1) <1

h o0 k k—1
— Z/ E [gt (Z 557 [E>,>t> — g+ (Z 557 [EJ>t>] . e—tdt
k=170 j=1 j=1

Mit {B1,...,0,} := 1", erhdlt man dies durch Teleskopieren.

h o0
= ._ZE:J/ E
k=1 0

celdt

k-1 k-1
g¢ ((Sgk +Z(Sﬁjlﬁj>t> — Gt <Z(Sﬁjlﬁg>t>] -e_Qtdt
j=1

i=1
Wegen der Cluster-Neutralitdt von @ ist die Gleichung

k k
@(Zt+5a+25ﬁ]> :@(Zt+255])

i=1 i=1
dquivalent zu

(I) (Zt —|— (Sa) - (I) (Zt) .
Da T, =Tg fiir g € I, ist, folgt auch die Aquivalenz von

k-1 k-1
¢<Zt+5ﬁk +Zéﬁj> = ¢<2t+25ﬁj>
7=1

i=1
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und

Daher und wegen f € Fg ist gt(zle dp,) = f(Zt-I—(Sa-I—E;C:l ds,) —f(Zt-I—Ele dp,) = 0, falls
_ . . k—1 _ k-1 ¢ N _
- k = (A = g /) -
O (7 + 0,) = @ (Z) gilt, und es ist g¢(d5, + E]‘ 108;) gt(zj 1 08,), falls @ (Z; + 65,)
¢ (Z;) gilt. Wegen |g4(z)| < 1 folgt:

k-1 k-1
E gt <5ﬁk + Z 5@ [ej >t) — gt (Z 55] IEJ >t>]
7=1 =1
k=1 k-1
< 2:-Pr| ¢ (5ﬁk +Z(§ﬁjlﬁj>t> #gt (Z(Sﬁjlﬁj>t>
7=1 7=1
< 2-Pr (@ (74 0p,) # (%) # P (4 + 64))
= 2 Pa sy, ([’(Zt))

Also gilt fiir alle f € Fg:

BlAb) @) <2 [ Y [ pun et e di dufo)

pery

Die Behauptung des Satzes folgt nun aus Korollar 1.6.

1.3.1 Eine Abschitzung fiir ©,;(£(Z;))

Fiir einen gegebenen Baum T und eine gegebene Menge M kann man
Jr > pert, Cap(L(Zs))e *dpu(a) mit einem dhnlichen Verfahren wie dem, welches in Ab-
schnitt 2.2.2 fiir die Berechnung von e; und ey beschrieben wird, berechnen. Die ndétige
Rechenzeit wichst dann linear in der Anzahl der Blitter des Baumes. Ein solches Verfahren
ist aber programmtechnisch relativ aufwendig, zumal auch noch iiber ¢ €]0, 00] numerisch
integriert werden mu8.

Wie sich in Abschnitt 1.3.2 zeigen wird, liefert fiir einen dreibldttrigen Baum bereits eine
recht grobe Abschitzung fiir ,5(L(7;)), die wir gleich herleiten werden, zusammen mit Satz
1.2 eine akzeptable Abschitzung fiir dg(£(©), £(©)).

Machen wir uns erst einmal klar, daf fiir alle & = (va,%0yJ0,Ba) € I', 8 € T, und £ > 0
gilt:

Pap(L(Z)) =
<

t(U(Z; 4 80) # U(Z1)) - Pr(U(Zs + 85) # O (Z:) | O(Zi + 8a) # V(7))
1 (U(Zi 4 6a) # V(%)) -
" Pr(U(Ze+ 8p) # W(Z) | U(Zi+ 6a) (byia) # W(Ze) (b, i) -

beEBT

P
P

In der Tat ist ja zum einen das Ereignis {U(Z; + &,) # W(Z;)} die Vereinigung der Ereignisse
{U(Z; + 64)(b,10) # VU (Z)(b,is)}, b € Br, zum anderen gilt allgemein fiir alle Ereignisse
H,G4q,...,G,und G := U;”-":l G die Ungleichung Pr(H|G) < }°. Pr(H|G;)
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Um Pr (V(Z; + 6.) # ¥(Z)) von oben abzuschiitzen, numerieren wir die Blitter des Teil-
baumes T, der dem v, abstammt, von links nach rechts mit by, ..., b/p, | durch (vgl. Abb.1.2).

by by bs by bs be b7 bs

\

Abbildung 1.2: Fin Baum, dessen Bldtter von links nach rechts durchnumeriert wurden

Es ist

Pr(W(Z; 4 8a) # V(%))
|B|

- ZPr (Zt + 6a) (bjyia) # W (Z) (bj,1a)) -

P (Vi W4 8,) i) = (2) i) |

T (74 8,) (byi0) 2 V() (0))
|Br|
< ZPr (Zi + 62)(bj,10) # U (Z1) (bj, ia)) - (b1, ., bj—1 | b))

Dabei sei (fiir j > 1) &(b1,...,b;—1|b;) die Wahrscheinlichkeit, daB es in der Konfiguration
Z; zwischen jedem Blatt b € {by,...,b;_1} und dem jeweiligen jiingsten mit b; gemeinsamen
Vorfahren mindestens eine Mutation gibt, welche das an einer festen Stelle 7 beginnende Muster
betrifft (in unserem Fall geht es um i = i,). Fiir j = 1 setzen wir £(|b) = 1 fiir alle b.

Um Pr (lIl(Zt +85) # W(Z) | W(Z + 85)(a,i4) # V(%) (a, za)) nach oben abzuschitzen,
sortiere man den Baum zunichst so um, dafl das Blatt a ganz rechts steht, und bezeichne
die Blitter dann von links nach rechts mit b, .. .’bTBT| (vgl. Abb. 1.3).

Es gilt dann mit denselben Uberlegungen wie oben:

Pr (W(IZLL |+ 8) 7# W(Z) | O(Ze + ba) (@, i0) # U(Z)(a,ia))
By

ZPF (%1 + 05) (b, i5) # W (Z0) (Vi) | W(Ze + 8a)(a, ) # W (Z4) (a, 1)) -

(B 18
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Abbildung 1.3: Fine Méglichkeit, den Baum aus Abb. 1.2 so umzusortieren, daff das Blatt a
ganz rechts steht, falls a = bs ist.
1.3.2 Ein Beispiel

Wir wenden die Uberlegung aus Abschnitt 1.3.1 nun auf den in Abb. 1.4 dargestellten dreiblitt-

rigen Baum an.

Abbildung 1.4: Fin dreibldttriger Baum als Beispiel. Fs bezeichnen gq, g1, g2 und g3 die Lingen
(d. h. X\-Gewichte) der jeweiligen (Teil-) Kanten.

Wir gehen in diesem Beispiel von der Primersequenz M; := P = ACGTATTA und dem
Primerkomplement My := K = TAATACGT aus. Man beachte, daf es zwischen M; und M, eine
Uberlappungsméglichkeit von vier Basen gibt, was wegen der geringen Linge von M; und M,
relativ viel ist.

Wir gehen davon aus, dafl die Linge / = 8 des Primers, der Amplifikationsbereich n,my,p, und
die Linge n der DNA so aufeinander abgestimmt sind, dal wir auf eine DNA-Sequenz etwa
5 Banden erwarten, d.h. n - namp - (1/4)? =~ 5. Bei Namp = 3000 ergibt sich damit eine DNA-
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Lénge von ungefihr 7 Millionen Basenpaaren. Fiir die verwandtschaftliche N&he der Individuen
nehmen wir an, dafl zwischen @ und b etwa jedes fiinfzigste und zwischen ¢ und ¢ etwa jedes
dreiBigste Site mutiert ist, es sei also exp(—2¢3) = 29/30 und exp(—2¢;) = 49/50.

Die nachfolgenden Uberlegungen lassen sich in vier aufeinander aufbauende Schritte glie-

dern:

(A) Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit, daff ein bestimmtes Paar von Mutationen («, ) €
I x I, zum Zeitpunkt ¢ EinfluB auf das W-Bild von Z; in einem gewihlten Paar von

Blattern ausiibt.

(B) Wir iibertragen die Uberlegungen von (A) auf andere Blitter und wenden die Uberle-
gungen aus Abschnitt 1.3.1 an, um @,5(£(7;)) nach oben abzuschitzen.

(C) Wir integrieren die in (B) gefundene obere Schranke fiir 7, 5(L(7;)) iiber alle Mutationen-
Paare (a, 3) € I' x I',,, die auf einer gewidhlten Kante liegen.

(D) Wir iibertragen das Ergebnis von (C) auf alle Kanten und integrieren die Summe iiber

t €]0, cof.

(A) Wir betrachten zundchst ein Paar (o, 3) € I' x I'), mit v, = vg = v (vgl. Abbildung 1.4)

und konzentrieren uns auf die Bldtter ¢ und ¢. Wir verwenden folgende Abkiirzungen:

M, U(Z)(a,is)
M. = W(Z%+ 6.)(a, i)
M. = ?(Zt)( ) Zﬁ)
M; (7 + dp) (e, ip)

Es ist Pr(M, # M!) = Pr(M, # M!) < 2+ (1/4)*=1 + ngmp, - exp(—go — g3), denn fiir M, #
M! ist z.B. notwendig, daB M, oder M, mit P oder K iibereinstimmt, daf innerhalb des
Amplifikationsbereichs das jeweilige Komplement vorhanden ist und dafl die Mutation « nicht
durch eine zwischen v und «a liegende Mutation iiberdeckt wird.

Abzuschitzen ist insbesondere:

Pr(M. # ML | Mo M}) < max Pr(Mo o ML | Mo # M], My € {My, M})

(Zur Erinnerung: M,, M! M. und M/ sind zufillig, nicht aber M; und My.)

Betrachten wir erst einmal
Pr(M, # M. | M, # M), My € {M,, M.}).

Eine notwendige Bedingung fiir M. # M ist, da zwischen v und ¢ keine Mutation liegt,
die (3 iiberdeckt. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ zwischen w und ¢ keine solche Mutation liegt,
ist exp(—g3). Die auf M, # M] bedingte Wahrscheinlichkeit, dal es in Z; zwischen v und
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w keine @ iiberdeckende Mutation gibt, ist die Wahrscheinlichkeit, dafl es in Z; zwischen v
und w keine solche Mutation gibt, die erst nach dem Zeitpunkt 0 hinzugekommen war, und ist
demnach exp(—(1—e~")-go). (Dazu iiberlege man sich, daB fiir jede zum Zeitpunkt ¢ vorhandene
Mutation die Wahrscheinlichkeit, daf es sich um eine handelt, die erst nach dem Zeitpunkt 0
hinzugekommen ist, 1 — e~* betrigt.)

Eine weitere notwendige Bedingung fiir M. # M/ ist, daB My € {M., M!} oder My €
{M,., M} gilt. Letzteres setzt voraus, dal die Primersequenz M; auf der DNA von ¢ inner-
halb des Amplifikationsbereichs vor iz vorkommt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist von der
GréBenordnung von mamp - (1/4)".

Zur Abschitzung von Pr(My € {M., M} | M, # M, My € {M,, M'}), fiir k € {1,2}, sei

zg :die Anzahl der Sites, die zwischen My und My, iibereinstimmen, wenn man M}, gegeniiber
M, um ig — i, Positionen nach rechts verschiebt und die Position j, bei M; bzw. jg bei
My, nicht mitzihlt.

yr : die Anzahl der Sites, die zwischen M; und M} nicht iibereinstimmen, wenn man M,
gegeniiber AM; um ig — i, Positionen nach rechts verschiebt und die Position j, bei M,
bzw. jg bei M} nicht mitz&hlt.

Zur Verdeutlichung betrachten wir die Situation ig =i, +3, jo = 7 und £ = 2. Dann ist jzg =4

und man erhilt:

123456738
ACGTATTA
+ + - % +
TAATACGT
123456738

Die mit + gekennzeichneten Site-Paare stimmen iiberein, das mit - gekennzeichnete Paar stimmt
nicht iiberein, das mit * gekennzeichnete wird nicht mitgezihlt. Also ergibt sich z9 = 3 und
y2 = 1.

Wir stellen noch eine Voriiberlegung an: Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dafl bei Z;
in Blatt ¢ im i-ten Muster an der j-ten Position dieselbe Base steht wie in Blatt b im #'-ten
Muster an der j’-ten Position, wobei i + j = i’ + j' und ¢ # ' ist? (Man beachte, daf die
beiden Basen in Zj iibereinstimmen.) Es kann sein, dafi die Basen in beiden Positionen durch
dieselbe Mutation bestimmt werden. Dazu darf zwischen w und a sowie zwischen w und b an
den betreffenden Positionen keine Mutation sein. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist exp(—2gs).
Wir gehen nun davon aus, daf§ sich die Mutation, die die Base an der betreffenden Position
in a festlegt, bereits bei einem Vorfahren von w ereignet hat. Die Wahrscheinlichkeit, dafl die
Linge des Kantenstiicks zwischen den Mutanten und w ,in das infinitesimal kleine Intervall
lg, 9+ dg] fallt“, ist exp(—g)dg. Die Mutation kann nur dann auch Einflufi auf die betreffende

Position in b haben, wenn sie bereits in Zy vorhanden war. Die Wahrscheinlichkeit fiir letzteres
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hingt nicht von ¢g ab und ist e~!. Eine letzte Bedingung muf noch erfiillt sein, damit die beiden
Positionen ,abstammungsgleich®“ sind: Zwischen dem Urmutanten der betreffenden Position in
a und dem Individuum w darf bei den Positionen, die Vorfahren der betreffenden Position in
b sind, keine Mutation nach dem Zeitpunkt 0 hinzugekommen sein und bis ¢ iiberlebt haben.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist exp(—(1 — e™%)g). Insgesamt ist also die Wahrscheinlichkeit,
dafl die beiden Positionen durch dieselbe Mutation bestimmt werden:

exp(—2¢3) - €™ /000 exp(—g) - exp(=(1 — ¢")g)dg = m;t?ﬂ

Wenn die beiden Positionen nicht abstammungsgleich sind, so ist die Wahrscheinlichkeit, daf§
sie dennoch dieselbe Base haben, 1/4. Insgesamt hat also die Wahrscheinlichkeit, daff die beiden

Positionen dieselbe Base haben, den Wert

1 3exp(-2¢s)
4 8exp(t)—4

Demnach gilt

Pr(Ml € {McvMé} | M1 € {M&v‘Mé}v ‘Ma ?é ‘Mé)

1 3.e72:\1 (1 72 \U' 1\ Immmwsd
< e N B
- (4 8et—4> (4 8et—4) (4)
Pr(My € {Me, M} | My € {Ma, My}, Mo # M,)

1 3. e—29s T2 1 e—293 Y2 1 2:-l—z1—y1 =1
< (a2 ")y (- )y (2 -
= (4+ 8@-4) (4 8@-4) (4) ftamp

Wir erhalten also:

und

Pr(M. # Mé M, € {Ma,Mé}, M, # M,i)

1 3.2\ %1 (1 e \U ) ITmmet
< 1—(1—et . 4 - o= Sz
< exp(l = (1—¢€7)go) [<4+ 8et—4) (4 8et—4> (4)
1 3.e7203\™ (1 723\ 1\ Fmowed
+<Z+8ef—4> '(Z_gef—z;) '(Z) " Mamp

(B) Fiihrt man die Uberlegungen aus (A) mit dem Blattpaar (b,¢) anstelle von (a,c) aus,

so erhilt man dasselbe Ergebnis (aus Symmetriegriinden). Wihlt man das Blattpaar (a,b), so
erhdlt man einen Ausdruck derselben Gestalt, aber mit e=291 = 49/50 statt e=2% = 29/30 und
go+ g2 statt go. Bei den Blattpaaren (a,a), (b,b) und (¢, c) wird e=%92 = 29/30 durch 1 und g
durch go + g3 ersetzt. Es folgt jedenfalls fiir beliebige Bliatter x und y:

Pr(M, # M, | My € {My,M;}, M, # Mg:)
1 3\ /1 29730\ /1\Tmu!
— + . . - — . —
4 8el —4 4 8el—4 4
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1 3\ (1 29/30\¥ (1)\¥Tmmudt
+(z+m) '(Z‘Set_4> (1) Mamp |-

Wir verwenden im folgenden die Abkiirzung

1 3 \" /1 29/30\Y [1\'7v!
meo= (i rga) (imsie) (1)

In unserem Beispiel gilt mit den in Abschnitt 1.3.1 eingefiihrten Bezeichnungen:

k(alb) = k(bla) =1 — 79" ~ 0.13
k(e

(
r(cla) = k(clb) =1 — €719 2 0.08
k(a,ble)=1— e~lo2 4 o~lo2 . (1- e~ln )2 ~ 0.07
#(a,c|b) = k(b, cla) = (1 — e™'91) . (1 — e7192) ~ 0.01

Mit den Uberlegungen aus Abschnitt 1.3.1 und wegen «(|a)+k(a|b) +k(a, ble) +x(|b) +r(bla) +
k(a,blc) + k(|c) + k(c|a) + k(a, c|b) ~ 3,49 erhalten wir

Pr(W(Ze + 0p) # W(Z) | W(Zi+ ba) # U(Z))

1 !
< 3,49 -exp(—(1 - e go) -max{ Ri(z1,y1) + Re(z2, y2) - (Z) . namp] ,

1 {
Rt(rllayi) ' (Z) * namp ‘l‘ Rt(wlbyg)] }

und

201
Pr(U(Z; + 64) # U(Zy)) <3,49- (%) “Namp * € 9 - (25(M1, jo) + 28(Ma, ja))-

Dabei sind 27, ¥}, 2, und y), genauso wie zy, y;, 22 und y, definiert, aber mit A, anstelle
von My, und zg(M,j) ist die Wahrscheinlichkeit, dal an der Stelle j durch Ersetzen einer
vorhandenen, rein zufilligen Base durch B die fiir das Muster M an dieser Stelle passende Base
neu hinzukommt oder wegfillt. Dies ist 3/4, falls B mit der an dieser Stelle fiir M passenden
Base iibereinstimmt und 1/4 sonst. (Beim Abschitzen von Pr(U(Z;+45) # U (Z;) | V(Zi+6,) #
U(Z;)) haben wir auf die notwendige Bedingung verzichtet, daf sich an der Stelle j3 durch die
Substitution der zufdllig vorhandenen Base iiberhaupt etwas tut. Dadurch haben wir einiges
an Schirfe der Abschdtzung verschenkt, aber einige allzu aufwendige Fallunterscheidungen

gespart.)

(C) Wir lssen uns nun von der Betrachtung eines einzelnen Paares von Mutationen und
integrieren iiber alle solche Paare, die auf der ,,unendlichlangen Wurzelkante“ liegen.

Es sei I'g die Menge aller (v,1,7,B) € I, fiir die v ein Vorfahr der Wurzel w ist. Um
fFo 25 Pap(L(Z1))dp(a) abzuschitzen, miissen wir das Produkt obiger beider Ausdriicke tiber

go €]0,00[ und verschiedene zy, y; z2,... integrieren. Dazu sei z1(j, k) dasjenige z;, welches
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wir fiir & = (v,4,7,B) und 8 = (v,i+ k,j — k,B) erhalten (mit j € {1,...,1} und k € {5 —
l,...,7—1}\{0}). Genauso verfahren wir mit z, y;, etc.. AuBerdem sei v, der Vorfahr von w
mit A([vy, w]) = g. Es folgt dann:

/FZCPaﬁ (Z1))dp(e)

° B

S Z Z / Pr(W(Z; + 8(u, itk jrp)) # Y(Ze) | W(Zi+ 0(u, i jm) # V(Z1)):

i,7,B 0£k=j—1 B B
Pr(W(Ze + b(v,.,58) 7 W(Z41))dg (*)

0785 n (/) mamy
< -

l 7—1 1 I

5> max{ Ruea 50,16, B) + a5, 25,0 - () nm]

j=1 0fk=j—1

R G, 0410+ (5 )+ mam + B30, k))] }

S oY 3wl (k) R) + Releal ), ml ) 0,05,

j=10 ;ék =51
[Re(24 (5, k), y1(5, k) - 0,05 + Re(2h(j, k), w5 (4, k)] }

(D) Nun fassen wir auch die Mutationspaare auf anderen Kanten ins Auge.

Ubertrigt man die Rechnung aus (C) auf frg >3 Pap(L(Z1))dp(a), wobei I'y die Menge
aller (v, 1, j,B) bezeichnet, fiir die v auf der Kante zwischen w und dem jiingsten gemeinsamen
Vorfahren der Blitter a und b liegt, so mufl man bei (%) nur iiber g € [0, gy] integrieren.
AuBerdem benétigt man statt k(|a) + ...+ k(a,c[b) nur k(|a) + x(alb) + £(|b) + k(bla) und
man kann generell g3 durch g, ersetzen. Inbesondere steht dann in R;(z,y) der Bruch 49/50
an Stelle von 29/30. Ahnliches gilt fiir die iibrigen Kanten.

Um schlieBlich 2 - [0° [r 2 serr Pap(L(Z1))e™*dp(a)dt abzuschitzen, multiplizieren wir
die Summe der Abschiitzungen fiir alle Kanten des Baumes mit 2e~%" und integrieren das
Ergebnis numerisch iiber ¢ €]0,00[. (Das ist sehr leicht machbar, da der Integrand mo-
noton fillt und ab etwa t = 10 kaum von einem konstanten Vielfachen von e™?' ab-
weicht. Von beidem kann man sich am einfachsten dadurch iiberzeugen, daf man den
Graphen des Integranden und der Funktionen Ri(z,y) fir z,y < 8 betrachtet.) Ein C-
Programm, in welchem die numerische Berechnung durchgefiiht wird, findet sich unter
http://stoch.math.uni-frankfurt.de/Leute/metzler/dissprgs.html. Als Ergebnis er-

halten wir:

drv (L(T(©)), £(T(®) / / S Bus(L(Z0) e dp(a)dt < 0,009

BETY,

Wie schon zu Beginn des Unterabschnitts angemerkt, ist dies eine eher konservative Schran-
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ke, die aber in Hinblick auf die in Abschnitt 0.1 beschriebene Anwendung durchaus brauchbar

ist.

1.4 Fazit

Sind ein Stammbaum, eine Sequenzldnge und eine Menge von Mustern einer festen Linge ge-
geben, so sind die Ereignisse des Auftretens von Mustern in den DNA-Sequenzen der Blitter
stochastisch abhingig. Satz 1.2 liefert eine Methode, die Vernachlissigbarkeit dieser Abhingig-
keiten in Hinblick auf die RAPD-Bandenkonfigurationen der Bliatter nachzuweisen. Ein An-
wendungsbeispiel legt den Schluff nahe, dal die Abhingigkeiten in typischen RAPD-PCR-
Versuchsszenarien nur von sehr geringer Bedeutung sind, falls die Primersequenzen und ihre

Komplemente nicht zu viele Uberlappungsméglichkeiten haben.
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Kapitel 2

Poisson-Approximation fiir die

Bandenkonfiguration

Gegeben sei ein verwurzelter Bindrbaum T, der die Verwandtschaft seiner Bldtter b € By
beschreibt. Die Topologie und die Astlingen von T sollen aus den RAPD-Fingerabdriicken
der Bldtter geschidtzt werden. Sollte man dabei Abhingigkeiten beriicksichtigen, die dadurch
auf den Plan treten, daf§ verschiedene Banden eine Primerkopie oder ein Primerkomplement
gemeinsam haben kénnen? (vgl. Einleitung, Abb. 5)

Um dieser Frage nachzugehen, vergleichen wir zunichst wieder zwei Modelle: eines, welches
solche Abhingigikeiten beriicksichtigt, und eines, in dem die Banden unabhingig sind.

Im folgenden sei n := ngn, die Linge der DNA, [ die Linge des Primers und n,mp die
Grofle des Amplifikationsbereichs, jeweils in der Anzahl der Basen gemessen. Wir bezeichnen

die Primersequenz mit P und ihr Komplement mit K.

2.1 Ein Beispiel zur Problematik

Wir stellen uns folgende Situation vor: Ein Biologe will zwischen zwei Hypothesen iiber die
Verwandtschaft von vier Individuen A, B, C und D entscheiden und fiihrt zu diesem Zweck
eine RAPD-PCR-Analyse durch. Hypothese (a) lautet, daB A und B eng verwandt sind, sowie C
und D, wihrend nach Hypothese (b) A und C sowie B und D jeweils miteinander eng verwandt
sind (siehe Abbildung 2.1).

Nehmen wir an, daf eine der RAPD-Banden nur bei A und B sichtbar wird und eine andere
nur bei C und D. Alle anderen Banden seien jeweils bei allen Arten vorhanden. Offensichtlich
stiitzt ein solches Versuchsergebnis Hypothese (a), denn es erscheint auf der Basis von Hypo-
these (a) plausibel, dafl das beobachtete Ergebnis durch nur zwei Mutationen entstanden ist.
So kdnnten zum Beispiel in der Wurzel beide Banden vorhanden sein und dann durch jeweils
eine Mutation in der Kante zwischen der Wurzel und dem jiingsten gemeinsamen Vorfahren

von C und D zerstért werden. In der Situation von Hypothese (b) miifite hingegen jede der

32



A B CD Hypothese (&) Hypothese (b)
@ @ E E A B C D A C B D
Abbildung 2.1: RAPD-PCR-Fingerabdriicke der Arten A, B, C und D und zwei Hypothesen

tiber thre Verwandtschaft.

beiden Banden von mindestens zwei Mutationen getroffen werden, um das Versuchsergebnis
hervorzubringen.

Man kénnte jedoch einwenden, dafl dieselben beiden Mutationen, die dafiir sorgen, dafl
die eine Bande nur bei A und B sichtbar ist, auch dafiir verantwortlich sein k&nnten, daf}
die andere Bande nur bei C und D sichtbar ist, wenn man die in Abbildung 5 der Einleitung
dargestellte Moglichkeit einer gekoppelten Evolution der beiden Banden in Betracht zieht. (Mit
dieser Méglichkeit kénnte man natiirlich das Versuchsergebnis auf der Basis von Hypothese (a)
mit nur einer Mutation erkldren. Eine Differenz von zwei Mutationen, wie sie auftritt, wenn
man die die in Abbildung 5 der Einleitung dargestellte Moglichkeit aufler Acht 1a8t, wire aber
sicherlich ein wesentlich iiberzeugenderes Argument fiir Hypothese (a).)

Dieses Beispiel ist in mehrfacher Hinsicht recht einfach: KEs geht um nur vier Individuen,
es werden nur zwei Hypothesen gegeniibergestellt, es gibt nur zwei relevante Banden, die nicht
bei allen Individuen vorkommen, und die Interpretation der Versuchsergebnisse beruht nur auf
einfachen ad-hoc-Argumenten. Tatsichlich geht es oft um eine grofiere Anzahl an Taxa, iiber
die moglichen Stammbiume werden keine einschrinkenden Annahmen gemacht, es sind in der
Regel mehr Banden im Spiel und zur Auswertung werden raffinierte, computergestiitzte Ver-
fahren verwendet. Es ist hinldnglich bekannt, daf§ statistische Verfahren oft nicht sehr robust
gegeniiber der Vernachldssigung stochastischer Abhangigkeiten sind. Die Berechnung der Like-
lihood von Bdumen fiir gegebene RAPD-Daten ist aber in der Regel zu aufwendig, wenn die
Abhingigkeiten zwischen den Banden, die sich durch gemeinsame Primerkopien oder Primer-
komplemente ergeben, beriicksichtigt werden. Wir werden daher in diesem Kapitel untersuchen,
welche Abhingigkeiten allgemein vernachlissigt werden kénnen, und ein Modell entwickeln, das
die wesentlichen Abhingigkeiten beriicksichtigt und fiir weitere Untersuchungen — wie etwa die

Simulationsstudien in Kapitel 3 — hinreichend praktikabel ist.

2.2 Ein Poisson-Modell fiir die Bandenkonfigurationen

Ahnlich wie in Kapitel 1 werden wir nun von einem Modell ausgehen, in dem gewisse stochasti-
sche Abhingigkeiten vorhanden sind, und diesem eine Poisson-Approximation gegeniiberstellen.

Abhingigkeiten, die durch Musteriiberlappungseffekte zustande kommen, vernachlissigen wir
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von vornherein: Wir gehen davon aus, daf wir uns in einem Szenario befinden, in dem sich mit

den Methoden aus Kapitel 1 zeigen 148t, dafl solche Effekte vernachldssigbar sind.

Das Feinmodell fiir die zufalligen Banden: Wir erinnern an das in Kapitel 1 hergelei-
tete Poisson-Modell é, das in Hinblick auf die Bandenkonfigurationen zu einer brauchbaren
Approximation des Jukes-Cantor-Modells © gefiihrt hat. ) erzeugt fiir jedes 2 = 1,...,n eine
mit dem Baum T indizierte (d.h. von der Wurzel des Baumes in die Blitter laufende) Markoff-
Kette M;(.) := WZ() auf dem Zustandsraum {4, C, G, T}!, die der Jukes-Cantor-Ubergangsdyna-
mik geniigt. Die M; sind unabhingig, und jedes M; startet in seiner Gleichgewichtsverteilung,
nimlich in der uniformen Verteilung auf {4, ¢C, G, T}'.

Sei B(©) die Menge der Banden (s, k), die durch © irgendwo in den Blittern von T erzeugt
werden. Fiir jedes (s, k) € B(C:)) sei U, 1) die Menge derjenigen Blitter, auf denen die Bande
(s, k) auftritt. Fiir U C Bt sei dann X(y,4) die Indikatorvariable fir {Ug = U}, Wir

bezeichnen die Gesamtheit X dieser Indikatorvaiablen im Folgenden auch als das Feinmodell.

Unser Ziel ist es, eine Poisson-Approximation fiir die zufillige Konfiguration X = (X,)aer
zu finden. Wir bezeichnen dabei den Grundraum {(U,s,k):0# U C Br, (s, k) ist Bande }, um
den es hier geht, wegen der konzeptionellen Ahnlichkeit dieses Problems zu dem aus Kapitel 1

wieder mit T.

Ein Poisson-Modell: Folgender Ansatz erscheint nun naheliegend: Es sei Y = (V)¢ eine
Familie unabhdngiger Zufallsvariablen, wobei jeweils Y, zum Parameter EX, Poisson-verteilt
sei. Y ist also ein Poisson-Prozefl auf der endlichen Menge T'.

Wir sagen, ein Blatt v habe eine Bande der Linge £ — s < namp, falls eine natiirliche Zahl

s < n und eine Teilmenge U C B mit v € U und Yy 1) > 1 existieren.

2.2.1 Zur Approximationsgiite des Poisson-Modells
2.2.1.1 Eine obere Schranke fiir dry(X,Y)

Fir (U, s, k) € I sei 'y, die Menge aller (V,r,h) € I' mit {s,k} 0 {r,h} # 0. 8 € Iy
bedeutet also, dafi die von & und  beschriebenen Banden entweder die Primerkopie oder das
Primerkomplement an derselben DNA-Position haben, oder dafl eine der beiden Banden die
Primerkopie an derselben DNA-Position hat wie die andere das Primerkomplement. Damit ist
X, von (X)) err, stochastisch unabhéngig. Aus Theorem 10. A in Barbour et al. (1992) (vgl.
auch Theorem 1 in Arratia et al. (1996)) ergibt sich daher:

drv(X,Y) < > EX.EXg+ > EX.Xy (2.1)
OZEF, ﬁera a, B
T3a#pETq
Es bezeiche im folgenden g, ;. die Wahrscheinlichkeit im Modell mit Abh&ngigkeiten, dafl ein
Blatt mit einer Bande (s, k) existiert. Diese hdngt nicht von s und & ab. Wir setzen g := 9(s,k)-
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Da fiir (s, k) hochstens ein U mit Xy, x) = 1 existiert, gilt 3 EX (s = EX 2y X(wsh) =
9(sky = g. Fiir o= (U, s, k) mit namp < 5 < 1 — 2namp folgt also:

$+Namp k‘l‘namp
ZEXE = Z gs.hn + Z grs T Z grk + Z 9k,
BEl o h=s+1 r=$—Namp T_kr;samp h=k+!

~ 4‘namp'g

Fiir sonstige o wird iiber weniger summiert, was jedoch wegen n,py, << n vernachldssigbar

ist. Mit Eaer EX, & n - namp + ¢ erhalten wir also:

Z Z EX, ]EXﬁmZ]EX 4 Namp g X 41 (Namp + )2 (2.2)
a Bel,

In dhnlicher Weise berechnen wir die zweite Summe in (2.1). Zunéchst einmal gilt:

Z EX,Xs = Y. Z E Y XusnXvrn

s,k<n U, VeL
FBQ#BGFQ k<5+"amp {s k}ﬁ{7 h}#ﬂ U#£P#V ,
=: Es,k,r,h
S$+Namp s—I
= E E E.s,k,.s,h + E Es,k,r,s‘l‘
s,k<n h=s+l r=s$—TNamp
k<s+mnamp h#k
k"l'namp
+ E Esprk+ E Eskkh
r=k— Namp h k‘l‘l
T#S
Dabei sei Esg,n = 0, falls einer der vier Indizes auBerhalb von {1,...,n} liegt. Da

> uvchr X,s,5)X(v,r,n) nur die Werte 0 und 1 annehmen kann, ist £ gerade die Wahr-
schgfrfl?(‘:/hkeit, dafl es mindestens ein Blatt mit der Bande (s, k) und mindestens ein Blatt mit
der Bande (r, h) gibt. Die Summanden F, o n, Fs gk, Fogrs und Fsppp hdngen nicht von
der speziellen Wahl von (s, k,r, h) ab, solange letzteres im jeweiligen Summationsbereich liegt.
AuBlerdem gilt aus Symmetriegriinden Fsj s, = Fsp,p =: € und Egp .o = Fgppn =: eg.
Analog zu (2.2) folgt:

Z EXoXp a2 n-niny, - (€1 + €2) (2.3)
a p

Faa#ﬁel“a

Dabei bedeutet ,,~“ ebenso wie in (2.2) ,gleich bis auf einen Faktor, der hchstens um nanﬂ +
1

amp

Damit ist die Suche nach einer oberen Abschitzung von dry(X,Y) auf die Berechnung von

von 1 abweicht®.

g, e1 und ey zuriickgefiihrt.
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2.2.2 Die Berechnung von g, ¢; und es.

Die in Abschnitt 2.2.1.1 definierten Groflen g, e; und eg sind fiir den Rest dieses Kapitels sehr
wichtig. Daher untersuchen wir nun, wie man ¢, e; und e, fiir einen gegebenen Baum T effizient
berechnen kann.

Fiir die Berechnung von g = g(, 1) sei
Zy =47+ Msj(v) = P} + #{j : My;(v) = Ky},

wobei M;;(v), P; und K; jeweils die j-te Base im jeweiligen Muster bezeichnet. Damit ist 7
eine mit dem Baum T indizierte Markoff-Kette auf {0, 1,...,2[}. Ist v’ der Vaterknoten eines
Knotens v und a,b € {0,...,2(}, so sei p,(a,b) :=Pr(Z, =b| Z, = a).

Fiir einen beliebigen Knoten v sei L, = {v}, falls v ein Blatt ist. Sonst sei L, die Menge
der Blitter, die von v abstammen. B, C {1,...,n}? sei die Menge aller in L, vorkommenden
Banden. Fiir a € {0,...,2/} sei

wy(a) :=Pr((s,k) € B, | Z,=a)=Pr(Fu€ L, : 7, =2l|7%,=a).

Ist v ein Blatt, so gilt offensichtlich w(a) = d,, 2.
Sei A die Lange der Kante zwischen den beiden Knoten. Wir kénnen p,(a,b) berechnen,
indem wir iiber die Anzahl ¢ der Basen, die in beiden Knoten stimmen, partitionieren. Wir

erhalten dann:

min{a,b}

ad) - S (i) (2[)1_—;1)_(%)21_(1+36_A)c.

c=max{0,a+b—2[}

. (3 B 36_/\)11—0 . (1 - e_/\)b—c _ (3 N e_)\>21—a—b+c

Es sei v ein Knoten mit zwei Nachkommen x und y. Es folgt dann mit der Markoff-Eigenschaft

von /:

wi(a) = Pr((s,k) € By|Z, =a)+Pr((s,k) € By| Z, = a)

—Pr((s,k) € BN By | Z, = a)
2

- Z(pm(a, b) - wi(b) + py(a,b) - wi’(b))

b=0
21 21
- (pr(a,(f) 'ﬂﬁ(@) : (Zpy(a,d)"wi’(d)>
c=0 d=0

Fiir die Wurzel p gilt:

=5 (0) () (2) o
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Mit diesen Formeln kénnen wir g = g, 1) berechnen, indem wir wi(.) von den Bldttern ausge-
hend bis zur Wurzel, den Baum in negativer Zeitrichtung durchlaufend, berechnen. Die Laufzeit
dieses Verfahrens ist offensichtlich linear in der Anzahl der Bldtter und polynomial in der Linge
des Primers.

e; und ey lassen sich dhnlich wie g berechnen. Auch hier konstruieren wir jeweils eine mit
dem Baum T indizierte Markoff-Kette Z’ bzw. Z”, so daB wir an (Z))ueny bzw. (Z))ueBy
ablesen konnen, ob die Ereignisse eintreten, deren Wahrscheinlichkeiten e; bzw. ey angeben.
Wir kénnen dann wieder die Markoff-Eigenschaft von 7’ bzw. Z” benutzen, um e; bzw. ey zu
berechnen.

Zur Berechnung von e; = F, s verwenden wir folgende mit T indizierte Markoff-Kette

auf {0,1,...,1}%

= (#{J: Mg;(v) =Ps}, #{j : Mij(v) = K;}, 85 : Mp;(v) = K;})

Ist v’ der Vaterknoten des Knotens v, so gilt
Pr(Z = (a,b,c) | Z,, = (', V', ) = q,(d',a) - q,(V',]) - g, (', ¢),

wobei ¢,(.,.) genauso definiert ist wie p,(.,.), aber mit [ statt 2/.

AuBlerdem sei
wg(a7 b7 C) = PI‘((S, k) € BU A (87 h) € BU | qux = (a7 b7 C))

Ist v ein Blatt, so folgt wj(a, b,¢) = d(4p.0),(1,1,0)-

Sei nun wieder v der Vaterknoten der Knoten 2 und y. Fiir die Formulierung der Rekursions-
gleichung zur Berechnung von w;/(.,.,.) verwenden wir die Abkiirzung Pryp.(A) := Pr(A| Z], =
(a,b,c)). Mit der Markoff-Eigenschaft von 7’ und der Einschlui-Ausschluf-Formel erhalten
wir:

wy(a,b,c) = Prape[(s,k) € By A(s,h) € By] + Prase[(s, k) € Bz A (s, h) € By]
+Prasc[(s, k) € By A (s,h) € Be] + Prase[(s, k) € By A (s h) € By]
—Prape[(s, k) € By N By A (s,h) € By] — Prasc[(s, k) € By A(s,h) € By N By]
—Prape[(s k)EB N By A (s,h) € By] — Prap[(s )EB A (s,h) € B, N By]
+Prasc[(s, k) € Bo N By A (s,h) € By N By]
= Proel(s,k) € By A(s,h) € By] 4+ Prasel(s, k) € Bz] + Prage[(s, h) € By]

[(s,
[(s, [
[(s, [(s)
[(s,

+Prose[(s, k) € Byl + Prape[(s,h) € Bs] + Prase[(s, k) € By A (s,h) € By]
—Prose[(s, k) € By] + Prose[(s, k) € By A (s, h) € By]

—Propc[(s, k) € Bx A(s,h) € By] - Prapc[(s, h) € By]

—Prapc[(s, k) € Bo A(s,h) € Bg] - Prase[(s, k) € By]

—Prac[(s, h) € By] + Prape[(s, k) € By A (s, h) € By]

+Prape(s,k) € By A (s,h) € By] - Prape[(s, k) € By A (s,h) € By]
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Fir z € {z, y} gilt:

Prave((s, k) € B.) = Y p.(a+b,d) wi(d)
d=0
21

Prope((s,h) € B:) = Y pala+e,d)-wi(d)
d=0

I
Prabc((s7 k) € Bz A (37 h) € Bz) = Z q- ((l, a,) . QZ(ba bl) * gz (C7 CI) . ‘ll); (al7 bl7 CI)
a’ b c'=0
Wir berechnen dann

{
er = Fiopsn = Z Pr(Z, = (a,b,¢)) - wh(a,b,c)

a,b,c=0
OO @0 o

indem wir, ausgehend von den Blittern, iterativ w}(a, b, ¢) fiir jeden Knoten v und jedes Zah-

lentripel (a,b,c) € {0,1,...,1}> berechnen.

l

a,b,c=0

Fiir die Berechnung von ey = Fj 1., setzen wir

z,) = (87 Myj(v) =P},
{7+ My;(v) = K;},
Hi - My;(v) = K; #Pj},
Hi - My;(v) =P; # K},
Hi - My (v) =P; =K;})

und

wy(a,b,c,d,e) = Pr({(s, k), (k,h)} C B, | Z = (a,b,c,d,e)).

Wir gehen dann genauso vor wie bei der Berechnung von ¢ und e;, wenn auch mit mehr
Rechenaufwand. (Dabei ist zu beachten, daff die Koordinaten von Z” im Gegensatz zu den
Koordinaten von 7’ stochastisch abhingig sind.)

Wir erhalten damit also auch fiir e; und e Berechnungsverfahren, deren Laufzeit linear in
der Anzahl der Blitter und polynomial in [ ist. In biologisch sinnvollen Szenarien liegt [ etwa
bei 10, und ¢, e; und e sind in akzeptabler Zeit berechenbar (vgl. Abschnitt 2.2.2.1).

2.2.2.1 Ein Beispiel

Um uns einen Eindruck von g, e; und ey zu verschaffen, betrachten wir den in Abbildung 2.2

dargestellten Stammbaum. Wir gehen von einem Primer der Linge 10, einer DNA der Linge
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Abbildung 2.2: Ein Stammbaum von finf Taxa. Fin Label A an einer Kante bedeutet, dafi
auf der Kante pro Basenplatz eine zum Parameter A Poisson-verteilte Anzahl an Mutationen

einwirken.

10° und von einem Amplifikationsbereich von 3000 Basenpaaren aus. Die erwartete Anzahl an
Banden eines DNA-Strangs liegt also bei 107 - (1/4)*°- 3000 ~ 2, 7.

Zunichst einmal schitzen wir die Groflenordnungen von g, e; und ey mit einer grob heu-
ristischen Uberschlagsrechnung, um mehr Gefiihl dafiir zu bekommen, wovon ¢, e; und e,
abhingen. Die Aussagen der ndchsten Absitze sind in diesem Sinne zu verstehen. Wer sich nur

fiir die Ergebnisse interessiert, kann die nichsten Absitze iiberspringen.

Greift man rein zufillig zwei Blatter G und H heraus, so unterscheiden sich bei den bei-
den die Basen an ungefihr jeder zehnten Position, da die mittlere Distanz zwischen zwei
Blittern in der GroBenordnung von 1/10 liegt. Die Wahrscheinlichkeit, daf ein in G vorhande-
nes 10er-Muster in H noch intakt ist, ist also ungefihr (9/10)'Y &~ 0,35. Die erwartete Anzahl
an verschiedenen in den Blédttern vorhandenen 10-er-Mustern an einem Site ist also ungefihr
14+4:0,35~2,5.

Die Wahrscheinlichkeit, dafi an 20 ausgewdhlten Positionen die Basen bei G und H iiber-
einstimmen, ist ungefihr (9/10)?° ~ 0,12. Eine Bande, die in einem Blatt vorliegt, ist also
in ungefihr 4 - 0,12 &~ 0,5 weiteren Blittern vorhanden. Fiir (s, k) € {l,...,n}? mit k — s €
{1,..., 7amp} gibt es also ungefihr 5/1,5 ~ 3,3 verschiedene Musterpaare (M,(v), My(v)) mit
v € Br. Die Wahrscheinlichkeit, dafl eines dieser Musterpaare eine Bande ist, ist also ungefahr
33-(1/9)*~3-107% =7,

In einem Blatt gebe es eine Bande (s, k). Die erwartete Anzahl an Blittern, in denen an
der Stelle s die Primersequenz P vorliegt, ist dann ungefihr 5/2,5 = 2. Die erwartete Anzahl
an verschiedenen Sequenzen an einer ausgewahlten Stelle A # k mit h —s € {[,..., namp} in
den beiden Blittern ist dann ungefihr 1 + (1 — 0,35) = 1,65. Die Wahrscheinlichkeit, daf es
in den Blittern eine Bande (s, h) gibt, bedingt darauf, daf es eine Bande (s, k) gibt, ist also
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ungefihr 1,65 - (1/4)'0. Wir schiitzen also e; durch € :=§-1,65-(1/4)"°~ 0,5 107",

Sei @ die Anzahl der Banden, die zwischen P und K iibereinstimmen. Wir gehen davon aus,
daf dies nicht extrem viele sind, sagen wir @ < 5. Angenommen, in einem Blatt G existiert eine
Bande (s, k). Damit ein Blatt mit einer Bande (r, s) existieren kann (fiir gew#hltes ), muf an
der Stelle s das Muster P nach K mutieren und in einem der Bldtter, in denen an der Stelle s
dann K vorliegt, muf es an Stelle r ein P geben. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, eq, ist also etwa
von der GréBenordnung (1/30)19=%).¢; < (1/30)5- ¢y, aber jedenfalls wesentlich kleiner als e;.
Da eg in der uns interessierenden Abschitzung (2.1) nur in Summe mit e; auftritt, wollen wir
es mit dieser Feststellung bewenden lassen.

Wir schitzen also

Y EXLEXj~ 40 (namp-g)°
a€l’, Belq

—_
)
~

X

4-n-(namp-§)2z3-10_7

—_
)
~—

2:n

2

E ]EXanQQ-n-anp-el -nzmp-€1z0,09.
a,p
T'd>a#pela

In der Tat gilt:

Y EX,EXg~4-n (namp-g)® ~ 4,18-1077
a€F7 ﬁera
Y EX. Xpm2onenl,

a, p
I'oaz#pela

,oer & 0,0916

Diese Werte habe ich mit dem weiter oben beschriebenen Verfahren berechnet. Den kommen-
tierten C++-Quellcode des dazu geschriebenen Computerprogramms habe ich im Internet unter
http://stoch.math.uni-frankfurt.de/Leute/metzler/dissprgs.html abgelegt. Das Pro-
gramm benétigte zur Berechnung der beiden Werte auf einer HP-Workstation ebenso wie auf
einem PC mit einem Intel Pentium 100 Prozessor ungefdhr eine Minute. Mit dem Programm las-
sen sich die Werte g und e, fiir beliebige verwurzelte, mit Kantenldngen versehene Bindrbdume
berechnen.

Verliangert man die Kanten des Baumes um den Faktor 10, so erhidlt man die Krgebnisse
7,743-10~7 und 0,0798, verkiirzt man hingegen die Kanten mit dem Faktor 1/10 so erh#lt man
6,17-107% und 0,0265.

Da man in der Biologie meistens auf einem Signifikanzniveau von mindestens 95% arbeitet,
ist die Information, dafl der Totalvariationsabstand zwischen dem Feinmodell und dem hand-
habbaren Modell kleiner gleich 9% ist, nicht besonders befriedigend. Das Beispiel zeigt also,

dafl mindestens eine der folgenden Fragen zu bejahen ist:

o Ist der Unterschied zwischen X und Y in biologisch relevanten Szenarien zu grof}, als daf§

man ihn vernachldssigen diirfte?

o Ist der Totalvariationsabstand zwischen X und Y eine zu feine Mafieinheit fiir die biolo-

gisch relevanten Fragestellungen?
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e Ist die Abschitzung (2.1) zu grob?

In Abschnitt 2.2.2.2 werden wir sehen, dafl es nicht an der Grobheit der Abschidtzung liegt:
Der Totalvariationsabstand zwischen X und Y ist in obigem Beispiel tatsdchlich gréfier als
es wiinschenswert wire. Natiirlich ist der Totalvariationsabstand zwischen X und Y eine fiir
viele Fragestellungen zu feine Mafleinheit. Wir wollen aber in diesem Kapitel relativ allgemein
bleiben und uns nicht auf zu spezielle Anwendungen der RAPD-PCR beschranken. Wir werden
daher in Abschnitt 2.3 ein Modell untersuchen, in dem bestimmte Abh&ngigkeiten zwischen
den Banden beriicksichtigt werden, deren Vernachldssigung bei Y offensichtlich einen grofien
Anteil zum Totalvariationsabstand zwischen X und Y beitrigt. In Kapitel 3 werden wir dann
eine bestimmte Klasse von Fragestellungen ins Auge fassen, fiir die sich die Abhidngigkeiten in

vielen Fillen als vernachlissigbar herausstellen werden.

2.2.2.2 Eine untere Schranke fiir dry(X,Y)

Um der am Ende von Abschnitt 2.2.2.1 aufgeworfenen Frage, ob die Abschitzung (2.1) zu
grob sei, nachzugehen, suchen wir nun nach einer unteren Abschitzung von dry(X,Y). Wegen
drv(X,Y) =supso4,.3r50.] [Ef(X)—Ef(Y)| erhalten wir fiir jedes solche f die Abschitzung
drv(X,Y) > |Ef(X) —Ef(Y)|. Wir suchen also ein f, so daB die rechte Seite dieser Gleichung
maglichst groB wird. Die bisherigen Uberlegungen legen nahe, f so zu definieren, daB f(X) die
Indikatorfunktion dafiir wird, daB ein Paar (a,3) € I'> mit @ # 8 € I', und X, = X5 =1
existiert. Wir setzen also fiir £ € {0,1,2,...}":

0 sonst

f(g):{ : fa]lsa(a’/@)er27a7éﬂera: fa'fﬁ#o

Es gilt dann

1

Ef(Y) < {z;} YV =2 Qz: Y.Y5 22 0 (Ramp - 9)°
FBQC;SEFQ Fsa;ﬁﬁeFa

Ef(X) verniinftig abzuschitzen, ist etwas diffiziler. Sei dazu A := {{a, 8} |I' > a # § € 'y}
und fiir {o, B} € A sei Vi, 5y = XoXp und W= 3 5\ Vp. Offensichtlich gilt:

Ef(X) = Pr(doea Vo # 0) = Pr(W > 0)

Wenn die Abhdngigkeiten zwischen den Vg nicht zu stark sind, dann ist W anndhernd Poisson-
verteilt zum Parameter Ay :=EW =) EVs = ;Y EX, Xg~ n-nl,

Ef(X) ~1—e W x 1 —exp(—n-nky, (e1 + €2)). Fiir unser Beispiel in Abschnitt 2.2.2.1

wiirde das bedeuten:

- (€1 + e2) und es gilt

drv(X,Y) > |Ef(X) = Ef(Y)|~ 1 —e % —209-1077 ~ 4,4%
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Dabei bleibt noch zu kldren, wie gut die Verteilung von W durch die Poisson-Verteilung appro-
ximiert wird. Wir verwenden dazu wieder die Chen-Stein-Methode (genauer gesagt Theorem
10.A in Barbour et al., 1992): Fiir {a, 8} € A sei Ay, 5y := {{7,8} € A[{7,0}N(FaUl'g) # 0}.
Dann sind Vg und Vy offensichtlich stochastisch unabhéngig, falls ¥ ¢ Ag ist. Also gilt:

Pr(W > 0) = (1— e )| <dpv(L(W),Po(Aw)) < Y EVeBVo+ Y  EVaVe
&0

®EA, UEAS rebens

Beim Abschétzen dieser beiden Summen verfahren wir analog zu Abschnitt 2.2.1.1. Die erste
Summe ist kleiner gleich 4-n-nj,, - (e142-€2)?, die zweite kleiner gleich 4-n-nj, - (2-e3+eyq).
Dabei ist e3 fiir fest gewéhlte s,r, k mit 0 < s <r <k < 5+ namp < n die Wahrscheinlichkeit,
daB jeweils mindestens ein Blatt mit einer Bande (s, k), einer Bande (r, k) und einer Bande
(s,r) existieren. ey ist fiir fest gewdhlte s, 7, k,h mit 0 < s < r < k < h < 5+ namp < n die
Wahrscheinlichkeit, daf jeweils mindestens ein Blatt mit einer Bande (s, k), einer Bande (r, k)
und einer Bande (r, h) existieren. Wir gehen wieder davon aus, daf§ keine besondere Ahnlichkeit
zwischen P und K besteht und dafi e daher im Vergleich zu e4 zu vernachlissigen ist. Schitzen
wir e4 dann grob durch ¢g? ab, so erhalten wir fiir die zweite Summe die obere Abschitzung
81 - nimp - g% Fiir unser konkretes Beispiel erhalten wir also | Pr(W > 0) — (1 — e™*W)| <
0,25% und damit 4,1% < dry(X,Y) < 9,16%. Der Totalvariationsabstand zwischen X und Y
liegt also in unserem Beispiel in einem Bereich, der fiir unsere Fragestellung nicht akzeptabel

erscheint.

2.3 Ein Poisson-Cluster-Modell fiir die Bandenkonfigurationen

Wir werden jetzt ein Modell konstruieren, welches die Abhédngigkeiten beriicksichtigt, die
fiir den groften Teil des Totalvariationsabstandes zwischen X und Y verantwortlich sind.
Schwichere Abhidngigkeiten werden vernachissigt. Wie sich zeigen wird, spielen diese in re-
levanten Szenarien eine so kleine Rolle, dafl der Totalvariationsabstand zwischen dem hier zu
konstruierenden Modell und dem Feinmodell sehr klein wird. Die iibrigbleibenden Abhingig-
keiten sind recht iiberschaubar.

Hinter diesem Modell steckt die Vorstellung, dafl sich gegenseitig begiinstigende Ereignisse
—in unserem Fall das Erscheinen von Banden in bestimmten Bldttern an gewissen Positionen —
in ,Klumpen“ auftreten und daf diese Klumpen einigermaBen unabhingig voneinander sind®.

Wir betrachten die von M (.) induzierte (zufillige) Musterkonfiguration (in den Bldttern)

G = Z Z5(v,s,Ms(u))f{P,n}(Ms(v))
vEBT s=1

auf Bt x {1,...,n} x {4,C,G, T}. Gewisse Atome von G (ndmlich solche der Art (v,s,P),

(v,k,K) mit k —s € {l,..., namp}) bilden zusammen eine Bande, andere (ndmlich solche der

'Der Begriff ,,Klumpen® orientiert sich am Titel des Buches , Poisson Clumping Heuristic“, Aldous (1989).
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Art (v,8, M), (v', s, M)) beeinflussen sich gegenseitig. Insgesamt erzeugt dies eine Abhingig-
keitsstruktur innerhalb von (G, die wir mit folgender Begriffsbildung beschreiben:

Zwei Tripel (v,s, M) und (v',s’, M') aus By x {1,...,n} x {P,K} heilen befreundet, falls
eine der folgenden Bedingungen gilt:

(a) s=¢

(b) v=0,s4+1<5 < s+ namp, M =P, M'=K
(D.h. es gibt eine Bande (s, s’) auf v =v'.)

() v=0,+1<s< 5+ namp, M =P, M=K
(D.h. es gibt eine Bande (s', s) auf v = v'.)

Eine Teilmenge x von Bt x {1,...,n} x {P,K} heifit Clique, wenn jedes Paar von Elementen
von x durch eine Folge in x verbunden werden kann, bei der aufeinanderfolgende Glieder jeweils
befreundet sind, und die Projektion von y auf {1,...,n} mehr als ein Site enthilt. Eine Clique
muf} also mindestens eine Bande umfassen. Sei = die Menge aller Cliquen.

Wir definieren den Abh#ngigkeitsbereich A(x) einer Clique x durch:
A(x) = A{(v,s, M) : (v, s, M) ist mit einem Element von y befreundet}

Ein Klumpen (in G) ist eine Clique x, die im Triger von (G enthalten und in diesem maximal

ist, d.h. es mufl supp(G) N A(x) = x gelten. Die Konfiguration der Klumpen (in G) sei:

Q= > 8y

x ist Klumpen in G

)

Q ist also ein zufilliges Zdhlmaf$ auf der Menge = der Cliquen und fiir x € = ist Q(x) die
Indikatorvariable fiir das Ereignis ,,fiir alle (v,s, M) € x gilt M(v) = M, und fiir alle mit
einem Element von x befreundeten (v',s', M') & x gilt Mg (v') # M'“. Ein Beispiel ist in
Abbildung 2.3 gegeben.

2.3.1 Vernachlissigbare Abhéangigkeiten zwischen den Klumpen

Offensichtlich gibt es Abh#ngigkeiten zwischen den Atomen von Q: Gilt Q(y) = 1 fiir eine
Clique Y, so folgt zum Beispiel Q(¢) = 0 fiir alle ¢ # y mit ¢ N x # 0. Wir stellen diesem
Szenario ein Modell ohne Abhdngigkeiten gegeniiber: Sei K eine Poissonsche Konfiguration
auf = mit Intensitdt BQ), d.h. (K(x))ye=z ist eine Familie unabhingiger {0, 1,2, .. .}-wertiger
Zufallsvariabler, und K (x) ist jeweils zum Parameter EQ(x) Poisson-verteilt.

Wir verwenden diesmal Theorem 10.B aus Barbour et al. (1992). Wir konstruieren dazu
fir jedes y € Z eine {0, 1}-wertige Zufallsvariable R, mit L(R, + 6y) = L(Q|Q(x) = 1).
Wir betrachten dazu die bedingte Veteilung der Familie baumindizierter Markoff-Ketten M =
(M;(.)):, gegeben daB ) das Atom &, besitzt, und konstruieren eine Familie mit T indizierter
Markoff-Ketten {M!(.),..., M!(.)} auf {4,G,C, T}, die dieser Verteilung geniigt. Wegen der
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Abbildung  2.3: In  dieser  Musterkonfiguration  gibt es die beiden  Klumpen
{(Ulaslap)v (7J1,84,IC), (?)278177))7 (?)2382716)7 (?)47 S4a}C)} und {(vlaSGJC)a (?)33 83,73),
(U37 S5, P)a (USa 56, IC)) (U37 87, IC)? (U4a 53, P)a (U47 56 IC)? (’04, 87, IC)}

Unabhéngigkeit der M, (s = 1,...,n) faktorisiert die gesuchte bedingte Verteilung in das
Produkt der bedingten Verteilungen der My, gegeben {supp(G)NA(x)N (Bt x {s} x {P,K}) =
xN (Bt x {s} x{P,K}}.

Fiir jedes s € {1,...,n}, welches in einem Element von y als mittlere Koordinate vorkommt,

wihlen wir also M!(.) so, daB gilt:
LM() = L(Ms ()Voepn : [M(v) = P<=(v,5,P) € X] A [M(v) = K= (v, 5,K) € X])

Fiir jedes s € {1,...,n}, welches in keinem Element von y als mittlere Koordinate vorkommt,

fiir das aber ein mit einem Element von x befreundetes Tripel (v, s, M) ¢ x existiert, gelte:
LML) = L(Ms(.) | YoeBy : (v,8, Mg(v)) ist mit keinem Element von x befreundet)

Fiir alle sonstigen s sei M/(.) := M(.). Wir konstruieren dann (RX+ §X) aus M'.(.) analog zur
Konstruktion von @ aus M.(.). Nach Theorem 10.B aus Barbour et al. (1992) gilt:

drv(Q, K) < Y E{ QUOE D 1Q(¢) — Ry(¥)|

XEE pEE

Dabei kann |Q(¢) — Ry (¢)| nur die Werte 0 und 1 annehmen, und damit es den Wert 1 an-
nimmt, ist notwendig, dafl eins der folgenden Ereignisse eintritt (vgl. Abb. 2.4):

(A) Es gilt Q(¢) =1 und es existiert ein Site s, der sowohl in ¢ als auch in y vorkommt.
(B) Es gilt Q(¢) =1 und ein Element von x ist mit einem Element von ¢ befreundet.

(C) Es gilt B, (¢) =1 und es gibt ein Site s und zwei (nicht notwendigerweise verschiedene)
Blitter v und v', so da (v, s, Ms(v)) mit ¢ und (v', s, Ms(v')) mit x befreundet ist.

Es sei A/ die Menge aller (s,r,s',r') € {1,...,n}?%, fiir die die Ungleichungen s < r

<
5+ Namp, 8 < 1" < 8" 4 Namp und 5 — namp < 5 < 5 + Namp gelten, und es sei B
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Abbildung 2.4: Beispiele fir die Fille (A), (B) und (C), in denen |Q(¢) — Ry (¢)| = 1 gilt.
Fiir die weiff eingezeichneten, zu x gehdérigen Tripel (v, s, M) gelte Ms(v) # M und natiirlich

N 3
A
—> <

M!(v) = M, fiir die schwarz eingezeichneten, zu ¢ gehorigen Tripel gelte My(v) = M und
fir die grau eingezeichneten M (v) = M und folgerichtig M.(v) # M. Bei (A) und (B) gilt
Qp) =1 und Ry(p) = Q(x) =0, bei (C) gilt Ry () =1 und Q(x) = Q(¢) =0.

die Menge aller (p,x) € =2, fiir die ein (s,r,s’,r') € A und ein Paar (v,v') € Bt mit
((v,8,P), (0,7, K), (v, s, P), (v/,7",K)) € ¢ X ¢ X x X Y existieren.

Fiir die folgende Uberlegung sei (Q’, M"(.)) genauso verteilt wie (Q, M.(.)), aber unabhingig
von ) und (R(x))yez. In jedem der drei Fille (A), (B) und (C) gilt (¢, x) € B. Also folgt:

Y EQMEIQ() - By(@)l) = EY Q'(V)1Q(2) ~ Ry(9)|

X ¥ XH®
<E DY QUQe+E D Q) Ryly)
(x,0)EB (x,0)eB

Fiir jedes Paar von Sites (s,r) kann es nur ein ¢ € Z mit )(¢) = 1 geben, fiir das ein Blatt
v existiert, so daB {(v,s, P), (v,r,K)} C ¢ gilt. Dasselbe gilt fiir Q'(x). Also folgt:

E D QMQp) < Y. Pr@EveBr{(sP)0,nK)}Ce)

(ex)EB (s,r,s',r)EN
-Pr(3L" € By : {(V, s, P), (v',7",K)} C x)
= |N|g2 S 2'(namp+1)3'n'g2

Mit derselben Argumentation fiir EE(%X)EB Q;Rff, erhalten wir:

Satz 2.1

dry (Q, K) < EZ Q'(x) [Q(¢) = Ry(@)| < 41+ (amp +1)° - ¢

Xo¥

Bemerkung Die linke Seite der Ungleichung in Satz 2.1 liegt in unserem Referenzbeispiel
aus Abschnitt 2.2.2.1 etwa bei 0,0013.
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2.3.2 Wieviele Klumpen gibt es von welchem Typ?

Analog zu den Uberlegungen am Ende des vorangehenden Abschnitts ergibt sich auch, die

3
amp

approximative obere Abschiitzung nn3  (2¢%+ e3) fiir die erwartete Anzahl der Klumpen, die
Muster an mehr als drei verschiedenen Sites enthalten, wobei eg die Wahrscheinlichkeit ist, daf§
fiir ein beliebiges aber fest gewdhltes Tupel (s,71,72,73) € 1,...,7 — Namp drei Blatter vy, vy
und v existieren, so dafi fiiri € {1, 2, 3} jeweils M(v;) = P und M,,(v;) = K gilt. Mit dhnlichen

Uberlegungen wie in Abschnitt 2.2.2 kann man fiir die von uns ins Auge gefaBten Szenarien

3

amp€s sehr klein wird. Daher gehen wir in den

zeigen, daB nicht nur 2nn3, g% sondern auch nn
folgenden, teilweise etwas heuristischen Uberlegungen dieses Unterabschnitts davon aus, dafl wir
es nur mit Klumpen mit zwei bis drei verschiedenen Sites zu tun haben. Wir werden auflerdem
wieder davon ausgehen, dal n so grof ist, dafl wir Randeffekte vernachldssigen kénnen. Wir
nehmen auflerdem an, dafi die Muster P und K nicht zu dhnlich sind, so dafi die M&glichkeit,
daB an einem Site (bei verschiedenen Blittern) ein P und ein K vorkommen, vernachlissigbar
ist (d.h. ey ist sehr klein).

Die erwartete Anzahl an Paaren (s, k) € {1,...,n}? die als Banden vorkommen, ist &
N Namp* ¢. Die erwartete Anzahl an Tripeln (s, r, k) mit s < r, fiir die sowohl eine Bande (s, k)

als auch eine Bande (r, k) vorkommt, ist ebenso wie die erwartete Anzahl an Tripeln (s, k, h)

mit k < h, fiir die eine Bande (s, k) und eine Bande (s, h) vorkommen, ungefihr gn-n2 - e;.
Wir erwarten also 7 amp * (¢ — 2 * Ramp - €1) verschiedene Banden (s,r), die in Klumpen ohne

weitere Banden liegen, und wir erwarten 2n - nZ - e; Banden, die sich paarweise je einen

amp
Klumpen teilen.

Das bedeutet, dafl in dem durch K beschriebenen Modell die Anzahl der 2-Sites-Klumpen
zu einem Parameter von ungefihr nnamp - (¢ — 2 Namp - €1) Poisson-verteilt ist, und die Anzahl

der 3-Sites-Klumpen ungefihr zum Parameter n-n2__ -e;. In unserem Beispiel aus Abschnitt

amp
2.2.2.1 liegen diese beiden Werte bei 10,11 und 0,045. Es sei daran erinnert, dafl sowohl die
Anzahlen an Klumpen der beiden Typen als auch die Werte (Cliquen), die diese Klumpen dann

annehmen, im K-Modell untereinander unabhingig sind.

2.3.3 Schranken fiir den erwarteten Anteil an Klumpen mit mehr als einer
Bande

Nach den Uberlegungen des vorangegangenen Abschnitts enthilt von allen Klumpen ein Anteil

Namp-€1

von ungefihr mehr als eine Bande. (Es sei daran erinnert, dal gemi8 der hier ver-

pr——
wendeten Spregchweirjseleine Bande auch dann eine Bande bleibt, wenn sie bei mehreren Taxa
auftritt.) Wir gehen im Folgenden weiterhin davon aus, dafi der Anteil an Klumpen mit mehr
als drei Banden vernachlissigbar ist. Nach Abschnitt 2.2.2 kénnen wir e; und ¢ heuristisch
schitzen oder fiir einen gegebenen Baum mit Hilfe eines Computers berechnen. Nun soll es
darum gehen, fiir die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein Klumpen mehr als eine Bande enthilt, eine

brauchbare obere Schranke zu finden, die man auch ohne ein spezielles Computerprogramm
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berechnen kann, und die nur iiberschaubare Eigenschaften des zugrundeliegenden Baumes ver-

wendet oder gar fiir alle Biume mit einer gegebenen Anzahl an Bldttern konstant ist.

Als Beispiel betrachten wir zunidchst die in Abbildung 2.5 dargestellte Klasse von Vie-

rerbiumen. Alle vier Blattkanten haben die Linge 2z und die beiden Wurzelkanten haben die

(%] (%)) U3 V4

Abbildung 2.5: Die Klasse aller symmetrischen Viererbdume mit Blattkanten der Léinge x und

Wurzelkanten der Linge y.

Linge y. Der Graph in Abbildung 2.6 zeigt den Wert von % fiir einen solchen Baum in
Abhéngigkeit von z und y, wobei von n,mp = 3000 und [ = 10 ausgegangen wird. Es féllt auf,
dafl das Maximum bei einem sternférmigen Baum angenommen wird. Dies kann man folgender-
mafen interpretieren: Wegen der bei sternférmigen Biumen besonders geringen Abhdngigkeiten
zwischen den in den Bldttern angenommenen zufilligen Mustern steigt die erwartete Anzahl an
verschiedenen Mustern pro Site und damit die Wahrscheinlichkeit, dafl es zu einer gegebenen

Bande, die auf einem der vier Blitter existiert, ein Blatt mit einer befreundeten Bande gibt.

Fiir x = y = 0, also den Fall ohne Mutationen, erreicht die in Abbildung 2.6 dargestellte
Funktion ihr Minimum. Da in diesem Fall alle Taxa dieselbe DNA-Sequenz haben, ist dieses
Minimum gerade die Wahrscheinlichkeit, dafi ein Klumpen, der auf einem einzelnen DNA-
Strang gegeben sei, mehr als eine Bande umfafit. Da wir die Moglichkeit, dafl ein Klumpen
mehr als zwei Banden enthilt, vernachldssigen kénnen, entspricht diese Wahrscheinlichkeit in
etwa der Hilfte der Wahrscheinlichkeit, dafi es auf dem DNA-Strang zu einer existierenden,
fest gewidhlten Bande (s, k) eine Bande (s, h) oder eine Bande (r, k) mit r # s bzw. h # k gibt.
Dies ist wiederum ungefdhr die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf§ eine Bande (s, k) mit h # k
auf dem DNA-Strang existiert, gegeben eine Bande (s, k) liegt vor. Bei namp = 3000 und [ = 10
ist dies 2990 - (%)10 ~ 0,00285, da die Bedingung nichts anderes bedeutet, als da} der Primer
fiir die Bande (s,h) schon mal existiert. Ganz offensichtlich ist (namp — 10) (%)l fiir jeden
beliebigen Baum eine untere Schranke fiir den Anteil der Klumpen mit mehr als einer Bande,
denn fiir jeden Klumpen kann man unter allen Taxa, die mindestens eine zu dem Klumpen
gehorige Bande besitzen, eines rein zufillig auswéhlen, und die Wahrscheinlichkeit, dafi dieses
Taxon dann mehr als eine zu dem Klumpen gehorige Bande besitzt, ist bereits grofer gleich
(ramp — 1)+ (3)"

Nun suchen wir nach einer oberen Schranke. Dazu stellen wir zundchst eine Voriiberlegung
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0,0050

0,0045
0,0040
0,0035
0,0030
0,0025
0,0020
0,0015
0,2

Abbildung 2.6: Der erwartete Anteil an Klumpen mit mehr als einer Bande in dem in Abbildung
2.5 dargestellten Baum in Abhdngigkeit von x und y. Wir gehen dabei von namp = 3000 und

einer Primerlinge von zehn Basen aus.

an: Ein Baum habe b Blitter vg, vy, ..., v5—1, und an einem ausgewihlten Blatt vy gebe es am
Site s einen Primer. Es sei eine Zahl k € {s+/—1, ..., s+namp} gegeben. Die Wahrscheinlichkeit,

daB im Baum ein Blatt mit der Bande (s, k) existiert, ist (%)l + (1 - (%)l> - z, wobei z die
bedingte Wahrscheinlichkeit bezeichnet, daff ein Blatt mit der Bande (s, k) existiert, gegeben
dafl vy zwar die Primerkopie P in s, nicht aber das Komplement K in & hat. Wir suchen jetzt
zunichst eine obere Abschitzung fiir z. Sind Aq, ..., Ap_; die Abstinde der Blitter vq,..., vp_1
zu vy (gemessen in erwartete Anzahl an Mutationen pro Site), so ist die erwartete Anzahl an

Blattern, die in s, aber nicht in & mit vy iibereinstimmen:

zf(h) : mit FO = (#)1 (1_ (#)1)

Die erwartete Anzahl an Mustern, die im Site k£ bei Bldttern auftreten, die sich im Site £,
nicht aber in Site s von vy unterscheiden, ist also kleiner gleich 23;11 f(Xi). Jedes dieser Muster
ist mit Wahrscheinlichkeit ﬁ das Primerkomplement (man denke hier doppeltstochastisch).
Die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf ein Blatt mit einer Bande (s, k) existiert, gegeben daf

bei by in s der Primer und in £ nicht dessen Komplement vorliegt, ist also kleiner gleich
1 b—1
1 2T
=1
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Da die Funktion  + z(1 — #) ihr Maximum I fir # = 1 annimmt, gilt:

412 -1 1
fff(““f)ﬁ

0,30 T T T T
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05

! !
Abbildung 2.7: Die Funktion f : A w— (%) : (1 - (%) ) auf dem Intervall zwischen
0 und 1, fir l = 10. Als mazimalen Wert erreicht sie 0,25. Dies gilt fiir beliebige | € N.

Fiir jeden Baum mit b Blittern ist der erwartete Anteil an Klumpen mit mehr als einer

Bande also kleiner gleich ((%)l + (1 - (%)l> E :l—_11> “ Namp, und falls g das Maximum von

f(A) iiber alle Abstinde A zwischen zwei Bldttern des Baumes ist, ist der erwartete Anteil an

Klumpen mit mehr als einer Bande also kleiner gleich ((%)l + (1 — (%)l> TR i’f_ﬂ) * Namp-

2.3.4 Simulation von Klumpen

Nach den Uberlegungen der letzten Abschnitte erscheint fiir viele RAPD-PCR-Szenarien die
Modellierung durch eine Poisson-verteilte Anzahl an Klumpen mit einer Bande und eine zu
einem wesentlich kleineren Parameter Poisson-verteilte Anzahl an Klumpen mit zwei Banden
angemessen. Die Sites, bei denen diese Klumpen landen, sind rein zufillig (d. h. uniform verteilt
und von allem unabhingig), ebenso die Lingen der Banden.

Die eigentlich interessierende Eigenschaft der Klumpen ist jedoch die Menge der Bldtter, bei
denen die jeweilige Bande vorhanden ist, denn dies ist die Information, aus der die Phylogenien
rekonstruiert werden sollen. Fiir einen gegebenen Baum kann man die Wahrscheinlichkeit,
dafl eine Bande genau bei einer bestimmten Menge von Bldttern vorliegt, leicht berechnen.
Man kann dabei dhnlich wie in Abschnitt 2.2.2 bei der Berechnung von g und e; vorgehen,
also mit einem Verfahren, dessen Laufzeit linear in der Anzahl der Bldtter ist. Wenn man
dies aber fiir alle méglichen Mengen von Bliattern durchfiihren méchte, hat man natiirlich
dennoch exponentiell viel zu tun. Ks empfiehlt sich daher, die Verteilung der Blidttermenge
durch Simulationen zu schitzen. Aus diesem Grund, und auch weil man dadurch die Verteilung
besser versteht, machen wir uns an dieser Stelle klar, wie man die gesuchte Verteilung effizient

simulieren kann.
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Zunidchst zur Simulation einbandiger Klumpen: Gegeben sei also ein fester Baum und ei-
ne Primerlinge [. Wir wollen darauf bedingen, dafi eine Bande (s,r) in einem einbandigen
Klumpen existiert, und die zufillige Menge von Bldttern simulieren, bei denen die Bande vor-
liegt. Es sei also U((:;) = {v € By : Ms(v) = P}, U((SZ’)T) = {v € By : M,(v) = K} und
Ugsry = U((:;) OU((SQ;). Wir erzeugen zunichst eine zufillige Teilmenge U von Bt mit Verteilung
LU Us,ry # 0). Als ersten Schritt simulieren wir die zufillige Partitionierung von Br in
Aquivalenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation v ~ v' : <= (M,(s), M, (r)) = (M](s), M]}(r)).
Dazu widhlen wir ein Blatt des Baumes aus und starten von dort aus eine mit T indizierte
Markoff-Kette W auf {A, G, C, T}?' mit der Jukes-Cantor-Ubergangsdynamik (siche Abschnitt
1.1.2),0.B.d. A. mit der Startsequenz A, A, ..., A. Dadurch wird jedem Blatt ein Wort der Linge
2[ zugeornet. Gegeben, daff an einem bestimmten 2[-Tupel von Sites in den Blittern des Baumes
w verschiedene Worter stehen, nimmt die bedingte Wahrscheinlichkeit, dafl eines davon den fiir
eine Bande nétigen Zustand (P, ) annimmt, den Wert w - (5)21 an. Dieser Proportionalitit in
w werden wir durch rejection sampling gerecht: Ist b die Anzahl der Blitter des Baumes und w
die Anzahl der Aquivalenzklassen, die wir durch die oben beschriebene Prozedur erhalten ha-
ben, so betdtigen wir einen Zufallsmechanismus, der mit Wahrscheinlichkeit 1 — 3 dafiir sorgt,
dafl die Partitionierung verworfen wird und das ganze Verfahren neu startet. Dies wiederholen
wir solange, bis eine Partitionierung nicht verworfen wird. Aus der Menge der dann vorliegen-
den Aquivalenzklassen wihlen wir eine uniform aus (also jede mit Wahrscheinlichkeit %, egal
wieviele Blitter sie enthilt). Diese nennen wir U. Seien UM > U und U® D U die Mengen
der Bldtter, in denen die ersten (bzw. letzten) ! Komponten von W dieselben sind wie in den
Blittern in U. Damit hat (U, U1, U®?) die Verteilung L((Utsrys U((:;), U((:’l))|U(S7T) # (). Wir
vergessen also nun W und gehen davon aus, daB /(') und U die Mengen aller Blitter sind,
bei denen eine Kopie von P bzw. K an der Stelle s bzw. r vorliegt, und dafi U die Menge aller
Blitter ist, bei denen die Bande (s,r) existiert.

Nun hingt es aber von U((;)T) und U((:’)T) ab, wie grofi die Wahrscheinlichkeit ist, daf die
Bande (s, ) in ihrem Klumpen allein ist. Wir fiihren deshalb noch ein Zufallsexperiment durch,
welches uns mit der Wahrscheinlichkeit, dai die Bande Teil eines zweibandigen Klumpens ist,
dazu fiihrt, daB (U, v, U(Q)) verworfen und die Simulation wiederholt wird. Dazu lassen wir
ein weiteres [-Tupel von Basen lings des Baumes evolvieren. Wir zihlen, wieviele [-Worte
dabei auf U™ und wieviele auf U(?) angenommen werden. Es bezeichnen S und R diese beiden
Anzahlen. Offensichtlich ist .S - (%)l ein erwarungstreuer Schitzer fiir die Wahrscheinlichkeit,
daBin U(") ein Blatt existiert, bei dem an einem fest vorgegebenen Site ein Primerkomplement
auftritt. Fir R - (%)Z gilt die analoge Aussage in bezug auf U(?). Wenn wir dann also ein zum
zufilligen Parameter (namp — 1)+ (S + R) - (%)l Bernoulli-verteiltes Experiment ausfiihren, so
ist die Wahrscheinlichkeit, dafl dieses letztlich eine 1 liefert, ungefahr die Wahrscheinlichkeit,
dafl die oben als Zwischenergebnis erhaltene Bande Teil eines zweibandigen Klumpens ist. Der
dabei auftretende Fehler entspricht der Wahrscheinlichkeit, daf§ der Klumpen mehr als zwei

Banden enthilt, und ist daher in unserem Szenario vernachlissigbar.

50



Wie man zweibandige Klumpen simuliert, sollte nun klar sein: Man verwendet eine Markoff-
Kette auf {4, G, C, T}*\. Jedem Blatt v ist dann ein Wort Wy (v) und ein Wort Wy (v) zugeordnet,
und zwar besteht Wy (v) aus den ersten 2/ Basen der in v vorliegenden Sequenz und Wy(v) ist
aus den ersten [ und den letzten [ Basen zusammengesetzt. Sei €2 die Menge der Paare (W, W') €
({A, G, C, T}?)?, fiir die Blatter v und v’ mit W = W;(v) und W' = Wy (v') existieren, und bei
denen die ersten / Basen in W und W' iibereinstimmen. Wir akzeptieren das Zwischenergebnis
mit Wahrscheinlichkeit @, wobei b wieder die Anzahl der Bldtter bezeichnet. Wir wiederholen
die Prozedur bis wir ein Zwischenergebnis akzeptiert haben. Dann wihlen wir aus Q uniform
ein Paar (W, W') aus. Als Simulationsergebnis erhalten wir damit einen Klumpen mit zwei
Banden, die gerade bei den Blittern vorliegen, bei denen W; das Wort W annimmt, bzw. Wy
das Wort W'. Wir gehen o.B.d. A. davon aus, daf§ es sich um einen Klumpen mit zwei Banden
handelt, deren Primer am selben Site sitzt. Das Site, an dem der Primer sitzt, und die Lingen
der Banden sind uniform aus {1,...,n} bzw. {l,..., namp} zu wihlen. (Um genau zu sein, muf

man darauf bedingen, daff die beiden Banden nicht gleich lang sind.)

2.4 Fazit

Als addquates Modell fiir die Verteilung der RAPD-Bandenkonfigurationen auf den DNA-
Sequenzen der Bldtter eines Stammbaums erscheint das Modell der Poisson’sch eingestreuten
ein- bis zweibandigen Klumpen. Mit den zweibandigen Klumpen enthilt es Korrelationen zwi-
schen den Banden, die sich aus der Jukes-Cantor-Evolutionsdynamik ergeben. Fiir einen vor-
gegebenen Baum 148t sich der Totalvariationsabstand zwischen den Verteilungen der Banden-
konfigurationen, die sich aus dem Poisson-Klumpen-Modell und dem Modell mit unabh&ngig
evolvierenden Mustern (siehe Abschnitt 1.1.3) ergeben, nach oben abschitzen (Satz 1.2, Seite
16). Der Aufwand dafiir ist linear in der Anzahl der Blitter. Beispiele zeigen, dafi das Ergebnis
fiir typische RAPD-PCR-Szenarien hinreichend klein wird. Zusammen mit den Ergebnissen aus
Kapitel 1 und der Dreiecksungleichung ergibt sich dann fiir viele anwendungsrelevante Situa-
tionen, dafl die Unterschiede zwischen dem Poisson-Klumpen-Modell und dem Jukes-Cantor-
Modell in Hinblick auf die Bandenkonfigurationen vernachlissigbar sind.

Auflerdem kann man Bandenkonfigurationen nach dem Modell der ein- bis zweibandigen

Klumpen effizient simulieren.
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Kapitel 3

Stammbaumrekonstruktion mit

RAPD-Daten

Of course, for a model to be good, you must show it leads
somewhere: This may be done by mathematical ‘experiment’,
i.e. by computations or by the first step in its analysis.

David Mumford, 1998

Nach den Uberlegungen aus Kapitel 2 entstehen in relevanten Szenarien keine wesentlichen
Ungenauigkeiten, wenn man die Verteilung der Banden, die sich aus dem Jukes-Cantor-Modell
ergibt, durch das Modell der unabhingig eingestreuten Bandenklumpen beschreibt und sich

dabei auf Klumpen mit ein oder zwei Banden beschriankt.

Nun soll der Nutzen dieser Vereinfachung aufgezeigt werden. Dazu wird am Beispiel der
Schitzung von Viererbaumtopologien demonstriert, wie sich aus dem Klumpen-Modell Auswer-
tungsansitze ergeben und wie man diese dann mit Hilfe der in Abschnitt 2.3.4 dargestellten
Simulationsmethoden in Verbindung mit explorativer Datenanalyse bewerten kann. Derartige
Bewertungen sollen hier nicht in erschopfender Weise durchgefiihrt werden. Es geht eher dar-
um, Méglichkeiten aufzuzeigen und dabei einige Schlaglichter auf Sachverhalte zu werfen, die
nicht zuletzt auch fiir Anwender der RAPD-PCR interessant sein diirften.

Wir beschranken uns in diesem Kapitel auf vierbldttrige Baume. Diese bilden eine ei-
nigermafen iiberschaubare Beispielklasse, und aufilerdem gibt es sehr effiziente Baumrekon-
struktionsverfahren, bei denen zunichst die vierbldttrigen Teilbdume eines Stammbaums mit
Maximum-Likelihood-Methoden geschitzt und die Ergebnisse dieser Schitzung zu einem Baum

zusammengesetzt werden (vgl. Strimmer und von Haeseler (1996, 1997)).
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3.1 Mbogliche Probleme der Stammbaumrekonstruktion mit
RAPD-Daten

Die Problematik der Stammbaumrekonstruktion mit RAPD-PCR-Daten wurde teilweise be-
reits in Abschnitt 2.1 dargestellt. Leider erhidlt man bei der Durchfiihrung der RAPD-RCR
nicht die volle Information iiber die Klumpen. Bei der Betrachtung der Signale auf dem Gel
erhilt man nur Informationen der Art ,,Banden der Linge x liegen bei diesen und jenen Bldttern
vor“. Banden, die im Rahmen der Mefigenauigkeit dieselbe Lange haben, sind auf dem Gel nicht
unterscheidbar. Es ist auflerdem nicht feststellbar, ob eine Bande zu einem einbandigen oder zu
einem zweibandigen Klumpen gehért. Bei zweibandigen Klumpen tritt das zusitzliche Problem
auf, dafl in Bldttern, in denen beide Banden vorliegen, in der Regel nur die kiirzere sichtbar ist
(vgl. Anhang B und Abschnitt 2.1). Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, wird der Anteil an
zweibandigen Klumpen in vielen Fillen recht gering sein, aber es ist theoretisch durchaus denk-
bar, daf§ Likelihood-Quotienten stark verzerrt werden, wenn man auch nur einen zweibandigen

Klumpen als zwei einbandige fehlinterpretiert.

3.2 Szenario und Art der simulierten Daten

Es gibt drei mogliche Topologien fiir den unverwurzelten Stammbaum von vier Individu-
en. Wir betrachten die Problemstellung, die Topologie des Stammbaumes aus den RAPD-
Bandenmustern der vier Blitter zu schitzen.

Wie wahrscheinlich ein bestimmtes Bandenmuster ist, hingt nicht nur von der Topologie
sondern auch von den Kantenldngen ab. Die Likelihood einer Topologie bei gegebenen Daten
ist die maximale Likelihood aller Biume mit Kantenlingen, die diese Topologie haben. Um
die zur Diskussion stehenden Schitzverfahren in Hinblick auf den Rechenaufwand zu verein-
fachen, lassen wir nur endlich viele Kantenldingen zu. Fiir das gesamte Kapitel wihlen wir
die sechs Werte 0,00625, 0,0125, 0,025, 0,05, 0,1 und 0,2. Wenn eine Kante die Linge A hat,
s0 ist (% + % : e_X)Ql die Wahrscheinlichkeit, dafl eine in einem der beiden zugehorigen Knoten
vorhandene Bande die Kante iiberlebt, wobei / die Linge des Primers bezeichnet. Fiir [ = 10 er-
halten wir zu den sechs genannten Kantenlingen also die Uberlebenswahrscheinlichkeiten 0,91,
0,83, 0,69, 0,47, 0,23 und 0,054. Bei 6 mé6glichen Kantenldngen gibt es fiir jede der drei Baum-
topologien 6° = 7776 verschiedene Biume. Wir vereinfachen die Problemstellung insofern, als
daB8 bekannt sei, daB sich unter diesen 3 -6° = 23328 Biumen der richtige befindet. Dessen
Topologie soll anhand der RAPD-Daten geschitzt werden. (Natiirlich liegt in der Auswahl der
Testbdume eine gewisse Willkiir und es ist durchaus denkbar, daf} eine andere Population von
Testbdumen das eine oder andere Verfahren in einem anderen Licht erscheinen 148t.)

Fiir den ,wahren“ Baum simulieren wir zunédchst zu den erwarteten Hiufigkeiten Poisson-
verteilt viele ein- und zweibandige Klumpen (siehe 2.3.2 und 2.3.4). Da wir untersuchen wollen,

wie sich die im Klumpenmodell iibriggebliebenen Abhingigkeiten zwischen den Banden und die
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Mobglichkeit, dal Banden dhnlicher Lénge verwechselt werden kdnnen, auf die Schétzbarkeit der
Baumtopologie auswirken, erzeugen wir aus der Ausgabe des in Abschnitt 2.3.4 beschriebenen
Verfahrens drei verschiedene ,,Datensitze®, bei denen es sich jeweils um eine zufillige Abbildung

von der Familie der nichtleeren Teilmengen von Bt nach Ny handelt.

Datensatz D!: Hier liegt das ,Modell ohne Abhingigkeiten® aus Kapitel 2 zugrunde. Es
handelt sich also um Daten, die in zweierlei Hinsicht idealisiert sind: Alle Banden evolvieren
voneinander unabhingig und sind voneinander zu unterscheiden, sogar wenn sie exakt dieselbe
Linge haben. Wir generieren D! gekoppelt mit D! und DI (s.u.) mit Hilfe des in Abschnitt
2.3.4 beschriebenen Verfahrens. Dabei machen wir aus den zweibandigen Klumpen einbandige,
indem wir von den beiden Banden eine rein zufillig auswihlen und die andere ignorieren. Fiir
eine nichtleere Menge U von Blittern sei dann D}, die Anzahl an Banden, die bei allen Blittern

in U und bei sonst keinen vorkommen.

Datensatz D!!: Bei diesem Datensatz werden die Abhingigkeiten beriicksichtigt, die da-
durch zustandekommen, dafl es Klumpen mit zwei Banden gibt. Verwechslungen von Banden
finden ebenso wie bei DT nicht statt. D{]I ist die Anzahl an Banden, die bei allen Bldttern
in U und bei sonst keinen sichtbar sind. Dabei ist eine Bande bei einem Blatt genau dann
sichtbar, wenn sie bei dem Blatt existiert und es im selben Klumpen keine kiirzere Bande gibt,
die ebenfalls bei dem Blatt existiert (vgl. Abschnitt 0.2).

Datensatz D''’: Hier beriicksichtigen wir die Abhingigkeiten wie bei D! und gehen zusitz-
lich davon aus, da Banden dhnlicher Linge nicht unterschieden werden kdnnen bzw. daf§
nur eine bestimmte Anzahl n,4, an Gelpositionen zu unterscheiden sind. Fiir jede nichtlee-
re Menge U von Blédttern und i € {l,...,ng} sei Sy(i) die Indikatorfunktion dafiir, daf
U die Menge aller Blidtter ist, bei denen eine Bande sichtbar ist, deren Linge im Intervall
Gi=[l+(i—-1)- mamp=l y 4 ;. Pamp=![ Jiogt (und die damit auf dem Gel in der i-ten Position
ngp—1 ngp—1
zu sehen ist). Es sei dann D} die Anzahl an Gelpositionen i, fiir die Sir(i) = 1 gilt.

Mit dem Datensatz D! simulieren wir die Bandensignale, die man bei der RAPD-PCR
beobachten kann. Die idealisierten Datensitze D! und D! sollen lediglich Vergleiche ermogli-
chen, ob man beim Schitzen der Baumtopologie bedeutend weniger Fehler machen wiirde,
wenn es keine Abhdngigkeiten bzw. Verwechslungen zwischen den Banden gidbe. Diese Verglei-
che sollen Aufschlufl dariiber geben, inwieweit die genannten Effekte im Kontext der Baumto-

pologieschdtzung vernachldssigbhar sind.

3.3 Methoden der Topologieschitzung

Die folgenden Methoden der Topologieschdtzung sollen in Abschnitt 3.4 auf die Datensitze

DT, DT und D™ angewandt werden, die aus simulierten Bandenklumpen fiir Viererbiume
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erzeugt wurden. Die Schétzmethoden sind prinzipiell auch in Szenarien mit einer gréferen An-
zahl an Individuen anwendbar. Das wesentliche Kriterium fiir die Beurteilung der Verfahren ist
die Fehleranfilligkeit beim Schitzen der Baumtopologie auf der Basis des Datensatzes DT/,
Verfahren, die Abhingigkeiten und Verwechslungen zwischen den Banden vernachlissigen, wer-
den wir zum Vergleich auf die Datensitze D! und D! anwenden, um uns einen Eindruck zu

verschaffen, wie stark sich die Vernachldssigung bei dem jeweiligen Verfahren auswirkt.

Der Schatzer MP: Bei diesem Schitzer lassen wir uns vom Prinzip der maximalen Par-
simonie leiten, d.h. wir ,,glauben“ an die Baumtopologie, bei der so wenige Riickmutationen
wie moglich erfolgen. Da wir es mit vierbldttrigen Bidumen zu tun haben, wird demnach eine
Bande, die bei genau zwei Blittern auftritt, als Hinweis fiir die Baumtopologie gewertet, bei der
diese beiden Blidtter von den beiden anderen durch den Zentralast getrennt werden. Banden,
die bei nur einem, bei drei oder bei allen vier Taxa vorkommen, werden als nicht informativ
betrachtet. Der Schitzer MP liefert die Baumtopologie, auf die die meisten Banden hinweisen.

(Algorithmen fiir parsimonische Analysen von Sequenzdaten findet man bei Swofford und Olsen

(1990).)

Der Schiitzer ML;: Hier gehen wir davon aus, daf uns ein Datensatz vorliegt, der wie D'
ohne Abhingigkeiten zwischen den Banden und ohne Verwechslungen zustande gekommen ist,
und wir schitzen die Topologie des Stammbaumes nach dem Maximum-Likelihood-Prinzip.
Wir orientieren uns also am ,,Modell ohne Abhangigkeiten® aus Abschnitt 2.2.

Nach demselben Prinzip wie bei der Berechnung von ¢ in Abschnitt 2.2.2 kénnen wir fiir
jede Bande die Wahrscheinlichkeit ausrechnen, daf sie in einer gegebenen Menge von Bldttern
vorliegt, sofern der Baum einschliellich seiner Kantenlingen bekannt ist. Der dazu benétigte
Zeitaufwand ist linear in der Anzahl der Blitter. Fiir vierbldttrige Bdume ist allerdings folgen-
der Rechenweg giinstiger: Wir betrachten zunéchst eine der n + namp moglichen Banden und
berechnen fiir jede Menge von Bliattern U C Bt die Wahrscheinlichkeit pgr, dafl bei allen v € U
die Bande vorkommt. Dazu betrachten wir eine mit dem Baum indizierte Markoff-Kette W,
die der Jukes-Cantor-Dynamik auf {A, C, G, T}?! folgt (vgl. Abschnitt 1.1.2). Die zufillige Men-
ge aller Blitter v, in denen W (v) den Zustand (4, 4,...,4) annimmt, ist offensichtlich genauso
verteilt wie die Menge aller Blitter, in denen die Bande vorliegt. py ist also die 2/-te Potenz
der Wahrscheinlichkeit, daf an einem vorgegebenen Site bei allen v € U ein A steht, und 148t
sich daher leicht berechnen. Wir berechnen dann fiir jedes U C Bt die Wahrscheinlichkeit g,
dafl die Bande genau bei den Blittern in U vorkommt, mit der Rekursion gy = py — ZVQU qv -
Da {D{] : U ist nichtleere Menge von Taxa} eine Familie unabhingiger, Poisson-verteilter Zu-
fallsvariabler mit ED, = n - Namp * qu ist, erhalten wir damit die Verteilung von D! fiir jeden
gegebenen Baum — oder anders gesagt: Wir kénnen fiir eine gegebene Realisierung von D! die
Likelihood jedes Baumes berechnen. Der Schitzer ML liefert die Topologie des Baumes mit

der maximalen Likelihood.
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Der Schatzer MLy: Wir orientieren uns auch hier am Maximum-Likelihood-Prinzip und
beriicksichtigen dabei, daB bei DT Banden allzu dhnlicher Linge nicht zu unterscheiden sind.
(Abhingigkeiten zwischen den Banden werden hingegen vernachlissigt.) Wir nihern den Evo-
lutionsprozefl der Bandensignale durch einen Markoffprozef an, bei dem es fiir jede Gelposition
in jedem Knoten zwei Zustinde gibt.

Wir bezeichnen wieder mit ngn, die Lange der DNA, mit n,mp die Linge des Amplifikati-
onsbereichs, mit n,4, die Anzahl der unterscheidbaren Gelpositionen und mit / die Linge des
Primers. Fiir i € {1,...,n4,} und einen Knoten v sei I;(v) die Indikatorfunktion dafiir, daB in
v mindestens eine Bande existiert, deren Linge im Intervall G; liegt, u sei die erwartete Anzahl
solcher Banden in einem beliebigen, aber fest gewdhlten Knoten. Fiir zwei Knoten vy und vy,
die durch eine Kante der Linge A verbunden sind, sei vy die erwartete Anzahl an Banden, die
sowohl bei v als auch bei vy vorkommen und deren Linge in G; liegt. Die Anzahl solcher Ban-
den ist approximativ Poisson-verteilt zum Parameter v). Die Anzahl an Banden, deren Linge
in dem genannten Intervall liegt und die nur in vy, nicht aber in vy vorkommen, ist ungefihr

Poisson-verteilt zum Parameter y — vy. Dasselbe gilt, wenn man v; und vy vertauscht. Wir

21
Ndna * Mamp (l)
Ngp 4

Eli(v) ~ 1—¢€*

1 3 . 21
“'(ﬁze )

E(Li(v1) - Li(v2)) ~ (1 - e“”X) 4+ eV (1 - e—ﬂ+l/>\)2

erhalten also:

X

2

129

Wir haben also die gemeinsame Verteilung von [I;(vy) und I;(vg) zumindest approxi-
mativ im Griff. Es ist aber sehr aufwendig, die gemeiname Verteilung von {/;(v)

U ist Knoten im Baum} zu berechnen. Wir vernachlissigen daher gewisse Abhingigkeiten und
nehmen fiir die Konstruktion des Schitzers ML, an, dafl die Gelpositionen in folgendem Sinne
von Knoten zu Knoten geddchtnislos evolvieren: Wenn V' eine Menge von Knoten ist, so daf

vy topologisch zwischen V und v liegt, so gilt:

E(l; (v2) | {£i(v) : v € VU{u1}}) = E(1i(v2) | Li(v1))
IIE([Z (v1) « I;i(v2)) I E(7; (v2)) — E(Z;(v1) - Ii(vq))

SIAC) R T E( (1))

Wir erhalten damit bis auf eine Umskalierung der Kantenldngen eine Modellierung des Entste-

hens und Vergehens der Bandensignale durch eine Markoffkette 1ings der Kanten des Baumes
mit den Zustinden {sichtbar, nicht sichtbar}. Mit dem Schitzer MLy ahmen wir also nach,
was passiert, wenn man Software, die wie etwa PHYLIP DNAML (siehe Felsenstein, 1993) zur
Maximum-Likelihood-Phylogenieschdtzung auf der Basis von DNA-Sequenzdaten entwickelt
wurde, in naiver Weise auf RAPD-Daten anwendet; mehr dazu in Abschnitt 3.4.2.5.
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Der Schitzer MLs:  Ahnlich wie MLy ist auch MLs ein Maximum-Likelihood-Schéitzer,
der auf einer Modellierung der Bandensignaldynamik durch eine baumindizierte Markoffkette
beruht. Nun soll aber beriicksichtigt werden, daf} eine Bande, die von einem zum n#chsten
Knoten verschwunden ist, beim iibernichsten mit erhdhter Wahrscheinlichkeit wieder auftreten
kann, da unter Umstinden nur ein einziges Site riickmutieren muf. Wir unterscheiden daher

fiir jede Gelposition die folgenden drei Zustinde:
1. Es gibt mindestens eine Bande, die an der betreffenden Gelposition ein Signal hervorruft.

2. Es gibt kein Signal an der betreffenden Gelposition, aber man kénnte eines erhalten,

indem man eine einzige Base d&ndern wiirde.
3. Man miifite mindestens zwei Basen &ndern, um an der Gelposition ein Signal zu erhalten.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen diesen Zustinden lassen sich fiir zwei benachbarte
Knoten in Abhédngigkeit von der Lédnge ihrer Verbindungskante dhnlich wie bei MLy leicht
berechnen. Ob sich eine Gelposition bei einem Taxon im zweiten oder im dritten Zustand
befindet, ist vom Beobachter nicht zu unterscheiden. Analog zu MLy wird auch bei MLj eine

Gedéchtnislosigkeit von Knoten zu Knoten angenommen.

3.4 Simulationsergebnisse und erste Interpretationen

Wir rechnen in diesem Abschnitt mit einer DNA-Linge von 3 Milliarden Basenpaaren. (Dies
entspricht etwa der Linge eines haploiden menschlichen Chromosomensatzes.) Fiir den Am-
plifikationsbereich nehmen wir n,y,, = 3000 an und fiir die Lange der Primer meistens
I = 10. Fiir die Anzahl der unterscheidbaren Gelpositionen werden wir verschiedene Wer-
te einsetzen. Den C++-Quellcode des Simulationsprogramms habe ich im Internet unter
http://stoch.math.uni-frankfurt.de/Leute/metzler/dissprgs.html abgelegt.

Wir gehen von einer festen Baumtopologie aus. Da fiir jede der fiinf Kanten sechs mégliche
Lingen angenommen werden, ergeben sich 6° verschiedene Biume. Bei einem Simulationslauf
werden fiir jeden dieser Biume die Datensitze DT, DT und D7 simuliert und mit den ver-
schiedenen Verfahren ausgewertet. AnschlieBend wird verglichen, welches Verfahren wie hiufig
ein falsches Ergebnis lieferte. Es ist zu erwarten, dafi es umso leichter ist, die Baumtopologie zu
schitzen, je linger der Zentralast des Baumes ist. Daher betrachten wir die Fehlerhdufigkeiten
in Abh#ingigkeit von der Zentralastlinge. Bei der graphischen Darstellung der Simulationsergeb-
nisse wihlen wir als Mafleinheit fiir die Astlinge die in Prozent angegebene Wahrscheinlichkeit,
daf} eine im einen Endknoten der Kante existierende Bande (die sich gemif Jukes-Cantor ent-
wickelt) im anderen Endknoten verschwunden ist. Da fiir jede Zentralastlinge die iibrigen 4
Kantenlingen jeweils die 6 Werte 8,94%, 17,1%, 31,2%, 52,5%, 77,3% und 94,6% annehmen

konnten, wurden fiir jede Zentralastlinge Datensitze zu 6% = 1296 verschiedenen Biumen
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simuliert und ausgewertet. Von diesen Bdumen sollte jedes halbwegs sinnvolle Verfahren zu-
mindest 6%/3 = 432 Bdumen die richtige Topologie zuordnen, denn diesen Wert kénnte man in
Erwartung erreichen, indem man jedem Baum eine rein zufillige Topologie zuordnet.

In einigen Fillen ordnen die Verfahren zwei oder gar allen drei Topologien dieselbe Like-
lihood bzw. Parsimonie zu. Wir werden diesen Féllen durch die Verwendung des folgenden
Bewertungsschemas Rechnung tragen: Fiir jede richtig geschitzte Topologie erhélt ein Ver-
fahren einen Punkt. Wenn es hingegen zwei Topologien favorisiert und die richtige dabei ist,
erhilt es dafiir einen halben Punkt, und wenn es allen drei Topologien dieselbe Likelihood bzw.
Parsimonie zuordnet, dann erhélt es einen drittel Punkt. Die Vorstellung dabei ist, dafl ein
Verfahren bei mehreren Favoriten rein zuféllig einen davon auswihlen miifite, und daf es die
Wahrscheinlichkeit, dann den richtigen zu treffen, als Punktanteil erhdlt. In den nachfolgenden

Graphiken ist die Anzahl an Punkten zu sehen.

3.4.1 Zur Robustheit von ML;

Zunéchst betrachten wir Simulationsergebnisse in Hinblick auf die Frage, ob Abhdngigkeiten
zwischen den Banden und die Méglichkeit der Verwechslungen von Banden vernachldssigbar
sind. Wir untersuchen also die Robustheit von MIL; gegeniiber diesen Effekten, indem wir
erkunden, ob ML; auf der Basis von D' wesentlich zuverlissiger die Topologie schitzen kann

als auf der Basis von D'’ oder D',

3.4.1.1 Nur ein Primer

Wir betrachten zunidchst ein Szenario, in dem die Daten mit einer einzigen RAPD-PCR-
Primersequenz erzeugt wurden und 100 Gelpositionen unterscheidbar sind. In Abbildung 3.1
ist zu sehen, wieviele Bewertungspunkte ML; mit D!, DT und DT bei verschiedenen Zen-
tralastlingen erhielt. (Die Kurven fiir MLy und MP werden wir in Abschnitt 3.4.2 diskutieren.)

Offensichtlich spielen Abhé&ngigkeiten zwischen den Banden hier keine bedeutende Rolle,
denn das Verfahren ML; konnte mit dem Datensatz D', der diese Abhingigkeiten enthilt, ge-
nauso viele Biume richtig schitzen wie mit dem Datensatz D', bei dem solche Abhiingigkeiten
ausgeschlossen sind. Es macht allerdings schon einen Unterschied, wenn man die Moglichkeit
von Bandenverwechslungen einbezieht: Mit zunehmender Zentralastlinge schneidet der Daten-

satz DI schlechter ab als die anderen beiden.

3.4.1.2 Mehrere Primer

Oft werden mehrere RAPD-PCR-Versuche, jeder mit einem anderen Primer, durchgefiihrt
und die Daten werden dann gepoolt. Da klar ist, welches Bandensignal aus welchem Versuch
stammt, wichst die Anzahl der beobachteten Bandensignale linear mit der Anzahl der Primer

(bis auf Randeffekte, die wir vernachldssigen). Wir kdnnen fiir diesen Fall dasselbe Simulati-
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Abbildung 3.1: Bei ngna = 3:10%, namp = 3000, ny, = 100 und [ = 10 spielen die Abhingigkeiten
zwischen den Banden offenbar keine grofie Rolle: Die Topologieschitzug gelingt auf der Basis
von D! ebenso gut wie mit D!. Hingegen fihren die in D! enthaltenen Verwechslungen
von Banden zu einer deutlichen Erhéhung der Fehlerwahrscheinlichkeit. Das parsimonische
Verfahren MP schneidet bei der Topologieschitzung auf der Basis von D! etwas besser ab als
die ML-Verfahren.

onsprogramm wie im vorangegangenen Abschnitt verwenden, indem wir ngn, und n,4, mit der
Anzahl der verwendeten Primer multiplizieren.

Wir stellen uns vor, daf§ die Ergebnisse von 20 RAPD-Versuchen mit verschiedenen Pri-
mern mit einer 3 Milliarden Basenpaare langen DNA gepoolt wurden und daf auf dem Gel
100 Positionen unterscheidbar sind. Abbildung 3.2 zeigt Ergebnisse einer entsprechenden Si-
mulation. Offensichtlich kann ML; auch in diesem Szenario mit D'! die Topologie praktisch
genauso gut schitzen wie mit D!. Abhingigkeiten zwischen den Banden scheinen also auch
hier vernachldssigbar zu sein. Dasselbe Bild ergibt sich auch aus den in Abbildung 3.7 und
3.8 dargestellten Ergebnissen. Wir werden in Abschnitt 3.4.2.2 in Zusammenhang mit Abbil-
dung 3.8 noch einmal darauf zu sprechen kommen, weshalb bei der Verwendung von D1 im

allgemeinen mehr Fehler gemacht werden als etwa mit DX,

3.4.1.3 Kurze Primer

Wir werfen noch einen Blick auf ein Szenario mit Primern, die nur fiinf Basen lang sind. Bei Ver-
wendung kurzer DNA-Sequenzen wiren kurze Primer wiinschenswert, da sonst kaum Banden

auftreten. Mit den bislang labortechnisch méglichen Versuchsbedingungen scheint allerdings
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Abbildung 3.2: 20 Primer mit jeweils | = 10, ng, = 100, nqpa = 3 - 10° und Namp = 3000. Die
Verwechslung von Banden wirkt sich sehr deutlich aus, wihrend Abhdngigkeiten zwischen den
Banden keine wesentliche Rolle spielen. Auf der Basis von D! liefert ML, bessere Resultate
als MP. Die besten Ergebnisse liefert dann allerdings MLy, zumindest wenn der Zentralast des

tatsdchlichen Baumes nicht sehr lang ist.

ein Einsatz derartig kurzer Primer nicht sinnvoll zu sein, und ich wage nicht zu beurteilen, ob
sich daran — etwa durch qualitative Verbesserungen der Labormaterialien —in absehbarer Zeit
etwas dndern wird. Wir betrachten das Szenario hier als ein Extrembeispiel. Seine theoretische
Bedeutung wird auch bei Clark und Lanigan (1993) deutlich.

Wir denken an eine DNA der Linge 100000 Basenpaare, einen Amplifikationsbereich von
3000 Basenpaaren und 1000 unterscheidbare Gelpositionen. Wir arbeiten wieder mit dem
Klumpen-Modell, bei dem nur Klumpen mit ein bis zwei Banden auftreten, obgleich die-
ses hier nicht unbedingt als Approximation der Bandenverteilung, die sich aus dem Jukes-
Cantor-Modell ergeben wiirde, aufgefafit werden kann. Letztere wiirde ndmlich einen nicht un-
erheblichen Anteil an Klumpen mit mehr als zwei Banden beinhalten, und die stochastischen

Abhingigkeiten zwischen den Klumpen wiren wohl nicht ohne weiteres zu vernachldssigen.

Wie bisher verwenden wir als mogliche Kantenldngen jene, die pro Site die erwarteten Mu-
tationshaufigkeiten 0,00625, 0,0125, 0,025, 0,05, 0,1 und 0,2 hervorbringen. Ubersetzt man dies
in die Wahrscheinlichkeiten, dafl eine Bande auf einer Kante der jeweiligen Linge verschwindet,
so erhalten wir bei einer Primerlinge von [ = 5 die Werte 0,58, 8,94, 17,0, 31,1, 52,3 und 76,8%.

Wir erwarten bei dem gegebenen Szenario bei jedem Individuum ungefihr 300 Banden. Wie

wir in Abbildung 3.3 sehen, zeigen die Abhingigkeiten zwischen den Banden durchaus Wirkung.
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Abbildung 3.3: Bei l =5, ngna = 100000, namp = 3000 und ny, = 1000 wirken sich neben den
Verwechslungen von Banden auch Abhdngigkeiten zwischen den Banden aus. Das parsimonische
Verfahren MP schneidet auflerdem deutlich schlechter ab als die ML-Verfahren.

Wenn man bedenkt, daf hier die meisten Klumpen (iiber 95%) zwei Banden enthalten, ist es
allerdings eher erstaunlich, dafl die Unterschiede zwischen den Fehlerkurven fiir die Auswertung
von D! und D! mit ML, derartig gering sind. Allerdings macht sich auch hier das Verwechseln

von Banden bemerkbar: Auf der Basis von D! werden wesentlich mehr Fehler gemacht.

3.4.2 Vergleich der Methoden zur Topologieschitzung auf der Basis von D'’

Wir vergleichen nun die in Abschnitt 3.3 dargestellten Methoden. Wir gehen davon aus, daf§ in
der Labor-Realitdt Banden nur im Rahmen einer gewissen Mefigenauigkeit vergleichbar sind,

und verwenden daher fiir die Vergleiche simulierte Daten vom Typ D'/T.

3.4.2.1 Nur ein Primer

Wir kommen zundchst wieder auf die Situation zuriick, dafl nur Daten vorliegen, die mit ei-
ner einzeigen RAPD-PCR-Primersequenz erzeugt wurden, und betrachten Abbildung 3.1. Das
parsimonische Verfahren MP konnte bei dieser Parameterkombination mehr Punkte gewin-
nen als die beiden Maximum-Likelihood-Verfahren ML,; und MlLy. Auflerdem ist zu bemerken,
daB MLy, welches von einer Verteilung ausgeht, die offensichtlich nicht auf D''T zutrifft, shn-
liche Zensuren erhilt wie MLy, obwohl letzteres zumindest ansatzweise die Besonderheiten
von DM heriicksichtigt. Dies kénnte dafiir sprechen, daB das ML, zugrundeliegende Mo-

dell die Verteilung von D'!! nicht hinreichend gut approximiert. Kénnte es sein, dafl hier
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MLz eher angebracht ist? Fiir jede Gelposition erwartet man bei den gegebenen Parametern

NdnaNamp 97, (1° 21-1 _ 3.109-3000-20
Ddna‘Ramp 97, Z) — $:10--3000-20
Ngp 100-4

an der betreffenden Gelposition ergeben wiirde, wenn man nur eine einzige seiner Basen dndern

~ 6,5 Zwanzigtupel von Basen, von denen jedes ein Signal

wiirde. Daher wiirde sich so gut wie keine Gelposition im Zustand 3 des M3 zugrundliegen-
den Modells befinden. Da sich MLj3 somit im aktuellen Szenario praktisch auf zwei Zustinde
beschrinkt, ist bei den gewihlten Parametern kein grofler Unterschied zwischen MLy und MLg

7Zu erwarten.
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Abbildung 3.4: Bei ngna = 3+ 107, Namp = 3000, nyy, = 300 und | = 10 schneidet MP bei der
Topologieschitzung auf der Basis von D' etwas besser ab als die ML-Verfahren. MLs bringt

offensichtlich keine nennenswerten Vorteile gegeniiber M1,.

Wir machen die Probe auf’s Exempel: Wir geben dabei M3 sogar noch eine etwas bessere
Chance, indem wir die Anzahl der unterscheidbaren Gelpostionen auf n,, = 300 erhthen.
Damit verringert sich die pro Gelposition erwartete Anzahl an Zwanzigtupeln, von denen eines
geniigen wiirde, damit sich die Gelposition nicht in Zustand 3 des MLz zugrundeliegenden
Modells befindet, auf ungefihr 2,2.

Das Simulationsergebnis ist in Abbildung 3.4 zu sehen. Die drei Kurven fiir die Auswertung
von DT mit den MI-Verfahren verlaufen fast gleich und sind kaum zu unterscheiden. An-
scheinend ist in diesem Szenario der MI.-Ansatz relativ robust in bezug auf Verdnderungen der
zugrundegelegten Bandendynamik. Insgesamt schneidet bei den in Abbildung 3.4 gewihlten
Parametern das parsimonische Verfahren MP bei der Auswertung von D!/! etwas besser ab
als die ML-Verfahren. Allerdings sehen die MI-Verfahren bei Bdumen mit sehr kurzen Zen-

traldsten etwas besser aus. Wir werden auf die Frage, wieso sich MP so gut gegeniiber den
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ML-Verfahren behaupten kann in Abschnitt 3.4.2.4 zurlickkommen.
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Abbildung 3.5: Bei ng, = 1000, ngna = 3 - 10%, namp = 3000 und [ = 10 funktionieren alle Ver-
fahren ungefihr gleich gut. Verwechslungen und Abhdngigkeiten zwischen den Banden spielen

hier keine grofie Rolle.

In Abbildung 3.5 ist zu sehen, dafl die Verfahren in der Situation von 1000 unterscheidba-
ren Gelpositionen alle ungefihr gleich gut funktionieren. Es werden dann jeweils nur 3 Ban-
denldngen zu einer Gelposition zusammengefafit, so dal nur wenige Verwechslungen von Ban-

denldngen auftreten, die dann offensichtlich nur wenig Einflufl auf die Qualitit der Daten

haben.

3.4.2.2 Mehrere Primer

Wir betrachten nun wieder Szenarien, in denen durch die Verwendung mehrerer Primer mehr
Daten zur Verfiigung stehen. Bekanntlich funktionieren Maximum-Likelihood-Verfahren be-
sonders gut, wenn hinreichend viele Daten vorliegen. Dies 148t erwarten, daf sich in diesem
Abschnitt die ML-Methoden gegeniiber MP etwas besser behaupten kénnen.

Abbildung 3.6 zeigt, wieviele Punkte die einzelnen Methoden bei Anwendung auf D7 sowie
ML, bei DT erhielten, wobei im Simulationsprogramm ngp auf 3000 und ngn, auf 9 Milliarden
gesetzt wurde. Man stelle sich dazu etwa vor, dal die DNA 3 Milliarden Basenpaare lang ist
und daBl 3 Primer verwendet werden, fiir die jeweils 1000 Gelpositionen unterscheidbar sind.

Offensichtlich gibt es auch hier keine nennenswerten Unterschiede zwischen den MIL-
Verfahren in ihrer Fihigkeit, die Baumtopologie aus dem Datensatz D'/ zu schitzen. Der

idealisierte Datensatz D' liefert nur geringfiigig bessere Ergebnisse. Das parsimonische Verfah-
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Abbildung 3.6: Auch bei 8 Primern mit jeweils | = 10, nqna = 3 - 109, Namp = 3000 und
ngp = 1000 funktionieren alle Verfahren ungefihr gleich gut.

ren MP schneidet diesmal bei geringeren Zentralastlingen schlechter ab als die ML.-Verfahren,

dafiir ist es bei lingern Zentraldsten noch etwas besser.

Wir vergréfern nun die Datenmenge weiter und stellen uns folgendes Szenario vor: Die DNA
ist 3 Milliarden Basenpaare lang, auf dem Gel sind 100 Positionen unterscheidbar und es werden
20 verschiedene Primer verwendet. (Wir setzen also ng, = 2000 und ngn, = 60 Milliarden.)
Die in Abbildung 3.2 dargestellten Ergebnisse einer solchen Simulation lassen erstmals einen
deutlichen Unterschied zwischen den Fehlerkurven von MLy und ML bei Anwendung auf Dl
erkennen. Bei Biumen mit langen Zentralisten macht ML, etwas weniger Fehler, ansonsten
ist MLy besser. Das parsimonische Verfahren MP ist, aufler bei langen Zentralidsten, bei der
Auswertung von D! etwas schlechter als ML .

In Abbildung 3.7 geht es um ein Szenario mit 30 Primern, fiir die jeweils 100 Gelpositionen
unterscheidbar sind. Wie man sieht, sind dabei zwischen ML, und MLg3 keine Qualititsunter-
schiede feststellbar. Die beiden ML-Verfahren konnten aber bei der grofieren Datenmenge ihren
Vorsprung gegeniiber dem parsimonischen Verfahren MP weiter ausbauen. Nur bei der maxi-
malen Zentralastlinge steht MP etwas besser da. Offenbar spielen Abhédngigkeiten zwischen
den Banden auch in diesem Szenario keine Rolle, denn die beiden Kurven fiir die Auswertung
von DT und D! mit ML, sind fast gleich.

Abbildung 3.8 bezieht sich auf ein Szenario mit einer DNA-Linge von 3 Milliarden Basen-
paaren und 10 Primern, bei dem die Banden als perfekt unterscheidbar angenommen werden.
Alle Verfahren werden am Datensatz D' (und ML, zusitzlich an D'T) erprobt. Eigentlich
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Abbildung 3.7: Bei 30 Primern mit jeweils | = 10, ngp, = 100, ngna = 3 - 10° und Namp = 3000
macht MP bei der Topologieschitzung auf der Basis von D''! mehr Fehler als die ML-Verfahren
— aufler bei sehr langen Zentraldsten. Qualitdtsunterschiede zwischen MLy und MLz sind auch

hier nicht zu erkennen.

miifite sich dabei der Umstand, dafl von einem zum n#chsten Knoten verschwundene Banden
beim iiberndchsten Knoten mit erh6hter Wahrscheinlichkeit wieder entstehen, am ehesten be-
merkbar machen. Daher kénnte man annehmen, dafl die Methode MLy bei diesen Parametern
ihre Schwichen zeigt. Es stellt sich jedoch heraus, daf die Fehlerhdufigkeiten der M.-Verfahren
kaum voneinander abweichen. Dies deutet darauf hin, daff sowohl die Abhingigkeiten zwischen
den Banden als auch das ,,Gedichtnis“ der Bandendynamik zu vernachlissigen sind, und legt

die Vermutung nahe, daB bei der Verwendung von DI/!

im allgemeinen deswegen mehr Feh-
ler gemacht werden, weil beim Verwechseln von Banden Information verlorengeht, und dafi es
keine grofie Rolle spielt, dafl die MLy und MLs zugrundeliegenden Modelle die Verteilung von
D™ nur ungenau beschreiben. Das parsimonische Verfahren ist — auBer bei der maximalen
Zentralastldnge — deutlich schlechter als die ML-Verfahren, die angesichts der Fiille an ,,guten

Daten“ offensichtlich ,,ganz in ihrem Element“ sind.

3.4.2.3 Kurze Primer

Wir kommen noch einmal auf das Szenario mit kurzen Primern der Ldnge 5 Basen zuriick
und betrachten die in Abbildung 3.3 dargestellten Simulationsergebnisse. Die Verwendung von
MLg bringt offenbar auch hier keine Vorteile gegeniiber MLy. Die ML-Verfahren schneiden
wesentlich besser als das parsimonische Verfahren MP ab, was wieder daran liegen mag, daf§

recht viel Information zur Verfiigung steht.
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Abbildung 3.8: Bei 10 Primern mit jeweils | = 10, ndana = 3+ 10%, namp = 3000 und perfekt
unterscheidbaren Banden schneiden alle drei ML-Verfahren gleich gut ab, und deutlich besser
als MP.

3.4.2.4 Wieso funktioniert MP in einigen Fallen besser als ML;?

Wie zum Beispiel in Abbidung 3.1 zu sehen ist, gibt es Fille, in denen das Verfahren Ml
schlechter abschneidet als das sehr einfache Verfahren MP, das weniger Informationen aus den
Daten benutzt. Die Abbildung 3.7 zeigt, dafi auch bei grofien Datenmengen das Verfahren Ml
mehr Fehler als MP macht, wenn der Zentralast des wahren Baumes sehr lang ist. Wir mdchten
in diesem Abschnitt diskutieren, woran das liegen kdnnte.

Wir betrachten die Bdume aus dem Simulationslauf, dessen Ergebnisse in Abbildung 3.7
zu sehen sind, die maximale Zentralastlinge haben und bei denen ML, die falsche Topologie
geschitzt hat. Da die Zentralastlinge fest ist, ist jeder Baum durch vier Zahlen, ndmlich die
[idngen seiner AuBleniste, gegeben. Zur graphischen Darstellung ordnen wir jedem Baum eine
Linie im R? zu, indem wir als Anfangspunkt den Punkt nehmen, der die beiden Lingen der
Kanten auf der einen Seite des Zentralastes als Koordinaten hat, und als Koordinaten des
Endpunktes nehmen wir die Lingen der beiden Kanten auf der anderen Seite des Zentralastes.
Da nur 6 verschiedene Kantenldngen auftreten, wiirden einige Bdume zu iibereinanderliegen-
den Linien fithren. Um dies zu verhindern, verschieben wir in der Graphik die Anfangs- und
Endpunkte jeder Linie jeweils um einen kurzen, zufilligen Vektor.

In Abbildung 3.9 ist auf der linken Seite zu sehen, dafi alle Biume mit maximaler Zen-
tralastlange aus dem Simulationslauf zu Abbildung 3.7, bei denen sich ML, geirrt hatte, min-

destens einen Aufilenast maximaler Linge hatten. Die rechte Hilfte von Abbildung 3.9 stellt
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Abbildung 3.9: Darstellung derjenigen Bdume mit mazimaler Zentralastlinge aus dem Szena-
rio von Abbidung 3.7, bei denen sich MLy geirrt hat (links) und derjenigen Bédume, die in
diesen Fillen die mazimale Likelihood hatten (rechts). Die Endpunkte der Linien haben als

Koordinaten jeweils die Ldngen benachbarter Auffenkanten des zugehdrigen Baumes.

die Auflenastlingen der Biume dar, die in diesen Fillen von ML, als Biume mit maxima-
ler Likelihood ausgegeben wurden. (Diese kénnen verschiedene Zentralastlingen haben.) Wie
man sieht, haben fast alle diese Bdume auf beiden Seiten des Zentralasts je eine Auflenkante
maximaler Linge. Auflerdem laufen die Linien vorzugsweise entweder vertikal oder horizon-
tal und nur wenige Ausnahmen sind schrig. Die beiden ersten Koordinaten des Anfangs- und
des Endpunktes einer Linie sind die Lingen der Kanten, die zu den Knoten fiihren, die im
wahren Baum auf der einen Seite des Zentralastes liegen, und dementsprechend gehdren die
zweiten Koordinaten des Anfangs- und des Endpunktes zu Knoten, die im wahren Baum auf
der anderen Seite des Zentralastes liegen. Typisch scheinen also solche Fehler zu sein, wie sie
in Abbildung 3.10 dargestellt werden.

richtig falsch

Abbildung 3.10: Wenn der links dargestellte Baum der wahre ist, so dhnelt der Baum mit der

mazimalen Likelihood nach Abbildung 3.9 offenbar in vielen Fillen dem rechts dargestellten.

Da der zu C fithrende Auflenast des linken (richtigen) Baumes maximale Linge hat, ist es
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denkbar, dafl C keine gemeinsame Bande mit den anderen Knoten hat. Die einzige Information,
die wir iiber C erhalten, ist dann, daf§ es im wahren Baum weit von allen anderen Blittern
entfernt ist, und dies ist auch beim rechten (falschen) Baum der Fall. Die Verwandtschaft von
A, B und C untereinader ist in beiden Biumen einschliefilich der ungefahren Entfernungen
zueinander dieselbe. Das Verfahren MP macht den in Abbildung 3.10 dargestellten Fehler nur
selten. Umgekehrt besteht bei MP die Gefahr, dafi die Topologie des linken Baumes ausgegeben
wird, wenn der tatsidchliche Baum der rechte ist. Dies liegt daran, dafl auch im rechten Baum
A und B am engsten miteinander verwandt sind und dafl parsimonische Verfahren die Tendenz
haben, die engsten Verwandten zusammenzufassen (vgl. Huelsenbeck und Hillis (1993)). Dies
tragt wohl wesentlich dazu bei, daB MP bei den Simulationsldufen mit gréferen Datenmengen
(sieche Abbildungen 3.7 und 3.8) bei kurzen Zentralisten im Vergleich zu den ML-Verfahren

besonders schlecht abschneidet.

3.4.2.5 Vergleich von ML; mit DNAML

Die  Methode ML, ist ein  Analogon der klassischen  Maximum-Likelihood-
Stammbaumrekonstruktionsmethoden fiir den Fall einer diskreten Menge méglicher Astlangen.
Wir vergleichen nun die Fehlerhdufigkeiten von ML, mit denen des Programms DNAML
(Felsenstein, 1993) in den Test-Szenarien, die den Abbildungen 3.1 und 3.7 zugrundliegen. Die
simulierten RAPD-Daten wurden zunéchst in Pseudo-DNA-Sequenzdaten iibersetzt. Fiir jede
zweite Gelposition wurde dazu bei jedem Taxon, bei dem an dieser Gelposition keine Bande
7zu sehen war, an dem entsprechenden Site ein A und bei allen Taxa, bei denen an dieser
Position ein Bandensignal auftrat, ein G eingetragen. Fiir die iibrigen Gelpositionen wurde
an den entsprechenden Sites das Vorhandensein einer Bande mit T und die Abwesenheit der
Bande mit C gekennzeichnet. Das Entstehen eines Bandensignals iibersetzt sich also in eine
Punktmutation von A nach G oder von C nach T, und das Verschwinden eines Bandensignals
iibersetzt sich in eine Punktmutation von G nach A oder von T nach C. Die genannten
Mutationen heiflen Transitionen, die iibrigen heiflen Transversionen. Da DNAMIL auch auf der
Basis des Kimura-2-Modells (vgl. Kimura (1983)) schitzen kann, nach dem Transversionen
und Transitionen in unterschiedlichen Hiufigkeiten auftreten, kénnen wir beriicksichtigen, dafl
in unserem Pseudo-DNA-Datensatz keine Transversionen auftreten, indem wir den DNAML-
Programmparameter fiir das Ratenverhéltnis zwischen Transversionen und Transitionen auf
einen sehr grofien Wert (z.B. 1000) setzen. Die erwarteten Hiufigkeiten von A, G, C und T
lassen wir DNAML aus dem Datensatz schitzen. Auflerdem wird die Eingabereihenfolge der
7zu den Taxa gehoérigen Pseudo-DNA-Sequenzen zuféllig permutiert.

Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 3.11 und 3.12 zu sehen. DNAMIL schneidet jeweils
insgesamt geringfiigig schlechter als MLy ab. Daf3 sich die Abweichungen zwischen den beiden
Verfahren in Grenzen halten, deutet darauf hin, dafl wir unsere bisherigen Erkenntnisse iiber
MLy wohl auch grofiteils auf den Fall kontinuierlicher Kantenlingen iibertragen kénnen. Dafl
DNAML etwas schlechter als ML, abschneidet, ist insofern nicht iiberraschend, als dafl wir dem
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Abbildung 3.11: Vergleich von DNAML mit MLy und MP fiirl = 10, ngna = 3-107, Namp = 3000
und ng, = 100 (vgl. Abbildung 3.1).

Programm weniger Information zur Verfiigung gestellt haben. Im Gegensatz zu MLy verfiigt
ndamlich DNAMI. insbesondere nicht iiber die Information, dafl bei unseren Testbdumen fiir

jede Kante nur sechs verschiedene Lingen mdoglich sind.

Es féllt auf, daBl bei beiden Test-Szenarien DNAMI bei Biumen mit maximaler Zen-
tralastlinge geringfiigig weniger Fehler macht als ML,. Eine mégliche Erklirung fiir diese
Beobachtung ist die folgende: Fiir ML, sind die beiden in Abbildung 3.10 gezeigten Biume
nicht nur wegen der Ahnlichkeit ihrer Bandenverteilungen schwer zu unterscheiden, der rechte
Baum wird womdglich auch noch tendenziell bevorzugt, wodurch die Fehlerrate fiir Biume mit
langen Zentraldsten steigt (und die fiir Biume mit kurzen Zentraldsten sinkt). Eine derartige
Bevorzugung der Baume mit kiirzeren Zentraldsten kdnnte bei ML, folgendermafien entstehen:
Da die Taxa C und D in Abbildung 3.10 jeweils sehr weit von allen anderen entfernt sind, ist
die meiste Information dariiber, wie sie mit den jeweils anderen verwandt sind, durch viele
Mutationen verrauscht, so da nur klar ist, daf§ sie mit keinem anderen eng verwandt sind.
Die Information, die aus der Sicht von Ml fiir die Topologieschdtzung am besten verwert-
bar erscheint, ist daher der Abstand zwischen A und B. Der von Ml implizit verwendete
Schitzer fiir diesen Abstand unterliegt allerdings zufilligen Schwankungen, die dazu fiihren
kénnen, dafl der geschitzte Abstand zwischen A und B auf einen anderen Baum hindeutet.
Dabei ist es wahrscheinlicher, dafl ein Baum wie der linke in Abbildung 3.10 fiir einen dem
rechten dhnelnden Baum gehalten wird, als umgekehrt. Dies ergibt sich daraus, dafl nur sechs

verschiedene Lingen pro Kante moglich sind, und in der Menge der Bdume mit der Topologie
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Abbildung 3.12: Vergleich von DNAMIL mit MLy und MP fiir ein Szenario mit 30 Primern mit
jeweils [ =10, ngp, = 100, ndna = 3+ 10? und namp = 3000 (vgl. Abbildung 3.7).

des rechten Baumes mehr verschiedene Abstinde zwischen A und B auftreten, da bei dieser
Topologie zwischen A und B drei Kanten liegen. Dieser Effekt tritt bei DNAML nicht auf, da
dieses Verfahren auf einem Modell basiert, bei dem ohnehin fiir jede Kante beliebige Langen

moglich sind.

3.5 Fazit

Am Beispiel der Topologieschdtzung vierbldttriger Stammbdume haben wir gesehen, wie man
das in Kapitel 2 entwickelte Poisson-Cluster-Modell fiir RAPD-Banden benutzen kann, um
Auswertungsverfahren fiir RAPD-Daten zu beurteilen. Die Simulationsergebnisse legen den
Schlufl nahe, dafi zumindest fiir die exemplarisch betrachtete Anwendung folgende Faustregeln

angegeben werden kdnnen:

e Abhéngigkeiten zwischen den Banden im Sinne der Kapitel 1 und 2 kénnen vernachlissigt

werden.

e Die Likelihood eines Baumes fiir gegebene RAPD-Daten 148t sich mit dem fiir ML, ange-
gebenen Algorithmus hinreichend genau approximieren. Die Tatsache, dafl die Evolution
der Bandensignale auf den Zustdnden {,sichtbar“, ,nicht sichtbar“} nicht Markoff’sch

ist, kann also vernachlissigt werden.
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e Bei der Berechnung der Likelihood von Baumen auf der Basis von RAPD-Daten sollte (wie
bei MLy) die Méglichkeit beriicksichtigt werden, daf Banden, die von unterschiedlichen

Abschnitten auf der DNA kommen, auf dem Gel ununterscheidbar sein kdnnten.

e Liegen nur wenige RAPD-Daten vor, so sind Punktschitzungen von Baumtopologien sehr

fehleranfillig, insbesondere auch wenn Maximum-Likelihood-Schitzer verwendet werden.

e Bei grofieren Datenmengen liefern Maximum-Likelihood-Ansitze bessere Resultate als
parsimonische Verfahren, insbesondere wenn der Zentralast des wahren Baumes sehr kurz
ist. Auflerdem erhilt man Informationen iiber die Sicherheit einer Maximum-Likelihood-
Schitzung, wenn man fiir jede der drei Baumtopologien vierbldttriger Bdéume die Like-
lihood berechnet und die Werte dann vergleicht. Dies spielt auch eine Rolle bei Verfahren,
bei denen Topologieschitzer groflerer Baume aus geschitzten Topologien vierbldttriger

Bdume zusammengesetzt werden, vgl. Strimmer und von Haeseler (1996, 1997).

Es sei daran erinnert, dafi wir vom Jukes-Cantor-Modell ausgegangen sind. Obige Aussagen
kénnen sich also nur auf Situationen beziehen, in denen dieses Modell fiir die Sequenzevolution
angemessen ist. Vollig andere Kffekte sind denkbar, wenn aufier den Basen-Substitutionen
noch andere Arten von Mutationen — etwa Insertionen und Deletionen — eine bedeutende Rolle

spielen.
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Anhang A

Molekulargenetische Grundlagen

A.1 Die Desoxyribonukleinsdure (DNA)

In der belebten Welt wird die Erbinformation in der molekularen Struktur der Nukleinsdur-
en gespeichert. Man unterscheidet Desoxyribonukleinsdure (DNA, engl. deozyribo nucleic acid)
und Ribonukleinsiure (RNA, engl. ribo nucleic acid). Nukleinsiuren sind lange Ketten von Nu-
kleotiden. Diese bestehen jeweils aus einem Zuckermolekiil, einem Phosphorsiduremolekiil und
einer Base. Fiir die Basen kommen bei der DNA, auf die wir uns beschrinken, Adenin (A), Gua-
nin (G), Cytosin (C) und Thymin (T) in Frage. Die Erbinformation ist durch die Folge der Ba-
sen kodiert, also sozusagen in einem vierbuchstabigen Alphabet niedergeschrieben. Die Struktur
der DNA wurde in den fiinfziger Jahren von J. Watson und F. Crick (1953) entdeckt. DNA-
Molekiile bestehen im allgemeinen aus zwei gegeniiberliegenden Nukleotid-Strangen. Durch die
molekulare Zusammensetzung der Nukleotide ist fiir jeden Strang eine Richtung vorgegeben,
die sogenannte 5’-3’-Richtung. Die beiden Einzelstringe sind zueinander gegenldufig ausgerich-
tet und werden durch Wasserstoffbriickenbindungen zwischen den Basen zusammengehalten.

Dabei liegen sich jeweils A und T, sowie C und G gegeniiber (siche Abbildung A.1). Die beiden

o m G ..EQG G>3
A

Abbildung A.1: Schematische Darstellung eines DNA-Doppelstrangs

Einzelstringe sind also komplementir zueinander und enthalten jeweils die gesamte Informati-
on. Dies ist fiir die Vervielfiltigung der Information — wie etwa zum Zwecke der Fortpflanzung
— wesentlich. Dazu werden ndmlich die beiden FEinzelstringe voneinander getrennt, und jeder
der beiden wird durch Anlagerung von Nukleotiden, die die jeweils komplementiren Basen
enthalten, zu einem Doppelstrang erginzt. Die Synthese der neu entstehenden Einzelstringe

geschieht dabei in 5’-3’-Richtung. Die Vervielfiltigung der Information funktioniert nicht im-
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mer ganz fehlerfrei: Es treten verschiedene Arten von Mutationen auf. Dabei kénnen einzelne
oder ganze Gruppen von Basen vertauscht werden, es konnen Basen wegfallen oder zusitzliche
eingefiigt werden. Wir beschranken uns auf Mutationen, bei denen die Base an einer einzelnen

Position durch eine andere Base ersetzt wird.

A.2 Die Polymerasekettenreaktion (PCR)

Die Polymerasekettenreaktion (PCR, engl. polymerase chain reaction) ist ein Laborverfahren
zur Amplifikation (Vervielfiltigung) von Abschnitten der DNA, die einige tausend Basenpaare
lang sein koénnen (vgl. Hadrys et al. (1992)). Soll ein bestimmter Abschnitt amplifiziert werden,
so miissen von seinem Anfang und seinem Ende (in 5-3’-Richtung auf einem der beiden Einzel-
stringe betrachtet) jeweils circa 10 bis 20 Basen bekannt sein. Die DNA-Vorlage wird dann als
Doppelstrang zusammen mit jeweils einer grofien Anzahl an Duplikaten der Anfangssequenz
und Komplementen der Endsequenz sowie mit einzelnen Nukleotiden der verschiedenen Typen
in eine lonenlsung gegeben. Hinzu kommt Polymerase, das Enzym, welches die Anbindung der
passenden Nukleotide an DNA-Einzelstrange katalysiert. Durch Erh6hen der Temperatur wer-
den die beiden Doppelstringe voneinander getrennt. Durch anschliefendes leichtes Absenken
der Temperatur wird ermdglicht, daff sich die Komplemente der Endsequenz am Ende des zu
amplifizierenden Abschnitts anlagern. Aufierdem kénnen sich die Duplikate der Anfangssequenz
an dem zum Anfang der Sequenz komplementidren Abschnitt des zweiten Einzelstrangs anla-
gern. Nach nochmaligem Absenken der Temperatur kénnen einzelne Nukleotide an die beiden
Einzelstringe anbinden. Dies kann allerdings nur dort geschehen, wo sich bereits Nukleotide
angelagert haben, also nur dort, wo sich bereits ein Komplement der Endsequenz oder ein
Duplikat der Anfangssequenz des zu amplifizierenden Abschnitts befindet. Daher werden diese
Molekiile als Primer bezeichnen, ihre Komplemente als Inverted Repeats. Von einem Primer
ausgehend, werden die Nukleotide also in 5’-3’-Richtung zusammengesetzt, und im Bereich des
zu amplifizierenden Abschnitts entsteht ein Doppelstrang, siehe Abbildung A.2. Die entste-
henden Teilstrange beginnen am 5’-Ende mit den Primersequenzen. Je nach der Qualitdt der
Polymerase betrigt die Linge des méglichen Amplifikationsbereichs einige tausend Basenpaare.
Wichtig ist dabei, dafl der entstehende Strang auch das zweite Inverted Repeat enthilt, so dafl
er auch selbst wieder als Amplifikationsvorlage dienen kann. Durch wiederholtes Erhitzen und
Abkiihlen werden die entstehenden Doppelstringe ndmlich immer wieder getrennt und somit
werden weitere Kopien des betreffenden Abschnitts hergestellt. Diese beginnen dann mit einer
Primersequenz und enden mit dem Komplement das jeweils anderen Primers, sieche Abbildung
A.3. Es werden iiblicherweise ungefihr 40 Zyklen des Erhitzens und Abkiihlens durchgefiihrt.
Wiirde wirklich in jedem Zyklus an jedem Inverted Repeat ein Primer anbinden und eine Ampli-
fikation in Gang setzen, so wiirde die Anzahl der DNA-Fragmente in jedem Zyklus verdoppelt.

Dies scheint aber nicht der Fall zu sein; mehr dazu in Anhang B.
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Abbildung A.2: Der erste Zyklus der PCR

A.3 Genetische Fingerabriicke mit der RAPD-PCR

Die PCR erdffnet eine kostengiinstige und schnelle Moglichkeit, genetische Fingerabdriicke
herzustellen. Dazu werden nicht spezifische Primer mit bekannten Anbindungsstellen zu der
DNA-Vorlage gegeben, sondern es wird nur ein relativ kurzer Primer (etwa 10 Nukleotide
lang) verwendet. Wenn die Primersequenz — mehr oder weniger zufillig — irgendwo auf der
DNA vorkommt und innerhalb weniger tausend Basenpaare ein Inverted Repeat der Primerse-
quenz folgt, so wird der betreffende Abschnitt vervielfiltigt. Dieses Verfahren heifit RAPD-PCR
(RAPD=ADbk. f. engl. random amplified polymorphic DNA). Am Ende iiberpriift man, welche
Fragmentlingen vorkommen. Dazu unterzieht man die Amplifikationsprodukte einer Elektro-
phorese. Man erhilt dabei ein Gel, in welchem die Fragmente je nach Linge unterschiedlich
weit ,,gewandert” sind. Ab einer gewissen Konzentration kann man Anhiufungen von DNA-
Fragmenten auf dem Gel sichtbar machen. Man erhilt dann auf dem Gel einen Streifen (eine
sogenannte Bande), an dessen Position die Linge der zugehérigen DNA-Fragmente abgelesen
werden kann. Allerdings ist es durchaus mdoglich, dal PCR-Produkte, die von verschiedenen
Abschnitten der DNA-Vorlage kommen, dieselbe oder fast dieselbe Linge haben und daher auf
dem Gel nicht unterscheidbar sind (vgl. Kapitel 3). Wir verstehen dann allerdings unter der
,Bande® das Paar der Positionen, an denen sich die Kopie und das Komplement des Primers
befinden (vgl. Abschnitt 1.1.2).

Genetische Fingerabdriicke haben in der Biologie, der Medizin und natiirlich auch in der Fo-
rensik ein weites Anwendungsfeld. Wir haben in erster Linie die biologischen Anwendungen im
Blick. Durch Vergleiche der genetischen Fingerabdriicke verschiedener Individuen einer Popula-
tion sollen Erkenntnisse iiber deren Verwandtschaft erzielt werden. Daher spielt die RAPD-PCR

in der Okologie eine gewisse Rolle (siche Hadrys, 1992). In der Evolutionsforschung werden ge-
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Abbildung A.3: Nach dem zweiten Zyklus der PCR gibt es Amplifikationsprodukte, die — in
57-8’-Richtung betrachtet — mit einer der Primersequenzen beginnen und mit dem Komplement

der anderen Primersequenz enden.

netische Fingerabdriicke verschiedener Arten benutzt, um Aussagen iiber deren gemeinsamen
Stammbaum zu machen.

Einige Biologen stehen der RAPD-PCR kritisch gegeniiber. Eine Befiirchtung ist etwa, daf
die Ergebnisse der RAPD-PCR in gewissen Situationen nicht reproduzierbar sind, da es vom
Zufall abhingt, ob an den Inverted Repeats in den einzelnen PCR-Zyklen Primer anbinden.
Dies wird in Anhang B ausfiihrlich diskutiert. Eine weitere Frage ist, ob davon ausgegeangen
werden kann, dafl die Banden unterschiedlicher Linge voneinander stochastisch unabhingig
sind (vgl. Abschnitt 2.1). Die meisten Untersuchungen in dieser Arbeit haben mit dieser Frage

zu tun.
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Anhang B

Spielen konkurrierende

RAPD-Banden eine Rolle?

B.1 Modell einer PCR mit iiberlappenden Banden

Wir befassen uns nun mit einer Situation, bei der von einer DNA-Vorlage in jedem PCR-Zyklus
nur jeweils eine von zwei verschiedenen Banden amplifiziert werden kann. Wir gehen davon aus,
dafl es vom Zufall abhingt, welche Bande jeweils amplifiziert wird, und untersuchen, ob diese
Art von Zufall zu nicht reproduzierbaren Versuchsergebnissen fiilhren kann. Einige Ergebnisse
dieses Abschnitts sind bereits in eine Verdffentlichung eingeflossen (siehe Schierwater et al.
(1996)). Dort findet man auch weitere Details zur RAPD-PCR.

Wir stellen uns nun vor, daff in der DNA-Vorlage einer RAPD-PCR auf eine Kopie der Pri-
mersequenz innerhalb des Amplifikationsbereichs zwei Primerkomplemente folgen (siehe Abbil-

dung B.1). Wenn ein Fragment eine Primerkopie und zwei darauf (in 5-3’-Richtung) folgende

Abbildung B.1: Wenn auf einem der beiden Finzelstringe auf eine Primersequenz innerhalb des
Amplifikationsbereichs zwei Primerkomplemente folgen, konnen Banden mit zwei verschiedenen
Léingen auftreten: Ks kann der Abschnitt zwischen dem Primer und dem ersten Komplement

sowie der Abschnitt zwischen dem Primer und dem zweiten Komplement amplifiziert werden.
Primerkomplemente enthilt, so gibt es in einem PCR-Zyklus vier Méglichkeiten:
1. Es bindet kein Primer an und es wird nichts amplifiziert.

2. Nur am ersten Komplement bindet ein Primer an und es wird das Stiick zwischen der

Primerkopie und dem ersten Komplement amplifiziert.
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3. Nur am zweiten Komplement bindet ein Primer an und es wird das gesamte Fragment

amplifiziert.

4. Sowohl am ersten als auch am zweiten Komplement bindet ein Primer an. Was nun pas-
siert, hdngt von der Polymerase ab. Wir gehen davon aus, dafl eine Polymerase verwendet
wird, die wie die meisten folgendes bewirkt (vgl. Schierwater et al. (1996)): Das Stiick
zwischen der Primerkopie und dem ersten Komplement wird amplifiziert, und ausgehend
von dem Primer, der am zweiten Komplement angebunden ist, beginnt eine Amplifikati-
on, die abbricht, sobald sie auf den Primer trifft, der am ersten Komplement angebunden
ist. Es entsteht also ein Fragment, welches der kiirzeren Bande entspricht und ein kur-
zes Reststiick, aus dem in spidteren Zyklen nichts amplifiziert werden kann, da es kein
Primerkomplement enthilt (siehe Abbildung B.2).

"[edmer JTTTTTTTTTTTTTTTT Thovrep. T TTTTT [inv.Rep.] 3
Inv. Rep. ||||||||||||||||||Primer| ||||||Primer|5

—- ? 3
Amplifikation Amplifikation
Licke !

Abbildung B.2: Wenn eine Amplifikation auf einen bereits angebundenen Primer trifft, wird sie

5
31

dort unterbrochen und es entstehen zwei neue Fragmente.

Je nachdem, wo Primer anbinden, kann es also zur Synthese der lingeren oder der kiirzeren
Bande kommen. In diesem Sinne konkurrieren die Banden miteinander. Kann es sein, daf} bei
einem PCR-Versuch durch Zufall nur von der lingeren Bande und in einem anderen PCR-
Versuch nur von der kiirzeren Bande eine hinreichend grofie Menge an Kopien entsteht?

Wir nehmen nun an, daf§ jede Primeranbindung in jedem Zyklus und an jede mogliche
Anbindungsstelle mit derselben Wahrscheinlichkeit p erfolgt und daf§i Primeranbindungen an
verschiedenen Anbindungsstellen und/oder in verschiedenen PCR-Zyklen stochastisch bedingt
unabhingige Kreignisse sind, gegeben dafl die Fragmente, auf denen die betreffenden Anbin-
dungsstellen liegen, im jeweiligen Zyklus existieren. (Ahnliche Modellannahmen werden auch
in Krawczack et al. (1989), Nedelman et al. (1992) sowie Weiss und von Haeseler (1995) zur
Untersuchung verschiedener Fragen zur PCR verwendet.)

Wir teilen nun die beteiligten Fragmente in vier verschiedene Typen auf: In Typ A fassen
wir alle Fragmente zusammen, die jeweils genau eine Primerkopie und ein Inverted Repeat des
Primers enthalten; Typ B umfasst alle Fragmente, die zwei Primerkopien und ein Komplement
enthalten. Kin Fragment ist vom Typ C, wenn es eine Primerkopie und zwei Komplemente
enthilt und vom Typ D, wenn es keine Primerkopie enthilt. In Abbildung B.3 sind die Typen
zusammen mit den Wahrscheinlichkeiten, dafl sie in einem fest gewdhlten PCR-Zyklus die
Synthese von Molekiilen der anderen Typen bewirken, dargestellt.

Die Typklassen A, B und C enthalten auch Fragmente, bei denen die in Abbildung B.3
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Abbildung B.3: Die im Szenario der konkurrierenden Banden an der PCR beteiligten Fragment-

Typen. Der Pfeil von einem Typ X zu einem Typ Y ist mit der Wahrscheinlichkeit beschriftet,
dafs in einem fest gewdhlten PCR-Zyklus an einem gegebenen Fragment vom Typ X ein Frag-
ment vom Typ Y entsteht.

durch gepunktete Linien angedeuteten Abschnitte vorkommen. Solche Fragmente kdnnen aber
nur die Originalstringe sein oder solche Stringe, die in einem der Zyklen direkt an einem
Originalstrang amplifiziert wurden (vgl. Abbildung A.3). Nach 40 Zyklen kénnen also héchstens
82 mal so viele Fragmente mit Reststiicken existieren wie am Anfang und damit zu wenige,
um irgendein Bandensignal hervorzurufen. Wir kdnnen also die gepunkteten Abschnitte in

Abbildung B.3 vernachlissigen.

B.2 Erwartungswerte und asymptotische Betrachtungen

Es sei A;, By, C; und D; fiir 7 € {1,2,...} jeweils die Anzahl der Molekiile vom Typ A, B, C
bzw. D nach dem i-ten Zyklus und fiir 7 = 0 die jeweilige (nicht zufillige) Anzahl zu Beginn
der PCR. Es sei X; = (A;, B;,C;, D;). Wir gehen von Xy = (0, m, m,0) aus. Wie wir aus B.3
ablesen kénnen, gilt E(X;11|X;) = X; - M mit

p+1 0 0 0
1
M = 0 P 02
p p(l-p) 1 p
0 0 0 1

Aus EX; = E[E(X;|X;-1)] = E[ X,y M] = (EX,;_1 )M (fiir i > 1) folgt EX,, = (0, m, m,0) - M"
fiir alle n > 1.

Die Eigenwerte mit zugehorigen linken Eigenvektoren von M sind:

AM=1+p ( 1 , 0, 0 , 0)
Ao i=14pyT=p (iAo e VAR 1)
Az =1 ( 0 , 0, 0 , 1)
M=1-p/T—p e N =



Sei T" die Matrix, die man erhélt, wenn man die linken Eigenvektoren untereinander schreibt,
und D sei die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten als Diagonaleintrigen (beides in der oben
gegebenen Reihenfolge). Wegen M = T~ DT gilt dann fiir n > 0:

2m (L+ fi(n,0)) - M
g (14 VT=p+ fa(n,p)) - A"
Lo (14 =+ fo(n,p)) - A"
s (L VT =+ fa(n, p)) - A"

Dabei konvergieren die Funktionen fi, fs, f3 und f4 exponentiell schnell gegen 0, wenn ihr

EX, = (0,m, m,0)T~'D"T" =

erstes Argument gegen oo strebt.
Das Teilsystem (B;, C)i>o bildet einen irreduziblen, superkritischen 2-Typ-Galton-Watson-
ProzeB, und Ay = 1 4+ p-4/1 — p ist der gr6Bte Eigenwert seiner Mittelwertmatrix

(o )
p(l-p) 1)

Nach einem klassischen Satz aus der Theorie der Verzweigungsprozesse (siche Athreya und Ney,
1972) konvergiert die Folge (Bi/)\gi, C’i/)\gi)izo fiir i — oo fast sicher gegen einen Zufallsvektor
(V,V//T = p), wobei die R -wertige Zufallsvariable V' mit positiver Wahrscheinlichkeit gréfer
als 0 ist. Die zweiten Momente von B; und C; verhalten sich asymptotisch wie const.-)\Q%.
Um die Kovarianzmatrix fiir X; iterativ zu berechnen, kénnen wir folgendes einfache Lemma

verwenden:

Lemma B.1 Seien N und M Zufallsvariablen mit Werten in einer beschrdinkten Teilmenge
von Ng und sei S bedingt binomialverteilt zu (N, p) und R bedingt binomialverteilt zu (M, q).
Aupferdem seien R und S bedingt unabhingig beziglich (N, M). Dann gelten folgende Gleichun-

gen:

Var(S) = p(1—p)-EN +p? . Var(N)
Cov(S,R) = p-q-Cov(N,M)

Beweis: Die erste Gleichung wird z.B. im Buch von Dinges und Rost (1982) auf Seite 253
bewiesen. Die zweite Gleichung folgt analog.
O

Nun sei CZ-B die Anzahl an Molekiilen vom Typ C', die im Zyklus 7 an einem Molekiil
A

7

»binomialverteilt“ mit bin(.,.) ab. Es gilt fiir i > 1:

vom Typ B entstehen. A%, AY BY und DY seien analog definiert. Wir kiirzen im Folgenden

L(AAX,_1) = bin(Ai_1,p) L(CP|XiZ1) = bin(Bi_1,p)
L(AS|X;_1) = bin(Ci_q,p) L(DC|AS) = bin(AY, p)
L:(Bzch’t—lvAZO) - bin(Ci_l —Alc’p)
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Mit Lemma B.1 erhalten wir daraus ein Gleichungssystem, mit dem wir die Kovarianzmatrix
von X; aus EX;_; und der Kovarianzmatrix von X;_; berechnen kénnen. Wegen der Gréfie des
Gleichungssystems empfiehlt sich die Verwendung eines Computeralgebrasystems. Es 18t sich

dann u.a. leicht die folgende Gleichung herleiten:
Var(A;) = M\ *Var(Ai_1) 4 p(1 = p)(EC;—y + EA;_y) + p*Var(Ciy) + 2pACov(A;_y, Ci_y)

(Weitere  Gleichungen entnehme man dem MAPLE-Worksheet pcrcov.mws unter
http://stoch.math.uni-frankfurt.de/Leute/metzler/dissprgs.html.) Da  EC;_,,
EA;_y, Var(C;—1) und Cov(A;_1,C;—1) durch const.-A;2* beschriinkt sind, folgt, daf sich
Var(A;) asymptotisch wie const.-A;?" verhilt. Aus dem Gleichungssystem 148t sich auflerdem
ablesen, daB sich die Varianz von D); asymptotisch wie const.-\y%* verhilt. Dies ist nicht gerade
erstaunlich, da der Typ D vom Typ C gespeist wird.

Der Spaltenvektor (1,1+p, 1+p, O)transp ist ein rechter Eigenvektor von M zum Eigenwert
A1. Demnach gilt E <X7; (1,14 p, 1+ p, o)tfansp) — Xiy M- (1,14 p,1+ p,0)transp —
A Xio - (1,14 p, 1+ p, O)transp. Also ist die durch W; := (A; + p~' B; 4+ p~'C;) /! definierte
Folge (W;);>0 ein nichtnegatives Martingal (bzgl. der naheliegenden Filtration). Aus den obigen
Betrachtungen zu den zweiten Momenten von A;, B; und C; folgt, dafi die zweiten Momente
von W; fiir i — oo konvergieren. Aus Standardargumenten der Martingaltheorie (siehe Doob
1953, S.319) folgt, daB (W;); fast sicher gegen eine Zufallsvariable W mit den Eigenschaften
EW = Wy, Var(W) < oo und Pr(0 < W < o0) = 1 konvergiert. Da (p~'B; + p~'C;) /i fiir
Var(W) < oo fast sicher gegen 0 konvergiert, folgt insbesondere:

E (71520 Ai/AZi) = Ao+ p 'Bo+p'Co
Verwendet man in dieser Argumentation weitere rechte Eigenvektoren von M, so erhilt man die
Martingale ((v/T—=p-C;i 4+ B;)/A})., (%Bi - D7;>7' und ((yT=p-C; — B;)/\}).. Die Konver-
genzaussage 148t sich jedoch nur auf das erste iibertragen, da fiir die letzten beiden die Folgen
der zweiten Momente nicht beschrinkt sind. Wir kénnen aber folgern, dafl die Supermartingale
((%Bi - Dz)//\’2>z und ((/T=p- B;j — Ci)/\,), fast sicher gegen 0 konvergieren.

Die fast sichere Konvergenz der (Linearkombinationen von) skalierten Typhaufigkeiten ge-
gen Zufallsvariablen kann man sich auch mit elementar-stochastischen Uberlegungen plausibel
machen: Innerhalb der ersten Zyklen, wenn nur wenige Molekiile vorhanden sind, spielt der
Zufall noch eine gewisse Rolle. Wenn nach einigen Zyklen die Anzahlen an Molekiilen der ein-
zelnen Typen sehr grofi geworden sind, wirken die Gesetze der grofien Zahlen und alle Typen

wachsen fast deterministisch gemif ihren erwarteten Wachstumsraten.

B.3 Erwartungswerte und Varianzen nach 40 Zyklen

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt das asymptotische Verhalten von X, untersucht.

Insbesondere haben wir Approximationen fiir die erwartete Anzahl an Molekiilen nach vielen
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Zyklen hergeleitet. Wir fragen uns nun zunéchst, ob sich das System nach 40 Zyklen schon in
einem Zustand befindet, der durch die Asymptotik beschrieben werden kann.
Wir beziehen uns in diesem Abschnitt stets auf eine Familie von Fragmenten, die auf einen

einzelnen Original-Doppelstrang zuriickgehen. Wir nehmen also X, = (0,1, 1,0) an.

p=0,4:
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Abbildung B.J: Die Entwicklung des Erwartungswerts und der Standardabweichung (SD) der
Hdiufigkeit jedes Typs, skaliert mit der jeweiligen asymptotischen Wachstumsrate, tiber die 40
Zyklen der PCR. Die beiden oberen Grafiken beziehen sich auf eine Primerbindungswahrschein-
lichkeit von p = 0,4, die unteren beiden auf p = 0,7. Zu den Erwartungswerten von A;/\:,
Bi /Xy, Ci/ Xy und D; /Ny sind auch deren asymptotische Werte 2/p, 3(1++/T = p), %(l—l_\/l]—Tp)
und %%(1 + /1T —=p) als Konstanten eingezeichnet.

Wie wir in Abbildung B.4 sehen, stimmen fiir p = 0,7 die erwarteten Typhdufigkeiten mit
den approximativ erwarteten schon ab dem 25. Zyklus sehr gut {iberein, und an den Standard-
abweichungen der skalierten Typhiufigkeiten dndert sich auch nicht mehr viel. Bei geringeren
Primerbindungswahrscheinlichkeiten (p = 0,4) ist der Erwartungswert der Anzahl an Molekiilen
vom Typ A nach 40 Zyklen noch einige Prozentpunkte von seiner Asymptote entfernt, befindet
sich aber ,;in der richtigen Gréfenordnung®, was fiir die meisten praktischen Fragen ausreicht.

Wir betrachten nun die erwarteten Typhiufigkeiten nach 40 Zyklen in Abhingigkeit von
der Primerbindungswahrscheinlichkeit p. Wie in Abbildung B.5 zu sehen ist, entstehen fiir
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Abbildung B.5: Erwartete Hiufigkeiten der einzelnen Typen nach 40 Zyklen, in Abhdngigkeit

von der Primer-Bindungs- Wahrscheinlichkeit.

p < 1/4 nur wenige zehntausend Fragmente pro Original-Doppelstrang, was wohl in der Regel
zu keinem deutlichen Bandensignal fiihren wird. Fiir p > 1/4 gibt es in Erwartung deutlich
mehr Fragmente vom Typ A als von allen anderen Typen. Welche Hiufigkeitsverhiltnisse wir
zwischen den Typen B, C und D erwarten, hingt von p ab. Je grofler p ist, desto mehr ge-
winnt D und verliert B im Vergleich zu C. Das ist leicht zu erklaren: Zum Beispiel ist es ab
p > 1/2 wahrscheinlicher, dafi an beiden Inverted Repeats eines Typ-C-Molekiils je ein Primer
anbindet, als daB nur an der zweiten ein Primer anbindet (sieche Abbildung B.3). Je grofler
p wird, desto wahrscheinlicher wird die Amplifikation eines Typ-D-Molekiils an einem gege-
benen Typ-C-Molekiil. Fiir groie p wird damit aber die Amplifikation von Typ-B-Molekiilen
immer unwahrscheinlicher. Da Typ-C-Molekiile aber nur an Typ-B-Molekiilen amplifiziert wer-
den konnen, bedeutet das, daf fiir sehr grofie p auch die erwartete Anzahl an Typ-B-Molekiilen
und damit auch die erwartete Anzahl an Typ-D-Molekiilen geringer ist als z. B. fiir p = 0,7.

Wieviele Fragmente einer bestimmten Linge nétig sind, um ein Bandensignal zu erzeugen,
hingt stark von den jeweils vorhandenen Laborbedingungen ab und 148t sich wohl nicht pau-
schal sagen. Anhand der in B.5 gezeigten erwarteten Hiufigkeiten wiirde man aber annehmen,
dafl Bandensignale, die auf Molekiile der Typen B, C und D zuriickzufiihren sind, in der Regel

nur sehr schwach sind, zumindest im Vergleich zu den Typ-A-Bandensignalen.

Kann es sein, daf aufgrund zufilliger Schwankungen doch einmal ein deutliches Banden-
signal von einem der Typen B, C oder D kommt? Kann es sogar sein, daf§ durch Zufall unter
exakt denselben Versuchsbedingungen einmal ein Typ-D-Bandensignal etwas deutlicher ist und

ein anderes Mal ein Typ-B-und-C-Bandensignal? (Man beachte, daf die Fragmente der Typen
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B und C ohne die in Abbildung B.3 gepunktet dargestellten Stiicke dieselbe Lange haben und
daher — wenn iiberhaupt — ein gemeinsames Bandensignal hervorbringen.)

Aus Abbildung B.4 konnte man auch etwas iiber die Variabilitdt der Typhdufigkeiten er-
fahren. Um ein ausfiihrlicheres Bild zu erhalten, habe ich Monte-Carlo-Simulationen fiir Xy4q
durchgefiihrt. Wir wenden uns zunichst dem aus den Typen B, C und D bestehenden Teilsy-
stem zu. Abbildung B.6 zeigt die Wertepaare (Bsg 4+ Ca0 + Dao, Bao), (Bao + Cao + Dag, Cao)
und (Baog + Cao + Dao, Dag), die sich bei 1000 Monte-Carlo-Simulationen fiir p = 0,6 ergeben
haben.

2.5e+06 T T T T T T
(B+C+D,B) +
(B+C+D,C) x
(B+C+D,D)  *
2e+06 B
1.5e+06 B
X
*
1e+06 B
4
500000 ~
0 il 1 1 1 1 1 1 1
0 500000 1e+06 1.5e+06 2e+06 2.5e+06 3e+06 3.5e+06 4e+06

Abbildung B.6: Obgleich die absoluten Typhdufigkeiten Schwankungen unterliegen, ist das
Verhiltnis der Hiufigkeiten nach 40 Zyklen ziemlich konstant (hier fiir p =0,6).

Wie wir sehen, schwanken Byg, C49 und Dyg von Versuch zu Versuch durchaus recht stark.
Sie stehen jedoch immer ziemlich genau im selben Verhéltnis zu Byg+Cao+ Dso und damit auch

zueinander. (Dies gilt iibrigens auch bei anderen Werten fiir p.) Diese Beobachtung zeigt, daf}

die Resultate aus Abschnitt B.2, nach denen ((I%Bi - Dﬁ)/)\é) cund ((vIT=p- Bi = C)/Xy),

k3
fast sicher gegen 0 konvergieren, bereits nach 40 Schritten eine Bedeutung haben.

Wir kdnnen das gesamte in Abbildung B.3 dargestellte System als aus zwei zyklischen
Teilsystemen bestehend auffassen: Es gibt Typ A, der sich selbst begiinstigt, und es gibt die
Typen B und C, die sich gegenseitig begiinstigen und dabei noch Typ D férdern. Die einzige
Abhingigkeit zwischen den beiden Teilsystemen ist dadurch gegeben, daffi Typ C auch Typ
A speist. Wie stark wirkt sich das auf die Abhdngigkeiten zwischen A4y und Bag + Cao +
Dy aus? Wir betrachten dazu Abbildung B.7, in der das Paar (Asq, Bag + Cao + Dag) fiir
jeweils 1000 Monte-Carlo-Simulationen mit verschiedenen Primerbindungswahrscheinlichkeiten

eingezeichnet ist.

83



le+07 |

1le+06 [

100000

T

10000 |

1000

100 |

oL 3

1 . 1 1 1 1
1 100 10000 1le+06 1le+08 le+10 le+12

Abbildung B.7: Die Hdufigkeit von Typ A, aufgetragen gegen die Gesamthiufigkeit aller anderen
Typen nach 40 Zyklen bei jeweils 1000 Monte-Carlo-Simulationen mit verschiedenen Primer-

Bindungs- Wahrscheinlichkeiten.

Wie man sieht, sind Ao und (A4p, Bao+Cao+ Dao) (zumindest fiir p < 0,9) positiv korreliert.
Die Abhingigkeit ist jedoch wesentlich schwicher als innerhalb der Typen B, C' und D. Wie
man auflerdem klar erkennen kann, besteht (zumindest fiir p > 0,3) keine ernstzunehmende
Gefahr, daB3 A einmal nicht der nach 40 Zyklen bei weitem dominierende Typ sein kdnnte.

Alles, was in diesem Abschnitt iiber Variabilitit gesagt wurde, bezieht sich auf ein Szenario,
bei dem die PCR mit nur einem Original-DNA-Doppelstrang gestartet wird. Wenn man mit
mehr Molekiilen startet, ist die Variabilitit natiirlich geringer. Startet man etwa mit 1000
Doppelstringen, so kann man den Zufall wohl véllig vernachlissigen.

Man kann sagen, dafi die Fragmente A und B innerhalb eines Zyklus in gewissem Sinne
um die Amplifikation an Molekiilen vom Typ C in Konkurrenz stehen. Wie wir gesehen haben,
sind nach 40 Zyklen alle Typhiufigkeiten positiv korreliert und in diesem Sinne nicht als Kon-
kurrenten zu bezeichnen. Die Ergebnisse legen den Schlufi nahe, dafi sich aus der Situation,
daf auf einem DNA-Strang zwei Inverted Repeats auf eine Primerkopie folgen, keine stocha-
stische Dynamik ergibt, die zu zufilligen ,,Nichtreproduzierbarkeiten* fiihren kann, sofern man

ausschlieBlich deutliche Bandensignale beachtet.

B.4 Fazit

Wir gehen davon aus, dafi die RAPD-PCR ein Verfahren ist, welches fiir einen DNA-Strang und

eine Primersequenz genau dann ein Bandensignal fiir die Fragmentlinge £ liefert, wenn es auf
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der DNA eine Primerkopie gibt, auf die im Abstand von genau & Basen ein Primerkomplement
folgt, so dafl zwischen den beiden weder eine weitere Primerkopie noch ein weiteres Primer-
komplement liegt. Das Ganze gelte nur fiir solche k, die kleiner als der Amplifikationsbereich

sind. Fiir letzteren werden wir in der Regel 3000 Basenpaare annehmen.
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Anhang C

Muster und Banden auf einem
DNA-Strang

Hier betrachten wir die Problematik der Uberlappung von Mustern in zufilligen Folgen und
Losungsansitze mit der Chen-Stein-Methode und der Poisson Clumping Heuristik.

Wenn ein Vektor X = (Xq,...,X,,) von {0, 1}-wertigen Zufallsvariablen und eine Fol-
ge (I'1,...,Ty) von Teilmengen von I' := {1,...,m} gegeben ist, so daf (fir i < m) X;
unabhingig von (X;);er\r, ist, so 1aBt sich der Totalvariationsabstand drv (L£(X), Po(EX))
zwischen der Verteilung von X und der eines Poisson-Prozesses zum Intensitdtsvektor E(X) =
(EX1,...,EXp) durch 32, e, (EXGEX; +E(X; X)) abschitzen. Theorem 10.A aus Barbour
et al. (1992) liefert sogar eine etwas allgemeinere Abschitzung, die auch dann noch sinnvoll
einsetzbar ist, wenn es (fiir ¢ < n) schwache, kontrollierbare Abhingigkeiten zwischen X; und
(Xj)jer\r; gibt (siehe auch Arratia et al. (1996)). Das Finden geeigneter I'; und das Anwenden
dieses Theorems wird oft als ,,die Chen-Stein-Methode fiir Poisson-Prozesse®“ bezeichnet, da es
sich bei dem Theorem um eine Verallgemeinerung von Resultaten von Chen (1975) handelt,

die er mit Techniken erzielt hat, die auf Stein (1971) zuriickgehen.

C.1 Poisson-Approximation fiir Muster-Konfigurationen auf
der DNA

Von einem DNA-Strang sei nur seine Linge bekannt. Was kann man iiber Anzahl und Linge
der Banden sagen, die man erhilt, wenn man eine RAPD-PCR mit dem Strang durchfiihrt? Als
Grundlage fiir die Beantwortung dieser und dhnlicher Fragen betrachten wir nun eine Menge
M ={My,..., M} von Mustern der Linge [ und die Verteilung der Positionen, an denen die
Muster auf einem zufilligen DNA-Strang D = (Dy,...,D,, ) vorkommen. Wir betrachten
also die zufilligen Mengen Vas, (D) :={s : (Ds, Ds41,..., Dsyi—1) = M;}. Dabei seien die Dj
unabhingig identisch verteilt mit Pr(Ds = A) =: P(4),...,Pr(Ds; =T) =: P(T).

Wie sieht die gemeinsame Verteilung von Var, (D), ..., Var, (D) aus? Sei X,; die Indika-
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torfunktion fiir {s € Var,(D)}. Mit M; =: (mj1,...,mz) gilt Pr(s € Va, (D)) = EX;; =
P(mjy) -+ P(myj) fiir alle s € {1,..., ngna— {+ 1} und alle j € {1,..., k}. Es treten aber viele
stochastische Abhdngigkeiten auf. So gelten 7. B. fiir M; = AA und My = GG die Gleichungen
E(Xs1|Xs—10=1) = P(A) und E(X;1| X212 =1) = E(X;,1|X52=1) =0.

Kann man die Abhingigkeiten zwischen den Komponenten von X vernachlissigen? Wir
werden dieser Frage nachgehen, indem wir den Totalvariationsabstand der Verteilung von X =
(Xs;)s; zu einem Poisson-Prozef X = (z‘?sj)sj mit £(X) = Po((EX,;)s;) abschétzen.

Wir verwenden die Chen-Stein-Methode fiir Poisson-Prozesse. Dazu sei I' :== {1, ..., ndna —
I+1} x{1,...,k} und fiir (s,5) € T'sei [, 5y :={(s',5) €l + s"e{s—I+1,...,s+1-1}}.
Dann ist fiir jedes « € I" die Zufallsvariable X, von der Familie von Zufallsvariablen (X,),er\r,
stochastisch unabhingig.

Aus Theorem 10.A in Barbour et al. (1992) folgt also:

drv (L(X) < D EX EXg+ Y E(X, - Xp)
a,BeT a,BeET
BeET a#BeTa

2
Die erste Summe ist offensichtlich 2+ (ngna — {4+ 1) - (I = 1) - <E§=1 TT._, P(mjh)> .
Zur Berechnung der zweiten Summe sei Usp fiir jedes Paar von Mustern A = (ay,...,a;),

B = (by,...,b) die Menge der moglichen Uberlappungsweiten < [ der Muster:
Usp == {r € {]a s 'al_ 1} POl—p41 = blaal—x+2 = b27 sy @ = bx}

Fiir Ups, v, schreiben wir auch ;. Offensichtlich gilt:

0 E(XaXp) < (nama—I+1) D P(ma)--P(ma) -

S E0

Z P(mjeyr) - Plmj) + Z (mja) - P(mji—y)

xeuzg yEUJz
(Das < ergibt sich dabei ausschliefilich daher, daf§ bei Sites, die am Anfang oder Ende von D
liegen, einige Uberlappungsméglichkeiten wegfallen.)

Beispiele Es sei P(4) = P(G) = P(C) = P(T) = 1/4, M bestehe nur aus dem Muster
AAAAAAAG. Es sei A = (ndna — 7)(%)8 die erwartete Anzahl an Mustern auf ). Da es keine
Uberlappungsméglichkeiten gibt, gilt:

16
dry(L(X),L(X)) < Y EX, EXp <2 (ngna—T) 7 G) ~ 0,0002 - A

a,BeET
Bela

Widhlt man hingegen als Menge von Mustern diejenige, die nur aus M = AGCTAGCT besteht, so
gibt es eine Uberlappungsméaglichkeit: Bs gilt Upras = {4}. Wir erhalten dann

1\* n\*
3y E(XaXﬁ)S(ndna—ﬂ-(Z) '2'(Z> ~ X -0,0078

a,Ber
a#BeET o
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und damit

dry (L(X), £(X)) < 0,008 \.

Das Beispiel zeigt also, daf§ wir fiir stark iiberlappungsfahige Muster mit diesem Ansatz keine
besonders guten Resultate bekommen, falls A nicht gerade sehr klein ist. Fiir solche Szenarien

ist der Ansatz, der im nidchsten Abschnitt diskutiert wird, offensichtlich eher angemessen.

C.2 Poisson-Approximationen fiir Klumpen von Mustern

Das Problem beim letzten Beispiel des vorangegangenen Abschnitts war offensichtlich die Tat-
sache, dafl ein Muster vom Typ M, welches in D auftritt, hdufig noch ein um 4 Sites ver-
schobenes Muster vom selben Typ nach sich zieht. Es tauchen also hidufig fiir Poisson-Prozesse
yuntypische* Paare von Ereignissen auf. Wir verfolgen daher nun den Ansatz, von mehreren
Mustern, die in iiberlappender Weise auf 1) vorkommen, jeweils nur das erste zu beachten und
die Konfigurationen, die wir so erhalten, durch Poisson-Prozesse zu approximieren. Man kann
es auch noch etwas prignanter formulieren: Da Muster in Klumpen auftreten, approximieren
wir nicht die Konfiguration der Muster sondern die der Klumpen durch einen Poisson-Proze8.
Hierzu ein Beispiel: Seien A = TCAT und B = ATGT die uns interessierenden Muster. Dann
ist eine Kopie der Sequenz TCATCATGT ein Klumpen. Die ersten vier Basen bilden eine Kopie
von A. Diese iiberlappt mit einer mit der vierten Base beginnenden Kopie von A, welche mit
einer Kopie von B iiberlappt, die mit der sechsten Base beginnt. Die Sequenz TCATTCAT ist
hingegen kein Klumpen, sondern besteht aus zwei Klumpen, da die beiden Kopien von A nicht
iiberlappen.

Is sei daher in diesem Abschnitt Y, ;) fiir (s,j) € I' = {1, ..., nana—I+1}x{1, ..., k} die In-
dikatorvariable des Ereignisses {s € Vas, (D) und {s—I+1,...,s=1}N(Vas, (D)U.. .UV, (D)) =
0}; in Worten: an Site s beginnt M; und wird von links von keinem Muster iiberlappt. Wir re-
gistrieren also nur, an welchem Site der Klumpen beginnt und mit welchem Muster er anfingt.
Fir A, B e {My,...,Mp}und z € {1,...,l—-1} sei Z4B die Indikatorvariable fiir das Ereignis
{z eUap}N{A (Cyy) € {My,..., M} x{1,...,2 =1} : y € Usac,(z —y) € Ucp}. Damit
gilt fiir I < s < ndna — -

k 1-1
EY(sj) = P(mji) - P(mj) - (1 =YY vy Plmir) - -P(mu_x))
i=1 z=1
Die Indikatorvariablen Zp , sind gerade so definiert, dafi wir in der letzten Summe nur Wahr-
scheinlichkeiten disjunkter Ereignisse aufaddieren.

Wir ordnen jedem Klumpen eine Folge auf {My,..., My} U {X} 7u, wobei X lediglich ein
formales Symbol ist. Die Folge heifit Profil des Klumpens. Thr i-tes Glied ist das i-te Mu-
ster, das in dem Klumpen auftritt, oder X, falls es weniger als ¢+ Muster in dem Klumpen
gibt. Ist {TCAT,ATGT} die Menge der Muster, so hat der Klumpen TCATCATGT das Profil
(TCAT, TCAT, ATGT, X, X, ...). Gegeben, dafl auf D an der Stelle s ein Klumpen beginnt, so ist
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sein Profil (K;);en offensichtlich eine Markoff-Kette mit absorbierendem Zustand X. Die Uber-

gangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch:

Pr(K, = M;|K,_, = M;) = ZZM - Pr(m;pq1) - - Pr(my)
k
Pr(K,=XKn=M;) = 1-) Pr(K,=M|K,_1 = M)
=1

Damit 138t sich leicht die Wahrscheinlichkeit berechnen, dafl ein Klumpen, der mit einem
Muster M; beginnt, ein Muster M; enthilt.

Ist gegeben, dafl sowohl bei r als auch bei s > r je ein Klumpen beginnt, so zieht dies fiir den
ersten nach sich, daf§ er héchstens s —r Basen enthilt. Die Auswirkungen dieser Bedingung auf
die Wahrscheinlichkeitsverteilung seines Profils sind aber offensichtlich vernachldssigbar, wenn
s — r hinreichend grof} ist. Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Klumpen mehr als n» Basen enthilt,
fallt exponentiell in 7, und die Abstinde zwischen zwei Klumpen sind typischerweise sehr viel
grofler als die erwartete Linge eines Klumpen.

Wir wollen nun Y = (Y,)ser durch eine Familie unabhingiger Poisson-verteilter Zufalls-
variablen Y = (Ya)aer mit EY, = IEY approximieren. Man beachte, dal anders, als es
bei (X,)aer der Fall ist, Y(s,;) und Y{, 1y i.a. auch dann stochastisch abhéngig sind, wenn
I <|s—r[<2.(l—1)gilt. Fiir die Anwendung der Chen-Stein-Methode setzen wir daher

Ty ={s=20-1),..,s+2(l -1} x{1,...,k}.

Jedes Y, ist von (Y’Y)WEF\FY unabhingig. Aus Theorem 10.A in Barbour et al. (1992) folgt also:

dry ([,( E EY, EYﬁ + E Y Yﬁ
a,BeET a,BeET
pery a#pery

Fiir die erste Summe erhalten wir:

> EY, -EYj

a,BEr
pery

~ (ndna—l+1)-(4(l—])+l)-

2

k
ZP mj1) - P(my) ( Z 7MMJ,x' mjl)"'P(mj,l—ac))
i=1 o=1

Die Ungenauigkeit entsteht dabei dadurch, dafl es einige wenige Sites am Anfang und Ende von
D gibt, bei denen Randeffekte zu beriicksichtigen sind. Wir gehen aber davon aus, dal ngna
sehr grof} ist, und dafl die Randeffekte folglich zu vernachldssigen sind.

Fiir (s,1) # (r,5) mit [s —r| < 1 =1 gilt E(Y(;Y{;) = 0. Fiir die Berechnung von
Y rsazperz E(YaYs) braucht uns also nur der Fall [s —r[ € {/,...,2(/ — 1)} zu interessieren.

89



Sei o.B.d.A.re {s+1,...,54+2(l - 1)}. Dann gilt (falls die Sites s und r nicht zu nahe am
Anfang oder Ende von D liegen):

E(Ysj) * Yi) = y - P(mag) -+ P(my) -
k
( Z ( Z ZMhM“s+2l r—x "' P(mh,x+1) v 'P(mh,x+r—s—l)
h=1 I‘EUHL
-1
+ D> Zanany Plmig) - -P(mh,l—y)>>
y=s+2l—r

Ist t = [, so habe das ,leere Produkt* P(mp zy1)«+ P(Mp zys—1) in dieser Gleichung den Wert
1. Es folgt also:

. 2(1-1)

i) " Z P(mgy) - P(mi) -

=1 t=I

k
( E:( E: Iy M; 21—tz - P(Mppg1) - P(mp ogemi)

> OE(Y. Y ~ 2 ndna—l-i—l
a,BeT
a#pery

i tV1;T

h=1 ’I‘Eujh
-1
+ Y Zanay - Plmag) - -P(mh,l—y)>>
y=2[—t

(Dabei ist s eine beliebige ganze Zahl zwischen 4/ und ngn. — 4{.) Wir miissen hier wieder =

statt = schreiben, da wir Randeffekte vernachlédssigen.

Beispiele Wir betrachten nun wieder die beiden Beispiele aus Abschnitt C.1. Fiir AAAAAAAG

erhalten wir

drv (L), £(V)) < (nama —T) - 29 (%)16 42 (nama —7) (%)8 7. G)S ~ 0,00066 - .

Wir erhalten fiir dieses Muster also ein schlechteres Ergebnis als in Abschnitt C.1. Dies liegt
nicht daran, daf§ der Totalvariationsabstand zwischen £(Y) und E(?) grofer wire als zwischen
L£(X) und £(X). Da das Muster keine Uberlappungsméglichkeiten hat, gilt ndmlich X = Y
und E()?) = E(}’;) Wir haben den Totalvariationsabstand einfach gréber abgeschitzt, da T'Y
grofler ist als I',. Dies bringt im Falle von nicht iiberlappenden Mustern nur Nachteile.

Wie sieht es also aus, wenn wir das iiberlappende Muster M = AGCTAGCT betrachten? Es
gilt dann Zarar, = 0 fiir 2 # 4 und Zpsar,4 = 1. Daraus folgt:

drv(LY), £(V)) < (nama—T)-29- [(%)8 (1 - (%)4)]2
+2(ndna = 7) - (%)8- (1 - (%)j :
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~ 0,00062- A

Wir erhalten also ein deutlich besseres Resultat als mit dem Ansatz in Abschnitt C.1. Wenn
man sich allerdings fiir die Stellen auf der DNA interessiert, wo Muster beginnen, so muf}
man hier je nach Szenario noch weiter untersuchen, mit welcher Wahrscheinlichkeit welche
Muster in Klumpen auftreten, die mit einem bestimmten anderen Muster beginnen, und ob
die stochastische Abhingigkeit zwischen Y und den Profilen der Klumpen fiir die jeweilige

Fragestellung vernachlissigbar ist.

C.3 Abstiande zwischen Mustern auf der DN A

Als erstem Anwendungsbeispiel fiir die in den Abschnitten C.1 und C.2 dargestellten Ap-
proximationen von X durch X bzw. von Y durch Y wenden wir uns nun einem klassischen
Problem aus dem Bereich der zufilligen Sequenz-Muster zu und vergleichen in diesem Kon-
text die Poisson-(Clumping-) Approximation mit einer klassischen Approximation. Chen-Stein-
Abschédtzungen spielen hierbei keine explizite Rolle. Wir gehen davon aus, daf§ die Totalvaria-
tionsabstdnde hinreichend klein sind.

Wir bedingen in diesem Abschnitt darauf, dafi der DNA-Strang D mit einem Muster A =
(a1,...,a;) beginnt. Nach wievielen Basen tritt zum ersten Mal das Muster B = (by,...,b;) # A
auf? Ist A ein RAPD-Primer und B das dazugeh6rige Komplement, so kénnten wir auch fragen:
»Wie lang ist die kiirzeste Bande, an der eine gegebene Kopie von A beteiligt ist?* Wir kénnen
diese Frage auch als Voriiberlegung fiir die Frage nach der Verteilung der Linge von sichtbaren
Banden auffassen.

Elegante Methoden zur Berechnung des Erwartungswertes von Ngp := min{s € N
Ds_i41 = by,...,Dg = b} findet man bei S.-Y. R. Li (1980). Die erzeugende Funktion fiir die
Verteilung von N 4p haben H. U. Gerber und S.-Y. R. Li (1981) hergeleitet. Weitere Resultate
zu iiberlappenden Mustern in zufilligen Folgen findet man bei L. J. Guibas und A. M. Odlyzko
(1981).(Die Untersuchungen in diesen drei Arbeiten beziehen sich nicht auf molekulargenetische
Anwendungen, insbesondere wird nicht vorausgesetzt, dafi die Glieder der Zufallsfolge genau
vier Zustdnde haben. Auch die nun folgenden Untersuchungen sind direkt auf allgemeinere
Szenarien iibertragbar.)

Wenn wir die Verteilung der Muster- oder der Klumpen-Konfiguration auf D in der in C.1
bzw. C.2 dargestellten Weise approximieren, so erhalten wir auch Approximationen fiir die
Verteilung von Nap. Wir werden diese Approximationen mit asymptotischen Betrachtungen
zu p,, = Pr(Nap = n) vergleichen.

Die Verteilung von N4p hdngt davon ab, ob und wie weit Kopien des Musters B unterein-
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ander und mit A iiberlappen kénnen. Dazu ein zunichst etwas paradox erscheinendes Beispiel:

Beispiel Wenn man eine Miinze solange wirft, bis das Muster Kopf ,Kopf ,Zahl,Zahl auftritt,
so betrigt der Erwartungswert fiir die bendtigte Anzahl an Wiirfen 16. Ist man hingegen auf
das Muster Kopf,Zahl,Kopf,Zahl aus, so mufl man die Miinze in Erwartung 20 mal werfen.
Eine Formel zur Berechnung solcher Erwartungswerte wurde von S.-Y. R. Li (1980) besonders
elegant bewiesen.

Wie kann man sich die relativ grofie Differenz zwischen den beiden Erwartungswerten er-
kldren? Die Wahrscheinlichkeit, dafl das Muster sofort bei den ersten vier Wiirfen entsteht, ist
natiirlich fiir beide Muster gleich. Wenn man die Miinze schon nx geworfen hat (fiir n > 5),
und das betreffende Muster bisher nicht aufgetreten ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, daf das
Muster im ndchsten Wurf vervollstandigt wird, im Falle des zweiten Musters kleiner. Die Be-
dingung, dal das Muster bisher nicht aufgetreten ist, bedeutet nimlich insbesondere, daf} die
Wiirfe n — 4, n — 3, n — 2 und n — 1 zusammen nicht das Muster bilden. Diese Bedingung
verkleinert die Wahrscheinlichkeit dafiir, da der Wurf n — 2 Kopf und der Wurf n — 1 Zahl
war, was jedoch eine notwendige Bedingung dafiir ist, dal das zweite Muster im (n + 1)-ten
Wurf vervollstdndigt werden kann.

Wenn man jeweils die letzten vier Wiirfe der Miinzwurffolge betrachtet, so erhdlt man
eine Markoff-Kette auf {Kopf,Zahl}* und es bietet sich folgende Interpretation an: So wie
sich die Muster der Linge 4, die mit dem Muster Kopf,Zahl,Kopf,Zahl iiberlappen kénnen,
gegenseitig begiinstigen, begiinstigen sich auch die Muster, die keine Uberlappungsméaglichkei-
ten mit diesem Muster haben: Wenn wir darauf bedingen, dafi wir gerade nicht im Zustand
Kopf,Zahl,Kopf,Zahl sind, vergréfiern wir die Wahrscheinlichkeit, dafl wir auch zwei Sites
spiater nicht im Zustand Kopf,Zahl,Kopf,Zahl sind.

Eine andere Betrachtungsweise ist die folgende: Wenn das Muster Kopf,Zahl,Kopf,Zahl
in einer Miinzwurffolge vollendet wird, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafl es zwei Wiirfe spiter
wieder vollendet wird, relativ hoch. Wenn hingegen das Muster Kopf ,Kopf, Zahl,Zahl auf-
tritt, so kann dieses Muster frithestens vier Wiirfe spiter wieder vervollstindigt werden. Der
Erwartungswert dafiir, wie oft das Muster in einer Folge von n Miinzwiirfen vollendet wird, ist
jedoch fiir beide Muster (n —3)/16 (wie fiir alle Muster der Linge 4). Daher miissen die Klum-
pen, die aus einer Kopie oder mehreren iiberlappenden Kopien von Kopf,Zahl,Kopf,Zahl

bestehen, in Erwartung seltener vorkommen, als Kopien von Kopf ,Kopf,Zahl,Zahl.

C.3.1 Approximation von N, mit Hilfe von X und Y

Wir gehen in diesem Abschnitt davon aus, dafl wir uns in einem Szenario befinden, bei dem
drv(£LX, LX) und dry (LY, LY) hinreichend klein sind.

Wir wenden nun zunichst die Approximation von X durch X an. Dabei gehen wir von der
Mustermenge {M;, My} = {A, B} aus. Wir erhalten als Analogon zu Nyp die Zufallsvariable
N;};{B = min{s € N : )?(872) > 0}. Wir gehen davon aus, dafi D hinreichend lang ist, so
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daff der Fall V; : )~((s’2) = 0 vernachldssigbar ist. NEB ist daher geometrisch verteilt zum
Parameter Pr()?(sg) >0) =1— e PC)Pl)  P(by) ... P(b;). Da bei der Approximation von
X durch X die Uberlappungsmdglichkeiten zwischen den Mustern nicht beriicksichtigt werden,
spielen diese bei der Verteilung von N});(B ebenfalls keine Rolle. Insbesondere geht auch nicht
die Bedingung ein, da DD mit dem Muster A beginnt.

Nun argumentieren wir mit Y. Wir approximieren Y durch Y. Die Bedingung, dafl D mit
einem Muster A beginnt, iibersetzt sich in {Y{;,) = 1} baw. {}7(171) = 1} und {)7(172) = 0}.
Es geniigt nicht, die Sites s zu betrachten, fiir die {Y(,2) > 0} gilt, da auch Klumpen, die
mit A beginnen, eine Kopie von B enthalten kénnen. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein mit A
beginnender Klumpen ein Muster B enthilt, entspricht dem Ereignis, dafl in seinem Profil
(K;)ien bei Verlassen des Zustands A der Ubergang A — B, und nicht A — X, stattfindet. Die
Wabhrscheinlichkeit dafiir ist:

Pr(Ky = B|[Kny_1 = A) _ S ZaB 2 Prbpyy) - - Pr(b)
PI‘([(N # A|[(N_1 = A) 1-— E;_:ll ZAA,y P1‘(ay+1) e Pl‘(al)

v =

Dies ist insbesondere auch die Wahrscheinlichkeit, daf gleich in dem im ersten Site beginnenden
Klumpen ein Muster B enthalten ist. Wir gehen von einem Szenario aus, in dem wir fiir jeden
an einem Site s mit A beginnenden Klumpen die stochastischen Abh#dngigkeiten zwischen
seinem Profil und (Y, )aer\{(s 1)} vernachldssigen kénnen. Dann kénnen wir die Konfiguration
der Sites, an denen Klumpen beginnen, die das Muster B enthalten, durch einen Poisson-
ProzeB @ = (Qs)s<ny,, modellieren, wobei jedes @, die Summe von }7(5’2) und einer (davon
unabhéngigen) zum zufélligen Parameter (Y(,1),7) binomialverteilten Zufallsvariable ist. Q

ist also Poisson-verteilt zum Parameter

)‘Q = P(b])P(bl) I_ZZAB,J:P(QI) al ar‘ ZZBBW "P(bl—y) _I_

+ | Play) - Plag)- | 1 - ZZAA 2P(ar) - Pla—y) ZZBA,y o Pbi—y)

_ Ei;l ZaBe Pr(bpgr) - Pr(by)
1= Y0 Zaay Pr(ayer) - Pr(ay)

Bezieht man die zusétzlichen Bedingungen {37(171) = 1} und {37(172) = 0} ein, so erhilt man
Pr(@Q1 > 0)=Pr(Q1=1) =1~.
Wir approximieren N4p durch NXB :=min{s: Qs > 0}. Fiir s > 1 gilt also:

ps & Pr(NYp =) = (1=9) (1 = Pr(Qs > 0))"7* - Pr(@s > 0)
Dabei ist Pr(Qs > 0) =1 —exp(—Ag) = Ag.
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C.3.2 Die Verteilungsgewichte p, von Nap

Wir betrachten nun die Verteilungsgewichte von N4p, um die dabei gewonnenen Erkenntnisse
mit den Ergebnissen von Abschnitt C.3.1 zu vergleichen. Wenn die Konfiguration von Mu-
stern oder Klumpen auf der DNA durch einen Poisson-Prozefl approximierbar ist, so sind die
Abstinde zwischen den Mustern bzw. Klumpen ,ungefihr® geometrisch verteilt. Legt man ein
Klumpenmodell zugrunde, so kann es natiirlich auch sein, dafl B bereits im ersten Klumpen
auftritt. Fiir groflere n sollte sich also p, wie das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit, daf
B nicht im ersten Klumpen enthalten ist, und dem Gewicht einer geometrischen Verteilung
verhalten.

Wir untersuchen in diesem Abschnitt, ob N4p bis auf einen Vorfaktor asymptotisch geome-
trisch verteilt ist, ob es also ein p € [0, 1] gibt, so daf ﬁl.—p fiir n — oo gegen eine positive
Konstante konvergiert.

Zunichst leiten wir dazu eine rekursive Formel zur Berechnung von (p,,),, her. Dazu ben&ti-

gen wir die Mengen der méglichen Uberlappungsweiten Usp und Ugpg; vel. Abschnitt C.1.

C.3.2.1 Die rekursive Berechnung von p,

Firn <lgilt p, =0und firn € {{+1,...,2l = 1} gilt p, = ZaB21—n * P(b2i—ps1) -+ P(b1).
Falls eine Zahl k € {1,...,l— 1} mit k € Usp und | — k € Upp existiert, gilt py; = 0, sonst gilt
par = P(by) -+ - P(by).
Fiir n > 2{ gilt:
pn = P(by)-...- P(by)
B Z Pr({(Zn=141,---17Zn) = B} N {Nap = k})

n—I<k<n
— Y Pr({(Zncig1, -5 Zn) = BYN{Nap = k})
k<n-—I
= P(by)-...- P(b) — > P P(bi—(n—gy41) - P(b1)

{k| n—I<k<n, l-(n—k)ElUpp}

= Y pePbr) .. Pbr)

= P(by)-...- P(b)) — > Prtsk - P(bry1) - ... o P(by)
{keUpp| 1<kLI-1}

=3 pe P(by) - PB)

k<n—I
Dementsprechend gilt fiir n > 2 4 2:

Pact = P(br) - P(b) — > Pr—tihot - P(brg1) - oo - P(by)
{k€Upp| 1<kLI-1}

k<n=1
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Daraus ergibt sich:

Pn = DPn—1— Pn-1" P(bl) v P(bl)

+ Z (Pr—t4k=1 = Pn—itk) - P(br41) -+ P(br)
{k€UUpp| 1<k<I-1}

Wir verwenden von nun an folgende Bezeichnung:

P(by) -+ P(by
P(bgsr) -+ P(br

) falls £k =0

) falls 1 < k<l-1und k € Upp
1 falls k =1
0

sonst

Pk 1=

Demnach bezeichnet py fiir & € {0,...,1} die bedingte Wahrscheinlichkeit, dafl das Muster B
an der Stelle n 4+ [ — k vollendet wird, gegeben, dafl es an der Stelle n vollendet wurde. Wir

erhalten also fiir n > 21:

-1
Pn = Pn-1—pP0 Pn-lt Zpk : (pn—l+k—1 - pn—l+k) (C.l)
k=1
-1
= Z(Pk+1 — Pk) * Pn—itk (C.2)
k=0

C.3.2.2 Asymptotische Betrachtungen fiir p,

Konvergiert der Quotient (a,/b,), zweier Zahlenfolgen (a,), und (b,), gegen 1, so schreiben
wir a, ~ b,.

Wir werden nun den Bereich eingrenzen, in dem wir den Parameter p einer geometrischen
Verteilung, die sich asymptotsich wie p, verhilt, zu suchen haben. Wir verwenden dabei fol-
gende Schreibweise von S.-Y. R. Li (1981):

l

Bx B := Pk

k=1 Po

Li zeigt mit einem besonders plastischen Martingalargument, dal B * B die erwartete Anzahl
an Sites ist, die man warten muf}, bis das Muster B zum ersten Mal auftritt, wenn auf keine

Startsequenz bedingt wird.

Lemma C.1 Wenn es ein p €]0, 1[ mit p, ~ const. - (1 — p)™ - p gibt, so gilt
1

P=B¥B-(-1)+R
mit ) :
—(1-1) Bx B —pg
<R<(I-1 .
BxB—4(l-1) — < )B*B—Q(l—l)

Es ist zu bemerken, dafl R betraglich sehr klein ausfillt, da B x B in der Regel [ um einige

Gréflenordnungen {ibertrifft und pgl meistens einen groflen Anteil von B x B ausmacht.
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Beweis Wenn die Voraussetzung des Lemmas erfiillt ist, so miissen die Gewichte der geo-
metrischen Verteilung zum Parameter p die Rekursionsgleichung (C.1) bzw. (C.2) erfiillen.
Gesucht ist also eine Zahl p €]0, 1[, so daf gilt:

p(1-p)" = i(pk_,_l —pr) -p(1 = p)n—l+k

k=0
Das ist gleichbedeutend mit
-1
(1=p)"=> (1 — pi) - (1 = p)~. (C.3)
k=0

Diese Gleichung ist dquivalent zu

{

po=>_ prp(1—p)*.

k=1

Wir betrachten nun die Differenzenfolge
Ap=(1-p)* = (1-p)*

und setzen A = A; und b := A — A.

Aus
-1
(1=p)'=0=p"""+> s Ar—po
k=1
folgt:
I I
0 = ZPk'Ak—PO' ((1—P)Z+2Ak)
k=1 k=1
! ! ! !
= Y oA+ prd—po > A —po Y & —po(l—p)
k=1 k=1 k=1 k=1
=

(1-p)

s(xa-) (B G-n)

= (1=p"' = -p)) (B+B-I+R)

!
mit B := A~} Z (p—k - 1) Ok
k=1

Po

Wir erhalten:
p=(1+BxB-I1+R)™"
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Abzuschatzen bleibt also

i -1 .
Sk Pk ) 5k (Pk )

R:E — | — -1 :E L e | beachte & = 0).
A (Po p(l—p) Po (eac e )

5k — ( 5k Pk) 5 < P
-y _<R< S ) B L U W
g;ﬂl—mF‘_ <2 p(1=p)'=" po/) = p(1—p)"~" Z;po

und wegen §; < 0 und

& 1-1
= (-pt-1
p(1—p)i—t (1=7)
1
< -1 1=
(1-=(=1)p) -
folgt:
I—1 BxB—p:!
fl-1<— 2: — <R< 2P0 _ByB4 !
REYE N « p(1 1+p—pl

Aus p=(B*B -1+ 1+ R)™! folgt:

—-(-1)?
BxB-2+2+ R —

(BB -3\~ 1)
BxB-2l4+2+ R

=
IA

Da sonst die linke Seite grofler wire als die rechte, sind die Nenner positiv, und es folgt:

(1) ( i)
~(I=1)? < REH+RB+xB-21+2) < (BxB—p3")(—1)
Aus der Ungleichung (i7) ergibt sich:
0>R*+RB+B-20+2)—(B+xB-p7")(l-1)

Nach Anwendung der ,,p-¢-Formel“ und unter Beriicksichtigung der fiir ¢ > k£ > 0 geltenden
Ungleichung —g 4+ v/¢? + k < k/(2¢g) erhilt man:

Bx B - p;!
< (I -1)—>—~—L2
ko< )B*B—Ql—}—Q

Analog dazu folgt aus (i) mit —g 4+ /g2 — k > —Vk/(2\/g? — k) (fiir g > k > 0):

—(l—=1)? —(l—=1)?
B2 lvuiﬁ¥ﬁ%2_u_wzz BB —a(l—1)
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C.3.2.3 Die Konvergenz der Gewichte

Wir zeigen nun, dafl p,, ~ const.- (1 —p)"~!.p tatsichlich gilt. Da es uns in erster Linie nur auf
den Vergleich mit den Ergebnissen aus den Abschnitten C.1 und C.2 ankommt, schlielen wir
dabei die technisch aufwendigeren Fille aus, da8 B sehr kurz oder sehr stark selbstiiberlappend
ist oder daf} eine einzelne Base ein sehr grofies Gewicht hat. Wir nehmen also fiir den Rest des
Abschnitts an, dafl [ grofler als 4 ist, Upp keine der Zahlen [ — 1,1 —2, [ — 3 und [ — 4 enthilt
und daB P(4), P(G), P(C) und P(T) jeweils groBer als 0 und kleiner als 1 ist. Fiir [ > 4 gilt
dann insbesondere p;—1 = pj—2 = pi—3 = pi—4 = 0. AuBerdem ist dann B x B > 2!,

Wir setzen

P(by) - P(b) falls k=0
Ck =194 Plbry1) - P(b) falls 1 <k <I!l—1und k € Uap

0 sonst,

Mit diesen Voraussetzungen und Schreibweisen beweisen wir nun folgenden Satz:

Satz C.2 Es existiert ein p €]0, 1], das die Voraussetzung p, ~ const.-p-(1—p)"~! von Lemma
C.1 erfillt. Genauer gilt:

po- (SU2 (G = Ga) - (1= p) )
P o Yher ko (prokp1 — piok) - (1 = p)3=F

Fiir den Beweis verwenden wir folgenden Satz (vgl. Feller (1968), Kapitel X1.4):

Pr ~ p-(1=p)"!

Satz C.3 Die erzeugende Funktion der Verteilung einer N-wertigen Zufallsvariablen mit den
Gewichten p,, sei von der Form G(s) = U(s)/V (s), wobei U(s) und V(s) Polynome seien. V (s)
habe eine einfache Nullstelle sy, die betraglich kleiner als alle anderen Nullstellen von V (s) sei.

Dann gilt:
—U(s1)

Beweis von Satz C.2: Die erzeugende Funktion von Np haben Gerber und Li (1981)
hergeleitet:

(-9 T eo po (EE0(G - G 2
L+(1=2)Em 227 ¢ (1 + 3020 (05 = pit) zl-j)

Um Satz C.3 anwenden zu kdnnen, miissen wir also die betraglich kleinste (méglicherweise

komplexe) Nullstelle von

!
F(2) =) (e —prer) 2 H 1= po2' + > pr- (1—2)2"F
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finden. Wegen f(0) > 0 und f(2) = po2' — 24—, pr2'™F < po2' — py < (%)l .2l —1=0hat f

eine Nullstelle in ]0, 2[. Also existiert auch ein p €]0, 3], welches die Gleichung f((1—p)~') =0

erfiillt und damit die Rekursionsgleichung (C.3) 16st. Mit Lemma C.1 kénnen wir dieses p

ziemlich genau bestimmen. Zu zeigen bleibt also, dafl f keine betraglich kleinere Nullstelle als
1 1

z0 1= =14+——— (mit R wie in Lemma C.1) besitzt.

1
Dl 7 BxB-l+R

Wir betrachten dazu die Ableitung

l l

PG =Dk (piok = progar) -2 = piss = 14 k- (prok — propgr) 2577
k=1 k=2

Da nach Voraussetzung das Muster B keine Periode < 4 besitzt und damit p;_p = 0 fiir

1 < k < 4 gilt, folgt fiir |z] < zo:
) s U 1\ k-1
: (5(2> 32k (3)
k=6

19 N n+t2
2035 <1 (Wegen Z(k—|—1) (§> = oo )

|[F'z)+1] =

!
Z k- (pi—k — progsr) - 2571
k=5

IN

k=n
Daraus folgt, daB der Realteil von f/(z) negativ ist:
R() <) +1]-1<0

Damit ist zun#chst einmal sichergestellt, dal z, eine einfache Nullstelle ist. Auflerdem gilt
f(r) > 0 fiir alle » € R mit |r| < zo. Nach den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen
beschreibt R( f’) auch das Wachstum des Imaginirteils 3(f) von f in Richtung der imaginiren
Achse. Da S(f) auf der reellen Achse verschwindet, folgt:

> 0 fir |z] <z und S(z) <0
< 0 fir |z| <z und S(z) >0

3(/(2)) {
Damit ist gezeigt, dafl zy die Bedingungen von Satz C.3 erfiillt, und es folgt:

po (126 — Gwn) - 267)
CoXhmy ko (p1mk — prpgr) 2l

L ,—n—1
-1 0

Pn

Mit 29 = (1 — p)~! folgt die Behauptung.

Etwas kryptisch erscheint in Satz C.2 zunichst der Vorfaktor

Po - (E_lf:% (G = Ciwr) - (1= p)j‘l>
pCo- 22:1 k- (prmker — pi—g) - (1 — p)3-*
%_Eé‘:lg—;(l—l))j_l |
D 22:1 kplp—;k(l —p)imk+2 4 22:1 ’;—’g(] —p)k+t2 — . (1 - p)?
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Falls p~ (B+* B—1+1)"! ~ B x B~! sehr klein und damit (1 — p)® fiir Exponenten z der

Groflenordnung von [ ungefihr 1 ist, so folgt mit A x B := ziﬂ g—’“ :

E
NB*B—Z-I—]—A*BN1 Ax B
€= BxB—1 ~ T BYB

Die Approximation p,, ~ (1 - %) p(1—p)"~1 legt folgende heuristische Sichtweise nahe: Mit

einer Wahrscheinlichkeit von ungefihr Ax B/Bx B tritt B im ,,Einflubereich“ der Startsequenz
A auf. Geschieht dies nicht, so ist die Anzahl der Basen, die man noch auf B warten mu$,

approximativ geometrisch verteilt, und zwar zum Parameter pa (B x B — [+ 1)71.

C.3.3 Beispiel

Wir vergleichen nun die in den Abschnitten C.3.1 und C.3.2 entwickelten Approximationen
der Verteilung von N4p fiir ein konkretes Musterpaar (A, B). Wir wihlen A = CGTATACG und
B = ACGACGAC, und es sei P(A) = P(G) = P(C) = P(T) = ;.

Zunichst zu den Approximationen aus Abschnitt C.3.1: le(B ist einfach geometrisch verteilt

zum Parameter 1 — exp (— (%)8) ~ 1,526 - 107",
Fiir NXB stellen wir zunédchst fest, daB Z449 = Zap3 = ZBa,1 = ZBB;s = 1 ist, und dafl

ansonsten Z = 0 gilt. Damit ergibt sich
()’
v=—%— 09,766-10""

und

8 5 3 8 6 7 1\5
o = (Y Lo (Y (Y () (- () - (1)) G
4 4 4 4 4 4 1—(1)°
~ 1,5020-107°,
Es gilt also:
Pr(NYg =s) & (1 - 9,766 - 107%) - (1 — 1,5020 - 10~%)*~2 . 1,5020 - 10"

Nun zur Asymptotik im Sinne der Abschnitte C.3.2.2 und C.3.2.3. Streng genommen erfiillt
die Seqeunz B nicht die Bedingungen, die wir am Beginn von Abschnitt C.3.2.3 vorausgesetzt
haben. Wie wir sehen werden, ist die Konvergenz dennoch gegeben. Fiir das gegebene Paar
(A, B) gilt (o = po = (%)8, (3 = (%)5, p2 = (%)6, ps = (%)3 und pg = 1. Damit ergibt sich
Ax B=43=64, B*x B =484+ 4° 4+ 4?2 = 66576 und

1

N ——— ~1,5022-107°.
PR g g g o 1e022-10

Fiir den Vorfaktor erhalten wir ¢ &~ 1—7,97-10~%. Offensichtlich ist in unserem Beispielszenario

(1—p)! nicht unbedingt vernachlissighar. Es gibt namlich doch eine gewisse Differenz zwischen
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1—cund

BxB-7T—AxB

1
BxB -8

Ax B
~9464-107% bzw. —— ~9.613-107".
9,464 - 10 W, 9,613 - 10

Wir vergleichen nun die Approximationen mit der tatsichlichen Verteilung von N4pg, deren
Gewichte p,, wir mit C.1 berechnen kdnnen. In Abbildung C.1 ist zu sehen, daf alle drei Ap-
proximationen sehr nahe an die tatsichlichen Verteilungsgewichte herankommen. Bei genauem

Hinsehen sind nur die Gewichte von Nil(B von denen von N4p zu unterscheiden.

2e-05 ; ; . : : : . . .
Pn —
Pr(Np=n)

1.5e-05 PI(NXB =n) |

le-05

5e-06

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000 500000

Abbildung C.1:

In Abbildung C.2 treten die Unterschiede in der Prézision der drei Approximationsverfah-
ren weitaus deutlicher zutage. Die drei Kurven zeigen das Verhiltnis zwischen den Gewichten
von Np und den drei Approximationen. Wie wir sehen, ist p, /(¢-(p—1)"-p) bereits fiir kleine
n sehr nahe bei 1. Die Gewichte von N 4pg sind fiir kleine n um etwas mehr als 1,5% kleiner als
die von N§B7 und der Quotient der beiden wichst pro 100000 um circa 2%. Die Unterschiede
zwischen den Verteilungsgewichten von N4p und NXB sind demgegeniiber sehr gering. Offen-
sichtlich 148t sich £(N4p) wegen der starken Selbstiiberlappungsfihigkeit von B wesentlich
besser durch 'C(NXB) als durch E(NEB) approximieren, obgleich fiir viele Anwendungen auch
der Unterschied zwischen £(N4g) und E(NEFB) bereits hinreichend klein sein mag.

C.4 Banden auf einem DNA-Strang

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daf es auf einem DNA-Strang eine RAPD-Bande (s,r)
gibt? Als Muster betrachten wir hier die Menge {My, My} = {P,K}, wobei P = (ay,..., )
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1.02

pn/Pr(N;i(B = n)

1.015 pn/ PI,(NXB — 77,) 7777777 T

1.01

1.005

0.995

0.99

0.985

098 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000 500000
Abbildung C.2:
die verwendete Primersequenz und K = (by, ..., b;) ihr Komplement bezeichnet. Wenn wir die

in Abschnitt C.1 dargestellte Approximation von X durch X verwenden kénnen, so ist die

gesuchte Wahrscheinlichkeit gegeben durch:

Pr({X(s,l) = X(r,?) =1}n {Vie{s+1,...,r—1} : X(i,l) = X(i,?) =0})

X

Pr({X(s1) = X(ro) = 1} 0 {Viegstr,rm1y : Xy = X(i2) = 03)

= P(ay)--P(a)) . e~ Pla1)-P(a;) - P(by) - P(by) e~ P(b1)-P(by),
e~ (r=s=1):(P(a1)-P(ar)+P(br)--P(b1))

= Play)-P(a)) - P(by) -+ P(b)) - e—(r=5)-(P(a1)-P(ay)+P(b1)---P(br))

Dabei ist vorausgesetzt, daB§ (r — s) kleiner gleich dem Amplifikationsbereich namp ist.

Wir nehmen nun fiir die Primer-Lange und den Amplifikationsbereich die fiir RAPD-PCR-
Versuche plausiblen Werte [ = 10 und ngmp, = 3000 an (siche Anhang A und B). Wenn wir
zusitzlich von P(&) = P(G) = P(C) = P(T) = ; ausgehen, erhalten wir fiir die Wahrscheinlich-
keit, daf} eine sichtbare Bande (s, r) existiert, den Wert ~ 9,1-10713.(1—1,91-107%)"~%. Wegen
0 < r—s <3000 liegt der Faktor (1—1,91-107%)"=* zwischen 0,9943 und 1 und ist damit wohl
fiir die meisten Fragen bedeutungslos. Wenn wir also unter allen sichtbaren Banden, die ein
zufilliger DNA-Strang hervorbringt, eine rein zufillig auswahlen, so ist ihre Linge ungefahr

gleichverteilt auf {1,..., 7amp}-
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Diese Uberlegungen sind natiirlich nur dann sinnvoll, wenn der Unterschied zwischen £(X)
und ,C()’Z) vernachlissigbar ist. Betrachten wir also nun die in Abschnitt C.1 hergeleitete obere
Abschitzung des Totalvariationsabstandes zwischen den beiden Verteilungen. Wir gehen von
dem optimalen Fall aus, daB es in {P,K} keine Uberlappungsméglichkeiten gibt. Dann bringt
es keine Vorteile, £(Y) durch £(Y) statt £(X) durch £(X) zu approximieren, und wir erhalten
die Abschitzung

2
. 1 10
drv(L(X),L(X) < Y ]EXQ-]EXg:2-(ndna—9)-9-<2-(Z> ) A Tldna 6,548 - 1071,
a,BeT
a#BeET o

Was sind verniinftige Werte fiir nqn,? Bei einem DNA-Strang der Linge ngn, betrigt die er-
wartete Anzahl an sichtbaren Banden ungefihr nqpa, - (%)20 -3000. Wenn die erwartete Anzahl
an sichtbaren Banden sehr gering ist (z.B. 0,1), liefern die meisten Versuche kein verwertbares
Ergebnis. Dies anzunehmen ergibt also wenig Sinn. Wenn wir zum Beispiel davon ausgehen, daf
die erwartete Anzahl an Banden etwa 3 betriigt, so muBl ngna ungefihr 3-42°/3000 ~ 1,01-10%, al-
so rund eine Milliarde betragen. (Zum Vergleich: Ein einfacher menschlicher Chromosomensatz
enthilt ungefihr 3 Milliarden Basenpaare.) Als obere Abschitzung fiir dpy (L(X), E()’Z)) erhal-
ten wir also ungefahr 0,07. Dieser Wert ist nicht hinreichend klein, als dafi man ihn heranziehen
kénnte, wenn man bei der statistischen Analyse von RAPD-Daten die Approximation von £(.X)
durch £(X) rechtfertigen méchte. AuBerdem werden bei den meisten Anwendungen die Ban-
densignale, die man von mehreren, stochastisch abhdngigen DNA-Strdngen erhilt, miteinander
verglichen. Andererseits ist der Totalvariationsabstand auch fiir solche Unterschiede zwischen
Verteilungen von Musterkonfigurationen sensitiv, die sich nicht auf die Bandenkonfiguratio-
nen auswirken. In Kapitel 1 beschéftigen wir uns mit Poisson-Approximationen fiir gemeinsa-
me Musterkonfigurationen auf verwandten DNA-Stringen. Insbesondere lernen wir in Kapitel
1 eine Moglichkeit kennen, daffi Musteriiberlappungseffekte bei RAPD-PCR-Untersuchungen

verwandter DNA-Stringe vernachldssigbar sind — zumindest in praxisrelevanten Szenarien.

C.5 Fazit

Mit Hilfe der Chen-Stein-Methode 148t sich der Einflul von Musteriiberlappungseffekten auf
die Verteilung von Musterkonfigurationen auf Folgen von Zufallsvariablen quantifizieren. Sind
die lokalen Abhédngigkeiten zu stark, so empfiehlt es sich, nicht die Stellen, an denen Muster
beginnen, durch einen Poisson-Prozef zu approximieren, sondern die Stellen, an denen Klumpen

von iiberlappenden Mustern beginnen.
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