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�����S� @ ���CB.	�� ��� �CB
����� ���
�$DFEHGJI7KH�%�
�MLONT�QPSR��AT �
�MU��
� �
��V2� �XW�� @ B��9�YKZN�	���� �CB
� �Q[�\]TQU]N�	9�
���CB(P �^V2�
��EHG
� ������� �`_

���ba � @ V��
	 � ���'�^DcP?I��ATdDe_
f ���da � @ V2� 	5�
��� �gD�PSI��ATdD

τ
W�� @ B
T �M�

r(τ)
U
�^V2� ��EHG
�'�T���

h��ji @ I*B � ���'�^Dck �CN.�H�
�]De_
=?>7@ � ���'� �ml ���nW�� @ V2� 	M�H� �po�PSI��AT

τ = (V, E)
W�� @ BqB.���&ra�$VeI7G
	$B
� @ k ���CB
� @ �
��� �gD&kB��N0�H� �$D

v ∈ V
I 	sDcB�� @7&B�M3�!;!#�(�;� '#$�.M��'��

v t deg(v)
U
�^V2�
��EHG
�'�T���

u0�Sr �$VnI7G�	vB
� @ P 	wR����%� @ �
���'�gD�PSIK�ATxDy_
f ����ra�$VeI7G
	�B
� @ PS	zR����H� @ �
��� �gD�PSI��ATdD

τ
W�� @ B
{ � @ V"I2	sD

‖τ‖
�K�gD|EHG @ �9�OU
� �Q�

} �jia�yN @ B.�'�T�H�~PSR��AT �O_
�����MP?I��AT�G'�
���P� &��($���!�'��>.M�(��� 3�6�G t K�I 	�	sD �gD�K >A@v� �yB
� ��k �CN.�H�
� � ���'� 	���� �|I @ �d� @ B.� ���K�
I��7K�B
� �mk ���CB
� @ �MB��9�gD3�gD�k �CN0�%�
�$D ����U����

B ��� ,-�(���(��.�����'R!#�(�!����'�%�����.�6�'�&9�(� � 1���'Y.  ��$�%�% ��G 2F$�%�&��('#!��('RGH�I.k� � 3�6#G|� &���6#'�!��M1 .ML(%������R�(��'
&�� �
6���L��(%�.��(�� "&��($���!�'��>.M�(�;� 3�6#G ,-�(L(��������'#��. �/����!���'PN
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�Lf���� h��5h���� �Pn��3���~8O:�f.h��5f*8n�5f
t � �1!$8 f e"! #.% f$<����� P?I��AT

τ
G'� �s�P� ���8�<�(��.��(�0.M�(�

t
= '"1����(�'� 3�6�G t t ∈ N t K�I 	�	�D K >A@ I 	�	9�"k �CN0�H� � v

LON��
τ
����	�� _

deg(v) ∈ {0, t}
�

f ������� ������B
� @ � @ W$� �M�%� @ �%�
�
t � �JR @ � � PSR��7T ��W�� @ B ��� B��9�gD3� @ r @ U��
���.T �M�

E(t) U
�^V2�
��EHG
�'�T�	� E(t)
mD]�%�gG ��K >A@ B.�9�
� �
�����jB
� @ � @ W��
���H� @ �H� �

t � �JR @ � �mP?R��AT ��T ���
m
P 	wR����%� @ �Q�

�Lf���� h��5h���� �Pn��3��
���, fm#&�.4������ 4 l�! �10�fp��<
=?>A@ � ���'� �mP?I��AT

τ
B
���
�
�9� @ � ��W�� @ _

�����.R ���K� �
��� �gD�� K�I*B
�gDy_
� DD� � ��� k �CN0�%�
�

w � I*EHG$KZNT	���� @ �
��� �gDdk �CN0�H� �$D v
��� �
��� �gT PSIK�AT l���D]�

w
� ��� k �CN0�H� �

����B
�gT �'� ��	�U I��AT�T ���SB�� @ a � @ V��
	
v
o t BpI �
� ��D]��B��9���.R ���K�"B
�gD�� K�I�B
�gD LnN��

v
�JI�EHG

wB
���
�
��� @ � I 	�DcB.���~r �$VnI-G
	vB
� @ k �CN0�%�
� I��AK�B
�gT���K�I�BXLnN��
v
�JI*EHG

w
�

h��� "!OG'�B�
���'�gD�PSI��7TxDy_
f ��� C;	����

h(τ)
�
���'�gD�PSI��ATdD

τ
��D]�SB.�9� r �$VnI-G
	 B
� @ k �CN0�%�
� I��AK � ���'�^T 	wR ����DD�H� �#� K�I*B

LnN��MB�� @ a � @ V2� 	
r(τ)

U ��D�V�� � ���'�^T P 	wI���� B��gD�PSI��ATdDe_

h(τ) := max
b $&%('*)+$&,.-*/10�'�'32(4�, τ

{ �.R ������B
�^D
� K�I*B��gDjLON��
r(τ)

�JI�EHG
b
}
.

u0���Q���]{2D � � K�I*B � �.R ����� �4%��>2 .:,���3�'���� %��('�&�.���! _ f ��� � ��'�8 �0= + 243�!K= � 1�'#&��
LBL(τ)

��D]�SB
�5�
���9� @ �
I 	�D?B.�9� ra�]VnI7G
	/B
� @ k �CN.�H�
�mLON��QB
� @ a � @ V��
	�V��AT I7T W��
���H�^D]�H� � 	����${*D�D]�H�^G'�
��B
�
�QP 	wI������
� DD�

τ
� ��� ����� � kB��N0�H� � � PSIK�AT t I 	sDFN deg(r(τ)) = 0 t DFN ����	M� LBL(τ) = 1

�

egf.hji`k]h4f.lB� n+m�o �*��� %��(�(��� �/3�6�G
τ0

�"3�.���$%�<$���%/����'��HC;	����
h(τ0) = 0

3�%���3�6���� ����'��
� ��'�8 �0=
+ 243�!K= � 1�'�&��

LBL(τ0) = 0
 #!����$����'K= �B'�$�.M�('J= � 3�6#G

τ1 =
�"3�.7����'�� C 	����

h(τ1) = 1
6�'#!9�(��'#�

� ��'�8 � = + 243�!K= � 1�'�&��
LBL(τ1) = 1

N

egf.hji`k]h4f.l �Pn��Po � ���7!���' ���8�<�(�I.M�(�0.M��'D,���'"1�����' � 3�6�G

τ =

&���%�. �
h(τ) = 4

6�'�!
LBL(τ) = 3

N

6 �(��%�,"1�6�G � �(��'��(�:&��($���!�'���.��('"�/3�6�G �;�<�(��!#�(' ��' !����������*)*��,?����.+GH�I.E��'�!���L��(�:&��(8���'�'�L��(�����#'���.(N
�*����BR6���L(�(%�����'��������8�<�(��.��(�0.M�('R,���'�1�����'�� 3�6�GH�

τ
�"3�. ,-�(���8������%�� �/������� ��$�' %���'�8 � '"3����R���(���Y.��

3�%�� �B��'#!��(�H!����;,?����!���' 6 �(��%�,"1�6�G �
τ1

6�'#!
τ2

 	6�'�! !���� B 6���L(��%*�(��'��(�H�(� �/����.M����.��('
t
=�'�1�����'

� 3�6#GH�
τ ′ ,-�(����.ML>.
�('Y.M�8�����������('#! 3�%��$�B��'#!��(�7!�����6 ����%�,"1�6�G �

τ ′
1, τ

′
2, . . . , τ

′
t

N
1*2 . �
����! �(� '�$�. �<�('�!���&B������'P �� � ��%���L(�I. L�6 8��('#'�L(��������'���'P #�
���>�K���(%�� �B��'�!#�(� ����'7�B'�$�.M�(' ��3�. $J!��(�
3�6#2,�<�(%����#� 6#'�! �
�����J����%��'6 �(��%�,"1�6�GH� �(��'#�(���B'�$�.��('�� ������� �(��'#� ,?����.M��GHG�.M� )+6�����3�&�� ,?��L(���(�Y. b
,-�(��$�'�!��(���( �<�('�'R!�6������R!������?+ 6�'�8Y.M�7�
�

· · ·
�F!:3�'�&��(!���6#.M�>. ����.  O!"3�5 �(��'�� &���	�5��(��� T;�('�&�� ��$�'
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6 �(��%�,"1�6�G �(' ,-��.���$ /?�(' ���0. N	T �I. �(��'#�(' �<$�&��(' !�6������ !���� &��(L(1���%�.��(' � 3�'Y.M�(' 6�'�! !����9!�3�'��>=
,-�('�&���������������,?��'�� )*'�L(3���% ��$�%�% ������!���6#.M%������Y.��/����!���'P ��<�(%����#��� 3�' .��(' ��$9&��(L 1���%�.;�/����!���'R6�'#!
�
���>�J���(%��B�(�
����'�!PN
�+G � �#3�8Y.AL(6 '�$�.M���(���('P <�<�(%����#� + $�����.���$�' �(��'@�B��'#! ����'������B'�$�.��('�� ��' !��(��� ��'�8 �0= -E�����Y.M�0=
1:��!�' 6�'#&B�(��'#'���G G .  �
����! &���%���&��('Y.M%�������!����<�('Y.M�8�����������('�!#�:� 3�'Y.M�/6�'Y.M�(��,���$J������'H6�'#! !���� 4P3���%
��' !����B��$ �('Y.M�0.�3�'#!��('��!� ����8���&��(�����������(,-�('PN

egf.hji`k]h4f.l!�Pn��Po � ��'.� 3�6#G GH�I. ������'���'
6 �(��%�,"1�6�GH��'PN �+�(�,6 ����%�,�3�6�G
τ1

����. &��('"3�6��(�	3�6#2F&���2)�����0. N

τ =

n

τ1 τ2

N�N(N
τn

=

2 n

j

1

τ1,1 τ1,2

N(N�N
τ1,j

τ2

2
N(N�N

τn

B ��� 80	�'�'���' ,-�($�,"3���� .��('P 	!"3�5 2)��� !���� �(�8�<�(�I.M����.M��'
t
= '"1�����' �/1�6�G �;'#�����Y.�3�%�%�� '"3�. �#��%��������('

4P3���%��(';3�%��7)*'�L(3���%���'9��$�'��/% 1�.�.M����'9G.	�&�%������9����'�!PN &B�('"3�6��(���

5 �]�n) �Pn+m
=?>A@ B��9� T !T��	���EHG'��r �$VnI7G�	;B
� @ P 	wR����%� @ �
���'�gD l��
��EHG � � 	9�?� @ � �po � @ W$� �M�%� @ �%�
� t � �JR @ �
�dPSI��7TxD τ ����	M�
D]�%����De_

‖τ‖ ≡ 1 mod (t− 1).

egf�:gf.h+i�o
�:3��
L��(��&�.
�(��'#� ����'#243������ ��'�!�6�8Y.M��$�'���,-�(�
!���� C 	���� !����:� 3�6�GH�

τ
N

� �CB �A{ �#��NT�$DeLT� @ I2�${0� @ ����� _

h(τ) = 1
N9�*3��
,?��!��(6#.���.( 

τ =
6�'�!
‖τ‖ = 1 + 0(t− 1)

N

h(τ) = 2
N���';!����(����GG�U3�%�%?G 6�5

τ =
t

. . .
������'P "6#'�!

‖τ‖ = t = 1 + 1(t− 1)
N

� �CB �A{ �#��NT�$D DFEHG @ ����� _
� ��� �/1�6�G �

τ (≤n) G ��.O�(��'��(� C 	���� ��$�'�GH3��K��GH3�%
n
 
h
(
τ (≤n)

)
≤ n

 &��(%I.M���
‖τ (≤n)‖ = 1+i(t−1)

 

i ∈ N
N

�K���
τ
' 6�' �(��';���8�<�(�I.M�(�0.M���

t
=�'"1����(�$� 3�6�G G ��.
C 	����

n + 1
�

τ =

t

τ1 τ2

. . .
τt .

�
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�*��� 6 �(��%�,"1�6�GH�
τ1, τ2, . . . , τt

�"3�,-�(' GH3��K��GH3�%#����'��+C;	��#�E��$�'
n
N A*3�����!#�(����'�!�6�8Y.���$�'��0��$���3�6�� =

���>.ML�6�'�& &���%�.<2)���
!���������6 �(��%�,"1�6�G ���

‖τj‖ = 1 + ij(t− 1),
2)�#�

ij ∈ N
6�'�!

j ∈ {1, . . . , t}.

� ���7!#���B)*'#L 3���% !���� �/% 1�.�.M���/��$�'
τ
&���%I. �

‖τ‖ =
∑

1≤j≤t

‖τij‖

=
∑

1≤j≤t

(
1 + ij(t− 1)

)

= t + (t− 1)
∑

1≤j≤t

ij

= 1 + (t− 1)

(
1 +

∑

1≤j≤t

ij

)

= 1 + i′(t− 1)
G ��.

i′ := 1 +
∑

1≤j≤t

ij
N

�*��� )*'�L(3���% !����C�/% 1�.�.M���*��$�'
τ
% 1�5�.:�������R3�%���$9��' !������U$���G

‖τ‖ = 1 + i′(t − 1)
GH�I.

i′ ∈ N3�6���!����#��8��('O ?6�'#! ��$�GH�I.7&���%�. 2)���
τ
�

‖τ‖ ≡ 1 mod (t− 1).

5 �]�n) �Pn��
=?>A@ � @ W��
���H� @ �H�

t � �JR @ �qP?R��AT �QlsT �M�
t ≥ 2

o ����	���� ���'� K��^D]�%�"P��gVD���gG ������V7W��sD|EHG �
� B�� @ ra�]VnI7G
	
B
� @ PS	zR����H� @

m
���CB�B
� @ r �$VnI-G
	�B
� @ �����'� @ �
��k �CN0�H� �

N
_

m = 1 + (t− 1)N
U��gV?�9�^G'� ����DyW��
��D*�

N =
m− 1

t− 1
.

egf�:gf.h+i�o
F��(!#�(� �B'�$�.M��' ����'����7�(� �/����.M����.��('

t
= '"1����('3� 3�6�G �(�;�F��$%�<$���% !����*��'�'�������'��B'�$�.��(';3�%��
3�6����;!����

�/%�1�.�.��(��!E,?������.�L�. &���'"3�6 �(��'��(' K	3�.��(�� PL(6 !��(G �(��'#�7� 3�'Y.M� � �K���0.M���(��.%bO' 6�� !����'B 6���L(��% ,?�����I.ML�.
8�����'���' K	3�.M���(N �+����)+'�L 3��#% !��(��� 3�'Y.��(' ��' ����'���G ���8�<�(�I.M�(�0.M��'

t
= '"1����(' � 3�6�G ���0. !���GH'"3����

&�%��(�����
(N + m)− 1

N
�:3�����!��(� ��'�'#�(���D�B'�$�.��(' ����'���� ���8�<�(��.��(�0.M�('

t
= '"1����(''�/3�6�G � &���'"3�6

t
� 	���'��<�"3�.  ����. !����	)*'�L(3���%

!����;� 3�'Y.��(' 3�'�!������(��������.M�E&�%��(�����
tN

N

tN = N + m− 1

⇐⇒ m = 1 + (t− 1)N.
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���
�� 	 � 
 �7� �X�����9�

��	�

�Lf���� h��5h���� �Pn � ��� f �Z� h+i � � e � #.% <����� � �>2 .M���0.�= � 3�6�G �sDD�$� ��� PSIK�AT T �M��B
� @ ������� �$D|EHGJI-KH� t B2I7�"K >A@C� �yB
� � ���
�'� @ �
�Qk �CN.�H�
�
v
����	�� _

f � @ { >A@ V��gDD�H��a � �XLnN��
v
V�� �
���'�gT�P 	wI����YB
�^D �'� ��	�U I��ATdD T ��� B
� @ a � @ V2� 	

v
K > G @ � > U
� @ BpI-D

I7T W��
���H�^D]�H� � 	����${*DSDD�H�gG �
�CB
��k ���CBQB.���gD*�^D�kB��N0�H� �$D
v
�

= N @ T
I 	Z_�[ �
�
τ

�
��� �K�yN @ B.�'���%� @ t ���eW�� @ V��
	M�%� @ PSIK�AT � [ � �
v

�
��� U
� 	����-U � ��� @ ���
� � @ � � k �CN0�H� �
LONT�

τ
�CB � GQ�

deg(v) > 0
�p[P�
�

pv
B
� @ � K�I*B�LnN��

v
V��dB��gT I7T W$� �M�H�^D]�%�
� 	����${*D DD�H�^G'�
�CB��
��P 	zIK���

�sT �'� ��	�UAI��AT T �M�cB
� @ a � @ V��
	
v
� B2I7D=��D]��B
� @ � K�I*B t B
� @ �
� ��D]�%�gG � t ���CB
�^T LON�� v

I��ADE���gG'� �CB
�sTdT � @ B
� @ I7T W��
���H�^D]�H� � 	����${*D�D]�H�^G'�
��B
�c[JNOG�� I 	�D � I*EHG$KZN�	 ��� @ ���eW�R7G�	M� W�� @ B �2[ �
� p′v

� ��� ��K�I�B
LONT�

v
V�� � ���'�^T U��
	����-U � ���
� PS	zI����jB
�gD#� �
��	�U I��ATdD"T �M�jB�� @ a � @ V2� 	

v
� i���	M��K >A@ I 	�	�� �����'� @ �

k �CN0�%�
�
v
���CB
K >A@ I 	�	9�SDFN�	�EHG � � K�I*B��

p′v

|pv| ≤ |p
′
v|,

D|N�G'� �s�P�
τ

� ��2 .�����.0= � 3�6�G �

egf2% f*8��`#&�10 o T �I.:!����(���(���+���"'��I.M��$�'D&�%��(�����J,-�(!#�(6#.��('�! &���%�.
2)���+3�%�%��C� '#$�.M��'
v
�(��'��(�:� �>2 .M����.�=

� 3�6#GH�����*����� 1�'�&�� !���� 8 �#��L(����.��('�B ��&��(�B��$�'
v
L(6 ����'���G �/%�3�.�.*!��(��6 �(��%�,"3�6�GH�

τv

 O!��������('
BR6���L��(%

v
����.  #����.
&�%��(�����

LBL(τv)
N

- N9�B�(G.� !�� �"'����(��.
��' ����� � �>2 .M����.�= � 1�6�G ����,-�(�7!����(���!� ��&��('������"3�2 .(N
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l4f #.�&4 egf*)af.h�+7,.�/#.�.0�f2� <=?>A@ U
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L(t,2t−1,...,1+t(t−1)) NpB�� @ L(t,...) U��gV��
��EHG��'���&B.��� ��� �����SB
� @ � �gKH�#��D]� � PSR��7T � t B�� @ � �dkB��N0�H� �
LnNOT i @ I*B

0 t t t 2t−1 t 3t−2 t �D�?� NpB�� @ 1+t(t−1)
D�����B � f I-D G �
�s�
� t K >7@$� �yB
� �
k �CN.�H�
� v� ���'�^D � �^KH�#�sDD� � PSI��ATdD τ ∈ L(t,2t−1,...,1+t(t−1)) ����	M� _

deg(v) ∈ {0, t, 2t− 1, 3t− 2, . . . , 1 + t(t− 1)}.

h��
L

(t,2t−1,...,1+t(t−1))
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N2B
� @
L

(t,...)
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U
�^V2� ��EHG
�'�T�1B.��� ���
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‖τ‖ ≡ 1 mod (t− 1).
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h(τ) = 1
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h(τ) = 2
N � ������.
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λN(N�N  6�'�!
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GH�I.
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N
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h(τ) > 2
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3�%���$ �(��'��B8 %��(��'��(��� C;	��#� ��3�,?��'D3�%��
τ
N
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τ
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λ

τ1 τ2

N(N(N
τλ ,
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λ ∈ {t, 2t − 1, . . . , 1 + t(t − 1)}
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�
���

λ
!"3����0.M��%�%���';3�%��

λ = 1 + µ(t− 1)
G ��.

µ ∈ {1, . . . , t}
N9� �#�
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i ∈ {1, . . . , λ}
&���%�. �

• τi ∈ L(t,2t−1,...,1+t(t−1))  

• h(τi) < h(τ)
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∑
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(1 + ki(t− 1))

= λ +
∑
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∑
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∑
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στ = τ (0), τ (1), . . . , τ (‖τ (0)‖),
6�'�!

`1, `2, . . . , `‖τ (0)‖

�������(' !����<�/%�1�.�.��(� ��$�'
τ (0) ��''� ��'�8 �0= -E����� .��0= 1B��!�' 6�'�&�N

�:3�'�';���0.

� �
(τ) :=

�

� �
(τ (0))

�

τi1

`i1 �

τi2
`i2

N(N(N �
τi

‖τ(0)‖

`i
‖τ(0)‖

.
�:3�,-�(� ���0.72)���

1 ≤ p ≤ ‖τ (0)‖

τip :=





`ip

� � (τ ′′)

243�%�%��
τ (ip) =

`ip

τ ′′

;

`ip

� � (τ ′′) � � (τ ′)

243�%�%��
τ (ip) =

`ip

τ ′ τ ′′

.
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� ��
�� � ��� �p�{� �<��

��� �/� 
7�7�
t > 2

�*��� )*,�,���%�!�6#'�&��(' ����6�'�! � �U�(�02)��%�%��(' !���� &��(�0.M�(%�%�.��('��"$���!#�(��6#'�&��(' 2)���
t = 2

N �+G !�������� )*,K=
,���%�!�6�'#&��(' 2)��� &���	�5��(����BR�(��.�� ��$�'

t
L�6 �(� �/����.��(��'O <�"3�%�.M��' �
��� L�6�'"1����#��.9!���� �<�(���('Y.M%���������'

� ��&���'�������3�2 .M��'D!����(�����7)*,�,#��%�!#6�'�&���' 2F����. �

•
�U3�%�%���!#�(���B'�$�.M�('#&��M3�! !���� BR6���L��(% !��(� 3�,�L�6�,���%�!���'�!��(' � 3�6�G �

τ ∈ L
(2,3)
m

&�%��������
t�43�%���$

2
!����0.  !"3�'�'9,#%��(��,#.	!����+�(����.M����,-�('#�:!����������<� 3�6�G �(�<,?���O!����/)+,�,���%�!�6�'�&���!���'Y.M�������

�����"3�%I.M��'P K6#'�!9!����+)*,�,#��%�!#6�'�& �
����!93�' !����;6 ����%�,�1�6�G �+G ��.<!��(' � 	���'���';!#�(�=BR6���L��(%O3�%��
6 �(��%�,"3�6#G = B 6���L(��%�� �<�(�I.M����&���&��(,-�('X��N

•
�U3�%�%��	!��(�$�B'�$�.M�('#&��M3�!9!#�(� BR6���L��(%O��$�'

τ
6�'�&�%��(�����

t
���0.  K!"3�'�'9G 6#5 !����:$�,?������.���� ,?��'��

� 6�GH&��(,"3�6K. ���<�(��!��('ON-)+%��;4O����%��0.M��6#8 .�6��7,-�('>	�.���&���'(�
���7�(��'��(';�(� �/����.��(��.��('
t
=�'"1����(' �4�����(�

,���'"1����('�! � 3�6�G GH�I.
deg(r(τ))

�/% 1 .�.M����' �F�������:3�%���$
3
!>N �*�������.�J.���6�8Y.M6#�:!"3��02�,�'[���.)+!����

� ��2 .����0.�= � ��&��('������"3�2 . �"3�,-�('O !���'�' !"3�'�' �$����!��(' 3�'�!������2�/1�6�G �H3�6#27!"3���&�%����������.�/��%�!
3�,#&��(,���%�!��>. �<�(��!#�('PN
�:3�� ����8J6#�����I��&���,���%�!���.����/��%�!H!��(� 6 �(��%�,"3�6�GH�

τ1

 ���
(τ1)

�
����!9&Y3�'�L+���(���Y.��E��'�!����*$�,-�(����.M�
� ,-�('�� !#�(���/��%�!�,�3�6�G �(� ���(��'�&����"1�'�&�.��8bU!���� �/��%�!����+!#�(�:3�'�!��(���('"6 �(��%�,"1�6#GH�� ���

(τ2)
6�'#!

���
(τ3)

 �<�(��!��(';��$�' ���(���Y.��+'"3���� %���'�8 �
3�' !���� .����>2F�(����' �/% 1�.�.M���K���(��'�&����"1�'�&�.�� N

•
�+���:)+,�,���%�!�6�'�& � ��2)�����0.7!����+��'��J�������I.�.;�F)kga!<!#�(� )+,�,���%�!�6�'�& ��� !�6�������&���2)�#����.��!�EGH$���!K=
' 6�'�& !���� 6 �(��%�,"1�6�GH�*��GG�J�������I.�. � � V !> &B%�������� 6�'�&7� XKNIQ !/L�6�������8UN
�*���

L
= �+�(8�$�G
�-$����I.M��$�' !����73�,�L�6�,���%�!���'�!��('2� 3�6�G �/�0.M�(%�%�.<!"3�,-�(�?�������#�(�( K!"3�5��(��'H2)���/!����>=

���('7�J�������I.�. 3�'#�/��'�!�,"3����<�K�I.M6"3 .M��$�' ��$���%�����&�.  !ON��PN !"3�5E!����	��'Y.M��.��(����'�!���'.6 �(��%�,"1�6�GH�
τ (i)  

1 ≤ i ≤ ‖τ (0)‖
 "!#�(� �"$���G ����'#!P �!"3�5 G ��'�!#�(��.��('��
����'��K$���' !����$BR6���L(�(% ����' �/% 3 .�.7����. N

•
�U3�%�%��<!����:,-�(�O!��(�7)+' �<�('#!�6�'�&H!��(�7)+,�,���%�!�6�'�&�� �J3�6���L�6#2)�������('�!��

L
= �*��8�$�G.�-$����I.M��$�'93�%��

� ��&��(,�'����+2)���
τ (0) ����'���'"� ��'K= �B'�$�.M��'K= �/3�6�G %�����2F����.  >�<�(��% 3�%�%��C�B'�$�.��('A!#�(�:3�,�L(6�,#��%�!#�('K=

!���'D���8�<�(��.��(�0.M�('
t
=�'"1����(' �4�����(���-,#��'"1����('�!<� 3�6�GH�
G ��.

1
GH3���8 ������.<�
6���!��('O ?��$ G 6�5 !����

&����M3�G�.M� � 3�6�G 3�%��
τ (1) ,?�>.M��3����Y.M��.D�/����!���'PN �:3�'�'H8�3�'�'HG ��.�!#�(G L �<�(�I.M��' 6 �(��%"!#�(�	)*,K=

,���%�!�6#'�& � � 2F$���.�&���243�������' �/����!���'P �!���'�'�G ��'�!#�(��.��('��/�(��'2�K$���' !��(�=BR6���L(�(%?���0./����'(�/%�3�.�.( 
6�'#! ����'��B!����
��G L �/����.��('�6 �(��%P!����E)+,�,���%�!�6�'#& � �J3�'�&��(&��(,-�('���'�-
�(&���%�' ���0.E3�'#�/��'�!�,"3���N

egf.h+i%k]h4f.l �Pn+m�o �K��� !��(�
�(� �/����.��(��.�� ,���'"1������ 3�6#G
τ
&��(&���,?��' !#6������

τ = .

�*6#����� !����9TD3���8 ���(��6#'�&���2F6#'�8Y.M��$�'
ξ
!����

L
= �*��8�$�G.�?$�����.���$�' �/����!���' 2F$�%�&���'�!��(�B'�$�.��('K=

GH3���8 ���(��6#'�&��('9���(��&��(,-�(' �

1

1

1 1

1
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�/��� !��(� �/����������' 6�'�&�!����
L
= �*��8�$�G.�?$�����.���$�' ��' .���.��(�Y.:3�%��

τ (0) !����;� ��'K= �B'�$�.��('K= � 3�6�G; 

στ =
(
τ (0), τ (1)

)

=

(
,

)
,

6�'#! !����;6 �(��%�,"3�6�G
τ (1) 8 3�'�';' 6�' G ��.ECE��%I2F�:!��(�
)+,�,���%�!�6�'�&���.�3�,?��%�%��+��$�' � �#3�,�&��(,#��%�!#��.

�<�(��!��(' �

τ (1) = =⇒ τ1 = .

•
��G L �<�(�I.M�('�6 �(��%O!���� )*,�,#��%�!#6�'�& � �  �<�('�';!����:6 ����%�,�1�6�G �

τ (ip) 3�6K2 !#��� ��� �/����%���&��(' �/��%�!K=
�J.���6�8Y.�6�����'

τip

3�,�&��(,#��%�!#��.��/����!���'P ��'�!���. �(��'��2�U3�%�%�6�'Y.M�����������(��!�6�'�& ��.�3 .�. N �K�������(�����0.  
!"3�5B!����=BR6���L(�(%#!��(�*6 �(��%�,"3�6#GH�

τ (ip) GH��'�!�����.M��'�� �(��'��('.�J$���' �"3�.( �!���� �(��'��<% 3�.�. ���0. N �*���
�E' .��(������������!�6�'#& ��6����Y. '"3���� !���G ����'���&��(' �<% 3�.�. 3�%�� !�������8 .��(' A+3����#2F$�%�&��(��!��(�CB 6#��L(��%  
!"3��+3�G �<�(��.��(�0.M�(';%���'�8 �7��.��(�Y. N �:3��E��' !��(�$�/��!���'#&�6�'�& � � ��%���L���.7!"3���&�����.M��%�%I.M���/%�3�.�.X�4!"3��
����'(�B��'#! ��$�'

`ip

���0.8!n� �/3�'�!�����. �*��'�!��('96#' .��(�����������(!���'��('�� 1�%�%��(' ��$�'9%���'�8 �/'�3���� ���(���Y.��
!�6#�����PN �*����6 ����%�,�1�6�G �

τ ′′  τ ′′′  τ 4′  N�N(NE8 	�'#' .��('D3�6��
' 6��
�(��'#�(G �B'�$�.M�(';,-�(��.��(����'PN
� ��� !���� )*,�,#��%�!#6�'�&��0��$�������������2 . 2)��� &���	�5��(���

t
��$�%�%���' !#���(��� � ��&��('������"3�2 .��(' ��' �('Y.M�8�����������('�!#�(�

�"$���G ,?����,-�(�"3�%�.M��'(�/����!���'PN

H���.��
�����n�"!'%�ce:$:��b#)9�*,!'-B>S�X5,<�>4_M`,<q�&Q=(1QUN$<
t = 3

� ���
t = 3

,-��.��M3����Y.��('��
��� )+,�,���%�!�6�'�&��(' L �
�������#�(' !��(' �(� �/����.��(��.��('
3
= '"1����(' � 1�6�G �(' G ��.

m
�<% 1�.�.M�(��' �(��'#�(�����(�I.M�76�'�!3� ��2 .�����.0=

3, 5, 7
= � 1�6�G �(';3�'#!��(���(�����(�I.M�(N

�
LE(3) ! �*����6 ��3�'��02F$���GH3�.M��$�'

LE(3) : L
(3,5,7)
m → E

(3)
m

�

�*��� T ��'�&�� !����B�(��%�3�6�,#.��('��B'�$�.��('�&��M3�!�� !��(��� ��2 .����0.�= �/1�6�G � ���0.:��' !��������(G �U3�%�% &�%��(�����

{0, 3, 5, 7}
N � ��� ����!��(' !����(�������B'�$�.M��'�&���3�!�� ,-�('>	�.���&���'��
���B����'��7-
�(&��(% L�6�� ���(8 6������I���('

�*� �"'��I.M��$�' �(��'#�(��)+,�,���%�!�6�'�&
LE(3) : L

(3,5,7)
m → E

(3)
m
N<�+'Y.��(���/����,-�(�"3�%I.M6�'#& !��(�9$�,?��'

L�6��M3�G G �('�&�����.��(%�%I.M��''� ��&���'�������3�2 .M��' 8 	�'�'#�('7�
��� !����<)*,�,#��%�!#6�'�&���'�2)���
t = 3

!����"'#���(���(' �

�
LE

(3)
0

!
LE(3)( ) :=

b

�
LE

(3)
3

!
LE(3)

(
τ1 τ2 τ3

)
:=

LE(3)(τ1) LE(3)(τ2) LE(3)(τ3)

b
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�
LE

(3)
5

!
LE(3)

(
τ1 τ2 τ3 τ4 τ5

)
���

LE(3)(τ4) LE(3)(τ3) LE(3)(τ2)

LE(3)(τ1) LE(3)(τ5)

b

�
LE

(3)
7

!
LE(3)

(
τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7

)
:=

LE(3)(τ7) LE(3)(τ6) LE(3)(τ5) LE(3)(τ4) LE(3)(τ3) LE(3)(τ2)

LE(3)(τ1)

N

�
EL(3) ! �*����6 ��3�'��02F$���GH3�.M��$�'

EL(3) : E
(3)
m → L

(3,5,7)
m

�

4O6�� �*���"'#��.M��$�'9�(��'��(�/)*,�,���%�!�6#'�&
EL(3) : E

(3)
m → L

(3,5,7)
m

G �������('��
���/L�6�'"1����#��.+!��('9��$�'
- N � ��G
�;!�� �"'�������.��('"�/��&���� / !��(�

L
= �*��8�$�G.�-$����I.M��$�' � �K&�% N �*�>2 NOXJN�Q !7��$H�(� �/����.M����'P -!"3�5

����3�6�����3�6#2O���8�<�(�I.M�(�0.M��g = '"1����$� 1�6�G �
3�'#�/��'�!�,"3��<����.�6�'�! !"3�� &�%��(�������$� ��&���,�'����	%����>2F�(��.(N

�Lf���� hz� h���� � n�� �
L � �Lf �J��% k �
i h��5h���� ���.8�f28n:�f�hz�5f*8n�5f � � �1!$8 f e"! #.% f$<� � B
�gT k �CN0�%�
�

x
� ���'�^D � @ W��
���H� @ �H� � u � �JR @ �
� PSI��7TxD τ ∈ E(3) t ‖τ‖ > 1 t W�� @ B �
���'�

� I @ {.�9� @ �����
ξ(x)

V��2���yN @ B.�'�T��� P �������
� �jB2I$U
� �.I � B
� @ a � @ V��
	
r
B
�^D�PSI��ATdD

τ
�

��� = I 	�	sD 3�%�%�� !������ [ !OG
�'�~LnN��
r
���
�'� @ � k �CN0�%�
�dD�����B t D*�T��V2� ξ(r) := 0

�2DFN��$D]�
ξ(r) := 1

�

h�� = I 	�	sD"B
� @ � IK�H� @ �
���'�gD k �CN0�%�
�$D
x 6= r

B.��� � I @ {.�9� @ �����
0
U��gD��M��V�� � �CB 3�%�%��H!#���(�

[ !nG
�'��LON��
x
���
�'� @ �ck �CN0�%�
��D�����B t D*�T��V2� ξ(x) := 0

�JDFN��$DD�
ξ(x) := 1

�

P �^V2� ��EHG
�'� �'� �mB
�
� � @ W��
���H� @ �H� �mu � �JR @ �
�(PSI��AT T �M�vB
� @ a � @ V2� 	
r t B�� @ IK�AD τ

�
� ��DD�H�^G'� t���CB
�gT I 	�	9��kB��N0�H� � �
� ��K�� @ � ��W$� @ B
� � t B
� @ �
� � I��%� @ T �M�
1
T
I @ {.��� @ �:�sDD� t I 	sD τ (0) �/[ � �9� �

`1, `2, . . . , `‖τ (0)‖

B.��� P 	wR����%� @ LON��
τ (0) ��� �Q���${*D � 	 �yEHG ��D � � @ B.� ����� ��W�� @ U��gV��
��EHG��'�
� B
� �

� @ W��
�M�%� @ �H�
�Mu � �JR @ � �mP?I��AT T �M� B
� @ a � @ V��
	
`i
I 	sD

τ (i) t K >A@ 1 ≤ i ≤ ‖τ (0)‖
�

f ���
L
= �*�(8�$�G.�?$�����.���$�' B
�^D�PSI��ATdD

τ
U
�^D]�H�^G �SBpI2�
� I��AD�B
� @�= N�	 ���

στ := τ (0), τ (1), τ (2), . . . , τ (‖τ (0)‖).
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�*���B)*,�,#��%�!#6�'�&
EL(3) : E

(3)
m → L

(3,5,7)
m

8 3�'�' ����.�L�.E,-�(�����#������,?��'3�<�(��!��(' �

�
EL

(3)
m=1

!
EL(3)( ) :=

b

�
EL

(3)
m>1

! �*�(� � 3�6#G
τ ∈ E

(3)
m

�"3�,-�B!����
L
= �+�(8�$�G
�-$����I.M��$�'

στ = τ (0), τ (1), . . . , τ (‖τ (0)‖),

6�'�!
`1, `2, . . . , `‖τ (0)‖

�������(' !����<�/%�1�.�.��(� ��$�'
τ (0) ��''� ��'�8 �0= -E����� .��0= 1B��!�' 6�'�&�N

�:3�'�';���0.

EL(3)(τ) :=

�

EL(3)(τ (0))
�

τi1

`i1 �

τi2
`i2

N(N�N
�

τi
‖τ(0)‖

`i
‖τ(0)‖

.

�:3�,-�(� ���0.72)���
1 ≤ p ≤ ‖τ (0)‖

τip :=





`ip

EL(3)(τ ′′) EL(3)(τ ′′′)

243�%�%��
τ (ip) =

`ip

τ ′′ τ ′′′

;

`ip

EL(3)(τ ′′) EL(3)(τ ′′′) EL(3)(τ4′) EL(3)(τ5′)

243�%�%��
τ (ip) =

`ip

τ4′ τ ′′′ τ ′′

τ5′ ;

`ip

EL(3)(τ ′′) EL(3)(τ ′′′) EL(3)(τ4′) EL(3)(τ5′) EL(3)(τ6′) EL(3)(τ7′)

243�%�%��
τ (ip) =

`ip

τ7′ τ6′ τ5′ τ4′ τ ′′′ τ ′′

.
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H���.���./���n�"!'%�ce:$:��b#)9�*,!'-B>S�X5,<�>4_M`,<q�&Q=(1QUN$<
t = 4

� ���
t = 4

,?�>.M�M3���� .��(' �
����' 6�' )*,�,#��%�!#6�'�&���' L �
����������' !#�(' �(� �/����.��(��.��('
4
= '"1����('�� 1�6�GH��'

G ��.
m

�/% 1�.�.M����'9�(��'��(��������.M�
6�'#!�� ��2 .����0.�=
4, 7, 10, 13

= � 1�6�GH��';3�'�!������(��������.M��N

�
LE(4) ! �*����6 ��3�'��02F$���GH3�.M��$�'

LE(4) : L
(4,7,10,13)
m → E

(3)
m

�

�*��� T ��'�&�� !����B�(��%�3�6�,#.��('��B'�$�.��('�&��M3�!�� !��(��� ��2 .����0.�= �/1�6�G � ���0.:��' !��������(G �U3�%�% &�%��(�����

{0, 4, 7, 10, 13}
N � ��������!��(' !����(�������B'�$�.��('�&���3�!�� ,-�(' 	�.M��&��('��
���*����'��7-
�(&��(% L�6��:���(8 6��0=

��������'"�*� �"'���.���$�';�(��'��(�E)*,#,���%�!�6�'�&
LE(4) : L

(4,7,10,13)
m → E

(4)
m
N �E' .��(�:�/�(��,?���"3�%�.�6�'�& !��(�

$�,-�(' L(6���3�G GH��'�&��(�0.M��%�%�.��('3� ��&���'������"3 2 .M�(' 8 	�'#'��('��
���
!���� )*,#,���%�!�6�'�&���';2)�#�
t = 4

!�� =
�"'#���(���(' �

�
LE

(4)
0

!
LE(4)( ) :=

b

�
LE

(4)
4

!
LE(4)

(
τ1 τ2 τ3 τ4

)
:=

LE(4)(τ1) LE(4)(τ2) LE(4)(τ3) LE(4)(τ4)

b

�
LE

(4)
7

!
LE(4)

( 7

τ1

N�N(N
τ7

)
:=

4

LE(4)(τ5)

N�N(N

LE(4)(τ2)

LE(4)(τ1) LE(4)(τ7) LE(4)(τ6)

b

�
LE

(4)
10

!
LE(4)

( 10

τ1

N�N(N
τ10

)
:=

4

LE(4)(τ9)

N�N(N

LE(4)(τ6)

4

LE(4)(τ5)

N�N(N

LE(4)(τ2)

LE(4)(τ1) LE(4)(τ10)

b

�
LE

(4)
13

!
LE(4)

( 13

τ1

N�N(N
τ13

)
:=

4

LE(4)(τ13)

N�N(N

LE(4)(τ10)

4

LE(4)(τ9)

N(N�N

LE(4)(τ6)

4

LE(4)(τ5)

N(N�N

LE(4)(τ2)

LE(4)(τ1)

N
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�
EL(4) ! �*����6 ��3�'��02F$���GH3�.M��$�'

EL(4) : E
(3)
m → L

(4,7,10,13)
m

�

4O6��
�*� �"'���.���$�' �(��'#�(� )*,�,���%�!�6#'�&
EL(4) : E

(4)
m → L

(4,7,10,13)
m

G'�������(' �
���
�
���(!���� !���'
�/��&���� / !����

L
= �*�(8�$�G
�-$�����.M��$�' �F�J&�% N<�*�>2 NEXKN�Q5!9���8�<�(�I.M�(��'P 7��$ !"3�5 ��� ���>.ML>.D3�6���� 3�6K2

���8�<�(��.��(�0.M�
4
= '"1������/1�6�G ��3�' �<�('#!�,"3��E���0.
6�'�!��
���(!#�(�7!"3��
&�%��(��������� ��&���,�'����
%�����2F����.(N

�Lf���� hz� h���� � n�� �
L � �Lf �J��% k �
i h��5h���� ���.8�f28n:�f�hz�5f*8n�5f � � �1!$8 f e"! #.% f$<� � B
�gT k �CN0�%�
�

x
� ���'�^D � @ W��
���H� @ �H� � } � �JR @ �
� PSI��7TxD τ ∈ E(4) t ‖τ‖ > 1 t W�� @ B �
���'�

� I @ {.�9� @ �����
ξ(x)

V��2���yN @ B.�'�T��� P �������
� �jB2I$U
� �.I � B
� @ a � @ V��
	
r
B
�^D�PSI��ATdD

τ
�

��� = I 	�	sD I2	�	9� �J���(� [ !OG��'��LnN��
r
���
�'� @ �Yk �CN0�%�
�dD�����B t D*�T��V�� ξ(r) := 0

�2DFN��$D]�
ξ(r) := 1

�

h�� = I 	�	sD"B
� @ � IK�H� @ �
��� �gDbk �CN0�%�
�$D
x 6= r

B.��� � I @ {.�9� @ �����
0
U��gD��M��V�� ���CB I2	�	9� �J���(�

[ !nG
�'��LON��
x
���
�'� @ �ck �CN0�%�
��D�����B t D*�T��V2� ξ(x) := 0

�JDFN��$DD�
ξ(x) := 1

�

P �^V2� ��EHG
�'� �'� �mB
�
� � @ W��
���H� @ �H� � } � �JR @ �
�(PSI��AT T �M�vB
� @ a � @ V2� 	
r t B�� @ IK�AD τ

�
� ��DD�H�^G'� t���CB
�gT I 	�	9��kB��N0�H� � �
� ��K�� @ � ��W$� @ B
� � t B
� @ �
� � I��%� @ T �M�
1
T
I @ {.��� @ �:�sDD� t I 	sD τ (0) �/[ � �9� �

`1, `2, . . . , `‖τ (0)‖

B.��� P 	wR����%� @ LON��
τ (0) ��� �Q���${*D � 	 �yEHG ��D � � @ B.� ����� ��W�� @ U��gV��
��EHG��'�
� B
� �

� @ W��
�M�%� @ �H�
� } � �JR @ � �mP?I��AT T �M� B
� @ a � @ V��
	
`i
I 	sD

τ (i) t K >A@ 1 ≤ i ≤ ‖τ (0)‖
�

f ���
L
= �*�(8�$�G.�?$�����.���$�' B
�^D�PSI��ATdD

τ
U
�^D]�H�^G �SBpI2�
� I��AD�B
� @�= N�	 ���

στ := τ (0), τ (1), τ (2), . . . , τ (‖τ (0)‖).

�*���<)+,�,���%�!�6�'#&
EL(4) : E

(4)
m → L

(4,7,10,13)
m

8 3�'�'�!"3�'�'C�
����!��(� 1���'�%��������
���	,?�����(�I.M� ��$������(�
,-�(�����������(,-�('3�<�(��!��(' �

�
EL

(4)
m=1

!
EL(4)( ) :=

b

�
EL

(4)
m>1

! �*�(� � 3�6#G
τ ∈ E

(4)
m

�"3�,-�B!����
L
= �+�(8�$�G
�-$����I.M��$�'

στ = τ (0), τ (1), . . . , τ (‖τ (0)‖),

6�'�!
`1, `2, . . . , `‖τ (0)‖

�������(' !����<�/%�1�.�.��(� ��$�'
τ (0) ��''� ��'�8 �0= -E����� .��0= 1B��!�' 6�'�&�N

�:3�'�';���0.

EL(4)(τ) :=

�

EL(4)(τ (0))
�

τi1

`i1 �

τi2
`i2

N(N�N
�

τi
‖τ(0)‖

`i
‖τ(0)‖

.
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�:3�,-�(� ���0.72)���
1 ≤ p ≤ ‖τ (0)‖

τip :=





`ip

EL(4)(τ ′′) EL(4)(τ ′′′) EL(4)(τ4′)

243�%�%��
τ (ip) =

`ip

τ ′′ τ ′′′ τ4′

;

7
`ip

EL(4)(τ ′′)

N(N�N

EL(4)(τ7′)

243�%�%��
τ (ip) =

`ip

τ5′ τ4′ τ ′′′ τ ′′

τ7′ τ6′
;

10
`ip

EL(4)(τ ′′)

N(N�N

EL(4)(τ10′)

243�%�%��
τ (ip) =

`ip

4

τ9′

N(N(N

τ6′

4

τ5′

N(N�N

τ ′′

τ10′
;

13
`ip

EL(4)(τ ′′)

N(N�N

EL(4)(τ13′)

243�%�%��
τ (ip) =

`ip

4

τ13′

N(N�N

τ10′

4

τ9′

N�N(N

τ6′

4

τ5′

N�N(N

τ ′′

.

�/��� ,-�(��!��('��/�(���������(%���'P U��$%�<$���% 2)���
t = 3

3�%��+3�6����D2)���
t = 4

 U8 3�'�'A,-�($�,�3����Y.M��.;�/����!���'P �
���
!���� )*,#,���%�!�6�'�&A!#�(�

τ (ip) 3�6#2
!���� τip

,-�(�<!��(� )+,�,���%�!�6�'�&
EL(i)  i ∈ {3, 4}

 !����(-
�(&���%�' !#�(�
��� �<�(��%���&��('9)+,�,���%�!�6�'�&�������&��(% 3�6��
!��(�
)*,#,���%�!�6�'�&��0��$�������������2 .72)���

LE(i) �
��!������8������&��(%I. N

� ����� � �4��� � �	�p� ��� � ��� � �{�7� 
*� � �<�d� ��� �4� �B

��� �/�

�:3��dK�$���&��(����'P ?!�3��*��'D!���'D��$���3�'�&���&Y3�'�&��('���'"�/�(���������(%��(' 2)�#�
t = 3

6�'�!
t = 4

!��(G $�'��0.M�����(�0.
�<$���!���'D����.  #��$�%�% ����.�L�.
2)���
3�%�%�&���GH����'����

t
!#6�������&���2)�����0.;�<�(��!��('ON

��G 3�%�%�&���GH����'���'�,-�(���I.ML��(';!����B,-��.��M3����Y.M�>.M��'�� ��2 .�����.0= � 1�6�GH�B!#���B�(��% 3�6#,#.M��'3�B'�$�.M�('#&��M3�!#�

{0, t, 2t− 1, 3t− 2, . . . , 1 + t(t− 1)}.

B ��� ,-��.M��3����Y.M��' ����.�L�.93�%���$ )*,#,���%�!�6�'�&���' L �
�������#�(' !���' �(� �/����.M����.��('
t
= '"1�����'�� 1�6#GH��' G ��.

m
�<% 1�.�.M�(��' �(��'#�(�����(�I.M�76�'�!3� ��2 .�����.0=

t, 2t− 1, 3t− 2, . . . , 1 + t(t− 1)
= � 1�6�GH��';3�'�!������(��������.M��N

g�W
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H���I��
����cl#"#&-B%BW@%7�"!'%G01%R2 !,�&(4�[56!�9,%7<�ce:$:��b#)9�*,!'-
LE

� ���
3�%�%��*��G 3�%�%�&��(G �(��'��('(�U3�%�%?����%�3�6�,#.��('3� '#$�.M��'�&��M3�!��B!��(�
,-��.��M3����Y.M�>.M��' T ��'�&�� !��(�$� �>2 .M���0.�=
� 1�6#GH��G �������(' -E��&��(%�' 2)��� !���������8J6#�����I� 3�'#L(6#�/��'�!���'�!��D)+,�,���%�!�6�'#&

LE
!�� �"'����(��.7�<�(��!��('ON

�/��� !��(� �+'Y.��(���������(��!�6�'�&H'"3����;!��(GG& ��3�! !��(�<BR6���L��(% !����+3�,�L(6�,#��%�!#�('�!���'��/3�6�G �
τ ∈ L

(t,...)
m8 	�'�'��('��
���/!"3�,-�(�P!������ 1�%�%��EL(6���3�GHG �('K243������('P ",-�(�P!#�('���' !�����6 �(��%�,"1�6�G �*,-�(�O!��(�7)+,�,���%�!�6�'�&

��6#GH&���$���!#'���.����<�(��!#�('DG �������('P -3�%���$ !������ 1�%�%��
deg(r(τ)) = 1 + i(t− 1)

2)���
i > 1

N

egf2% f*8��`#&�10 oO��' !#���(���('�� 1�%�%���'�������������,-�(' �
��� !#�('.&B�M3�!�!��(� B 6���L(��%#'������ . GH����� ��' !#�(� �"$���G

1 + i(t − 1)
 ��$�'�!�����' 3�%��

kt + j
 !"3D6�'#� !"3�!�6#����� !����2�*6�������' 6�G �(�����(��6�'�& !����'6 ����%�,"1�6�G �

��. �/3��E%��������Y.M��� 241�%�%I. N
� ���

deg(r(τ)) = 1 + i(t− 1)
%����>2F�(��./!����+)*,�,#��%�!#6�'�&

LE k = i− 1
6 ����%�,�1�6�G �+G ��.

t
�<�(�I.M�����('

6 �(��%�,"1�6�G �('O "!���� %���'�8 �7��$�'
LE(τ1)

3�6#2 !��(�*VKN � ,?��'���!#�(�*��'Y.M��.��(����'�!���'d� �/��%�!K= � 3�6�G �(�y�B����'K=
&���,"3�6#.��<�(��!��('=b 3�6#2�!���� Q�N � ,?��'�� �<�(��!#�(' !"3�'�' '#$K���

j
6 �(��%�,"1�6�G ���4�(��'������#%�����5�%������

LE(τ1)
!

�(��'�&��>2)��&�. N
� ���

i
&���%�.7��'9!���������'�� 1�%�%���'

2 ≤ i ≤ t
 "6�'�!;��$�G ��.7����.

1 + i(t− 1) = it− i + 1

= (i− 1)︸ ︷︷ ︸
=:k

t + t− i + 1︸ ︷︷ ︸
=:j

= kt + j.

)*';!����(�����;�J.M��%�%��*%��(�I.M��'��
���7!����BL�6�% 1�������&��('(BR�(�0.M�B2)���
j
3�6#�E!#�('3�/�(�������M1�'#8J6#'�&��(' 2)���

i
���(���

2 ≤ i ≤ t

−t ≤ −i ≤ −2
t− t + 1 ≤ t− i + 1 ≤ t− 2 + 1
1 ≤ j ≤ t− 1.

� ���
k
&���%�.

1 ≤ k + 1 ≤ t ⇐⇒ 0 ≤ k ≤ t− 1
N �K$�G ��. �"3�.E!�����BR6���L(�(% !����+��'Y.M��.��(����'�!���'

� �<��%�!J= � 3�6#GH�����*!"3�'�'

k + j = (i− 1) + (t− i + 1) = t

�B��'�!#�(�(N

g#Q
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�"$���G 6�%����(����'2�
���73�%���$ ' 6�';!����C-
�(&���%�'92)���7!����B)*,�,#��%�!#6�'�&
LE

N

�
LE0

!
LE( ) :=

b

�
LEt

!
LE

( t

τ1

N�N(N
τt

)
:=

t

LE(τ1)

N�N(N

LE(τt)

b

�
LEkt+j

! � ���
deg(r(τ)) = kt + j > t

 "!"3��E�#�(��5�.
GH�I.
1 ≤ k ≤ t− 1

6�'�!
j = t− k

 
!�����'��������('��
���7!#���:2F$�%�&��('�!#�(' -E��&��(%�' �

LE

( kt+j

τ1

N�N(N
τkt+j

)
:=

k t
j

t

1

LE(τkt+1)

�����

LE(τ(k−1)t+2)

����� t

µ

LE(τ(k−µ+1)t+1)

�����

LE(τ(k−µ)t+2)

����� t

k

LE(τt+1)

�����

LE(τ2)

LE(τ1) LE(τkt+j)

�����

LE(τkt+2)

.

)*6K2 !���� 6 ����%�,"1�6�G �
τ1
 
τ2
 +N�N(N( 

τkt+j
�
����! ���(8 6������I� !����

LE
=�)+,�,���%�!�6�'#& 3�'#&�� �<�('�!#��. N �*���

�('Y.���.M�����('#!��('(6 �(��%�,"1�6#GH�
LE(τ1)

,����
LE(τkt+j)

�<�(��!��(' 'J6#' ��' !����
&��(L��(��&�.M�;�J.M��6�8Y.M6�� ������'�&��>=
�"1�'#&�. ��N �*3�,?���O,-�(&���'�'Y.

LE(τ1)
3�G �B��'#! G ��.DA+6�G G �(�

k +1
��'�!���� � ��'�8 � = -
�(���Y.M� = 1:��!�' 6�'#&� 

!"3�'�3���� �
����! !��(�!-
�(���#� '"3����R��$�' ���(���Y.M� '"3����R%���'�8 � 3�6#2F&��>2)��%�%I. N��+�(�C6 ����%�,�3�6�G AE6�G GH���
k��'

LE(τ)
,?����'��"3�%�.M�>.2� ��$�'D���(���Y.��B'"3���� %���'�8 ��!
3�%���$ !���� 6 �(��%��

LE(τ2)
 
LE(τ3)

 N(N(N� 
LE(τt+1)

b
6 �(��%�,"3�6�G A+6�G G �(�

k−1
,?����'��"3�%�.M�>. !����<6 ����%��

LE(τt+2)
,����

LE(τ2t+1)
b 6 �(��%�,"3�6#G AE6�GHG �(�

1,-�(��'#�"3�%�.���.E!����!6 �(��%��
LE(τ(k−1)t+2)

,����
LE(τkt+1)

 ��� �/����%��
��$�'A������� .��:'"3����D%���'#8J��N")*%�%�&���GH����'
�<�(��!#�('D!#����6 �(��%��

LE(τ(k−µ)t+2)
,����

LE(τ(k−µ+1)t+1)
2)���

1 ≤ µ ≤ k
��$�';������� .��
'"3����;%���'#8J�/��'

!���'26 ����%�,"3�6�G AE6�G GH���
µ
��$�'

LE(τ)
�(��'�&���,"3�6#.(N � ,�����&�,#%��(��,?��'HL�6�'"1����#��.7!����

t−k− 1
6 �(��% =

,"1�6#GH�
LE(τkt+2)

,����
LE(τkt+j)

N=�*���������<�(��!��(' ��$�' ���(���Y.��9'"3���� %���'�8 ��3�%�� !����
t − k − 16 �(��%�,"1�6�G �*��$�'

LE(τ)
GH�I. !���'�A+6#GHG �(��'

k + 1
,����

t
�(��'�&��(��1�'�&�.(N
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H���I���./��cl#"#&-B%BW@%7�"!'%G01%R2 !,�&(4�[56!�9,%7<�ce:$:��b#)9�*,!'-
EL

4O6��C�*� �"'���.���$�' !���� )*,#,���%�!�6�'�&
EL: E

(t)
m → L

(t,2t−1,...,1+t(t−1))
m

G'�#������'��
��� !���' �/��&���� / !��(�

L
= �*��8�$�G.�-$����I.M��$�'�����.ML>.+3�6#2 3�%�%�&��(G �(��'��(�

t
���8�<�(��.��(��' �

�Lf���� h��5h���� �Pn � �
L � �Lf ����% k �
i hz� h���� � �.8�f*8n:gf.hz�5f*8n�5f

t � �.!]80f e"! #&% f <� �yB��gT k �CN0�H� �
x
� ���'�^D:� @ W$� �M�%� @ �%�
�

t � �JR @ �
�"P?I��ATdD τ ∈ E(t) t ‖τ‖ > 1 t W�� @ B=� ���'� � I @ {0��� @ �����
ξ(x)

V��2���yN @ B.�'�T���JP � �����
�'��B2I$U
� �.I �XB
� @ a � @ V��
	
r
B
�^D~P?I��ATdD

τ
�

��� = I 	�	sD 3�%�%�� [ !OG
� �bLnN��
r
���
�'� @ �ck �CN0�%�
��D����CB t D*�T��V�� ξ(r) := 0

� D|N��$DD�
ξ(r) := 1

�

h�� = I 	�	sDSB
� @ � IK�H� @ �
��� �gD k �CN0�%�
�$D
x 6= r

B.�9��� I @ {.��� @ � ���
0
U
�^D�����V�� ���CB 3�%�%�� [ !OG
�'� LON��

x���
�'� @ �~kB��N0�H� ��D����CB t D*����V2� ξ(x) := 0
�JDFN��$D]�

ξ(x) := 1
�

P �^V2�
��EHG
�'� � ���QB��
� � @ W��
���H� @ �H� �
t � �JR @ � �
P?I��AT T �M�`B
� @ a � @ V��
	

r t B
� @ I��7D τ � �'��D]�%�gG � t ����B
�gTI 	�	9�&k �CN0�%�
� � � ��K�� @ � �vW$� @ B
� � t B
� @ �
� � I��%� @ T ���
1
T
I @ {0��� @ � ��D]� t I 	sD τ (0) �-[ � �9�
� `1, `2, . . . , `‖τ (0)‖B.��� P 	wR����%� @ LONT�

τ (0) ��� �Q���${*D � 	 �yEHG ��D � � @ B.� ����� ��W�� @ U
�^V2� ��EHG
�'� � B
�
� � @ W��
���H� @ �H� �
t � � R @ � �PSI��7T T ��� B
� @ a � @ V2�
	

`i
I 	�D

τ (i) t K >7@ 1 ≤ i ≤ ‖τ (0)‖
�

f ���
L
= �*�(8�$�G
�-$�����.M��$�' B
�^D~PSIK�ATxD

τ
U��gDD�H�^G'�?BpI ���mIK�AD�B
� @�= N�	��K�

στ := τ (0), τ (1), τ (2), . . . , τ (‖τ (0)‖).

)*6#����!����E)*,#,���%�!�6�'�&
EL

�
����! ����8 6�������� !�����'�������. N#B ���	6#' .��(������������!���' ,?���-!#�(�	)*,�,���%�!�6#'�&
ELL �<�(� -
�(&���%�'

ELm=1

6�'�!
ELm>1

 Y!���� ���
'"3����H!�����)*'�L(3���%"!����D�<% 1�.�.M�(�
m

!��(�,� 3�6�GH�
τ ∈ E

(t)
m3�'�L�6#�/��'�!��(' ���0. N �:3��:�#�(��5�.:&���'"3�6���� ���<���:3�6#2�!��(' �U3�%�% !��(��� ��'J= �+$�' .��('K= � 3�6�G � ����.*��G GH���

!�����-E��&��(%
(ELm>1)

L(6 ,?��'J6K.ML(��'PN

�
ELm=1

!
EL(t)( ) :=

b

�
ELm>1

! �+�(� � 3�6�G
τ ∈ E

(t)
m

�"3�,-� !#���
L
= �*��8�$�G.�-$����I.M��$�'

στ = τ (0), τ (1), . . . , τ (‖τ (0)‖),

6#'�!
`1, `2, . . . , `‖τ (0)‖

��������' !����D�/%�1�.�.��(� ��$�'
τ (0) ��' � ��'�8 �0= -E�����Y.M�0= 1:��!�' 6�'�&#N �:3�'#'

����.

EL(τ) :=

�

EL(τ (0))
�

τi1

`i1 �

τi2
`i2

N(N(N
�

τi
‖τ(0)‖

`i
‖τ(0)‖

.

g�g
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�*3�,?��� ���0.72)���
1 ≤ p ≤ ‖τ (0)‖

τip :=





t `ip

EL(τ ′′) EL(τ ′′′)

�����

EL(τ t′)

243�%�%��
τ (ip) =

t `ip

τ ′′ τ ′′′

�����

τ t′

;

2t−1 `ip

EL(τ ′′)

�����

EL(τ (2t+1)′)

243�%�%��
τ (ip) =

t `ip

t

τ (t+1)′

�����

τ ′′

2

τ (2t−1)′

�����

τ (t+2)′

;

NNN NNN

1+µ(t−1) `ip

EL(τ ′′)

�����

EL(τ (1+µ(t−1))′)

243�%�%��
τ (ip) =

t `ip

t

τ ((µ−1)t+1)′

�����

τ ((µ−2)t+2)′

����� t

τ (t+1)′

�����

τ ′′

µ

τ (1+µ(t−1))′

�����

τ (µ−1)t+2′

;

NNN NNN

1+t(t−1) `ip

EL(τ ′′)

�����

EL(τ1+t(t−1)′)

243�%�%��
τ (ip) =

t `ip

t

τ ((t−1)t+1)′

�����

τ ((t−2)t+2)′

����� t

τ (t+1)′

�����

τ ′′

t .

g�S
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� ���q� � ��� ����� �<� �

egf.hji`k]h4f.l �Pn��3��� �C:�f2�&4.#&�10 4 f*8��(9.9]h+l�4.#.�.0
LE

���18
t = 3

< o
�/�>.M�M3���� .��(' �
���7!���'�� ��2 .����0.�=

3, 5, 7
= � 3�6#G

τ = .

)*6K2 !���� &���3�6���'36 �(��%�� !��(�+3�,�&��(,���%�!��>.M�('3� 1�6#GH� G 6�5 ��� �<�(��%��
!�����)+,�,���%�!�6�'�&
LE

'�$J���A3�'�&��>=
�<�('�!��>.$�/����!���'P "!����*�����#� 3���L(��'�6 �(��%��*����'�!9,-�(���(�I.M�73�,#&�� 3���,?����.���. N �*6������;2F�>.�.M������'3�+��6���8�����'�!
!���� ���('#��&���'�6 �(��%��H�#�(����$���&��(��$�,-�('O !���� ��'R!��(G ��� �/����%���&��(' �K��������.�. '��(6 �('Y.M�0.�3�'�!#�(' ����'�!PN �*���
-
�(&���%]�

LE
(t)
0

!  Y!����72)���	!���'2� ��'K= �B'�$�.M��'K= �/3�6�G L�6���.M1�'�!���&�����.  �
����! ��� �<�(��%��	��$�2F$��0.<3�6���&���2)�����0. N
T �I.7!���������� ���(���(��'#243����Y.M��'��:3�����.��(%�%�6�'�& ����&���,#. !#���:)+' �<�('#!�6�'�&H!��(�7)+,�,���%�!�6�'�&

LE(3) 3�6#2 !���'
� 3�6#G

τ

LE(3)(τ) =

`1 `2 `3 `4 `5

=

`4 `3 `2

`1 `5

=

= .

gYX
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egf.hji`k]h4f.l �Pn��3��� �C:�f2�&4.#&�10 4 f*8��(9.9]h+l�4.#.�.0
EL

���18
t = 3

< o
A+��'�'���' �
���9!�3���� ��&��(,�'#���

LE(3)(τ)
!#�(�;$�,���&��('��/�(���������(%��

τ
6#'�! ���(����' 6�'��;3�'O �
��� !����

)*,#,���%�!�6�'�&
EL(3) 3�6K2 !����(���(� � ��'�&Y3�,?� 3���,?����.���. N>� ���

τ =
2)�������('��
���7G ��.
CE��%I2F�:!��(�+TD3���8 ������6�'�&���2F6�'�8Y.���$�'

ξ
!����

L
= �*��8�$�G.�?$�����.���$�' !�6#����� �

τ =

0

0

1

1 1

1

1 1 1

1

1 1 1

1

1

1

1

1 1 1

1 1

1

1 1 1

1

1 1 1

1

1 1 1

1

1 1 1

1 1

.
� �
����.

τ =

�

τ (0)

�

τ (i1)

`1 �

τ (i2) `2
N�N(N

�

τ (‖τ (0))‖

`‖τ (0)‖

,
6�'�!;!"3�,-�(� ����.
!����$6 ����%�,�3�6�G

τ (0)

τ (0) =

0

0

`1 `2 `3

`4 `5 ,

6�'�!��
���7���(����'P U!"3�5
‖τ (0)‖ = 5

����.%b�!������<�(�I.M�(���(' 6 ����%�,"1�6�G �:�"3�,-�(';!����:2F$�%�&���'�!���'3�"$���GH��' �

τ (1) =

`1

,

τ (2) =

`2

,

g �
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τ (3) =

`3

,

τ (4) =

`4

,

τ (5) =

`5

.

� ���
EL(τ)

&���%I.

EL(τ ) =

�

EL(τ (0))
�

τ i1

`i1 �

τ i2
`i2

N(N(N
�

τ i5

`i5

.

�K���"3�6��('��
����6�'#�;L�6��(����.;�(��'�GH3�%
EL(τ (0))

3�'PN$�*��� TD3���8 ���(��6#'�&���2F6#'�8Y.M��$�'
ξ
G 3���8 ������. 3�%�%��

�B'�$�.��(' ��$�'
τ (0) GH�I. 1

 "6#'�! !#�(G �('Y.M�8�����������('�!D����.
!#���
L
= �*��8�$�G.�-$����I.M��$�'���$�'

τ (0)

στ (0) =
(
τ

(0)
, τ

(1) )
=

(
, τ (0)

)
,

6�'�!;!����B)*,�,���%�!�6#'�&�����$������������I2 .
EL

&���,#./2)���7!���������'��U3�%�%?3�' �

τ
(1)

=

`1

`1,4 `1,3 `1,2

`1,1 `1,5 =⇒ τ 1 =

`1

`1,1 `1,2 `1,3 `1,4 `1,5

.

B ���7�����"3�%�.M��'
(i1, i2, i3, i4, i5) = (4, 3, 2, 1, 5)

 K6#'�!

EL(τ ) = τ4 τ3 τ2 τ1 τ5 .

�*���26 ����%�,"1�6�G �
τµ

�('Y.���.M�����(' !"3�,-�(�/3�6�� !���' 6 ����%�,�1�6�G �('
τ (µ) !�6������ !#����)+' �<�('#!�6�'�& !��(�

)*,#,���%�!�6�'�&��0��$�������������2 .
EL

N �*���(���<6 ����%�,�1�6�G �D�<�(��!#�('��
��� ��G 2F$�%�&���'�!���' &��('"3�6��(� 6#' .��(����6�������'PN
� ��� !���� �EG �/3�'�!�%�6�'�& ��$�'

τ (2) '"3���� τ 2
&���%I. !"3�� &�%����������7�
��� 2)�#�

τ 0
 !��('�'

τ (2) ,-�(����.�L�.�!����
&�%��(�����#�C�J.M��6�8Y.M6��<�
���

τ (0) bU3�%���$ &���%I.

τ 2 =

`2

.

g��
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�*����6 ����%�,�1�6�G �
τ (3) 6�'�! τ (4) ,�%�����,-�(' !�6������D!����B)*,�,���%�!�6#'�&

EL
6�'Y�����M1�'�!#�(��. �

τ 3 = τ 4 = .

4O6�� �<�(�I.M�(���('��/��.��M3����Y.M6#'�&H�0.M��� .+'�$J��� !#�(�$6 ����%�,"3�6�G

τ (1) =

`1

3�6���N �*3��:3�GG�<�(�I.M�(�0.M��' %���'#8J�
�0.M�(�#�('�!����<% 3�.�.+,-����'�!���.*������� 3�'"+ $����I.M��$�'
1
b-!#��� )*,�,���%�!�6#'�&��0=

��$��������#����2 .
EL

���������(��,K.	2)�#� !���������' �U3�%�%J��$��( �8��(��'�� �+G $���!�' 6�'#&B!��(�?�B��'#!��(� ��$���L�6�'�����GH��'H6#'�!
!����E)+,�,���%�!�6�'#&�����$������������I2 .

EL
��� �<�(��%��	3�6#2P!#���<6 �(��%�,"1�6�G �
3�'�L�6#�/��'�!���'PN

τ (1) ,-�(���I.ML>.<' 6�������'���'
'������ .0= .������J��3�%���' 6 ����%�,"3�6�G 3�' + $�����.M��$�'

2
N*�+���;TD3���8 ���(��6�'�&��02F6�'�8Y.M��$�'

ξ
G 3���8 ������. !"3�����' 3�%�%��

�B'�$�.��(';GH�I.
1
 �6#'�! ' 6��
!����
L �<�(��.���6 ����% !����E)+,�,���%�!�6�'#&

EL
�
����!;3�'#&�� �<�('�!#��. �

τ (1) =

`1

=⇒ τ 1 = .

T �I.
�(��'#�(�
3�'"3�%�$�&���' )*��&�6�GH��'Y.�3�.���$�'�2F$�%�&�. 2)���7!#�(' 6 ����%�,�3�6�G
τ (5) �

τ (5) =

`5

=⇒ τ 5 = .

F���.�L�.E8 	�'�'��(' !�����6 �(��%�����&���,�'�������� L(6#�M3�G GH��'�&�������.�L�.$�<�(��!#�(' �

EL(τ ) =

�

EL(τ (0))
�

τ i1

`i1 �

τ i2
`i2

N�N(N
�

τ i5

`i5

= τ4 τ3 τ2 τ1 τ5

g�f
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=

( = τ ).
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� � � ��� ����� ����� ��� � ��� �����R�1���(� ���w���Z�

A+6#' G 6�5 &��(L��(��&�.'�<�(��!#�('P !"3�5 !�����)+,�,���%�!�6�'#&��('
LE

6#'�!
EL

��������'����/� ���(8Y.M��$�' L �
�������#�('
!���' � 3�6�G 8 % 3�������'

L
(t,2t−1,...,1+t(t−1))
m

6�'�!
E

(t)
m

!"3�����.��(%�%��('PN )+6�5�����!���G ����.�L(6 ,-� �<�(�����('O !"3�5
����� ��� �<�(��%��
L(6�����'"3�'�!��(� �EGH8��(���02F6�'�8Y.M��$�'��(';����'�! �

LE
!
= EL〈−1〉 N

�#3�.�L �#NIQB�"1�%�./L(6�'�1�������.
2F����.  #!"3�5 !����:)*,�,#��%�!#6�'�&
LE

!#���B)*'#L 3��#%P!��(� �/% 1�.�.M��� �(��'��(�$� 3�6�GH�
τ6�'Y�����M1�'#!��(�0.
% 1�5�.(NY)*6#2 !#���(����� ��&��('������"3�2 .=�<�(��!��('2�
���/��G � 3�6#2F�+!#�(�<2F$�%�&���'�!��('2�/� �<�(������	�2 .��(�

L(6#������8 &����(��2F��'PN#�K3�.ML��#N V$�<�(���0. !����,BR$���%�!�����'�������.M�#�(��. !���� )+,�,���%�!�6�'�&
LE

'"3����PN0�:3�'�3���� L(����&���'
!����C�#1�.ML�� �#N)g 6�'#! �#N S !����B��' .��������(������'�!���'�����&��('#�����"3�2 .��(' 2)���
!����B)+,�,���%�!�6�'#&

EL
N

�#3�.�L �#N X'�
����!9!����B��'����(8Y.����J��.M1�.7!����7)*,�,���%�!�6#'�&
LE

'"3����#�<�(�����('O -!#���C�K6#� ���(8Y.����J��.M1�. 2F$�%�&�. !"3�'�'
3�6�� !��(�?&B%���������GH1����Y.M��&�8�����. ��$�'��<��%�!J=O6#'�!.�+��,#��%�!#GH��'�&���N � �#� !���'�A*3����#�<�(���� Y!"3�5

LE
6�'�!

EL��� �<�(��%��	!���� �EGH8��(���02F6�'�8Y.M��$�'��('H��$�'�����'"3�'�!��(�<����'�!P #�/����!���'�!������#1 .ML(� �#N6� 6�'#! �#N&f�L��(��&��('P !"3�5
!���� C+��' .��(���(��'�3�'�!����M3�6��02)������6�'�&���' !#�(��,-�(��!��(' !�� �"'�������.��(' )*,#,���%�!�6�'�&���'!��� �<�(��%���&�%��(����� !��(�
��!���' .����������('A)+,�,���%�!�6�'#& ����'#!PN �:3��
�����#%�����5�.
!���'�A+3����#�/�����E!��(� Q 
-Q>= �+$����������-$�'�!���'�L 3�,PN

5 �]�n)
	Pn+m �
LE

�
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� �
���(���('
p
6�'�!

q
��$ &�� � 1��#%�.  #!"3�5

deg(r(τ)) = deg(r(τ ′)) = pt + q
 "6�'�!

p
���(� GH3��K��GH3�%-GH�I.

!����(����� ����&��('#�����"3�2 .( "��$ !"3�5
q < t

N

S�S
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�*����� 1�6�G �
τ
6#'�!

τ ′ �"3�,-�(';!������"$���G

τ =

pt+q

τ1 τ2

...

τpt+q

6#'�!
τ ′ =

pt+q

τ ′
1 τ ′

2

...

τ ′
pt+q

.

�*���B)*'#�/��'�!�6�'#&�!��(�
)+,�,���%�!�6�'�&
LE

����&���,#. ��� �<�(��%����

LE(τ) =

p t q

t

LE(τpt+1)

...

LE(τ(p−1)t+2)

... t

LE(τt+1)

...

LE(τ2)

LE(τ1)

p+1

LE(τpt+q)

...

LE(τpt+2)

6�'�!

LE(τ ′) =

p t q

t

LE(τ ′
pt+1)

...

LE(τ ′
(p−1)t+2

)

... t

LE(τ ′
t+1)

...

LE(τ ′
2)

LE(τ ′
1)

p+1

LE(τ ′
pt+q)

...

LE(τ ′
pt+2)

.

� � G 6�5 ' 6�' '"3�����&�� �
���(���(' �<�(��!��('O !�3�5
LE(τ)

6�'�!
LE(τ ′)

���(������������!��(' ����'#!P 3�%���$9!"3�5;�(�
G ��'�!�����.��('��
�(��'

µ
&���,#.
G ��.

1 ≤ µ ≤ pt + q
 "��$ !�3�5

LE(τµ) 6= LE(τ ′
µ)
N

ra���JI7G$T �O_

(
∀µ : 1 ≤ µ ≤ pt + q

) (
LE(τµ) = LE(τ ′

µ)
)
.

� �#N6� !
�:3�'#' &���%�. 2)�#�7!��������

µ
�

‖τµ‖ = ‖LE(τµ)‖
�<�(&���'"�#3�.�L �#N�Q

= ‖LE(τ ′
µ)‖

�<�(&���'"&B% N � �#N6� !
= ‖τ ′

µ‖
�<�(&���'"�#3�.�L �#N�Q

< 1 + i(t− 1),
6�'�! 3�6��
!����;&���%I.M��&�8�����. !#�(�
��'�!�6�8Y.���$�'��0��$���3�6�������.�L(6�'#&

R‖τµ‖
2F$�%�&�.

τµ = τ ′
µ

2)���
3�%�%��
1 ≤ µ ≤ pt + q

=⇒ τ = τ ′

��G B ��!������8����6���� L(6�� K�$���3�6�������.�L(6�'#&
τ 6= τ ′ N

�*���B)*'�'"3���GH� ����.E3�%���$7�
��!�����%��(&�.( #�(�EG 6�5 &���%�.��(' �
(
∃µ ∈ {1, 2, . . . , pt + q}

) (
LE(τµ) 6= LE(τ ′

µ)
)

=⇒ LE(τ) 6= LE(τ ′)

=⇒ R1+i(t−1)

&���%I. N

S X
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� ��l+l �Po
deg(r(τ)) 6= deg(r(τ ′))

1:��'����/����������1�'�8 6�'�&H!��(�7)+%�%�&��(G �(��'����(�I./���(�
deg(r(τ)) < deg(r(τ ′))

N ���
���(����'
p
6�'�!

q
��$%�
���

p′
6�'�!

q′
��$ &�� �/1���%I.  "!"3�5 &���%�. �

deg(r(τ)) = pt + q

deg(r(τ ′)) = p′t + q′,
3�%���$

p < p′
N

B ����!��(� ���(���('
p
6#'�!

p′
GH3��K��GH3�%J&�� �/1���%I.  ���$�!�3�5

q, q′ < t
N�)*' !��������(�D�J.��(%�%�� 80	�'�'���'
�
����3�6����

2F�(�0.M�0.M�(%�%���'P !"3�5
q′ < q

&���%�.��(' G 6�5� !��('#'��(�<&���%I. 2)���<,-�(��!�� � 1�6�G ���
p+ q = t

6�'�!
p′ + q′ = t

N
�/�>.M�M3���� .���!#����� 1�6#GH�

τ =

pt+q

τ1 τ2

...

τpt+q

6#'�!
τ ′ =

p′t+q′

τ ′
1 τ ′

2

...

τ ′
p′t+q′

.

�*���B)*'#�/��'�!�6�'#&�!��(�
)+,�,���%�!�6�'�&�����$��������#����2 .
LE

����&���,#. ��� �<�(��%��

LE(τ) =

p t q

t

LE(τpt+1)

...

LE(τ(p−1)t+2)

... t

LE(τt+1)

...

LE(τ2)

LE(τ1)

p+1

LE(τpt+q)

...

LE(τpt+2)

6�'�!

LE(τ ′) =

p′ t q′

t

LE(τ ′
p′t+1

)

...

LE(τ ′
(p′−1)t+2

)

... t

LE(τ ′
t+1)

...

LE(τ ′
2)

LE(τ ′
1)

p′+1

LE(τ ′
p′t+q′

)

...

LE(τ ′
p′t+2

)
N

ra���JI7G$T �O_
� �
&���%I. �

LE(τ) = LE(τ ′)
N

�+'Y.��(� !#���(���(�H)*'�'"3���GH�;G'��������' �
��� !��(' 6 ����%�,�3�6�G
LE(τ ′

1)
3�6#��� ��'

LE(τ)
�
����!��(� �"'�!���'PN

�:3
p′ > p

����.( -8 3�'#'A�(�+'J6#�:�(��'��(�+!��(�;6 ����%�,�1�6�G �
LE(τpt+q)

 
LE(τpt+q−1)

 
LE(τpt+q−2)

 N�N(N( 

LE(τpt+q−(q−2)) = LE(τpt+2)
������'Pb &��('"3�6��(���*� ���

p′ = p + 1
���0.

LE(τ ′
1) = LE(τpt+q)

b 2)���
p′ = p + 2

����.
LE(τ ′

1) = LE(τpt+q−1)
 �6�'�!;��G 3�%�%�&��(G �(��'��(' ����.

LE(τ ′
1) = LE(τpt+q−(p′−p−1)) .

� �#N&fa!

� ���7!#����6 �(��%�,"1�6�G �
LE(τ ′

1)
6�'�!

LE(τpt+q−(p′−p−1))
&���%I.7!����B��'#!�6�8Y.M��$�'�����$��M3�6�������.ML�6�'�&� -!���'�'

k1 := ‖τpt+q−(p′−p−1)‖

= ‖LE(τpt+q−(p′−p−1))‖
�<�(&���'"�#3 .ML �#NIQ

S �
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= ‖LE(τ ′
1)‖

�<�(&���'"&B% NP� �#N&fa!
= ‖τ ′

1‖
�<�(&���'"�#3 .ML �#NIQ

< 1 + i(t− 1),

6�'�! 3�6��
!����;&���%I.M��&�8�����./��$�'
Rk1

2F$�%�&�.

τ ′
1 = τpt+q−(p′−p−1).

� �#N��a!

)*6#����!��(�,6 �(��%�,"3�6�G
LE(τ1)

G 6�5 ������� ��G �/3�6�G
LE(τ ′)

3�6#2 �"'#!��('�%�3������('Pb !"3
p < p′

 G'�#������'
�
���7%���'�8 � ��$�'

LE(τ ′
1)
��6����#�('PN

� �#�
p′ = p + 1

�
LE(τ1) =

t

LE(τ ′
t+1)

N�N(N

LE(τ ′
2) ;

� �#�
p′ = p + 2

�
LE(τ1) =

t

LE(τ ′
2t+1)

N�N(N

LE(τ ′
t+2) ;

6�'�!;��G 3�%�%�&��(G �(��'��(' ����.

LE(τ1) =

t

LE(τ ′
(p′−p)t+1

)

. . .

LE(τ ′
(p′−p−1)t+2

) .
� �#NIQ Wa!

�/�>.M�M3���� .��('��
���E' 6�'D!��('36 ����%�,�3�6�G
τ1

&���'"3�6����(N
τ1

8�3�'�'��<�(&���'�& %��(�����J6#'�& � �#N�Q Wa!
'#�����Y.*' 6��
�(��'�� ��'K= � '#$�.M��'K= � 3�6�G ���(��'PN �K�>.ML(�

p1
6�'#!

q1
��$� �!"3�5

deg(r(τ1)) = p1 t+q1
�F6�'�!

p1
G 3 �#��G 3�%

G ��.�!����(�����=� ��&��('������"3�2 ./����.( Y��$�!"3�5
q1 < t

N ! N �*�(�,6 ����%�,"3�6�G
τ1
8 3�'�'H!"3�'�'H!"3���&��(��.��(%�%�.?�/����!���'

3�%��

τ1 =

p1t+q1

τ1,1 τ1,2

. . .
τ1,p1t+q1

.
� �#NIQ�Q !

�*���B)*'#�/��'�!�6�'#&�!��(�
)+,�,���%�!�6�'�&�����$��������#����2 .
LE

3�6#2
τ1

����&���,#.

LE(τ1) =
p1 t q1

t

LE(τ1,p1t+1)

...

LE(τ(1,p1−1)t+2)

... t

LE(τ1,t+1)

...

LE(τ1,2)

LE(τ1,1)

p1+1

LE(τ1,p1t+q1)

...

LE(τ1,p1t+2)
N

� �#NIQ V !
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� ��'LK��(��&�%�������� G ��.7!���� �:3����0.M��%�%�6#'�& ��' &B%��(����� 6�'�& � �#NIQ Wa!<L��(��&�. �

LE(τ1,1) = LE(τ ′
(p′−p)t+1−(p1+1−1))

= LE(τ ′
(p′−p)t+1−p1

) .
� �#NIQ+ga!

��' 1���'�%���������� B ���������
���B$�,?��' ������$�' 2F$�%�&�.
3�6���� �������

k2 := ‖τ ′
(p′−p)t+1−p1

‖

= ‖LE(τ ′
(p′−p)t+1−p1

)‖
�<�(&��('"�K3�.ML �#NIQ

= ‖LE(τ1,1)‖
�<�(&��('"&B% NP� �#NIQ+ga!

= ‖τ1,1‖
�<�(&��('"�K3�.ML �#NIQ

< 1 + i(t− 1),
6�'�! 3�6��
!����;&���%I.M��&�8�����./��$�'

Rk2

2F$�%�&�.

τ ′
(p′−p)t+1−p1

= τ1,1.
� �#NIQ S !

A+6#'9�(��&���,#./�������H2)��� !���'(6 ����%�,�3�6�G
τpt+q−(p′−p−1)

 J!��(� ��'
τ
����'(�/��6�!����/��$�'

τ1

���0. 6�'#!9���(���Y.��
��$�'

τ1

�0.M��� .( !"3�5 ������'�� � ��'�8 � = + 243�!K= � 1�'�&��
LBL(τpt+q−(p′−p−1))

�����Y./8 %�����'���� ������' G 6�5 3�%�� !����
!����;6 �(��%�,"3�6#GH�

τ1
 �!���'�'D���
&���%I. �

LBL(τpt+q−(p′−p−1)) = LBL(τ ′
1)

�/��&��('�& % N � �KN �a!
≤ LBL(τ ′

(p′−p)t+1−p1
)

!��('�'
τ ′ ���0.
�(��'3� �>2 .M���0.�= � 3�6�G

= LBL(τ1,1)
�/��&��('�& % N � �KN�Q Sa!

= LBL(τ1)− 1
�/��&��('�& % N � �#N�Q�Q !>N

�:3��
����.
�(��'(B ��!��������#��6���� L(6��$6 3�.M��3������� U!"3�5
τ
!����C� �>2 .M����.�= � ��&���'������"3 2 .
,?������.�L�.(N

�*���B)*'�'"3���GH�B.�����.�.
3�%���$ '������Y.E�(��'P �6�'#! ���E&���%�.
LE(τ) 6= LE(τ ′)

N

=⇒ R1+i(t−1)

&���%�.(N

�:3�G ��.*���0.:!����:��'�!�6�8Y.���$�'�������������.�. 3�,�&���������%�$������(' 6�'�! ��$�GH�I.*!���� ��'�����8 .����J��.M1�.:!#�(�:)+,�,���%�!�6�'�&

LE: L
(t,2t−1,...,1+t(t−1))
m → E

(t)
m

'"3�����&�� �
���(���('PN
5 �]�n)
	Pn 	
f ����rbU$U ��	�B � ���

LE: L
(t,2t−1,...,1+t(t−1))
m → E

(t)
m

�sDD� U � � �^{'�9��L.�
egf�:gf.h+i�o

L
(t,2t−1,...,1+t(t−1))
m

6�'�!
E

(t)
m

����'#! �('�!#%������ 6�'�! &�%��(�����#G 1����Y.���&� 6�'�!
LE

���0. ��'����(8Y.M�I�-N �:3��M3�6��
2F$�%�&�.7L(6#'"1������0.*!����C�K6�� ���(8Y.M�I�K�I.�1�.7��$�'

LE
6�'�!;!"3�G ��.7!������/� ����8Y.M�I�K�I.�1�.(N

� �D,�%��(��,#.;'�$K��� L(6 L��(��&��('P E!"3�5 !����R)+,�,���%�!�6�'�&
EL

!���� �+G 8�������3�,�,���%�!�6�'#& ��$�'
LE

!"3��0=
��.��(%�%�. N CE������L(6 ,-��.M��3����Y.M��'2�
����!����ECE��'Y.M�����(��'"3�'�!#�(�M3�6���2)���#��6�'�&��('�!����(���(�	,?����!���' )*,#,���%�!�6�'�&���'PN
�#3�.�L �KNN�9,?�������"1 2 .M��&�.��������RGH�I.

EL ◦LE
 6�'#! �#3�.�L �KN)f(�
����!R!���� C+��'Y.��(������'"3�'�!��(��3�6��02)������6#'�&

LE ◦EL
6�'Y.��(����6�������'PN
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5 �]�n)
	Pn �
=?>A@ I2	�	9���5�^KH�#��D]� � t, 2t− 1, 3t− 2, . . . , 1 + t(t− 1) � PSR��AT �

τ ∈ L(t,2t−1,...,1+t(t−1)) ����	�� _
(
EL ◦LE

)
(τ) = τ.

egf�:gf.h+i�o
�*���;�<� �<�(���E�(�02F$�%�&�.7!�6������D��'�!�6#8 .���$�' '"3����

m
 "!����7)*'�L(3���% !��(� �/%�1�.�.��(�/��$�'

τ
N

� �CB �A{ �#��NT�$DeLT� @ I2�${0� @ ����� _ �K���
m = 1

N
� �*&���,#.E' 6��*����'���'"� ��2 .M����.0=

t, 2t− 1, 3t− 2, . . . , 1 + t(t− 1)
= � 3�6�G

τ ∈ L
(t,2t−1,...,1+t(t−1))
m

G ��.
�(��'��(G �/% 3�.�.  K!"3��
���0.

τ =
N � �
&���%I. �

EL(LE( )) = EL( )

= .

� �CB �A{ �#��NT�$D DFEHG @ ����� _ �J�(� ' 6�'
m > 1

N�)*%��7��'�!�6�8Y.M��$�'��0��$���3�6�������.�L(6�'�&9&��(%�.��
(
∀k : 1 ≤ k < m

) (
∀τ ∈ L

(t,2t−1,...,1+t(t−1))
k

) (
EL(LE(τ)) = τ

)
.

� �#NIQ X !

�K���
τ ∈ L

(t,2t−1,...,1+t(t−1))
m

N �*6������ �(��'#�('
2
= ��6#. �F���������2�U3�8Y. VKNIQ� �J�(��.�� � ! 8 3�'�'R!��(� � �>2 .M����.�=

� 3�6#G
τ
�(��'#!��(6#.���& !"3���&�����.M��%�%I.<�/����!���'A3�%��

τ =

�

τ̂
�

τ̂ (1)

`1 �

τ̂ (2) `2
N(N�N

�

τ̂ (‖bτ‖)

`‖bτ‖

� �#NIQ �a!
G ��.

τ̂ (i) ∈ L(t,2t−1,...,1+t(t−1)) 6�'�!
LBL(τ̂ (i)) = 2

2)���
1 ≤ i ≤ ‖τ̂‖

N�)*6�5��(��!#�(G ����. 3�6����

τ̂ ∈ L(t,2t−1,...,1+t(t−1)) 6�'#!
‖τ̂‖ < m

N;� �*���"6 �(��%�,"1�6�GH�
τ (i) G �������(' G �(�#� 3�%��9����'��/% 3 .�.

,-�(���I.ML��('P !��('#' �����H��3�,?��' ����'��
� ��'�8 �0= + 243�!K= � 1�'#&�� ��$�' VK 6�'�! !#�(�'�B'�$�.M�('#&��M3�! Q ����. '������ .
�(��% 3�6#,#. N !
)*6K2 !#���(�����:3�����.��(%�%�6�'�&�!��(�$� ��2 .����0.�= �/3�6�G �(�

τ
8 	�'#'��('(�
���<' 6�' !����+)*,�,���%�!�6#'�&�����$������������I2 .

LE3�'#�<�('�!���'P !��('#'R!���� )*,�,#��%�!#6�'�&9���0.B����8 6�������� ��$;!#���"'����(�0.  P!"3�5;����� ������� 3�6���&��(����'�! ��$�' !��(�
BR6���L��(% !���� � 3�6�GH�

τ
���������I.�. �<�(����� 3�6#2/!#���76 �(��%�,"1�6�G �e� 2F$���.�����.�L�.�� N��+����6 3 .M�M3������� !"3�5;3�6#���

!����P� 6 ����%�,�3�6�G��
τ̂
��$�'

τ
�(��'�� �>2 .M���0.�= � 3�6�G 3�6��

L
(t,2t−1,...,1+t(t−1))
m

���0.  &�� � 1��#��%������0.M��. !"3�,?���  
!"3�5 !���� �:3����0.M��%�%�6#'�& � � �#%���L���.+3�6#2�!#�(' !�6������ !��('

2
= ��6#.:��$���&���'�$�G GH��'��('"�K����'��I.�.*2F$�8J6#�������(�0.

�<�(��!#�('D8 3�'#'PN
B ���7�����"3�%�.M��' !������:3�����.��(%�%�6�'�&��

LE(τ) =

�

LE(τ̂)
�

LE(bτ (i1))

`i1 �

LE(bτ (i2))
`i2

N(N�N
�

LE(bτ
(i‖bτ‖)

)

`i‖bτ‖

.
� �#NIQ�� !
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