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Zusammenfassung

Leftist-Baume sind eine Teilmenge der geordneten Bidume mit der Eigenschaft, daf der
Weg von jedem inneren Knoten zu einem Blatt des Teilbaums mit diesem Knoten als
Waurzel iiber den am weitesten links stehenden Sohn dieses Knotens verlduft.

In der Arbeit [9] von 1999 hat R. Kemp einfach erzeugte Baumfamilien untersucht, und
insbesondere die Eigenschaften der Leftist-Bidume, die zu einer solchen Familie einfach
erzeugter Bdume gehoren. Ein Ergebnis dieser Untersuchung war, daf die Anzahl der
bindren Bdume mit m Blattern und die Anzahl der Leftist-Bdume mit m Bléattern und
erlaubten Knotengraden 0, 2 und 3 identisch sind. Daraufhin hat R. Kemp in [10] eine
1-1-Korrespondenz zwischen diesen beiden Baumklassen definiert.

Die Identitét der Anzahlen der Baumklassen gilt nach den Ergebnissen in [9] auch in
allgemeinerer Form: Die Anzahl der erweiterten ¢-niren Bidume mit m Bléttern und die
Anzahl der Leftist-Bdume mit m Bliattern und erlaubten Knotengraden 0, t, 2t — 1, ...,
1 +¢(t — 1) sind gleich.

In der vorliegenden Arbeit wird eine 1-1-Korrespondenz zwischen erweiterten ¢-néren
Baumen und dieser Klasse von Leftist-Badumen présentiert. Zu diesem Zweck wird der
Beweis, dak die Anzahlen der Badume aus den beiden Klassen mit jeweils m Blittern
gleich sind, explizit nachvollzogen. Es werden zwei Abbildungen LE und EL definiert, die
Baume aus der einen Klasse in Badume der anderen Klasse umbauen — und vice versa, und
diese Diplomarbeit gibt einen Beweis an, daf diese beiden Abbildungsvorschriften gemein-
sam eine 1-1-Korrespondenz zwischen den erweiterten t-niren Biumen mit m Bléittern
und den Leftist-¢, 2t — 1,3t — 2, ..., 1+ ¢t(t — 1)-Bdumen mit m Bléttern definieren. Diese
1-1-Korrespondenz verallgemeinert die Ergebnisse von R. Kemp [10].
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Uber die Sprache dieser Arbeit

Diese Arbeit ist durchgingig in der ,wir“-Form geschrieben. Wie in wissenschaftlichen
Texten iiblich, moge das ,wir* als ,die Leserin/der Leser und ich“ verstanden werden.



1. Einleitung

B3aume und Leftist-Baume

Béaume spielen in vielen Gebieten der Informatik eine grofse Rolle. Als Suchbdume stellen
sie die zentrale Datenstruktur fiir das Speichern und Wiederfinden von Daten dar. Bei
der Analyse des Wortproblems fiir formale Sprachen (,parsing) repréisentieren sie als
Ableitungsbdume die Herleitung eines Wortes geméaf einer zugrundeliegenden Grammatik.
Bei der Untersuchung aller Probleme, bei denen zu einem bestimmten Zeitpunkt eine
Entscheidung getroffen werden mufs, konnen sie als Entscheidungsbiume die mdoglichen
Situationen beschreiben. Sowohl als Spezialfall beim Entwurf von Logikschaltkreisen im
Hardwareentwurf als auch als Neuronale Netze findet man Bidume. Badume sind in der
Informatik (fast) allgegenwértig.

Die meisten Begriffe, die die Beschreibung von Biumen betreffen, sind in der Informatik
sehr geldufig und bediirfen nicht unbedingt einer formalen Definition. Ein Baum besteht
aus Knoten, die durch Kanten kreisfrei verbunden sind. Fiir gewurzelte Baume ist ein
Knoten als Wurzel des Baums ausgezeichnet. Die Wurzel eines Baums wird iiblicherweise
oben gezeichnet. Die Knoten eines Baums haben genau einen Vorgénger, den Vater, mit
Ausnahme der Wurzel, die keinen Vater besitzt. Ein Knoten kann beliebig viele (direkte)
Nachfolger besitzen, die als Sohne oder Kinder dieses Knotens bezeichnet werden. Die
Sohne eines Knotens heifsen auch Brider oder Geschwister. Ein Knoten ohne S6hne heifst
Blatt, ein Knoten mit Kindern heilst innerer Knoten. Die Kanten zwischen zwei Knoten
eines Baums bezeichnet man als Weg oder Pfad; die Anzahl der Knoten auf diesem Weg ist
die Linge des Weges. Existiert auf den Séhnen eines Knotens eine Links-Rechts-Ordnung,
so spricht man von geordneten Baumen.

Beispiel 1.1: Es seien die gewurzelten Baume

7’12/@ und 7'22/2\

egeben. Als eordnete Baume* sind die Badume 1 und p) verschieden; als ,,ungeordnete
» ’ B
Baume" sind sie identisch.

Falls nicht explizit anders herausgestellt, ist in dieser Diplomarbeit mit Baum grundsitz-
lich ein gewurzelter, geordneter Baum gemeint.



1. Einleitung

Leftist-Baume stellen eine Unterklasse der geordneten Baume dar. Fiir einen Leftist-
Baum soll fiir jeden inneren Knoten gelten, daf der kiirzeste Weg von diesem inneren
Knoten zu einem Blatt im Teilbaum, dessen Wurzel dieser Knoten ist, immer iiber das
am weitesten links stehende Kind des Knotens verlduft. Leftist-Bdume haben demnach
die Figenschaft, ,sich nach rechts zu lehnen*.

Beispiel 1.2: Der Baum

T =

ist ein Leftist-Baum. Von jedem Knoten aus ist der Weg, der immer iiber das am weitesten
links stehende Kind fiihrt, ein kiirzester Weg zu einem Blatt des Teilbaums, der diesen
Knoten als Wurzel hat. Dagegen ist der Baum

T

v
1 V2

=
kein Leftist-Baum, denn der Weg von der Wurzel r zum Blatt v, ist kiirzer als jeder Weg
zu einem Blatt, der von der Wurzel r iiber das am weitesten links stehende Kind v, fiihrt.

Diese Art von Baumen ist urspriinglich 1972 von Clark A. Crane! als eine Untermenge der
bindren Biume beschrieben worden, um eine Datenstruktur fiir Prioritdtswarteschlangen
mit einer sehr schnellen Merge-Operation zu erhalten. Diese Art von Leftist-Baumen ist
dann von Knuth in [14, S. 150 ff.| beschrieben und untersucht worden. (Dort verlduft der
kiirzeste Weg von jedem inneren Knoten zu einem Blatt immer iiber das am weitesten
rechts stehende Blatt, und die Baume sind ,linkslastig®.) Als Quelle zur Definition der
Leftist-Baume dienten mir die Arbeiten von R. Kemp [9] und [10].

In dieser Arbeit wird eine 1-1-Korrespondenz zwischen erweiterten ¢-niren Bidumen und
einer bestimmten Klasse von Leftist-Badumen présentiert. Der Name ,]1-1-Korrespondenz*
ist synonym zu verstehen mit einer bijektiven Abbildung und wird hiufig verwendet,
wenn — wie in diesem Fall — Bijektionen zwischen zwei Klassen kombinatorischer Objekte
beschrieben werden. Diese Diplomarbeit verallgemeinert ein Ergebnis von R. Kemp [10],

LC. A. Crane, Linear lists and priority queues as balanced binary trees. Technical Report STAN-CS—
72-259, Stanford University, 1972.



1. Einleitung

das eine 1-1-Korrespondenz zwischen erweiterten bindren Badumen und Leftist-Badumen
mit erlaubten Knotengraden 0, 2 und 3 beschreibt.

Eine solche bijektive Abbildung kann in der Informatik vielseitig genutzt werden. Zum
Test von Algorithmen, die Bdume oder baumartige Datenstrukturen — oder allgemei-
ner: Graphen — als Eingaben verarbeiten, ist es zum Beispiel oft notwendig, alle mog-
lichen Eingaben einer bestimmten Grofe vollstdndig erzeugen zu konnen (oder auch
nur eine zufillige Auswahl der jeweiligen Familie kombinatorischer Objekte). Liegt ei-
ne 1-1-Korrespondenz vor, so kann ein existierender Testmuster-Generator genutzt wer-
den, um Muster einer anderen Familie zu erzeugen. Alonso und Schott [1] geben einige
Beispiele fiir ein solches Vorgehen an.

Uber eine 1-1-Korrespondenz ist es auch moglich, existierende Kodierungen — zum Bei-
spiel zur effizienten Speicherung von Objekten — fiir eine weitere Klasse von kombinatori-
schen Objekten zu benutzen. Jens Liebehenschel geht in seiner Dissertation [15] an vielen
Stellen auch auf die Kodierung kombinatorischer Objekte durch Worter aus formalen
Sprachen ein; durch 1-1-Korrespondenzen lassen sich diese Anwendungsbereiche fiir die
bereits bekannten Kodierungen noch erweitern.

Ubersicht

Das folgende Kapitel 2 wird zunéchst einige grundlegende Definitionen und Eigenschaften
von Biumen zusammentragen. Dann soll der Begriff eines Leftist-Baums formal definiert
werden, und einige einfache Eigenschaften von Leftist-Bdumen werden festgehalten.

Kapitel 3 fakt dann die bereits bekannten Forschungsergebnisse aus dem Bereich der
Leftist-Bdume zusammen, um die Arbeit in den Kontext der existierenden Ergebnisse
einordnen zu kénnen. Dieser Abschnitt ist absichtlich erst hinter die grundlegenden Defi-
nitionen in Kapitel 2 eingeordnet, damit sich der Leser/die Leserin schon eine Idee davon
verschaffen konnte, was in dieser Arbeit unter ,Leftist-Baumen* verstanden wird.

In Kapitel 4 soll als das zentrale zugrundeliegende Ergebnis fiir diese Diplomarbeit die
Identitét der Anzahl der erweiterten ¢-ndren Baume einerseits und der Anzahl der Leftist-
t,2t —1,3t—2, ..., 1 +t(t — 1)-Bdume andererseits bewiesen werden. Dazu wird eine von
R. Kemp in seiner Arbeit [9] hergeleitete allgemeine Eigenschaft von Leftist-Béumen, die
zu einer Familie einfach erzeugter Baume gehoren, benutzt.

Die Kapitel 5 und 6 befassen sich dann mit der 1-1-Korrespondenz zwischen diesen bei-
den Baumklassen. Kapitel 5 gibt die Definition von zwei Abbildungsvorschriften an: Die
Abbildung LE konstruiert aus einem gegebenen Leftist-t,2¢— 1,3t —2, ..., 1 +¢(t —1)-
Baum einen erweiterten ¢-niren Baum, und die Abbildung EL baut einen der erweiterten
t-ndren Baume in einen Leftist-Baum um. Kapitel 6 gibt dann einen Beweis dafiir an,



1. Einleitung

dak diese beiden Abbildungen zusammen eine 1-1-Korrespondenz zwischen den beiden
Baumklassen bilden; speziell daf sie Umkehrfunktionen voneinander sind.

Kapitel 7 schliefst die Arbeit mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick ab; insbe-
sondere wird noch ein Hinweis angegeben, dak noch weitere Moglichkeiten existieren, die
beiden Abbildungen zu definieren.



2. Definitionen und bereits bekannte Fakten

Im folgenden werden wir einige grundlegende Begriffe definieren, die auf alle Bdume
Anwendung finden. Wir gehen davon aus, daf die Leserin und der Leser mit den grund-
legendsten Begriffen aus der Theorie der Graphen und Baume vertraut ist. So sollen zum
Beispiel die Begriffe ,Baum® und ,,gewurzelter Baum* als bekannt gelten. Die gebrauch-
lichen Begriffe und Definitionen kénnen aber auch in den bekannten Lehrbiichern iiber
Diskrete Mathematik, wie zum Beispiel [20] oder [25], nachgeschlagen werden.

In dieser Arbeit steht das Symbol N fiir die natiirlichen Zahlen ohne Null; die natiirlichen
Zahlen inklusive der Null werden mit Ny bezeichnet, die reellen Zahlen mit R.

Weiterhin werden wir in diesem Kapitel kurz auf die wesentlichen bekannten Ergebnisse
eingehen, die fiir diese Arbeit von Bedeutung sind.

2.1. Allgemeines iiber Baume

Definition 2.1 (Biume — Bezeichnungen und Schreibweisen)
Fiir einige grundlegende Eigenschaften von Bidumen benutzen wir die folgenden Symbole
und Bezeichnungen:

1. Waurzel eines Baums:
Die Wurzel eines Baums T wird mit r(7) bezeichnet.

2. Grad eines Knotens:
Fiir einen (gewurzelten) Baum 7 = (V, E') wird die Anzahl der Kinder eines Knotens
v €V als der Grad des Knotens v, deg(v) bezeichnet.

3. Anzahl der Blétter eines Baums:
Die Anzahl der Blétter eines Baums T wird kurz als ||7|| geschrieben.

4. Geordnete Biaume:
Ein Baum heifit geordneter Baum, falls es fiir jeden Knoten eine lineare Ordnung
auf den Kindern dieses Knotens gibt.

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, soll im folgenden mit ,Baum* grundséitzlich ein
gewurzelter, geordneter Baum bezeichnet werden.



2. Definitionen und bereits bekannte Fakten

Definition 2.2 (Erweiterte t-niire Biume)

Ein Baum 7 heit erweiterter t-ndrer Baum, ¢ € N, falls fiir alle Knoten v von 7 gilt:
deg(v) € {0,t}.

Die Menge der erweiterten t-niiren Biume wird in dieser Arbeit mit E®) bezeichnet; E\)

steht fiir die Menge der erweiterten t-nidren Bdume mit m Bléttern.

Definition 2.3 (H6he und Pfadlingen)
Fiir einen Baum 7 definieren wir:

1. Lénge eines Pfades:
Ist ein Knoten w Nachfolger eines Knotens v in einem Baum (ist w ein Knoten
in dem Teilbaum mit der Wurzel v), dann ist die Liange des Pfades von v nach w
definiert als die Anzahl der Knoten auf dem Pfad von v nach w.

2. Hohe eines Baums:
Die Hohe h(7) eines Baums 7 ist die Anzahl der Knoten auf einem lingsten Pfad
von der Wurzel r(7) bis zu einem Blatt des Baums:

h(T) := max {Léinge des Pfades von r(7) nach b}.

b ist ein Blatt von T

3. Links-Pfad-Léinge (left branch length): Die Links-Pfad-Lénge LBL(7) ist definiert
als die Anzahl der Knoten von der Wurzel zum am weitesten links stehenden Blatt.
Ist 7 ein Fin-Knoten-Baum, also deg(r(7)) = 0, so gilt LBL(7) = 1.

Beispiel 2.1: Der leere Baum 7, hat sowohl eine Héhe h(7) = 0 als auch eine Links-
Pfad-Lénge LBL(7y) = 0, der Ein-Knoten-Baum 71 = « hat eine Héhe h(71) = 1 und eine
Links-Pfad-Lange LBL(7y) = 1.

Beispiel 2.2: Fiir den erweiterten bindren Baum

T =

gilt: h(7) =4 und LBL(7) = 3.

Teilbdume eines geordneten Baums werden in dieser Arbeit mit Indizes gekennzeichnet.
Die Wurzel eines erweiterten bindren Baums 7 hat beispielsweise von links nach rechts
als Kinder die beiden Teilbdume 7, und 7, und die Wurzel eines erweiterten ¢-niren
Baums 7’ besitzt entsprechend als Kinder die Teilbdume 71,75, ..., 7.

Oft wird es notwendig sein, explizit zu kennzeichnen, wieviele Kinder ein Knoten hat oder
auf welche und wieviele Teilbdume eines Knotens sich eine bestimmte Aussage bezieht;
besonders, wenn durch drei Punkte (,,---“) angedeutet ist, daf eine grofere Menge von
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Teilbdumen betroffen ist. Mit einen Bogen durch die gezidhlten Kanten und die dane-
bengeschriebene Anzahl soll verdeutlicht werden, welche Kanten so gezidhlt werden und
wieviele es sind.

Um exakt zu notieren, welche Position ein Kind eines Knotens in der Links-Rechts-
Ordnung einnimmt, wird gelegentlich die entsprechende Kante unterbrochen und die Zahl
in die so entstandene Liicke geschrieben.

Beispiel 2.3: Ein Baum mit seinen Teilbdumen. Der Teilbaum 7 ist genauer aufgefiihrt.

Wir konnen beobachten, dafs fiir die erweiterten ¢-ndren B&dume nicht alle natiirlichen
Zahlen als Anzahlen von Blédttern moglich sind. Genauer:

Satz 2.1
Fiir die mogliche Anzahl der Blétter eines (nicht-leeren) erweiterten t-niaren Baums 7 gilt
stets:

|I7] =1 mod (¢t —1).

Beweis:

Das zeigt eine einfache Induktion iiber die Hohe des Baums 7.

Induktionsverankerung:

h(t) = 1. Das bedeutet, 7 = e und ||7|| =1+ 0(¢t — 1).

t
h(T) = 2. In diesem Fall muf 7 = /é\ sein, und ||7|| =t =1+ 1(t — 1).
Induktionsschritt:

Fiir Bdume 7(=") mit einer Hohe von maximal n, h (7(<")) < n, gelte: ||7(<") || = 1+i(t—1),
1€ N.
Sei 7 nun ein erweiterter {-ndrer Baum mit Hohe n + 1:

t
L >

o= R [
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Die Teilbdume 71, 79, ..., 7 haben maximal eine Hohe von n. Nach der Induktionsvoraus-
setzung gilt fiir diese Teilbdume:

|7l =1+i;(t—1), fiiri; e Nundje{1,...,t}.

Fiir die Anzahl der Blatter von 7 gilt:

Irll= > lIml

1<j5<t
=Y (1+i4(t-1))
1<j5<t
=t+(t—-1) > i
1<5<¢
=1+ (t—1) <1+ > ¢j>
1<5<t

=1+i(t—1) miti =1+ ) i

1<j<t

Die Anzahl der Blatter von 7 1kt sich also in der Form ||7|| =1+ 4(t — 1) mit i/ € N
ausdriicken, und somit gilt fiir 7:

|I7] =1 mod (¢t —1).

Satz 2.2
Fiir erweiterte t-nédre Bdume (mit t > 2) gilt eine feste Beziehung zwischen der Anzahl
der Bldtter m und der Anzahl der inneren Knoten N':

m—1
t—1"°

m =1+ (t—1)N beziehungsweise N =

Beweis:

Jeder Knoten eines erweiterten ¢-niren Baumes (sowohl die inneren Knoten als auch die
Blatter) besitzt genau einen Vater, zu dem eine Kante existiert; nur die Wurzel besitzt
keinen Vater. Die Anzahl der Kanten in einem erweiterten ¢-niren Baum ist demnach
gleich (N +m) — 1.

Da jeder innere Knoten eines erweiterten ¢-néren Baums genau ¢ S6hne hat, ist die Anzahl
der Kanten andererseits gleich ¢/V.

IN=N+m-—1
= m=1+(t—1)N.
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2.2. Leftist-Baume

Definition 2.4 (Leftist-Baum)

Ein Leftist-Baum ist ein Baum mit der FEigenschaft, daf fiir jeden inneren Knoten v gilt:
Der kiirzeste Weg von v zu einem Blatt des Teilbaums mit der Wurzel v fiihrt iiber das
am weitesten links stehende Kind dieses Knotens v.

Formal: Sei T ein geordneter, gewurzelter Baum. Sei v ein beliebiger inneren Knoten
von 7; d. h. deg(v) > 0. Sei p, der Pfad von v zu dem am weitesten links stehenden Blatt
im Teilbaum mit der Wurzel v; das ist der Pfad, der entsteht, indem von v ausgehend
immer der am weitesten links stehende Sohn als Nachfolger gewéhlt wird. Sei p!, ein Pfad
von v zu einem beliebigen Blatt des Teilbaums mit der Wurzel v. Gilt fiir alle innere
Knoten v und fiir alle solche Pfade p!,

Ipo] < [P,
so heifit 7 Leftist-Baum.

Bemerkung: Mit dieser Definition gleichbedeutend gilt fiir alle Knoten v eines Leftist-
Baums: Die Lénge des kiirzesten Weges von v zu einem Blatt des Teilbaums 7,, dessen
Waurzel v ist, ist gleich LBL(7,).

R. Kemp definiert in [9] Leftist-Bdume iiber diese Eigenschaft.

Bemerkung: Fiir die Links-Pfad-Lingen in einem Leftist-Baum

d
o deg(1(7)
T = a Tdeg(x(7))

mit deg(r(7)) > 2 gilt:

(Vi: 2 <i<deg(r(r))) (LBL(r;) > LBL(7)) . (2.1)

In |9, ,i-cut”, S. 316 f.| hat R. Kemp folgende Eigenschaft fiir Leftist-Bdume bewiesen
(hier speziell fiir ¢ = 2):

Fakt 2.1 (Eindeutiger Schnitt durch Leftist-Bdume (i-cut; hier: 2-cut))

Sei 7 ein Baum mit der Leftist-Figenschaft. Ersetzt man alle Blatter von T durch Leftist-
Béaume mit einer Links-Pfad-Lénge von 2, so ist der daraus entstehende Baum wieder ein
Leftist-Baum. Dariiberhinaus ist eine solche Konstruktion eindeutig.
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Beispiel 2.4: Konstruktion eines Leftist-Baums durch einen 2-cut: Der schwarz gezeich-
nete Leftist-Baum 7 wird erweitert, indem alle seine Blatter ¢, — fiir 1 < o < 6 — durch
(grau gezeichnete) Leftist-Biume 7(*) mit einer Links-Pfad-Linge von LBL(7®) = 2
ersetzt werden. Sei der Leftist-Baum 7 vor der Erweiterung:

Der durch die per 2-cut-Erweiterung entstehende Leftist-Baum kénnte dann beispielsweise
so aussehen:

10
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Definition 2.5 (Leftist-Bidume — Symbole und Bezeichnungen)
Fiir bestimmte Baumfamilien der Leftist-Baume werden in dieser Arbeit folgende Sym-
bole benutzt:

1. L®2=114t0=1) oder L) bezeichnet die Menge der Leftist-Bdume, deren Knoten
vom Grad 0, t,2t—1,3t—2, ... oder 1+t(t—1) sind. Das heifit, fiir jeden Knoten v
eines Leftist-Baums 17 € L2~ 1 14t=1) gi]¢:

deg(v) € {0,t,2t — 1,3t —2,..., 1 +t(t —1)}.

Knotengraden 0,t,2t — 1,3t —2,..., 1+ t(t — 1) und m Bléttern.

Satz 2.3
Fiir die mogliche Anzahl der Blétter eines (nicht-leeren) Leftist-Baums T aus der Menge
L2114 0=10) gt stets:

I7l=1 mod (t —1).

Beweis:
Auch hier fiihren wir den Beweis durch Induktion nach der Hohe des Baums 7.
Induktionsverankerung:

h(t) =1.Esist 7 =eund ||7]| =1+ 0(t — 1).
A

h(t) = 2. Esist 7 = /A\, und A ist einer der erlaubten Knotengrade aus der Menge
{0,¢t,2t —1,...,1+t(t—1)} (wobei offensichtlich in diesem Fall A\ = 0 nicht mdglich ist).
Alle diese Knotengrade besitzen die geforderte Form A =1+ k(t — 1) mit 1 <k <t

Induktionsschritt:

Sei h(7) > 2, und es gelte ||7'|| =1 mod (¢t — 1) fiir alle Baume 7" mit h(7’") < h(7), die
also eine kleinere Hohe haben als .

Der Baum 7 hat die folgende Form:

A

L
r=0 [ [

und die Wurzel besitzt einen Knotengrad A € {¢,2¢t —1,...,1+¢(t — 1)}. Also konnen
wir A\ darstellen als A =1+ p(t — 1) mit p € {1,...,t}. Firalle i € {1,..., A} gilt:

o 7, € L2111

o h(r;) < h(T),

11



2. Definitionen und bereits bekannte Fakten

und nach der Induktionsvoraussetzung gilt fiir alle diese i ||| = 1 + k;(t — 1) mit
1<k <t

Fiir die Anzahl der Blitter von 7 gilt damit

Il = D (4 kit —1)

1<i<A
=X+ > ki(t—1)
1<i<A
=A+(t—1) > K
1<i<A
=14pt—1+t-1) > k
1<i<A
=1+ <N+ Z kz) (t—1)
1<i<A

=1+K@Et-1) mitk'::quZk:i.

1<i<A

12



3. Bekanntes iliber Leftist-Baume

Fiir Leftist-Baume mit n Blattern, die zu den erweiterten bindren Baumen gehoren, hat
R. Kemp 1987 [6] bewiesen, daf ihre Anzahl asymptotisch gegeben ist durch ¢(n) ~
ac™n 3% mit o = 0,25... und ¢ = 2,74... Die Frage nach der Zahl der Leftist-Biume
mit /N inneren Knoten und nach einem asymptotischen Ausdruck fiir diese Zahl war von
Knuth in Ubungsaufgabe 5.2.3-34 ([14, S. 159]) gestellt worden.

Dieses Ergebnis ist 2001 von Drmota [4] auf Leftist-Baume erweitert worden, die zu einer
beliebigen Familie einfach erzeugter Baume gehoren.

R. Kemp untersucht in 7] und [8] eine Menge von additiven Parametern auf den Leftist-
Baumen unter den erweiterten biniren Badumen. Additive Parameter sind Baumparame-
ter, die sich additiv verhalten, das heifit die sich rekursiv durch Addition von Anteilen
der Wurzel und der Teilbdume ermitteln lassen. Dazu gehéren unter anderen Interne und
Externe Weglinge, Anzahl der Bldtter und die Links- (und auch Rechts-) -Pfad-Linge des
Leftist-Baums.

Uwe Trier hat in [18] diese Untersuchung auf die Leftist-Baume in der Familie der erwei-
terten t-ndren Baume verallgemeinert.

Basierend auf den additiven Gewichten zeigt Noguiera in [16|, daf die durchschnittliche
Hohe von Leftist-Biumen asymptotisch n!/? betrigt, und er kann die zugehérige Kon-
stante mit hoher Genauigkeit angeben.

In [9] prasentiert R. Kemp mittels Erzeugendenfunktionen eine Moglichkeit, die exakten
Anzahlen der Leftist-Badume mit n inneren Knoten und m Blattern, die zu einer beliebigen
einfach erzeugten Baumfamilie! gehéren, zu berechnen. Fiir den Fall, daR nur die Anzahl
der Bléatter untersucht werden soll, gibt er auch eine Asymptotik fiir die Anzahl der
Leftist-Bédume in dieser einfach erzeugten Baumfamilie an.

R. Kemp beschreibt in [10] auf konstruktive Weise eine 1-1-Korrespondenz zwischen
erweiterten bindren Baumen und Leftist-2, 3-Bdumen.

Diese 1-1-Korrespondenz wird in der vorliegenden Arbeit verallgemeinert werden auf
eine 1-1-Korrespondenz zwischen erweiterten ¢-niren Biumen und Leftist-Bdumen mit
den erlaubten Knotengraden ¢, 2t — 1,3t — 2,...,t(t — 1).

!Eine Definition fiir einfach erzeugte Baumfamilien ist in Definition 4.1 auf Seite 15 angegeben.

13



3. Bekanntes iiber Leftist-Baume

Im Jahr 2003 konnte R. Kemp in [11] eine noch weitergehende Verallgemeinerung zei-
gen, von der ein Spezialfall eine andere Losung des in dieser Diplomarbeit prisentierten
Ergebnisses darstellt.

Zeitlich ist das zentrale Ergebnis der vorliegenden Diplomarbeit vor dieser Kemp-Arbeit
entstanden. Leider haben sich beim Aufschreiben und Ausformulieren des Ergebnisses
aus personlichen Griinden einige Verzogerungen ergeben, so daf diese Diplomarbeit erst
jetzt vorgelegt werden kann.

Obwohl die meisten wissenschaftlichen Veroffentlichungen die kombinatorischen Eigen-
schaften von Leftist-Bdumen untersuchen, gibt es auch beispielhafte Implementierungen
und empirische Untersuchungen dieser Datenstruktur; siehe zum Beispiel die Arbeit von
Cho und Sahni 1998 [2], die verschiedene Varianten von Leftist-Bdumen und von Skipli-
sten auf ihre Eignung als zugrundeliegende Datenstrukturen fiir Prioritdtswarteschlangen
untersucht.

14



4. Die Machtigkeiten sind gleich

Die Anzahl der erweiterten bindren Biume mit m Blattern und die der Leftist-2, 3-
Bdume mit m Blittern sind gleich, wie R. Kemp in [10] nachweist. In [9] zeigt er mit
Hilfe einer Funktionalbeziehung fiir die Enumerator-Erzeugendenfunktionen von Leftist-
Baumen, die zu einer Familie einfach erzeugter Biaume gehoren, eine ganze Reihe von
Identitaten; darunter fallt auch die Gleichheit der Anzahlen der erweiterten ¢-niren Béau-
me mit m Bléttern einerseits und der Leftist-¢, 2t — 1,3t —2, ..., 1 4+ ¢(¢ — 1)-Bdume mit
m Bléattern andererseits.

Der mittels dieser Funktionalgleichung zu fiihrende Beweis der Gleichméchtigkeit der er-
weiterten t-ndren Baume mit m Blattern und der Leftist-t, 2t — 1,3t — 2, ..., 1 +¢(t — 1)-
Baume mit m Bldttern wird im folgenden ausfiihrlich angegeben.

Diese zentrale Funktionalgleichung, die fiir die Leftist-Bdume innerhalb einer einfach er-
zeugten Baumfamilie gilt, ist hier als Fakt 4.4 wiedergegeben. Bevor jedoch mit Satz 4.3
der Beweis gefiihrt werden kann, miissen zunéchst noch ein paar Fakten und Zwischen-
ergebnisse zusammengetragen werden.

Definition 4.1 (Einfach erzeugte Baumfamilien, nach R. Kemp [12])
Sei F eine Menge geordneter Baume, n € N und 7 (n) die Menge der Bdume mit n Knoten
innerhalb dieser Menge von Bidumen;

T(n):={T € F|T=(V,E)A|V|=n).

Bezeichne t(n) := |7 (n)| die Anzahl dieser Bdume mit n Knoten. Dann heifit die Erzeu-
gendenfunktion

n>1
Enumerator-Erzeugendenfunktion von F.

Die Baumfamilie F heiit einfach erzeugt, falls es eine regulire (analytische) Funktion

O(y) =1+ 3 ¢y’ mit ¢; € {0,1} und ¢; = 1 fiir ein ¢ > 2 gibt mit E(z) = 20(FE(2)).
i>1

Bemerkung: Die in dieser Arbeit betrachteten Leftist-t,2¢t—1,3t—2, ..., 1+¢(t—1)-

Baume konnen alternativ zu Definition 2.4, die sie als Untermenge der (uneingeschrénk-

ten) Leftist-Baume beschreibt, indem die erlaubten Knotengrade eingeschrankt werden,

auch als eine Untermenge der geordneten Biaume mit erlaubten Knotengraden 0, ¢, 2t — 1,
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4. Die Machtigkeiten sind gleich

..., 1+t(t—1) betrachtet werden, indem aus dieser Menge nur die Biume mit der Leftist-
Eigenschaft herausgesucht werden.

Diesen letzteren Ansatz verfolgt R. Kemp, wenn er die Leftist-Bdume untersucht, die zu
einer bestimmten Familie einfach erzeugter Baume gehoren. Die einfach erzeugte Baum-
familie 7(©;) mit der definierenden Funktion

Ou(y) =1+ >y

1<i<t

ist gerade die Familie der geordneten Bédume mit erlaubten Knotengraden 0, ¢, 2¢ — 1,
..., L4+1t(t —1). Die Menge der in dieser Familie vorkommenden Leftist-Baume, FL(©,),
ist die hier betrachtete Menge L(h2t=1-14t(t=1)

Definition 4.2
Die Schreibweise [2"]A(z) meint den Koeffizienten vor 2" in der formalen Potenzrei-
he A(z). Ist A(z) = > a,2", so gilt [2"|A(z) = a,.

n>0

In [5] haben die Autoren Graham, Knuth und Patashnik viele mathematische Methoden
und Vorgehensweisen beschrieben, die zur Analyse von Algorithmen und Datenstruktu-
ren niitzlich sein kénnen. Unter anderem haben sie auch einige Identitéten fiir Erzeugen-
denfunktionen mit Binomialkoeffizienten und ihren zugehorigen geschlossenen Formen
zusammengetragen. Wir benétigen eine davon (vgl. |5, Tabelle 321|).

Fakt 4.1 (Eine geschlossene Form, nach [5])

Die Erzeugendenfunktion Y (“*"~')2" besitzt die geschlossene Form —(lfz)c.
n>0

Das folgende Inversionstheorem von Lagrange wird es uns unter anderem erméglichen,
die Anzahl der erweiterten t-niren Baume mit m Bléttern zu berechnen.

Fakt 4.2 (Lagrangesche Inversionsformel, nach Flajolet und Sedgewick [17])
Erfiillt eine Erzeugendenfunktion A(z) = Y a,2" die Funktionalgleichung z = f(A(z)),

n>0

wobeli fiir f gilt, da f(0) = 0 und f'(0) # 0, dann ist
n o 1 n—1 u "
a, = [z"A(z) = - [u" ] (W) :

Bemerkung: Fiir die inverse Funktion f{~" der hier angegebenen Funktion f muR gel-
ten:

FU @) = F0(f(2) = =
Wendet man f{~ auf beide Seiten der Gleichung z = f(A(z)) an, so folgt:

FV() = FEV(FA)
= A(z).
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4. Die Machtigkeiten sind gleich

Die Funktion A(z) ist also die Umkehrfunktion von f.

In der Literatur ist das Lagrangesche Inversionstheorem oft auch explizit mit dieser
Umkehrfunktions-Notation angegeben worden; siehe zum Beispiel Comtet |3, Seite 148 ff.].

Satz 4.1
Die Anzahl der erweiterten t-ndren Baume mit m Blattern ist

1 [t
m01- ()

t—1

Bewelis:

Die erweiterten t-nidren Biume folgen der symbolischen Gleichung

t

AN

T=et+T T - T,

und fiir die Erzeugendenfunktion 7'(u) = > a,u™ der Anzahl a,, dieser Biume mit
m>0
m Bléttern gilt

T(u) =u+T(u)" (4.1)

Damit gilt auch v = T'(u)—T (u)! = f(T(u)) mit f(z) = z—2". Esist f'(z) = 1—tz'"! und
f(0) = 0 sowie f'(0) = 1 # 0. Durch Anwendung der Lagrangeschen Inversionsformel
(Fakt 4.2) erhalten wir fiir die Anzahl der erweiterten ¢-niren Biume mit N inneren
Knoten und m =1+ (¢t — 1) N Bléttern

B9 = "7 (w)

1 m
- — [u™ ] (u fut) wegen Fakt 4.2
1., 1 \"
_E[u ](1—ut1)
1 . 1
= Ty
1 — 1 ,
= — [u™ Y] Z <m +.Z )u(tl)l wegen Fakt 4.1
m i
i>0
1 — 1 -
= [u=1N] Z (m +Z )u(t_l)l dennm=1+(t—1)N
i>0
1 N -1
= = (m + ) Koeffizient an der Stelle : = N.
m N

17



4. Die Machtigkeiten sind gleich

. - m 1 . .
Durch eine letzte Ersetzung N = H—Jrl ergibt sich
1 tm+11
t m t—
|ED| = [w™T(u) = ~ <m+1) : (4.2)
t—1

Satz 4.2
Sei T~V (u) definiert als T~V (u) := u—u!. TV (u) ist die inverse Funktion von T (u).
Beweis:

Wir werden die Lagrangesche Inversionsformel auf die Funktion 7" (u) = u — u® an-
wenden, und als deren Umkehrfunktion 7¢~2¢~ wird sich T'(u) herausstellen.

TV (0) = u — ot

= Zajuj mit ap := 0, a; :=1# 0, a; := —1 und a; := 0 sonst.
Jj=0

Um die Koeffizienten der Umkehrfunktion 7¢- (=1 yon 7=V zu berechnen, wenden wir
nun die Lagrangesche Inversionsformel an:

v (o)
()
(=)
_
A

[um]T<‘1><‘1> (u) =

SI= 3|~ 3]~ 3|~
i

=N

[um )

Nun substituiere v := u!~. Damit gilt u = v©-1 sowie u™ ! = "1, Substituiere weiter-
hin N := 2=L Damit gilt auch m = 14-(t—1) N, und wir kénnen mit diesen Bezeichnungen
schreiben:

1 1
m —1 1 o N
[U ]T< A >(U) E[U ](I_U)H_(t_l)]\[

1 1+(t—-—1)N+75-—1\ .

= — V] E ( + ) TJ )vﬂ wegen Fakt 4.1
m . 7

Jj=20

1 /1+(t—-—1)N+N-1

——( + N+ ) Koeff. bei j = N
m N

18



4. Die Machtigkeiten sind gleich

1 (tN
- m\N
IR~y
m\

= [u™]T(u) wegen Gl. (4.2).

Die Funktionen 7YY (y) und T'(u) stimmen in allen ihren Koeffizienten iiberein, sie
sind also identisch. n

Wir werden nachher eine Formel fiir die endliche geometrische Summe benétigen. Man
kann sie in vielen grundlegenden Mathematiklehrbiichern oder Nachschlagewerken finden,
so zum Beispiel in [21] oder in [24]. Ein Beweis kann direkt (Multiplikation der Gleichung
mit (¢—1) und Ausmultiplizieren) oder auch durch vollstédndige Induktion gefiihrt werden.

Fakt 4.3 (Geometrische Summe, nach [24])
Fiir alle ¢ € R, ¢ # 1 und alle n € Ny gilt:

n+1_1

n D q

In [9, Gleichung 13] leitet R. Kemp eine allgemeine Funktionalgleichung her fiir Leftist-
Baume, die zu einer Klasse einfach erzeugter Baume gehoren. Diese Beziehung stellt den
zentralen Punkt des Beweises dar, dak die beiden Baumklassen Efﬁ) und L%’Qt*l """ 1F4(t=1)

gleichméchtig sind.

Fakt 4.4 (Funktionalgleichung fiir Leftist-Bidume, nach Kemp [9])

Sei {(m) die Anzahl aller Leftist-Bdume T € FL (©) mit m Blattern, die zu einer Familie
einfach erzeugter Biume F (©) gehoren; sei L(u) = ) ., {(m)u™ die dazugehdorige
Erzeugendenfunktion. -

L(u) erfiillt die Funktionalgleichung

o)1)

L(u):u+L<u o

Unter der Voraussetzung c; := [y|©(y) = 0 beweist R. Kemp, dak diese Funktionalglei-
chung eine eindeutige Losung besitzt, die L(0) = 0 erfiillt.

Die Forderung, dal der Koeffizient vor y in ©(y) gleich 0 sein soll, spiegelt dabei die
Tatsache wider, dak die Anzahl der Baume mit m Blattern genau dann endlich ist, wenn
Knoten vom Grad 1 nicht erlaubt sind. Da beide in dieser Arbeit betrachteten Baum-
klassen diese Einschriankung erfiillen, soll im folgenden diese Annahme gelten, auch wenn
sie nicht explizit erwdhnt wird.
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4. Die Machtigkeiten sind gleich

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir jetzt den Beweis fiihren, daf die Menge der erweiterten
t-néren Bdume mit m Bléttern und die Menge der Leftist-¢, 2t — 1,3t —2, ..., 1 +¢(t — 1)-
Baume mit m Blédttern gleichméchtig sind.

Satz 4.3

Die Anzahlen der erweiterten t-niren Bidume mit m Bléttern einerseits und der Leftist-
Béiume mit den erlaubten Knotengraden t,2t — 1,..., 1+ t(t — 1) mit m Bléttern ande-
rerseits sind gleich.

Beweis:
Die Leftist-Biume aus L5* 51071 gind eine Teilmenge der Familie der einfach er-
zeugten Biume F(0) mit O(y) =1+ > y!Ht-b,

1<i<t

m>1
t,2t—1,3t—2, ..., 1+t(t — 1)-Biiume mit m Blittern in L5 gilt die Funktionalglei-
chung (Fakt 4.4)

L(u):u—i—L(uM).

L(u)
Fiir die betrachteten Leftist-t, 2¢ — 1,3t —2, ..., 1+ ¢(¢t — 1)-Baume ist die beschreibende
Funktion © gegeben durch O(y) =1+ Y '™~V Daher ist weiter
1<i<t
5 L)
1<i<t
L(u) = L —=
(u) =u+ 0
=u+L (u Z L(u)““”) :
1<i<t

und es gibt genau eine Losung L(u) mit L(0) = 0, vorausgesetzt, dak ¢; := [y]O(y) = 0.
Nun ist 7(0) = 0 und

1<i<t

=u+T ((T(u) — T(u)") Z (T(u)(t_l))i> wegen Gl. (4.1)

1<i<t

=u+T ((T(u) — T(u)h) ( > (T(w) )" = 1))

0<i<t
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4. Die Machtigkeiten sind gleich

—u+T | (T(u) — T(u)) ( ;“y_l)m L 1)) wegen Fakt 4.3

=u+T (T(u t(T u)t)t)

=u+T (T (T(u)")) wegen Satz 4.2
=u+T(u)

=T(u) wegen Gl. (4.1).

Die Funktion 7'(u) erfiillt also die Funktionalgleichung, die fiir die Enumerator-Erzeugen-
denfunktion der Leftist-t, 2t — 1,3t — 2, ..., 1 4+ t(¢t — 1)-Bédume gilt; das bedeutet, 7' = L.

WEeil also die Enumerator-Erzeugendenfunktion 7' der erweiterten ¢-naren Badume und
die Enumerator-Erzeugendenfunktion L der Leftist-t, 2t — 1,3t —2, ..., 1+ t(¢t — 1)-Béu-
me identisch sind, sind folglich auch die Anzahl der erweiterten ¢-niren Biume mit
m Blattern und die Anzahl der Leftist-t, 2t — 1,3t — 2, ..., 1+ t(¢t — 1)-Bdume mit m Bléit-
tern gleich. ]
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5. Die Abbildungen

In diesem Abschnitt werden nun die Abbildungen LE und EL definiert. Dabei bildet LE
einen Leftist-Baum 7 € L5 11D auf einen erweiterten ¢-néiren Baum LE(7) €

EY ab, und EL wird sich als die Umkehrabbildung von LE herausstellen:

L%,Qt—l ..... 1+t(t—1)) LE t)

—— En
EL

Dabei soll fiir beide Abbildungen gelten: Ist ein Baum 7 sowohl in
auch in E, so ist LE(7) = 7 und EL(7) = 7. Das heift, wir fordern

als

LE = EL

L& nEd

= id.

L&Ined

Ausgehend von der Abbildungsvorschrift, die R. Kemp in [10] fiir ¢ = 2 beschrieben hat,
wird die Verallgemeinerung zunéchst beispielhaft fiir ¢ = 3 und ¢t = 4 durchgefiihrt und
danach fiir allgemeines ¢ formuliert.

5.1. Die Kempsche 1-1-Korrespondenz fiir t = 2

Um eine Bijektion zwischen erweiterten bindren Bdumen mit m Bléittern, 7 € Efﬁ), und
Leftist-2, 3-Bdumen mit m Blittern, 7/ € LS%B), zu erstellen, hat R. Kemp in [10] die
folgenden Abbildungen definiert.

(A) Die Transformation Ib: LS,E"?) — Eg) ist rekursiv definiert:

(A1) b(s) = «;

(A2) Ib( ) - ;
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5. Die Abbildungen

(B) Die Transformation bl: E,(f) — LS%"?):

Fiir die Definition der Riickrichtung benétigen wir einen ,,Schnitt durch einen er-
weiterten bindren Baum, die sogenannte L-Dekomposition. R. Kemp definiert diese
L-Dekomposition wie folgt:

Definition 5.1 (L-Dekomposition fiir erweiterte biniire Bdume, nach [10])
Jedem Knoten x eines erweiterten biniren Baums 7 € E®  ||7|| > 1, wird eine
Markierung &(x) zugeordnet. Beginne dabei an der Wurzel r des Baums 7.

1. Falls beide S6hne von r innere Knoten sind, setze £(r) := 0; sonst £(r) = 1.

2. Falls der Vater eines Knotens x # r die Markierung O besitzt und beide Séhne
von x innere Knoten sind, setze &(x) := 0; sonst {(z) := 1.

Bezeichne nun den erweiterten bindren Baum mit der Wurzel r, der aus T entsteht,
indem alle Knoten entfernt werden, deren Vater mit 1 markiert ist, als 7(9). Seien
U1, 0y, ... Ly, die Blitter von 7\ in Links-Rechts-Ordnung; wir bezeichnen den

erweiterten bindren Baum mit der Wurzel ¢; als 7, fiir 1 < i < ||[7©].
Die L-Dekomposition des Baums 7 besteht dann aus der Folge

S (R R (L1}

Jetzt kann die Abbildung bl rekursiv definiert werden:
(B1) bl() =+ ;

(B2) Der Baum 7 € E'? habe die L-Dekomposition

(0)
o,

und 01, 0o, . .. ,EHT(O)” seien die Blitter von 7 in Links-Rechts-Ordnung.
Dann ist

bl(~(®) .

’il\ -

¢
bl(r) = @@\E

Dabei ist fiir 1 < p < |7
(L

IO

ip ip
falls 70r) = :

p /.

p
=z

(5.1)

falls 70») =
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5. Die Abbildungen

5.2. Erweiterungen fiir t > 2

Die Abbildungen Ib und bl erfiillen die gestellten Forderungen fiir ¢ = 2. Um diese Ab-
bildungen fiir grofere Werte von ¢ zu erweitern, halten wir zunéchst die wesentlichen
Eigenschaften dieser Abbildungen fest:

e Falls der Knotengrad der Wurzel des abzubildenden Baums 7 € LY gleich ¢
(also 2) ist, dann bleibt die erste Ebene dieses Baumes bei der Abbildung identisch
erhalten, und die Abbildung wird an die Teilbdume mit den S6hnen der Wurzel als
Teilbaum-Wurzel ,weitergegeben®.

e Falls der Knotengrad der Wurzel von 7 ungleich ¢ ist, dann muf die oberste Ebene
yumgebaut‘ werden. Als Zielstruktur bendtigen wir einen erweiterten ¢-néren (hier
bindren) Baum mit deg(r(7)) Bléttern (hier also 3). Diese Struktur darf nicht die
Leftist-Figenschaft haben, denn dann wiirden andere Baume auf das gleiche Bild
abgebildet werden.

Das rekursiv gebildete Bild des Teilbaums 71, Ib(71) wird ganz rechts in die oberste
Ebene des Bildbaumes ,eingehéngt®; die Bilder der anderen Teilbdume, Ib(73) und
Ib(73), werden von rechts nach links an die tieferen Blétter ,eingehéngt®.

e Die Abbildung bl fithrt die in Schritt (A3) der Abbildung Ib durchgefiihrte Umord-
nung der Teilbdume im Schritt (B2), Gleichung (5.1) zuriick.

Die L-Dekomposition des abzubildenden Baums stellt dabei sicher, daf ein fiir die-
sen Schritt anwendbare Situation vorliegt, d. h. da$ die entstehenden Teilbiume 7,
1 <i<||[7®]], der Form sind, daf mindestens ein Sohn der Wurzel ein Blatt ist.

e Falls die bei der Anwendung der Abbildung bl auszufiihrende L-Dekomposition als
Ergebnis fiir 7% einen Ein-Knoten-Baum liefert, weil alle Knoten des abzubilden-
den erweiterten t-néaren (hier: bindren) Baums mit 1 markiert wurden, so muf der
gesamte Baum als 7(") betrachtet werden. Dann kann mit dem zweiten Teil der Ab-
bildung bl fortgefahren werden, denn mindestens ein Sohn der Wurzel ist ein Blatt,
und eine der im zweiten Teil der Abbildung bl angegebenen Regeln ist anwendbar.

Beispiel 5.1: Sei der erweiterte bindre Baum 7 gegeben durch

A

Durch die Markierungsfunktion ¢ der L-Dekomposition werden folgende Knoten-
markierungen vergeben:
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5. Die Abbildungen

Bei der Berechnung der L-Dekomposition entsteht als 7(*) der Ein-Knoten-Baum,

o = (7O, 70)

und der Teilbaum 7(! kann nun mit Hilfe der Abbildungstabelle von bl abgebildet
werden:

YO N

e Im zweiten Teil der Abbildung bl, wenn die Teilbiume 7(») auf die jeweiligen Bild-
Strukturen 7;, abgebildet werden, findet eine Fallunterscheidung statt. Sicher ist,
daft die Wurzel des Teilbaums 7(») mindestens einen Sohn hat, der ein Blatt ist. Die
Unterscheidung sucht nach demjenigen Blatt als direkten Nachfolger der Wurzel,
das am weitesten links steht. Das in der Bedingung explizit dargestellte Blatt (das
ein Kind von /¢;, ist) ,wandert in den unterschiedenen Fillen von links nach rechts

durch. Die Teilbiume 7", 7, 7, ... konnten aus nur einem Knoten bestehen.

Fiir die Abbildungsvorschrift fiir gréfere ¢ sollen diese Eigenschaften in entsprechender
Form beibehalten werden.

5.2.1. Eine Abbildungsvorschrift fiir t = 3

Fiir ¢ = 3 betrachten wir Abbildungen zwischen den erweiterten 3-niren Biumen mit
m Bléttern einerseits und Leftist-3, 5, 7-Badumen andererseits.

(LE(3)) Die Transformation LE® : L&>7 _, 5.

Die Menge der erlaubten Knotengrade der Leftist-Baume ist in diesem Fall gleich
{0,3,5,7}. Fiir jeden dieser Knotengrade benétigen wir eine Regel zur rekursiven

Definition einer Abbildung LE®: L") — E%). Unter Beibehaltung der oben
zusammengestellten Eigenschaften konnen wir die Abbildungen fiir ¢ = 3 definieren:

(LE") LE® () = o

(3) (3) .: .
(LE3 ) LE ( ﬂ ) ' LE®) ()| [LE®) (r)| [LE®) (r3)]
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5. Die Abbildungen

LEY) LE® () —

(EL®) Die Transformation EL® : EY B350,

Zur Definition einer Abbildung EL® : EY — L7 miissen wir zuniichst den von
R. Kemp definierten Begriff der L-Dekomposition (vgl. Def. 5.1) so erweitern, daf
er auch auf erweiterte 3-nére Baume anwendbar ist und das gleiche Ergebnis liefert.

Definition 5.2 (L-Dekomposition fiir erweiterte 3-nire Biume)
Jedem Knoten x eines erweiterten 3-niren Baums 7 € E®) ||| > 1, wird eine
Markierung &(x) zugeordnet. Beginne dabei an der Wurzel r des Baums 7.

1. Falls alle drei S6hne von r innere Knoten sind, setze (r) := 0; sonst £(r) := 1.

2. Falls der Vater eines Knotens x # r die Markierung 0 besitzt und alle drei
Séhne von z innere Knoten sind, setze (x) := 0; sonst &(x) = 1.

Bezeichne nun den erweiterten 3-nidren Baum mit der Wurzel r, der aus T entsteht,
indem alle Knoten entfernt werden, deren Vater mit 1 markiert ist, als 7(¥). Seien
by, 0, ..., 0 die Bléitter von 7 in Links-Rechts-Ordnung; wir bezeichnen den
erweiterten 3-ndren Baum mit der Wurzel ¢; als 7, fiir 1 < i < |7

Die L-Dekomposition des Baums 7 besteht dann aus der Folge

o= O L0 @ )

- 9
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5. Die Abbildungen

Die Abbildung EL®: ES) — LE*7 kann jetzt beschrieben werden:

(ELY.)) ELO() ==« ;

(EL£2)>1) Der Baum 7 € E\ habe die L-Dekomposition
() T )}
und /4, /s, . .. ,EHT(O)H seien die Blitter von 7(¥) in Links-Rechts-Ordnung.
Dann ist
EL(?’)(T(O))
lir~ < < O
EL®)(r) = @@ B
Dabei ist fiir 1 < p < [|[7O||
4 Ez‘p Eip
falls 70») = :
EL(S)(T”) EL(S)(T/N) | |7
i,
falls 70») = ;
EL(S)(T") EL(S)(T/N) EL(S)(T4/) EL(S)(TSI)
T, —

Ui

P

EL(S)(T”) EL(B)(T/N) EL(S)(T4/) EL(S)(TSI) EL(S)(TG’) EL(B)(T7’)
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5.2.2. Eine Abbildungsvorschrift fiir t = 4

Fiir t = 4 betrachten wir nun Abbildungen zwischen den erweiterten 4-niren Biumen
mit m Bléittern einerseits und Leftist-4, 7, 10, 13-Biumen andererseits.

(LE®) Die Transformation LE®: L(*71018) _, g,

Die Menge der erlaubten Knotengrade der Leftist-Baume ist in diesem Fall gleich
{0,4,7,10,13}. Fiir jeden dieser Knotengrade bendtigen wir eine Regel zur rekur-
siven Definition einer Abbildung LE® : Lm0 B Unter Beibehaltung der
oben zusammengestellten Eigenschaften konnen wir die Abbildungen fiir t = 4 de-
finieren:

(LES") LEW() = . ;

(4) (4) —
(LE) LE ( @ ﬁ ) ’ LE® (r1)| |LE@ (r2)| [LE® (73)| [LE® (14)

(LEY)

(LES)

(LE()
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5. Die Abbildungen

(EL™) Die Transformation EL®: E{Y) — p{h71019),

Zur Definition einer Abbildung EL® . E,(é) — Lﬁé“"’m) miissen wir wieder den
Begriff der L-Dekomposition (vgl. Def. 5.1) erweitern, so dak er jetzt auch auf
erweiterte 4-ndre Baume anwendbar ist und wieder das gleiche Ergebnis liefert.

Definition 5.3 (L-Dekomposition fiir erweiterte 4-niire Biume)
Jedem Knoten x eines erweiterten 4-niren Baums 7 € E@  ||7|| > 1, wird eine
Markierung &(x) zugeordnet. Beginne dabei an der Wurzel r des Baums 7.

1. Falls alle vier S6hne von r innere Knoten sind, setze £(r) := 0; sonst {(r) := 1.

2. Falls der Vater eines Knotens x # r die Markierung O besitzt und alle vier
Séhne von z innere Knoten sind, setze (x) := 0; sonst &(x) = 1.

Bezeichne nun den erweiterten 4-nidren Baum mit der Wurzel r, der aus T entsteht,
indem alle Knoten entfernt werden, deren Vater mit 1 markiert ist, als 7(¥). Seien
b1, by, ..., 40 die Bldtter von 7 in Links-Rechts-Ordnung; wir bezeichnen den
erweiterten 4-ndren Baum mit der Wurzel ¢; als 7, fiir 1 < i < ||[7©].

Die L-Dekomposition des Baums 7 besteht dann aus der Folge

() R g CY

— 5 3 g oo

@)
, .

Die Abbildung EL®: EY — L{+"%') kann dann wieder dhnlich wie bereits vorher
beschrieben werden:

(EL,L,) EL®() =

(ELS?M) Der Baum 7 € E\ habe die L-Dekomposition

I @1

Y

o, =70 7 7

)

und /1, /s, . .. ,ﬁHT(O)H seien die Blitter von 7(¥) in Links-Rechts-Ordnung.
Dann ist

EL(4)(7-(0))

i~ < I

l
ELW(r) = @ @\gm
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5. Die Abbildungen

Dabei ist fiir 1 < p < [|[7©O||

ﬁip eip
falls 70») = :
ELO ()] [BLO ()] [ELO (1)
l

7 Z'P
e falls 7(») = ;
EL® (r77) EL® (r7)
10, 6217
Tip = e .
EL® (7_//) EL® (7_10/) ’
13 6217
EL®) (7_//) EL® (Tls/)

falls (%) =

Bei beiden Beispielen, sowohl fiir ¢ = 3 als auch fiir ¢ = 4, kann beobachtet werden, wie
die Abbildung der 7(») auf die 7;, bei der Abbildung ELY, i € {3,4}, die Regeln der
jeweiligen Abbildungsregel aus der Abbildungsvorschrift fir LE® widerspiegelt.

5.3. Aligemeine Definition der Abbildungen

Das Vorgehen, das in den vorangegangenen Beispielen fiir £ = 3 und ¢ = 4 demonstriert
worden ist, soll jetzt fiir allgemeines ¢ durchgefiihrt werden.

Im allgemeinen besitzen die betrachteten Leftist-Bdume die erlaubten Knotengrade
{0,620 — 1,3t —2,..., 1+ t(t—1)}.

Wir betrachten jetzt also Abbildungen zwischen den erweiterten ¢-néren Baumen mit
m Bléttern einerseits und Leftist-¢, 2t — 1, 3t — 2, ..., 1+ ¢(¢t — 1)-Bdumen andererseits.
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5.3.1. Alligemeine Definition der Abbildung LE

Fiir alle im allgemeinen Fall erlaubten Knotengrade der betrachteten Menge der Leftist-
Baume miissen Regeln fiir die rekursiv anzuwendende Abbildung LE definiert werden.
Bei der Unterscheidung nach dem Grad der Wurzel des abzubildenden Baums 7 € L)
konnen wir dabei die Fille zusammenfassen, bei denen die Teilbdume bei der Abbildung

y2umgeordnet werden miissen, also die Fille deg(r(7)) =1+ d(t — 1) fiir i > 1.

Bemerkung: In diesen Fillen schreiben wir den Grad der Wurzel nicht mehr in der Form
1 +i(t — 1), sondern als kt + j, da uns dadurch die Durchnumerierung der Teilbdume
etwas leichter fallt.

Fiir deg(r(7)) = 1 +i(t — 1) liefert die Abbildung LE k = i — 1 Teilbdume mit ¢ weiteren
Teilbdumen, die links von LE(7;) auf der 2. Ebene des entstehenden ,Bild-Baumes“ ein-
gebaut werden; auf der 1. Ebene werden dann noch j Teilbdume (einschlieflich LE(r))
eingefiigt.

Fiir ¢ gilt in diesen Fillen 2 < ¢ < ¢, und somit ist
1+i(t—1)=it—i+1
—(i—1)t+t—i+1
=k =J

= kt + J.

An dieser Stelle leiten wir die zuldssigen Werte fiir j aus den Beschréinkungen fiir ¢ her:

2 < i <t
—t < —i < -2
t—t+1 < t—i+1 < t—2+1
1 < g < t—1.

Firkgiltl <k+1<t <= 0<k<t—1.Somit hat die Wurzel des entstehenden
,Bild-Baumes” dann

k+j=>G0-1)+({t—i+1) =t

Kinder.
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Formulieren wir also nun die Regeln fiir die Abbildung LE.
(LEy) LE(s) = o«

t t
-

LE LE .. . . )
(LE,) ( ) LE(r1) LE(r)|

(LEgts+;)  Fiir deg(x(7)) =kt +j5 >t,dasheift mit 1 <k <t—1und j=1t—k,
definieren wir die folgenden Regeln:

Kt+j
-

o ) -

LE(mkt41)| |LE(T(k—1)t4+2)

Auf die Teilbdume 7, 7, ..., Ti4; wird rekursiv die LE-Abbildung angewendet. Die
entstehenden Teilbdume LE(7) bis LE(74;) werden nun in die gezeigte Struktur ,einge-
hangt®. Dabei beginnt LE(7) am Kind mit Nummer %k 4 1 in der Links-Rechts-Ordnung,
danach wird der Reihe nach von rechts nach links aufgefiillt. Der Teilbaum Nummer %
in LE(7) beinhaltet (von rechts nach links) also die Teile LE(ry), LE(73), ..., LE(711);
Teilbaum Nummer k — 1 beinhaltet die Teile LE(7;12) bis LE(7241); Teilbaum Nummer 1
beinhaltet die Teile LE(7(;_1y¢42) bis LE(7¢41), jeweils von rechts nach links. Allgemein
werden die Teile LE(7(4—,)¢+2) bis LE(7(4—ut1yt41) fiir 1 < g < k von rechts nach links in
den Teilbaum Nummer ; von LE(7) eingebaut. Ubrig bleiben zunichst die ¢t — k — 1 Teil-
bdume LE(7j:42) bis LE(7j;). Diese werden von rechts nach links als die ¢t — k& — 1
Teilbdume von LE(7) mit den Nummern k + 1 bis ¢ eingehéngt.
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5.3.2. Alligemeine Definition der Abbildung EL

L-Dekomposition jetzt auf allgemeines ¢ erweitern:

Definition 5.4 (L-Dekomposition fiir erweiterte t-nire Biume)
Jedem Knoten x eines erweiterten t-niren Baums 7 € E® | ||7|| > 1, wird eine Markierung
&(x) zugeordnet. Beginne dabei an der Wurzel r des Baums 7.

1. Falls alle Séhne von r innere Knoten sind, setze £(r) := 0; sonst £(r) := 1.

2. Falls der Vater eines Knotens x # r die Markierung 0 besitzt und alle S6hne von x
innere Knoten sind, setze £(x) := 0; sonst {(z) := 1.

Bezeichne nun den erweiterten t-naren Baum mit der Wurzel r, der aus 7 entsteht, indem
alle Knoten entfernt werden, deren Vater mit 1 markiert ist, als 79). Seien (1, {5, . . . Ly

die Blitter von 7 in Links-Rechts-Ordnung; wir bezeichnen den erweiterten t-niren
Baum mit der Wurzel ¢; als 7 fiir 1 <i < |7

Die L-Dekomposition des Baums 7 besteht dann aus der Folge

o= 7O 2 2@ (),

)

Auch die Abbildung EL wird rekursiv definiert. Wir unterscheiden bei der Abbildung EL
zwei Regeln EL,,—; und EL,,~1, die je nach der Anzahl der Blitter m des Baums 7 € E,(,?
anzuwenden ist. Das heiflt genauer: Bis auf den Fall des Ein-Konten-Baums « ist immer
die Regel (EL,,~1) zu benutzen.

(ELy_1) ELO(s) =+ ;

(EL,,~1) Der Baum 7 € EY habe die L-Dekomposition

oo = 7O 2O O,
und /4, o, . .. ,€||T(o)|| seien die Blitter von 7(*) in Links-Rechts-Ordnung. Dann
ist
EL(7®)
lir~ <~ O
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Dabei ist fiir 1 < p < |70

ip

7.(1+;L(t—1))/

7((p=1)t+1)r F((n=2)t+2)/

(ip) —
falls 7\%) = —

EL(Tl+t(t—1)/)

FE=1)t+1)
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5.4. Beispiele

Beispiel 5.2 (Anwendung der Abbildung LE fiir t = 3):
Betrachten wir den Leftist-3, 5, 7-Baum

Auf die grauen Teile der abgebildeten Baume muf jeweils die Abbildung LE noch ange-
wendet werden, die schwarzen Teile sind bereits abgearbeitet. Durch fetteren Druck sind
diejenigen Teile hervorgehoben, die in dem jeweiligen Schritt neu entstanden sind. Die
Regel (LE(()t)), die fiir den Ein-Knoten-Baum zustidndig ist, wird jeweils sofort ausgefiihrt.

(3

Mit dieser vereinfachten Darstellung ergibt die Anwendung der Abbildung LE® auf den

LE®) (1) = %\,
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Beispiel 5.3 (Anwendung der Abbildung EL fiir t = 3):
Nennen wir das Ergebnis LE®) (7) des obigen Beispiels 7 und sehen uns an, wie die
Abbildung EL® auf dieser Eingabe arbeitet. Fiir

T =

fiihren wir mit Hilfe der Markierungsfunktion ¢ die L-Dekomposition durch:

7(0)

ro el gt |

und dabei ist der Teilbaum 7©

/K\

und wir sehen, daf ||7() || =5 ist; die weiteren Teilbdume haben die folgenden Formen:
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14
7 = /I\ :
ly
7 = /I\ :
ls

5)

7

Fiir EL(T) gilt

EL(7®)

li —
EL(7) = &2

Schauen wir uns zuerst einmal EL(7() an. Die Markierungsfunktion ¢ markiert alle
Knoten von 7© mit 1, und dementsprechend ist die L-Dekomposition von 7

070 = (?(0) ’ ?(1) ) = ( ) ?(0) ) )

und die Abbildungsvorschrift EL gibt fiir diesen Fall an:

01

l;,

Wir erhalten (i1, s, 3,4, 5) = (4,3,2,1,5), und

EL(?): .

Die Teilbdume 7, entstehen dabei aus den Teilbdumen 7 durch die Anwendung der
Abbildungsvorschrift EL. Diese Teilbdume werden wir im folgenden genauer untersuchen.

Fiir die Umwandlung von 7 nach 7, gilt das gleiche wie fiir 7, denn 7 besitzt die
gleiche Struktur wie 7(9); also gilt
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5. Die Abbildungen

Die Teilbiume 7 und 7® bleiben durch die Abbildung EL unverindert:
Ty = T4 = /l\

Zur weiteren Betrachtung steht noch der Teilbaum

121

?(1) —

aus. Das am weitesten links stehende Blatt befindet sich an Position 1; die Abbildungs-
vorschrift EL schreibt fiir diesen Fall vor, keine Umordnung der Kinder vorzunehmen und
die Abbildungsvorschrift EL jeweils auf die Teilbdume anzuwenden. 7! besitzt nur einen
nicht-trivialen Teilbaum an Position 2. Die Markierungsfunktion £ markiert darin alle
Knoten mit 1, und nur der zweite Teil der Abbildung EL wird angewendet:

121
T(l)ﬁ - 71:% .

Mit einer analogen Argumentation folgt fiir den Teilbaum 7():

ls

Jetzt konnen die Teilergebnisse zusammengesetzt werden:

EL(7®)

liy —
EL(F) = &2

_

38

l;,




5. Die Abbildungen

39



6. Beweis der 1-1-Korrespondenz

Nun muf gezeigt werden, daft die Abbildungen LE und EL je eine Bijektion zwischen
den Baumklassen L% 570D ynd Y darstellen. AuRerdem ist zu beweisen, daf

sie jeweils zueinander Umkehrfunktionen sind: LE L ELSY,

Satz 6.1 halt zunéchst fest, dak die Abbildung LE die Anzahl der Blitter eines Baums 7
unverandert l1dft. Auf diese Eigenschaft werden wir im Laufe der folgenden Beweise 6fter
zuriickgreifen. Satz 6.2 weist die Wohldefiniertheit der Abbildung LE nach. Danach zeigen
die Sétze 6.3 und 6.4 die entsprechenden Eigenschaften fiir die Abbildung EL.

Satz 6.5 wird die Injektivitat der Abbildung LE nachweisen, die Surjektivitat folgt dann
aus der Gleichméchtigkeit von Bild- und Urbildmenge. Fiir den Nachweis, daf LE und EL
jeweils die Umkehrfunktionen voneinander sind, werden die Sétze 6.7 und 6.8 zeigen, daf
die Hintereinanderausfiihrungen der beiden definierten Abbildungen jeweils gleich der
Identischen Abbildung sind. Das schlieft den Nachweis der 1-1-Korrespondenz ab.

Satz 6.1 (LE verindert die Anzahl der Blitter nicht)

Fiir alle 7 € L* "D it |17 = |[LE(7)|| = m.

Beweis:

Der Beweis wird durch vollstdndige Induktion nach der Anzahl m der Blitter gefiihrt.

Induktionsverankerung: Sei m = 1.
Es ist 7 =+, und LE(7) = « nach Definition der Abbildung LE.

Induktionsschritt: Sei m > 1. Es gelte die Induktionsvoraussetzung

(vk<m) (I7l =k = |[LE(")| = k). (6.1)

Der Leftist-Baum 7 habe die Form

deg(r(7))
&,
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Die Anzahl der Blétter ||7|| ergibt sich aus der Summe der Blatt-Anzahlen seiner Teil-
bdume 7; fiir 1 <i < deg(r(7)):

ITll=" > =l

1<i<deg(r(r))

Diese Teilbdume besitzen jeweils ||7;|| Blatter, und fiir jeden dieser Teilbdume gilt, daf
die Anzahl seiner Blétter echt kleiner als die Anzahl der Blatter von 7 ist: ||7;|| < m.
Damit gilt nach Induktionsvoraussetzung (6.1) fiir alle i mit 1 <1 < deg(r(7)):

I7all = ILE(7) -

Unabhéingig von der zu benutzenden Regel der Abbildung LE ergibt sich die Anzahl
der Blétter von LE(7) aus der Summe der Anzahlen der Blétter seiner Teilbdume; die
verschiedenen Regeln unterscheiden lediglich die Permutation der Teilbdume. Das heift,

ITll=" > =l

1<i<deg(x(r))
= Y ILEm)]
1<i<deg(x(r))

= [[ILE(T)| -

Satz 6.2
Die Abbildung LE ist wohldefiniert.

Beweis:

Die Wurzel eines Leftist-Baums 7 € L% 5= hat einen (eindeutig bestimmten)

Knotengrad d = deg(r(7)) € {0,¢,2t—1,...,1+¢(t—1)}. Fiir jeden dieser Knotengrade d
ist genau eine Regel der Vorschrift LE anwendbar, ndmlich die Regel (LEy).

Die Konstruktion der Abbildung LE stellt sicher, daf fiir einen Leftist-Baum 7 € L)
alle Knoten in LE(7) den Knotengrad 0 oder ¢ erhalten. Auferdem gilt nach Satz 6.1
|7|| = |[LE(7)||. Damit ist fiir jeden Leftist-Baum 7 € L5 eine Abbildungsvorschrift ein-
deutig festgelegt, und sein Bild LE(7) liegt immer in EY. Damit ist nachgewiesen,daff LE
eine wohldefinierte Abbildung von LA L0 pach B st [
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Satz 6.3 (EL verindert die Anzahl der Blitter nicht)
Fiir alle 7 € EY gilt: ||7|| = |[EL(7)|| = m.

Beweis:

Beweis durch Induktion nach der Anzahl m der Blatter von 7.

Induktionsverankerung: Sei m = 1. Es gibt nur einen erweiterten ¢-niren Baum mit
einem Blatt, ndmlich 7 =« Nach der Definition der Abbildung EL ist

EL() = ».

Induktionsschritt: Sei m > 1. Es gelte die Induktionsvoraussetzung

(Vk: < m) (||7‘|| =k = |[EL(7)]| = k) . (6.2)
Auf den Baum 7 wenden wir jetzt die Abbildungsvorschrift EL an. Wir bilden die
L-Dekomposition o, = 7@, 7@ .. 707D ynd erhalten die Darstellung
(0)
b~ i o

T:@@& ; (63)

und durch Anwendung der Abbildung EL erhalten wir

EL(7(©)

; i
11~ — ~— Y0
i,
BL(r) = [7) (i) O - | 64

wobei die 7;, (fiir 1 < j < [|[7(9])), wie in der Definition der Abbildung EL angegeben,
jeweils aus 7(%) entstehen.

Durch die Eigenschaften der L-Dekomposition und durch die Tatsache, dafs der Knoten-
grad 1 nicht erlaubt ist, ist sichergestellt, dak der durch die L-Dekomposition ,abgeschnit-
tene“ Baum 7(») echt weniger Blitter besitzt als 7; mit der Induktionsvoraussetzung (6.2)
erhalten wir als ein erstes Zwischenergebnis

IT @ = IEL(r®)]I .

Beim Abbilden der Teilbdume 70) auf die Teilbdume 7;, durch den zweiten Teil der Ab-
bildungsvorschrift EL. wird die Anwendung der Abbildung EL an die Unter-Teilbdume
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,weitergeleitet. Diese besitzen echt weniger Blitter als 7, und auch hier kann die Induk-
tionsvoraussetzung angewendet werden, um festzuhalten:

(Vi: 1< <1701 (179 = |Im; ) - (6.5)

Aus der Darstellung von EL(7) in Gleichung (6.4) 1a#t sich erkennen, daf sich die Anzahl
der Blétter von EL(7) aus der Summe der Blatt-Anzahlen der Teilbdume 7;, zusam-
mensetzt. Andererseits war die Anzahl der Blitter von 7 gegeben durch die Summe der
Blatt-Anzahlen der Teilbiume 79) (vgl. Gleichung (6.3)), und wir kénnen zusammenfas-
send feststellen:

Irl=" > 179 wegen Gl. (6.3)
1<<|Ir @]
= Z (kA wegen Gl. (6.5)
1<5<] T ll
= |[EL(7)] wegen Gl. (6.4).
||
Satz 6.4

Die Abbildung EL ist wohldefiniert.

Beweis:

Fiir jeden erweiterten ¢-niren Baum 7 € EY ist die L-Dekomposition anwendbar und
eindeutig; die Abbildung EL ist folglich fiir jeden solchen Baum 7 anwendbar.

Der zweite Teil der Abbildungsvorschrift EL stellt dann sicher, daf alle Teilbdume 7; , die
in die entstehende Struktur eingebaut werden, Leftist-Bdume mit einer Links-Pfad-Lénge
von 2 sind, und die Wurzeln dieser Teilbdume kénnen durch die Abbildungsvorschrift
nur solche Knotengrade bekommen, die in der Menge der erlaubten Knotengrade liegen.
Wegen der Eigenschaften des 2-cut (Fakt 2.1) ist gewéhrleistet, daf durch das Zusam-
mensetzen dieser Leftist-Biume mit EL(7(?)) wieder ein Leftist-Baum entsteht, in dem
alle Knoten nur erlaubte Grade haben. Durch Satz 6.3 schlieflich ist gegeben, daf auch
das Bild der Abbildung EL wieder m Blétter besitzt und zu L2 1) gehort. m

Satz 6.5
Die Abbildung LE: L1110 B iot injektiv.
Beweis:

Wir werden die Giiltigkeit der Implikation ,Injektivitit der Abbildung LE fiir feste Blatt-
zahl m*

R, = (Yr,7 € LLALIH00)) (7 o4+ — LE(7) # LE(7)) (6.6)

m
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fiir alle m durch Induktion nach der Anzahl der Blitter m zeigen. Beachte, dafs m nur
bestimmte Werte annehmen kann: m =1 mod (¢ —1) (Sétze 2.1 und 2.3). Wir schreiben
also m in der Form m =1+ (¢ — 1) und fiihren die Induktion nach ¢ durch.

Induktionsverankerung:
Sei i = 0.

t
LEH D) { f\} = EY = R, gilt.

2t—1 t t t
Lgﬁ,zth ..... LHt(t-1) { f\ ’ %\ ’ ﬁ\ o />{ }
wi = {4 A A ]

nach Regel (LEy_1) (das ist die Regel ,,(LEj:;)“ aus der Definition der Abbildung LE
firk=1und j=t—1) ist

() - ](\

und die anderen Elemente aus Lgi_l) werden durch zweimalige Anwendung der Regel (LE,)

Sei ¢ = 2.

jeweils identisch auf die Elemente aus Eé?_l abgebildet.
— Rgtfl gllt
Induktionsschritt:
Es gelte i > 3. Dariiberhinaus gelte die Induktionsvoraussetzung Ry —1) fiir & <.

Seien nun 7,7’ € Lgtﬁ(t 1’1')'"1““71)) und 7 # 7.

Fall 1: deg(r(7)) = deg(r(7'))

Es seien p und ¢ so gewéhlt, daf deg(r(7)) = deg(r(7')) = pt + ¢, und p sei maximal mit
dieser Eigenschaft, so dak ¢ < t.
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6. Beweis der 1-1-Korrespondenz

Die Baume 7 und 7’ haben die Form

pt+q pt+q
2 P>

i
/
T = und T = .
ol .

und

Es muf nun nachgewiesen werden, daf LE(7) und LE(7’) verschieden sind, also dak es
mindestens ein y gibt mit 1 < u < pt + ¢, so dak LE(7,) # LE(7)).

Annahme:
(Vp:l<p<pt+q) (LE(r,)=LE(r)). (6.7)
Dann gilt fiir diese p:
7]l = [ILE(7,)]| wegen Satz 6.1
= [|ILE(7,) || wegen Gl. (6.7)
= ||T;/L|| wegen Satz 6.1
<14i(t—1),

und aus der Giiltigkeit der Induktionsvoraussetzung R, folgt

=T, fiiralle 1 < pu <pt+q
= r=7
im Widerspruch zur Voraussetzung 7 # 7’.
Die Annahme ist also widerlegt, es muf gelten:
(ned{l,2,...,pt+q}) (LE(7.) # LE(1)))
= LE(7) # LE(7)
=  Riyiq-1 gilt.
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6. Beweis der 1-1-Korrespondenz

Fall 2: deg(r(7)) # deg(r(7))

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei deg(r(7)) < deg(r(7')). Es seien p und ¢ sowie
p’ und ¢’ so gewahlt, dak gilt:

deg(r(7)) = pt + ¢
deg(r(7") = p't + ¢, also p < p'.

Wieder seien p und p’ maximal gew#hlt, so dak ¢, ¢’ < t. An dieser Stelle konnen wir auch
feststellen, dak ¢’ < ¢ gelten mufs, denn es gilt fiir beide Baume: p+¢ =t und p' + ¢ = t.

Betrachte die Baume

pt+q p't+q’

T/ > o,
/
T = und T =
! / /
afape

Die Anwendung der Abbildungsvorschrift LE ergibt jeweils

und

LE(T! 0 _1)040)

Annahme:
Es gilt: LE(7) = LE(7').

Unter dieser Annahme miissen wir den Teilbaum LE(7{) auch in LE(7) wiederfinden.
Da p’ > p ist, kann er nur einer der Teilbdume LE(7,t4), LE(Tpt19-1), LE(Tptiq—2), - - -,
LE(Tpt4q—(q-2)) = LE(7p42) sein; genauer: Fiir p’ = p + 1 ist LE(7{) = LE(7pt44); fiir
p' =p+2ist LE(1{) = LE(7pt14-1), und im allgemeinen ist

LE(T{) = LE(Tqu—(p’—p—l)) . (6.8)

Fiir die Teilbdume LE(7{) und LE(7,1¢—(y—p-1)) gilt die Induktionsvoraussetzung, denn

ki = 1Tpt4g-r—p—1)
= || LE(Tpt4q—@pr—p-1)) wegen Satz 6.1
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6. Beweis der 1-1-Korrespondenz

= [[LE(r)]] wegen Gl. (6.8)
= ||l wegen Satz 6.1
<1+t —-1),

und aus der Giiltigkeit von Ry, folgt
L = Tptrg—(p/—p—1)- (6.9)

Auch der Teilbaum LE(7) muf sich im Baum LE(7') auffinden lassen; da p < p/, miissen
wir links von LE(7{) suchen.

—
—

t
Fiir p/ = p + 2 LE(71) = [LE(7, ) LE(r/,5)] ;

und im allgemeinen ist

(6.10)

/ .
T(p’—p—l)t+2)

Betrachten wir nun den Teilbaum 7y genauer. 7; kann wegen Gleichung (6.10) nicht nur
ein Ein-Knoten-Baum sein. Setze p; und ¢ so, dal deg(r(m)) = p1 t+¢ (und p; maximal
mit dieser Eigenschaft ist, so daf ¢; < t.). Der Teilbaum 7y kann dann dargestellt werden
als

(6.11)

LE(T1,p,t42)| .

(6.12)
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6. Beweis der 1-1-Korrespondenz

Ein Vergleich mit der Darstellung in Gleichung (6.10) zeigt:

LE(TLl) = LE(T(/p’—p)t-‘rl—(pl—l—l—l))
= LByt - (6.13)

In dhnlicher Weise wie oben schon folgt auch hier

ko = 170 —pyes1—p |
= HLE( (p'—p)t+1— p1>H wegen Satz 6.1
= [LE(71)] wegen Gl. (6.13)
= |71l wegen Satz 6.1
<14i(t—1),

und aus der Giiltigkeit von Ry, folgt
T(Ip/*p)tJrl*pl =711 (6.14)
Nun ergibt sich fiir den Teilbaum 7,4 4—(y—p—1), der in 7 ein Bruder von 7; ist und rechts

von 7y steht, dak seine Links-Pfad-Lange LBL(7,14—(y—p-1)) echt kleiner sein muf als die
des Teilbaums 7y, denn es gilt:

LBL(Tpt4q—(pr—p-1)) = LBL(7]) wegen Gl. (6.9)
< LBL(T(y _pyit1-p1) denn 7' ist ein Leftist-Baum
= LBL(71,4) wegen Gl. (6.14)
=LBL(n) — 1 wegen Gl. (6.11).

Das ist ein Widerspruch zur Tatsache, dall 7 die Leftist-Eigenschaft besitzt.
Die Annahme tritt also nicht ein, und es gilt LE(7) # LE(7).

= Ry gilt

Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen und somit die Injektivitit der Abbildung
LE: LEH-btttt=h) g nachgewiesen. ]

Satz 6.6
Die Abbildung LE: L(t AL lE-1) 7,? ist bijektiv.

Beweis:

L0 yng B sind endlich und gleichméchtig, und LE ist injektiv. Daraus

folgt zunéchst die Surjektivitdt von LE und damit die Bijektivitit. ]

Es bleibt noch zu zeigen, daf die Abbildung EL die Umkehrabbildung von LE dar-
stellt. Hierzu betrachten wir die Hintereinanderausfiihrungen dieser beiden Abbildungen.
Satz 6.7 beschéftigt sich mit EL o LE, und Satz 6.8 wird die Hintereinanderausfiihrung
LE o EL untersuchen.
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6. Beweis der 1-1-Korrespondenz

Satz 6.7
Fiir alle Leftist-t, 2t — 1,3t — 2, ..., 1+ t(t — 1)-Bdume 7 € L2 1o14E=1) gi]¢.

(EL o LE) (1) =T
Beweis:
Der Beweis erfolgt durch Induktion nach m, der Anzahl der Blitter von 7.

Induktionsverankerung: Sei m = 1.

Es gibt nur einen Leftist-¢, 2t — 1,3t —2, ..., 1+ ¢(t — 1)-Baum 7 € Lff{zt*l """ D) g
einem Blatt, das ist 7 = . Es gilt:

EL(LE(s)) = EL(s)
Induktionsschritt: Sei nun m > 1. Als Induktionsvoraussetzung gelte

(Vk:1<k<m) (vreLl* b)) (EL(LE(r) = 7). (6.15)

Sei 7 € L1M7 Durch einen 2-cut (siehe Fakt 2.1, Seite 9) kann der Leftist-
Baum 7 eindeutig dargestellt werden als

61\/f?
= 62 (6.16)

mit 70 € Lt2-L-14-D) ynd LBL(FW) = 2 fiir 1 < i < ||7]|. AuRerdem ist auch
7 ¢ Lt2=Lo1+tt=0)) ynd ||7|| < m. (Die Teilbiume 7() miissen mehr als ein Blatt
besitzen, denn sie haben eine Links-Pfad-Lénge von 2, und der Knotengrad 1 ist nicht
erlaubt.)

Auf diese Darstellung des Leftist-Baumes 7 konnen wir nun die Abbildungsvorschrift LE
anwenden, denn die Abbildung ist rekursiv so definiert, dak sie sich ausgehend von der
Wurzel des Baums 7 schrittweise auf die Teilbdume ,fortsetzt“. Die Tatsache, dafl auch
der ,Teilbaum®“ 7 von 7 ein Leftist-Baum aus LA L) ist, gewihrleistet dabei,
dak die Darstellung explizit auf den durch den 2-cut vorgenommenen Schnitt fokussiert

werden kann.

Wir erhalten die Darstellung:

LE(T)
4, Vi

LE(r) = LEG)|[LEFG2) by . . (6.17)

49



6. Beweis der 1-1-Korrespondenz

Fiir die Teilbdume 7(») mit 1 < p < ||7| gilt nach Konstruktion LBL(7(#)) = 2. Seien p,,
und g, so gewéihlt, daf deg(r(7))) = p,t+q,, und sei p, maximal mit dieser Eigenschaft,
so dak g, < t. Die 7) besitzen die Form

Put+aqu
2

?(iu):./i i! : (6.18)

denn fiir sie gilt LBL(7;,) = 2, und durch Anwendung der Abbildung LE folgt:

LE(7#)) = Pra i p, O (6.19)

Von diesem erweiterten ¢-niren Baum LE(7) (Gleichung (6.17)) berechnen wir nun die
L-Dekomposition, um die Abbildung EL anwenden zu konnen. Zunéchst mufl die Mar-
kierung der Knoten durch die Markierungsfunktion ¢ durchgefiihrt werden:

e Alle Knoten in LE(T) € Eﬁt?)”, aufer den Bldttern von LE(7), den Knoten ¢;, mit
1 < u < ||7]|, erhalten die Markierung 0.

e Die Knoten /;, werden mit 1 markiert, denn mindestens ein Kind von ¢;, ist ein
Blatt, wie Gleichung (6.19) zeigt.

Die L-Dekomposition von LE(7) ist also gleich
oLe(r) = LE(7), L]5)<?(i1))7 LE(?(@Q))’ o LE(?(iII?II))'

Auf die Darstellung von LE(7) in Gleichung (6.17) konnen wir also die Abbildungsvor-
schrift EL anwenden:

EL(LE(T))
Ui~ =

EL(LE(r)) = E” . (6.20)
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6. Beweis der 1-1-Korrespondenz

Aufgrund der in Gleichung (6.19) dargestellten Struktur der Teilbiume LE(7U+)) kénnen
wir aus der Definition der Abbildungsvorschrift EL fiir die 7;, die folgende Form ablesen:

fju p,u,t‘i’q;;.
7/
T, = : (6.21)
Mit der Induktionsvoraussetzung (6.15) gilt
EL(LE(7)) =7, (6.22)
da ||7]| < m. Damit gilt fiir die Permutation der Blétter

(1 g2o - dpmn) = (1,2, 117)- (6.23)

Die Induktionsvoraussetzung kann auch auf die Teilbdume 7o bis 7,14, der Teilbdume
7(;,) angewendet werden. Damit vereinfacht sich Gleichung (6.21) zu

I puttaqu

Gleichung (6.21)

Tju
EL(LE(Tp, t+q,))

Ind.-Voraussetung, Gl. (6.15)

= 70n), (6.24)
Damit kann nun schlieklich Gleichung (6.20) weiter vereinfacht werden zu:

EL(LE(7))

Ui —ii

EL(LE(r)) = gj? GL. (6.20)
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6. Beweis der 1-1-Korrespondenz

-

-
li—, —7

. o))t - 20

wg. Gl. (6.22), (6.23) und (6.24)

= T wg. Gl. (6.16).

Satz 6.8
Fiir alle erweiterten t-niren Biume 7 € E® gilt:

(LE o EL) (1) =T

Beweis:

Da die Abbildung LE bijektiv ist (Satz 6.6), gibt es fiir jeden Baum 7 € EY genau ein
Urbild TgE ) beziiglich LE:

(Vre € BY) (3177 e Lt 11+ =0 (LE(r{™)) = 75). (6.25)

m

Wendet man auf ein beliebiges 75 die Abbildung EL an, so kann gefolgert werden:

FL(r) = EL(LE({™)) wegen Gl. (6.25) (6:26)
_ TgE) wegen Satz 6.7, (6.27)

und indem wir auf beide Seiten der Gleichung (6.27) die Abbildung LE anwenden, erhalten

wir fiir alle 75 € Ey(é):

LE(EL(7z)) = LE(7\™) wegen Gl. (6.27)
=1Tg wegen Gl (6.25).

Bemerkung: Der Beweis fiir Satz 6.8 kann auch direkt mittels einer Induktion nach
der Anzahl der Blitter von 7 € L2 11FH=1) gefiihrt werden. Dieser Beweis ist in

Anhang A angegeben.
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6. Beweis der 1-1-Korrespondenz

Korollar: Die Abbildung EL ist die Umkehrabbildung von LE.

Beweis:

Wir haben in den vorangegangen Sitzen nachgewiesen:

1. Die Baumklassen L2 17D ynd EY sind gleichméchtig:

vgl. [10] sowie Satz 4.3.

2. Die Abbildungen LE und EL sind wohldefiniert (Sitze 6.2 und 6.4). Die Abbil-
dung LE ist injektiv (Satz 6.5), und zusammen mit der Gleichméchtigkeit der Bild-
und Urbildmenge ergibt sich die Bijektivitidt der Abbildung LE (Satz 6.6).

3. Die Hintereinanderausfithrung von EL und LE ergibt jeweils die Identische Abbil-
dung: ELo LE = id und LE o EL = id (Sétze 6.7 und 6.8).
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben eine 1-1-Korrespondenz zwischen erweiterten ¢-niren Bidumen mit m Bléittern
einerseits und Leftist-¢, 2t — 1,3t — 2, ..., 1 4+ t(¢ — 1)-Baumen mit m Bléittern andererseits
vorgestellt und Abbildungsvorschriften fiir beide Richtungen angegeben, mit denen Bau-
me der einen Klasse auf Baume der anderen Klasse abgebildet werden kénnen. Hat ein
erweiterter t-nérer Baum bereits die Leftist-Eigenschaft, so wird er identisch abgebildet.
Hat ein Leftist-¢, 2t — 1,3t — 2, ..., 1+ ¢(t — 1)-Baum nur Knoten mit Grad ¢, so wird auch
dieser entsprechend identisch abgebildet.

Fiir die Definition der Abbildungen gibt es noch weitere Moglichkeiten. Bei der Definition
der Abbildung LE kénnen die Teilbdume LE(7;) fiir ¢ > 2 in einer anderen Reihenfolge
eingebaut werden. In der vorliegenden Arbeit ist der Ansatz verfolgt worden, diese Teil-
baume ausgehend von LE(7) von rechts nach links in die Struktur einzuh#ngen, denn
auf diese Weise konnte die 1-1-Korrespondenz von R. Kemp [10] zwischen erweiterten
bindren Bidumen und Leftist-2, 3-Bdumen als der Sonderfall fiir ¢ = 2 eingebettet werden.

In [11] hat R. Kemp die Gemeinsamkeit zwischen Leftist-Bédumen, die zu einer einfach
erzeugten Baumfamilie gehéren und einer anderen einfach erzeugten Baumfamilie noch
weiter verallgemeinert: Er zeigt, daft jede einfach erzeugte Baumfamilie 7 eindeutig mit
einer anderen einfach erzeugten Baumfamilie F; assoziiert werden kann, so dafs ein von
ihm definiertes Gesamtgewicht der Baume mit m Blittern in F gleich dem Gesamtgewicht
der Leftist-Baume mit m Blittern in F; ist. Im allgemeinen wird die Baumfamilie F
derart in Blocke partitioniert, daf ein Leftist-Baum aus F; auf einen der Blocke dieser
Partition von F abgebildet werden kann.

Die Abbildungsvorschrift, die sich fiir den entsprechenden Sonderfall der hier dargestellten
Baumfamilien in [11] ergibt, verfolgt die Strategie, die Teilbdume ausgehend von LE(7)
von links nach rechts in die Struktur einzubauen.

Es erscheint sehr wahrscheinlich, da nur die Position des Teilbaums LE(7) innerhalb
der Abbildungsvorschrift LE erheblich ist: Steht der Teilbaum LE(7) nicht an der hier
dargestellten Position, dann verliert die Abbildung LE die Injektivitét.

Beispiel 7.1: Bei dem Versuch, fiir ¢ = 2 statt LE(7;) einen anderen Teilbaum an die
besagte Position zu setzen, stofen wir auf die folgenden Probleme. Definiere die Funkti-
on LE wie folgt:

(LEy) LE(s) =
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7. Zusammenfassung und Ausblick

) w(Ad) - Eope:

) E(EER) -

Mit dieser Definition gilt

w0 = e (R O

und die so deﬁ_ni,erte Abbildung LE ist nicht injektiv. Auf dhnliche Weise kann auch
der Teilbaum LE (73) an der fett gezeichneten Position nicht helfen. Definiere die Abbil-
dung LE wie folgt:

(LE)) LE(:) = «;

_ —
w  w(Eh) - Eapa

(CE)) ﬁ() —

In diesem Fall kann ein kritisches Beispiel am Teilbaum 75 eines abzubildenden Leftist-
Baums 7 gefunden werden. Es ist

TN - e (TR) = KON

und wieder sehen wir, daf eine so definierte Abbildung LE nicht injektiv sein kann.

Die Méglichkeiten, die Abbildung LE zu definieren, wiirden sich unter Verwendung einer
beliebigen Permutation 7 auf den Zahlen {2,3,... kt 4 j} erweitern auf die im folgenden
dargestellte Abbildungsvorschrift (vgl. Abschnitt 5.3.1 ab Seite 31).

(LE}) LE() = -

t t
(LE)) LE' ( . ) = .. ;
a a LE/(71)| |LE(72) LE/(¢)

95



7. Zusammenfassung und Ausblick

(LE},,;)  Fiir deg(r(7)) = kt + j > t, das heift mit 1 <k <t —1und j =t — &,
definieren wir die folgenden Regeln:

t+]
3

) -

LE' (Tr(kt41)) | |LE (Tr((k—1)t42)) LE'(Tr(s41)) | |LE (Tr(2))

Die Definition der Abbildung EL, speziell des zweiten Teils der Abbildung EL, in dem
die Abbildung der Teilbiume 7 fiir 4 > 1 definiert wird, der Teilbiume also, die von
der L-Dekomposition als solche Teilbdume gefunden wurden, deren Wurzel mindestens
ein Blatt als Kind hat, wire dann entsprechend zu modifizieren.
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A. Ein alternativer Beweis fiir Satz 6.8

In Kapitel 6 ist der Beweis zu Satz 6.8 mittels der Bijektivitdt der Abbildung LE und
der Giiltigkeit von EL o LE = id (Satz 6.7) gefiihrt worden.

Es ist auch moglich, diesen Beweis durch eine Induktion nach m, der Anzahl der Blatter
von 7, zu fithren. Der Satz heifit:

Satz 6.8
Fiir alle erweiterten t-niren Biaume 7 € E®) gilt:

(LE o EL) (1) =rT.

Beweis:

Beweis durch Induktion nach m, der Anzahl der Blitter von 7.

Induktionsverankerung: Sei m = 1.

Es gibt nur einen erweiterten {-niren Baum mit einem Blatt, ndmlich 7 = . Es gilt:

LE(EL(+)) = LE(s)

Induktionsschritt: Sei m > 1. Es gelte die Induktionsvoraussetzung

(Vk:1<k<m) (Vre E,(:)) ((LEoEL)(r) = 7). (A.1)

Sei nun 7 € EYY. Wir werden zuniichst die Abbildung EL und danach die Abbildung LE
anwenden. Zuerst miissen wir die L-Dekomposition von 7 berechnen,

o= 7O 2O O,

und damit konnen wir 7 darstellen als

(0)
El\K\Ler(m

= (ot - (4.2)
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A. FEin alternativer Beweis fiir Satz 6.8

Jetzt kann die Abbildung EL angewendet werden:

) EL(7©) .
Eh < IOy
L= () ] - | (a5)

Dabei werden die 7, fiir 1 < j < [[7(¥]| nach der Definition der Abbildung EL wie folgt
gebildet: Falls der Teilbaum 70) das auf Ebene 1 am weitesten links stehende Blatt an
Position p + 1 hat, falls also 7(%) die Form

(A.5)

Auf den Baum EL(7) (siehe Gleichung (A.3)) ist nun die Abbildung LE anwendbar, denn
alle Bilder von EL liegen (nach Satz 6.4) in L% ). Es ist LE(T®) ¢ Lﬁi"('o'))”, und die
rekursive Vorschrift LE erlaubt es, zunichst diesen Baum zu bearbeiten, um sich danach

den Teilbdumen 7;; zuzuwenden.

. LE(EL(r?))

2 Lo

LE(7;,)

Ejl\l

LE(EL(7)) = |LE(le)

LE(TjHT(O)”> . (A.6)

Schauen wir uns zunéchst die Teilbiume LE(7;,) an (1 < p < ||7|). Die Struktur der
7;, ist aus Gleichung (A.5) bekannt:

—(in) :
7—ptlfk(tﬁv))
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A. FEin alternativer Beweis fiir Satz 6.8

Durch Anwendung der Abbildung LE, Regel (LE,¢;—p)), (das ist Regel ,,(LEj;)“ fiir
k =pund j =t — p) erhalten wir

LE(T]‘M) = t o t—p—1

LE(ELFH) LEELFS))| .

pit(i—p)))

LE(EL(?;?QI ))

LE(EL(?EQ”I) )

—(ip)
LE(EL(T(p’il)tJrz))

(A7)

Nach der Induktionsvoraussetzung (A.1) gilt LE(EL(7(®)) = 7 denn durch die L-De-
komposition ist sichergestellt, daf die Anzahl der Blitter von 7(9 echt kleiner als die
Anzahl der Blétter von 7 ist. Damit gilt fiir die Permutation der Indizes

(jl)j?) s aj||’r(0)||) = (17 27 ] ”T(O)H) (A8)

Die Blatt-Anzahlen der Teilbdume 7§j’“‘), e ,7;?;)@71)) des Baums 7;, aus Gleichung (A.7)
miissen durch die L-Dekomposition ebenfalls echt kleiner als ||7|| sein. Durch Anwendung

der Induktionsvoraussetzung auf diese Teilbdume erhalten wir

LE(7;,) =

G _Gp)
et —p))|  |LEELTLS

LE(EL(F o))

LEELESA)| [LEELEDS )

—(3p)
Tpt+(t—p)

wegen der Induktionsvoraussetzung, Gl. (A.1)

wegen Gl. (A.4).
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A. FEin alternativer Beweis fiir Satz 6.8

Damit ergibt sich schlieflich, ausgehend von Gleichung (A.6),

LE(EL(7(®))

2 Lo

|LE(T]~2) LE(TjHT(O)”)

14

Ejl\

LE(EL(7)) = |LE(Tj1)

-(0)

by L1

El\

—  [LEm)|[LEm)] ... [LEG0)

wegen der Induktionsvoraussetzung, Gl. (A.1)

(0)
U< Ao

e

denn LE(7;,) = 70w,

denn das ist die L-Dekomposition von 7: Gl. (A.2).
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