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Einleitung.

Die vorliegende Arbeit soll ein Beitrag zur Losung einer
Frage sein, die D. Hilbert in einem auf dem Internationalen
Mathematikerkongref zu Paris 1900 gehaltenen Vortrage iiber
mathematische Probleme aufgeworfen hat?!). Im Anschluf an
das 18. der dort genannten Probleme spricht Hilbert die
Vermutung aus, daB jeder Bereich von dempBeschaffenheit, daf
die Ebene in eine Folge zu ihm kongruenter Exemplare zer-
legbar ist, als Fundamentalbereich einer Gruppe von Bewegungen
aufgefaBt werden kann, die die Ebene in sich iberfihren. Um
diese Frage einer Losung nidherzubringen, wird im ersten Teil
dieser Arbeit zunichst allgemein die Zerlegung der Ebene in
eine Folge einfach zusammenhingender Polygone betrachtet.
Durch Ubertragung der hierbei benutzten Methode auf die
Untersuchung der Zerlegung eines Polygons in andere Polygone
ergeben sich auch in dieser Hinsicht einige Resultate. Im
zweiten Teil werden erst einige Folgerungen aus den Ergeb-
nissen des ersten Teils gezogen und diese sodann auf die Unter-
suchung der Ebenenzerlegung in kongruente Fiinf- und Sechs-
ecke angewandt. Soweit diese Betrachtungen gefiihrt sind,
zeigt sich, da8 die dabei zutage tretenden Polygontypen, welche
eine Zerlegung der Ebene in zu ihnen kongruente Exemplare
gestatten, in der Tat gleichzeitig Fundamentalbereiche von Be-
wegungsgruppen sind.

Zur Untersuchung dieser Fragen wurde ich durch Herrn
Prof. Dr. Ludwig Bieberbach angeregt. Ich mdochte nicht
versiumen, meinem hochverehrten Lehrer an dieser Stelle sowohl
fiir das der Arbeit allzeit entgegengebrachte rege Interesse als
auch fiir manchen Rat bei deren Abfassung meinen herzlichsten
Dank auszusprechen.

1) Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
Mathematisch-Physikalische Klasse, 1900.






Erster Teil.
Der Hauptsatz.

§ 1.
Einige Hilfssatze.

Es sei die gesamte Ebene in eine Folge von beschrinkten,
abgeschlossenen, einfach zusammenhingenden und schlichten
ebenen Bereichen b; (i=1,2,3,--) zerlegt, und wir wollen an-
nehmen, daf diese simtlich von stetigen und differenzierbaren
Randkurven begrenzt sind. Wir setzen ferner voraus, daf die
Folge der Durchmesser?) d;(i=1,2,3,--) der Bereiche b; nach
oben beschrinkt ist:

4G;£2R i=1,23,.,
und daf die Folge ihrer Flicheninhalte f; (i=1,2,3,-..) eine
von Null verschiedene untere Grenze besitzt, die durch den
Flacheninhalt eines Kreises vom Radius r geliefert werde:

f,> nre (=123

Es werde dann von einem beliebigen Punkt als Mittelpunkt
aus die Folge der konzentrischen Kreise Z, mit den Radien
v-o(v=1,2,3,-) konstruiert, deren Grundradius g beliebig,
aber grofer als 2R sei. Es werde ferner innerhalb jedes von
zwei aufeinander folgenden Kreisen mit den Radien »-¢ und
(»—1)-o gebildeten Kreisrings R, eine durch die Berandungen
der Bereiche b; gebildete, doppelpunktfreie geschlossene Kurve
C, gezogen, welche das Zentrum der Folge Z, im Inneren enthilt
(s. Abb. 1). Eine so definierte Kurve C, muB stets existieren,

) Der Durchmesser eines abgeschlossenen Bereichs ist bekanntlich die
grofite unter allen Entfernungen je zweier seiner Punkte.
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da wegen d; <2R (i=1,2,--) und o> 2R keiner der Bereiche b;
gleichzeitig von zwei Kreisen geschnitten werden kann, deren
Radien sich um p unterscheiden. Aus demselben Grund miissen
auch noch alle Bereiche b;, die von innen her an eine Kurve
C, lings endlicher Kurvenstiicke oder auch nur in Punkten an-
grenzen und die wir daher Randbereiche der Kurve nennen
wollen, ganz innerhalb des durch die beiden Kreise mit den
Radien »-o und (v —2)-p begrenzten Kreisringes liegen. Die
Folge der von den Kurven umschlossenen einfach zusammen-
hiingenden Bereiche bezeichnen wir mit B, »=1,2,3,-.).

Ist nun a, die Anzahl der zur Kurve C, gehorigen Rand-
bereiche, A, die Anzahl aller von ihr umschlossenen Bereiche,
so gilt folgender

Hilfssatz 1: Das Verhéltnis der Anzahl der zu
einer Kurve C, gehorigen Randbereiche
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zu der Anzahl aller vonihr umschlossenen
Bereiche strebt mit wachsendem » gegen
Null:
a
1 im Y
0y E__Hcl,,A 0.

Y4

Dabei ist die Wahl der Kurven C, in den Kreisringen R, vollig
willkiirlich.

Zum Beweise bedenken wir, da8 der Flicheninhalt des vom
v-ten und (v — 2)-ten Kreise gebildeten Kreisrings wy%o%—n (v —2)2o*
ist; da nach dem oben Gesagten alle Randbereiche von C,, deren
jeder mindestens den Flidcheninhalt #r? haben muB, innerhalb
dieses Kreisrings liegen, so folgt:

a,arl <ne? (»¥—(r—2)?,
oder:
02
a, < 5 4(»—1).

Andererseits miissen infolge der Annahmen alle von der Kurve
C, umschlossenen Bereiche den (v —1)-ten Kreis vollig aus-
fillen; da dessen Flicheninhalt s (v —1)%p? ist und jeder Be-
reich b; wegen der Voraussetzung d;<2R stets ganz innerhalb

eines Kreises vom Radius —%RI) Platz hat — also hochstens
den Flicheninhalt %nRE besitzt —, so folgt hieraus:

A,%nR’ >me?(v —1)8,

oder:
o® 3
A, > RT 4 (r—1)2.

Es ergibt sich also fir das Verhiltnis der Zahl der Rand-
bereiche zur Zahl aller Bereiche die Abschitzung:

!) Diese obere Grenze folgt aus einem von H. W. Jung in Bd. 128 des
Crelleschen Journals bewiesenen Satz. Vgl. dariiber auch die Arbeit von
H. W. Jung in Bd. 137 des Crelleschen Journals und eine Arbeit des Ver-
fassers in den Jahresberichten der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1916,
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Da hierin R und r feste Zahlen sind und —_—1_—1 mit

wachsendem » gegen Null strebt, so erhalten wir so in der Tat
die Beziehung (1).

Es ist klar, da8 sich ein dem Hilfssatz 1 entsprechender
Satz ohne weiteres fiir einen Raum von beliebiger Dimensions-
" zahl, insbesondere also fiir den gewdhnlichen dreidimensionalen
Raum aufstellen 146t.

Wir wollen aus dem Hilfssatz 1 sofort eine Folgerung ziehen.
Zu diesem Zweck bezeichnen wir diejenigen Punkte der Ebene,
die zugleich den Berandungen von mindestens dreien der Be-
reiche b; angehoren, als Netzpunkte der vorliegenden liicken-
losen und schlichten Bedeckung, und insbesondere als n-fache
Netzpunkte (n=3,4,--), wenn genau n Bereiche b; in ihnen
zusammenstoBen. Die zwischen je zwei Netzpunkten gelegenen
Kurvenstiicke, die zugleich Stiicke der Berandungen von je
zweien der Bereiche b; sind, nennen wir Netzlinien. Greifen
wir einen bestimmten der Bereiche b; heraus, so stoft in jeder
Netzlinie ein weiterer Bereich an ihn an; die Gesamtheit aller
dieser lings endlicher Kurvenstiicke an b; grenzenden Bereiche
wollen wir die Grenzbereiche von b; nennen, und zwar sei
ein solcher Grenzbereich wieder ein n-facher m=1,2,-.),
wenn er genau n Netzlinien mit b; gemeinsam bat. Unsere
Folgerung wollen wir auf die beiden folgenden Hilfssitze stiitzen:

Hilfssatz 2: Die Anzahl der lings endlicher
Kurvenstiicke und in Punkten an einen
Bereich b; angrenzenden Bereiche, ins-

besondere also die Anzahl seiner Grenz-
2
berelche ist stets kleiner als 36 I:Q.

Denn da nach Voraussetzung jeder Bereich b; in einen
Kreis vom Radius —2—R hineingelegt werden kann, so muB

E
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der betrachtete Bereich mit seinen sé@mtlichen angrenzenden

Bereichen innerhalb eines Kreises vom Radius —% R Platz

haben. Da nun einerseits ein solcher Kreis den Inhalt % nR?
hat, andererseits aber auch wieder nach Voraussetzung jeder
Bereich b; mindestens den Inhalt wr? besitzt, so konnen in

2
einem solchen Kreis vom Radius %R hochstens 1—6 Be-

3 r®
reiche liegen, womit der Hilfssatz 2 bewiesen ist.
Hilfssatz 3: Die Anzahl der die Berandung
eines Bereiches b; bildenden Netzlinien
ist stets kleiner als die doppelte Anzahl
seiner Grenzbereiche.

Dieser Hilfssatz ist die direkte Folge eines Theorems, das
wir jetzt herleiten wollen. Es ist dabei zweckmiBig, erst einige
abkiirzende Bezeichnungen einzufithren. Haben wir einen mehr-
fachen Grenzbereich, so liegen zwischen den Netzlinien, in denen
dieser an b; stoft, zu der Berandung von b; gehorige, wieder
aus Netzlinien anderer Grenzbereiche bestehende Kurvenstiicke,
die Zwischenlinien des Grenzbereiches heifen mégen (s. Abb. 2).

Abb. 2.

Ein n-facher Grenzbereich hat also n — 1 Zwischenlinien. Ein
Grenzbereich, an dessen Zwischenlinien lediglich einfache Grenz-
bereiche stoSen, sei ein solcher erster Ordnung, stoSen an
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seine Zwischenlinien auch Bereiche erster Ordnung, so sei er
von zweiter Ordnung usw., allgemein heie ein Grenzbereich
von n-ter Ordnung, wenn an mindestens eine seiner Zwischen-
linien ein Grenzbereich (n —1)-ter Ordnung sto8t.r) Die Gesamt-
heit der Grenzbereiche, die aus einem solchen n-ter Ordnung
und den simtlichen zu dessen Zwischenlinien gehorigen Grenz-
bereichen besteht, nennen wir ein System n-ter Ordnung;
mehrere aneinanderstofende Systeme mdgen eine Gruppe von
Systemen heiBen, und zwar eine solche n-ter Ordnung,
_wenn n die groSte der Ordnungen der in ihr vorkommenden
Systeme bedeutet. SchlieSlich sei der Grad einer Gruppe die
um Eins verminderte Anzahl der Systeme, aus denen die Gruppe
besteht. Dann lautet das

Theorem: Die um Eins vermehrte Anzahl N
der die Berandung eines Bereiches b; bil-
denden Netzlinien ist gleich der doppelten
Anzahl G seiner Grenzbereiche, vermindert
um die Summe S der Grade sémtlichervor-
kommenden Gruppen?:

@) N+1=2.G6—S8.

Hierin ist Hilfssatz 3 enthalten; denn sind im giinstigsten
Fall iiberhaupt keine Gruppen vorhanden, so wird aus (2):

N=2G—1,
und es ist demnach stets:
N£2G—1<2G.

Um nun das Theorem zu beweisen, bemerken wir zunéchst,
daB jedem Grenzbereich von b; seine wohldefinierte endliche
Vielfachheit und Ordnung zukommt; denn nach Hilfssatz 2 ist

1) Ein einfacher Grenzbereich sei dann auch ein solcher nullter Ordnung.

?) Es ist dabei offenbar einerlei, wie man die Systeme zu Gruppen
zusammenfaBt, wenn man noch festsetzt, daB man eine einmal als Gruppe
geziihlte Gesamtheit von Systemen von da ab selbst als System behandelt;
denn es gilt dann der leicht zn beweisende Satz: Zerlegt man eine Gruppe
in mehrere Teilgruppen, so ist ihr Grad gleich der Summe der Grade der
Teilgruppen, vermehrt um den Grad der aus diesen selbst gebildeten Gruppe.
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die Anzahl der Grenzbereiche von b; beschrinkt; da nun an
jede Zwischenlinie eines Grenzbereichs mindestens noch ein
anderer Grenzbereich stoBft und an verschiedene Zwischenlinien
ersichtlich auch verschiedene Grenzbereiche stoBen miissen, so
muB auch seine Vielfachheit beschrinkt sein. Betrachtet man
ferner die Zwischenlinien eines mehrfachen Grenzbereiches, so
konnen an diese wieder mehrfache Grenzbereiche anstoBen, und
fiir diese kann dasselbe gelten usw.; infolge der Beschrinktheit
der Zahl der Grenzbereiche muB man jedoch auf diese Weise
nach endlich vieleh Schritten auf einfache Grenzbereiche, d. h.
auf solche nullter Ordnung kommen; damit besitzt jeder Grenz-
bereich eine wohldefinierte endliche Ordnung.

‘Wir beweisen (2) zunichst fiir Systeme erster Ordnung und
fiir Gruppen erster Ordnung; durch verallgemeinerte vollstindige
Induktion oder den Schluf von 1,2,3,--n—1 auf n folgt dann
die Richtigkeit fiir Systeme n-ter Ordnung und fiir Gruppen
n-ter Ordnung.

Sei ein von einem »-fachen Grenzbereich gebildetes System
erster Ordnung gegeben; sei g die Anzahl aller zu diesem
System gehorigen Grenzbereiche, n die Anzahl aller Netzlinien,
die es mit b; gemeinsam hat, s, der Grad der zur k-ten Zwischen-
linie gehorigen Gruppe von einfachen Grenzbereichen (k =1,2,--
v — 1); dann folgt offenbar:

y—1

g= 1 —l—kgl(sk + 1)7
y—1
n=v+ 3 x+1)
k=1
y—1 v—1
=2 .(1—|—k§1(sk—{—-1))—]—1'——2—]‘21&(———1’—-]— 1,

und es ist in der Tat:
y—1

n=2g-—-2Sk——‘1.
k=1

Haben wir ferner eine Gruppe erster Ordnung vom
Grade s,; dann gilt fiir jedes der sie bildenden s, -1 Systeme:
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(a) n=2.gi—s—1Y (=125 +1),

worin g; die Anzahl der das i-te System bildenden Grenz-
bereiche, n; die Anzahl der zu ihm gehorigen Netzlinien und
s; die Summe der Grade der zu ihm gehorigen Gruppen bedeutet
(i=1,2--8,+1). Da nun die Anzahl g der die Gruppe bil-
denden Grenzbereiche gleich der Summe der entsprechenden
Zahlen der einzelnen Systeme ist und dasselbe fir die Anzahl n
der Netzlinien gilt, so folgt durch Summieren von (a) sofort:
8,11
n=2.g— s§—8 —1=2g—s—1,

i=1
worin s nunmehr die Summe der Grade simtlicher vorkommenden
Gruppen bedeutet.

Es werde sodann ein von einem »-fachen Grenzbereich ge-
bildetes System n-ter Ordnung betrachtet. Sei wieder G
die Anzahl aller zu diesem System gehorigen Grenzbereiche,
N die Anzahl aller Netzlinien, die es mit b; gemeinsam hat,
Sy die Gradsumme sémtlicher zur k-ten Zwischenlinie gehorigen
Gruppen (k=1,2,..»—1); dann gilt nach Voraussetzung:

(b) Ne=2-Gy—S—1 (k=1,2--»—1),

worin N, Gy bez. die Anzahl der zur k-ten Gruppe gehorigen
Netzlinien und Grenzbereiche bedeutet. Ferner ist ersichtlich:

y—1
G=SGi+1,

k=1

y—1
"N= 3 Nc+};

k=1

unter Beriicksichtigung von (b) und der ersten dieser Beziehungen
wird die zweite:

y—1 »—1 y—1
N—=2 56 —S8—p—1)+r=26—38—1.
k=1 k=1 k=1

SchlieBlich betrachten wir eine Gruppe n-ter Ordnung

!) Denn diese Beziehung gilt offenbar auch fiir Systeme nullter Ordnung,
da dann 8; =0 und n;= g;=1 ist.
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vom Grade S,, die also aus S,-}-1 Systemen bis zur n-ten
Ordnung besteht; fiir jedes dieser Systeme gilt demnach:

() Ni=2-Gi—S8—1 (i=12--S,+1),

worin G; die Anzahl der Grenzbereiche, aus denen es besteht,
Ni die Anzahl der zu ihm gehorigen Netzlinien und S; die
Summe der Grade der zu ihm gehorigen Gruppen bedeutet
(i=1,2,.-8,41). Durch Summation von (c) folgt dann genau
wie oben:

N=2G—8S—1,

wenn mit N, G bez. die Anzahl simtlicher zu der Gruppe
gehorigen Netzlinien und Grenzbereiche bezeichnet wird und S
die Summe der Grade sidmtlicher vorkommenden Gruppen be-
deutet. Damit ist unser Theorem vollstindig bewiesen.

Nun konnen wir die Folgerung aus Hilfssatz 1 ziehen; sie
besteht in dem

Hilfssatz 4: Das Verhdltnis der Anzahl a, der
eine Kurve C, bildenden Netzlinien zu der
Anzahl aller von dieser Kurve umschlos-
senen Bereiche strebt mit wachsendem »
gegen Null:

) lim - — 0
im-—=20.
1’=CDAV )

Zum Beweise greifen wir einen der Bereiche b; heraus und
berechnen eine obere Grenze fiir die Anzahl der seine Berandung
bildenden Netzlinien. Nach Hilfssatz 3 ist diese Anzahl stets
kleiner als die doppelte Anzahl der zu b; gehorigen Grenzbereiche,
welch letztere Anzahl nach Hilfssatz 2 wieder stets kleiner als
16 R? . . 32 R?
3 31 ist; also ist die gesuchte obere Grenze g e
simtliche die Kurve C, bildenden Netzlinien aber gleichzeitig
auch Netzlinien der zu C, gehorigen Randbereiche; da die Anzahl
der letzteren a, ist, so ist mithin sicher

Nun sind

Reinhardt. 2



— 12 —
oder:
o _32ReR,
Av ——?)— I‘ZAV’
woraus nach Hilfssatz 1 sofort die Beziehung (3) folgt.

Da in hoheren Riumen die Zusammenhinge andere als in
der Ebene sind, so 148t sich ein dem Hilfssatz 8 entsprechender
Satz unter unseren allgemeinen Voraussetzungen nicht ohne
weiteres fiir mehrdimensionale Rdume aussprechen. Nimmt man
dagegen etwa noch an, daf alle die lickenlose und schlichte
~ Bedeckung erzeugenden Bereiche konvex sind, so gilt Hilfssatz 3
in der Form, daB die Anzahl der einen Bereich b; bildenden
»Netzflichen“ gleich der Anzahl seiner Grenzbereiche ist. Unter
dieser Voraussetzung besfeht dann auch im n-dimensionalen und
demnach insbesondere im gewdhnlichen dreidimensionalen Raum
offenbar ein dem Hilfssatz 4 ganz entsprechender Satz.

Wir wollen uns nun weiterhin gewisse der bei der Bedeckung

beteiligten Bereiche b; markiert denken. Sei A, die Anzahl der
von einer Kurve C, umschlossenen markierten Bereiche, also

_ A
A,<A,. Wir betrachten dann die Folge der Quotienten XV \

v
die simtlich der Ungleichung:

0<-’<1

14

A
|

geniigen. Diese Folge braucht natiirlich im allgemeinen keinen
Grenzwert zu besitzen; doch muB sie nach dem Bolzano-
WeierstrafBschen Satz stets mindestens einen Hiufungspunkt
haben. AuBerdem miissen alle ihre Hiufungspunkte ebenfalls
dem abgeschlossenen Intervalle von Null bis Eins angehoren.

Es werde nun in jedem der Kreisringe R, aufer der Kurve C,
noch eine zweite Kurve C,’ mit denselben Eigenschaften gezogen;
auch fiir diese zweite Kurvenschar moge die Folge der Quotienten

A
4

A gebildet werden. Dann gilt der folgende
(4
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Hilfssatz 5: Die Differenz der Quotienten

A A/
2R ynd 2L strebt fir jedes beliebige
A”+M Av
feste © mit wachsendem » gegen Null:
A A/
4) 1im(A"+”_K’L’)=0 (/‘Zo)i:l’iz)"')-
v=ow \“v 4 u 4

Die beiden Kurvenscharen C, und C,’ konnen dabei natiirlich
auch identisch sein. Die Gleichung (4) gilt ersichtlich ebenso,
wenn x mit wachsendem » nicht fest bleibt, sondern eine be-
schrinkte Wertmenge beliebig durchlduft. Man kann also zu
jeder beliebig kleinen positiven Grofe ¢ eine Zahl N =N(M)

A, +eu A

Av +un Av'4
»>N (M) und fir alle |u| <M Kkleiner als & sind.

Es geniigt offenbar, die Gleichung (4) fiir x =0 und fiir
positive Werte von w zu beweisen. Denn ist g negativ, so
setzen wir » 4+ u =1, also v =%—pu, und da » mit » iber
alle Grenzen wichst, so ist dieser Fall damit auf den eines

positiven u zuriickgefiihrt.

Zum Beweise von (4) fir >0 zeigen wir die Giiltigkeit
der folgenden drei Beziehungen:

stets so wihlen, daB die Differenzen fiir alle

. Av+y
“ A Vi
A —A)
(c,) lim e T 0, (u=0,1,2,--).
Y=o Av-}—,u
. A) 4R
< —
(CS) jlznisup Av-{-yzg r¥’

Dazu beachten wir zunichst, daf |A, . , — A,’| den (absolut
genommenen) Unterschied zwischen der Anzahl séimtlicher von
der Kurve C, , umschlossenen Bereiche und derjenigen aller
innerhalb der Kurve C,’ gelegenen Bereiche angibt. Dieser

Unterschied muf aber sicher kleiner sein, als die Anzahl der
o
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Bereiche betrigt, die in dem von den beiden Kreisen mit den
Radien (» + u)o und (» — 1) - o gebildeten Kreisring enthalten
sind; also ist entsprechend wie beim Beweise von Hilfssatz 1: .

|A, 4 u— A, |7r? <7 (v 4 ) — (v — 1)),
oder:

2 2
@) (A=A <Gt —1429) < St 1) @r4-p.
Da ferner offenbar stets:

1XV+M_K‘P'I§IA‘V+#——AV'|
" ist, so ist auch:

() R L—E<G 1@ ).

Schlielich bedeutet A,’ die Anzahl der von der Kurve C,’
umschlossenen markierten Bereiche, die ersichtlich hochstens
gleich der Zahl sédmtlicher innerhalb des »-ten Kreises gelegenen
Bereiche b; ist; daher folgt:

A nr? < mo?y?,
oder:
2

(d,) i < % »e.

Aus den Ungleichungen (d,), (d,) und (d;) ergeben sich unter Be-
riicksichtigung der bereits beim Beweise von Hilfssatz 1 be-
nutzten Abschitzung:

3 2
A,,+‘u>4—%§(v—1 b
und: '
.3 9
die drei folgenden:
(c,) Avvp l 4 R2 +
! A/ — 1)
(@) 2Tt PES: FR )2”+”
A,,_H‘ 3 r2 1)®’
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(cs)

A/ B 4R ( v )a

Apu B3rr\w—1"7

aus denen die Beziehungen (c,), (c,) und (c,) ohne weiteres flieBen.
Wéihlen wir nun eine Zahl N=1N(u) so groB, daB fiir alle

Werte » >N erstens — nach (¢,') —:

Bovu 4|,
A r? 4 2R¥’
zweitens — mnach (¢,) —:
K‘V +u Kvl e r?
A <*r? ] 2R¥
und drittens — nach (c,) —:
A 2
<2 lig
Y. W r

ist, so folgt fiir dieselben Werte von » sofort:

ﬁiﬁ_.&' — KVH_K”'_ il (A”‘Hf_l)i
Av+,u Av’ Av—(—,u, Av+u Av’
B..—K|, & A,,+”_1'
= TTA L, AL ITA)

r? R? r?
Stnyam T iE tmgami o

womit der Hilfssatz 5 bewiesen ist.
Aus diesem Hilfssatz wollen wir nun mehrere Folgerungen

A
ziehen. Wir greifen aus der ganzen Folge KZ zunichst eine
14

A,
Teilfolge —AL heraus, die einen Grenzwert besitzt (und die
v,

eventuell mit jener identisch sein kann); eine solche muf stets
existieren. Wir behaupten: Dieser Grenzwert ist un-
abhingig von der Wahl der Kurven C, in den zu
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den Kreisen Z,, gehorigen Kreisringen R,,. Dies ist
klar, denn aus (4) ergibt sich fiir u=0:

A A
lim (—” — _’-,) =0;
y=00 Av 'A’V

A,
existiert also lim A—” und ist dieser Grenzwert gleich ¢, so
W

‘}".—_03

. s . . A’v'
existiert hiernach auch lim ———
Y-\

* mit sind wir berechtigt, kurz zu sagen, der Grenzwert q gehore

zu der Teilkreisschar Z,.

Fiir das Folgende wollen wir die Radiendifferenz zweier
aufeinanderfolgender Kreise einer solchen Teilkreisschar zur Ab-
kiirzung deren Abstand nennen; zu jeder Teilkreisschar gehort
so eine Folge von Abstéinden. Ferner sei eine Teilkreisschar
eine solche erster oder zweiter Art, je nachdem die zu-
gehorige Abstandsfolge beschrinkt oder nicht beschrénkt ist.

Es gilt nun weiter der Satz: Existiert eine Teil-
kreisschar erster Art Z,, zu der ein Grenzwert q

und ist ebenfalls gleich q. Da-

A
gehort, so besitzt die ganze Folge 1—"— einen Grenz-
4

wert, der dann mit q identisch sein muB. Damit die

A
Folge —A—" also einen Grenzwert besitzt, ist hinreichend — und

4
natiirlich auch notwendig —, daB eine zu einer Teilkreisschar

A,
Ny existiert, die einen Grenz-
vl

wert besitzt. Zum Beweise des Satzes greifen wir eine beliebige
zweite Teilkreisschar Z,,,» heraus; jedem Kreis dieser Schar ordnen
wir den ihm gerade vorangehenden Kreis der Schar Z, zu (die
Gesamtheit dieser Kreise Z,, bildet also eine Teilschar Z,., der
ganzen Schar'Z,). Jedes der so entstehenden Paare besitzt
einen gewissen Abstand; da die Schar Z,, eine solche erster Art
war, so mub die Folge dieser Absténde ersichtlich beschrinkt

erster Art gehorige Teilfolge




sein. Setzen wir also »”" — "=y oder »" =" -} u, so ist
tir alle »” u<M; damit koénnen wir aber (4) (fir C,=0C,))
auf beide Teilfolgen anwenden und bekommen:

. A,,u - K,,m
llm (E h— *Ky,—,;) — 0 B

=0 V!

A. ”
Hieraus folgt aber in der Tat, da, sofern lim A” existiert und
Y=g LAyt

gleich q ist — was infolge der Voraussetzung offenbar der Fall

V"

sein muff —, auch lim existiert und ebenfalls gleich q ist.

"— A. "
Yi=a (4
Da aber die Teilschar Z,, ganz beliebig war, so ist der be-

A
hauptete Satz bewiesen. Damit also umgekehrt die Folge A_v
v

mehr als einen Hiufungspunkt besitzt, muB jede einem Grenz-
wert zugehorige Teilkreisschar eine solche zweiter Art sein.

Es seien nun zwei verschiedene Teilkreisscharen Z,, und Z,,,
gegeben, zu denen bez. die Grenzwerte g’ und q” gehdren mogen.
Jeder Kreis der einen Schar hat von jedem Kreis der anderen
Schar einen gewissen Abstand; wir betrachten die Folge dieser
simtlichen Abstinde. Damit die beiden Grenzwerte ¢
und q” verschieden sind, ist notwendig, da diese
Folge keine unendliche beschrinkte Teilfolge besitzt, daB es
also mit anderen Worten nicht unendlich oft vorkommt,
daf der Abstand zweier zu beiden Scharen ge-
horiger Kreise unterhalb einer festen Grifie bleibt.
Denn wire dies der Fall, so besdfien die Scharen Z, und Z,.

ersichtlich zwei derartige Teilscharen Z,. bezw. Z,, (mit den

el s . Av’" Avrv . .
zugehorigen Qotienten —— bezw. ——|), dab die Differenzen
.A.vlll AVIV

[#"— V| =pu fir alle »" kleiner als eine endliche Griofe M
blieben. Damit konnten wir aber Hilfssatz 5 (fir C, = C,’) auf
diese beiden Teilfolgen anwenden und erhielten:

K 4] A
lim ( A Jl"-)—:. 0,
"= A,‘,III A'VIV
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woraus sich die Gleichheit der Grenzwerte der Teilfolgen (und
damit auch der urspriinglichen Folgen) ergibe.

Wir behaupten ferner: Sind die beiden Grenzwerte
q' und q"” verschieden, so kann man stets eine Teil-
kreisschar Z,, bilden, zu welcher eine beliebige
zwischen den Grofen g und q" liegende Zahl ¢" als
Grenzwert gehort. Gibt man nimlich ein beliebig kleines
positives & vor, das wir bereits kleiner als |q'—q"'| und |¢" —q"’|
annehmen wollen, so kann man eine Zahl N stets so gro8 wihlen,
daB fir alle Werte von » und »”, die grofer als N sind, sich

AI AI’

~ von ¢ und

. . . 14 .
einerseits i N von q” um weniger als ¢ unter-
s WAV P

scheiden — so da8 also infolge der Voraussetzungen e<|q'—q"|

und e<|q”"—q""| q" nicht nur zwischen q' und q”, sondern auch

X! AII

zwischen 1—” und A liegt —, und andererseits auch (nach
1" 44

v

Av+1
A
um weniger als ¢ voneinander entfernt sind. Da aber dann
ersichtlich die zu den zwischen zwei beliebigen Werten »' und »”

A,
Hilfssatz 5) zwei aufeinanderfolgende Quotlenten und

A
gelegenen Indexwerten u gehirigen Quotienten K’i mindestens
A A Z
’ "
” und — 2 derart erfiillen miissen,
.A.,yl A,‘,Il
daB je zwei benachbarte dieser Zahlen sich um weniger als ¢
voneinander unterscheiden, so miissen offenbar sogar wenigstens

zwei solcher Indexwerte u existieren, deren zugehorige Quotienten
A _
KH— zwar von der Zahl q" verschieden sind, sich aber von ihr

die Zahlenstrecke zwischen

"

doch ebenfalls um weniger als ¢ unterscheiden. Mithin kann
man zu jedem beliebig kleinen ¢ Kreise Z, finden, zu welchen
von dem Wert q'"" verschiedene, aber um weniger als ¢ von

A
ihm entfernte Quotienten X—v gehoren; damit ist der Beweis aber
' 14

gefiihrt.
Aus dem soeben Bewiesenen folgt, daB simtliche zwischen
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14
A,
wieder Héufungspunkte dieser Folge sind. Daraus ergibt sich
sofort, daB alle Punkte der Strecke, die den limes inferior mit
dem limes superior der Folge verbindet, ebenfalls H#iufungs-
punkte sind, wihrend auBerhalb dieser Strecke keine solche

zwei beliebigen Héufungspunkten der Folge gelegenen Punkte

A,
Punkte mehr liegen. Jeder Folge A ist mithin eine dem Intervall
v

von Null bis Eins ganz angehorende Strecke zugeordnet, die Ort
ihrer simtlichen H&ufungspunkte ist und die wir daher ihre
Héiufungsstrecke nennen konnen. Diese Strecke kann aus-
nahmsweise in einen Punkt degenerieren; dann besitzt die Folge
einen Grenzwert.

DaB die Haufungsstrecke einer Folge unabhiingig von der
Wahl der Kurven C, in den Kreisringen R, ist, ergibt sich nach
der an der Spitze dieser Betrachtungen aufgestellten Behauptung.
Wir zeigen weiterhin, daf sie auch unabhingig von der Wahl
des Grundradius ¢ (> 2R) der Kreisschar Z,, sowie von der Lage
ihres Zentrums ist.

Um die Unabhingigkeit von der Wahl des
Grundradius zu zeigen, betrachten wir zuniichst auBer der

Kreisschar ZLQ) mit dem Grundradius ¢ noch zwei Kreisscharen

fo’l) und fo’?), deren Grundradien o, und g, ein Vielfaches und
ein Teil von o sind:

@, =1p,
_e
Qe_m'

Wir behaupten, daf alle zur Schar Zf,g) gehorigen Hiufungs-

punkte auch zu den Scharen ZE,Q‘) und fo”) als Hiaufungspunkte
gehoren, daf also die H#ufungsstrecken von fo’l) und fo”) an
und fiir sich hochstens grofier als diejenige von Zf,@) sein konnen.

Aus beiden Teilen der Behauptung zusammen folgt aber offenbar

@

sofort (da o Teil von np und Vielfaches von ~ ist), daB jene
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Haufungsstrecken mit der von fo')
Beweise der Behauptung greifen wir eine Teilkreisschar Z(ﬁ)
mit dem zugehorigen Grenzwert q heraus. Da jeder Kreisring
RS}Z) ganz innerhalb eines Kreisrings RLQ,,‘) liegen mub, so ist damit
bereits eine Teilkreisschar fof,‘) gefunden, zu der der Grenzwert q
gehort, womit der erste Teil der Behauptung bewiesen ist. Ferner
liegen innerhalb jedes Kreisrings R(ﬁ) m Kreisringe Rff,’,*,); wahlen
wir die Kurven C,, nun speziell so, daf jede gleichzeitig ganz
innerhalb eines der Kreisringe Ri??,’ verlguft, so ist damit eine
Schar ZES,?,) konstruiert, die zu dem Grenzwert q fithrt, so daB

auch der zweite Teil der Behauptung bewiesen ist. Sind nun
zwel Kreisscharen mit den beliebigen Grundradien o, und o,

gegeben, so betrachten wir eine Kreisschar ZE,Q‘“') mit dem Grund-
radius g, =np,, der so gewihlt ist, daB g, > 29, ist. Da dann
innerhalb jedes Ringes der Schar RS}’S) mindestens ein Ring der
Schar RS;‘-’ﬁ) liegen muB, so muf die Folge ZE?*") zu sémtlichen
Haufungspunkten der Folge Zf,@?) fiihren. Die Hé&ufungsstrecke
von fo’f’), oder, was nach den zuerst angestellten Betrachtungen
dasselbe ist, von Zﬁf’l) kann demnach hochstens linger sein als
diejenige von ZS??). Genau umgekehrt kann man aber ersichtlich

zeigen, daB sie hochstens kiirzer sein kann. Damit miissen aber
beide Haufungsstrecken in der Tat gleich sein.

identisch sein miissen. Zum

Zum Beweise der Unabhidngigkeit von der Lage
des Zentrums schlieflich legen wir um beide Zentren, deren
Entfernung s betragen moge, Kreisscharen, deren gemeinsamer
Grundradius ¢ groBer als s+ 2R sei. Betrachten wir nun je
zwei entsprechende aufeinanderfolgende Kreise beider Scharen,
so wird von denselben ein von vier Kreisbogen begrenzter, jedem
der beiden entsprechenden Kreisringe ganz angehoriger Bereich
umschlossen, dessen Randpunkte infolge der Voraussetzung
¢>2R s an der schmalsten Stelle noch weiter als 2R von-
einander entfernt sind (s. Abb. 3). Innerhalb jedes solchen Be-
reiches 1iBt sich also eine den bekannten Anforderungen ge-



— 921 —

niigende Kurve C, konstruieren, die beiden entsprechenden Kreis-
ringen zugleich angehort. Da mithin die Kurvenschar fiir beide
Kreisscharen dieselbe ist, so folgt die Behauptung ohne weiteres.

Abb. 3.

Die hiermit erzielten Ergebnisse konnen wir zusammen-
fassen in dem

A
Hilfssatz 6: Jeder Folge f ist eine ganz dem

Intervall Null bis Eins angehorende Strecke
zugeordnet, deren Punkte sémtliche Héu-
fungspunkte der Folge sind. Diese Strecke
ist unabhingig von der Wahl der Kurven
C, in den Kreisringen R, und von der GriBe
des Grundradius ¢ der Kreisschar Z, so-
wie von der Lage ihres Zentrums. Artet
sie in einen Punkt aus, so besitzt die

A
Folge KK einen Grenzwert.

(4

§ 2.
Der Hauptsatz far konvexe Polygone.

Die Bereiche b; (i=1,2,3,--), die die liickenlose und
schlichte Bedeckung der Ebene erzeugen, seien jetzt sédmtlich
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geradlinig und konvex?!); die Ebene sei also in eine Folge kon-
vexer Polygone P; (i=1,2,3, -.-) zerlegt. Unter Ecken eines
Polygons verstehen wir in der iiblichen Weise diejenigen Punkte
seiner Berandung, zu denen von x verschiedene Polygonwinkel
gehoren; Polygone mit gleicher Eckenzahl wollen wir kurz
gleicheckige Polygone nennen. Konvexe Polygone er-
filllen offenbar die in § 1 fiir die Bereiche b; geforderten all-
gemeinen Bedingungen; wir setzen ferner wieder voraus, daf
ihre Durchmesser nicht beliebig groB und ihre Fldcheninhalte
nicht beliebig klein werden. Da infolge der Konvexitit alle
Polygonwinkel kleiner als n sind, so muf die Bedeckung so be-
schaffen sein, daB von jeder Ecke jedes Polygons mindestens
noch zwei andere Polygone ausgehen, d. h. mit anderen Worten,
daB jede Polygonecke einen Netzpunkt bildet. Natiirlich konnen
auch auf den Kanten der Polygone noch Netzpunkte liegen;
solche, durch die Bedeckung selbst erst definierte Punkte einer
Polygonberandung, die fiir die Bedeckung dieselbe Rolle spielen
wie die eigentlichen Ecken, wollen wir daher singulére
Ecken des Polygons nennen.

Wir wollen uns zunichst auf den Fall gleicheckiger Poly-
gone beschrinken. Sei dann n die Eckenzahl jedes Polygons,
sei ferner e; die Anzahl der singuliren Ecken des Polygons P;
i=1,2,3,--), sei schlieflich e.® die Anzahl derjenigen (eigent-
lichen und singuliren) Ecken des Polygons P;, die mit k-fachen
Netzpunkten identisch sind (i=1,2,3,--; k>3). Dann ist
zunichst:

) n e = 2 e(ik) i=123,-)
. k>3

Wir betrachten nun die in § 1 definierte Folge der Teilbereiche

B,, von denen der »-te aus A, Polygonen besteht. Dann gilt

folgender

Satz 1: Zerlegt man die gesamte Ebene in
eine Folge von gleicheckigen konvexen

1) Es geniigt offenbar, lediglich Konvexitit der Bereiche zu fordern,
da die geradlinige Begrenzung sich als Folge der liickenlosen und gchlichten
Bedeckung hieraus sofort ergibt.
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Polygonen,deren Durchmesser beschréinkt
sind und deren Fldcheninhalte nicht be-
liebig klein werden, so gilt fiirihre Ecken-
zahl n die folgende Darstellung:
1“
(I) n=~6— 2 En

'Vl

worin:

‘I,) E1 =€ 2 (k) ‘i = 1? 27 3, ) )
ist. k=t
Der Beweis dieses Satzes ergibt sich einfach durch doppelte
Darstellung der in einem Teilbereich B, vorkommenden Gesamt-
winkelsumme S; denn einmal ist diese einfach:
A

@) S — 7S04 6 —2),

i=1
wenn man die bekannte Darstellung z-(n - e;— 2) fiir die
Winkelsumme eines einfachen Polygons mit n - ¢; Ecken benutzt.
Ist sodann P, die Gesamtzahl der innerhalb und p, diejenige der
auf dem Rande von B, (also auf C,) liegenden Netzpunkte, so
ergibt sich als zweite Darstellung:

3) S,=2aP,+ap,—2),
da C, ja in unserem Falle ein einfaches Polygon mit der Ecken-
zahl p, ist.

Ist nun p™*) die Anzahl der auf C, liegenden k-fachen
Netzpunkte, in denen k' dem Teilbereich B, angehorige Polygone

zusammenstofen — deren innere Vielfachheit also k' ist
(k'>1) —, so daB mithin stets:
(k, k')
{4) N Npr =D,
k>3 k'>1
und:
{H) k'<k—1<k
ist, so ergibt sich fiir P, ersichtlich folgende Darstellung:
1%
Pv - Q ei( N k' p(k, k'})
Zk (i =1 k%l s !
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oder wenn man hierin fiir e den sich aus (1) ergebenden Wert:

e§3)=n+e,—28(ik) (1'——172’ 31.4 )
k>4
einsetzt :
1A
k k! kk
P,=g 3 -+e)— 2 Se ”+2kze”—22kp( |
i=1 _.1 k>4 k>4 i=1 k>3 k'>1
14 ®) K1)
a3 IS S
= i=1 k>4 k>3k'>1

Diesen Wert fiir P, setzen wir nun in (3) ein; durch Gleich-

setzung der beiden sich aus (2) und (3) fir S, ergebenden Werte
finden wir dann:

AV
Sho+e—2)
i=1
_ —3.® (kK -
a% @+e) 222 e 2> ka e, 2,
i=1k>4 k>3 k21
oder aber:
Ay
Smn-+e—6A, =@0n—F6)- V—{—Zel
i=1 i=1
AV
—— 3 ZeE -6 3 Sl en 6,
i=1 k>4 k>3 k'>1

(6) n=6__Al. 231—1—2 22 ol

1—1k>4
k(kk)
b 23 ) o)
k>3k'>1

In dieser Gleichung wollen wir nun » fiiber alle Grenzen
wachsen lassen; dann fallen die Randglieder fort, da:
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) hm—( (v — 222kp‘kk’) )zo

r=® k>3 k'>1

ist. Denn da nach (5) stets k' <k ist, so folgt unter Beriick-
sichtigung von (4):

0< 3 STEPEM LN N =,
K>3k >1 k>3 k=1
und hieraus findet man:
k' ‘
®) —p,<p,—2- D) Dok <+,

k=23 k‘'21

Nun war p, die Anzahl der auf C, liegenden Netzpunkte, die
offenbar gerade so grof ist als die Anzahl @, der Netzlinien,
aus denen C, besteht. Aus Hilfssatz 4, § 1, folgt demnach:

. pv . a‘l’

lim ~—=1lim — =0

V=CDA'V Y=P0 A" ’
woraus sich durch Anwendung auf (8) die Gleichung (7) ergibt.

Damit haben wir aber aus (6) unter Beriicksichtigung von
Ay
(I') in der Tat die Beziehung (I) hergeleitet; daf lim iz E,

y=om pi=1
stets existiert, folgt einfach daraus, da8 dieser Grenzwert um-
gekehrt gleich 6 — n sein muf.

Wir sehen, daf in Satz 1 die Zahlen E, eine wichtige Rolle
spielen, die vermdge der Bedeckung den Polygonen P, zugeordnet
sind. Da auch unsere spiteren Folgerungen wesentlich von
diesen Zahlen ausgehen werden, wollen wir E, kurz die zum

Polygon P; vermdge der Bedeckung gehdrige charakteristische
Ay
Zahl nennen; der in Satz 1 vorkommende Ausdruck lim ~£— SE)
y=wri=1
kann dann offenbar als Mittelwert der charakteristischen
Zahlen simtlicher Polygone bezeichnet werden.

3) Dieser Grenzwert ist natirlich unabhingig von der Wahl der Kurven
C, in den Kreisringen R,, von der GroBe des Grundradius ¢ (>2R) und
von der Lage des Zentrums der Kreisschar Z,,.
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Es werde aus Satz 1 sofort eine Folgerung gezogen. Da
ersichtlich stets:

!IV

A
lim - 2
ist, so ergibt (I):
n<6,

ein Resultat, das wir aussprechen konnen in dem

Satz 1a: Mankanndie Ebene niemalsin gleich-
eckige konvexe Polygone, deren Durch-
messer beschrinkt sind und deren Flidchen-
inhalte nicht beliebig klein werden, zer-
legen, sofern ihre Eckenzahl grofer als
6 ist.

Fiir eine derartige Zerlegung kommen also nur Dreiecke,
Vierecke, Fiinfecke und Sechsecke in Betracht. Dieser Satz ist
ein vollkommenes Analogon zu dem bekannten Satz, daB es keine
Eulerschen Polyeder gibt, deren simtliche Seitenflichen sechs
und mehr Ecken haben. Dieser Satz 1a8t sich ja etwa folgender-
maBen beweisen:

Wir betrachten gleich ein dem Eulerschen Polyeder ent-
sprechendes, aus groSten Kreisen bestehendes Kugelnetz, fiir das
ebenso wie fiir das Polyeder selbst die bekannte Kulersche
Formel:

E4+F=K-+42
gilt, in welcher E die Anzahl der Netzpunkte, K die der Netz-
kanten und F die der Netzflichen des Kugelnetzes bedeutet.

Da nun in jedem Netzpunkt mindestens drei Netzkanten zu-
sammenstoBen miissen, so folgt:

3E<2K,

und setzt man dies oben ein, so findet sich:

N FS SR}

oder:
2K<6(F —2).
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Hat nun jede der F Netzflichen n Ecken und damit auch
n Kanten, so ist noch:

2K=nF,
womit wir schlieBlich:
n-F<6F —2),
oder:
n<6 F—2

erhalten. Da nun &5—2 fiir jedes endliche F kleiner als Eins

ist, so folgt hieraus, daB n stets kleiner als sechs ist, also
hochstens gleich fiinf sein kann; dies ist der bekannte Polyeder-
satz, der demmach auch fiir aus groSten Kreisen bestehende
Kugelteilungen gilt. Nun gilt aber die obige Ungleichung fiir
jede beliebig grofe Zahl F und natiirlich auch fir jede Kugel
mit beliebig grofem Radius. FaBt man nun eine Zerlegung der
Ebene in Polygone als Grenzfall eines Kugelnetzes fiir eine
Kugel mit unendlich grofem Radius und fiir eine unendliche
Anzahl F von Netzlichen auf, so folgt dafiir aus der obigen
Ungleichung n <6, mit dem Unterschied also, daB jetzt auch

das Gleichheitszeichen Giiltigkeit haben kann, da lim F—g——z— =1

F=w
ist. Satz la ist also in der Tat das vollkommene Analogon zu
dem Eulerschen Polyedersatz.

Es hat keine Schwierigkeit, den Satz 1, zu dem wir jetzt
zuriickkehren, auf den Fall konvexer Polygone mit beliebigen
beschrinkten KEckenzahlen zu iibertragen?). Dazu fassen wir
alle gleicheckigen Polygone zu einer Art zusammen. Sei a die
Anzahl der bei der Zerlegung vorkommenden Arten, sei weiter
n; die Eckenzahl der j-ten Art (j=1,2,---a), sei ferner e;; die
Zahl der singuldren Ecken und el‘k.’ die Zahl der mit k-fachen
Netzpunkten zusammenfallenden (eigentlichen und singuléren)
Ecken des i-ten Polygons der j-ten Art (i=1,2,3,---;j=1,2,---a;

) Dabei ist selbstverstindlich nach wie vor vorausgesetzt, daB ihre
Durchmesser beschrankt sind und ihre Flicheninhalte nicht beliebig klein
werden,

Reinhardt. 3
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k > 3), sei schlieflich A, ; die Anzahl der dem Teilbereich B, an-
gehorigen Polygone j-ter Art (» =1,2,-.-;j=1,2,---a) und habe
A,S,P,p, K, p:)k’k') dieselbe Bedeutung wie frither; dann
gilt zunéchst:

9 NA L — AL
=1

Py

Wihrend ferner die Gleichungen (3), (4) und () unveréndert bleiben,
treten an die Stelle unserer fritheren Gleichungen (1) und (2)
einfach die folgenden:

1, n,-—{—ei,'=2e!11§> (i=1,238-;j=12..a),
k>3
a AVj
() y = 0+ ei;— 2),

i=li=1

und fiir P, gilt jetzt die Darstellung:
Pob= >3 e _Sx )
’ kz_gk(jéligl H kél P ’

oder, wenn wir hierin fiir ei(? wieder den sich aus (1,) ergebenden
Wert:

k>4
einsetzen :
A, a  Avj
1.2 vj : k—3
. (k)
Pv-—g—‘z . (nj+e1]) 222 3k i
j=1i=1 i=1 i=1k>4

Unter Beriicksichtigung dieses Ausdrucks erhalten wir durch
Gleichsetzung der beiden Werte fiir S, genau wie frither:
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a Avj a a A
SSm+e)—6A=3T4A,n—64A,+3 Ee
j=1i=1 j=1 j=1i=1

a Avj k 3 kl
_ — 3 (K (k, k)
——2222 k 11_6 Epy +3 4 6,
j=1i=1 k>4 k>3 k'>1
oder aber:
A a By
12 0 \ k—3 @
{6,) 2 ‘0, =6— A—(E . e+ 22—k i’
ji=1 Y\i=1li=1 j=1 1=1 k>4
1 K k)
a2 Zr) )
s k>3 k'>1

Die linke Seite hierin gibt offenbar den Mittelwert der
Eckenzahlen in dem Teilbereich B, an. Lassen wir » iiber alle
Grenzen wachsen, so gilt natiirlich wieder Gleichung (7). Doch
haben wir im Gegensatz zu frither nun auch linker Hand eine
Folge von » abhingiger Grofen, und diese braucht im allgemeinen
keinen Grenzwert zu besitzen. Wir setzen fir das Folgende
nun noch eine derartige Beschaffenheit der betrachteten Be-

A,
deckung voraus, daf alle Zahlen Kf—’ (G =1,2,---a) bei unbegrenzt
14
wachsendem » bestimmten Grenzwerten g (j==1,2,---a) zustreben:

I‘AW— 19
vl__—niE“— i (J— ’ 7"'3‘)7
zwischen denen infolge von (9) dann die Beziehung:
S
Sq=1

i=1
bestehen muB. In diesem Falle besitzt auch die linke Seite von
(6,) einen Grenzwert:
a A . a

lim » -Zn=Sgqn

v=m;:Av i jglj j?
und wir erhalten:

3{-
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a . 1 a Ap]' k___3 .
jglqj nj:6_—,,l_1___IgA———,,_ 1 21(611—{—22—1{ ei(j))’
=li= k=4

]

wobei der hierin rechter Hand stehende Grenzwert dann eben-
falls existieren mus.

A, .
Jede der Folgen Kﬂ G=1,2,---a) gehort zu dem Typus
4

von Zahlenfolgen, den wir in § 1 ausfithrlich untersucht haben.
Aus dem dort hergeleiteten Hilfssatz 6 ergibt sich, daB die (hier
als existierend vorausgesetzten) Grenzwerte q =1,2,---a) un-
abhiingig sind von der speziellen Wahl der Polygone C, in den
Kreisringen R,,, von der Wahl des Grundradius ¢ (> 2 R) und von
der Lage des Zentrums der konzentrischen Kreisschar Z,. Diese
Unabhingigkeit von willkiirlichen, durch die Bedeckung nicht
bedingten Annahmen berechtigt uns zu der Aussage, daf
q G=1,2,---a) das Verhidltnis angibt, in welchem die Anzahl
aller bei der Bedeckung vorkommenden, der j-ten Polygonart
angehorenden Polygone zur Anzahl simtlicher bedeckenden

Polygone steht; der Ausdruck q; kann fiiglich als Mittel-
j=1

wert der Eckenzahlen in der ganzen Ebene bezeichnet
werden. Unsere seitherigen Betrachtungen fithren mithin zu dem

Hauptsatz fiir konvexe Polygone: Es sei die ge-
samte Ebene in eine Folge von konvexen
Polygonenzerlegt,dieeiner beschrinkten
Anzahl a von Arten mit den Eckenzahlen
n, bis n, angehoren und deren Durchmesser
und Fliacheninhalte nicht beliebig gro8
bezw. klein werden; es sei die Zerlegung
ferner sobeschaffen, da die Verhédltnisse
q, bisg,der Anzahlen der je einer Polygon-
art angehdrenden Polygone zur Gesamt-
zahl aller Polygone existieren; dann gilt
fiir die mittlere Eckenzahl n die Dar-
stellung:
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a a AV'
1 i
(1) n=¢n=6—lim— 3 JE,,
j=1 i ”=°°A‘Vj=li=1 !
worin:
k—3 « i—1.92.8...
I E. —e. PR L) (1 )
(Ir) y ﬁ—g et e
ist.

Die Zahlen E. sind hier wieder die den Polygonen vermoge
der Bedeckung zugeordneten charakteristischen Zahlen.
Der Hauptsatz enthilt natiirlich den fritheren Satz 1 als Spezial-
fall fir a— 1. FEine besonders einfache Gestalt nimmt er an,
wenn jede Polygonart in gleicher Anzahl von Exemplaren bei
der Bedeckung vertreten ist; denn dann ist offenbar:

1

qj:E (j=1,2,"'3)7
und wir bekommen:
A_.
d .1 &
2 nj::a-(ﬁ-—llm:(.}_, ZE”).
j=1 y=mo 7 j=1i=1

Im allgemeinen Fall regelt der Hauptsatz die den gemachten
Voraussetzungen gehorchenden Ebenenbedeckungen mit konvexen
Polygonen und es lassen sich demgemdf fiir spezielle solcher
Bedeckungen eine groBe Menge von Folgerungen aus ihm ziehen.
Hier sei nur eine solche erwihnt, die der frither von uns in
Satz 1a fiir eine Polygonart ausgesprochenen entspricht und die
man wieder erhilt, indem man bemerkt, daB stets:

1y Y
lim S SE;20
y=woAyj=1i=1

ist. Denn dann ergibt sich aus dem Hauptsatz, daB zu einer
Bedeckung der Ebene mit mehreren Polygonarten notwendig ist,
dag deren mittlere Eckenzahl kleiner, hochstens gleich sechs
ist?). Ubrigens hat auch dieser Satz wieder sein Analogon in

1) So kann man z. B. die Ebene niemals lickenlos und schlicht mit
konvexen Fiinf- und Achtecken in gleicher Anzahl bedecken, wenigstens
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dem allgemeineren Eulerschen Polyedersatz, den wir aus dem
fritheren erhalten, wenn wir annehmen, da8 das Kugelnetz nicht
aus gleicheckigen Netzflichen besteht, sondern daf diese etwa
a verschiedenen Arten mit den Eckenzahlen n, bis n, angehdren,
und daB jede Art in der Anzahl von Fi (j =1, 2, --a) Exemplaren
vertreten ist, wobei:

> F]. =F
i=1
ist. Denn dann erhalten wir aus:
2K =j§1Fj R
und:
2K<6([F —2)

die Ungleichung:

— F, F—2
]
2 FnE

1=1
die das volle Analogon zu unserem obigen Satz bildet; die
F.
Quotienten —FJ (j=1,2,--a) entsprechen dabei den Verhiltnissen
qj (1=1,2,--a)

§ 3.
Der Hauptsatz fur allgemeine Polygone.

Der Hauptsatz des vorigen Paragraphen soll nunmehr auf
den Fall einer Zerlegung der Ebene in beliebige Polygone er-
weitert werden. Dazu verhilft uns eine geeignete Definition der
Ecken bezw. deren Anzahl bei einem beliebigen Polygon, die
von der iiblichen Definition wesentlich abweicht.

Sei ein einfach zusammenhingendes Polygon gegeben, das
mEcken im trivialen Sinn besitzen moge; an jeder Kcke liegt
also ein von s verschiedener Polygonwinkel. Wir fassen diese

solange ihre Flicheninhalte nicht beliebig klein und ihre Durchmesser nicht
beliebig gro8 werden; dagegen ist eine solehe Bedeckung mit Vier- und
Achtecken in gleicher Anzahl offenbar moglich und auch in der Tat aus-
fithrbar.
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m Winkel nun zu Klassen K; von folgender Beschaffenheit zu-
sammen: Je zwei Winkel aus einer Klasse sind entweder
einander gleich oder ergénzen sich zu 2z, wihrend je zwei
Winkel aus verschiedenen Klassen weder einander gleich sind
noch sich zu 2x ergidnzen. Die Anzahl der so entstehenden
Klassen sei 1; dann konnen wir sagen, das Polygon habe
1Winkel, die untereinander und von ihren Erginzungen zu 2
verschieden sind. Es ist klar, daf in jeder Klasse K; hochstens
zwei verschiedene WinkelgroBen a; und a;” A= 1,2,---1) vor-
kommen, fiir die dann die Beziehung besteht:

(a) a; + a;" =2=x A=1,2---1.

Seien n;" und n;" die Zahlen, die angeben, wie oft die Winkel-
grofe a; bezw. a;” in der Klasse K; vorkommt, und sei die
Bezeichnung so gewihlt, da8 stets n;' > n;” ist?); dann ordnen
wir jeder Klasse K; die von ihr herrithrende Teileckenzahl
n, —mn;"” zu und stellen folgende Definition auf:

Definition: Unter der Anzahl n der Ecken
eines einfach zusammenhéngenden Polygons
werde die Summe der von simtlichen
Klassen K; herrithrenden Teileckenzahlen
verstanden:

1
(1) n= @m; —n;").
A=1

Wir konnen die Polygonwinkel auch auf eine zweite Art
in nur zwei Klassen einteilen, indem wir in die eine Klasse
alle Winkel a)(2=1,2,---1) und in die andere Klasse alle
Winkel a;"(A=1,2,- - .1) werfen; zihlen wir dann jeden Winkel
so oft, wie er in dem Polygon vorkommt, so gibt die eben defi-
nierte Eckenzahl einfach die (nicht negative) Differenz der beiden

diesen Klassen zugehorigen Klassenzahlen an:
1 1
(b) n=n;— ¥ n,",
A=1 A=1

wihrend die Anzahl der trivialen Ecken offenbar deren Summe ist:

') Dabei kann n;" also auch gleich Null sein.
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1 1
(©) m=23n;+ 30"
A=1 A=1

Daraus folgt, daB beide Eckenzahlen dann und nur dann einander
gleich sind, wenn: '

1
Sn;"=0,
A=1

also: n;"=20 r=1727---]

ist; dies ist also die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daB die neue Definition mit der gewdhnlichen iiberein-
" stimmt. Die einfach zusammenhingenden Polygone, die dieser
Bedingung geniigen, nemnen wir Normalpolygone. Dazu
gehoren insbesondere ersichtlich alle konvexen Polygone.

Die in dem neuen Sinn genommenen Polygonecken selbst
sind keine auf der Berandung festliegenden Punkte; es sind
lediglich solche Punkte der Polygonberandung, an welchen Winkel
von der GroBe a;’(A=1,2,-.-1) liegen, und zwar fiir jedes 1
in der Anzahl n; — n;"”, also unter den n; vorhandenen der-
artigen Punkten im allgemeinen noch willkiirlich wéhlbar.

Es sollen hier noch zwei Sitze iiber Polygonecken im neuen
Sinn angefiigt werden, die zeigen, daB diese mancherlei Eigen-
schaften mit den gewdhnlichen Polygonecken gemeinsam haben;
ihre Bedeutung fiir die Bedeckung der Ebene wird sich nach-
her zeigen.

Satz 1: Die Summe der Eckenwinkel eines
einfach zusammenhidngenden Polygons be-
tragt #-(n — 2).
Zum Beweise bemerken wir, daB die gesuchte Winkel-
summe §, offenbar durch:

1
Sn — 2 (nl' —_— nl”) . al’
A=1
dargestellt wird, wihrend die Summe s, der Eckenwinkel im
gewohnlichen . Sinne ersichtlich durch:
1 1

Sm=2 Dl'al'—l_— E n;_"al"

=1 =
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gegeben ist. Diese letztere 146t sich nun unter Beriicksichtigung
von (a) folgendermaﬁen umformen :

Sm——znz a; + an"a !

Ja) >_ n;"-2n—ay)

(nl —-]’ll")al —I——-2Tl 211

1
=8, 427 N ;"
1:1

Bedenken wir ferner, daB nach (b) und (¢):

I

e Trru 1

m-—n

1
n,”’ —
ST

ist, also gerade n_l_;_n Paare sich zu 2xn ergidnzender Winkel

in dem Polygon vorkommen, und setzen wir schlieBlich fiir sy,
den bekannten Wert ein, so erhalten wir aus:

m-—n
2

am— 2)=s,+2=xn

in der Tat:
Sp = xn — 2).

Satz 2: Jedes einfach zusammenhingende
Polygon besitzt mindestens drei Ecken.

Denn anderenfalls wire nach Satz 1 die Winkelsumme an
diesen Ecken Null oder negativ, was natiirlich unméglich ist,
da an jeder einzelnen Ecke im trivialen Sinn bereits ein Winkel
von positiver Grofe liegt.

Es sei die Ebene nunmehr zerlegt in eine Folge von be-
liebigen einfach zusammenhingenden Polygonen P;(i=1,2,3,-..)
mit den beschrinkten (trivialen) Eckenzahlen m;(i=1,2,3, --):

2) m; <m i=12,3,---).

Wir setzen wieder voraus, daB ihre Durchmesser nicht beliebig
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grof und ihre Flicheninhalte nicht beliebig klein werden. Fir
das Weitere ist es zweckméaBig, zunéchst folgende orientierenden
Bemerkungen vorauszuschicken.

Das Wesentliche einer solchen allgemeinen Bedeckung im
Gegensatz zu derjenigen mit konvexen Polygonen besteht offen-
bar darin, da in jedem Polygon jetzt auch solche (trivialen)
Ecken auftreten konnen, in denen nur zwei Bereiche zusammen-
stoBen; derartige Punkte der Ebene wollen wir in leichter Ver-
allgemeinerung unserer fritheren Ausdrucksweise kurz zwei-
fache Netzpunkte der Bedeckung nennen.

Wir betrachten zunichst, um bei diesen allgemeinen Be-
merkungen die Ideen zu fixieren, als Beispiel den Fall, daf alle
bedeckenden Polygone kongruent sind. Dann wird durch die
zweifachen Netzpunkte der Bedeckung — sofern solche iiber-
haupt vorkommen — offenbar zwischen einem Teil der Winkel
a; und der diese zu 2x ergidnzenden Winkel ;" (1=1,2,---1)
eine eineindeutige Zuordnung hergestellt; es wird also im Durch-
schnitt eine gewisse Anzahl der Winkel a;' in jedem Polygon
zu zweifachen Netzpunkten gehdren, und infolge der einein-
deutigen Zuordnung gilt dasselbe fiir eine gleiche Anzahl von
Winkeln a;” jedes Polygons, und dies fiir jeden Wert von
AA=1,2,---1). Im &uBersten Fall kann diese Zahl fiir das
A-te Winkelpaar ersichtlich n;” sein, so daB also stets die zu
itberschiissigen Winkeln a;' (1 =1,2, - . - 1) gehorigen Ecken jedes
Polygons im Durchschnitt mit mindestens dreifachen Netzpunkten
identisch sein miissen. Die Anzahl dieser iiberschiissigen Winkel
im ganzen Polygon ist aber gerade die von uns oben definierte
Eckenzahl desselben, so da8 wir jetzt sagen konnen, dab
wenigstens durchschnittlich von allen Ecken (im neu definierten
Sinn) jedes Polygons mindestens noch zwei weitere Polygone
ausgehen miissen. Die Ecken im neuen Sinn spielen also in der
Tat auch fiir die Bedeckung eine #hnliche Rolle wie die trivialen
Ecken eines konvexen Polygons.

Diese Uberlegungen gelten nun nicht nur dann, wenn simt-
liche Polygone kongruent sind, sondern ersichtlich auch in
wesentlich allgemeineren Fiéllen. Um diese zu iibersehen, be-
trachten wir die Menge aller Winkelpaare (p, v), fir die:
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g +y=2n

0<gp<m,

und:

also:
n<y <2n

ist. In jedem Paar markieren wir einen der beiden Winkel und
bezeichnen die Gesamtheit der so erhaltenen markierten Winkel-
paare als einem Typus. Sei nun ein einfach zusammen-
héngendes Polygon vorgelegt; dann markieren wir in den 1 bei
diesem Polygon vorkommenden Winkelpaaren (a;’, a;") die Winkel
a; (A=1,2,--.1). Dann und nur dann, wenn diese Markierungen
mit denjenigen der entsprechenden Paare des Typus iiberein-
stimmen, sagen wir, das Polygon gehore zu dem Typus. Samt-
liche zu ein und demselben Typus gehorigen einfach zusammen-
hingenden Polygone fassen wir zu einer Polygongattung
zusammen. Der Sinn dieser Definition besteht in folgendem:
Es sei eine Menge von Polygonen P;(i=1,2,3, - --) vorgelegt,
bei denen eine bestimmte WinkelgroBe o als Polygonwinkel
vorkommen moge, und zwar bei dem i-ten Polygon in der Viel-
fachheit n;,(i=1,2,--:). Gehoren diese Polygone nun einer
Gattung an, so werden die Zahlen n,, bei allen Polygonen
gleichzeitig nicht kleiner oder gleichzeitig nicht grofer sein
als die entsprechenden Zahlen m;,, von denen die i-te angibt,
wie oft der Winkel 27 — @ in dem i-ten Polygon vorkommt:

niw -Z_ miaH

bezw.: i=123--).
Die < m; g

Und haben manche der vorgelegten Polygone auch noch andere
Winkelgrofen gemeinsam, so gilt dasselbe auch fiir diese. Dann
und nur dann, wenn eine vorgelegte Polygonmenge einer Gattung
angehort, 148t sich also fir jede vorkommende Winkelgrofe a
einer der beiden Winkel a und 27 — a mit o' und der andere

mit o” derart bezeichnen, daB fiir siimtliche Polygone gleichzeitig:
nia'znia" (i=1,23,--)
ist, wo n;,

und n;,” bez. angeben, wie oft die Winkel o' und
a” in dem i-ten Polygon vorkommen (i=1,2,3,-..).

’
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Man sieht nun sofort, daB sich in dem Fall, daf alle die
Ebene bedeckenden Polygone einer Gattung angehoren, die fiir
kongruente Polygone vorhin angestellten (Tberlegungen ohne
weiteres entsprechend iibertragen lassen. Besondere Bedeutung
wird dabei dem Spezialfall zukommen miissen, daB sdmtliche
Polygone gleichzeitig Normalpolygone sind.

In dem allgemeinsten Fall beliebiger Polygone treten da-
gegen offenbar dadurch noch Komplikationen auf, daB in manchen
von ihnen eine bestimmte WinkelgrioBe ofter auftreten kann als
die sie zu 2z erginzende WinkelgroBe, in anderen ebenfalls zur
Bedeckung gehorigen dagegen umgekehrt die letztere im Uber-
schuB ist; derartige iiberschiissige Winkel konnen sich dann in
zweifachen Netzpunkten gegenseitig ergénzen, so da8 im all-
gemeinen auch nicht durchschnittlich von allen Ecken jedes
Polygons mehr als zwei Bereiche auszugehen brauchen.

Wir wollen nun im folgenden die hiermit angedeuteten Ge-
dankenginge exakt ausbauen; die bedeckenden Polygone mégen
zunidchst nur den frither aufgestellten Bedingungen geniigen.
Haben S,, P,, p,, e; dieselben Bedeutungen wie in § 2, so ist
wieder:

Ay
S,, == ﬂ‘z (mi —l— e — 2)

i=1

und:
S,=2aP, 4+ =, —2),
woraus:
Ay
®) = o4 o —2) = 2P, +p, —2
folgt.

Wir denken uns nun sémtliche vorkommenden (voneinander
verschiedenen) Winkelgrofen und, soweit sie hierbei nicht schon
vorhanden sind, auch deren Ergéinzungen zu 2z, die ja als ab-
zdhlbare Menge endlicher Mengen wieder eine abzdhlbare Menge
bilden, in eine Reihe R:a,(x =1,2,. . .) geordnet, und teilen
diese in zwei Klassen K, und K, von folgender Beschaifenheit:
Jeder Winkel der ersten Klasse ist verschieden von den Er-
ginzungen zu 2z aller anderen in dieser Klasse vorkommenden
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Winkel; die Winkel der zweiten Klasse werden gebildet von
den Erginzungen zu 2z simtlicher Winkel der ersten Klasse?).
Die Winkel der ersten Klasse bezeichnen wir mit e;, die der
zweiten mit ;" 1=1,2,3,...), und zwar derart, da8:

alr+alll=2n A=123,--")

ist. Es bedeute nun: el dleAnzahl derjenigen (trivialen) Ecken
des i-ten Polygons, die mlt k-fachen Netzpunkten identisch sind

und an denen der Winkel a, aus der Reihe R liegt; e(ik ,{ und

e‘ilf{" dieselbe Anzahl, wenn a, speziell ein Winkel a;' der ersten
bezw. ein Winkel a;" der zweiten Klasse ist; n;;’ und n;;" die
Anzahl derjenigen Ecken des i-ten Polygons, an denen der
Wlnkel a a; der ersten bezw. der Winkel a;" der zweiten Klasse
liegt; e ? die Anzahl der singuldren (also sozusagen zum Polygon-
winkel n gehorigen) Ecken des i- ten Polygons die mit k-fachen
Netzpunkten identisch sind, wobei e ) gleich Null gesetzt werden
moge; es habe ferner k' und p‘k ) dleselbe Bedeutung wie friiher,

doch werde fir Sk'p® ¥ =p® ! kurz p® geschrieben; es sei

schlieBlich p‘z) un?llp,‘,z’“ die Anzahl derjenigen zu zweifachen
Netzpunkten gehorigen Ecken des Polygons C,, an denen zur
ersten bezw. zur zweiten Klasse gehorige Polygonwinkel liegen
4, »,2%,14=1,2,3.---; kz22; kK=1).

Dann gelten zunichst ersichtlich folgende Beziehungen:

4,) 226“’ =m (i=1,23,--),
k_...

(5) Ze“" S S(eM +el) (=123, k=>2),

&) k%jze%k) = i=123- ),

(6,) E;?‘} = (,1=1,2,3, ),

1) Es ist klar, daB bei der Bildung dieser Klassen insofern eine Willkiir
herrscht, als jeder Winkel aus der einen Klasse in die andere und dafiir
sein Erginzungswinkel zu 2z aus dieser in die erste getan werden kann
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(6,) Sel'=n," (,2=1,23, ),
k=2
(7 p¥ = p® 4 p&" v=1,23--).
Fir P, gilt ferner die Darstellung:
1( 2 , \
P D S(Z et A o) — zwpiw),
k=2 v=h) k21

aus welcher nach KEinsetzung des sich aus (4,) und (4,) fir
Nef + e ergebenden Wertes:
()

Se +-ef =mi+e¢— N (2 el eﬁk’) —Ne? (=123, )
()

k=>4 ()
folgt:
1Y S k—3
Py = 32 mi+-e)+g 3 Sef] EZ—k( "§3+e§"’)
i=1 1=l x) =1 k>4 (x
-3 3w
kP
k22K 21

Nach Kinfiihrung dieses Ausdrucks erhalten wir aus (3) nach
leichten Umformungen:
Ay

1_1( Zem)
—=6A —2(22 (Eem e(k))—l—e)—|—3(py—222—p(kk)) —6.

i=1\k>4 K22k’ 21

8

Es handelt sich nun darum, den hierin linker Hand stehenden
Ausdruck umzuformen. Zunichst ist natiirlich nach (4,):

4,) m— e =3 Fel (i=1,23- ).
(%) k>3 ()

Ferner benutzen wir jetzt, da8 durch die innerhalb des be-

trachteten Teilbereiches B, gelegenen zweifachen Netzpunkte

eine eineindeutige Zuordnung zwischen den dabei vorkommenden

Winkeln a;' und a;” hergestellt wird. Infolge dieser Zuordnung

muB nimlich offenbar die Gleichung:



— 41 —

2 2 e(2)’ (")’ __2 E 6(2)" (2)”

1—1 1-_1

bestehen. In dleser setzen wir die smh aus (6,) und (6,) fiir
@r @

e;; und e;; ergebenden Werte:
ey =, —Self
k=3
und: (,A=1,2,8,--")
@wr__ (k)
€iy — nxl 2 eii
k=3

ein und erhalten:

Ay

2 >0, —22 Self — =3 Sn, ——22 Self'—p"
i=1(4) i=1(A)k=3 i=1(4) i=1(})k=3
Hierin subtrahieren wir auf beiden Seiten den Ausdruck:

Ay

2 Ee(ik}’u

i=1 (1) k>3
und bekommen dann unter Beriicksichtigung von (5):
Ay

i=1k>3 (%) i=1 ( i=1k>3(*)

Die rechts stehenden Differenzen n;;’ — n;;"” werden nun im all-
gemeinen fiir einen festen Winkel a;' bei verschiedenen Poly-
gonen, also fiir verschiedene Werte von i, verschiedenes Vor-
zeichen haben. Gehoren alle Polygone einer Gattung an, so ist
es, wie wir gesehen haben, moglich, bei jedem vorkommenden
Winkelpaar a; und 2z — a; einen der beiden Winkel mit a;" und
den anderen mit a;” derart zu bezeichnen, daf die Differenzen
nj; —n;;"” fir alle Werte von i groBer, hochstens gleich Null
sind; in diesem Fall mogen die Klassen K, und K, noch gemif
dieser Bezeichnungsweise gebildet sein, was nach FuBnote S. 39
stets erreichbar ist. Dann gibt der Ausdruck > (n;;' —mn;;") fiir

)
jedes Polygon dessen Eckenzahl an, und der erste Summand auf
der rechten Seite von (9) ist die Summe dieser Eckenzahlen in
B,. Auch im allgemeinen Fall schreiben wir daher:

Ay
) DD Ee(k)‘“ 2( n; —n")+2-3 3 Nel +pP" —pt

er
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(10) %(nill—nil”):ni_l— 2%, (nil’—nil”) (i=1a273a' : ')’

wo die gestrichene Summe ' (n;;’ —n;;”) nur iiber diejenigen

im i-ten Polygon vorkommegzlen Winkel a;' zu erstrecken ist,
tir die die Differenz n;;’ — n;;" negativ ist. Die Tatsache, daB
alle Polygone einer Gattung angehéren, wird dann durch die
Beziehung:

(1) }:’(n”'——n”"‘;=0 i=1,23,--)
@ .
charakterisiert. Nach Einsetzung von(10) erscheint die Gleichung(9)
in der Form:
Ay
V S Sell =3n 2 3 ( S e — Sy — “iz'))erf"'-—Pf"
=1 k>3(;c) i= i=1\kz3 (4) #)
Damit haben wir die gewiinschte Umformung erhalten; die
(leichung (8) ergibt unter Beriicksichtigung von (4,") und (9)
nach Division durch A :

-3
2

1
N
A, = n=—=~6
1 2k 3\ (k) (k) U\ ” ’
_A"Z 2 ‘..el,‘—f-e —l—e 2 X Self"— = (" — i)
Vi=1\\k>4 k23 (4) A
1 /. '
(=22 Z i) o), e
4 k=2 K21
Wir lassen nun wieder » iiber alle Grenzen wachsen. Da
offenbar:
fll (kk)_« ) (k, k)
> > b2+ > ST
k=2k'21 k23k' 21
und mithin:

=

oo 3 3 = i 23 S
k>2 k k>3 k1

21
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ist, p,—p® hier aber die Anzahl der mindestens dreifachen
auf C, liegenden Netzpunkte angibt, also dieselbe Bedeutung

hat wie p, in Gleichung (7), § 2, so gilt diese Gleichung auch
in unserem Fall und wir haben daher:

(12) lim%(3(pv—22 21; p‘y‘”‘) 6):0.
y=o k>2 k'>1

Ferner ist ersichtlich:
—p <p — b <+ p)
und infolge von (2) auch sicher:
@) ;
p, <ma,.

Nach Hilfssatz 1, § 1, folgt demnach:

1 .
e b e @y
(13) lim = (" — ") = 0.
SchlieBlich setzen wir noch voraus — wenn wir jetzt unter

einer Art noch die Gesamtheit aller Polygone mit gleicher im
neuen Sinn genommener Kckenzahl verstehen, wobei diese De-
finition sich fiir konvexe Polygone ersichtlich mit der frither
gegebenen deckt —, daB das Verhiltnis der Zahl der in B,
vorkommenden einer Art angehdrenden Polygone zur Zahl aller
zu B, gehorigen Polygone fiir jede vorkommende Art mit
wachsendem » einem bestimmten Grenzwert zustrebt. Diese
Grenzwerte sind nach Hilfssatz 6, § 1, wieder unabhéngig von
der Wahl der Polygone C, in den Kreisringen R,, von deren

Grundradins ¢ und von der Lage ihres Zentrums. Ferner
Ay

existiert dann auch lim -— S n; und kann fiiglich als Mittel-

Y=o Av i=1
wert der Eckenzahlen in der ganzen Ebene bezeichnet werden.
Unter Beriicksichtigung von (10) und (11) gelangen wir so
zu dem
I. Hauptsatz fiir allgemeine Polygone: Es sei die
gesamte Ebene in eine Folge von einfach
zusammenhingenden Polygonen zerlegt,

deren Durchmesser und (triviale) Ecken-
Reinhardt. 4
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zahlen beschrinkt sind und deren Flichen-
inhalte nicht beliebig klein werden; es
sei die Zerlegung ferner so beschaffen,
daB die Verhidltnisse der Anzahlen der je
einer Polygonart angehorenden Polygone
zur Gesamtzahl aller Polygone existieren;
dann gilt fir die mittlere Eckenzahl n
(im neuen Sinn) die Darstellung:

Ay Ay

1 .
(I n=I1im-—— ¥ n=6—1lim— > E;,
) Y=o Avif] Y=o Angl '
worin:
) E=2 25{3(2 efy + e?‘)) + e
k>4 ()
"1" 2. (2 2 (1k},” 2, (nil” _‘”nil,)) (12127&)
k>3 (1) @A)
ist.

Auch hier wollen wir die Zahlen K; wieder die den Polygonen
vermdge der Bedeckung zugeordneten charakteristischen
Zahlen nennen?); sie sind die Verallgemeinerungen der frither
bei konvexen Polygonen mit diesem Namen belegten Zahlen.
Sie brauchen jedoch jetzt ersichtlich nicht mehr stets grifer,
hochstens gleich Null zu sein; darauf beruht die Schwierigkeit,
iiber eine Bedeckung mit Polygonen von dieser allgemeinen Be-
schaffenheit weitere Aussagen zu machen.

Wir spezialisieren unser Ergebnis jetzt auf den Fall, daf
die an der Bedeckung beteiligten Polygone einer Gattung an-
gehoren; dann gilt Gleichung (11), und der einzige negative Be-
standteil der charakteristischen Zahlen fillt somit fort. Diese
sind nun wieder stets griBer, hochstens gleich Null. Sie unter-
scheiden sich von den charakteristischen Zahlen konvexer Poly-

1) Man kann den Hauptsatz also auch so aussprechen, daB die Summe
aus mittlerer Eckenzahl und mittlerer charakteristischer Zahl stets gleich
sechs sein muS.
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gone durch den Summanden 2 X > el)”, dessen Bedeutung
k>3 )

man sich an Hand der frither gemachten allgemeinen Be-
merkungen leicht klar macht. Durch sein Auftreten werden
die einzelnen charakteristischen Zahlen und auch ihr Durch-
schnitt gegeniiber denjenigen bei konvexen Polygonen im all-
gemeinen vergrofert werden; einer Vergroferung dieser Zahlen
entspricht aber stets eine Verkleinerung der durchschnittlichen
Eckenzahl der bedeckenden Polygone. Bezeichnen wir durch
den angehiéngten Index j noch die Polygonart, auf die sich die
betreffende Grofe bezieht, und durchliuft der Index i dann nur
Werte, die sich auf die Polygone einer Art beziehen, so gilt der
sich durch Spezialisierung aus dem Hauptsatz fiir allgemeine
Polygone ergebende

I1. Hauptsatz fiir einer Gattung angehiérende Poly-
gone: Gehdren die Polygone des ersten
Hauptsatzes auflerdem zu einer Gattung,
ist ferner a die Zahl der vorkommenden
Polygonarten und q; (j=1,2,---a) das Ver-
hiltnis der Zahl der der j-ten Art ange-
horenden Polygone zur Zahl aller Poly-
gone, so gilt die Darstellung der mittleren
Eckenzahl n in der Form:

a A’
1 v]
(1) n——zq]nj_fi——hmx-z > Eij,
j=1 @Y i=11i=1
worin:
(IT') ._~22_—_(2em1 4+ e”)+el,+22 zel‘i’,"
k>4
‘1""17273) ) =1727"‘a)
ist.

Da kongruente Polygone stets zu einer Gattung gehoren
und nur eine Art bilden, so bekommen wir den folgenden
Zusatz: Gehdoren die Polygone des zweiten

Hauptsatzes nur zu einer Art, sind sie
4%
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insbesondere kongruent,so lautet die Dar-

stellung:
12
(I1,) n=6—1lm ~ S B,
y=0m Pi=1
worin:
(I1,") Ei =22 ]—i—;—(z (k)_|-e(k))_|_ ae+23 3 N
k>4 () k>3 (3)
(i=1,238--)
ist.

Aus dieser Darstellung folgt auch hier wieder, daf die
— im neuen Sinn genommene — KEckenzahl kleiner, hochstens
gleich sechs sein muB, damit eine Bedeckung moglich ist; es ist
also auch dann, wenn die Polygone einer Gattung angehoren,
lediglich eine Zerlegung der Ebene in Drei-, Vier-, Fiinf- und
Sechsecke ausfithrbar, wenigstens solange sie der Bedingung
unterliegen, daf ihre Durchmesser beschrinkt sind und ihre
Flacheninhalte nicht beliebig klein werden.

Es mogen nun schlieBlich die Polygone nicht nur einer
Gattung angehoren, sondern gleichzeitig sémtlich Normalpolygone
sein. Dann stimmt nach unseren fritheren Ausfithrungen die
neue Definition der Eckenzahl mit der trivialen iiberein, und
es ist:

n;"=0 i,4=1,23,---).
Hieraus folgt aber nach (6,):
eff" =0 i,2=1,2,3,--; k=2).

Da n;;"=0 (A=1,2,--) fiir alle Polygone ist, so kann bei
einer Polygonmenge, die die obigen beiden Eigenschaften besitzt,
sich ersichtlich unter simtlichen vorkommenden Winkeln kein
Paar befinden, das sich zu 2z erginzt. Die Bedeckung mit
Polygonen kann also in diesem Fall nur so beschaffen sein, daf
alle Ecken jedes Polygons mit mindestens dreifachen Netzpunkten
identisch sind, wihrend dies ja nur im Durchschnitt der Fall
ist, wenn die Voraussetzung wegfillt, daS die Polygone Normal-

polygone sind. Wegen f}) =0 A=12,--; k=2



fallt ferner auch der Summand 2123% e?‘{” des Ausdruckes fiir

die charakteristischen Zahlen fort;ﬁwir gelangen so zu dem

ITI. Hauptsatz fiir einer Gattung angehorende Nor-
malpolygone: Sind die Polygone des zweiten
Hauptsatzes gleichzeitig Normalpolygone,
so lautet die Darstellung der mittleren

Eckenzahl:
1 a Aypj
(I1I) n—z qinj = 6 — lim = 3 2 Eij,
]_1 Y= 1/)_—_ i=1
worin:

an By = ek (2 o+ ff) + o
k>4 i
i=123--j=12-.-3)
ist,
und dem

Zusatz: Sind die Polygone des dritten Haupt-
satzes gleicheckig, insbesondere kongruent,

so ist:
)
(IT1,) n=6—lim— S E,
V=0m Aa'i;-l
wenn:
(IIL,) E: :2 (2 e eﬂ") oo (=123
k>4

gesetzt wird.

Die Gleichungen (III) und (IIT) bezw. (III,) und (IIL,’) sind mit
den Gleichungen (IT) und (IT') bezw. (I) und (I') des § 2 identisch.
In der Tat gehoren konvexe Polygone stets einer Gattung an;
ein konvexes Polygon ist auBerdem immer ein Normalpolygon.

Zum Schlusse sei noch eine Ubersicht iiber die be-
trachteten Fille gegeben:

Erstens: Allgemeine Polygone. Giiltigkeit der Darstel-
lung (I), (I).
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Zweitens: Polygone, die einer Gattung angehoren. Giltig-
keit der Darstellung (II), (II') bezw. (II,), (II,). Es ist:

2! (nll”——nil,) P 0 (i:_—_ 1’2,3,. .‘).
@

Durchschnittlich gehen von simtlichen KEcken jedes
Polygons mindestens drei Bereiche aus. Spezialfall:
Kongruente Polygone.
Drittens: Normalpolygone, die einer Gattung angehdren.
Giiltigkeit der Darstellung (III), (IIT') bezw. (ITL,), (ILL,).
Es ist:
el =0 (,4=1,2,3-; k=2

Von allen Ecken jedes Polygons gehen mindestens drei
Bereiche aus. Spezialfall: Konvexe Polygone.

§ 4.
Die Zerlegung von Polygonen in Polygone.

Es soll jetzt untersucht werden, zu welchen Resultaten
unsere seitherigen Uberlegungen fithren, wenn wir auf den Grenz-
iibergang verzichten, also die Zerlegung fiir ein beliebiges end-
liches » abbrechen. Wir betrachten demnach die Zerlegung eines
beliebigen Polygons C, = C in andere Polygone, doch beschrinken
wir uns dabei auf den Fall, daB die letzteren einer Gattung
angehorige gleicheckige Normalpolygone sind?). Die erhaltenen
Siitze werden also insbesondere fiir die Zerlegung von Polygonen
in konvexe Polygone gelten.

Es ist zweckmiBig, die Uberlegungen von Anfang an in
einer auf unsere jetzigen Ziele zugeschnittenen Weise zu fithren.
Wir bezeichnen dazu: mit m die Anzahl der Ecken des zu zer-
legenden Polygons C; mit n die Anzahl der Ecken der zerlegenden
Polygone P; (i=1,2,--- %), mit » (= 2) also deren Anzahl; ferner

1) Bei den zerlegenden Randpolygonen kann jedoch offenbar insoweit
von dieser Bedingung abgesehen werden, als es sich dabei um Winkel
handelt, die mit Winkeln des zu zerlegenden Polygons (oder Teilen von
solchen) identisch sind. Diese Annahme ist im folgenden stillschweigend
gemacht.
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mit e die Anzahl der singuliren Ecken des Polygons C, d. h.
derjenigen auf seinen Kanten liegenden Punkte, an welche
mindestens zwei der Polygone P; anstofen; mit e; die Anzahl
der singulidren Ecken von P; (i=1,2,--%); mit e die Anzahl
derjenigen Kcken von P;, von denen im ganzen k (= 3) Polygone
ausgehen, und die im Inneren von C liegen; mit p® und p®
schliefilich die Anzahl der auf der Berandung von C liegenden
Ecken von P;, von denen im ganzen k (= 1) bezw. k (= 2) Poly-
gone P; ausgehen, und die mit eigentlichen bezw. singuliren
Ecken von C identisch sind (i==1,2,---%). Dann ist zunichst:

d (x)
Pie
) 2 2 kK~
i=1k21
v (k)
(1‘.’,) 2 pll{s = e,
i=1 k=2
@ S+ Sp4+Sp=n-te (=12
k>3 k>1 k=2

Ferner ergibt sich infolge der doppelten Darstellbarkeit der Ge-
samtwinkelsumme in C:

n\ +e——2_2n22 lik) 7(m—+e—2),

i=1 i=1 k=3

oder, wenn man hier den sich aus (2) fir e® ergebenden Wert:

P =nte—Sed —Nph ¥ ®

k>4 k>1 k=2
einsetzt :
v 2 v 14 k—3
N N [ AN halERPN (]
2 l(n + &) — 2» 3 ~§1m -+ e) 21 g 2 K&
- 1= i= Z4

—2 3 (ZpR )4tz

i=1\k=>1 k=2
oder schlieBlich:
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En—i—el__ 222%&3{”

i=1 i=1 k>4

—2 2 (4p£k4+2 p“")+3(m—|—e——2)-
=1

k=1 k=2

Schreibt man hierin rechter Hand fir 3¢ 4e —e und fir 3m
2m +m, und fihrt man dann fir 4e und 2m die sich aus
(1,) und (1,) ergebenden Werte ein, so folgt ersichtlich:

nv-}—2e1m6v-—222 "—3 277221_{‘1{‘_11)92

i=1 i=1 k=>4 i=1 k=1

B D F o R ——

i=1 k=2

oder, sofern man noch m = n - r setzt:

nmt L D3 )

i=1 k=4

W__l(;l‘(zz— <k>+22 ko) + )

k=2

Damit erhalten wir den

Hauptsatz fiir die Zerlegung eines Polygons in
Polygone: Zerlegt man ein einfach zu-
sammenhéingendes Polygon mit m=n-}r
Ecken in » einfach zusammenhédngende
einer Gattung angehodrige gleicheckige
Normalpolygone, so gilt fiir deren Ecken-
zahl n die Darstellung:

ot )

i=1

B= 22 P fe =12



und:

2(2 I+ 22 K 2 )

k22
ist.

Wir wollen hieraus einige Folgerungen ziehen. Wir be-
merken zunichst, daB offenbar stets:
E>0 i=12---v
und:
E=>1
ist, dies letztere deshalb, weil infolge des einfachen Zusammen-
hangs jedes Polygons P; auf dem Rande von C mindestens ein
Punkt liegen muB, von welchem wenigstens zwei Polygone P;
ausgehen; fiir jeden solchen Punkt enthilt aber der E dar-
stellende Ausdruck offenbar einen Summanden > 1. Aus dem
Hauptsatz folgt also:
r 1
@) R ey
‘Wir setzen zuerst r = 0, also m = n voraus; dann ergibt (3):
n<6,

und wir haben den

Satz 1: Ein beliebiges einfach zusammen-
héingendes n-Eck kann niemals in endlich
viele einfach zusammenhingende einer
Gattung angehdrige hormale n-Ecke zer-
legt werden, falls n grofler als fiinf ist.

Der Vollstindigkeit halber sei hier bemerkt, daf man offenbar
stets Dreiecke in Dreiecke, Vierecke in Vierecke und Fiinfecke
in Fiinfecke von der fraglichen Beschaffenheit zerlegen kann.

Es sei dann r <0, also m <n; dann folgt ebenso:

n<6,
und wir finden den
Satz 2: Ein beliebiges einfach zusammen-
hingendes Polygon kann niemals in endlich
viele einfach zusammenhédngende einer
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Gattung angehorige gleicheckige Normal-
polygone mit hoherer Eckenzahl zerlegt
werden, falls diese zugleich grofier als
finf ist.

Wir wollen hier wieder anfiihren, daf man natiirlich sehr wohl
Dreiecke in Vierecke und Fiinfecke, und damit auch Vierecke
in Fiinfecke von der fraglichen Beschaffenheit zerlegen kann.
Gleichzeitig folgt jetzt, daf sogar stets E > 2 sein muB. Denn
der Fall, daB auf dem Rande von C nur ein Punkt liegt, von
welchem wenigstens zwei Polygone P; ausgehen, konnte ersicht-
lich lediglich dann eintreten, wenn die Eckenzahl eines und
damit aller zerlegenden Polygone um mindestens fiinf groBer
wire als m. Da dies unmoglich ist, so folgt, da8 der Rand von
C wenigstens zwei solcher Punkte enthalten muf; damit ist aber
in der Tat E =2 und:
r 2
LR v i

oder:
3,) m—6)(p—1)<r—2.

Es werde nun noch ein Satz fiber die Zerlegung von
Polygonen in solche niederer Eckenzahl angefiigt. Nehmen wir
an, da n>6 ist, so ist die linke Seite von (3,) nicht negativ;
wir konnen also » — 1 durch seinen kleinsten Wert Eins er-
setzen und erhalten:

n—6<r—2,

oder, falls wir hierin fiir ¥ wieder seine Bedeutung m —n ein-
fiihren:

n<5 +2.

Fiir ungerades m ist diese Ungleichung mit der folgenden
gleichwertig:

ro| B

m—1

—+2.

n=

Wir bekommen somit den

Satz 3: Ein beliebiges einfach zusammen-
hingendes m-Eck kann niemals in endlich
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viele einfach zusammenhéingende einer
Gattung angehorige normale n-Ecke derart

zerlegt werden, da8 n>%+2ist, falls
gleichzeitig n grofer als fiinf wiirde.

Es sei hier wieder darauf hingewiesen, daB man natiirlich stets

jedes m-Eck in zwei (%—{—2)-Ecke, wenn m gerade, und in
m—1
2

Der Hauptsatz dieses Paragraphen und insbesondere also
die sich aus ihm ergebende Ungleichung (3) bezw. (3,), aus
welcher wir die Sitze 1 bis 3 gefolgert haben, laft sich auch
auf eine andere Weise gewinnen, die zugleich eine Anwendung
der Resultate des vorigen Paragraphen darstellt. Wir wollen
den Gedanken, auf dem sie beruht, kurz erldutern.

Es werde mit einer unendlichen Folge kongruenter Exem-
plare des zu zerlegenden Polygons C und beliebigen anderen
Polygonen eine liickenlose und schlichte Bedeckung der gesamten
Ebene hergestellt, die lediglich dreifache Netzpunkte und keine
singuliren Ecken enthidlt. Da die (als existierend voraus-
gesetzte) mittlere charakteristische Zahl einer solchen Bedeckung
ersichtlich verschwindet, so muB ihre mittlere Kckenzahl nach
Hauptsatz 111, § 3, gerade gleich sechs sein. Zerlegt man nun
simtliche bei der Bedeckung beteiligten Exemplare von C auf
kongruente Weise in andere Polygone, so gilt fiir die neue Be-
deckung ja ebenfalls der Hauptsatz des vorigen Paragraphen.
Setzt man die sich aus diesem fiir die mittlere Eckenzahl er-
gebende Darstellung unter Beriicksichtigung der Zahl der bei
der Zerlegung jedes Polygons C auftretenden mehr als dreifachen
Netzpunkte und singuldren Ecken an, so erhdlt man genau den
Hauptsatz fir die Zerlegung von Polygonen in Polygone, den
wir zu Anfang dieses Paragraphen auf andere Weise abgeleitet
haben.

Die bendtigte Bedeckung kann man etwa dadurch erhalten,
daB man zundchst an jede zweite Seite des zu zerlegenden
Polygons C (Eckenzahl: m) ein Dreieck anlagert; die freien

zwei ( -+ 2)—Ecke, wenn m ungerade ist, zerlegen kann.
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Ecken dieser Dreiecke bilden dann offenbar ein Polygon (', das
(sofern z. B. m eine gerade Zahl war) gerade die Hilfte der
Ecken des Polygons C hat. Mit ¢’ kann man ebenso verfahren
(wobei natiirlich die Seiten von (' selbst nicht als Netzlinien
zéhlen) usw. Man iiberlegt sich leicht, da8 es — wenn noch
m > 6 vorausgesetzt wird — stets moglich ist, auf diese Weise
schlieBlich ein Sechseck zu erhalten. Verbindet man die Ecken
dieses Sechsecks nun mit denjenigen eines reguliren Sechsecks,
und bedeckt man die Ebene mit einer unendlichen Folge von
kongruenten Exemplaren eines solchen zerlegten Sechsecks
lickenlos und schlicht, was ja stets moglich ist, so hat man
damit (wenn auch die Seiten dieser reguliren Sechsecke selbst
wieder nicht als Netzlinien mitzihlen) offenbar eine Bedeckung
der Kbene erhalten, in welcher das Polygon C unendlich oft
vorkommt und die lediglich dreifache Netzpunkte aufweist. Auf
dhnliche Weise gelangt man zum Ziel, falls m < 6 ist.

Die mittlere Eckenzahl und die mittlere charakteristische
Zahl einer solchen Bedeckung ist nun leicht zu ermitteln. Wir
zerlegen dazu die gesamte Bedeckung in eine unendliche Folge
kongruenter Exemplare eines Polygons P, das gebildet wird von
sdmtlichen ganz innerhalb eines reguliren Sechsecks liegenden
Polygonen und dreier seiner Randpolygone (deren jedes zum
Teil also einem anderen reguliren Sechseck angehort). Wie man
leicht sieht, ist die mittlere Eckenzahl in der ganzen Ebene
einfach gleich der mittleren Kckenzahl der einen Bereich P
bildenden Polygone, und das Entsprechende gilt fiir die mittlere
charakteristische Zahl. Ist N die Gesamtzahl der den Bereich P
erfiillenden Polygone und S die Summe der Eckenzahlen aller
dieser Polygone mit Ausnahme des Polygons C, so ist die mitt-

lere Eckenzahl mithin offenbar gleich mT—l—S

dem Hauptsatz gleich sechs sein muf, so besteht die Beziehung:
m-+4S
N~ =5

, und da sie nach

aus Welcher;
4 6N —S=m
folgt.
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Zerlegt man nun jedes der bei der Bedeckung beteiligten
Polygone C auf kongruente Weise, so muf offenbar in jedem
Bereich P mindestens eine singulire Ecke oder ein mehr als
dreifacher Netzpunkt auftreten. Da damit aber die mittlere
charakteristische Zahl von Null verschieden wird, so muB die
mittlere Eckenzahl jetzt kleiner als sechs sein. Ist wie frither
» die Anzahl der zerlegenden gleicheckigen Polygone mit der

~vn 8 S
NA4-»—

Eckenzahl n, so ist diese aber jetzt ersichtlich gleich ———

so daf sich die Ungleichung:

ergibt. Aus dieser folgt unter Beriicksichtigung von 4):
yn<6N—S+6(r—1)=m-+6r—1
oder, wenn man wieder m == n -} r setzt:
n<6 -4 ;: i

Diese Abschitzung ist aber mit der fritheren Ungleichung 3)
im wesentlichen identisch. Auch die Herleitung des Hauptsatzes
celbst auf diese Weise bietet keinerlei Schwierigkeit, doch
wollen wir uns hier mit dieser Skizze begniigen.



Zweiter Teil.
Anwendung des Hauptsatzes.

§1.
Die reguldre Zerlegung und die Zerlegung
in Sechs- und Fanfecke.

In diesem zweiten Teil wollen wir uns auf den Fall der
Zerlegung der Ebene in gleicheckige, einer Gattung angehorige
Normalpolygone beschrinken. Wir wollen sehen, welche Folge-
rungen wir aus unserem auf diesen Fall spezialisierten Hauptsatz
ziehen konnen. Dieser lautete nach (III,), (IIL,"), § 3, erster Teil:

1) n~—6—11m———2E1,
wobei :

() E—el+22~ e (=123 -

war, wenn wir nunmehr unter e wieder kurz alle die-
jenigen der — eigentlichen und singuliren — Ecken des i -ten
Polygons verstehen, die mit k-fachen Netzpunkten identisch sind
i=123,.---; k=4). Wir hatten frither gesehen, daB eine
solche Zerlegung frei von zweifachen Netzpunkten ist, und daf
lediglich Drei-, Vier-, Fiinf- und Sechsecke fiir sie in Betracht
kommen. Aus (1) folgt sofort, daf:

3 fir Dreiecke,

2 fiir Vierecke,
2) \ hm —"2 By = 1 fiir Fiinfecke,
Ti= 0 fiir Sechsecke

sein muB.
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Es ist klar, daf diejenigen Zerlegungen eine besonders
einfache Rolle spielen werden, bei welchen die charakteristischen
Polygonzahlen fiir alle beteiligten Polygone dieselben sind:

(3) Ei=E i=1,23--.),
denn dann hat auch ihr Mittelwert den gleichen Wert:

Ay
1
Jim 5, 2 =

i=1
und nach (2) muB8 bei derartigen Zerlegungen:

3 fir Dreiecke,
2 fiir Vierecke,
1 fiir Fiinfecke,
0 fiir Sechsecke

(4) E=

sein. Solche Zerlegungen erhalten wir nun inshesondere, wenn
wir fordern, daB die Anzahl der singuliren Ecken sowie die
Anzahl derjenigen — eigentlichen und singuliren — Ecken, die
mit dreifachen, vierfachen usw. Netzpunkten identisch sind, bei
sédmtlichen beteiligten Polygonen dieselbe ist:

o i

Eine Zerlegung von solcher Beschaffenheit wollen wir eine
regulidre Zerlegung nennen. Dann ist also fiir alle Polygone:

E=e+22k'k‘3etk)

k>4

=e+%e(4)—|—%e(5>-{~e<ﬁ)—|——$e<")—|—§e(8) R

e=e¢e i=1,23-..),
) — gf¥) (i=1,23,---; k=3).

1

Es ist nun leicht, die Beziehungen (3) unter Beriicksichtigung
dieses Wertes von E zu diskutieren, wenn man bedenkt, daf
die e®(k=4) und e stets positive ganze Zahlen sein miissen
oder hochstens verschwinden konnen. Man erhdlt dann er-
sichtlich sémtliche Sorten moglicher regulirer Zerlegungen; in
der nachfolgenden Tabelle sind diese zusammengestellt:
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n==6: e=0, e® =6;

n=>5: [e=1, e® =6;]
e=0, ef =1, e =4,
e=0, e =2, B =3;

n=4:[e=2, e® =6;

e=1, e® =1, e® =4;
e=1, e¥ =2, ed =3;
e=0, e@=1, el =1, ed=2;
e=0, e® =1, e¥ = e =1;

e=0, e(ﬁ) :2, e(3) =2;
e=0, el —=4;

n=23:fe=3, e® =6; 1

e=2, e® =1, B =4,

(6) e=2, e =2 B =3;
e=1, e®@=1 e¥ =1, eB=2;

e=1, e® =1, e¥ =2, ef=1;
e=1, e® =2 e =2

e=1, el =4; ]
e=0, e®@=1 N =1, eB=1;
e=0, e=1, e® =1, e®¥=1;
e=0, el®=1 e® =1, e®=1;
e=0, e®=1 el0=1, e®=1;
e=0, e@=1, b =1, el=1;
e=0, e®@=1, e® =1, ell=1;
e=0, e@=2, @ =1;

e=0, e® =2, e =1;

e=0, el0=1 €0 =2;

e=0, e® =3.

Dabei kann man natiirlich stets eine regulire Zerlegung in
n-Ecke, von denen jedes e singulire Ecken besitzt, als entartete
Zerlegung in (n -} e)-Ecke ohne singulire Ecken auffassen; nur
die reguliren Zerlegungen, fiir welche e =0 ist, sind demnach
als wesentlich verschieden zu betrachten. Wir kommen so zu dem

Satz 1: Es ist nur eine beschrinkte Zahl
regulirer Zerlegungen moglich; diese wird
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gebildet von den in der Tabelle (6) zu-
sammengestellten zehn reguliren Zer-
legungen in Dreiecke, den vier regulidren
Zerlegungen in Vierecke, den zweiregulédren
Zerlegungen in Fiinfecke und der einen
regulédren Zerlegung in Sechsecke.

Bei den Zerlegungen, die nicht mehr der Bedingung (5),
sondern lediglich der Bedingung (3) geniigen, werden im all-
gemeinen fiir verschiedene Polygone auch verschiedene der in
der Tabelle (6) fiir eine bestimmte Eckenzahl aufgefiihrten Fille
eintreten; solche Zerlegungen wollen wir daher gemischt
regulédr nennen.

Um weitere Folgerungen ziehen zu konnen, bendtigen wir
zunéichst den folgenden

Hilfssatz: Das Innere eines Kreises mit dem
Radius s kann stets mit mindestens
2
3 [%(—:——1)] Kreisenvom Radius t schlicht
belegt werden?).

Zum Beweise denken wir uns ein Stiick der Ebene mit
Kreisen vom Radius t schlicht und moglichst dicht dadurch
bedeckt, da wir um einen solchen Kreis einen ersten Ring
von 6 weiteren Kreisen anordnen, deren Zentren auf den Ecken
eines konzentrischen reguliren Sechsecks mit dem Durchmesser 4 t
liegen, um diesen wieder einen zweiten Ring von 12 Kreisen,
deren Zentren mit den Ecken und den Seitenmitten eines kon-
zentrischen Sechsecks vom Durchmesser 8t identisch sind, usw.
(s. Abb. 4). Horen wir mit der Bedeckung beim i-ten Ring auf,
so betrigt die Gesamtzahl der beteiligten Kreise:

1+1.642.64+-.-+i-6=143ii+1),
wihrend der kleinste Kreis, in dessen Inneres die betrachtete
Bedeckung noch ganz hineingelegt werden kann, offenbar den

Radius (2i- 1)t hat. Umgekehrt muB man also in einen Kreis
vom gegebenen Radius s auf diese Weise wenigstens 1 4-3i(i41)

!) Hierin bedeutet [x] in der tiblichen Weise die griSte ganze Zahl <x.
Reinhardt. b
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Kreise vom Radius t hineinlegen konnen, wenn i= [% (% — 1)}

?
ist, oder also erst recht mindestens 3i®*=3 [% (%— 1)] solche

Kreise, womit der Beweis gefiihrt ist.

Abb. 4.

Es sei nun die ganze Ebene in Sechsecke zerlegt; dann
gilt der folgende

Satz 2: Ist die Ebene in einer Gattung an-
gehorige normale Sechsecke zerlegt, deren
Durchmesser beschrinkt sind und deren
Fliacheninhalte nicht beliebig klein werden,
so kann man stetseinen Kreismit beliebig
groBem Radius angeben, in dessen Innern
die Zerlegung regulér ist.

Da nur eine einzige regulire Sechseckszerlegung moglich ist,
so besagt dieser Satz, daB innerhalb des beliebig grofen Kreises
die Zerlegung so beschaffen sein mu8, da kein Sechseck singulére
Ecken besitzt und daB jede eigentliche Sechsecksecke mit einem
dreifachen Netzpunkt identisch ist.



Zum Beweise nehmen wir an, man konnte keinen solchen
Kreis mit beliebig grofem Radius angeben; dann miiBte also in
jedem Kreis, den man in der Ebene mit dem geniigend groBen,
endlichen Radius t ziehen kann, mindestens ein Sechseck exi-
stieren, fiir welches e; oder ein el (k=4) wenigstens gleich Eins
ist. Es miite also in jedem solchen Kreis fiir mindestens einen
Wert von i:

k—3 1
o Bt So Tz ]

k=>4

sein. Wir betrachten nunmehr wieder die Folge der Teil-
bereiche B,. In jedem Bereich B, kanu nach seiner Definition
ein Kreis vom Radius (» — 1)-¢ Platz finden; dann 148t sich
aber nach dem oben bewiesenen Hilfssatz anch das Innere

— . 2
von B, schlicht mit mindestens 3[% ((v {1)—§— 1)} Kreisen

vom Radius t belegen. Da nun in jedem solchen Kreis nach (7)

fiir mindestens ein Polygon P; E; ;% sein miiBte, so wire hiermit

offenbar:

Andererseits ist wegen des Flidcheniphalts sicher:
A nr? < wy?o?
oder:
A, < %,
wo r dieselbe Bedeutung wie in § 1, erster Teil, hat. Dann

folgt aber:
b*



1 8 t
EZE’> vig®
i=1 ]‘2
_inp—te_ 3y
T80\ vt v
und mithin:
1 < 32y —1 3)2
. 3 r*fy—1p
lim — Eizhm——(——————)
v=mAv§ w80\ vt v]’
3 r?
=-8— F > 0.

Dies bedeutet aber einen Widerspruch mit der nach (2) fiir eine
Sechseckszerlegung notwendigen Bedingung:

1 <
lim — EI—O

womit Satz 2 bewiesen ist.

Der Beweis dieses Satzes beruhte wesentlich darauf, da8
die charakteristischen Zahlen nie negativ werden konnen. Ent-
sprechende Sétze fiir die anderen Vieleckszerlegungen lassen sich
aus leicht ersichtlichen Griinden nicht ohne weiteres ableiten.
Dagegen gelingt dies bei Einfiihrung gewisser Voraussetzungen.
So gilt der folgende

Satz 3: Ist die Ebene in einer Gattung an-
gehorige normale Fiinfecke zerlegt, deren
Durchmesser beschrinkt sind und deren
Flacheninhalte nicht beliebig klein werden,
und ist die Zerlegung so beschaffen, daB
die charakteristische Zahl jedes Fiinfecks
grioBer (kleiner), hochstens gleich Eins ist,
so kann man stets einen Kreis mit beliebig
groBem Radius angeben, in dessen Innern
die Zerlegung gemischt regulér ist.

Dasselbe gilt fiireine Zerlegung in Vier-
und Dreiecke mit denselben Eigenschaften,
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die so beschaffen ist, daf die charakte-
ristische Zahl jedes Polygons grofer
(kleiner), hochstens gleich Zwei bezw.
Drei ist.

Der Beweis ist dem des Satzes 2 ganz analog. Angenommen,
der erste Teil des Satzes 3 sei nicht richtig; dann miiBte wieder
in jedem Kreis mit dem geniigend groBen, endlichen Radius t
sicher wenigstens ein Fiinfeck liegen, dessen charakteristische

Zahl groBer als Eins, also mindestens gleich %, d h. um

mindestens% groBer als Eins ist. Da fiir den Teilbereich B,
wieder wenigstens 3 l% (E’:t—l)—e — 1)]2Kreise vom Radius t in
Frage kommen, so miifte ersichtlich sein:
< 1L (1 —1)o ]
EE@“‘W? 3 B(“z"l)] )

oder:

L Smere gt (et

Yi=1
2 2
oder schlieflich wegen A, < ? 29 :
r
31’2 (v —1p 3)2
——ZE >14 50 =)

Y i=1
Hieraus folgt aber:

lim —2E1_1+ 281;” >1;

Y=
Vi=1

diese Beziehung steht wieder im Widerspruch mit der nach 2)
fiir Fiinfeckszerlegungen giiltigen Gleichung:

1im£~2Ei=1,

y= o v,
i=
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womit dieser Teil von Satz 3 bewiesen ist. Der Beweis verlauft
entsprechend, wenn man statt E; >1(i=1,2,-- )E;<1(i=1,2,--)
voraussetzt, oder wenn an die Stelle der Zerlegung in Fiinfecke
eine solche in Drei- oder Vierecke unter entsprechender Anderung
der Voraussetzung iiber die charakteristischen Zahlen tritt.

Es werde aus Satz 3 noch eine Folgerung gezogen, die wir
im nichsten Paragraphen brauchen:

Satz 4: Ist die Ebene in einer Gattung an-
gehorige normale Fiinfecke zerlegt, deren
Durchmesser beschrinkt sind und deren
Flicheninhalte nicht beliebig klein werden,
ist ferner die Zerlegung so beschaffen,
daB kein Fiinfeck singulédre Eckenbesitzt,
und wei man schlieBflich auBerdem, daB

a) entweder zwei bestimmte Ecken jedes
Fiinfecks mit mindestens vierfachen Netz-
punkten identisch sind,

b) oder — was auf dasselbe hinauslauft —
nicht mehr als drei Ecken jedes Fiinfecks
mit dreifachen Netzpunkten zusammen-
fallen,

¢) oder schlieBflich zwar bei einigen
Fiinfecken auch vier Ecken mit dreifachen
Netzpunkten identisch sind, dann aber die
fiinfte Ecke mit einem mindestens sieben-
fachen Netzpunkt zusammenféllt,

so kann man stets einen Kreis mit beliebig
groBem Radius angeben, in dessen Innern
die Zerlegung derart regulédr ist, daf drei
Ecken eines Fiinfecks mit dreifachen und
die zwei anderen Ecken mit vierfachen
Netzpunkten identisch sind.

Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz 3. Denn ist die
Bedingung a) oder b) des Satzes 4 erfiillt, so ist fir jedes

Fiinfeck E;>2 %: 1, und ist die Bedingung c) erfiillt, so ist
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fiir die betreffenden Fiinfecke sogar E; > 8 > 1; mithin ist jeden-

falls stets die Voraussetzung von Satz 3 erfilllt. Aus diesem
folgt dann, daB man stets einen Kreis mit beliebig groSem
Radius angeben kann, in dessen Innern die Zerlegung gemischt
reguldr ist. Von den drei sich fiir gemischt regulire Zerlegungen
aus der Tabelle (6) ergebenden Fillen, die bei den verschiedenen
Polygonen moglich sind, kann hier nur der dritte eintreten.
Denn der erste Fall kommt nicht in Betracht, da wir singuldre
Ecken von vornherein ausgeschlossen haben. Der zweite Fall
aber kann nicht vorkommen; denn ist die Bedingung a) oder b)
erfiilllt, so kann eben e/ fir jedes Finfeck hochstens gleich
drei sein, und ist die Bedingung c) erfillt, so muf fir die
betreffenden Fiinfecke e gleich Null sein. Es bleibt also nur
die dritte Moglichkeit, die somit fiir jedes Fiinfeck des beliebig
grofen Kreises eintreten muB. Damit ist Satz 4 bewiesen.

§2.

Die Zerlegung in kongruente Sechs- und
Funfecke.

Die im vorigen Paragraphen betrachtete Zerlegung in
gleicheckige, einer Gattung angehorige Normalpolygone soll jetzt
dahin spezialisiert werden, daB wir simtliche Polygone als
kongruent annehmen. Fiir eine Folge kongruenter Polygone
ist die Voraussetzung, da8 die Durchmesser beschrinkt sind und
die Flidcheninhalte nicht beliebig klein werden, stets erfiillt;
ferner gehort eine solche Folge immer einer Gattung an. Wir
studieren also jetzt die Zerlegung der Ebene in kongruente
normale n-Ecke (n = 3, 4,5, 6). Da konvexe Polygone stets
normal sind, so gelten die folgenden Betrachtungen insbesondere
fiir Zerlegungen in kongruente konvexe Vielecke.

Man sieht zundchst, da8 man mit jedem beliebigen Dreieck
sowohl als auch mit jedem beliebigen Viereck und kongruenten
Exemplaren die gesamte Ebene liickenlos und schlicht und zwar
derart bedecken kann, daf jedes Polygon von allen anderen auf
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dieselbe Weise umgeben ist?). Es kann daher jedes beliebige
Dreieck und jedes beliebige Viereck als Fundamentalbereich
einer Gruppe von Bewegungen aufgefalt werden, die die Ebene
in sich iiberfithren. Dagegen gilt dies offenbar nicht fiir ein
beliebiges normales Fiinfeck oder Sechseck. Vielmehr muf ein
solches schon gewisse Bedingungen erfiillen, damit man mit zu
ihm kongruenten Exemplaren die Ebene liickenlos und schlicht
belegen kann. Es wird sich also darum handeln, diese Be-
dingungen aufzustellen. Dabei wollen wir die Sechsecke voll-
stindig, die Fiinfecke jedoch nur so weit ins Auge fassen, als
eine mit ihnen ausgefiihrte Bedeckung der Ebene ohne das Auf-
treten singulirer Ecken moglich ist.

Die Untersuchung der soeben aufgeworfenen Frage stiitzen
wir auf die fiir derartige Bedeckungen im vorigen Paragraphen
aufgestellten Sitze. Wir denken uns die Umgebung eines
Sechsecks oder Finfecks mit kongruenten Exemplaren liickenlos
und schlicht bedeckt und leiten die Bedingungen her, die hieraus
fiir die Gestalt des betreffenden Polygons folgen. KEs handele
sich zunéchst um Sechsecke; dann folgt aus Satz 2, § 1, daB
wir uns bei einer solchen Betrachtung auf Bedeckungen be-
schrinken konnen, die so beschaffen sind, da8 kein Sechseck
singulire Ecken enthdlt, und daB jede eigentliche Ecke jedes
Sechsecks mit einem dreifachen Netzpunkt identisch ist. Diese
Bemerkung vereinfacht die Diskussion wesentlich. Im Fall der
Fiinfecke dagegen ist dieselbe auBerordentlich schwierig, selbst
wenn wir singulire Ecken von vornherein ausschliefen, wie
dies oben geschehen ist; denn es a8t sich ohne weiteres nichts
iiber die Vielfachheit der Netzpunkte aussagen, mit welchen die
einzelnen Fiinfecksecken zusammenfallen. Die Betrachtung wird
daher hier zundchst so eingerichtet werden miissen, daf sich
Satz 4, § 1, anwenden 186t. Verfasser hat diese Diskussion fiir
Sechsecke vollstindig und fiir Fiinfecke zum groSeren Teil
durchgefiihrt; da diese Untersuchungen jedoch sehr umfangreich
sind, so sollen sie hier nicht vollstindig aufgenommen, sondern

1) Ein beliebiges Dreieck oder Viereck ist natiirlich stets ein Normal-
polygon.
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lediglich an mehreren Beispielen erldutert und die dabei zutage
getretenen Resultate angegeben werden.

Wir betrachten zunichst die Zerlegung in kongruente
normale Sechsecke. Die iiberhaupt moglichen Sechsecke teilen
wir nach der Zahl der verschiedenen Seitenlingen in sechs
Klassen ein. Ein Sechseck gehort zur ersten, zweiten, dritten,
vierten, fiinften, sechsten Klasse, je nachdem es bez. sechs, fiinf,
vier, drei, zwei verschiedene Seitenlingen besitzt oder seine
samtlichen Seiten gleich sind. FKEinige dieser Klassen spalten
sich wieder infolge der verschiedenen Verteilung der jeweilig
gleichen Sechsecksseiten. So erhalten wir folgende

Einteilung der Sechsecke:

I. Alle sechs Seiten sind verschieden.
II. Unter den sechs Seiten sind zwei gleiche; die anderen sind
von diesen und untereinander verschieden.

I1,. Unter den sechs Seiten sind drei gleiche; die anderen sind
von diesen und untereinander verschieden.

III,. Unter den sechs Seiten sind zwei Paare gleicher, unter-
einander aber verschiedener; die anderen sind von diesen
und untereinander verschieden.

IV,. Unter den sechs Seiten sind vier gleiche; die beiden anderen
sind von diesen und untereinander verschieden.

IV,. Unter den sechs Seiten sind drei gleiche und, davon ver-
schieden, noch zwei gleiche; die letzte ist von diesen allen
verschieden.

IV,. Die sechs Seiten zerfallen in drei Paare von je zwei
gleichen, untereinander aber verschiedenen Seiten.

V,. Unter den sechs Seiten sind fiinf gleiche; die letzte ist
von diesen verschieden.

V,. Unter den sechs Seiten sind vier gleiche und, von diesen
verschieden, noch zwei gleiche.

V,. Die sechs Seiten zerfallen in zwei Tripel von je drei
gleichen, untereinander aber verschiedenen Seiten.

VI. Alle sechs Seiten sind einander gleich.

Es handelt sich nun darum, jeden dieser elf Fille dahin zu
untersuchen, ob man mit kongruenten ihm entsprechenden Sechs-
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ecken die ganze Ebene, insbesondere also die Umgebung eines
von ihnen liickenlos und schlicht belegen kann, und welche
Winkelrelationen dazu bestehen miissen. Dabei zerfallen ver-
schiedene der Fille je nach der Lage der jeweilig gleichen
Seiten im Polygon noch in Unterabteilungen. Im Verlaufe
dieser Untersuchungen hat sich nun folgendes Resultat ergeben:

Satz 1: Jedes normale Sechseck von der Be-
schaffenheit, daf die gesamte Ebene in
eine Folge zu ihm kongruenter Exemplare
zerlegbar ist, gehort zu einem der folgen-
den drei Typen:

Erster Typus: Das Sechseck besitzt zwei
gegeniiberliegend gleiche und parallele
Seiten (s. Abb. b):

BC=EF,
¢+ a+ f—2m,
y+ 04 =2a.

¢
£ Yo
A4 97

Abb. 5, 6 u. 7.

Zweiter Typus: Das Sechseck besitzt zwei
gegeniiberliegend gleiche und zwei andere
getrennt liegend? gleiche Seiten, und
seine Winkel zerfallen auf die unten an-
gegebene Weise in zwei Tripel sich je zu
27 ergénzender (s. Abb. 6):

BC=EF,
AB=CD,
C+a+7:2”,
0+¢+p=2n.

) Wir nennen zwei Sechsecksseiten kurz getrennt liegend, wenn sie
weder aneinander- noch gegeniiberliegen.
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Dritter Typus: Die Seiten des Sechsecks zer-
fallen in drei Paare von je zwei an-
einanderliegend gleichen, und jeder von
einem solchen Paar eingeschlossene Winkel

hat die GroBe 2?” (s. Abb. 7):
AB=BC,

¢cD—DE, P
EF=FA, a+y+e¢=2n.

2
=6:C=?n’

DaB man mit jedem Sechseck, das einem dieser drei Typen
angehort, und kongruenten Exemplaren die Ebene in der Tat

Abb. 8.

Teil der Zerlegung in kongruente Sechsecke des ersten Typus.

liickenlos und schlicht bedecken kann, ist leicht ersichtlich.
Das Nédhere mige aus den folgenden Abbildungen entnommen
werden, die einen Teil der Bedeckung mit kongruenten Sechs-
ecken je eines Typs darstellen, und aus demen man zugleich
ersieht, daB die Bedeckung jeweils so beschaffen ist, daB8 jedes
Sechseck von allen iibrigen auf die gleiche Weise umgeben ist.
Es ergibt sich auf diese Weise, daf in der Tat auch alle kon-
gruenten normalen Sechsecke, die eine Zerlegung der Ebene
gestatten, als Fundamentalbereiche von Bewegungsgruppen auf-
gefaffit werden konnen.
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Es muB also nun gezeigt werden, daf eine Bedeckung der
Ebene mit kongruenten Sechsecken, die keinem der drei in Satz1
auftretenden Typen angehoren, unmoglich ist. Dieser Nachweis
soll, wie oben erwihnt, hier nur an einigen Beispielen erliutert
werden. '

Wir machen dazu erst folgende Bemerkungen. Werden
zwei kongruente Exemplare eines Polygons derart aneinander-

Abb. 9.
Teil der Zerlegung in kongruente Sechsecke des zweiten Typus.

gelagert, daB zwei entsprechende oder zwei nicht entsprechende
gleich lange Seiten zur Deckung kommen, so kann dies auf
zweierlei Arten geschehen. Entweder so, daB beide Polygone
durch alleinige Verschiebung in der Ebene, also durch eine
Operation erster Art, wieder zur Deckuhg gebracht werden
konnen; oder aber auf die Weise, da8 dazu erst eine Umklappung
durch den Raum oder eine Spiegelung, also eine Operation
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zweiter Art, notig ist. Sind A, B, C, D, E, F die Ecken eines
normalen Sechsecks, so driicken wir durch die Zeichen BC=ED
bezw. BC=DE kurz die Tatsache aus, daB zwei kongruente
Exemplare dieses Sechsecks derart schlicht aneinander gelagert
sind, daB die Seite BC des einen mit der Seite DE des anderen
zur Deckung kommt, und zwar verwenden wir das erste oder

Abb. 10.
Teil der Zerlegung in kongruente Sechsecke des dritten Typus.

das zweite Zeichen, je nachdem der erste oder der zweite der
eben erwiihnten Fille vorliegt. Mehrere bei dem gerade be-
trachteten Teil der Bedeckung vorkommende Polygone mdogen
numeriert werden; Netzpunkte werden mit P, Q, R, - -, Seiten-
lingen mit x, y,- -- bezeichnet. Durch Zeichen wie P, = a
werde ferner kurz ausgedriickt, daf das Sechseck mit der Nummer 1
an den Netzpunkt P mit der Ecke anstoSt, an welcher der
Winkel a liegt.
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Eine Anzahl der bei der Diskussion auftretenden Félle 148t
sich mittels folgenden Hilfssatzes sofort erledigen:

Hilfssatz: Ist die Ebene in eine Folge kon-
gruenter normaler Sechsecke zerlegbar,
die zwei aneinanderliegende Seiten be-
sitzen, deren jede von allen anderen ver-
schieden ist, so miissen die auf diese fol-
genden gegeniiberliegenden Seiten not-
wendig gleich und parallel sein.

Zum Beweise bedenken wir, dafl jede der beiden aneinander-
liegenden Seiten bei der Bedeckung lediglich mit sich selbst
zur Deckung gebracht werden kann, da sie nach Voraussetzung
von allen anderen Seiten verschieden ist. Sind jene Seiten A B
und FA, so haben wir mithin folgende vier moglichen Félle
(s. Abb.11):

AB=AB und FA=FA

AB=BA , FA=Fa,
AB=AB , TFA=AF,
AB=BA , FA=AF.

Die ersten drei Fille konnen nun nicht eintreten, da sonst
ersichtlich jedesmal eine der Seiten AB und FA in der Netz-
linie PQ mit einer anderen Sechsecksseite zur Deckung kime,

Abb. 11.

was unmiiglich ist. Liegt aber der vierte Fall vor, so fallen
in derselben Netzlinie jetzt die Seiten BC und EF zusammen,
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die somit gleich sein miissen. Gleichzeitig ergibt sich am Punkte
P die Winkelrelation a4 g+ ¢=2=x, die aussagt, daB die
Seiten BC und EF auch parallel sind. Da das Sechseck dem-
nach eines vom ersten Typus ist, so sind diese Bedingungen
auch hinreichend. Wie man sieht, ist beim Beweise wesentlich
benutzt, daf die Sechsecke frei von singuldren Ecken sind, und
dafl ibre eigentlichen Ecken simtlich mit dreifachen Netzpunkten
zusammenfallen.

Nach diesem Hilfssatz folgt bereits die Unmoglichkeit der
Ebenenzerlegung in Sechsecke, die zn der ersten der oben auf-
gestellten Klassen gehtren. Denn fiir diese ist die Bedingung
des Hilfssatzes mehrfach erfiillt, und je zwei gegeniiberliegende
Seiten sind stets voneinander verschieden.

Die zweite Klasse zerfillt je nach der Lage der beiden
gleichen Seiten in drei Unterabteilungen. Denn entweder liegen
diese aneinander (a), oder getrennt (b), oder schliefilich gegen-
iber (c) (s. Abb.12).

Abb. 12.

In allen drei Féllen ist die Bedingung des Hilfssatzes erfiillt;
aus diesem folgt daher sofort, daB Zerlegungen in Sechsecke a
und b unmdglich und solche in Sechsecke ¢ dann und nur dann
moglich sind, wenn die beiden gegeniiberliegend gleichen Seiten
auch parallel sind.

Es sollen weiter noch zwei fiir die Diskussion typische
Beispiele betrachtet werden. Zunéichst moge das Sechseck ein
Paar gegeniiberliegend gleicher und ein zweites Paar davon
verschiedener getrennt liegend gleicher Seiten besitzen; die beiden
letzten Seiten seien untereinander und von allen anderen ver-
schieden. Dieser Sechseckstyp gehort offenbar zur Klasse IT1L,;
er hildet eine der 8 Unterabteilungen, in die diese zerfillt. Es
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sei etwa AB=CD=3x, BC=EF=1y. Dann betrachten wir
z. B. die Seite DE, die nach Voraussetzung von allen anderen
Seiten verschieden ist; sie muf demnach bei der Bedeckung
stets mit sich selbst zur Deckung gebracht werden, so daB ent-
weder DE=DE oder DE=ED ist (s. Abb.13). Der erste
dieser Fille kann jedoch nicht eintreten, da Sechseck 3 sonst
offenbar zwei aneinanderliegende Seiten y erhielte, was unmog-
lich ist. Ist aber DE = ED, so folgen im Sechseck 3 jetzt eine
Seite x und eine Seite y aufeinander; daher muB entweder
Py =y oder P, =p sein. Im ersten dieser Fille folgt ersicht-
lich y 40+ &¢=2m, so daB BC || EF ist, womit sich das be-
trachtete Sechseck als ein solches vom ersten Typus erweist.

Abb. 13.

Im zweiten Fall ergibt sich entsprechend 6 4 & -+ = 2=, also
auch {4 a - y=2a Damit besitzt das Sechseck aber alle
Eigenschaften eines solchen vom zweiten Typus.

Mitunter miissen bei der Betrachtung auch elementare Sitze
iiber Sechsecke herangezogen werden. Dazu betrachten wir ein
Sechseck, dessen Seiten in drei Paare von je zwei gleichen,
untereinander aber verschiedenen Seiten zerfallen, und zwar moge
das eine Paar aus gegeniiberliegenden und die beiden anderen
aus getrennt liegenden Seiten bestehen. Kin solches Sechseck
gehort zu einer der 5 Unterabteilungen, in welche die Klasse IV,
zerfillt. Esseietwa AB—=CD=x,B(=EF=y,DE=FA =z.
Dann betrachten wir die beiden gegeniiberliegend gleichen Seiten
BCund EF; von diesen kann keine mit sich selbst zur Deckung
gebracht werden, da sonst ersichtlich in den beiden anliegenden
Sechsecken 3 und 4 zwei Seiten x oder zwei Seiten z zur Auf-



einanderfolge kidmen, was unmoglich ist (s. Abb.14). Es mu8
bei der Bedeckung also stets die eine dieser Seiten an die
andere angelagert werden. Dann haben wir zwei Fille.

Es sei zundchst BC=FE; dann stofen im Sechseck 3 bei
P eine Seite x und eine Seite z zusammen. Es muf daher ent-
weder Py =4 oder P,=ua sein. Im ersten Fallist y -6 4-¢=2=,
also BC|EF, so daB das Sechseck zum ersten Typus gehort.

Abb. 14,

Im zweiten Fall dagegen ergibt sich a4y +¢=2x und dem-
nach auch g+ 6 +C=2x Nun besteht aber der Satz, daB
in einem Sechseck, das ein Paar gegeniiberliegend gleicher und
zwel Paare getrennt liegend gleicher Seiten besitzt, und dessen
drei nicht aufeinanderfolgende Winkel sich zu 2 = erginzen, die
beiden gegeniiberliegend gleichen Seiten auch parallel sein miissen.
Damit ist also das Sechseck wieder ein solches vom ersten Typus.
Um nun diesen Satz zu beweisen, ziehen wir in einem solchen
Sechseck die Diagonalen AC, CE und EA (s. Abb. 15). Infolge der
Voraussetzungen AB=CD,BC=EF, DE=FA;p-+}+d+(=2=x
lassen sich dann die drei Dreiecke ABC, CDE und EFA er-
sichtlich zu einem Dreieck zusammensetzen, das dem Dreieck

Abb. 15.

ACE kongruent ist. Wir denken es uns daher auf das letztere

in das Sechseck hineingelegt; dann sind aber die Vierecke ABCO
Reinhardt. . 6



— 6 —

und EFAO offenbar Parallelogramme, so dal in der Tat
BC||AO||EF sein mub.

Es sei dann BC=EF. Ist nunmehr P, = 6, so folgt
y+38+4+C=2x und demnach auch a + g+ ¢=2a TUnd ist
P, =a, so ergibt sich a 4y -+ =27z und somit f+ 04 ¢=2ax.
In beiden Féllen gehort das Sechseck also zum zweiten Typus.

Diese Beispiele mogen gentigen. Auf #hnliche Weise lassen
sich alle anderen Fille leicht erledigen, wenn auch die Dis-
kussion eines einzelnen Typs mitunter ziemlich umfangreich wird.

Wir betrachten jetzt noch diejenigen Zerlegungen in kon-
gruente normale Fiinfecke, die nicht mit dem Auftreten sin-
gulirer Ecken verbunden sind. Dazu teilen wir sdmtliche Fiinf-
ecke wieder nach der Zahl der verschiedenen Seitenliingen in
finf Klassen ein. Ein Fiinfeck gehort zur ersten, zweiten,
dritten, vierten, fiinften Klasse, je nachdem es bez. fiinf, vier,
drei, zwei verschiedene Seitenlingen besitzt oder seine simt-
lichen Seiten gleich sind. Da sich manche dieser Klassen in-
folge der verschiedenen Verteilung der jeweilig gleichen Seiten
wieder spalten, so bekommen wir folgende

Einteilung der Fiinfecke:

I. Alle fiinf Seiten sind verschieden.
II. Unter den fiinf Seiten sind zwei gleiche; die anderen sind
von diesen und untereinander verschieden.

III,. Unter den fiinf Seiten sind drei gleiche; die anderen sind
von diesen und untereinander verschieden.

ITL,. Unter den fiinf Seiten sind zwei Paare gleicher, unter-
einander aber verschiedener; die letzte ist von diesen ver-
schieden.

IV,. Unter den fiinf Seiten sind vier gleiche; die letzte ist von
diesen verschieden.

IV,. Unter den fiinf Seiten sind drei gleiche und, davon ver-
schieden, noch zwei gleiche.

V. Alle fiinf Seiten sind einander gleich.

Bei der Untersuchung der ersten vier dieser Fille hat sich
folgendes Resultat ergeben:
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Satz 2: Jedes normale Fiinfeck mit mindestens
drei verschiedenen Seiten und von der
Beschaffenheit, da8 die gesamte Ebene
in eine Folge zu ihm kongruenter Exem-
plare ohne singulire Ecken zerlegbar ist,
gehort zu einem der folgenden fiinf Typen:

Erster Typus: Das Fiinfeck besitzt zwei gegen-
fiberliegend gleiche und parallele Seiten
(s. Abb. 16):

BC=DE,
et+a-+tp=2x,
y-+d=2n.
7
A
&N (]
: D
Abb. 16 u. 17.

Zweiter Typus: Das Finfeck besitzt zwei an-
einanderliegend gleiche Seiten, mit welchen
die an sie wieder anstofenden Seiten, die
parallel sind, gleiche Winkel bilden (s.
Abb. 17):

AB=EA,
B=¢,
8+a+ﬁ=275;
y+0=2n

Dritter Typus: Das Fiinfeck besitzt zwei
Paare gegeniiberliegend gleicher Seiten,
und die beiden gegeniiberliegenden, von
je zwel zu beiden Paaren gehorigen Seiten
gebildeten Winkel erginzen sich zu = (s.
Abb. 18):

AB=DE,

BC=EA,

a—y-+6=2m,
f+e=m=.

6*
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Vierter Typus: Das Fiinfeck besitzt zwei Paare
aneinanderliegend gleicher Seiten, deren

jedes einen Winkel von der GrioBe = ein-

2
schlieBt (s. Abb. 19):
AB=BC(,
DE=EA,
ﬂ=8=721a
a+ty+d=2n

Abb. 18, 19 u. 20.

Fiinfter Typus: Das Finfeck besitzt zwei
Paare aneinanderliegend gleicher Seiten,
deren eines einen Winkel von der GroBe

TT . .
3 und deren anderes einen Winkel von der

GroBe 25 einschliefBt (s. Abb. 20):

3
AB =BC,
DE = EA,
7 2
ﬂ=§7‘9='3—n7
a—]—y—}—d:?@.

DaB man mit jedem Fiinfeck, das einem dieser fiinf Typen
angehort, und kongruenten Exemplaren die Ebene in der Tat
lickenlos und schlicht bedecken kann, moge wieder aus den
unten folgenden Abbildungen entnommen werden. Aus ihnen
ergibt sich zugleich, daf die Bedeckung mit Fiinfecken des
ersten, dritten, vierten und fiinften Typs bereits so beschaffen
ist, daB jedes Polygon von allen anderen auf die gleiche Weise
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umgeben ist, wihrend diejenige mit Fiinfecken des zweiten Typs
zwar nicht selbst diese Eigenschaft besitzt, jedoch ohne weiteres
dementsprechend eingerichtet werden kann (in der Abbildung
ist die neue Lage der sich dabei #ndernden Netzlinien punktiert
eingezeichnet). Bei der so entstehenden zweiten Bedeckungsart
mit Fiinfecken dieses Typs erhalten diese sdmtlich an ent-
sprechenden Stellen je eine singulidre Ecke; sie kann mithin als
eine entartete Bedeckung mit kongruenten Sechsecken aufgefaft
werden?). Jedenfalls ergibt sich auf diese Weise, da8 jedes zu

7t L
< / /dﬂ T >
1 d‘f )] led /
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e . dlr . ey / }‘
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Abb. 21.
Teil der Zerlegung in kongruente Fiinfecke des ersten Typus.

einem der fiinf in Satz 2 aufgestellten Typen gehorige Fiinfeck
ebenfalls als Fundamentalbereich einer Bewegungsgruppe auf-
gefaft werden kann.

Die Zerlegung in Fiinfecke vom ersten und zweiten bezw.
vom dritten und vierten Typus kommt offenbar dadurch zustande,
daB sich je zwei bezw. je vier kongruente Fiinfecke des be-
treffenden Typs zu einem Sechseck mit drei Paaren gegeniiber-
liegend gleicher und paralleler Seiten zusammensetzen, wihrend
etwas Ahnliches bei der Zerlegung in Fiinfecke des fiinften Typs
nicht stattfindet. Ubrigens erkennt man, daB die vier ersten

1) Qffenbar kann eine solche auf dieselbe Weise bereits dann hergestellt
werden, wenn das Fiinfeck lediglich zwei parallele Seiten besitzt; doch ist
in diesem allgemeinen Fall eine Zerlegung ohne singulire Ecken nicht
moglich, weshalb dieser Fiinfeckstyp bei unseren Untersuchungen nicht
anftritt.
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Abb. 22.
Teil der Zerlegung in kongruente Fiinfecke des zweiten Typus.

Abb. 23.
Teil der Zerlegung in kongruente Fiinfecke des dritten Typus.
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Zerlegungen Beispiele regulidrer Fiinfeckszerlegungen von der
Form e® = 3, e = 2 sind und die fiinfte eine solche von der
Form e® =4, e =1 ist.

Es wurde frither bereits angedeutet, wie die zum Beweise
des Satzes 2 notwendige Diskussion beim einzelnen Typus ver-
laufen wird. Zun#chst ist der Fall zu untersuchen, daf eine,

Abb. 24.
Teil der Zerlegung in kongruente Fiinfecke des vierten Typus.

zwei, drei oder vier Ecken mit dreifachen Netzpunkten identisch
sind. L&t sich auns diesen Betrachtungen bereits die Ent-
scheidung iiber die Angehérigkeit des Fiinfecks zu einem der
finf Typen oder die Unmoglichkeit der Bedeckung treffen, so
kann Satz 4, § 1, angewandt werden, da dessen Voraussetzung
a oder b dann als erfiillt angesehen werden kann; da nach
diesem die Vielfachheit der Netzpunkte, mit welchen die einzelnen
Ecken zusammenfallen, feststeht, so ist die Diskussion ohne
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weiteres zu Ende zu fithren. Lift sich dagegen aus den ersten
Untersuchungen noch keine Entscheidung treffen, so muf die
letzte Ecke ebenfalls herangezogen und der Reihe nach an-
genommen werden, daB sie mit einem drei-, vier-, fiinf- oder

Abb. 25.

Teil der Zerlegung in kongruente Fiinfecke des fiinften Typus.

sechsfachen Netzpunkt identisch ist; hierauf ist die weitere
Diskussion wieder auf Satz 4, Teil ¢, § 1, zu stiitzen.

Es sollen dazu wieder zwei typische Beispiele gebracht
werden. Wir nehmen zuniichst an, daB das Fiinfeck zwei ge-
trennt liegend gleiche Seiten besitzt, wihrend die anderen drei
Seiten untereinander und von diesen verschieden sind. Dieser
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Fall bildet eine der beiden Unterabteilungen, in die die Klasse II
zerfillt. Es sei etwa AB=x, BC=DE =y, CD =x,, EA=x,.
Da die Seite CD von allen anderen verschieden ist, so muB sie
stets mit sich selbst zur Deckung gebracht werden; dann kann
aber weder die Ecke C noch die Ecke D jemals mit einem drei-
fachen Netzpunkt zusammenfallen, denn andernfalls erhielten die
Fiinfecke 2 und 3 offenbar zwei aneinanderliegende Seiten y, was
unmdoglich ist (s. Abb. 26). Mithin sind die Voraussetzungen a
von Satz 4, § 1, erfiillt, aus welchem folgt, daf wir jetzt ledig-
lich noch eine solche Bedeckung mit Fiinfecken des betrachteten
Typs zu untersuchen brauchen, bei welcher die Ecken C und D
stets mit vierfachen und die Ecken A, B und E immer mit drei-
fachen Netzpunkten identisch sind. Nun muf die Seite AB so-

Abb. 26.

wohl als auch die Seite E A mit sich selbst zur Deckung gebracht
werden; dann folgt aber, da nur AB=BA und EA = AE
sein kann. Denn andernfalls wiirden in der Netzlinie PQ die
Seiten EA und DE, oder BC und A B, oder schlieflich EA und BA
zusammenfallen, was offenbar unméglich ist. Nach der sich somit
am Netzpunkt P ergebenden Winkelrelation a 4§ 4 ¢ =2 ist
aber BC||DE; damit besitzt das betrachtete Fiinfeck die simt-
lichen Eigenschaften eines solchen vom ersten Typus.

Es soll jetzt noch der Fall betrachtet werden, daf das
Fiinfeck drei gleiche Seiten besitzt, von denen zwei aneinander
und die dritte von diesen beiden getrennt liegt; jede der beiden
letzten Fiinfeckseiten soll von allen anderen verschieden sein.
Dieser Fall entspricht einer der zwei Unterabteilungen, in welche
die Klasse III, zerfillt. Es sei etwa AB=CD =EA =x,
BC=y,, DE =y, Dann sagen wir zunichst so (s. Abb.27):
Die Ecken C und D konnen nicht beide gleichzeitig mit dreifachen
Netzpunkten identisch sein; denn da von den beiden Seiten BC
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und DE jede mit sich selbst zur Deckung gebracht werden mus,
g0 miifte sonst das an das betrachtete lings der Seite CD an-
grenzende Fiinfeck 3 drei aneinanderliegende Seiten x erhalten,
was unmoglich ist. Wenn nun die Ecken B und C gleichzeitig
mit dreifachen Netzpunkten identisch sind, so muf offenbar
P,=Q; =a sein. Dann folgt aber im Falle BC = CB sofort
aus P oder Q und im Falle BC = BC mittels der sich aus
P und Q ergebenden Beziehungen a 428 =a 4 2y =2=, also
=1y, die Gleichung a 4 f 4 y = 27, die besagt, daB CD || EA
und das Fiinfeck daher ein solches vom ersten Typus ist. Eine
entsprechende Uberlegung gilt ersichtlich, wenn die Ecken D und E
gleichzeitig mit dreifachen Netzpunkten identisch sind. Fallen
schlieflich die Ecken B und E gleichzeitig mit dreifachen Netz-

Abb. 27.

punkten zusammen, so ergibt sich, falls entweder BC = CB oder
DE=ED ist, aus P bezw. S die Relation a4+ -+ y =2=
bezw. a -+ § 4+ ¢ = 2, womit das Fiinfeck jedesmal wieder zum
ersten Typus gehort; ist aber BC = BC und DE = DE, so folgen
aus P und S die Beziehungen a }+28=2z und a4 2¢=2n,
aus welchen man f=¢ und a4 4 ¢=2x findet, so dab das
Fiinfeck jetzt eines vom zweiten Typus ist.

Wiren nun bei irgendeinem der bei der Bedeckung vor-
kommenden Fiinfecke vier oder gar finf Ecken mit dreifachen
Netzpunkten identisch, so miiite offenbar mindestens einer der
soeben erledigten Félle auftreten; wir konnen uns also nunmehr
auf die Betrachtung einer Bedeckung beschrinken, bei welcher
bei keinem Fiinfeck mehr als drei Ecken mit dreifachen Netz-
punkten zusammenfallen. Fiir eine solche ist aber die Voraus-
setzung b von Satz 4, § 1, gerade erfiillt; nach diesem braucht
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mithin sogar lediglich eine regulire Bedeckung von der Art
untersucht zu werden, daB je zwei Ecken jedes Fiinfecks mit
vierfachen und die fibrigen Ecken mit dreifachen Netzpunkten
identisch sind. Ferner geniigt es, als jene mit vierfachen Netz-
punkten zusammenfallenden Ecken B und D oder C und E an-
zunehmen; denn andernfalls miiite ersichtlich wieder mindestens
einer der eingangs erledigten Fille statthaben. Seien bei dem
von uns gerade betrachteten Fiinfeck diese Kcken etwa B und D.
Dann kommen wir sofort auf einen Widerspruch. Denn da wir
den Fall nicht mehr zu erdrtern brauchen, daf BC = CB ist
(weil hier aus Q sofort a + g4y =2x folgen wiirde, womit
das Finfeck wieder ein solches vom ersten Typus wire), so muff
BC=BC sein. Da in Fiinfeck 4 somit die eine der beiden mit
vierfachen Netzpunkten identischen Ecken ebenfalls B ist, so
muf die andere D sein. Dann wiirden aber in Fiinfeck 3 ersicht-
lich die Ecken B und E mit vierfachen Netzpunkten zusammen-
fallen, was mit den vorigen Bemerkungen in Widerspruch steht.

Auf dhnliche Weise lassen sich auch hier alle anderen Fille
erledigen. Ebenso bietet es offenbar theoretisch keinerlei
Schwierigkeit, auch die vom Verfasser nicht mehr untersuchten
drei letzten Fiinfecksklassen nach der oben dargelegten Methode
zu diskutieren; dagegen ist die praktische Durchfiihrung einer
derartigen Diskussion sehr miihsam, #uBerst umfangreich und
wenig befriedigend. AuBerdem besteht eine gewisse Wahrschein-
lichkeit, da8 andere zu einer Ebenenzerlegung Anlaf gebende
Fiinfeckstypen als die in Satz 2 aufgezéihlten dabei nicht mehr
zutage treten.

Robert Noske, Borna-Leipzig, GroBbetrieb fiir Dissertationsdruck.
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