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Zusammenfassung

In dieser Dissertation wird die Parametrisierung von subgitterskaligen (SGS) Pro-
zessen in Atmosphédrenmodellen untersucht. Die Arbeit befasst sich mit den sto-
chastisch angetriebenen Flachwassergleichungen, im ersten Teil in einer rdumlichen
Dimension und im zweiten Teil in zwei Dimensionen. Die Einteilung in aufgeloste
und SGS-Variable erfolgt in beiden Féllen iiber lokale rdumliche Mittel der Ur-
sprungsvariable und deren Abweichungen vom lokalen Mittel.

Im eindimensionalen Fall liegt zwischen den Variablen eine deutliche Separation
der charakteristischen Zeitskalen vor, wodurch die Anwendung der stochastischen
Moden Reduktion (SMR) ermoglicht wird. Die SMR generiert ein reduziertes Mo-
dell der aufgeldsten Variable mit einer stochastischen SGS-Parametrisierung, im
Folgenden auch SchlieBung genannt. Die SMR-Schliefung basiert auf den Grund-
gleichungen des Flachwassermodells und ist numerisch effizient einsetzbar, da sie
nur eine geringe Anzahl von benachbarten Zellen koppelt. Sie verbessert die Ergeb-
nisse des reduzierten Modells und iibertrifft die Ergebnisse zweier zum Vergleich
untersuchter empirischer stochastischer Schliefungen. Den gréfiten Zugewinn lie-
fert sie im Energiespektrum, insbesondere fiir kleine Skalen. Das Ergebnis der
SMR-Schliefung kann verbessert werden, indem die Amplitude der stochastischen
Schliefungskomponente gedampft wird. Die SMR-Schliefung ist skalenabhéngig
im Sinne der rdumlichen Modellauflésung. Untersucht wird die Schliefung bei
Halbierung und Viertelung der raumlichen Auflésung, wo sie ihre Uberlegenheit
gegeniiber den empirischen SchlieBungen wiederholt bestétigt.

Im Unterschied zum eindimensionalen Fall ist in zwei Dimensionen auch die
Corioliskraft enthalten und eine rdumliche Divergenz der Schwerewellen moglich.
Zwischen der aufgeldsten und der SGS-Variable kommt es erneut zu einer Separa-
tion der charakteristischen Zeitskalen. Die Separation ist allerdings weniger stark
ausgepragt als im eindimensionalen Fall. Grund hierfiir ist das Auftreten einer lang
korrelierten geostrophisch balancierten Mode, welche auch auf die SGS-Variable
projiziert. Das Vorgehen zur Bestimmung der SMR-Schliefung fiir das zweidimen-
sionale Modell verlauft analog zum eindimensionalen Fall. Es werden die Ergebnis-
se des hoch aufgelosten Referenzmodells und zweier Modelle ohne SGS-SchlieSung

verglichen.
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Einleitung

Atmosphérische Prozesse umfassen ein weites Spektrum an rdumlichen und zeit-
lichen Skalen. Diese reichen von wenigen Millimetern und Sekunden, bei Turbu-
lenzphénomenen in der Grenzschicht, bis zu 107 Metern und mehreren Wochen, bei
planetaren Wellen. Bei letztgenannten konnen sogar noch weitaus lédngere zeitliche
Skalen beteiligt sein. Aufgrund der begrenzten Rechenleistung, der fiir Wettersimu-
lationen eingesetzten Grofirechner, ist es unmoglich all diese Prozesse zeitgleich zu
simulieren, wodurch ein Teil der Prozesse unaufgelost bleibt. Durch die wechselsei-
tigen Einfliisse aller Prozesse aufeinander, bedingt das Fehlen der nicht aufgelosten
Prozesse, im Folgenden Subgitterskalen- (SGS) Prozesse genannt, zwangslaufig
einen Simulationsfehler in den aufgeldsten Skalen. Die Minimierung dieses Fehlers
wird erreicht, indem eine Parametrisierung des Einflusses der SGS-Prozesse auf
die aufgelosten Prozesse eingefiihrt wird. Der Einfluss der SGS-Prozesse ist mit-
unter hoch kompliziert, was die Parametrisierung zu einer anspruchsvollen Aufga-
be macht. Nachfolgend wird die SGS-Parametrisierung auch Schlieffung genannt.
Dieser Begriff kommt aus der Betrachtung der verwendeten Grundgleichungen.
Durch die Einfithrung der SGS-Parametrisierung héngen diese Grundgleichungen
ausschliefllich von der aufgelosten Variable ab und bilden damit ein geschlossenes
System.

In der Entwicklung effizienter Modelle der Atmosphére wurden bereits unter-
schiedliche Ansétze zur Parametrisierung von SGS-Prozessen verwendet. Zum Bei-
spiel wurde in Petoukhov et al. (2000) ein gekoppeltes Atmosphiren-Ozean-Seeeis-
Vegetations Modell mittlerer Komplexitét untersucht, wobei fiir das Atmosphéren-
modell ein statistisch dynamischer Ansatz gewahlt wurde, bei dem unter anderem
SGS-Wellen durch deren Mittel dargestellt werden. In Weaver et al. (2001) wur-

de ein Atmosphéren-Ozean-Seeeis-Landeis Modell ebenfalls mittlerer Komplexitét
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2 Einleitung

untersucht, bei dem die Atmosphére durch eine Energie-Feuchtigkeits-Balance si-
muliert wird und Windanomalien anhand von Oberflichentemperaturanomalien
parametrisiert werden. Die Anwendung in den turbulenten Gleichungen der at-
mosphéarischen Grenzschicht wird zum Beispiel in Stull (1988) diskutiert, wobei
Parametrisierungen unterschiedlicher Ordnungen von statistischen Momenten der
Flussterme zusammengefasst werden. In Pope (2001) wird die SGS-Parametrisier-
ung fiir allgemein turbulente Fliisse diskutiert, wobei auch das Ausnutzen der zu

Grunde liegenden Verteilung vorgestellt wird.

Die Einfithrung stochastischer Anteile in der Modellierung von SGS-Prozessen
in Atmosphérenmodellen bildet eine effiziente Moglichkeit eine fehlende SGS-Varia-
bilitdt nachzubilden (z.B., Palmer 2001). Hierbei ist von Vorteil, dass sie zum
einen systematische Fehler reduzieren konnen, so kann durch den Energieeintrag
der Energieinhalt auf kleinen Skalen angehoben werden, siche Abschnitt 4, zum
anderen wird eine gewisse Unsicherheit der SGS-Parametrisierung dargestellt. Au-
Berdem konnen durch die SGS-Parametrisierung wichtige Regimeiibergénge ange-
stoflen werden. Dieses Verhalten wurde bereits anhand unterschiedlicher Modelle
beobachtet, so zum Beispiel bei dem Lorenz 96 Modell (Lorenz 1996) in Christen-
sen et al. (2015), welches oftmals als einfaches Testmodell zur Untersuchung neuer
Methoden im meteorologischen Kontext verwendet wird. Aber auch bei komple-
xeren Modellen tritt das Verhalten auf, beispielsweise im quasi-geostrophischen
Annulus (Williams et al. 2010) oder in einem komplexen vom ECMWEF (European
Centre for Medium-Range Weather Forecasts) verwendeten Atmospharenmodell
(Berner et al. 2017).

Als Moglichkeit zur Bestimmung einer stochastischen SchlieBung kann eine vor-
handene Parametrisierung stochastisch modifiziert werden. Dies wurde zum Bei-
spiel anhand einer SGS-Tendenzparametrisierung (SPPT = Stochastically Pertur-
bed Parametrization Tendencies Scheme) in einem spektralen Modell von Jarraud
et al. (1983) untersucht (Buizza et al. 1999), fiir das eine VergroBerung des En-
semblespread und eine verbesserte Niederschlagsvorhersage erreicht wurde. In einer
alternativen stochastischen Methode wird die Stromfunktion stochastisch gestort,
wobei die Storung vorgegebene spektrale Eigenschaften erfiillt. Damit wird der feh-
lende Energieinput der SGS-Prozesse darstellt (SKBS = stochastic kinetic energy
backscatter scheme) (Shutts 2005). Durch eine erweiterte Kontrolle des Spektrums
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der Storungen, kann der Ansatz weiter verbessert werden, wie in Berner et al.
(2009) anhand eines komplexen Modells des ECMWF gezeigt wird. Verglichen
wurden beide Ansitze, SPPT und SKBS, in Palmer et al. (2009). Hier zeigt sich,

dass beide einen dhnlich positiven Einfluss haben.

Ein stochastischer Prozess ist der Ornstein-Uhlenbeck (OU)-Prozess (Uhlen-
beck et al. 1930). Er besteht aus einem Wiener Prozess (z.B. Gardiner 2009), der
eine Brownsche Bewegung simuliert, und einem linear dimpfenden Driftterm. Em-
pirisch optimierte OU-Prozesse (LIM = linear inverse modeling) wurden bereits in
grofiskaligen, niedrig frequenten Atmosphérenmodellen angewendet (z.B. Winkler
et al. 2001; Newman et al. 2003; Pegion et al. 2011). Diese kénnen auch um qua-
dratische Nichtlinearitéiten, sowie um einen korrelierten stochastischen Antrieb,

anhand multipler polynomialer Regressionen, erweitert werden (siehe Kravtsov et
al. 2005; Kondrashov et al. 2005).

Typischerweise wird bei der ad hoc Parametrisierung angenommen, dass der
SGS-Einfluss auf die aufgelosten Prozesse durch eine spezielle mathematische Funk-
tion darstellbar ist. Die Koeffizienten der Parametrisierung werden dabei empirisch
so bestimmt, dass sie ein optimales Ergebnis liefern, wobei als Referenz entweder
Beobachtungsdaten verwendet werden oder Ergebnisse einer hoch aufgelosten Si-
mulation. Der Ansatz, die SGS-Parametrisierung an ein Referenzklima anzupassen,
stellt allerdings auch ein Problem dar. So kann die urspriinglich erfolgreiche Pa-
rametrisierung scheitern, wenn sich das Klima, beispielsweise durch einen dufleren
Antrieb, dndert, da die Parameter in diesem Fall nicht mehr der optimalen Wahl
entsprechen. Dieses Problem wurde anhand eines lokalen, fiir den européischen
Raum optimierten, Klimamodells gezeigt, welches in anderen Regionen der Erde
deutlich schlechtere Ergebnisse lieferte (Rockel et al. 2008). Auch eine Schwe-
rewellenparametrisierung zeigte bei dhnlichen Untersuchungen diese Problematik
(Schirber et al. 2015). Das Fluktuations-Dissipations Theorem (FDT) (Leith 1975;
Marconi et al. 2008) bietet eine mogliche Losung fiir dieses Problem. Basierend auf
statistischer Mechanik liefert das FDT eine lineare Approximation der gednderten
Parameter. Im meteorologischen Kontext wurde der Ansatz bereits auf die ba-
rotrope Vorticitygleichung mit einer deterministischen Schliefung (Achatz et al.
2013) und ein baroklines quasi-geostrophisches Modell mit einer stochastischen
SchlieBung (Pieroth et al. 2018) angewendet. Nachteil des FDT ist, dass die linea-
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re Approximation der gednderten Parameter nur fiir einen hinreichend schwachen
Antrieb korrekte Ergebnisse liefert. Zusétzlich dazu muss der Antriebsterm in eine
instabile Richtung der Attraktors zeigen (Gritsun et al. 2017).

Ein weiteres Problem der rein empirischen Schliefungen ist ihre fehlende Ska-
lenabhéngigkeit. So liegt keine Adaptionsregel vor, welche vorgibt wie die Schlie-
Bung angepasst werden muss, wenn beispielsweise die Modellauflosung variiert
wird. Genau diese Adaptionsregel wird allerdings in der Meteorologie bendtigt,
da die rdumliche Auflosung der verwendeten Wettermodelle sukzessive zunimmt
und eine Neuberechnung der Parameter bei jeder Auflésungserh6hung umstéandlich
ist.

Motiviert durch diese beiden Probleme, die fehlende Klimasensitivitdt und
die fehlende Skalenabhéngigkeit, wurden neue Methoden zur Bestimmung einer
SGS-Parametrisierung entwickelt, bei denen die SchlieBung rigoros aus den zu
Grunde liegenden Gleichungen hergeleitet wird. Nach Moglichkeit wird dabei auf
den Einsatz empirischer Parameter vollstindig verzichtet. Zum Beispiel ermoglicht
die direct-interaction approximation (DIA) von Kraichnan (1959) die statistische
Herleitung einer dynamischen TurbulenzschlieBung aus den Grundgleichungen fiir
schwache Abhéngigkeiten der Fouriermoden. Die DIA wurde sowohl in barotropen
(J. Frederiksen et al. 1997) und primitiven Gleichungen (J. S. Frederiksen et al.
2003) spektraler Modelle erfolgreich angewendet, als auch fiir einen barotropen
Strom iiber eine Topographie (Frederiksen 1999).

Eine weitere Methode, welche die Herleitung der SchlieSung aus den Grundglei-
chungen erlaubt, ist die maximum Entropy Methode. Sie ist anwendbar, wenn die
SGS-Variable auf einer deutlich schnelleren Zeitskala variiert, als die aufgeloste Va-
riable. Auflerdem wird zur Herleitung angenommen, dass die mittlere Energie der
SGS-Variable erhalten bleibt und die Informationsentropie maximiert. Die Schlie-
Bung wurde erstmals in den in Lorenz (1996) vorgestellten Modellen untersucht
(Verkley 2011; Verkley et al. 2014). Die Anwendung auf das Modell eines einfa-
chen geophysikalischen Flusses, beschrieben durch die Vorticitygleichung, erfordert
zusétzlich zur Energieerhaltung der SGS-Variable auch die Erhaltung der Enstro-
phie der SGS-Variable. Die resultierende Schliefung ist in der Lage den Einfluss
der fehlenden SGS-Prozesse auf die aufgeloste Variable realistisch nachzustellen
(Verkley et al. 2016). Der Vorteil der Methode ist, dass auf jedweden empirischen
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Anteil verzichtet wird. Allerdings wurde sie bisher nur in relativ simplen Modellen
angewendet.

Eine alternative Methode zur Herleitung einer SGS-Parametrisierung, basierend
auf der Response-Theorie, wurde in Wouters et al. (2012, 2013) entwickelt. Bei
dieser Methode wird angenommen, dass eine schwache Kopplung zwischen der
aufgelosten und der nicht aufgelosten Variable existiert. Auf einfache Triadenmo-
delle wurde sie in Wouters et al. (2016) angewendet, aber auch in einem einfachen
Ozean-Atmosphérenmodell zeigt die SchlieBung gute Resultate (Demaeyer et al.
2017). Eine Skalenabhéngigkeit der SchlieBung, im Rahmen des Lorenz 96 Mo-
dells, wurde in Vissio et al. (2018) eingefiihrt.

Im Falle einer deutlichen Separation, der im System auftretenden relevanten
Zeitskalen, kann auch die Averaging Methode (Hasselmann 1976; Imkeller et al.
2001) angewendet werden. Hierbei handelt es sich um ein asymptotisches Verfah-
ren, bei dem der Einfluss der SGS-Variable auf die aufgeléste Variable gemittelt
wird, indem das invariante Maf3 der SGS-Variable verwendet wird. Dazu wird an-
genommen, dass zwei charakteristische Zeitskalen in dem System existieren, eine
langsame der aufgelosten Variable und eine schnelle der SGS-Variable. Die Metho-
de wurde bereits in einfachen (Hasselmann 1976), moderat-komplexen (Arnold et
al. 2003), aber auch komplexeren Ozean-Atmosphirenmodellen (Monahan et al.
2011) angewendet.

In dieser Arbeit wird die Methode der stochastischen Modenreduktion (SMR)
verwendet. Sie wurde in Majda et al. (2001) eingefiihrt. Es handelt sich um eine
Homogenisierungsmethode dhnlich dem Averaging (Papanicolaou 1976) fiir Multi-
Skalensysteme (Khas'minskii 1966a, 1966b). Eine Ubersicht der Averaging- und
Homogenisierungsmethoden, angewendet auf unterschiedliche Systeme, liefert Pav-
liotis et al. (2008). Die Methoden basieren auf der Annahme, dass unterschiedli-
che charakteristische Groflenordnungen, welche als Zeitskalen interpretiert wer-
den, in dem System existieren. Im Grenzwert einer unendlichen Zeitskalensepa-
ration wird eine SchlieBung aus den Kopplungstermen der Variablen hergeleitet.
Die SMR unterscheidet sich von der Averaging Methode in einer abweichenden
Skalierung der charakteristischen Zeitskalen der verschiedenen Kopplungsterme.
In der SMR ist ein empirischer Schritt notwendig fiir den die Statistik der SGS-

Selbstwechselwirkungen benétigt wird. In dieser Dissertation geschieht dies durch
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das Ersetzen mittels eines empirischen OU-Prozesses. Im Anschluss wird die Schlie-
Bung analytisch bestimmt. Die so bestimmte SGS-SchlieSfung besitzt sowohl deter-
ministische, als auch stochastische Anteile.

Erste Untersuchungen der SMR wurden in A. Majda et al. (2002) fiir Tria-
denmodelle und die Burgersgleichung unternommen. Hier wurden zusétzlich a -
priori Tests des Einflusses der SMR-SchlieBung durchgefiihrt, indem eine erweiterte
Trennung der Zeitskalen simuliert wurde. Die Anwendung der SMR-SchlieBung fiir
ein balanciertes barotropes quasi-geostrophisches Modell iiber Topographie basie-
rend auf der Vorticitygleichung ermoglichte in der Folge eine deutlich realistischere
Autokorrelationsfunktion, im Vergleich zum entsprechenden rein linearen Modell
(Majda et al. 2003).

Die SMR wurde auch in weiteren balancierten spektralen Modellen der Atmo-
sphire angewendet, so zum Beispiel in einem barotropen (Franzke et al. 2005),
wie auch in einem quasi-geostrophischen (Franzke et al. 2006) Modell. Die Tren-
nung zwischen aufgeldsten und nicht aufgelosten Skalen wurde in diesen Arbeiten
mittels empirischer orthogonaler Funktionen (EOFs; auch PCA genannt) (Prei-
sendorfer et al. 1988) durchgefiihrt. Eine hinreichende Separation der zu Grunde
liegenden Zeitskalen ist mittels EOFs allerdings nicht garantiert (siehe kontinu-
ierlich abfallendes Spektrum der Autokorrelationszeitskala bei steigender EOF,
aus Abbildung 3 in Franzke et al. 2006). Das Ziel der beiden Studien war die
Freiheitsgradreduktion der Modelle auf moglichst niederdimensionale Systeme. Im
barotropen Modell war eine Reduktion von 231 auf nur vier Freiheitsgrade und im
quasi-geostrophischen Modell von 1449 auf 10 Freiheitsgrade moglich, bei gleich-
zeitiger Reproduktion der Referenzstatistik. Durch die Verwendung globaler Basis-
funktionen liefert die SMR in der Folge auch eine global koppelnde SchlieBung. Die
Berechnung der SchlieSung in hochdimensionalen Systemen mit vielen aufgeldsten
Moden stellt dann allerdings, aufgrund der auftretenden kubischen Terme, einen
numerisch signifikanten Aufwand dar.

Dieses Problem kann gelost werden, indem die Diskretisierung im physikali-
schen Raum mittels finiter-Volumen (z.B. Durran 2010) stattfindet. Finite-Volumen-
Methoden wurden traditionell fiir Ozeanmodelle eingesetzt (z.B. Haidvogel et al.
1999), aber auch schon bei der regionalen Atmosphérenmodellierung (z.B. Skama-
rock et al. 2008) und in globalen Atmosphérenmodellen (z.B. Ripodas et al. 2009;
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Majewski et al. 2002; Satoh et al. 2008; Zéangl et al. 2015). Der Vorteil, verglichen
mit der Spektralmethode, liegt in der einfacheren Anwendbarkeit bei komplizierten
Randbedingungen im physikalischen Raum, wie z.B. bei der Ozeanmodellierung
iiber kontinentalen Platten oder bei nicht periodischen Randbedingungen in regio-
nalen Atmospharenmodellen.

Mit der Diskretisierung im physikalischen Raum wurde in Dolaptchiev et al.
(2013b) ein lokaler Ansatz zur Definition der SGS-Variable im Rahmen der Bur-
gersgleichung eingefiihrt. Die aufgeloste Variable wurde als lokal-rdumliches Mittel
der Ursprungsvariable definiert und die SGS-Variable als deren Abweichung vom
lokalen Mittel, was einer typischen Konfiguration in der Turbulenzsimulation ent-
spricht (Pope 2001). In der Konsequenz stellt sich in diesem System, durch die klare
Trennung der rdumlichen Skalen der beiden Variablen eine ausgepréigte Trennung
der charakteristischen zeitlichen Skalen ein, was fiir andere Systeme allerdings
nicht zwangsldufig der Fall sein muss. Durch die Separation der Zeitskalen ist ei-
ne Grundvoraussetzung zur Anwendung der SMR erfiillt. Durch das Verwenden
des finite-Volumen Verfahrens ist die resultierende, durch die SMR gewonnene,
SGS-Parametrisierung lokal und koppelt in der untersuchten nicht-viskosen Bur-
gersgleichung nur nichste Nachbarn. Aufgrund der lokalen Form ist sie numerisch
effizient einsetzbar und erméglicht damit die Anwendung auch bei einer grofieren
Anzahl aufgeloster Variablen.

Die Burgersgleichung kann allerdings nur als ein stark vereinfachtes Modell
der Atmosphire betrachtet werden, da sie lediglich Advektion und Diffusion mo-
delliert. Komplexe Atmospharenmodelle beinhalten deutlich mehr physikalische
Prozesse. Um die Komplexitéit des untersuchten Systems zu steigern, wurde die
Burgersgleichung in Dolaptchiev et al. (2013a) um einen stochastischen Antriebs-
und einen Diffusionsterm erweitert. Die entsprechende SGS-Parametrisierung kop-
pelte nur néchste und iibernédchste Nachbarn. Auch in diesem Modell zeigte die
SMR-SchliefSung, dass sie, insbesondere bei der Betrachtung des Energiespektrums,
die fehlenden SGS-Prozesse modellieren kann.

In dieser Dissertation wird ein weiterer Schritt in der Erhohung des Komple-
xitédtsgrads des verwendeten Modells hin zu realistischen Atmosphérenmodellen
durchgefiihrt. Dazu wird die SMR im Rahmen eines Modells der Flachwasserdy-

namik verwendet. Zuerst wird die SMR fiir die Flachwassergleichungen unter der
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Vereinfachung von nur einer rdumlichen Dimension ohne Rotation (1IDSW = I-
dimensional shallow water model) verwendet. Anschliefend wird das zweidimen-
sionale Modell mit Rotation (2DSW = 2-dimensional shallow water model) vor-
gestellt, wobei dieser Schritt zum Zeitpunkt der Abgabe dieser Arbeit noch nicht
abgeschlossen ist. Im Unterschied zur Burgersgleichung kommen bei den Flachwas-
sergleichungen mindestens zwei Herausforderungen hinzu. Zum einen beinhalten
sie Schwerewellen (gegebenenfalls auch Rotation im 2DSW), zum anderen nicht-

polynomiale Nichtlinearitdten aufgrund der Flussformulierung.

Bisher wurde die SMR nur auf Modelle mit héchstens quadratischen Nichtlinea-
ritdten angewendet. Ob dies auch fiir die Flachwassergleichungen durch eine Ap-
proximation der entsprechenden Terme in den Gleichungen erreicht werden kann,
ist ad hoc nicht klar. Aus diesem Grund wird die SMR-SchlieBung in Kapitel 1
zunéchst fiir allgemeine Gleichungen eingefiihrt. Als Approximation der nichtli-
nearen Terme kann ein Polynom beliebiger Ordnung verwendet werden, fiir das
die resultierende SMR-SchlieSung ebenfalls angegeben wird. In der Untersuchung
des eindimensionalen Modells stellt sich die quadratische Approximation als aus-
reichend genau heraus. Die fiir die Approximation resultierende SMR-Schliefung

ist ebenfalls angegeben ist.

Nach dem ersten Kapitel {iber die SMR unterscheidet die Dissertation bei der
Dimension des Modells, wobei der erste Teil das 1IDSW und der zweite Teil das
2DSW behandelt. In Kapitel 2 des ersten Teils wird das durch finite-Volumen dis-
kretisierte hoch aufgeloste eindimensionale Flachwassermodell eingefiihrt. Mittels
raumlicher lokaler Mittel und deren Abweichungen wird eine grobe (aufgeldste),
langsame Variable und eine feine (nicht aufgeloste / SGS), schnelle Variable ein-
gefiihrt. Aulerdem wird die Losbarkeitsbedingung der SMR analytisch bestétigt.
In Kapitel 3 werden die untersuchten Modelle genauer spezifiziert. Zum Vergleich
werden zusétzlich zur SMR-SchlieSung zwei rein empirische SchlieBungen fiir die
niedrig aufgeldsten Modelle eingefiihrt. Die Ergebnisse werden in Kapitel 4 vorge-
stellt. Eine Separation der charakteristischen Zeitskalen der beiden Variablen wird
empirisch bestétigt, was die Anwendung der SMR erst erméglicht. Der Einfluss
der SMR-Schliefung wird mit zwei Modellen verglichen, welche rein empirische
Schliefungen verwenden. Die zugehdrigen empirischen SchlieBungsverfahren sind
in Abschnitt E vorgestellt. Im Weiteren wird die Skalenabhéngigkeit der SMR-
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SchlieBung genauer untersucht. Dabei wird die rdumliche Auflésung der Modelle
verdndert, die SMR-Schliefung entsprechend der Bestimmungsgleichung angepasst
und mit den unmodifizierten empirischen SchlieBungen verglichen.

Im zweiten Teil wird das Modell auf zwei rdumliche Dimensionen erweitert.
Methodisch ist das Vorgehen dquivalent zum eindimensionalen Fall. Unterschiede,
die zum 1DSW auftreten, sind in Kapitel 5 aufgefithrt. In Kapitel 6 werden die
verwendeten zweidimensionalen Modelle genauer beschrieben. In Kapitel 7 werden
die Ergebnisse fiir das Referenzmodell und zwei niedrig aufgeloste Modelle ohne
SGS-Parametrisierung verglichen. Eine Zusammenfassung der Ergebnisse ist in
»ochlussfolgerung & Ausblick® zu finden. Hier sind auch mogliche Folgeschritte

benannt, die nicht mehr Teil dieser Arbeit sind.
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Kapitel 1

Stochastische Modenreduktion

Das Ziel dieser Dissertation ist es eine SGS-Parametrisierung aus ersten Prinzi-
pien herzuleiten. Die Idee fiir das hierzu verwendete asymptotische Verfahren fiir
Multi-Skalensysteme (Khas'minskii 1966a, 1966b) stammt aus den 70’er Jahren
und wurde in Papanicolaou et al. (1974) eingefiihrt. Die stochastische Modenre-
duktion (SMR), in der Form wie sie hier verwendet wird, wurde in Majda et al.
(2001) vorgestellt und liefert eine asymptotische Ndherung einer SGS-Parametri-
sierung. Die Schliefung wird dabei aus den Gleichungen eines hoch aufgelosten
Referenzmodells analytisch abgeleitet. Die Auflosung des Referenzmodells ist hier-
bei so hoch gewihlt, dass eine Unterteilung in eine aufgeldste Variable x € RMe und
eine SGS-Variable y € RMs moglich ist. Beide Variablen x = x(¢) und y = y(¢)
sind zeitabhéngig, wobei die Abhéngigkeit von ¢ im Folgenden nicht mehr ausge-

schrieben ist.

Betrachtet wird das Referenzmodell

Ty =07 +ai (x) +bi (x,y),

| (1.1)
v =b}(x,y) + Nijy; + 5, W5,

awW
dt

mit dem Wienerinkrement dW im Ornstein- Uhlenbeck (OU)-Prozess ¢! (y) = Aijy;+

3, W; verwendet. In der Gleichung von x kommt ein Antriebsterm o vor, dariiber

mit der zeitlichen Ableitung x = ‘fi—’;. Es wird die heuristische Schreibweise W =

hinaus gibt es in beiden Gleichungen verschiedene Wechselwirkungen der Varia-
blen.

11
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Das Ziel der SMR ist, fiir die effektive stochastische Differenzialgleichung (SDE)
(im Ito Sinne vgl. Gardiner (2009))

dz; = 0] + ai (x) + Bi(x)] dt + d&;(x) (1.2)

die SchlieBung, bestehend aus der deterministischen Funktion 8 und dem stocha-
stischen Prozess d€, herzuleiten, wobei beide SchlieBungsterme nur von der auf-
gelosten Variable x abhéangen. Mit der Schliefung sollen die fehlenden Terme des
Referenzmodells Gleichung (1.1) simuliert werden, sodass das Modell Gleichung
(1.2) nach Moglichkeit das Referenzmodell in der aufgelésten Variable x reprodu-
ziert.

Um die SMR anwenden zu kénnen, muss fiir Gleichung (1.1) die fundamentale
Annahme getroffen werden, dass deutlich unterschiedliche Gréfenordnungen auf
der rechten Seite der SDE vorliegen und mit dem Parameter ¢ < 1 skalierbar sind.
Dieser Parameter kann in physikalischen Systemen als ein Faktor interpretiert wer-
den, der die Separation unterschiedlicher, dem Modell innewohnender, zeitlicher
Skalen quantifiziert (siche Anhang A).

Einen ersten Hinweis, ob die angenommene Skalierung in dem verwendeten
Modell auftritt, konnen die Dekorrelationszeiten der beiden Variablen x und y lie-
fern, wobei die aufgeloste Variable x hierbei deutlich langsamer sein sollte als die
SGS-Variable y. Ein stérkeres Indiz liefert die numerische Untersuchung des Re-
ferenzmodells im Grenzwert ¢ — 0, welches gegen das Modell aus Gleichung (1.2)
konvergiert. Bleibt im Grenzwert das Verhalten des Modells in der aufgelosten Va-
riable x hinreichend unveréndert, so ist davon auszugehen, dass in diesem Modell
die angenommene Skalierung herrscht und damit die SMR anwendbar ist.

Die SMR nutzt aus, dass jeder SDE eine riickwérts Fokker-Planck Gleichung
(FPE) fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte (PDF) p(x,y,t < 0 | X¢,y0,t = 0)
des Systems eindeutig zugeordnet werden kann.! Im weiteren Verlauf wird die
FPE im Grenzwert ¢ — 0 asymptotisch approximiert. Es folgt eine effektive FPE
der fithrenden PDF p°(x) in Ordnungen von €, welche ausschliefilich von der auf-

gelosten Variable x abhéngt. AnschlieSend wird der effektiven FPE wiederum eine

1. Die Diskussion der SMR erfolgt anhand der rickwdrts FPE, wobei dies nicht zwingend not-
wendig ist, da die resultierende Schliefung unabhéngig von dieser Wahl sein muss. Im Folgenden
wird die Abhéngigkeit der PDF vom Endzustand nicht mehr erwihnt.
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effektive SDE Gleichung (1.2) mit der SGS-Parametrisierung aus den Gleichun-
gen (1.24) und (1.27) zugeordnet.

In Abschnitt 1 wird die SMR fiir eine allgemeine SDE diskutiert und die Be-
stimmungsgleichung der Schliefung genannt. Anschliefend wird in diesem Kapitel
eine schrittweise Spezifizierung der SMR in Bezug auf das verwendete Referenz-
modell durchgefithrt. Grund hierfiir ist, dass die Funktionen b* und bY im ver-
wendeten Flachwassermodell durch quadratische Polynome approximiert werden
konnen, ohne die Modellergebnisse signifikant zu verfilschen. In der Folge wird
die SchlieBung in Abschnitt 1.6 fiir beliebige Polynome und anschliefend in Ab-
schnitt 1.7 fiir quadratische Polynome genauer spezifiziert. Alternative Methoden
zur Bestimmung einer SGS-Parametrisierung, die in dieser Arbeit zum Vergleich

ebenfalls analysiert werden, sind in Anhang E dargestellt.

1.1 Zeitskalenseparation

Die Grundannahme der SMR ist die Présenz verschiedener Skalen im System. Auf
der rechten Seite der SDE Gleichung (1.1) werden die einzelnen Terme nach un-
terschiedlichen GroBenordnungen eingeteilt. Der Bare-Truncation (BRT) Anteil
0" +a” ist von der Groflenordnung O(1), die Kopplungsterme beider Variablen b®
und b? sind von der Gréfienordnung O(e~!) und die SGS-Selbstwechselwirkungen
¢’ von der GroBenordnung O(e~2). Dem Modell liegt dabei ein messbarer fester
intrinsischer Parameter ¢ = ¢ zu Grunde, fiir den ¢ < 1 gelten muss. Im Unter-
schied dazu ist € ein verdnderbarer Faktor, fiir den spéater der Grenzwert ¢ — 0
untersucht wird.

Um zu gewéhrleisten, dass alle Wechselwirkungsterme der Grofienordnung O(1)
sind, werden die Wechselwirkungsterme neu skaliert, wodurch b* — %, bY — b—:,
und Ajy; + ZZWZ — % + % (der Leser beachte die Skalierung des Wiener
Prozesses mit v/dt, dadurch skaliert der OU-Prozess in FPE mit O(¢2)):

: 1
& =07 + a; (%) + —bi (x,y)
€ 1.3)
1 1 1 .. (L.
g ==bl (%, y) + 5 Aijy; + =5 W,
€ € €
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Fiir den modellintrinsischen Skalenseparationsfaktor € = ¢ entspricht Gleichung (1.3)
genau Gleichung (1.1). Der Faktor € kann als ein Separationsfaktor unterschiedli-
cher Zeitskalen in dem Modell interpretiert werden. Diese Skalierung bedingt, dass
der Bare-Truncation Anteil o + a”(x) auf der langsamsten Zeitskala variiert, die
SGS-Selbstwechselwirkungen auf der schnellsten Zeitskala und die Kopplungster-
me b" und b auf einer zwischengelagerten Zeitskala. Fiir die aufgeloste Variable
x folgt damit, dass diese deutlich langsamer ist als die SGS-Variable y.

In der hier beschriebenen Methode wird der Separationsfaktor e, motiviert
durch den modellintrinsischen Parameter ¢, eingefithrt und anschlieBend in Ab-
schnitt 1.5 wieder eliminiert. Alternativ dazu konnen ad hoc unterschiedliche Zeit-
skalen fiir die einzelnen Wechselwirkungsterme angenommen und Gleichung (1.3)

iiber das totale Differenzial hergeleitet werden, siehe Anhang A.

1.2 Zugehorige Fokker-Planck Gleichung

Die riickwérts Fokker-Planck Gleichung (FPE) fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

p, welche Gleichung (1.3) zugeordnet werden kann, lautet

1 1
Op =Lsp + ZLgp + 6—2L1p (1.4)

mit der partiellen zeitlichen Ableitung J; und den Operatoren

Ly =— (QZC + &zx(x)) aﬁ?z ) (15)

Ly =— bf<X7 y>aﬂcz - bi-’(x, y)a%' ) (16)
2

L1 = - Aijyjayi - jayz 5 (17)

wobei 0,, und 0,, die partiellen Ableitungen nach den Zustandsvektoren z; und y;

sind.
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1.3 Asymptotische Entwicklung nach ¢

Fiir e < 1 ist es moglich die Wahrscheinlichkeitsdichte p in Ordnungen von € zu

entwickeln

p=p"+ep' + ¥+ 0O() . (1.8)

Dies eingesetzt in Gleichung (1.4) liefert in den ersten drei Ordnungen die Glei-

chungen
O(e?) — 0=Lip”, (1.9)
O(e™) — 0=Lop’ + Lip* (1.10)
O(e”) — Oyp° =Lsp” + Lop" + L1p* . (1.11)

Die fiihrende Ordnung O(e~?%), Gleichung (1.9), besagt, dass die fiihrende Ord-
nung der Wahrscheinlichkeitsdichte p° im Kern von L, liegt. An dieser Stelle wird
der Projektionsoperator P eingefiihrt, welcher auf den Kern von L; projiziert.
Verwendet man die Ergebnisse aus Anhang B, in dem der Projektionsoperator ex-
plizit hergeleitet wird, und wendet den Projektionsoperator P auf eine beliebige
Funktion f(x,y) an, so eliminiert P jegliche Abhéngigkeit von der SGS-Variable
y, Pf(x,y) = (f(x,y))(x). Da p° innerhalb des Kerns von L; liegt, ist p" identisch

mit der Projektion von p® auf den Kern

Pp° =9 (1.12)

P’ =p"(x). (1.13)

Aus der néichst kleineren Ordnung O(e™1), Gleichung (1.10), folgen zwei Ergeb-
nisse. Zum einen kann die Gleichung mit dem Pseudoinversen L;! von L, welches

in Anhang B genauer aufgefiihrt ist, invertiert werden
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p'=—Li'Lyp” (1.14)

wodurch p' aus p° bestimmt wird. Allerdings ist die Invertierung nur moglich,
wenn die Abbildung von Lop® durch das Pseudoinverse L;' eindeutig ist. Dies ist
der Fall, wenn Lop° nicht innerhalb des Kerns von L; liegt. Verschwindet Lop°
in der Projektion mittels P, so ist eine verschwindende Komponente im Kern

sichergestellt. Diese Bedingung wird auch Ldsbarkeitsbedingung genannt
PLyp” = — Pb¥(x,y)0,,0° = 0. (1.15)

Die Losbarkeitsbedingung stellt die Anforderung, dass das Skalarprodukt der bei-
den Vektoren Pb* und V,_p° verschwinden muss, was der Fall ist, wenn sie orthogo-
nal zueinander stehen Pb® 1 V,p°. In jedem Fall von p° ist die Bedingung erfiillt,

wenn

Pbf(x,y) =0. (1.16)

Das zweite Ergebnis der Ordnung O(e™'), Gleichung (1.10), ergibt sich durch
die Anwendung des Projektionsoperators. Hierbei fillt der erste Term auf der

rechten Seite aufgrund der Losbarkeitsbedingung weg, es bleibt
PLip' =0. (1.17)

Da p! eine beliebige PDF sein kann, muss das Produkt von Projektionsoperator
P und L; Operator verschwinden. In umgekehrter Reihenfolge ausgefiihrt ist dies

ebenfalls der Fall, da P gerade auf den Kern von L, projiziert. Es folgt

Aus der niichsten Ordnung O(e?), Gleichung (1.11), folgt die effektive FPE fiir
die fithrende Ordnung der Wahrscheinlichkeitsdichte p°.
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atpo = Lgpo - PLQLIILQpO (].].9)

Hierzu wird Gleichung (1.11) mit P multipliziert und die Gleichungen (1.18) und
(1.14) verwendet. Aulerdem wird verwendet, dass P9,p° = 9, Pp® = 9;p° aufgrund
von Gleichung (1.13) gilt und PL3p® = L3Pp = L3p°, da Lz nur in x und P
nur in y wirken. Die effektive FPE des niedrig aufgelosten Modells besteht aus
dem BRT Anteil Lsp° und einer SGS-Parametrisierung PLy Ly Lyp®, welche im

Weiteren genauer diskutiert wird.

1.4 Explizite Form der effektiven Fokker-Planck
Gleichung

Die effektive FPE (1.19) kann fiir die zu Grunde liegenden Gleichungen genauer
angegeben werden. Fiir den BRT Anteil ist das leicht moglich

Lyp” = — (¢} + aj(x)) Ou,p" - (1.20)
Fiir den SchlieBungsanteil von Gleichung (1.19) ist
PLyLy" Lop® =Pbj 0y, Ly ‘b7 0y, p° + P10, Ly 670, p°

ob? oL
L+ P —
al'j + J ay]

(1.21)

=Pb Ly b7 0,,00,0° + (ij?Ll‘l bgf) Op. 1" .
Im Grenzfall € — 0 erhilt man die beiden Operatoren P und L;', wie in Anhang
B ausgefiihrt. Hierbei ist (P f(x,y))(x) = (f(x,y)) der Erwartungswert, basierend
auf der stationéren OU-Statistik und (L7 f(x, y(7)))(x,y) = [, dr{f(x,y(7)|y(0)

Da L;* nur innerhalb von y wirkt, kommutieren die Operatoren 9, L;* = L;'0,,.

Um den letzten Term von Gleichung (1.21) zu bestimmen betrachten wir fol-

y)-
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genden Fall fiir die beliebigen Funktionen f und g¢

OLT! OLT!
pPf—— gz/dypsf—1 g
ayi ayi

_ =00 aps af —
_ 1.1y 1
= [psfLi'g], " — /dy <8yif +psay2-) Li'y

= / dy <<ny>ij1yjpsf —psg—;) Li'g
:/ dT<<ny>ij1yjfg>—/ d7'<§yf.g> : (1.22)

0 0

Im ersten Schritt wird die Definition von P eingesetzt und im zweiten partiell inte-
griert, wobei die Randterme im Unendlichen, aufgrund der verschwindenden PDF
ps(y — £00) — 0, keinen Beitrag leisten. Im dritten Schritt wird die Ableitung
der normal verteilten PDF, p, aus Gleichung (C.26), verwendet. Im letzten Schritt
wird die Definition aus Gleichung (B.43) eingesetzt.

Es folgt fiir Gleichung (1.21)

PLyLi" Lyp®
00 o obf (x,y(7))
_ . 0 B AN
_/0 dr <bjbz. (x7y(7'))> Oz, 0p,p” + (/0 dr <bj O, (1.23)

Y

oyt [ ar ey o) - [ ar (S o) ) 0

J

Die in Abschnitt 1.1 eingefiihrte Skalierung der Wechselwirkungsterme mit e
kann durch L, — €L, und L; — €L, wieder riickgiingig gemacht werden. Die
resultierende SchlieSung &ndert sich dadurch nicht. Dies zeigt, dass beide Her-
angehensweisen, sowohl die direkte Skalierung aus Abschnitt 1.1, als auch der

heuristische Ansatz unterschiedlicher Zeitskalen aus Anhang A, dquivalent sind.
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1.5 SGS-Parametrisierung fiir allgemeine Funk-

tionen

Der effektiven FPE (1.19), mit den Gleichungen (1.20) und (1.23), kann eine effek-
tive SDE (1.2), mit den beiden Schliefungstermen 8 und d§, zugeordnet werden.

Fiir den deterministischen SchlieSungsanteil 8 gilt

b :/OOO dr <b§(x, y)%g(ﬂ»

oyt [ ety ey - [ i (P iy
: 0 ] (1.24)
Der stochastische Schliefungsanteil
d&; =V2By;dW; (1.25)
wird iiber die Zerlegung
BuBy = [ dr (4 (x (O x ¥(7) (1.26)

gefunden. Er beinhaltet sowohl additive, als auch multiplikative Rauschterme.

Diese Zerlegung ist moglich (Pavliotis et al. 2008) und verwendet einen niedrig-

dimensionalen Prozess B € RMexMe

. Allerdings muss bei der numerischen Integra-
tion der SDE (1.2) mit den Schlieungstermen aus Gleichungen (1.24) und (1.25)
die Zerlegung fiir jeden Zeitschritt separat durchgefithrt werden. Eine einmalige
Zerlegung wird durch die Einfithrung eines effektiven stochastischen Prozesses er-
reicht, welcher die selbe Varianz wie der urspriingliche Prozess aufweist, allerdings

Kreuzkorrelationen vernachlassigt

2B, B;dW;

\// dr (b7b2 (x, y (7)) )W . (1.27)
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1.6 SGS-Parametrisierung fiir beliebige Polyno-

me

Die Schliefung aus den Gleichungen (1.24) und (1.27) basiert auf den Funktionen
b* und bY. Anwendbar ist die SchlieBung nur, wenn beide Funktionen stetig dif-
ferenzierbar sind und die zu bestimmenden Erwartungswerte beschriankt sind. Die
Fliisse auf der rechten Seite der Flachwassergleichungen (2.16) und (2.17) enthal-
ten allerdings % Terme iiber die kein beschrinkter Erwartungswert gebildet werden
kann, wenn die SGS-Selbstwechselwirkungen auf einem normalverteilten Prozess
basieren, wie in dieser Arbeit dem OU-Prozess A;;y; + E,VVZ In der Folge kann die
SchlieBung nicht berechnet werden. Gelost wird das Problem, indem die % Terme

mittels einer Taylorreihe polynomiell approximiert werden.

Die Funktionen b* und b? lauten in polynomieller Form

No Mo

b= Y T AN

X=0Y=1
o (1.28)

-3y
X=1Y=0
Hier werden N,, die hochste Ordnung von x in b*, und M,, die hochste Ordnung
von y in b*, verwendet, sowie N3, die hochste Ordnung von y in bY, und Mj,
die hochste Ordnung von y in bY. Auflerdem kommen die Wechselwirkungsterme

o =" ynd c? =" und Produkte der Zustandsvariablen vor

X

XX =1 =n wobei X% =1, (1.29)
k=1
Y

& =1lvm wobei (0 =1 . (1.30)
k=1

Exemplarisch kann man fiir lineare, quadratische und kubische Terme, die auf x
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wirken, schreiben:

X=0Y =1 Cr ™V X0 = LY Yy

X=1Y=1 CrV X = BEY Y,

X=0Y =2 O™V X0 = B Y Yoo (1.31)
X=1Y=2 CF PRI = NEY T, Yo Y

Fiir eine normalverteilte SGS-Variable verschwinden alle ungeraden Momente

Mo

> (M=o, (1.32)

Y=1,3,5,..

wodurch die Losbarkeitsbedingung Gleichung (1.16) fiir polynomielle Funktionen

lautet

No Mo

Py =Py N o Ny
X=0Y=1
No My (1.33)
T LBX Y
3 S e -0
X=0Y=24,6,...
An dieser Stelle wird die Notation
SR
O, (XX} =D ¥ = xf X0 =0 (1.34)
T,
i=1 i
verwendet. Hier ergibt sich beispielsweise fiir
X=2Y=1m=1: CFm VX%, = CEE™ 2y Ym, (1.35)

Die resultierende deterministische Komponente, sowie die stochastische Kompo-

nente der Schliefung lauten damit
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153> Z Cr ke s, [ o)
X=0Y=135,... X=0Y=1,3,5,.

Z Cor X er T R, / ar(CV (7)) | db
=0Y=2,4,6,... X=0Y=2,46,.

N3 M3 No Mo

PIEDY 2 C#"yYXchfXﬂ%X<yyt>;} | e &
X=1Y=135,.. ¥=0 V=246, 0
N3 M3 No M; N )
303 Y e A gy [ o)
X=1Y=024,... X=0V=1,35,... 0
N3 M3 N2 Mo S . oo -
Y Y Y et et [, o)
X=1Y=135,... ¥=0 V=2.4.6,... 0
N3 Ms; N

Cury X oo T X / ar (X, & ()| dt
0

M
£1M:
M5

X=1Y=246,.. X=0Y=1,3,5
(1.36)
Ny
Z Z szxy XXCz:va XX/ dT(CYQ:Y/(T»dVVi
X=0Y=2,4,6,... X=0Y=2,4,6,.
5 Mo No
- DY Z Cr et xx ot XX/ dr{CY Y (7))dW .
=0Y=1,3,5,... X=0Y=1,3,5,.
(1.37)

Die Schlieung setzt sich aus unterschiedlichen Produkten der basierenden Funk-
tionen und statistischer Momente zusammen. Daraus konnen zwei wichtige Folge-

rungen getroffen werden:

Polynomielle Ordung der SchlieBung: Der deterministische Anteil der Schlie-
Bung B ist ein Polynom der Ordnung max(Ny+ Ny—1; N3+ N3). Fiir ein beliebiges
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Anfangspolynom der Ordnung £ sind Ny = & — 1 und N3 = k, womit 8 hochstens
von der Ordnung 2k —1 ist. Fiir eine urspriinglich quadratische Gleichung liefert die

SMR somit lineare, quadratische und kubische deterministische Schliefungsterme.

Der stochastische Anteil der SchlieBung d€ ist die Summe der Quadratwurzeln
zweier Polynome der Ordnungen 2N, und 2(N, — 1). Eine allgemein giiltige Zerle-
gung nach einem Polynom mit ganzzahligen Potenzen in x ist nicht moglich. Fiir
den speziellen Fall, dass eine Zerlegung moglich ist, hat das resultierende Polynom
die Ordnung Ns.

Hochstes statistisches Moment: In allen Termen der Schliefung werden in-
tegrierte statistische Momente der SGS-Variable verwendet. Durch die Annahme,
dass die SGS-Selbstwechselwirkungen sich wie ein OU-Prozess verhalten, siehe
Gleichung (1.1), konnen die gesuchten Momente aus den OU-Parametern A und ¥
bestimmt werden. Alternativ dazu kann der Seamless-Approach (siehe Franzke et
al. 2005) zur Bestimmung der Schliefung verwendet werden, bei dem die gesuch-
ten integrierten Momente empirisch bestimmt werden. In diesem Fall ist es von
Bedeutung, wie hoch die Ordnung der benotigten Momente ist, da die Berechnung

anspruchsvoller wird, je hoher die Ordnung der benotigten Momente.

Das hochste statistische Moment ist von der Ordnung max(2Ms; Mg + M, +
1, Mg + Mz + 1), wobei
Mi = die hochste gerade Zahl < M; ,

M; = die hochste ungerade Zahl < M; .

Fiir ein beliebiges Polynom der Ordnung k sind die Parameter My < k und M3 <
k—1. Damit folgt, dass fiir die stochastische Modenreduktion statistische Momente

bis zur Ordnung 2k benotigt werden.
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1.7 SGS-Parametrisierung fiir quadratische Po-

lynome

Fiir die Flachwassergleichungen stellt sich heraus, dass die fithrende Ordnung in
der Approximation % R % (sieche Abschnitt 2.5) zur Reproduktion der Dyna-
mik des nicht-approximierten Modells ausreichend ist. Die dadurch resultierenden

Funktionen b® und b? sind quadratische Polynome

by (x,y) =L;Yy; + Bl zjue + Bwk Yk »

: ik (1.38)
b (x,y) Ly xj + Bwk T;T) + Bl-jk Tk
welche sich aus Gleichung (1.28) mit
Ny =1, N3 =2,
1, falls X =1 1, falls X =1
M2 :M2<X) - M3 = Mg(X) =
2, falls X =0, 0, falls X =2
(1.39)
ergeben.
Die Losbarkeitsbedingung ist
No
Po; =" Z Cr Y XYy = B (g =0 . (1.40)

X=0Y=246,..

Die deterministische SchlieBung ergibt sich aus Gleichung (1.36) zu

Bi = (Lt + Briyan) Bint (Cs) i

+ (LYo + Bl o) (L + B i) (YY" )rn(C)nk
+ B Bt wp (YY" o (C1)onji (1.41)
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und die effektive stochastische SchlieBung aus Gleichung (1.37) zu

\/QBzyy (Cr JnlefkylydWil

ijn

(1.42)

/2 (L2 + BEa) (Cs)e (L + Biba)dW?

Die Wiener Prozesse dW*' und dW? sind unabhiingig und es werden die Tensoren

Cs und Cr verwendet

(Cs)y = / " dr (y (0)(r)) (1.43)
(Crloni = [ " dr (o0 () () (0)) + {3 (O) (7)) s (P (0))) - (1.44)

Proportionalitit zu OU-Eigenwerten :  Mit den Zwischenschritten aus
Anhang C.2 kénnen die SchlieSungsterme auch direkt durch den OU-Prozess aus-
gedriickt werden. Hierzu wird die Eigenwertmatrix A von I' aus Gleichung (2.39)

mit den reellen und komplexen Eigenwerten +; und w; verwendet. Fiir die Schlie-

Bung folgt
B; = [Lf”y 4+ B*q } B»fmyz—?/\k‘
mlj zmk:2,3/j(;y]2 +w]2) J
xX xrax x T 1
{(Ly To + Bf;’mpwoxp) (Lzlf + Bwky ) —(%n " wfn)A’“m (1.45)

2
TYY Ryry ° p.
Bzykz Bmpoxp 2,3/ ‘PJOkm ’
o

& =\/2B (Cr) jua B AW}

ign

wy :c.ty 22 Ty za:y 2 (146>

Mit A ~ ~ ist es moglich fiir einen OU-Prozess mit 7; < —1 unterschiedliche
Ordnungen der SMR-Schliefung in v zu unterscheiden und eine fithrende Ordnung
zu identifizieren. Die erste Zeile von Gleichung (1.45) ist proportional zu y~2, die

zweite Zeile proportional zu 7~ und die dritte proportional zu v~ (anhand von
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Dolaptchiev et al. (2013a) erkennt man, dass der Tensor P proportional zu
1 ist). Es folgt, dass betragsmiifiiges Vergrofern der reellen OU-Eigenwerte die
Amplitude der SMR-Schlieung verkleinert.

Dieses Verhalten ist konsistent mit dem zu erwartenden Verhalten des Refe-
renzmodells Gleichung (1.1). Der Grund hierfiir ist, dass durch das Vergréfiern von
v, die Varianz des OU-Prozesses abnimmt, mit einer verschwindenden Varianz im
Grenzfall von 7; — —oo. In der Folge wird im Grenzfall y — 0 die Dynamik
mit y — konst. unterdriickt. Dieses Verhalten kann verhindert werden, indem der
stochastische OU-Anteil 3 entsprechend einer gleichbleibenden Varianz angepasst

wird.
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Eindimensionales

Flachwassermodell
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Kapitel 2
Flachwassermodell

In diesem Kapitel wird das Flachwassermodell in einer rdaumlichen Dimension
(IDSW = 1-dimensional shallow water model) vorgestellt. Hierzu werden die Grund-
gleichungen zuerst eingefithrt und im Raum diskretisiert. AnschlieSend wird die
urspriingliche Zustandsvariable in eine grobe aufgeloste und eine feine aufgeloste
Variable aufgespalten, welche im Folgenden aufgeldste und SGS-Variable genannt
werden. Die nachfolgenden zwei Schritte dienen der Vorbereitung zur Anwendung
der SMR. Dazu werden die Gleichungen approximiert und SGS-Selbstwechsel-
wirkungen durch einen OU-Prozess ersetzt. Im letzten Abschnitt wird die resultie-

rende SMR-SchlieSung fiir das 1DSW diskutiert.

2.1 Eindimensionale Flachwassergleichungen

Die Flachwassergleichungen (z.B. Vallis 2006) beschreiben eine hydrostatische Was-
serschicht, deren vertikale Ausdehnung klein ist im Vergleich zur horizontalen Aus-
dehnung. Mit den Gleichungen wird eine Abhéngigkeit der Sdulenhohe h der Was-
serschicht mit dem horizontalen Wind u = (u, U)T ausgedriickt. Beide Variablen h
und u weisen in den Gleichungen keine vertikale Abhéngigkeit auf, sondern aus-
schlieflich eine horizontale zweidimensionale Abhéngigkeit. Man spricht daher von

den zweidimensionalen Flachwassergleichungen.

29
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Sie bestehen aus einer Impulsgleichung

Advektion Druckgradient — Dif fusion  Antrieb

— —~ —~ ~ =
du+ u-Vu = —¢Vnp + v"Au + po" (2.1)

und einer Kontinuitétsgleichung

Divergenz Dif fusion  Antrieb

—N— —~
Oh+V-(hu)= v"Ah + " . (2.2)

In den Gleichungen wird der Nablaoperator V = (9,,d,)" und der Laplaceopera-
tor A = 9% + 35 mit den partiellen rdumlichen Ableitungen 0, und 9, verwendet.
Als physikalischer Parameter kommt die Erdbeschleunigung g vor. Dariiber hinaus
wird die Diffusion mit den Parametern " und " und ein stochastischer Antrieb-
)T

sterm mit den Parametern o® = (o%, 0°)? und o" verwendet.

Mit der mittleren Wasserhéhe H und der orographischen Hohe des unteren
Randes der Wasserschicht zy wird die Abweichung 7 des oberen Wasserrandes von

der Gleichgewichtslage bestimmt
n=z+h—H. (2.3)

Bei verschwindender Orographie, wodurch der untere Rand der Wasserschicht eben
ist zp = 0, folgt n = h — H. Komponentenweise ausgeschrieben haben die Grund-

gleichungen die Form

(O + u0y +v0y) u = — g0,n + 0" + V' Au, (2.4)
(O + w0y + v0y) v =— goyn + o’ + V" Av | (2.5)
Oih + Ophu + Oyhv = " + V" Ah . (2.6)

Ein Spezialfall der Flachwassergleichungen liegt vor, wenn angenommen wird, dass
in allen Variablen keine y-Abhéngigkeit vorliegt und v, die Windkomponente in
y-Richtung, verschwindet. Es bleiben die Gleichungen des eindimensionalen Flach-
wassermodells (1IDSW)

(O + u0;) u = — gy + 0" + "0, 0,u , (2.7)
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oh + O,hu =0 + V"0,0,h . (2.8)

2.2 Flachwassergleichungen in Flussform

Zur Vereinfachung der numerischen Integration werden die eindimensionalen Flach-
wassergleichungen, bestehend aus der Impulsgleichung (2.7) und der Kontinuitéts-
gleichung (2.8), in Flussform umgeformt. Die neue Variable in der Impulsgleichung
ist der Impuls hu.

Unter Verwendung der Kontinuitétsgleichung, erhélt man aus der Impulsglei-

chung mit dem entsprechenden Antriebsterm o = uo" + ho"

h 2
8, (hu) + 8, <( ;“;) v ghQ) — 0" 4 VR, 0pu + v ud,dh (2.9)
Zur einfacheren numerischen Integration des Modells wird der Diffusionsanteil in

der Impulsgleichung durch eine massengewichtete Diffusion ersetzt

v hd,0.u + V' ud,0.h ~ 10,0, hu (2.10)

hu — b in beiden Variablen ver-

und eine einheitliche Diffusionskonstante v = v
wendet.
Die Flachwassergleichungen kénnen dann mit o = (¢", 0"*)? kompakt geschrie-

ben werden

h hu — vo,h
0, =—0, +o0 . 2.11
t(hu) <%+§h2—l/8¢hu> e (2.11)
o 0.F(¢)

2.3 Diskretisierung mittels finiter-Differenzen

Zur numerischen Bestimmung der rdumlichen Ableitungen ist der Raum mittels
eines hoch aufgelosten Gitters diskretisiert. Das Modellgebiet der Lange L ist da-
bei in N feine Intervalle der Linge Ax = % unterteilt. Die kontinuierliche Va-
riable z wird durch eine diskrete Variable x; ersetzt, welche die Zellenmitte mit
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x; = xg + 1Az bezeichnet. Die Nummerierung der Intervalle erfolgt iiber den Index
i€s={0,1,..., N—1}. Fiir die diskretisierten Variablen werden die Abkiirzungen
hu; = hu(x;) und h; = h(z;), sowie u; = u(z;) und g; = o(z;) verwendet.

Zur Diskretisierung der Gleichungen wird ein symmetrisches finite-Volumen

Schema verwendet

@ " (F...—F. ) +o 2.12
dt < hu; ) Az ( “+a ZT) e (2.12)

mit dem Flussterm F,;,1 an der Intervallgrenze bei z; & %

hit1 — h;
1 (hu)iﬂ + (hu)l — 2y:t1A—QJ
Fii=5| (hu, . (hu)? 9y O ()i — ()i | (2.13)
hiil hl 2 i+l 2" Az

In spédteren Simulationen wird eine rdumliche Auflésung des Modells verwendet,
die sicherstellt, dass fiir die gewahlte Diffusion und den gewéhlten Antrieb al-
le relevanten Prozesse aufgelost sind. Das Modell aus Gleichung (2.12) wird im

Folgenden direkte numerische Simulation (DNS) genannt.

2.4 Lokale Mittelung

Typischerweise ist die rdumliche Auflésung von Atmosphérenmodellen nicht aus-
reichend hoch, um alle atmosphérischen Prozesse hinreichend genau darstellen
zu konnen. Das zuvor eingefithrte DNS représentiert in dieser Arbeit die atmo-
sphérische Realitét, welche moglichst fehlerfrei durch ein deutlich niedriger auf-
gelostes Modell reproduziert werden soll.

Das niedrig aufgeloste Modell ist auf dem groben Gitter mit N, = % Zellen
definiert, wodurch jede grobe Gitterzelle n feine Zellen des urspriinglichen Gitters
enthélt. Die groben Zellen werden durch den Index I € {0,1,..., N. — 1} charak-
terisiert. Auf dem groben Gitter werden die Variablen H und HU eingefiihrt. Im

Folgenden werden sie aufgeldste Variablen genannt. Sie sind {iber das lokale Mittel
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der urspriinglichen Variablen h; und hu; innerhalb einer groben Zelle definiert
n(I+1)—1
H 1 h
== Y ) (2.14)
HU; n P hug

Die Abweichungen von dem lokalen Mittel definieren die feinen Variablen A’ und

hv'. Im Folgenden werden diese auch nicht aufgeloste oder SGS-Variablen genannt

G U P I (2.15)
hat} hu; HUy

Der Index I[i] benennt die grobe Zelle innerhalb der die i-te feine Zelle liegt. Mit
den beiden neu eingefiihrten aufgelosten und nicht aufgelosten Variablen kann das

Modell aus Gleichung (2.12) ausgedriickt werden

y 7 F ot —F ;1

it \ mu, niw
d(n\  Fui-Fiy N F -t = Frign- (2.17)
dt \ hut Az nas | |

wobei der Antriebsterm g; nur auf die aufgelésten Variablen wirkt.

Das Zusammenfassen aller aufgelosten Variablen H; und HU; in einem Vektor
x € RMe und aller SGS-Variablen h} und hu/ in einem weiteren Vektor z € RM mit
M. = 2N, und M = 2N, ermoglicht eine kompakte Form der Gleichungen (2.16)
und (2.17)

& =0f + af (x) + bi*(x,2) , (2.18)
5 =bi(x,2) + ci(2) | (2.19)
wobel
x = (Hy, HUy, Hy, HU,, ..)" | (2.20)

7 = (h1, ha,y oo, B, Bty ooy B, Pt ooy By By, ) (2.21)
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Die Differenzialgleichung (DGL) besteht aus einem Antriebsterm g%, welcher
nur auf die aufgeloste Variable x wirkt, aus Selbstwechselwirkungsterme a” der
aufgelosten Variable x und Selbstwechselwirkungsterme c¢*(z) der SGS-Variable z.
AuBlerdem kommen Mischterme beider Variablen vor. Wechselwirkungen, welche
von x und z auf x oder ausschliefllich von z auf x wirken, sind durch b**(x, z)
reprasentiert. Wechselwirkungen, welche von x und z auf z oder ausschliellich von

x auf z wirken, sind durch b*(x, z) dargestellt.

Bei vollstdndiger Elimination der SGS-Variable erhélt man das sogenannte
Bare-Truncation Modell (BRT), welches auf dem groben Gitter mit N, Zellen

definiert ist und {iber keine Parametrisierung der fehlenden SGS-Prozesse verfiigt
;= 0f +aj(x). (2.22)

Damit das BRT moglichst das DNS reproduziert, miissen die fehlenden Terme
durch eine Schliefung modelliert werden. Hierzu werden ein deterministischer
Schlieungsterm B und ein stochastischer SchlieBungsterm & gesucht. Beide Terme
der Schliefung diirfen von der aufgelosten Variable x abhéngen, jedoch nicht von
der SGS-Variable

B = of + af (x) + Bi(%) + &(%) . (2.23)

Diese Arbeit betrachtet verschiedene Strategien zur Bestimmung der beiden Terme
B und £. Dies kann iiber stochastischen Modenreduktion erfolgen, welche in Kapi-
tel 1 fiir allgemeine Funktionen, beliebige Polynome und quadratische Polynome

diskutiert ist. Alternative Verfahren sind in Anhang E vorgestellt.

Varianz der SGS-Variable z im Raum: Anhand der Definitionen der SGS-
und der aufgelosten Variable kann man die rdumliche Form der Varianz der SGS-
Variable z abschéitzen. Hierzu fasst man die Variablen als Funktion im kontinu-
ierlichen Raum z auf, wobei sich die aufgeloste Variable x(x) iiber das Integral

der stetigen urspriinglichen Variable ¢(z) ergibt und die SGS-Variable iiber die
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—<¢X>

Distanz

Abbildung 2.1: Gezeigt ist das rdumliche Verhalten von —(¢(z)x(z)) innerhalb der
ersten drei groben Zellen x € [0,3L.] mit a = QLLF (1 — e_QTLC>, b= a+:p (1 — e*O‘LC)

und o = 1.

Differenz. Fiir die erste grobe Zelle folgt dann mit L. = nAx

x(z € [0, L]) = Li 0 " 6(7) di | 2(z) = $(z) — x(x) . (2.24)
Die Varianz ist
Var(z(z)) = z(x)? — z(gv)2 = @(1)? — 2¢(x)x +x2 — 7%, (2.25)

wobei das zeitliche Mittel (--) verwendet wird. Innerhalb der groben Zelle ist x

konstant, und damit auch x2. Der Mittelwert von z verschwindet

A = —x=otw) -1 [ o) = [ (60) - @) d =0
(2.26)

und ist damit konstant innerhalb der groben Zelle. Dies gilt auch fiir ¢(x)?, wo-

durch der Term 2¢(x)x der einzige nicht konstante Term auf der rechten Seite von
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Gleichung (2.25) ist

Var(z(x)) ~ —¢(z)x(x) . (2.27)
Nimmt man eine mit dem Abstand exponentiell abfallende raumliche Autokorre-
lation ¢(x)@(x’) ~ exp (—ajxr — 2’|) an, so erhélt man

1 fle

¢(x)x(z) =1, é(x)p(2') da’

Ni{lgmmw—@MM+lhmmMWﬂmdy}

1
_ —ax __ o(z—Lc)
oL, {2 e e }

2 etnfa (o 2]} 029

Graphisch dargestellt entspricht dies einer U-Form, siehe Abb. 2.1. Das gleiche

Ergebnis erhélt man fiir alle groben Zellen.

~ 1

2.5 Quadratische Approximation % R
Die SchlieBung wird anhand der SMR bestimmt, welche in Abschnitt 1 beschrie-
ben ist. Allerdings kann sie auf die Grundgleichungen (2.18) und (2.19) nicht di-
rekt angewendet werden. Problematisch ist der Term 3 im dem Fluss (2.13). In
bisherigen Arbeiten wurde die SMR nur fiir Grundgleichungen mit einer Nichtli-
nearitit quadratischer Ordnung verwendet. Anwendbar ist sie allerdings auch fiir
beliebige polynomielle Formen. Es liegt daher nahe den Term % iiberall, aufler im
BRT-Anteil, polynomiell zu entwickeln. Als Entwicklungspunkt kann entweder die

mittlere Sdulenhche H oder die lokal gemittelte Sdulenhche H verwendet werden:
o i =50 T OW) =5 — E(H+ 1 —H)+O0)

= L LW+ O((h)?)

=

In dieser Arbeit stellt sich heraus, dass die einfachste Approximation % ~ % aus-

reicht, um die Ergebnisse des DNS hinreichend genau zu reproduzieren. Die Ap-

proximation, angewendet auf die Gleichungen (2.18) und (2.19), liefert nichtlineare
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Terme in denen die Variablen héchstens in quadratischer Ordnung auftreten. Fiir

die 7 — te Komponente von x und z erhélt man

& =0f + af (x) + (Lffzj + Bl vz + ijz,fzjzk) , (2.29)
Z;, = (ij‘?”xj + By xjrg + fﬁijzk) + (Lffzj + fjkzzjzk) ) (2.30)

Es wird, wie im Folgenden auch, die Einsteinsche Summenkonvention verwendet,
wobei die Indizes entweder iiber M, oder M Eintrédge laufen, je nachdem ob {iber
x oder z summiert wird. Die linearen und quadratischen Wechselwirkungsterme

Tz zx zZ TTrz Tzz ZXx zZxz zZZ ] ] 171 3
Liz, Ly, L, B, Bl By, By, B sind in Anhang D explizit aufgefiihrt.

2.6 Empirischer Ornstein-Uhlenbeck Prozess der
SGS-Kopplung

Zur Anwendung der SMR wird die Statistik der SGS-Selbstwechselwirkungen be-
notigt. Hierzu wird ein OU-Prozess empirisch aus einem Referenzlauf bestimmt
(siche Anhang C), welcher die SGS-Selbstwechselwirkungen reproduziert. Voraus-
setzung dafiir ist die Unabhéngigkeit aller Komponenten der SGS-Variable. In
der Variable z treten, aufgrund der verschwindenden lokalen Mittel, innerhalb je-
der groben Zelle Abhéngigkeiten auf. Die Unabhéngigkeit wird durch eine lokale
Fouriertransformation innerhalb jeder groben Zelle und anschlieBender Elimina-
tion der verschwindenden nullten Fouriermode gewihrleistet. Darauthin werden
die OU-Parameter aus der unabhéngigen Fouriertransformierten SGS-Variable 6
und die gesuchten statistischen Momente direkt aus den OU-Parametern bestimmt.
Hierzu erlaubt die Diagonalisierung des OU-Driftterms die analytische Berechnung

der gesuchten statistischen Momente (siche Anhang C).
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2.6.1 Fouriertransformation der SGS-Variable

Die eingefiihrte SGS-Variable z ist nicht unabhéngig, da das lokale Mittel von z

iiber je eine grobe Zelle verschwindet
1 n(i+1)—1
- =0. 2.31
P 0

Diese Eigenschaft wird verwendet, um innerhalb jeder groben Zelle einen Freiheits-
grad von z zu eliminieren. Dazu wird der Vektor komponenten- und blockweise
Fouriertransformiert und die verschwindende nullte Wellenzahl eliminiert. Die neu
entstehende unabhingige SGS-Variable # € RMs ist mittels der Transformation

0, =T,z 2.32
J~)

mit der urspriinglichen Variable z verkniipft. Die Matrizen R e RM*My ynd T €
RMs*M gtellen dabei jeweils die inverse und die vorwiirts Fouriertransformation
in diskreter Form dar, wobei M; = M — M, die Anzahl der unabhéngigen SGS-
Freiheitsgrade ist. Die Transformationsmatrizen haben jeweils eine blockdiagonale

Struktur

=5
I
=3,
Il

(2.34)

wobei auf den Diagonalen die Matrizen # und ¢ jeweils 2N.-mal auftauchen und

die blockweisen Transformationen représentieren.

2.6.2 Ersetzung der SGS-Kopplung

Der néchste Schritt zur Anwendung der SMR verlangt die Ersetzung der SGS-

Selbstwechselwirkungen L7 z; + B/ zjzx durch einen empirischen OU-Prozess. Die
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SGS-Gleichung (2.30) fiir 6 wird dann zu
6, =T, (L;;?xj + B + B,j;?fa;j}%lmem) dt +Ty0,dt + o, dW;,  (2.35)

wobei I';; der negativ-definite OU-Driftterm ist und o;; = 0,0;; der diagonale
Diffusionstensor mit den Wienerinkrementen dW;. Es ist zu beachten, dass bei dem
Wiener Prozess in Gleichung (2.35) nicht iiber ¢ summiert wird. Dartiber hinaus
soll I" nur innerhalb je einer groben Zelle SGS-Moden koppeln. In der Folge hat I’
eine blockdiagonale Struktur. Fiir die SMR-SchlieBung hat dies eine Lokalitéat der
SchlieBung zur Folge, bei der nur Nachbarn und néchste Nachbarn koppeln.

Zur Bestimmung der OU-Parameter sind verschiedene empirische Methoden
moglich. Zwei dieser Methoden werden in Anhang C beschrieben. Bei der Maxi-
mum Likelihood Methode werden die SGS-Selbstwechselwirkungen durch den OU-
Prozess modelliert ﬂjcj(l%klel) ~ I';;60,dt + 0,dW;. Es stellt sich allerdings heraus,
dass die zweite Methode, bei der die OU-Parameter basierend auf der zeitver-
setzten Kovarianzfunktion bestimmt werden, das DNS besser reproduzieren kann.
Im Unterschied zur Maximum Likelihood Methode wird hier die SGS-Variable
vollsténdig modelliert d6; ~ T';;0;dt + o;dW;. Dies hat den Vorteil, dass bei der
Anwendung der SMR im Grenzwert ¢ — 0 die Statistik (Varianz und zeitversetz-
te Kovarianz) von 6 unverdndert bleibt, wodurch die in der SMR angenommene
Dominanz des OU-Prozesses in der SGS-Variable garantiert ist. Dariiber hinaus
generiert das Verfahren einen negativ-definiten OU-Drifttensor I', welcher zur An-

wendung der SMR vorausgesetzt ist.

2.6.3 Transformation in den Ornstein-Uhlenbeck-

Eigenwertraum

Bei der Beschreibung der Atmosphére durch einen linearen und einen stochasti-
schen Prozess stellt sich heraus, dass der lineare Operator diagonalisierbar ist
(Delsole 2004). Diese Eigenschaft ist bei der Anwendung der SMR hilfreich, weil
hierdurch die benétigten statistischen Momente aus dem Drifttensor I' und dem

Diffusionstensor o;; des OU-Prozesses analytisch ermittelbar sind (siche Anhang

Q).
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Es wird die SGS-Variable y; eingefiihrt

yi = U;'0;, (2.36)

wobeil die reelle invertierbare Matrix U durch die reelle Jordansche Normalform

von [' zustande kommt

L =UAU"'. (2.37)

Die Eigenwertmatrix A € RMs*Ms hat eine blockdiagonale Struktur, wie auch
die Transformationsmatrizen U € RM~>Ms und U1 € RMs>*Ms | Die Blocke sind

jeweils 2(n — 1) x 2(n — 1) groB

A= A , U= U , Ul = Ut . (2.38)

Durch die geforderte raumliche Homogenitat der Schliefung sind alle Blocke in-
nerhalb einer Matrix identisch. In A stehen die Eigenwerte von I'. Es kommen N
reelle Eigenwerte und 2(n — 1) — N komplexe Eigenwertpaare vor. Der Realteil

steht auf der Diagonalen und der Imaginirteil auf den Off-Diagonalen
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>
|

Wy TN
TN+3 —WrNys

Wrys  TN43

Mit den Transformationsmatrizen R = RU und T = U7 fiir

z =Ry = RUy , (2.40)
y=Tz=U Tz (2.41)

erhalt man die Modellgleichungen (2.29) und (2.35) ausgedriickt mit der neuen
Variable

i =0f + ai (x) + b (x,y) , (2.42)
g =bY(x,y) + Aijy; + Wi, (2.43)

wobei hier die heuristische Schreibweise W = dW /dt verwendet wird. Fiir die
stochastische Diffusion wird der effektive stochastische Prozess ¥; = 4 /UiglUigla?
verwendet. Dieser weist die selbe Varianz wie 7;; = Uiglaj auf und vernachléssigt
Kreuzkorrelationen, welche durch die Transformation in den OU-Eigenwertraum
zustande kommen. Fiir komplexe Eigenwerte sind die Koeffizienten paarweise iden-

tisch. Die beiden Kopplungsterme lauten
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bj (x,y) =L Rjxyr + B Ry + By Rj RemYiym

x (2.44)
= yyj -+ Bz]k ZiYk + Bzgk YiYk

bl (x,y) =T;; (ijxk; + Bji wer + By lexkym) (2.45)
_Lyxl'] + BZJk x]xk’ + Bl_jk x]yk

2.7 Stochastische Modenreduktion, SchlieBung im

eindimensionalen Flachwassermodell

Die gesuchte Schliefung in Gleichung (2.23) fiir das 1DSW ist anhand der SMR
durch die Gleichungen (1.41) und (1.42) mit den Wechselwirkungstermen aus den
Gleichungen (2.44) und (2.45) gegeben. Die Wechselwirkungsterme sind in Anhang
D explizit angegeben. Hierbei besteht der stochastische Term der Gleichung (1.42)
aus unterschiedlichen Einzeltermen. Der erste Einzelterm beschreibt ein rein addi-
tives Rauschen, der zweite ein multiplikatives Rauschen. Aus der expliziten Form
der Wechselwirkungsterme folgt, dass der additive Anteil auf H und HU wirkt,
der multiplikative Anteil nur auf HU.

2.7.1 Losbarkeitsbedingung

Grundvoraussetzung fiir die Anwendung der SMR ist die Erfiillung der Losbarkeits-
bedingung Gleichung (1.16). Fiir die numerische Uberpriifung muss gezeigt wer-
den, dass B (yjyr) < O(e?) gilt, wobei fiir den modellintrinsischen Parameter
e < 1 gelten muss. Fiir kleine ¢ kann die numerische Uberpriifung allerdings
problematisch sein. Daher wird in dieser Arbeit der Beweis fiir die quadratisch

approximierten Flachwassergleichungen analytisch durchgefiihrt.

Analytischer Beweis: Setzt man rj;, = Rj Ry (Y1Ym) mit der Transformation

z = Ry in Gleichung (1.40) ein, erhélt man

B (yjyk) = Biii ki, = BikRyj . (2.46)

ijk ijk i3]
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Im zweiten Schritt wird ausgenutzt, dass der Wechselwirkungsterm B;5* immer
nur quadratisch von einem Punkt wirkt und keine Mischprodukte aufweist, womit
die Indizes j und k immer identisch sind Bii® = B} 3701, siehe Gleichung (D.12).

Summiert iiber alle groben Zellen i verschwindet der Term

> Bk =0. (2.47)
Dies ist der Fall, da der Operator aufgrund der Flussformulierung antisymmetrisch
in j ist und die Varianzmatrix (y;y;) eine homogene Blockstruktur aufweist. Da
kein Ort speziell ausgezeichnet ist, verschwindet damit auch jeder Term in der

Summe individuell. O

2.7.2 Lokalitat

Die Kopplung durch die Diskretisierung, dargestellt mit den Wechselwirkungster-
men aus Anhang D, betrifft jeweils nur benachbarte grobe Zellen. In den Schlie-
Bungstermen der Gleichungen (1.41) und (1.42) kommen immer Produkte von
zwei Wechselwirkungstermen und einem statistischen Moment des OU-Prozesses
vor. Die statistischen Momente weisen, wie der OU-Prozess, eine blockdiagonale
Struktur auf. In der Folge koppelt die SchlieBung jeweils fiinf grobe Zellen (Nach-
barn und néchste Nachbarn) miteinander. Die resultierende Lokalitdt der Schlie-
Bung ermoglicht eine hohe Effizienz in der Anwendung, welche sich insbesondere

bei Systemen mit vielen Freiheitsgraden bemerkbar macht.

2.7.3 Konstanter Term K; = L, B; " (Cs)

imk
Im deterministischen Schliefungsanteil in Gleichung (1.41) kommt der konstan-
te Term K; vor. Dieser ist, wie in Abschnitt 3.3 bewiesen, gesamtmassen- und
impulserhaltend, wodurch das rdumliche Mittel von K; verschwindet. Es folgt aus
Abschnitt 3.3 allerdings nicht, dass jede Komponente von K; individuell verschwin-
det. Wiirde nicht jede Komponente individuell verschwinden, wéren die sich in der
Schliefung ergebenden rdumlich abhé&ngigen und zeitlich konstanten Quell- und

Senkterme kontraintuitiv, da in den urspriinglichen Gleichungen kein Ort speziell
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ausgezeichnet ist. An dieser Stelle wird bewiesen, dass der Term K; nicht nur im

rdumlichen Mittel, sondern auch individuell fiir jede Komponente verschwindet.

Beweis: In Abschnitt 3.3 ist beschrieben, dass kein Massen- und Impulsaus-

tausch zwischen den einzelnen Wechselwirkungstermen existiert, wodurch

N—-1 N-1 N—-1
0=> Biwjye=» Bifwzm =Y Bl (2.48)
=0 1=0 =0

Der konstante SchlieBungsterm K; kann zusammengefasst werden zu

K, = L%Bg‘;ﬁi/ (2(0)z(1))dT = Bl Qi - (2.49)
0

Die Gleichung (2.48) gilt fiir ein beliebiges Q, wodurch im Vergleich mit Gleichung

(2.49) folgt, dass das raumliche Mittel des konstanten SchlieBungsterms verschwin-

det

K=Y B%Q,=0. (2.50)

Damit bleiben die Gesamtmasse und der Gesamtimpuls unverdndert. Die Wech-
selwirkungsterme und der OU-Prozess sind homogen im Raum, wodurch kein Ort
speziell ausgezeichnet ist. Es folgt, dass alle Komponenten des Terms identisch
sind K; = K; = 0 und verschwinden. O

2.7.4 Raumliche Skalenadaptivitit der SchlieBung

Das Prinzip der SMR erlaubt es, ohne eine erneute Berechnung des OU-Prozesses,
die Schliefung an eine gednderte raumliche Auflosung des reduzierten Modells an-
zupassen. Erreicht wird diese Skalenadaptivitdt indem die Wechselwirkungsterme
auf ihre Abhéngigkeit von dem Mittelungsintervall n untersucht werden und n in
den entsprechenden Termen ausgeklammert wird.

So kann beispielsweise der lineare Term L"* ausgedriickt werden als

! =L/ 1" !
e =M M (2.51)
n
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wobei
.y 1
hm
L ~9AL (HUpji1) — HUpioy) + N (Hrji—y) — 2Hp + Hijsn)
1., 1 v
—Lhe = HUtie1 — HUpi— Hyper — 2H g + Hyps .
~LM =g (Ui = HUpg 1) = ——5 (Higa = 2Hag + Higg )

(2.52)

Eine analoge Aufspaltung fiir die hu/ Komponente L"'* = ih“'“f—l—%ﬁhulﬂc ermoglicht

den kombinierten Tensor LY* ebenfalls aufzuspalten
- 1.
LY = LY + — LY. (2.53)
n

Selbes ist auch fiir die anderen Wechselwirkungsterme maoglich

L5 — f/xy + lfjmy 7 B — l[:xyy 7 B*™Y — lf/mmy :

nl n 1 n (2.54)
Bvrr — Byer 4 [ yrx . BvW = Bvry 4 Z [y |
n n

Die deterministische SchlieSung ist damit

Bi = (nL y Bml? l) — B (Cs)n
~yw 1 Ayx Yrx 1 YyrT
+ | LY+ ELmO) To + Bmop + Bmop ToTp
1 T —
n <L + Bmky ) <ny>m1n(OS)nk
1 X x€X 1 €T —
+ LB Bt LB sy b Colos
==Bi+ =5, 2.55
HEREEY. (2.59)

wobei im letzten Schritt die Terme entsprechend ihrer Potenz von n zusammenge-

fasst werden. Fiir den effektiven stochastischen Prozess folgt

\/ 2B (Cip ) B AW

z]n

1 :
+ —\/ 2 (L3 + By ) (Coun (L + Bigtan ) aw?. (2.56)

n
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Andert sich die Aufléssung N, des grob aufgelésten Modells, so ist mit dem ent-
sprechenden Mittelungsintervall n = Nﬁ die Skalierung der SchlieSungsterme f
und dé gegeben. Eine Anderung der OU-Statistik mit n ist bei der vorgestellten
Skalierung nicht beriicksichtigt.



Kapitel 3

Modellbeschreibung

In diesem Kapitel wird zuerst das allgemeine Setup, welches allen nachfolgen-
den Modellen zu Grunde liegt, vorgestellt. AnschlieBend werden alle untersuchten
Modelle detailliert beschrieben und schliefSlich ihre Erhaltungseigenschaften dis-
kutiert.

3.1 Setup

3.1.1 Parameter

Das Modellgebiet weist periodische Rénder auf und ist L = 10* km lang. Die

N-1 h; = H = 10 km. Die Diffusionskonstante

mittlere Wassersdulenhdhe ist & > ;0
ist v = 10°km*Tag™. Alle Modelhntegratlonen laufen iiber 10* Tage mit einem
Ausgabezeitschritt von 1073 Tage. Mit Ausnahme der ersten 100 Integrationstage

(spin-up) gehen alle Zustédnde in die vorgestellte Auswertung ein.

In den hier betrachteten Modellen ist die Diffusionskonstante entsprechend
grofl genug gewahlt, um eine zu weite Auslenkung der Sdulenhohe zu vermeiden.
In der Folge ist die Verwendung eines Slope-Limiters (siehe z.B. Vater et al. 2015)
iiberfliissig, welcher gewéhrleisten wiirde, dass die Sdulenhohe keine negativen Wer-
te aufweist. In spéteren Anwendungen mit einer nicht homogenen Orographie ist

ein solcher Slope-Limiter vermutlich notwendig.

47
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3.1.2 Stochastischer Antriebsterm

Der Antriebsterm ist ein groBskaliger stochastischer Antrieb (Chekhlov et al. 1995),
welcher ausschliellich auf die aufgeloste Variable x projiziert und nur in der Im-

pulsgleichung wirkt

0
P = : , 3.1
° ( S o (2 (Hnde 4 ) ) &1)

mit der Amplitude p = 10° km2Tag_%. Die Zufallszahlen «aj und v, werden zu
jedem Integrationszeitschritt neu gewéhlt und sind normalverteilt N(0,1).

Der Antrieb projiziert nur auf die fithrenden Fouriermoden 1 < k < 3, wodurch
das rdumliche Mittel nicht angetrieben wird. Im Fall 4 < k£ < 7 bildete sich, fiir

die untersuchte Konfiguration, keine Zeitskalenseparation zwischen der aufgelosten
und der SGS-Variable heraus.

3.1.3 Schwerewellenzyklus

Linearisiert man die eindimensionalen Flachwassergleichungen, unter Vernachlassigung

des Antriebs- und des Diffusionsterms, um einen ruhenden Zustand

1 [t
u=ug+u uoz—/ wdxr =0 (3.2)
L Jo
1 (L
h = ho + I hozz/ hdz—H (3.3)
0

so liefert die Vernachléssigung aller nichtlinearen Anteile

0 =0’ + go,h", (3.4)
0 =0,k + Howu' . (3.5)

Durch Fouriertransformation der Gleichungen findet man die Dispersionsrelation
w? = gHk?. Fiir die Phasengeschwindigkeit (Holton et al. 1973) der Schwerewellen
folgt c = 7 = VoH =~ 313 “. Ein Schwerewellenzyklus, bei dem die Welle einmal
durch das periodische Modellgebiet lduft dauert damit 7 = L//gH ~ 0.37 Tage.
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3.2 Modelle

In diesem Abschnitt werden die untersuchten Modellkonfigurationen des 1DSW
beschrieben. Hierbei wird mit dem Referenzmodell auf einer hohen rdumlichen
Auflésung begonnen. Schrittweise werden die Annahmen, welche die Anwendung
der SMR voraussetzen, eingefiihrt. Zuerst wird die Approximation von % ein-
gefiihrt, gefolgt von den ersetzten SGS-Selbstwechselwirkungen und einer anschlie-
Benden approximativen Untersuchung des Grenzwertes ¢ — 0. Darauf folgend wer-
den, zur Uberpriifung der Notwendigkeit einer SGS-Parametrisierung, zwei niedrig
aufgeloste Modelle ohne eine SGS-Parametrisierung eingefiihrt. AnschlieSend wird
das Modell mit SMR-SchlieBung mit zwei Vergleichsmodellen, mit rein empirischen

SchlieBungen, vorgestellt.

3.2.1 Hoch aufgeloste Simulationen

Es werden drei hoch aufgeloste Modelle untersucht. Unterschieden wird zwischen
einem Referenzmodell, welches fiir die nachfolgenden Modelle die atmosphérische
Realitét darstellt, und zwei Modellen mit der Approximation % R~ % und para-
metrisierten SGS-Selbstwechselwirkungen, wobei eines der Modelle den Grenzwert

einer unendlichen Zeitskalenseparation simuliert.

Referenz Modell (DNS)

Als Referenz dient ein hoch auflosendes Modell der Gleichung (2.12) mit N = 512
Zellen. Im Folgenden wird dieses Modell direkte numerische Simulation (DNS)
genannt. Die zeitliche Integration erfolgt mittels eines Runge-Kutta-Verfahrens

vierter Ordnung mit einem Zeitschritt von At = 10~* Tagen.

DNS-h und OU-DNS

Als hilfreicher Vorabtest fiir die SMR werden zwei Modelle untersucht, wodurch
die Auswirkungen der Approximationen naher betrachtet werden kénnen. Im er-

sten Schritt wird das DNS-h aus den Gleichungen (2.29) und (2.30) verwendet,

welches die Approximation % R~ % in allen Termen, aufler dem BRT Anteil, ver-

wendet. AnschlieBend werden die SGS-Selbstwechselwirkungen im DNS-h durch



20 3.2. Modelle
DNS Direkte numerische Simulation mit einer raumlichen Auflésung
von N Zellen
@ = 0f +af (x) + b7 (x,2); 4 = bj(x,2) + ¢f(2)
BRT Bare-Truncation Modell mit einer rdumlichen Auflésung
von N, = %
T = 0] + aj(x)
LRM Low-Resolution Modell, DNS mit einer niedrigen rdumlichen
Auflésung von N, = %
DNS-h DNS mit %—Approximation im nicht BRT-Anteil
t; = of + af(x) + (ijzzj + Bir 2, + ijfzjzk)
4 = (Lifa; + BiFasae + Bijwiz) + (L 2 + B zk)
OU-DNS DNS mit %—Approximation im nicht BRT-Anteil
und durch OU-Prozess ersetzten SGS-Selbstwechselwirkungen
i = of +af(x) + b7 (x,y), ¥ = b} (x,y) + Ajy; + EiWi
OU-DNS-TSF OU-DNS mit Zeitskalenseparationsfaktor ¢ = 0.05
& = 0f +af(x) + 107 (x,y), 4 = 10Y(x,y) + Ay, + t5iW;
BRT-OU BRT mit empirischer OU-Schliefung
d; = (gf +af(x) + fijaejf.) dt + G,dW,
LRM-OU LRM mit empirischer OU-Schliefung
BRT-SMR BRT mit der SMR-Schlieung
dz; = [0f + a7 (x) + Bi(x)] dt + d&i(x)
BRT-SMR-0.6 BRT-SMR mit 60% stochastischem SchlieBungsterm
dz; = [of + a; (x) + Bi(x)] dt + 0.6d&;(x).
BRT-SMR-0.0 BRT-SMR mit rein deterministischer SchlieBung

dr; = [oF + a¥(x) + [i(x)] dt

Tabelle 3.1: Zusammenfassung der unterschiedlichen Modelle.

einen empirischen OU-Prozess ersetzt, Gleichungen (2.42) und (2.43), wodurch
das OU-DNS definiert ist.

Die Parameter des Prozesses werden anhand der integrierten Kovarianzfunk-
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tion bestimmt, siehe Gleichungen (C.13) und (C.14). Die alternativ vorgestellte
Maximum Likelihood Methode aus Anhang C.1.1 liefert schlechtere Ergebnisse fiir
das OU-DNS und das BRT-SMR (nicht gezeigt).

Es stellt sich heraus, dass das OU-DNS mit den OU-Parametern aus den
Gleichungen (C.13) und (C.14) nicht stabil ist. Die Instabilitéit wird durch eine
zusitzliche skalenabhingige Dampfung (Achatz et al. 1999) behoben, welche zum
OU-Prozess hinzuaddiert wird (siche Anhang C.1.3).

Wie in allen weiteren stochastischen Modellen erfolgt die zeitliche Integrati-
on iiber eine Split-Step-Methode, bei der der deterministische Anteil mit einem
Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung und der stochastische Anteil mit einem
Euler-Mayurama Verfahren (Kloeden et al. 1992) integriert werden. Die Zeit-
schrittweite ist At = 10~* Tage, wie auch beim DNS.

Asymptotischer Grenzwert ¢ — (

Der Einfluss der SMR-Schliefung kann vorab untersucht werden, indem der Grenz-
wert von € — 0 in Gleichung (1.3) fiir das OU-DNS in den Gleichungen (2.42) und
(2.43) numerisch simuliert wird. Hierzu wird € = 0.05 gewé&hlt. Entsprechend muss
der Zeitschritt verkiirzt werden zu At = 2 - 107% Tagen. Das Modell wird im
Folgenden OU-DNS-TSF genannt (TSF = time scale separation factor).

3.2.2 Niedrig aufgeloste Simulationen

Mit dem hoch aufgelosten DNS als Referenz konnen die folgenden niedrig auf-
gelosten Modelle evaluiert werden. Es wird ein Modell mit der SMR-SchlieSung
eingefiihrt, im weiteren BRT-SMR genannt. Das BRT-SMR wird mit zwei niedrig
aufgelosten Modellen mit und ohne Schliefungen verglichen, wobei die verwende-
ten Schliefungen vollstéindig empirisch sind. Die Modelle werden auf dem groben

Gitter mit N, = 64 integriert. In abweichenden Fillen ist dies explizit erwahnt.

Niedrig aufgeloste Simulationen ohne SGS-Parametrisierung

Niedrig aufgeloste Modelle kénnen auf verschiedene Weisen definiert werden. In

dieser Arbeit werden zwel unterschieden. Das erste Modell verwendet die ur-
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spriinglichen Gleichungen (2.12) des DNS mit einer niedrigeren rdumlichen Auf-
16sung N, = & und wird im Weiteren Low-Resolution Modell (LRM) genannt.
Als Alternative definiert der Bare-Truncation Anteil (BRT) des DNS (2.22)
ebenfalls ein Modell mit niedriger Auflésung N.. Der Unterschied zwischen BRT
und LRM liegt in einer unterschiedlichen effektiven Diffusion. Fiir das BRT ist
diese proportional zu —— und fiir das LRM m. In der Folge weist das BRT

eine um den Faktor n starkere Diffusion auf.

Niedrig aufgeloste Simulationen mit SGS-Parametrisierung

BRT mit SMR-Parametrisierung: Gleichung (2.23) definiert das Bare-Trun-
cation Modell mit SMR-Schliefung (BRT-SMR). Die SMR-SchlieBung besitzt so-
wohl deterministische Anteile aus Gleichung (1.41) als auch stochastische Anteile
aus Gleichung (1.42) und koppelt lokal fiinf benachbarte Zellen, basierend auf
Wechselwirkungstermen der Gleichungen (2.44) und (2.45). Zur Stabilisierung des
Modells ist es notwendig die Diffusion im BRT-Anteil auf v = 2-10% km?Tag™! zu
verstiirken. Der Integrationszeitschritt ist mit At = 2-107° Tagen kiirzer als im
DNS.

BRT und LRM mit empirischer OU-Parametrisierung: Das BRT und
das LRM, ergénzt durch jeweils eine empirische SchlieSung, definiert das BRT-OU
und das LRM-OU. In beiden Féallen handelt es sich um OU-Schlieungen basierend
auf der Maximum Likelihood Methode, welche in Anhang E.1 beschrieben sind.
Beide SchlieBungen koppeln, analog zur SMR~SchlieSung, lokal fiinf benachbarte
Zellen.

3.3 Erhaltungseigenschaften

Unter der Voraussetzung, dass der Antriebsterm ein verschwindendes rdumliches

Mittel aufweist, erhilt das Referenzmodell Gleichung (2.12) sowohl die Gesamt-

masse (dquivalent zur mittleren Séulenhohe) % ZkN;Ol hy, als auch den Gesamtim-
1 N-1

puls >,y Pug.

Man kann auch fiir die Zustandsvektoren x und z Erhaltungseigenschaften
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herleiten. So folgt aus der Definition der SGS-Variable, dass das rdumliche Mittel
von z innerhalb jeder groben Zelle verschwindet, Wodurch auch das raumliche
Mittel von z im gesamten Gebiet verschwindet Zl o %4 = 0. Aufgrund dessen

muss auch die Summe der zeitlichen Tendenzen verschwinden

P

SIS

I
=)

i

Aus der Symmetrie der Diskretisierung folgt, dass auch die mittlere Tendenz der

aufgelosten Variable verschwinden muss

dN—l dN dN—l
0= ;) i_d_; i+ 2i) — %;%)_0’ (3.7)

wodurch folgt, dass der BRT-Anteil ¢p* + a” die Erhaltungseigenschaften erfiillt.
Betrachtet man die linearen und quadratischen Wechselwirkungsterme aus An-
hang D erkennt man, dass jeder Wechselwirkungsterm, aufgrund seiner Symme-
trie, ein verschwindendes raumliches Mittel aufweist. Es gibt daher keinen Impuls-

oder Massenaustausch zwischen den einzelnen Termen.

Die Ersetzung der Selbstwechselwirkungsterme von z durch einen OU-Prozess
verletzt diese Erhaltungseigenschaften nicht, da der OU-Prozess nicht auf die nullte
Fouriermode in der jeweiligen groben Gitterzelle wirkt. Das Modell mit ersetzten
Selbstwechselwirkungstermen (siche OU-DNS in Abschnitt 3.2) ist damit auch
impuls- und massenerhaltend. Diese Eigenschaft gilt auch nach Einfiihrung des
Zeitskalenseparationsfaktors e, da kein Impuls- oder Massenaustausch zwischen

den einzelnen Termen vorkommt.

Das BRT-SMR, welches den Grenzwert ¢ — 0 abbildet, muss diese Eigenschaft
folglich ebenso erfiillen. Durch genaue Betrachtung der vorkommenden Wechsel-
wirkungsterme kann dies auch analytisch gezeigt werden. Exemplarisch wird die
Argumentation hier an einem Term vorgestellt. Man betrachtet

BZ%yB%%xMny);%(CT)Omk Bfﬂyaﬁ = szkzagz‘lc . (3.8)

Im ersten Schritt werden alle Summen (hier iiber die Komponenten m, n, 0) zusam-
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mengefasst zu ozgk und anschlieffend in den z-Raum transformiert. Bei Betrachtung
des Operators in seiner expliziten Form in Gleichung (D.12) fillt auf, dass sich die
einzelnen Terme, summiert iiber die -te Komponente, autheben, wodurch die Er-
haltungseigenschaften erfiillt sind. Fiir alle weiteren Terme der SchlieBung verlauft
die Argumentation analog.

Fiir den effektiven stochastischen Term gilt die Erhaltung offensichtlich nicht,
da der Wiener Prozess nicht zwangslaufig ein verschwindendes rdumliches Mit-
tel aufweist. Durch Subtraktion des Mittels der stochastischen Komponente wird
in der Praxis die Erhaltung gewé&hrleistet. Fiir den hochdimensionalen stocha-
stischen SchlieBungterm aus Gleichung (1.25), angewendet auf das quadratische
1DSW, sind die Erhaltungseigenschaften, aufgrund obiger Argumentation, ohne
Subtraktion des Mittels erfiillt.

Die Gesamtenergie, zusammengesetzt aus der verfiigharen potentiellen Energie
: fOL g(h* — H?)dz und der kinetischen Energie 1 fOL hu*dz, ist fiir die Diskreti-
sierung in keinem der untersuchten Modelle erhalten. Es kommt zwischen den
einzelnen Modelltermen zu einem Austausch von Energie und damit auch zwi-
schen SGS- und aufgelosten Variablen. Die Modelle bewegen sich jeweils innerhalb
eines Energieregimes, welches iiber den Energieeintrag durch den Antriebsterm
auf groflen Skalen, die Energiesenke durch Diffusion bei kleinen Skalen und den
Energietransport zwischen den Skalen festgelegt ist. Die Reproduktion des Ener-
giespektrums anhand der SMR-SchlieBung ist nur moglich, wenn die SchlieSung

diese Energiefliisse korrekt darstellt.



Kapitel 4
Ergebnisse

Im Folgenden Kapitel werden die Ergebnisse der unterschiedlichen Simulationen
vorgestellt. Die Autokorrelation und das Energiespektrum sind jeweils qualitativ
identisch fiir die Impulsvariable hu und die Wassersdulenhche h. Es werden daher

nur die Ergebnisse fiir h gezeigt und diskutiert.

4.1 Hoch aufgelbste Simulationen

DNS:  Einen ersten Eindruck von dem Verhalten des Modells liefert Abbil-
dung 4.1. Dort ist der Zustand der hochaufgelosten Variablen h und u sowie der
aufgelosten Variablen H und HU gezeigt. Man erkennt die deutlich niedrigere
rdumliche Auflésung der aufgelosten Variablen anhand der sichtbaren Treppen-
bildung bei groflen Steigungen. Es ist ein Schockwellen-dhnliches Verhalten zu
beobachten, wie zum Beispiel nach 300 Tagen bei 100 km. Man erkennt das Aus-
einanderlaufen eines Wellenberges zwischen 300.05 und 300.1 Tagen in der Region
um sechs km und das entstehen eines Wellenberges zwischen 300.1 und 300.15
Tagen zwischen drei und vier km.

Die linke Graphik von Abbildung 4.2 zeigt die zeitliche Abhéngigkeit der Auto-
korrelation der aufgelosten Variable H und der SGS-Variable A’ im DNS Modell.
Man erkennt eine langsam abklingende Oszillation der Autokorrelation von H

L

mit einer Periode von 7 = T © 0.37 Tage. Diese kann durch einen Schwere-

wellenzyklus erklart werden, bei dem eine Welle die Zeit 7 benétigt, um einmal

25
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Abbildung 4.1: Die zeitliche Entwicklung der Sédulenhohe A in [km], des Horizon-

talwindes u in % und der aufgeldsten Variablen H und U zu den Zeitpunkten

300 Tagen (erste Zeile), 300.05 Tagen (zweite Zeile), 300.1 Tagen (dritte Zeile) und
300.15 Tagen (vierte Zeile).
durch das periodische Gebiet zu wandern. Man kann schlussfolgern, dass das Mo-
dell durch die Dynamik der Schwerewellen dominiert ist. Die Autokorrelation der
SGS-Variable A’ klingt deutlich schneller ab als die Autokorrelation von H. Der
grofle Unterschied zwischen den Dekorrelationszeiten der aufgeldsten Variable und
der SGS-Variable bestétigt die Annahme der Zeitskalenseparation zwischen x und
y im Modell.

Die raumliche Form der Varianz von A’ ist in der rechten Graphik von Abb. 4.3
abgebildet. Die Amplitude der Varianz von A’ ist deutlich kleiner als die mittle-

re Varianz von H, siehe Tabelle 4.1. Die Varianz von A’ ist konsistent mit der
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Abbildung 4.2: Links: Die rdumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation der auf-
gelosten Variable H und der SGS-Variable h'. Im grofien Fenster ist die Autokor-
relation fiir beide Variablen gezeigt, sowie die Autokorrelation von H des DNS-h,
OU-DNS und des OU-DNS-TSF. Auf der Zeitachse ist die charakteristische Zeit-
skala eines Schwerewellenzyklus 7 angegeben, siehe Abschnitt 3.1.3. Im kleinen
Fenster ist ein kiirzerer Zeitabschnitt dargestellt. Hier sind die Autokorrelations-
kurven aller Modelle in jeweils beiden Variablen gezeigt. Rechts: Das Spektrum
der potentiellen Energie des DNS und DNS-h berechnet aus h.

in Abschnitt 2.4 diskutierten U-Form. Sie steigt dabei von der Mitte der jeweili-
gen groben Zelle zu den Réndern hin an. Erkldrbar ist das Verhalten durch eine
raumlich abklingende Autokorrelation von h (Abschnitt 2.4).

Das Spektrum der potentiellen Energie im DNS ist im rechten Teil von Abb.
4.2 aufgefiihrt. Fiir die hier getroffene Wahl des Antriebsterms und des Diffusions-
parameters bildet sich im Inertialbereich fiir die ersten 64 Wellenzahlen ein k2
Abfall aus. Zwischen Wellenzahl drei und vier liegt eine kleine Stufe, die durch den

Antrieb hervorgerufen wird, welcher nur auf die ersten drei Wellenzahlen wirkt.

Die beiden Variablen H und HU sind nahezu normalverteilt. Dies kann aus zwei
Griinden gefolgert werden. Zum einen kénnen die in Tabelle 4.1 gezeigten vierten
statistischen Momente von H und HU durch die entsprechenden GaufB-vierten
Momente mit einem Fehler von nur 4% und 2% erklart werden. Zum anderen sind
die ungeraden statistischen Momente im Vergleich zu den geraden statistischen

Momenten verschwindend klein (nicht gezeigt).
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Spektrum der potentiellen Energie [(km)3/Tagz] Varianz b’ [(km)2]
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Abbildung 4.3: Links: Das Spektrum der potentiellen Energie bestimmt aus H des
DNS, OU-DNS und des OU-DNS-TSF mit € = 0.05. Auflerdem ist das Spektrum
des BRT, sowie des BRT-SMR gezeigt. Rechts: Die rdumliche Verteilung der
Varianz der SGS-Variable A’ in 32 feinen Gitterzellen (bzw. vier grobe Gitterzellen)
mit einem Mittelungsintervall n = 8. Gezeigt sind die Ergebnisse des DNS und
OU-DNS Modells.

1.1
h ™R

beschrieben in Abschnitt 2.5, ist der erste Schritt, der zur Anwendung der SMR
notwendig ist. Die Approximation hat nur geringfiigige Auswirkungen auf das Mo-
dell. Das resultierende DNS-h reproduziert das DNS sowohl in der Autokorrelation
von h' und H, als auch im Spektrum (siche Abb. 4.2).

Zusitzlich zur Approximation § & 2 werden die SGS-Selbstwechselwirkungen
durch einen empirischen OU-Prozess ersetzt (siehe Abschnitt 2.6). Das resultieren-
de OU-DNS-Modell in den Gleichungen (2.42) und (2.43) reproduziert die Auto-

korrelation des DNS in H mit geringfiigigen Unterschieden (sieche Abb. 4.2). In der

Approximationen zur Vorbereitung der SMR: Die Approximation

Autokorrelation von A’ kommt es zu einer Oszillation, welche die zeitlich integrierte
Autokorrelation f;(h' (0)R'(7))dr mit 7 = 0.02 um den Faktor 1.44 vergroBert.
Das Energiespektrum des OU-DNS, projiziert auf das grobe Gitter, ist in der
linken Grafik von Abb. 4.3 dargestellt. Das Spektrum der ersten sieben Wellenzah-
len kann das OU-DNS reproduzieren, erst fiir hohere Wellenzahlen fillt es merklich
ab. Dieses Verhalten deutet auf eine zu starke Dampfung des deterministischen
Schliefungsterms in den hohen Wellenzahlen hin. Die rdumliche Verteilung der

Varianz von b’ des OU-DNS ist in der rechten Grafik von Abb. 4.3 dargestellt und
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Tabelle 4.1: Die erste Spalte in beiden Tabellen gibt die rdumlich gemittelten
zweiten (k = 2) und vierten (k = 4) zentrierten statistischen Momente des DNS
an. Die weiteren Spalten zeigen fiir das jeweilige Modell den relativen Fehler zum
DNS Moment. Die obere Tabelle zeigt die Momente von H, die untere von HU.
Es sind U, = (103(km)?Tag )% und Uy = 107U2.

H ‘ DNS LRM  BRT LRM-OU BRT-OU BRT-SMR BRT-SMR-0.6 BRT-SMR-0.0
k=2 2.846 (km)2 0.138 -0.167 -0.589 -0.125 0.195 0.029 -0.049
k=4 ‘ 23.56 (km)*  0.542 -0.290 -0.821 -0.207 0.455 0.080 -0.079
HU ‘ DNS LRM BRT LRM-OU BRT-OU BRT-SMR BRT-SMR-0.6 BRT-SMR-0.0
k=2 | 2082U; 0.255 -0.159 -0.597 -0.141 0.099 -0.052 -0.124

k=4 ‘ 1.277 U 1.119 -0.274 -0.834 -0.251 0.185 -0.119 -0.247

folgt dem Ergebnis des DNS mit kleinen Unterschieden.

A priori Test der SMR-SchlieBung: Das spéitere Verhalten des Modells mit
der SMR-Schliefung kann vorab simuliert werden. Hierzu wird ausgenutzt, dass
das BRT-SMR dem asymptotischen Grenzwert von € — 0 der Gleichung (1.3)

entspricht. Dieser Grenzwert wird numerisch durch ein kleines € = 0.05 simuliert,
womit das OU-DNS-TSF definiert ist.

In der Autokorrelation von H ist ein marginaler Unterschied zum DNS zu
erkennen, welcher allerdings deutlich grofler ist als der Unterschied zwischen DNS
und OU-DNS (siehe Abb. 4.2). Die Autokorrelation des OU-DNS-TSF in A’ fallt
deutlich schneller ab als die Autokorrelation des DNS. Dies ist nachvollziehbar,
da durch die verstidrkte Zeitskalenseparation die charakteristische Zeitskala der
SGS-Variable verkleinert wird.

Das Energiespektrum des OU-DNS-TSF liegt in allen Wellenzahlen unterhalb
vom OU-DNS. Bis zur dritten Wellenzahl folgt das Spektrum des OU-DNS-TSF
dem Spektrum des BRT. Fiir hohere Wellenzahlen ndhert sich der Energieinhalt
dem OU-DNS an. Die geringen Anderungen im Schritt vom OU-DNS zum OU-
DNS-TSF zeigen, dass die in der SMR gewihlte Skalierung der Kopplungster-
me mit € (Abschnitt 1.1) dem Verhéltnis der Wechselwirkungstermamplituden im
OU-DNS entspricht. Dariiber hinaus deutet dies sinnvolle Ergebnisse der SMR-
Schliefung an.
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Autokorrelation H, h’ Spektrum der potentiellen Energie [(km)*/Tad’]
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Abbildung 4.4: Links: Die rdumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation in H fiir
das DNS und beide niedrig aufgelosten Modelle ohne SGS-Parametrisierung (LRM,
BRT), sowie die Autokorrelation von b’ fiir das DNS. Rechts: Das Spektrum der
potentiellen Energie aus H fiir das DNS, LRM und BRT.

4.2 Niedrig aufgeléste Simulationen ohne SGS-

Parametrisierung

Um einordnen zu konnen inwiefern, ein Gewinn durch eine SchlieBung moglich
ist, werden in diesem Abschnitt die Ergebnisse der niedrig aufgelosten Modelle
ohne SGS-Parametrisierung diskutiert. Die zeitliche Autokorrelation dieser Simu-
lationen ist fiir H in der linken Graphik von Abb. 4.4 gezeigt. Die Amplitude der
Korrelations-Oszillation im LRM ist etwas schwicher als im DNS mit einem relati-
ven Fehler von 6.3%. Dieser wurde aus den gezeigten Kurven fiir einen Zeitversatz
zwischen 0 und 1 Tag berechnet. Das BRT weist leicht stirkere Oszillationen auf
als im DNS und einen relativen Fehler von 2.3%. Die Periode des DNS kann das
BRT reproduzieren. Das LRM weist eine kiirzere Periode auf.

Die Energiespektren sind in der rechten Graphik von Abb. 4.4 gezeigt. Das BRT
besitzt auf allen Skalen eine niedrigere Energie als das DNS und weist auch einen
steileren Abfall auf. Im Unterschied dazu besitzt das LRM im mittleren Wellenzah-
lenregime zwischen den Wellenzahlen vier und 15 einen Energieiiberschuss und auf
kleinen Skalen einen Energiemangel. Das LRM weist auf allen Skalen mehr Energie
auf, als das BRT. Die statistischen Momente des LRM {iberschitzen das DNS, im
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vierten Moment von HU sogar mit 111.9%, siehe Tabelle 4.1. Das BRT generiert
zu kleine Momente und das vierte Moment von H wird um 29% unterschétzt.

Es wurden auch Simulationen des LRM mit héheren Auflosungen N, € {128,256}
durchgefiihrt. Dabei wurde festgestellt, dass mindestens eine Auflésung von N, =
256 notwendig ist, um das Spektrum in den ersten 32 Wellenzahlen zu repro-
duzieren. Dies belegt die Notwendigkeit einer SGS-Parametrisierung, wenn die

Auflésung auf unter N, = 256 Punkte reduziert wird.

4.3 Niedrig aufgeloste Simulationen mit SGS-Pa-

rametrisierung

Energiespektren: Die Spektren der potentiellen Energie fiir die Modelle mit
einer SGS-Parametrisierung sind in der rechten Graphik von Abb. 4.5 gezeigt.
Das qualitative Verhalten des DNS kann mit der SMR-SchlieBung reproduziert
werden. Allerdings generiert sie im Vergleich zum DNS einen Energieiiberschuss
in den ersten 12 Wellenzahlen und einen Mangel fiir groflerer Wellenzahlen.

Die empirischen SchlieBungen fiir das Bare-Truncation Model (BRT-OU) und
das niedrig aufgeloste DNS (LRM-OU) sind nicht in der Lage das Spektrum des
DNS zu reproduzieren. Insbesondere das LRM-OU Spektrum weist zu wenig Ener-
gie auf allen Skalen auf. Das BRT-OU reproduziert das DNS Spektrum auf den

ersten 15 Wellenzahlen, fiir hohere Wellenzahlen ist es aber zu dédmpfend.

Statistische Momente: In Tabelle 4.1 sind die relativen Fehler der statistischen
Momente der unterschiedlichen Simulationen aufgefiihrt. Alle SchlieBungen gene-
rieren hier grofle Fehler. Die empirischen SchlieBungen unterschétzen die Momente
und das BRT-SMR iiberschéitzt diese, was sich mit der Beobachtung im Ener-
giespektrum deckt. Eine mogliche Erklarung wire, dass die Energieriickstreuung
von den kleinen Skalen, parametrisiert durch den stochastischen Term, zu stark
ist. Bei den Momenten in HU liefert die SMR-Schliefung die kleinsten Fehler von
knapp 10%. In H weist das BRT-SMR grofiere absolute Fehler auf als das BRT-
OU, jedoch kleinere als das LRM-OU. Bemerkenswert ist, dass nur die BRT-OU

Schliefung in der Lage ist, im Vergleich zum unparametrisierten BRT-Modell, in
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Abbildung 4.5: Die rdaumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation in H (links) und
das Spektrum der potentiellen Energie (rechts) fiir das DNS und drei Modelle mit
SGS-Parametrisierung (LRM-OU, BRT-OU, BRT-SMR).

allen Momenten eine Verbesserung zu erzielen. Das BRT-SMR liefert, im Vergleich
zum BRT, ein indifferentes Bild und das LRM-OU vergrofiert die Fehler in allen
Momenten, verglichen mit dem LRM.

Verbesserung der Energiebilanz: Verglichen mit dem DNS besitzt das BRT-
SMR zu viel Energie, wie man sowohl am Spektrum, als auch der Varianz (dem
zweiten statistischen Moment) sieht. Dies trifft auch im Vergleich mit dem OU-
DNS-TSF zu (siehe Abb. 7.4). Der Fehler kann daher nicht von den unterschiedli-
chen, auch dem OU-DNS-TSF inne wohnenden, Approximationen her rithren, wie
zum Beispiel der Zeitskalenseparation, der OU-Ersetzung der SGS-Selbstwechsel-
wirkungen oder der polynomiellen Approximation der Wechselwirkungsterme durch
+ ~ 7; in der Impulsgleichung.

Der Energieiiberschuss muss durch einen zu groflen Energieeintrag der SMR-
Schliefung zustande kommen. Der stochastische Schliefungsterm d¢ stellt einen
Term dar, der einen Energieeintrag in das Modell liefert. Um die Uberschiitzung der
Varianz vom BRT-SMR zu verringern, werden Simulationen durchgefiihrt in denen
die Amplitude dieses Terms verkleinert wird. Es werden zwei Félle vorgestellt. Im
einen Fall wird der Term um 40% reduziert und im anderen Fall vollstéindig. Die

Reduktion erfolgt in beiden Variablen H und HU jeweils um den selben Faktor.
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Abbildung 4.6: Die rdumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation in H (links) und
das Spektrum der potentiellen Energie (rechts) von DNS, BRT, BRT-SMR und
BRT-SMR mit geddmpftem stochastischem SchlieBungsterm d¢ — 0.6d¢ (BRT-
SMR-0.6) bzw. unterdriicktem stochastischem Schliefungsterm d¢ — 0 (BRT-
SMR-0.0).

Die stochastischen Terme in der SMR-SchlieBung parametrisieren zum Teil
die Energieriickstreuung von den kleinen Skalen zu den aufgelosten Skalen. Die
Parametrisierung dieses Prozesses ist insbesondere bei Wetter- und Klimamodellen
bedeutend (siche z.B. Palmer 2001; Palmer et al. 2009; Berner et al. 2009).

Die Reduktion des stochastischen Schliefungsterms auf 60% (BRT-SMR-0.6)
reduziert den Varianzfehler deutlich, in H auf 2.9% und in HU auf —5.2%, siche
Tabelle 4.1. Im Energiespektrum fiihrt sie zu einer Verbesserung bei den ersten acht
Wellenzahlen, sieche Abb. 4.6, welche ca. 97% der gesamten potentiellen Energie
beinhalten. Fiir hohere Wellenzahlen kommt es zu einem verringerten Energiein-
halt. In Abb. 4.6 sieht man aulerdem, dass der deterministische SchlieBungsterm
allein zu einer Verbesserung des Energiespektrums, verglichen mit dem BRT, fiihrt.

Fiir die Energieriickstreuung ist allerdings der stochastische Term dominant.

Autokorrelation: Die zeitlichen Autokorrelationsfunktionen der Modelle mit
empirischer oder SMR-Schlieung sind in der linken Graphik von Abb. 4.5 dar-
gestellt. Das BRT-SMR ist in der Lage das DNS mit kleinen Unterschieden zu
reproduzieren. Der relative Fehler der Korrelationskurve liegt bei 3.4%. Die empi-

rischen Schliefungen fithren zu einem &hnlichen Ergebnis, im Falle des BRT-OU
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Spektrum der potentiellen Energie mit n=16 [(km)S/Tagz] Spektrum der potentiellen Energie mit n=32 [(km)3/Tag2]
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Abbildung 4.7: Das Spektrum der potentiellen Energie fiir die veréinderten Mitte-
lungsintervalle von n = 16; N. = 32 (links) und n = 32; N, = 16 (rechts) von
DNS, LRM-OU und BRT-SMR.

mit einem relativen Fehler von 6.6%. Das LRM-OU weist eine schwiichere Auto-
korrelation und einen Periodenfehler auf, der relative Fehler der Korrelationskurve
betrigt 10.5%.

Durch die Reduktion der Amplitude des stochastischen Schliefungsterms kommt
es zu keiner signifikanten Anderung der Korrelationsfunktion (siche Abb. 4.6). Dies
héngt damit zusammen, dass die Korrelationsfunktion in stochastischen Modellen

typischerweise durch den deterministischen Anteil bestimmt ist.

4.4 Skalenabhingigkeit der SchliefSung

Der Vorteil der SMR-SchlieSung ist, dass sie aus den zu Grunde liegenden Glei-
chungen rigoros abgeleitet wird, mit der Einschriankung der empirisch ersetzten
SGS-Selbstwechselwirkungen. Das erlaubt die direkte Anpassung der SchlieBung
ohne aufwendige Neuberechnung, wenn Parameter des Modells gedndert werden.

Der Fall einer Anderung des Mittelungsintervalls zu n = 16, 32 und damit zu
einer niedrigeren rdumlichen Auflosung N, = % = 32, 16 der reduzierten Modelle
wird hier untersucht. Um die Modelle an die geénderte raumliche Auflosung anzu-
passen, werden die Gleichungen (2.55) und (2.56) verwendet. Im Unterschied dazu

liegt fiir die rein empirischen Schliefungen keine Adaptionsregel vor, weshalb die-
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Abbildung 4.8: Autokorrelation fiir verdnderte Mittelungsintervalle von n =
16; N. = 32 (links) und n = 32; N, = 16 (rechts) von DNS, LRM-OU und
BRT-SMR.

se SchlieBungen unverédndert bei anderen Auflésungen angewendet werden. In der
Folge bleibt das LRM-OU bei den gednderten Auflésungen stabil, das BRT-OU ist
jedoch in beiden untersuchten Auflésungen instabil.

Die Spektren des LRM-OU und des BRT-SMR fiir die veréinderten Auflésungen
sind in Abb. 4.7 dargestellt. Zum Vergleich ist jeweils das entsprechend projizierte
Spektrum des DNS aufgefiihrt. In beiden Féllen beinhalten das LRM-OU und das
BRT-SMR zu wenig Energie auf allen Skalen. Fiir n = 16 ist das Spektrum des
BRT-SMR deutlich ndher am Spektrum des DNS als das LRM-OU. Fiir n = 32
beinhalten beide Modelle, BRT-SMR und LRM-OU, &hnlich viel Energie, aller-
dings ist die Form des BRt-SMR-Spektrums deutlich realistischer, da mit steigen-
den Wellenzahlen ein kontinuierlicher Energieabfall vorliegt.

Die zeitliche Autokorrelation der Modelle ist in Abb. 4.8 gezeigt. Das BRT-
SMR kann die qualitative Form der Autokorrelation des DNS reproduzieren, wobei
es in beiden Fillen, n = 16 und n = 32, zu einer leichten Uberschiitzung der
Korrelations-Oszillation und einem kleinen Phasenversatz kommt. Das LRM-OU
kann nur den ersten Korrelationsabfall bis 0.08 Tage ann&hernd nachbilden. Fiir
groflere Zeitversatze unterscheidet sich sowohl die Korrelationsamplitude, als auch
das qualitative Verhalten der Autokorrelation des LRM-OU deutlich von dem DNS.
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Kapitel 5

Methodentelil

In diesem Kapitel wird das Flachwassermodell in zwei rdumlichen Dimensionen
(2DSW) vorgestellt. Hierzu werden die Grundgleichungen eingefiihrt und im Raum
diskretisiert. Anschliefend wird die urspriingliche Zustandsvariable in eine auf-
geloste und eine SGS-Variable aufgespalten. Nachfolgend wird die SMR-SchliefSung
fiir das 2DSW vorgestellt und néher erlautert, wie die Wechselwirkungsterme im
2DSW bestimmt werden.

5.1 Flachwassergleichungen in zwei Dimensionen

Im Unterschied zum ersten Teil dieser Dissertation werden im zweiten Teil die
Flachwassergleichungen in zwei rdumlichen Dimensionen betrachtet. In der Folge
sind Schwerewellen in der Lage, nicht nur in eine rdumliche Richtung zu propa-
gieren, sondern in zwei. Damit ist eine rdumliche Zerstreuung durch eine vom
Wellenursprung radial abnehmende Wellenamplitude, aber auch eine komplexe-
re Interaktion der Wellen, moglich. Zusétzlich zu diesem Prozess beinhalten die
zweidimensionalen Gleichungen auch einen Rotationsterm, welcher in der Impuls-

gleichung hinzu kommt

Advektion Druckgradient — Dif fusion  Antrieb  Rotation
u+ u-Vu = —gVn + v'Au + p" — fxu . (5.1)

69
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Als physikalischer Parameter kommt der Coriolis Parameter f im Rotationsterm
fxu = (—vf,uf)” hinzu. Der Coriolis Parameter wird iiber einen konstanten
Term anhand der f-Fbene approximiert, f ~ fy = 2Qsindy. Hier ist {2 die Ro-
tationsgeschwindigkeit der Erde und ¢y der Breitengrad an dem die tangentiale

f-Ebene anliegt.

Die Kontinuitédtsgleichung bleibt unverdndert. Damit lauten die Grundglei-

chungen komponentenweise

2 -

Al 2. )
h ol 0
ol hu | =] o™ || —hvf
hv o™ huf
hu — voh hv — vo,h
— 9, (hu)? LI vohu | — 0, huv — vo,hu
h 2 (hv)* g,
huv — v, hv —— + 5h" —vdhv
0z F (@) Oy Fy(e)

(5.2)

5.2 Diskretisierung mittels finiter-Differenzen

Zur numerischen Bestimmung der rdumlichen Ableitungen wird der Raum mittels
eines zweidimensionalen Gitters diskretisiert. Der Definitionsbereich der Fléiche
L, x L, wird dabei in Na, X Na, feine Teilflichen der Gréfle Az x Ay mit den
Kantenldngen Az = NL_ZZ und Ay = A%Zy unterteilt. Die Nummerierung der Inter-
valle erfolgt tiber die Indizes ¢ € {0,1,..., Na, — 1} und j € {0,1,..., Na, — 1}.

Fiir den Ort gilt damit z; ; = xo + Az + jAy und fiir die anderen Variablen die

Abkiirzungen h; ; = h(x;;), hu; ; = hu(z; ), hv; j = hv(x; ;).
Zur Approximation des Flussterms wird die Diskretisierung im eindimensiona-

len Fall auf zwei Dimensionen iibertragen

1 . . 1 2 L
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mit i:i,j = (07 _hvi,j.ﬂ hui,jf)T und

hix1.: — his
()i + () — ==t
1| (huiry)? | (huig)® g9 9,9 huisy,; — huig
¢ ’ ’ IRy Ip2 gy tE T
5.0 " 9 hit1,; * hi * 9 EL i 9t Ax (5-4)
ilui:tl,jhvi-&-l,j hu; jhv; _ 2thi:t1,j — hv; ;
hi:l:l,j hi,j Al’
h; it1 — his
hvi,ji—i—l + hUZ'J — QI/’JilA—y’J
Y _1 hui,jﬂhvi,jﬂ hui,jhvm . 2yhui,j:|:1 — hui,j
i,ji% _2 ( )2 hi’jztl )2 hi,j Ay
hv; j+1 hvij 9,9 9,9 hv; j+1 — hv;
: + : + _hl - + _h’L . T 2]/ J -
i 41 hi j 2 WEL g Ay
(5.5)

Durch die symmetrische Form der Diskretisierung ist das Verfahren, wie im ein-
dimensionalen Fall, gesamtmassen- und gesamtimpulserhalten. Im Folgenden wird
ein quadratischer Definitionsbereich L, = L, = L mit quadratischen Teilfléichen
Az = Ay verwendet, wodurch Na, = Na, = N.

5.3 Lokale Mittelung

Das hoch aufgeloste quadratische Gitter dient der Berechnung eines Modells, wel-
ches in dieser Arbeit das Referenzmodell reprasentiert. Ziel ist es dieses Refe-
renzmodell mit einem Modell zu simulieren, welches eine niedrigere rdaumliche
Auflésung verwendet. Die Unterscheidung zwischen niedrig aufgelosten Variablen
und SGS-Variablen erfolgt, analog zum eindimensionalen Fall, durch lokale rdumliche
Mittelung. Dazu wird der Definitionsbereich mit einem groben ebenfalls quadrati-
schen Gitter mit einer Maschenweite von nAxz iiberzogen. Es gibt damit N, = %
grobe Gitterintervalle in beiden rdumlichen Richtungen, in denen jeweils n feine

Intervalle liegen.
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Fiir die aufgelosten Variablen H; ;, HUr ; und HV; ; gilt

Hy n(I41)—1 n(J+1)— Py
HULJ = Z Z huk,l . (56)
H‘/[,J k=nIl l=nJ hvk,l

Die SGS-Variablen hj;, hu}; und hv;; werden als Abweichungen vom lokalen

raumlichen Mittel definiert

hi ; hi Hip)
hui; | = huiw | — | HUgay | - (5.7)
hv; ; hov ; HVi,a15

I1i], J[j] € {0,1, ..., N, — 1} bezeichnen die Indizes der groben Zelle in welcher die
feine Zelle mit den Indizes (7, j) liegt.

Es wird der Vektor x € RM¢ eingefiihrt, der die aufgelésten Variablen H 1.J
HUy,; HV; ; beinhaltet, wobei M, = 3N,. Entsprechend beinhaltet z € RM* die
SGS-Variablen A ; hu;; hv;;, wobei M = 3N. Damit kann das Modell (5.3),
analog zum eindimensionalen Fall, in der Form der Gleichungen (2.18) und (2.19)
kompakt geschrieben werden, wobei der Antriebsterm p* nur auf die aufgeloste

Variable x projiziert.

5.4 Wechselwirkungsterme durch Projektion

Die explizite analytische Berechnung der Wechselwirkungsterme b* und b?, welche
fiir die Berechnung der SMR-SchlieBung benotigt werden, ist fiir die zweidimen-
sionalen Flachwassergleichungen, durch Erweiterung der Resultate des 1IDSW in
Anhang D, moglich. Effizienter ist es den Stencil (Diskretisierung aus Gleichung
(5.3)) zu verwenden und durch Projektion mit dem Mittelungsoperator M die
entsprechenden Wechselwirkungsterme herauszufiltern.

Hierzu wird Gleichung (5.3) in der Kurzform verwendet

¢ =G(9) . (5.8)
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Der Operator M bestimmt die lokalen Mittel von ¢ aus Gleichung (5.6), wodurch
die Gleichungen (5.6) und (5.7) kompakt geschrieben werden als

x=M¢, z=(1-M)é¢. (5.9)

Durch Einsetzen der Gleichungen (5.9) in (5.8) kann das DNS aus Gleichung (5.3)

mittels der aufgelosten Variable x und der SGS-Variable z ausgedriickt werden

x = MG(¢) = 0" + a"(x) + b™(x,2) ,

(5.10)
z=(1-M)G(¢) =b*(x,z) +c*(z) .
Die unterschiedlichen Wechselwirkungen sind gegeben durch
0" +a’(x) =MG(M¢) ,
b™(x,z) = x — [0 + a"(x)] =M [G(¢) - G(M9)] , (5.11)
c*(z) =1 -M)G([1-M]¢),
bi(x,z) =z —-c'(x,z2)  =(1-M)[G($) - G([1-M]g)] .

Ist man an den Wechselwirkungen mit der Approximation ; & - interessiert, muss
die Funktion G — G#% entsprechend ersetzt werden, wobei G % die Funkion G mit
der Approximation § ~ 7 ist.

Im speziellen Fall, dass G(a+b) = G(a)+ G(b) linear ist, konnen die Gleichun-

gen in (5.11) vereinfacht werden zu

0° +a"(x) = 0° + L"x = MG(M¢) ,
b(x,7) = L7% = MG(1 - M]$)]
b*(x,2) = L¥x = (1 - M) G(IM9)] ,
c(z) =L"z2=(1-M)G([1 —M]¢) .

(5.12)

Fiir die Bestimmung der SMR werden die Wechselwirkungsterme b** und
b* benotigt. Hierzu werden die entsprechenden Tensoren wegen des benétigten
Speicherplatzes nicht in einem vorgelagerten Schritt bestimmt und abgespeichert.

Stattdessen berechnet die entsprechende Routine, hier am Beispiel von L**, die
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Indizes ¢ € I, bei denen fiir ein gegebenes k der Tensor nicht verschwindet L #0
anhand der Gleichungen (5.12). AnschlieBend gibt die Routine ] zusammen mit

den Werten Lflj des Tensors aus.

5.5 Stochastische Modenreduktion, SchlieBung im

zweldimensionalen Flachwassermodell

Das weitere Vorgehen, welches zur Anwendung der SMR notwendig ist, verlauft

1

analog zum eindimensionalen Fall. Zur Eliminierung des Terms + aus der Impuls-

h
gleichung, wird in allen Termen, auler dem Bare-Truncation Anteil o*+a® (BRT),
% R~ % ersetzt. Damit folgt eine quadratische Form in den Kopplungstermen der

beiden Variablen x und y, sowie den SGS-Selbstwechselwirkungen, wie in den
Gleichungen (2.29) und (2.30).

Durch die anschliefende Fouriertransformation innerhalb jeder groben Zelle
und Eliminierung der nullten Mode der SGS-Variable z, wird ein Freiheitsgrad
pro grober Zelle reduziert. Die SGS-Selbstwechselwirkungen werden durch einen
OU-Prozess approximiert. Mittels der Transformation z = Ry, y = Tz in den
Eigenwertraum des OU-Driftterms, erhélt man die Modellgleichungen in der Form
der Gleichungen (2.42) und (2.43). Die SMR-Schliefung aus den Gleichungen (1.41)

und (1.42) kann anschliefend fiir das zweidimensionale Modell bestimmt werden.

Im eindimensionalen Fall wurden zuerst, in der entsprechenden Routine, die
Wechselwirkungsterme in Matrixform abgespeichert und anschlieBend durch ein
Matrixprodukt in den y-Raum transformiert. Die Wechselwirkungstermmatrizen
waren diinn besetzt, wodurch ein grofier Teil der verwendeten Rechenkapazitét
unnotig eingesetzt wurde. Fiir den zweidimensionalen Fall muss aus Komplexitéts-
griinden das hier vorhandene Optimierungspotenzial ausgenutzt werden. Dazu wer-
den die Wechselwirkungsterme als Objekte in funktionaler Form im Gitterraum
(z—Raum) definiert, siche Abschnitt 5.4. Eine anschlieende Transformation in den
y-Raum wiirde dicht besetzte Tensoren erzeugen und dem Ziel einer optimierten

Speichernutzung zuwiderlaufen.

Daher wird die SMR-SchlieSung, basierend auf den Wechselwirkungstermen im
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Gitterraum (z-Raum), formuliert

Bi — (Lmz mez ) Bz (Cé)jk

mlj imk
+ (Lo + Bligwowy) (L + Biirw;) (Coy)m
+ B BripoTo(Cry)omi - (5.13)

§ =\ 2B (CR)yun By dW! + \J2 (L5 + Biira;) (G (L + Bigran)dW?.

ign

(5.14)
Die dazu verwendeten Tensoren ergeben sich aus

(C%)ij = Rir(Cs)ulj (5.15)
(Cjz;)ijkl = RiOij(CT)OPqTquRlT ) (5-16>

(CSy)mk = Tml <ny>l_n1TnpRPQ(CS)quok
= <ZZT>71mo(C§)0k ) (517)

(CTy)omjk: = Tmr <ny>1Tanol(CT)lnststRtk

= (2z") 7, (CF)ogik » (5.18)

wobei die Matrizen R und T die Transformation in den OU-Eigenwertraum dar-
stellen (z = Ry, y = Tz). In der Folge gilt TR = 1 und RT # 1. Auflerdem
werden die Tensoren C's und C7, definiert in Abschnitt 1.7, fiir das 2DSW und

das Pseudoinverse (zz?)~! = T(yy?) T verwendet.
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Kapitel 6

Modellbeschreibung

In diesem Kapitel wird zuerst das allgemeinen Setup, welches allen nachfolgen-
den Modellen zu Grunde liegt, vorgestellt. AnschlieBend werden alle untersuchten

Modelle beschrieben und ihre Erhaltungseigenschaften kurz diskutiert.

6.1 Setup

6.1.1 Parameter

Das Modellgebiet ist quadratisch mit einer jeweiligen Kantenlinge von L = 10* km
und in beiden rdumlichen Richtungen periodisch. Die mittlere Wassersdulenhéhe
ist H = 10 km. Die f-Ebene wird in den mittleren Breiten bei 6§, = 45° angelegt.

Die Diffusionskonstante ist v = 5 - 10* km*Tag™. Alle Modellintegrationen lau-

fen iiber 100 Tage mit einem Ausgabezeitschritt von 1072 Tagen.

Die gezeigten Ergebnisse jedes Modells basieren auf einem Ensemble aus je
12 Modellintegrationen, welche sich durch unterschiedliche Realisierungen der Zu-
fallszahlen des Antriebsterms unterscheiden. Als Anfangszustand des Ensembles
wird der Endzustand nach einer Anlaufzeit von 100 Tagen verwendet. Die Anlauf-
zeit wird mit h; ; = H und hu;; = hv;; = 0 initialisiert. Je nach untersuchtem
Modell kommt es vor, dass Ensemblemitglieder divergieren. Diese werden in der

Auswertung nicht berticksichtigt.

7
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6.1.2 Stochastischer Antriebsterm

Der Antriebsterm vom eindimensionalen Fall aus Abschnitt 3.1.2 wird auf zwei

raumliche Dimensionen erweitert

0
3 3 hu . .
a A
Z Z P cos (27r ((kz+lz)n z Zu>)
0ij = | ri—s1=0 V VK +PPAL L . (6.1)
hv . .
A
oy o (27T ((kz +1j)nAx N ZU))
VR T AL L

Hier werden die normalverteilten Zufallszahlen o, o/ and ¢, M verwen-

det. Die Amplitude des Antriebsparameters ist © = 5 103 kszag_%. Wie im
eindimensionalen Fall hat der Antrieb keinen Beitrag in der nullten Wellenzahl
a&% = 046‘}6 = 0, wodurch der mittlere Impuls [ (hu, h'z))T dzdy nicht verdndert

wird.

6.1.3 Schwerewellengeschwindigkeit

Fiir das 2DSW auf der f-Ebene findet man die Dispersionsrelation
w® = f3 + gHK’ (6.2)

fiir die horizontale Wellenzahl k (siehe Vallis 2006, Abschnitt 3.7.2). Die Wellen
sind dispersiv, was man leicht an den Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten c,

und c, erkennt

wko f2 + gHk;
C (ko) = =k ) (63)
P kg k2
H
¢y (ko) =View ig= k——2 (6.4)

VIZ+ gHK

Im Vergleich zum rotationsfreien Fall sind die Wellengruppen langsamer. Die Grup-
pengeschwindigkeit variiert zwischen ¢, = [91.02,313.18]% fiir die Wellenzahlen
k| = [1,256]{. Ein Wellenzyklus dauert damit zwischen 7 ~ [1.80,0.37] Tagen,
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wobei der kiirzeste Zyklus eine parallel zur x- oder y-Achse laufende Welle ist und

der langste Zyklus eine diagonal laufende Welle.

6.2 Modelle

6.2.1 Hoch aufgel6ste Simulation

Die direkte numerische Simulation (DNS) von Gleichung (5.3) dient als Referenz.
Die Auflésung betragt N = 512 Zellen in beiden rdumlichen Richtungen. Es wird
ein adaptives Zeitschrittverfahren angewendet, welches in Anhang F genauer be-

schrieben ist.

6.2.2 Niedrig aufgeloste Simulationen

Die im Folgenden genannten niedrig aufgeldsten Modelle verwenden eine Auflésung
von N, = 64 Zellen und einem Mittelungsintervall von n = 8 in beiden rdumlichen

Richtungen.

Niedrig aufgeloste Simulationen ohne SGS-Parametrisierung

Wie bei der Untersuchung des IDSW werden zwei niedrig aufgeloste Modelle unter-
schieden. Zum einen wird das Bare-Truncation (BRT) Modell untersucht, welches
ausschliellich die Selbstwechselwirkungen der aufgelosten Variable x = g% + a”
beinhaltet. Zum anderen wird das Low-Resolution Modell (LRM) verwendet, wel-
ches die Zustandsgleichungen des DNS (5.3) bei niedriger rdumlicher Auflésung

bestimmt.

6.3 Erhaltungseigenschaften

Mit der selben Argumentation, wie in Abschnitt 3.3 fiir die eindimensionalen Mo-
delle, lésst sich zeigen, dass die oben eingefiihrten zweidimensionalen Modelle eben-

falls massen- und impulserhaltend sind.
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Kapitel 7
Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der unterschiedlichen Simulationen vorge-
stellt. Wie im 1DSW sind im 2DSW die Autokorrelation und das Energiespektrum
jeweils fiir die Impulsvariablen hu, hv und die Wassersaulenhohe h qualitativ iden-
tisch. Selbes gilt auch fiir die diskutierten Wahrscheinlichkeitsdichten. Es werden

daher nur die Ergebnisse fiir h diskutiert.

7.1 DNS des Flachwassermodells

Bei der Ensemblesimulation des DNS liegen von 10 der 12 gestarteten Simulationen
Ergebnisse vor, welche in die folgende Auswertung eingehen. Bei zwei Simulatio-
nen divergieren die Trajektorien, nachdem ein unphysikalischer Uberschlag der
Wassersédulenhohe zu negativen Werten auftritt. Das Auftreten solcher Ereignisse
kann mittels eines Slope-Limiters (siehe z.B. Vater et al. 2015) verhindert werden.
Die entsprechende Diskretisierung ist allerdings deutlich komplexer und wiirde den
Rahmen dieser Dissertation sprengen.

Einen ersten Eindruck des DNS liefert Abbildung 7.1, in der die Felder der
Séulenhohenschwankungen 7 und des Windfeldes u (linke Spalte) zu mehreren
aufeinanderfolgenden Zeitpunkten dargestellt sind. Man erkennt zu allen Zeit-
punkten zyklonale Windfelder um Wellenberge und antizyklonale Windfelder um
Wellentiler. Dariiber hinaus ist das Entstehen und Verschwinden eines Wellentals

bei (7000, 9000) km und eines Wellenberges bei (2000, 5000) km im zeitlichen

81
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1 und Wind 1 und Wind geostrophisch 1 und Wind ageostrophisch

Distanz [1000km]

Distanz [1000km]

Distanz [1000km]

Distanz [1000km]

4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8
Distanz [1000km] Distanz [1000km] Distanz [1000km]

Abbildung 7.1: Die zeitliche Entwicklung Séulenhohenabweichungen (farbig) in
[km] und des Windfeldes (Pfeile) in % des ersten Ensemblemitgliedes zu den
Zeitpunkten 103 Tagen (erste Zeile), 103.1 Tagen (zweite Zeile), 103.2 Tagen (dritte
Zeile) und 103.3 Tagen (vierte Zeile) nach der Initialisierung. Die linke Spalte zeigt
n und u des DNS, die mittlere Spalte die geostrophische Mode n, und u, des DNS
und die rechte Spalte die ageostrophische Mode 7, und u, des DNS.
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Autokorrelation h, H, h’

Autokorrelation H, h’

—+—DNSh — DNS h Ensemble
—<-DNSH * DNSHEnsemble
-—-DNS h’ Ensemble

0.8 ¢

0.6

0.4 =7

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

2 3
Versatz [Tage] Versatz [Tage]

Abbildung 7.2: Links: Die raumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation (des En-
semblemittels) der hoch aufgelosten Variable h, der aufgelosten Variable H und
der SGS-Variable b’ fiir das DNS. In grau sind die Autokorrelationen der einzelnen
Ensemblemitglieder (durchgezogen fiir h, gestrichelt fiir A" und gepunktet fiir H)
dargestellt. Diese sind nahezu iiberlappend fiir h und H. Auf der Zeitachse ist
die charakteristische Zeitskala des schnellsten Schwerewellenzykluses 7 angegeben,
siehe Abschnitt 6.1.3. Rechts: Die Autokorrelation von H und A’ des DNS auf der
langeren Zeitskala von fiinf Tagen.

Verlauf zu beobachten. Zum Zeitpunkt 103.3 Tagen ist ein Schockwellen-dhnliches
Verhalten bei (6000, 9000) km zu erkennen .

Die zeitliche Autokorrelation des DNS in den Variablen h, H und A’ ist in
Abb. 7.2 dargestellt. Gezeigt ist zum einen die iiber alle Ensemblerealisierungen
gemittelte Autokorrelation von h, H und A’ und zum anderen die Korrelationen
der individuellen Ensemblemitglieder. Es liegt eine Streuung des Ensembles um
das Mittel vor. Das qualitative Verhalten ist jedoch identisch. Dies zeigt, dass
sich die grundlegende Dynamik aller Ensemblerealisierungen sehr dhnlich ist. Die
Autokorrelation der Variablen h und H ist sowohl fiir das Ensemblemittel, als auch

individuell fiir jedes Ensemblemitglied nahezu identisch.

Im Ensemblemittel kommt es weder in H noch in A’ zu einer dhnlich schnel-
len Dekorrelation, wie im 1DSW. H ist hierbei deutlich linger korreliert als A'.
Dariiber hinaus kommt es in der Autokorrelation von H zu Oszillationen, die
erkennbar schneller sind, als der schnellste Schwerewellenzyklus, beschrieben in
Abschnitt 6.1.3. In beiden Variablen H und A’ ist der Korrelationsabfall erst auf
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Autokorrelation h H, h’; geostrophisch / ageostrophisch Autokorrelation H, h’; geostrophisch / ageostrophisch

0.5¢

S-geoh — DNS-ageo h
o DNS-geoH o DNS-ageoH
-+DNS-geah’ —+-DNS-ageoh’] 2t

— DN

-0-DNS-geo H -0-DNS-ageo H

) ) —+-DNS—-geo h’' —+-DNS-ageo h’ ) ,

-0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 1 2 3 4 5
Versatz [Tage] Versatz [Tage]

Abbildung 7.3: Die raumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation (des Ensem-
blemittels) der hoch aufgelosten Variable h, der aufgelosten Variable H und der
SGS-Variable A’ fiir die geostrophische und die ageostrophische Mode des DNS.
Die Autokorrelation von A ist in beiden Moden (geostrophisch und ageostrophisch)
nahezu tiberlappend ist mit der Autokorrelation von H. Links ist das Zeitintervall
bis zu einem Versatz von einem Tag gezeigt, dabei ist auf der Zeitachse die cha-
rakteristische Zeitskala des schnellsten Schwerewellenzykluses 7 angegeben, siehe
Abschnitt 6.1.3. Rechts ist das ldngere Zeitfenster von 5 Tagen gezeigt.

der langeren Zeitskala von fiinf Tagen in Abb. 7.2 sichtbar. Urséchlich fiir die lan-
gen Korrelationszeiten ist der Rotationsterm in dem Modell, da ohne Rotation A’/
deutlich schneller dekorreliert und die Oszillationen in H nicht um ein langsam

abfallendes Korrelationsplateau verlaufen, siche Abb. G.1 in Anhang G.

Die Aufspaltung in eine geostrophische und eine ageostrophische Mode h =
hg 4 hq, u = ug + u, und v = vy + V4, siche Anhang H, erlaubt hier eine néhere
Analyse. Die geostrophische Mode ist typischerweise groiskalig und langlebig, wo-
hingegen die ageostrophische Mode kleinskaliger und kurzlebiger ist. Dieses Ver-
halten tritt auch im DNS ein, wie man am Vergleich der Autokorrelationskurven
in Abbildung 7.3 sieht. Die Variablen hy, H, und hj, der geostrophischen Mode zei-
gen alle ein sehr dhnliches langlebiges Verhalten und dekorrelieren selbst auf der
langsamen Zeitskala von fiinf Tagen nur langsam. Anders ist die Korrelation von
he und H, der ageostrophischen Mode, welche ausgepriagte Oszillationen um den
Nullpunkt aufweise. Die Oszillationen sind auch nach fiinf Tagen nicht vollsténdig

dekorreliert. b/, der ageostrophischen Mode dekorreliert sehr schnell nach 0.1 Tagen
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Spektrum der potentiellen Energie [(km>/Tad)] Spektrum der Enstrophie [1/Tag]

10
——DNS-geo.
_.4||—DNS _10/| 7 DNS-ageo.
1 2 4 8 16 32 64 128 256 1 2 4 8 16 32 64 128 256
Wellenzahl Wellenzahl

Abbildung 7.4: Links: Das Spektrum der potentiellen Energie des DNS, berechnet
aus h (Ensemblemittel). Rechts: Das Spektrum der Enstrophie (Ensemblemittel).
Gezeigt ist die Enstrophie des DNS Z = ¢?, mit der Vorticity ¢ = d,v — d,u, die
Enstrophie der geostrophischen Mode Z, = CQQ, mit der Vorticity ¢, = 0,vy — Oy,
sowie die Enstrophie der ageostrophischen Mode Z, = ¢2, mit der Vorticity ¢, =
O0zVq — OyUg, vgl. Anhang H.

und bleibt anschlieBend nahezu unkorrreliert.

Das Spektrum der potentiellen Energie (oder Enstrophie) wird in Abhéngigkeit
von der totalen Wellenzahl (ko = |k|) diskutiert. Die Wellenzahl ist diskretisiert
auf ganze Zahlen. Gezeigt wird immer die akkumulierte Energie (oder Enstrophie)
der Wellen, die in dem jeweiligen Intervall liegen. Fiir ke = 1 setzt sich bei-
spielsweise der gezeigte Wert aus der akkumulierten Energie (oder Enstrophie) der
Wellen mit den Wellenzahlvektoren k = (1,1)7;(2,1)%; (1,2)T zusammen.

Das Spektrum der potentiellen Energie des DNS in Abb. 7.4 zeigt im Inertial-
bereich bis zur Wellenzahl 32 einen k~3 Abfall. Anschlieend folgt im Diffusionsbe-
reich eine deutlich stéarkere Dampfung des Energieinhalts. Fiir hohe Wellenzahlen
kommt es zu Ausschldgen um mehrere GroBlenordnungen. Die Ausschldge werden
durch rdumliche Unstetigkeiten im Antriebsterm ausgelost, da dieser nur auf die
aufgeloste Variable wirkt.

Die Enstrophie Z = ¢? kann als Maf} fiir die Wellenaktivitiit interpretiert
werden. In Abbildung 7.4 erkennt man, dass das Spektrum von Z des DNS bis
zur 64-ten Wellenzahl abfallt. Fiir grolere Wellenzahlen setzt sich der Trend mit

groffen Ausschlégen weiter fort. Die Ausschlidge werden, wie im Energiespektrum,
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PDF [1/km] Totale Energie [(km*Tad)]
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Abbildung 7.5: Links: Die PDF der Variable h des DNS (Ensemblemittel) ist
in rot dargestellt, gepunktet sind die PDFs der einzelnen Ensembles. Durch die
Klammer ist das Mittel A = H = 10 km und die Standardabweichung (h — H)'/?
im Ensemblemittel dargestellt, letztere ist auch numerisch gegeben. Rechts: Die
zeitliche Entwicklung der Gesamtenergie des DNS. Gezeigt ist die Anlaufzeit von
100 Tagen und die zeitliche Entwicklung aller Ensemblemitglieder im Zeitraum
100 — 200 Tage.

durch Unstetigkeiten des Antriebsterms g an den Réndern der groben Gitterzellen
generiert.

Die ageostrophische Mode des DNS weist eine deutlich hohere Wellenaktivitét
auf als das gesamte DNS, wie man am Spektrum der Enstrophie der ageostro-
phischen Mode Z, = ¢? in Abbildung 7.4 erkennt. Das Spektrum der Enstrophie
der geostrophischen Mode Z, = Cg2 hingegen folgt dem Z-Spektrum in den ersten
zwei Wellenzahlen und féllt anschlieSend bis zur 23-ten Wellenzahl ab. Fiir hohere
Wellenzahlen liegt das Z,-Spektrum zwischen den Spektren von Z und Z,.

Die PDF des DNS in der Variable h ist in Abb. 7.5 gezeigt. Zum einen ist
die PDF im Ensemblemittel dargestellt, zum anderen die der einzelnen Ensemble-
mitglieder. Der Wertebereich der Darstellung erstreckt sich iiber den kompletten
vom DNS in h angenommenen Wertebereich. Die Tails der PDF stellen zwar sehr
seltene Ereignisse dar, jedoch sind die maximalen Ausschldge der Sdulenhche mit
5.96 km bis 16.94 km im Vergleich zur mittleren Sdulenhéhe H = 10 km grof}. Die
Annahme der Flachwassergleichungen, dass die Fluktuationen um #H klein sind,

wird an diesen wenigen Realisierungen verletzt.
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Die extremen Ausreifler sind ein Problem bei der zeitlichen Integration des Mo-
dells. Ein einmaliges Uberspringen der Siulenhthe zu negativen Werten generiert
einen unphysikalischen Zustand, welcher in der Regel mit einer folgenden Divergenz
der Simulation einhergeht. Es fallt zusétzlich auf, dass die Maximalauslenkungen
nicht symmetrisch zum Mittel H sind. Der iiberwiegende Teil der Modellrealisie-
rungen befindet sich im Bereich relativ kleiner Fluktuationen mit einer Standard-
abweichung von 0.865 km. Fiir diesen Bereich ist die Annahme der Flachwasser-
gleichungen gerechtfertigt. Die einzelnen Ensemblemitglieder weisen eine Streuung
um das Mittel auf. Das qualitative Verhalten ist bei allen Ensemblemitgliedern
sehr dhnlich.

Die totale Energie des DNS ist in Abb. 7.5 aufgefithrt. Gezeigt ist sowohl
die Anlaufzeit des Modells von 100 Tagen, als auch das Zeitfenster von 100 —
200 Tagen, fiir das die Ensemblesimulation vorliegt. Die totale Energie des DNS
nimmt innerhalb der ersten 10 Tage sukzessive zu. Anschlieend zeigt sich das
chaotische Verhalten des Modells mit deutlichen Ausschligen der Gesamtener-
gie. Die Ensemblemitglieder weisen unterschiedliche Trajektorien auf, verlassen

km? : :
Tag?- Trajektorien

allerdings nicht den Energiebereich zwischen 53 %;2 und 255

divergierender Ensemblemitglieder sind nicht gezeigt.

7.2 Niedrig aufgeléste Simulationen ohne SGS-

Parametrisierung

Zum spéteren Vergleich werden die beiden niedrig aufgelosten Modelle LRM und
BRT untersucht, welche beide keine SGS-Parametrisierung verwenden. Beide Mo-
delle sind nicht in der Lage die Autokorrelation des DNS in H aus Abb. 7.6 zu
reproduzieren. Sie zeigen beide, im Vergleich zum DNS, eine signifikant schnelle-
re Dekorrelation. Es kommt dariiber hinaus zu deutlich schnelleren Oszillationen
der Autokorrelation als im DNS. Aufgrund der Uberlegung zur Schwerewellenge-
schwindigkeit in Abschnitt 6.1.3 ist ausgeschlossen, dass diese Oszillationen durch
Schwerewellenzyklen zustande kommen. Es liegt nahe, dass ihr Ursprung in der
fehlenden SGS-Parametrisierung liegt.

Das LRM und BRT umfassen beide deutlich weniger Energie als das DNS. Dies
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Autokorrelation H Spektrum der potentiellen Energie [(km>/Tag)]
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Abbildung 7.6: Die raumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation (links) und das
Spektrum der potentiellen Energie bestimmt aus H (rechts) fiir das DNS, LRM
und BRT. Unten: Die Wahrscheinlichkeitsdichten des DNS, LRM und BRT. Es
ist immer das Ensemblemittel gezeigt.

ist aus den Spektren in Abb. 7.6 zu erkennen, welche beide klar unterhalb des DNS
Spektrums liegen. Das LRM weist auf allen Skalen deutlich weniger Energie auf
als das BRT. Diese Eigenschaft ist, insbesondere mit Blick auf die Erfahrung mit
dem 1DSW in Abschnitt 4, iiberraschend. Im 1DSW ist der Energieinhalt der klei-
nen Wellenzahlen in allen Modellen identisch und der Energieinhalt der niedrig
aufgelosten Modelle féllt erst fiir steigende Wellenzahlen abfillt. Fiir hohe Wel-
lenzahlen kommt es beim im BRT-Spektrum des 2DSW zu einer Plateaubildung,



7. Ergebnisse 89

ohne einen weiteren Energieabfall fiir steigende Wellenzahlen. Das Plateau erklart
sich durch die Ungenauigkeit der Datenausgabe, welche auf 16 Nachkommastellen
genau ist.

Der unterschiedliche Energieinhalt des LRM und BRT wird auch im Vergleich
der Wahrscheinlichkeitsdichten deutlich. Die Streuung der beiden Modelle ist deut-
lich geringer als beim DNS. Im Zuge dessen sind auch die auftretenden Maxima-
lamplituden kleiner, wodurch in beiden Féllen keine der unterschiedlichen Ensem-

blesimulationen divergiert.
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7.2. Niedrig aufgeloste Simulationen ohne SGS-Parametrisierung




Schlussfolgerung & Awusblick

Es existieren verschiedene Methoden zur Bestimmung einer SGS-Parametrisierung
fiir Atmosphédrenmodelle. Ist man daran interessiert die SGS-Parametrisierung
moglichst flexibel einsetzbar zu halten, sodass sie an gednderte Rahmenbedin-
gungen des Modells leicht angepasst werden kann, bietet sich die stochastische
Modenreduktion (Majda et al. 2001) an, welche eine SchlieBung rigoros aus den
Grundgleichungen und der Ornstein-Uhlenbeck Statistik der SGS-Selbstwechsel-
wirkungen ableitet.

Die SMR-Methode wurde bereits auf Atmosphérenmodelle angewendet (Franz-
ke et al. 2005; Franzke et al. 2006; Demaeyer et al. 2018), allerdings wurden in
diesen Fillen immer spektrale Modelle genutzt. In vielen Anwendungen der Ozean-
oder regionalen Wettermodellierung kommt hingegen eine Diskretisierung im phy-
sikalischen Raum zum Einsatz, die finite-Volumen Methode. Um die SMR-Methode
fiir diese Methode anwenden zu konnen, fiihrte Dolaptchiev et al. (2013b) und Do-
laptchiev et al. (2013a) lokale Mittelungen fiir die Burgersgleichung ein, um zwi-
schen aufgeloster Variable und nicht aufgeloster SGS-Variable zu unterscheiden.

Grundlegende Annahme fiir die SMR ist die Anwesenheit einer Separation der
Zeitskalen, welche den Variablen zu Grunde liegt. Unterschieden wird zwischen
einer langsamen explizit aufgelosten Variable und einer schnellen SGS-Variable.
Dies ermoglicht die Parametrisierung des Einflusses der SGS-Variable auf die auf-
geloste Variable durch eine stochastische Schliefung. Die Bestimmungsgleichung
der SMR-SchlieBung wird in der vorliegenden Dissertation fiir beliebige Funktionen
angegeben und schrittweise erst fiir beliebige polynomielle Systeme und anschlie-
Bend fiir quadratische Systeme spezifiziert.

Um die Komplexitdat des verwendeten Modells schrittweise realen atmosphé-

rischen Bedingungen anzunéhern, wird die Methode in dieser Dissertation im Kon-
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text der stochastisch angetriebenen Flachwassergleichungen verwendet. Im Ver-
gleich zur Burgersgleichung kommen damit zwei Besonderheiten hinzu. Zum einen
beinhaltet das 1IDSW Schwerewellen. Zum anderen kommen, wie typischerweise
in kompressiblen Fliissen, Nichtlinearitdten mit hoher polynomieller Ordnung vor.
Dariiber hinaus beinhaltet das Modell in zwei rdumlichen Dimensionen auch Ro-
tationseffekte.

Im ersten Teil der Dissertation wird die Separation der Zeitskalen fiir das 1IDSW
in der angewendeten Konfiguration empirisch iiberpriift. Anschliefend werden al-
le Nichtlinearitéiten, die durch das Inverse der Wassersdulenhche auftreten und
von der SGS-Variable beeinflusst werden, durch das Inverse der global gemittel-
ten Wassersdulenhohe ersetzt. Die Nichtlinearitéten sind damit auf quadratische
Ordnung beschriankt. Die Ersetzung der SGS-Selbstwechselwirkungen durch einen
empirischen OU-Prozess ermoglicht eine hohe Ubereinstimmung mit einem hoch
aufgelosten Referenzmodell des IDSW. Dies wiederum erlaubt die Anwendung der
SMR, welche eine rdumlich lokale SchlieBung fiir das niedrig aufgeloste Modell
generiert, die nur eine kleine Zahl von Nachbarzellen koppelt.

Die gewéhlte Diskretisierung ermdoglicht die exakte Erfiillung der Losbarkeitsbe-
dingung der SMR, welche analytisch bewiesen wird. Diese mathematische Voraus-
setzung an die Modellgleichungen erlaubt erst den in der SMR durchgefiihrten
mathematischen Grenzwert. Wire dies nicht méglich und die Bedingung nur em-
pirisch approximativ “beweisbar®, dann wére die korrekte Anwendbarkeit der SMR
nicht gegeben. Es muss in diesem Fall die Mdoglichkeit in Betracht gezogen wer-
den, dass das Verschwinden der nicht-fithrenden Ordnungen in der SMR nicht
gewdhrleistet ist und in der Folge die korrekte SchlieBung nicht abgeleitet werden
kann.

Das Modell mit der SMR-SchlieBung wird anhand eines hoch aufgelosten Re-
ferenzmodells des 1DSW evaluiert. Die SchlieBung ist in der Lage insbesonde-
re das Spektrum der potentiellen Energie fiir kleine Skalen zu verbessern, ver-
glichen mit Modellen ohne eine SGS-Parametrisierung und Modellen mit loka-
len empirischen OU-SchlieBungen. In den statistischen Momenten ergibt sich kei-
ne deutliche Verbesserung, was allerdings nachtriglich durch eine Abschwéchung
des stochastischen SchlieBungsterms korrigiert wird. Dies reduziert den Varianz-

fehler in H auf nur 2.9%, sorgt im Gegenzug aber fiir einen reduzierten Ener-
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gieinhalt der kleinen Skalen. Eine weitere empirische Amplitudenanpassung der
SGS-SchlieBungsparameter diirfte hier eine zusétzliche Optimierung des Modells
ermoglichen.

Ein grofler Vorteil der SMR-Methode ist die Skalierbarkeit der berechneten
SchlieBung mit der rdumlichen Auflésung des niedrig aufgelosten Modells. Diese
Anpassung ist fiir die empirischen OU-Schliefungen nicht méglich. Im Vergleich er-
weist sich die skalenabhéngige SMR-SchlieBung den empirischen SchlieSungen, bei
reduzierten raumlichen Auflésungen, als iiberlegen. Insbesondere die Autokorrela-
tion des Referenzmodells kann durch das Modell mit SMR-SchlieBung reproduziert
werden.

Es ist offen, ob die Schlieung bei der urspriinglichen Auflésung auch zu einem
Bare-Truncation Anteil hinzu addiert werden kann, der auf einer anderen Diskre-
tisierung basiert. Bei der Verwendung der energieerhaltenden Diskretisierung von
Fjordholm et al. (2011) konnte kein stabiles Modell gefunden werden. Dies lag
vermutlich an dem Fehlen eines Slope-Limiters (siehe z.B. Vater et al. 2015), da
die Modelldivergenz immer mit dem Auftreten negativer Sdulenhthen einherging.
Eine weitergehende Untersuchung wurde in dieser Dissertation nicht durchgefiihrt.

In einer dhnlichen Studie untersuchte Vissio et al. (2018) ebenfalls eine parame-
terabhéngige Schliefung, welche auf der Response-Theorie (Wouters et al. 2012)
basiert. In dieser Studie wurde allerdings nicht eine Anderung der riumlichen
Auflésung untersucht, sondern eine Anderung des Zeitskalenseparationsfaktors.
Entsprechend skaliert die adaptive SchlieBung nicht, wie in dieser Dissertation,
mit der rdumlichen Auflésung, sondern mit der Zeitskalenseparation. In Wou-
ters et al. (2016) wird die Methode anhand von Triadenmodellen (oszillierend,
nicht-oszillierend und multiplikativ) mit der SMR-Methode verglichen. Dort zeigt
sich, dass die Methode von Wouters et al. (2012) bei der Betrachtung der Tra-
jektorien auf kurzen Zeitabstdnden der SMR-Methode iiberlegen ist. Fiir langere
Zeitabstéinde konvergiert die Losung an die Losung der SMR. Hier wére eine
Fortsetzung der Arbeit von Demaeyer et al. (2018), welche beide Methoden an-
hand eines gekoppelten Ozean-Atmosphéarenmodells mittlerer Komplexitéit unter-
sucht, fiir komplexere Modelle, wie z.B. das Flachwassermodell, interessant. Es
stellt sich dariiber hinaus die Frage, inwieweit die zuvor genannte Form der Zeit-
Skalenadaptivitdt auch auf das 1DSW bzw. 2DSW Modell angewendet werden
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kann.

Ein Problem der in dieser Dissertation vorgestellten Methode ist, dass die Dif-
fusion fiir das Modell mit der SMR-SGS-Parametrisierung verstiarkt werden mus-
ste. Dieses Problem tritt hdufig bei empirischen SGS-Parametrisierungen auf (z.B.
Achatz et al. 1997). Moglicherweise kann es durch die Wahl einer energieerhalten-
den Diskretisierung (z.B. Fjordholm et al. 2011) gelost werden. In Majda et al.
(2009) wurde hierzu eine Verbindung zwischen der Energieerhaltung der quadrati-
schen Nichtlinearitdten des Referenzmodells und dem kubischen Démpfungsterm
der SMR-Schliefung gezogen. Diese Verbindung tritt allerdings nur ein, wenn eine
energieerhaltende Diskretisierung gewéhlt wird, wie zum Beispiel in Franzke et
al. (2005), Franzke et al. (2006) und Dolaptchiev et al. (2013a), was eine stabile
SMR-SchlieBung ermoglicht.

Im zweiten Teil betrachtet die vorliegende Dissertation die Anwendung der
SMR auf das zweidimensionale Flachwassermodell. Als ein Zwischenschritt kann
hier angenommen werden, dass die Modellvariablen von einer rdumlichen Kompo-
nente (z.B. y-Komponente) unabhéngig sind. Dadurch wird das 1.5DSW Modell
definiert. Hierbei stellt sich allerdings heraus, dass sich eine Windkomponente (im
Beispiel die in y-Richtung zeigende v-Komponente) deutlich langsamer verhilt, als
die anderen Variablen, wodurch die Anwendung der SMR unter Verwendung der
lokalen Mittel nicht moéglich ist.

Aus diesem Grund fokussiert sich diese Arbeit direkt auf das 2DSW. Bei die-
sem Modell kommt es im Vergleich zum 1DSW zu einer zusétzlichen rdumlichen
Dispersion der Schwerewellen und durch Rotation zu geostrophisch balancierten
Stromen. Die geostrophische Mode weist eine deutlich ldngere Dekorrelationszeit
auf, als die ageostrophische Mode. Da beide Moden sowohl in der aufgeltsten
als auch in der SGS-Variable Beitrége leisten dekorreliert die SGS-Variable nicht
ahnlich schnell wie im 1DSW. Die niedrig aufgelosten Modelle des 2DSW ohne
eine empirische SchlieBung konnen das Referenzmodell nicht nachbilden. Weitere
Untersuchungen des 2DSW mit der SMR-Schliefung sind noch nicht abgeschlossen
und bleiben im Rahmen dieser Arbeit offen.

Die hier prasentierten Ergebnisse stimmen zuversichtlich, dass die Anwendung
der SMR auch bei noch komplexeren Modellen, z.B. kompressiblen Fliissigkeiten,

einen Mehrwert bringt. Ein schrittweises Vorgehen bei der Erhéhung der Komple-
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xitét ist allerdings ratsam. Eine Moglichkeit besteht darin das vorhandene 1DSW,
oder spater auch das 2DSW, unter speziellen Konfigurationen zu untersuchen. So
konnte das Verhalten der SMR unter dem Einfluss einer nicht homogenen Oro-
graphie, nicht periodischen Randbedingungen oder einer Heizung, welche in den
Modellen in Massenquell- und Senktermen ihre Analogie finden, untersucht wer-

den.



96

Schlussfolgerung & Ausblick




Teil 111

Anhang

97






Anhang A

Heuristische Formulierung der

Zeitskalenseparation

In Abschnitt 1.1 wird der Separationsfaktors e eingefithrt und anschlieend als
Zeitskalenseparationsfaktor interpretiert. Alternativ kann man im ersten Schritt
heuristisch annehmen, dass die Prozesse auf unterschiedlichen Zeitskalen variieren.
Beide Ansétze fithren zum selben Ergebnis, allerdings ermoglicht die heuristische

Methode eine anschauliche physikalische Interpretation dieses Schrittes.

Motiviert ist die Zeitskalenseparation durch empirische Beobachtungen, bei de-
nen die Zeitskala von rdumlich kleinskaligen Prozessen typischerweise schneller ist,
als die Zeitskala von rdaumlich grofiskaligen Prozessen, siehe Fortak (1982) (auch
Taylor Hypothese genannt (Taylor 1938)). Dieser Beobachtung wird in den Mo-
dellgleichungen Rechnung getragen, indem drei Zeitskalen eingefiihrt werden. Es
wird angenommen, dass eine Zeitskala T der Prozesse der groben Gitterstruk-
tur x existiert. AuBlerdem wird eine Zeitskala T; von Prozessen, die zu kleins-
kalig sind, um sie ausschlieflich mit der groben Gitterstruktur zu beschreiben,
eingefiithrt. Dariiber hinaus wird eine dritte Zeitskala 75, eingefiihrt, auf der die

SGS-Selbstwechselwirkungen variieren.

In den Gleichungen (1.1) kann man die einzelnen Terme nach ihrer Zeitskala
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charakterisieren
T, 8
x =p" +a"(x) +b"(x,y) ,

y =b'(x,y) +c'(y) -
—— ——
T Ts

(A1)

Die unterschiedlichen Zeitskalen sind iiber den Parameter € < 1 verkniipft, wobei
T1 = ET() N Tg = €2T0 . (AQ)

Auf diese Weise lassen sich verschiedene entdimensionalisierte Zeiten

¢ ot ¢ ¢
[ nET Ty 2T T e, (A-3)

bestimmen.

Die zeitliche Anderung der Variable x in den Gleichungen (A.1) hiingt sowohl
von langsamen Prozessen x, als auch von schnellen Prozessen y ab, wodurch das

totale Differenzial bestimmt werden kann

X :X(To, 7'1) s <A4)
0x 0x 0x 1 0x
dx _8_7'0dTO + 8—7_1617'1 = 0_7'0d7_0 + ga—ﬁdTo : (A.5)
Hier gilt
0x - w ox .,
8—7_0—9 ‘f‘El(X), 8_7_1_b(X7Y) (AG)

Analog lautet das totale Differenzial fiir die schnellen Moden

y =y(71,72) , (A.7)

dy oy 10y 1 dy
dy =——d ——dr, = ——-d ——d A.8
Y on Tt 0T 7= on o+ €2 07y 0> (A.8)
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wobel

a_y — hY 8_}’ Y
5 =Pxy). o, =<' (4.9)

Durch Identifikation der einzelnen Terme aus den Gleichungen (A.1) folgt

d 1
=07+t (x) + b (x,y)
0
iy 1 (A.10)

1
A nlpn ] )
X y) + )
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Anhang B

Projektionsoperator P und

Pseudoinverse Ll_l

Um die effektive FPE auszurechnen, miissen der Projektionsoperator P und das
Inverse von L; ! bestimmt werden. Hierzu wird folgendes Anfangswertproblem kon-

struiert

aTg (wvva) = ng - f (may) )

(B.1)
g(z,y,7=0) = s(z,y) €S,

wobei S den Losungsraum von p aus Gleichung (1.4) aufspannt. Die Funktion f
ist stellvertretend fiir die restlichen Terme in Gleichung (1.4). Fir f = 0 handelt

es sich genau um einen OU-Prozess.

Fiir die weitere Rechnung wird das Fundamentalsystem des Operators L; mit

den Eigenfunktionen e, und Eigenwerten ), betrachtet
Liey, = \oéq - (B.2)
Da L; nur in y wirkt, liegen dessen Eigenfunktionen in y

€a = €Cq (y) . (B-3)
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Infolgedessen konnen g, f und s durch e, dargestellt werden

9y, 7) = ga(®@,7)ea(y) (B.4)
f@y) =) fal@)ea(y) , (B.5)
) = s (@) en (y) (B.6)

(6%
Der Kern von L; setzt sich aus den Eigenfunktionen zusammen, die zu verschwin-
denden Eigenwerten gehoren. Der Projektionsoperator projiziert damit genau auf

diesen Satz von Eigenfunktionen

Pe, = ey0x,0 — Pg = PZgaea = Z Jala - (B.7)

alAa=0

Die Zerlegung eingesetzt in das Anfangswertproblem (B.1) liefert

aTga = Ao — fa . (BS)
Die Losung dieser DGL lautet

So — faT falls A\, =0

Ga = (Bg)
SgeteT — f\c—‘; (e**™ —1) sonst .

Es konnen zwei Losungen unterschieden werden:

f =0 Eshandelt sich um den OU-Prozess, charakterisiert durch L;. Im Grenzwert
von 7 — —oo konvergieren die Losungen von g, mit A\, # 0 gegen Null. Es
leisten nur noch die Loésungen einen Beitrag, welche innerhalb des Kerns

liegen

lim g(x,y,7) = Z Sata = Ps(x,y) . (B.10)

T——00
alAa=0

s =0 Im Grenzwert von 7 — —oo divergieren die Beitrige von f, welche innerhalb

des Kerns liegen. Mit der Forderung, dass f auflerhalb des Kerns liegt Pf =
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0, konvergiert die Losung, da alle Eigenwerte A, positiv sind

lim g (x,y,7) = Z j\c—aea =Li'f(x,y) . (B.11)

T——00
aAaz0

Die gesuchten Operatoren P und L;' kénnen mit den Gleichungen (B.10) und
(B.11) durch das Bilden des Grenzwertes von 7 — —oo bestimmt werden. Die
Grenzwertbildung ist dabei dquivalent zu der Aussage, dass der OU-Prozess auf
der mittleren Zeitskala immer bereits in seinen stationdren Zustand konvergiert
ist.

Zur Bestimmung der Operatoren ist die Losung des Anfangswertproblems (B.1)
gesucht. Dazu wird im ersten Schritt die homogene Losung betrachtet und in einem

zweiten Schritt die inhomogene:

Homogene Losung: Die homogene Losung fiir f = 0 mit dem Zeitentwicklungs-

operator ¢, lautet
9(x,y,7) = ¢ys(z,y) . (B.12)
Mit den Gleichungen (B.1) folgt
Ordys — Ligys =0 — Oy = L1y (B.13)
fiir ein a € S.
Inhomogene L6sung: Fiir die inhomogene Losung mit f # 0 wird der Ansatz
9(x,y,7) = ¢,C(x,y,7) (B.14)
verwendet. Eingesetzt in die Gleichungen (B.1) erhélt man
O; (07,C(x,y,7)) =L16,C(m,y,7) — f(x,y) . (B.15)

Allerdings ist die Differenziation der linken Seite vorerst nicht definiert. Um

diese zu bestimmen, wird das Fouriertransformierte des Problems untersucht.
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Fouriertransformation

o(@,y,7) = / dke™Vgy (@, 7) |

1

| (B.16)
gr(x, 7) :(27r)” /dye—lk Yo(x,y,T),

wobei k = 2(N — N,) und dk = dk". Der Ansatz fiir das homogene Problem
O, gu(@, ™) — / k' (k. K ) g (B.17)

mit L, (k, k') = ﬁ [ dye=*¥L,e*"¥ und der Fouriertransformierten An-

fangsbedingung s, = W [ dye=*¥s(y), lautet damit

gr(x, 7) :/dk’¢£7k,sk/ ,
T _ 1 d —ik-y o1 ik'y (B18)
¢k,k' _W ye ¢y6 .

Hier erkennt man, dass der Fouriertransformierte Propagator eine Funktion

von k und £’ ist. Der Ansatz fiir die inhomogene Gleichung lautet
gk(x,7) = /dk’¢fc7k,0k/(a:,7) , (B.19)
1 .
Cr(x,7) = @ /dyeZk'yC(w,y,T) : (B.20)

Mit dem Ansatz folgt fiir die inhomogene Gleichung mit
Je(x) = ﬁ [ diye=*¥ f(z,y) und der homogenen Lisung

0.90(@.7) = [ dK Lyl K)gu(a.) = fula)
/ dK (0,675 O, 7) + / dK' 37, (0, Cie (. 7))

:/%%k / 0y 1Ci(@,7) — fr(x) . (B.21)
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Diese Gleichung zuriick transformiert liefert

/ dke™v / A/ 6 (0-Cho (2, 7)) = — / dke™Y i, (z) (B.22)
, 1 - o 1 o
ik-y / ~ —ik-y T ik’-y ~ —ik-y ~
/dke /dk: @ /dye bye ) /dye 0.C(x,y,7)
— —f(z,y) (B.23)
, 1 _— o 1 L
dk ik-y dir —ik-y T/dk/ ik’ -y /d~ —ik'-y A ~
/ e (2@%/ ye by e ) ye 48 C(x,y,7)
5:@ 5;;7
Qb;aTC(iL',y,T) = _f(may> ) (B25)
wodurch

0.C(x,y,7) = —¢," f(x,y)

— C(x,y,7) = C(x,y,0) — /OT d%gbff (x,y) . (B.26)

Mit C (x,y,0) = s folgt

g(@,y.7) = 675 — /0 G f (2 y) (B.27)

Uberpriifung der Lésung
arg (mv Y, T) = ng - f (il:, y) (B28)
0- (%S —/0 d%qu*f(w,y))
1 (s [ @y s @w) - ew) B29)
oteiys— (@) [ droy v 0. [ 70, ) f @)
0 0
L= L [ G @y - fay)  (B3)
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—L1¢ f(z,y) W
T (@, y) — fleg) (B.31)

qed.

Schreibt man g, f und s als Integral mit einer Deltafunktion d.,

9(@.9.7) = [ s (@.5.7) (B.32)
0y w.y) = [ 50505 @.9) (B.33)
0y F (@) = [ 458,05 f (@.9) (B.34)
s folgt
o(@yr) = [ disys @)y~ [ a7 [ oy @) 5

_ / 05675 (0, ) gy + / &7 / d5657 1 (2.9) 65y . (B.35)

Fiir f = 0 entspricht die DGL (B.1) der FPE des Prozesses c¢¥. Der Operator ¢”
wird damit als der Propagator dieses Prozesses identifiziert. Zu beachten ist, dass

es sich um eine rickwarts FPE handelt

Qb;dg;y =P (gv 0 | Y, T) ’ (B36)

lim 305y = lim p(g,0]y,7) =p-(9), (B.37)

T——00

G5 04y =1 (9,0 |y, —7) =p(g,7 | y,0) , (B.38)
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i g(ey.) = [ dgs(@.5)p(g / i [ 5f @ )57 9.0
(B.39)

Hiermit kénnen die Operatoren P und L' identifiziert werden. Der Projektions-
operator gibt den Erwartungswert (...) in Bezug auf die invariante Wahrschein-

lichkeitsdichte ps des zu Ly gehorigen Prozesses an
(Pstxy) (@) = [ dys (@) p.fy) = (s (x.5) (B.40)

Der L;' Operator bildet das zeitliche Integral iiber den Erwartungswert mit der
bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte des Prozesses L,

(L f(x.9)) (2,y) = /0 o / d5f (@ 9)p (3.7 | 5.0)  (Bdl)
- / T H e y@ly(0) = y) (B.42)

Beide Operatoren nacheinander angewendet liefern

(Ps(x,y) I F(x,9)) (x) = / dy 5(%,¥)p(¥) / Cdr / a5 (%, 3)p(3,7 | ¥,0)
- / dr / dy s(%, ¥)pe(¥) / 05 F(x.3)p(F.7 | ¥.0)
- / T (s y) Fx () (B.43)

wobei die zeitversetzte Kovarianz der letzten Zeile als OU-Trajektorie mit der

Anfangsbedingung y(0) = y zu verstehen ist.

Teilweise Abhingigkeit in y: Um eine Unabhéngigkeit aller Komponenten
von y zu gewéhrleisten, wird in dieser Dissertation eine Komponente mittels Fou-
riertransformation eliminiert. Es stellt sich die Frage, ob dies zwingend notwendig
ist. Betrachtet man den Fall, dass zwei Komponenten immer identisch sind y; = s,

sollte der Projektionsoperator eine Deltafunktion beinhalten §(y; — y2). Fiir die
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restlichen unabhéngigen Variablen und eine der beiden abhéngigen ist zu erwarten,

dass das obige Ergebnis unverédndert bleibt.



Anhang C

Ornstein-Uhlenbeck Prozess

C.1 Bestimmung der empirischen OU-Schlieflung

C.1.1 Maximum Likelihood Methode

Bei der Berechnung der SchlieBung mit der Maximum Likelihood Methode (Ho-
nerkamp 1993) wird die DGL (2.35) zeitlich iiber ein Intervall At mit der Euler

Methode approximiert integriert
t+AL
t

Es wird das Wiener Inkrement AW? = Wi — W' verwendet, wobei der ,, obere
Index t“ die Zeit darstellt.

Gesucht sind die Parameter I' und o, die eine Wahrscheinlichkeitsdichte erzeu-
gen, welche die Realisierung von 6 optimal ermdglicht. Hierzu wird die Likelihood-
Funktion

Ng

-1
L(T,0) = ! 7 €Xp (- S [au -retad]” % [AU' — FatAt}) :
[(27)mdet(Ato)] P 241

(C.2)

mit der Anzahl der Zeitpunkte Ny und der Funktion AU" = A@*—®*At, verwendet.

Das Maximieren der Likelihood-Funktion liefert eine Bestimmungsgleichung der

111
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beiden OU-Parameter

oL R r— L Auer oo (C.3)
oL L, - 2
aa_z =0 — g; —E AUl - Fz]‘ngt . (C4)

Dabei stellt U die zeitliche Mittelung 6% = N%, gi 16" dar. Die so ausgerechnete
Schlieung I" und & koppelt alle Komponenten der SGS-Variable @ miteinander.
Die Schliefung wird daher globale Schlieffung genannt.

Die Aufteilung in aufgeloste und SGS-Variable legt allerdings eine lokale Schlie-
fung I'*, o* nahe, bei der die SGS-Variable einer groben Zelle nur mit der SGS-
Variablen der selben groben Zelle gekoppelt wird. Auf diese Weise kann fiir jede
grobe Zelle k eine lokale SchlieBung I'*, o* bestimmt werden. Da in dem Modell
kein Ort ausgezeichnet ist, muss die SchlieBung homogen im Raum sein, wodurch
die SchliefSung fiir alle groben Zellen identisch ist. Zur Bestimmung werden die

Schliefungsterme iiber alle groben Zellen gemittelt
1 o 1 o
B Pk A ~k
F—E;F s U—E;U s (C5)

wobei TF = f‘gk(n_l)“.an_A,_l;Qk(n_l)“.an_l,_l. Die lokale Schliefung hat eine blockdia-

gonale Struktur

>
o]
Q>

I = 7 co=1:1]". (C.6)

@]
>
Q>

Bestimmung von ®': Es stehen prinzipiell zwei Moglichkeiten zur Verfiigung
den Term ®' zu bestimmen. Eine ist die Wechselwirkungsterme explizit auszu-
rechnen und damit ®' fiir gegebene x* und #' aus der Trajektorie zu bestimmen.
Vorteil dieser Methode ist, dass die Berechnung von ®° sehr schnell ist. Allerdings
miissen die Wechselwirkungsterme vorher explizit ausgerechnet werden, was bei
komplexen Systemen aufwendig sein kann.

Alternativ ist auch eine Projektion ohne die explizite Definition der Wechsel-
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wirkungsterme, analog zu Abschnitt 5.4, moglich. Fiir den entsprechenden Mitte-

lungsoperator M und die Funktion G mit der Approximation von + & % erhélt

h
man
® = T (x',2') =T (1- M) [G(#") - G([1-M]¢)] ,  (CT)
wobei
b (x2t) = L+ Batalal + Btz (C.8)

Modelldefinierte Dampfung: Der dominante Term im linearen Anteil L**
ist der Diffusionsanteil mit dem Parameter v. Anstatt diesen Anteil durch das
Maximum Likelihood Verfahren abzuschétzen, kann er direkt durch vAF im Fou-

rierraum mit k£ = 1 approximiert werden

v .. O 12

A= o o, 4= e R-Dx(=1) (C.9)
0 .. v (n —1)%*

Der deterministische Schliefungsanteil ist dann I" — vA, wobei T hier mit
o; = Ty (ngxj + By + B Rt + LER, ,91) (C.10)

bestimmt wird.

C.1.2 Bestimmung aus integrierter Autokorrelation

In der SMR wird angenommen, dass der OU-Prozess die Tendenz der y Variable

dominiert

Der gesuchte OU-Prozess ist negativ definit, da andernfalls die nicht divergierende
Trajektorie von @ nicht modelliert werden kann. Der Driftparameter I" wird aus
der Autokorrelation von @ (Gardiner 2009)
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0(1)07(t +7) = C(r) = C(0)" ™ (C.12)

durch zeitliche Integration gewonnen
co)! /OO C(r)dr = /OO " Tdr = — (1) (C.13)
0 0
Im letzten Schritt wird ausgenutzt, dass es sich um einen gedampften OU-Prozess
mit negativen reelle Eigenwerten von I'" handelt.

Die Schlieung ist lokal, wodurch nur die Variablen h; und hu) innerhalb der
selben groben Zelle durch je einen Matrixblock gekoppelt sind. Da die Koeffizienten
von I' im Raum homogen sind (alle Blocke sind identisch), werden die gesuchten
Koeffizienten durch Mittelung der oben bestimmten Werte iiber alle groben Zel-
len gewonnen, analog zur SchlieBung mittels Maximum Likelihood Methode aus
Abschnitt C.1.1.

Der deterministische und der stochastische Term des OU-Prozesses sind {iber
die Lyapunov-Gleichung (Gardiner 2009, 4.5.64) anhand der Kovarianz verkniipft
I'C(0) + C(0)I'" = —oo™. Fiir einen diagonalen Diffusionskoeffizient o;; = §;;0;

kann diese gelost werden zu

Durch anschlieBende Mittelung iiber die jeweiligen Blocke der groben Zellen erhélt

man eine homogene Schlieung, die in allen groben Zellen identisch ist.

Cooper-Haynes Algorithmus: Zur effizienten numerischen Berechnung des
Zeitintegrals in Gleichung (C.13) wird eine leichte Abwandlung des in Lutsko et
al. (2015) beschrieben Algorithmus verwendet:

/O T Otrydr ~ /0 "oy (C.15)



C. Ornstein-Uhlenbeck Prozess 115

ﬁ_l TA:—T
1
~ > _0(t,)0"(t; + ) AT (C.16)
i=0 AT +1 j=0
AT a7 T
T | 1 > 6(t) AT (t;) (C.17)
AT + j=0

mit 7; = to + tA7. Zur Approximation des Zeitintegrals wird die Untersumme
(Press et al. 1992) verwendet. Die Funktion A(¢;) wird dabei iterativ bestimmt

Alt) = 3 0t0+ 7). (C.18)
Alty) =A(tj—1) = 0(tj—1) +0(t, = ) . (C.19)

C.1.3 Schlieflungskorrektur

Die OU-Parameter kénnen durch das OU-DNS Modell, bevor man die SMR-
Schliefung bestimmt, antizipativ getestet werden. In dieser Arbeit ist das besagte
Modell instabil, wodurch ein zusétzlicher Dampfungsterm eingefiihrt werden muss.
Es handelt sich um einen Term, der den Laplace der k-ten Ordnung approximiert.

Dieser wird zum deterministischen Schliefungsanteil hinzu addiert
I T —aA* =1L (C.20)

mit A* aus Gleichung (C.9).

Die Dampfung ist skalenselektiv, da sie hohere Wellenzahlen stéarker dampft als
kleine Wellenzahlen. Die nullte Mode wird nicht gedampft, wodurch Massen- und
Impulserhaltung nicht beeintréichtigt sind. In vorliegenden Fall wurde der einfache

Laplace verwendet k = 1 mit o = 90 Tag ™.

Durch die Verénderung des deterministischen Anteils kommt es zu einer Anderung
der Varianz des OU-Prozesses, da der stochastische Anteil ¢ nicht nachtréglich mit
dem deterministischen angepasst wird. Eine nachtragliche Anpassung von o wird

in dieser Arbeit nicht vorgenommen.



116 C.2. Statistische Eigenschaften des OU-Prozesses

C.2 Statistische Eigenschaften des OU-Prozesses

Erwartungswert (y):

(y(1)) = €"y(0) . (C.21)

Kovarianzmatrix D, = (yy’): Durch die paarweise Wahl des stochastischen
Terms fiir jeden komplexwertigen Eigenwert, ist die Kovarianz und dessen Inverses

diagonal (Gardiner 2009)

2 .
w0 =0
Do = — , D = (C.22)
0 0
bzw.
32 S
Doo i —5Z—Z Doo -7-1 - Y 2
( ) J J 2/}\/’5 ’ ( )Z] (Doo)” (C 3)
mit
A 4 falls i< N
Vi = . (C.24)
iy falls 1=N+2k E=1,2,....

Wahrscheinlichkeitsdichte:

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte lautet

~ 1 L A N -1 (- —A
= = = — (v — T D — T )
p(y=y(1) |y =y(0) e (D) P ( 5 —eVy) D (y—e y))
(C.25)
Die Wahrscheinlichkeitsdichte des stationaren Zustands lautet
() = (7 = y(o0) | ¥(0)) = = L5TDly) . (c20)
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Zeitversetzte Kovarianzmatrix (y(7)y(0)7):
O = [ dyny) [ dsp@ =) |y =y(O)55"
= / dyps(y)e" "y y"
:eATDoo
6’:/17—
— T cos(wWg17) —sin(wg,7) D4
sin(wg,47)  cos(Wg 4T)
(C.27)
Integrierte Kovarianzmatrix [(y(7)y”(0))dr:
1
Y1
JACGHORL SN (e —wwa
0 T T .
TN+ TN WN+1  TN41
1
At
— DA X (C.28)
:y12\~]+1+w]2<7+1
bzw.
& 1
0
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mit

Integrierte vierte Momente C7:

(Cr )iz Z/OOO dr ((yr(0)yi (7)) (Y (T)w(0)) + (wk(0)y; (7)) (wi(T)1i(0)))

= — (Doo) ik (Doo)u Lijii (C.31)

mit dem Tensor

Pijin =O(Nig)O(Aji) i
(i +73) [(vi +9)° + w? + w?) S + 2wiw; (33 + 75) 6,65
Hwi (3 +75)" + wf = W] 03 0+ wy (3 + )" + Wi — W] 6505

i
(C.32)
aus Dolaptchiev et al. (2013a) und der Abkiirzung
! (C.33)
R = s .
! [(i + W)+ (wi + Wj)z] (i + )+ (wi — Wj)ﬂ
sowie der Deltafunktion und deren Inverses
1 wenn ¢ =j )

0 wenn i # j

und der Funktion ©, welche das Vorzeichen des verwendeten Arguments liefert

1 wenn a >0
©(a)=<0 wenn a=0 : (C.35)

—1 wenn a <0



Anhang D

Wechselwirkungsterme des

eindimensionalen Modells

Zur Definition der Wechselwirkungsterme aus den Gleichungen (2.29) und (2.30)

wird die folgende Definition verwendet

(Lmz B2 B . ) (LHZ,Bsz, BHZZ) falls Ty <> H]
Zmy Dy TmZny, Diypnimin) = )
(LHUZ’BHUmz’BHUzz) falls T HU[
(D.1)

’

L= M) falls z; <> A}

)

(Lim#ms Limm) = )
Lh'= Lhie) - falls 2 < b

(D.2)

ZTX 2Tz ZZZ
(Bl TmTn, Bl TmZn, Bl #m2n) =

(
(
(Bh'm Bhzz Bh'”) falls 2z; <> )
(

Bhu T Bhu Tz Bhu zz) falls 2 hu; '

(D.3)
Die linearen Wechselwirkungsterme lauten
L= — 5 L (hu (r41) T MUy — Iy — huly;_,)
2nAz
+ W (Rarty = ey = Bog + i) (D.4)
vz _nA:c2 (hu (1+1) — hu, (I+1)— — hul,; + hul; 1) , (D.5)
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5 1
LM =— AL (HUpjip) — HUpji—yy) + A ~3 (HI[ 1 — 2H ) + Hijiv)
1
+ AL (HUppg41 — HU 1) — A —— (Hrjijs1 — 2H ) + Hyp-)
(D.6)
L :A_ (HUl[z — 2HU 4+ HUypji1q))
nAx2 (HU][Z 41— QHU[M + HUI[@] 1) , (D?)
2 1 z
LV = QA (hufyy — b)) + A 5 (Mg =2k + hiyy) — L7 (D.8)
L = A ~— (hui_y — 2hu + huj, ) — L7Y%. (D.9)

Die in den Gleichungen (D.8) und (D.9) verwendeten Terme L und L7V sind
in den Gleichungen (D.4) und (D.5) gegeben, allerdings wird der Index I durch
I[i] ersetzt.

Die nichtlinearen Wechselwirkungsterme lauten

BHez _pgHzz _ gh'as _ phlaz _ ph'zz _ () (D.10)
RHUzz _ _ ﬁ %(HUIH}W;@([H) + HUIhu:’L(I—l-l)—l — HUhul,; — HU[_lhu/M_1>
+ % (HrnBygn) + Hilygoay = Hikly = Hiably ) ] ) (D.11)
BV — — 9 ! l ((hu:z(]—&-l ) (hu (I+1)— 1) - (hu;zI)Q - (hu;1—1)2)
nAx | H
+ g ((h:z(ﬂrl))? +( ;z(l+1)—1)2 - (h;‘LI)Q - (h;zl—l)Q)] ' (D-12)

/ 1 1 g I
hu'zx HI 72 — 2 + 2 2
B = T 9Ar <_?f ( I[i+1] HUI[i—l]) 9 (Hl[z‘+1] I[i—1])>

1T, ) 0 2
* 2nAx {ﬁ (HUIMH N HUI[i]—l) + 9 (Hl[i]+1 - Hj[i]_l) ; (D.13)
u'zz 1 1 g
B = Az [ﬂ (HUnasyhuiyy — HUpght;_y) + 9 (Hrfivnhigy — Hl[i—l}h;—l):|

— BHU== (D.14)
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Bz _ _ ﬁ <% ((hu;rl)? — (hu;_l)Q) + ((h;H)Q — (hu;_1)2)>

— BHV#= (D.15)

N

Die in den Gleichungen (D.14) und (D.15) verwendeten Terme B#U** und BHU==
sind durch die Gleichungen (D.11) und (D.12) gegeben, allerdings wird der Index
I durch I[i] ersetzt.
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Anhang E

Alternative Methoden der

S(GS-Parametrisierung

E.1 Vollstindig empirische Methode

Die Auswirkungen von y auf x kénnen direkt durch einen OU-Prozess parametri-
siert werden. Die Methode verlduft analog zur Ersetzung der SGS-Selbstwechsel-

wirkungen aus Abschnitt 2.6

T = 0f + ai (x) + b7 (x,y)

dr; = (Qf +aj(x) + f2£1> dt + o;,dW; . (E.1
i = b} (x,y) + ¢ (y) B+ T .

Hierbei beinhaltet der Vektor %! zehn Komponenten von H und HU aus fiinf
groben Zellen von I —2 bis [ 42, wobei I der Zellenindex der betrachteten Variable
x; ist. Mit dieser Wahl ist gewéhrleistet, dass die rein empirische Schliefung genau
wie die SMR-SchlieBung der Gleichungen (1.41) und (1.42) nur lokal funf grobe
Zellen koppelt und somit beide Schliefungen vergleichbar sind.

Die OU-Parameter I und &, zur Modellierung von b*(x,y), werden iiber die
Maximum Likelihood Methode bestimmt

[, = o ()‘()‘(T_1> , (E.2)
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E.2 Averaging Methode: O(cY) = ¢!

Bei der Averaging-Methode (Hasselmann 1976) werden, im Unterschied zur SMR,
nicht drei Zeitskalen verwendet, sondern nur zwei, wobei die SGS-Selbstwechsel-

wirkungen c¥(y) auf der schnelleren Zeitskala variieren

Ty =0; +ai (x) + b7 (x,y) ,
o L (E.4)
U =b (x,y) + G (y) .

Fiir jede Zeitskala kann ein Operator in der FPE definiert werden. Zum einen
der Operator L; des schnellen Prozesses und zum anderen der Operator Ly der

restlichen Wechselwirkungen
- 1
Op = Lap + —Lip . (E.5)

Mit der Entwicklung von p in Ordnungen von ¢, analog zu Gleichung (1.8), folgen

zwei Gleichungen

0(6_1) — 0 =Lyp° — P’ = po(x) , (E.6)
O(e") — 0" =Lop’ + Lips . (E.7)

Der Projektionsoperator P hat die selbe Form wie in der SMR, aus Anhang B mit
PL,=0. (E.8)

Die effektive FPE fiir p° lautet dann
Oipo = Pzﬂ?o . (E.9)

Vergleicht man Gleichung (E.9) mit der Losbarkeitsbedingung der stochasti-
schen Modenreduktion Gleichung (1.15), so kann hierdurch ein Entscheidungskri-
terium gefunden werden, welche Methode angewendet werden kann (man beachte,

dass Ly in der SMR den Bare-Truncation Anteil bei diesem Entscheidungskriteri-
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um nicht enthélt)

prpd =0 MR (E.10)

# (0 — Averaging

Die resultierende effektive Zustandsgleichung lautet

& =07 + a; (X) + (b (%, y)) - (E.11)
Fiir Gleichung (1.38) folgt damit beispielsweise

(b7 (x,y)) = Biji (Wiye) - (E.12)

Bei der Averaging Methode kommt es zu einer einfachen Mittelung der schnellen

Variable, daher auch der Name der Methode. Fiir eine deterministische Funktion

b” ist die Schliefung ebenfalls deterministisch.

E.3 Averaging Methode: O(bY + ¢¥) = ¢!

Alternativ zu der in Abschnitt E.2 eingefiihrten Gewichtung der Zeitskalen, konnen

die Prozesse auch wie folgt gewichtet werden

T =07 +a; (x) +bi(x,y) ,

= () + ) = S Y)

Die resultierende effektive SDE lautet dann

—_—

iy =0 +aj(x) + (bf(x,y)) -

Fiir Gleichung (1.38) ergibt sich damit beispielsweise

—_——

(07 (x,¥)) = Biji/ (i) -

(E.13)

(E.14)

(E.15)
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Bei dieser Averaging Methode basiert die Mittelung (-) auf der Statistik von
y=G'xy) (E.16)

fiir ein festes x.



Anhang F

Adaptives

Zeitintegrationsverfahren

Die adaptive Zeitintegrationsmethode, die in dieser Arbeit im Rahmen des 2DSW
verwendet wurde, basiert nicht wie iibliche adaptive Verfahren auf dem Predictor-
Corrector Prinzip (Press et al. 1992), da dieses Verfahren durch die moglicherweise
héaufigen Aufrufe der Tendenzroutine teuer ist. Stattdessen wird der angewendete
Zeitschritt At immer aus dem aktuellen Modellzustand berechnet.

Hierzu existiert fiir den Zeitschritt eine konstante (nicht mit der Integration
adaptive) obere Schranke, die nicht iiberschritten werden darf. Diese Schranke wird
bestimmt, indem die hochste mogliche Frequenz w, mit der maximalen Wellenzahl

k und der minimalen Wellenlénge ), des Modells betrachtet wird
o=\ f2 + gHk? =" = — . (F.1)

Um diese Frequenz mit dem Integrationszeitschritt At abtasten zu konnen, sind
mindestens drei Zeitschritte pro Periode notwendig At < %T, wobei T’ = ZW—’T die zu

w zugeordnete Periode ist. Fiir den Zeitschritt gilt damit

. 1
T =—— Tag. (F.2)

1
At, = -
37 7 2079

Eine Abhéngigkeit vom Zustandsvektor wird durch die CFL Bedingung (Cou-
rant et al. (1928), siche auch Durran (2010)) eingefithrt. Hier wird der Zeit-
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schritt, basierend auf der betragsméflig hochsten auftretenden Geschwindigkeit
0 = max(vu? + v?) des vorherigen Zeitschrittes, bestimmt

A
AtCFL == CYT:E . (F3)

Das Zeitintegrationsverfahren wéhlt bei jedem Integrationsschritt den Zeit-

schritt entsprechend aus
At = min(Atw, AtCFL) . (F4)

Bei der Methode ist zu beachten, dass, im Unterschied zu den {iblichen Predictor-
Corrector basierenden adaptiven Verfahren, keine numerische Stabilitéit garantiert
ist. Der Parameter « ist zur Gewéhrleistung der Stabilitat entsprechend zu wéahlen
und muss empirisch iiberpriift werden. Im Fall des 2DSW erweist sich @ = 0.1 als

ausreichend.



Anhang G

Ergebnisse des zweidimensionalen
Modells ohne Rotation

In diesem Kapitel sind die Ergebnisse des rotationsfreien 2DSW (2DSW-f) auf-
gefiihrt, welches durch Gleichung (5.2) mit f = 0 definiert ist. Das rotationsfreie
DNS (DNS-f) ergibt sich aus Gleichung (5.3) mit f = 0.

Die Autokorrelation des DNS-f (Abb. G.1) unterscheidet sich von der Auto-

korrelation des DNS insbesondere darin, dass die Korrelationskurven nicht wie im

DNS Direkte numerische Simulation von Gleichung 5.3, mit einer rdumlichen
Auflésung von N in beiden rdumlichen Richtungen

BRT  Bare-Truncation Modell x = p* + a*(x), mit einer rdumlichen

Auflésung von N, = % in beiden rdumlichen Richtungen

LRM  Low-Resolution Modell, DNS mit einer niedrigen réumlichen
Auflésung von N, = % in beiden rdumlichen Richtungen

DNS-f  DNS ohne Rotation f =0

BRT-f BRT ohne Rotation f =0

LRM-f LRM ohne Rotation f =0

Tabelle G.1: Zusammenfassung der unterschiedlichen zweidimensionalen Modelle.
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Autokorrelation H, h’
utoxorretation Autokorrelation H, h’

— DNS-f h ensemble |4-DNS-fH ¢
« DNS-fH ensemble |+ DNS-fh —Q—DNS—fH‘
08 —DNS-fh’ ensemble | 4-DNSH R 0.8 —+—DNS-f h
—+—DNS h’
0.6
0.4
0.2
N
0 T Ny A
-0.2 -
_04 1 Ll 1 L L | 2 3
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 Versatz [Tage]

Versatz [Tage]

Abbildung G.1: (Analog zu Abb. 7.2) Links: Gezeigt sind die Korrelationsfuktio-
nen des DNS-f (Ensemblemittel farbig, einzelne Ensemblemitglieder grau) und des
DNS (nur Ensemblemittel) fiir den Zeitversatz von einem Tag. Auf der Zeitachse
ist die charakteristische Zeitskala des schnellsten Schwerewellenzykluses 7 angege-
ben, siehe Abschnitt 6.1.3. Rechts: Gezeigt sind die Korrelationsfunktionen fiir
den Zeitversatz von fiinf Tagen.

DNS in ein langsam abfallendes Korrelationsplateau konvergieren. Es kommt in
der aufgelosten Variabel H des DNS-f zu Oszillationen. Die Periode der Oszilla-
tionen ist langer als im DNS und stimmt nahezu mit der Periode des schnellsten
Schwerewellenzyklus, beschrieben in Abschnitt 6.1.3, iiberein. Die SGS-Variable A/
im DNS-f dekorreliert deutlich schneller als die aufgeloste Variable H. Nach gan-
zen Perioden der Korrelationsoszillationen von H kommt es in der SGS-Variable
h’ zu einer erhohten Autokorrelation. Dieses Verhalten war auch schon im 1DSW
zu beobachten (Kapitel 4).

Die Unterschiede in den Spektren von DNS und DNS-f sind marginal, siehe
Abb. G.2. Die PDF des DNS-f weist eine geringere Varianz auf als im DNS, siche
Abb. G.3. Dies zeigt sich auch in den weniger weit gestreuten Ausreiflern mit
7.48 km und 15.61 km. In der Trajektorie der Gesamtenergie in Abb. G.3 ist
ebenfalls kein qualitativer Unterschied zwischen DNS-f und DNS zu erkennen.

In Abb. G.4 sind die Ergebnisse der ad hoc reduzierten Modelle, LRM ohne
Rotation (LRM-f) und BRT ohne Rotation (BRT-f), gezeigt. Im Vergleich zum
DNS-f verhalten sich die Modelle wie die ad hoc reduzierten Modelle mit Rota-

tion, vergleiche Abb. 7.6. Beide ad hoc reduzierten Modelle weisen zu schnelle
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Spektrum der potentiellen Energie [(kmngagz)]

1a|[=<=DNS
1 2 4 8 16 32 64 128 256
Wellenzahl

Abbildung G.2: (Analog zu Abb. 7.4) Gezeigt sind die Spektren der potentiellen
Energie berechnet aus h (Ensemblemittel) des DNS-f und des DNS.

Oszillationen in der Autokorrelation auf und der Energieinhalt auf allen Skalen ist

zu niedrig, was sich auch in einer kleinen Streuung der PDFs zeigt.
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PDF [1/km] Totale Energie [(km®/Tagf)]
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Abbildung G.3: (Analog zu Abb. 7.5) Links: Gezeigt sind die PDF’s der Variable
h des DNS-f (Ensemblemittel farbig, einzelne Ensemblemitglieder gepunktet) und
des DNS (nur Ensemblemittel). Durch die Klammer ist das Mittel h = H = 10 km
und die Standardabweichung (h — H)z beider Modelle im Ensemblemittel darge-
stellt, letztere ist auch numerisch gegeben. Rechts: Die zeitliche Entwicklung der
Gesamtenergie des DNS-f (Ensemblemittel farbig und einzelne Ensemblemitglieder
grau) und des DNS (Ensemblemittel). Gezeigt ist die Anlaufzeit von 100 Tagen und
die zeitliche Entwicklung aller Ensemblemitglieder im Zeitraum 100 — 200 Tage.
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Autokorrelation H Spektrum der potentiellen Energie [(km?’/Tagz)]

1 0_16 = BRTTf L L L L
1 2 4 8 16 32
Versatz [Tage] Wellenzahl
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Abbildung G.4: (Analog zu Abb.7.6) Die raumlich gemittelte zeitliche Autokorrela-
tion (links) und das Spektrum der potentiellen Energie bestimmt aus H (rechts)
fiir das DNS-f, LRM-f und BRT-f. Unten: Die Wahrscheinlichkeitsdichten des
DNS-f, LRM-f und BRT-f. Es ist immer das Ensemblemittel gezeigt.
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Anhang H

Aufspaltung in geostrophische
und ageostrophische Moden

In rotierenden Systemen ist eine Aufspaltung der Modellvariablen in eine geostro-

phische und eine ageostrophische Mode sinnvoll
h=hg+hg, U= Uy + Uq , V=V, + Vg , (H.1)

da in beiden Moden ein unterschiedliches Verhalten zu erwarten ist. Die Aufspal-
tung erfolgt fiir alle Realisierungen der Modelltrajektorie und erlaubt die getrennte
Analyse. Die Vorgehensweise, mit der die entsprechende geostrophische und damit
auch ageostrophische Mode bestimmt wird, ist in diesem Abschnitt beschrieben.
Es wird ein Fluid betrachtet, welches durch die Sdulenhéhenschwankungen
n = h —H, sowie durch die relative Vorticity ¢ = 0,v — d,u, basierend auf dem
Windfeld u und v, gegeben ist. Diesem Fluid wird ein quasigeostrophisch balan-

cierter Zustand zugeordnet, welcher durch die Stromfunktion 1 festgelegt ist und

mit dem Rosbydeformationsradius Ly = Y= ;’OH
1 Jo
\ VAR = (- = H.2

erfiillt (siehe Vallis 2006, Abschnitt 3.8.2 Rotating Flow). Die geostrophisch ba-
lancierte Mode der Sdulenhohenschwankungen 7 ist iiber die Stromfunktion fest-

gelegt ny = %¢, wodurch auch die geostrophisch balancierte Mode der Sédulenhohe
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hg = ng + H gegeben ist. Die geostrophisch balancierte Mode des Windes ist iiber

die geostrophische Windrelation im Flachwassermodell definiert

—d,h
ug:ezwi:%<azg>, (H.3)
zltg

mit dem Einheitsvektor e, in vertikaler Richtung.

Um die gesuchte geostrophische Mode zu bestimmen muss die Gleichung (H.2)
nach 1 invertiert werden. Bei der Invertierung liefert die ageostrophische Mode
keinen Beitrag, was die Projektion auf die geostrophische Mode ermdéglicht. Durch-
gefithrt wird die Invertierung indem der raumlich diskretisierte Fall von Gleichung
(H.2), mit der Diskretisierung des Laplace Operators V? aus Gleichung (5.3), be-
trachtet wird. Dies liefert

1 4 1 £
5 Witk + i1k + ik + Y1) — <— + —) VYik = Cik — Tk -
AxQ J J J J A$2 La?l J J H J
(H.4)
Mit der Fouriertransformation der Stromfunktion
| NoIN-1 o
ik = oo 12; ZX(; U m€XD <—¢N(lj + mk)) (H.5)

und den Fouriertransformierten ¢ und 7 folgt

1 ELTNET 2r, | o 4 1\]- - i
{ s (o i ) <AI2 N fﬁ)] D = G — %mm |
(H.6)

Die Gleichung (H.6) kann nach @l,m eindeutig gelost werden, womit auch
gegeben ist. Aus der Stromfunktion wird anschliefend die geostrophische Mode
bestehend aus hy, und u, mit den oben genannten Gleichungen bestimmt. Die
geostrophische Mode des Windfeldes u, wird in einem Zwischenschritt auf dem
versetzten Arakawa-h Gitter (siehe Arakawa et al. 1977) bestimmt und durch an-
schliefende Interpolation auf dem nicht versetzten Arakawa-a Gitter bestimmt.

Die ageostrophische Mode ist iiber die Residuen der geostrophischen Mode von
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den Modellvariablen gegeben, siehe Gleichung (H.1).
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