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Zusammenfassung

In dieser Dissertation wird die Parametrisierung von subgitterskaligen (SGS) Pro-

zessen in Atmosphärenmodellen untersucht. Die Arbeit befasst sich mit den sto-

chastisch angetriebenen Flachwassergleichungen, im ersten Teil in einer räumlichen

Dimension und im zweiten Teil in zwei Dimensionen. Die Einteilung in aufgelöste

und SGS-Variable erfolgt in beiden Fällen über lokale räumliche Mittel der Ur-

sprungsvariable und deren Abweichungen vom lokalen Mittel.

Im eindimensionalen Fall liegt zwischen den Variablen eine deutliche Separation

der charakteristischen Zeitskalen vor, wodurch die Anwendung der stochastischen

Moden Reduktion (SMR) ermöglicht wird. Die SMR generiert ein reduziertes Mo-

dell der aufgelösten Variable mit einer stochastischen SGS-Parametrisierung, im

Folgenden auch Schließung genannt. Die SMR-Schließung basiert auf den Grund-

gleichungen des Flachwassermodells und ist numerisch effizient einsetzbar, da sie

nur eine geringe Anzahl von benachbarten Zellen koppelt. Sie verbessert die Ergeb-

nisse des reduzierten Modells und übertrifft die Ergebnisse zweier zum Vergleich

untersuchter empirischer stochastischer Schließungen. Den größten Zugewinn lie-

fert sie im Energiespektrum, insbesondere für kleine Skalen. Das Ergebnis der

SMR-Schließung kann verbessert werden, indem die Amplitude der stochastischen

Schließungskomponente gedämpft wird. Die SMR-Schließung ist skalenabhängig

im Sinne der räumlichen Modellauflösung. Untersucht wird die Schließung bei

Halbierung und Viertelung der räumlichen Auflösung, wo sie ihre Überlegenheit

gegenüber den empirischen Schließungen wiederholt bestätigt.

Im Unterschied zum eindimensionalen Fall ist in zwei Dimensionen auch die

Corioliskraft enthalten und eine räumliche Divergenz der Schwerewellen möglich.

Zwischen der aufgelösten und der SGS-Variable kommt es erneut zu einer Separa-

tion der charakteristischen Zeitskalen. Die Separation ist allerdings weniger stark

ausgeprägt als im eindimensionalen Fall. Grund hierfür ist das Auftreten einer lang

korrelierten geostrophisch balancierten Mode, welche auch auf die SGS-Variable

projiziert. Das Vorgehen zur Bestimmung der SMR-Schließung für das zweidimen-

sionale Modell verläuft analog zum eindimensionalen Fall. Es werden die Ergebnis-

se des hoch aufgelösten Referenzmodells und zweier Modelle ohne SGS-Schließung

verglichen.
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Einleitung

Atmosphärische Prozesse umfassen ein weites Spektrum an räumlichen und zeit-

lichen Skalen. Diese reichen von wenigen Millimetern und Sekunden, bei Turbu-

lenzphänomenen in der Grenzschicht, bis zu 107 Metern und mehreren Wochen, bei

planetaren Wellen. Bei letztgenannten können sogar noch weitaus längere zeitliche

Skalen beteiligt sein. Aufgrund der begrenzten Rechenleistung, der für Wettersimu-

lationen eingesetzten Großrechner, ist es unmöglich all diese Prozesse zeitgleich zu

simulieren, wodurch ein Teil der Prozesse unaufgelöst bleibt. Durch die wechselsei-

tigen Einflüsse aller Prozesse aufeinander, bedingt das Fehlen der nicht aufgelösten

Prozesse, im Folgenden Subgitterskalen- (SGS) Prozesse genannt, zwangsläufig

einen Simulationsfehler in den aufgelösten Skalen. Die Minimierung dieses Fehlers

wird erreicht, indem eine Parametrisierung des Einflusses der SGS-Prozesse auf

die aufgelösten Prozesse eingeführt wird. Der Einfluss der SGS-Prozesse ist mit-

unter hoch kompliziert, was die Parametrisierung zu einer anspruchsvollen Aufga-

be macht. Nachfolgend wird die SGS-Parametrisierung auch Schließung genannt.

Dieser Begriff kommt aus der Betrachtung der verwendeten Grundgleichungen.

Durch die Einführung der SGS-Parametrisierung hängen diese Grundgleichungen

ausschließlich von der aufgelösten Variable ab und bilden damit ein geschlossenes

System.

In der Entwicklung effizienter Modelle der Atmosphäre wurden bereits unter-

schiedliche Ansätze zur Parametrisierung von SGS-Prozessen verwendet. Zum Bei-

spiel wurde in Petoukhov et al. (2000) ein gekoppeltes Atmosphären-Ozean-Seeeis-

Vegetations Modell mittlerer Komplexität untersucht, wobei für das Atmosphären-

modell ein statistisch dynamischer Ansatz gewählt wurde, bei dem unter anderem

SGS-Wellen durch deren Mittel dargestellt werden. In Weaver et al. (2001) wur-

de ein Atmosphären-Ozean-Seeeis-Landeis Modell ebenfalls mittlerer Komplexität
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2 Einleitung

untersucht, bei dem die Atmosphäre durch eine Energie-Feuchtigkeits-Balance si-

muliert wird und Windanomalien anhand von Oberflächentemperaturanomalien

parametrisiert werden. Die Anwendung in den turbulenten Gleichungen der at-

mosphärischen Grenzschicht wird zum Beispiel in Stull (1988) diskutiert, wobei

Parametrisierungen unterschiedlicher Ordnungen von statistischen Momenten der

Flussterme zusammengefasst werden. In Pope (2001) wird die SGS-Parametrisier-

ung für allgemein turbulente Flüsse diskutiert, wobei auch das Ausnutzen der zu

Grunde liegenden Verteilung vorgestellt wird.

Die Einführung stochastischer Anteile in der Modellierung von SGS-Prozessen

in Atmosphärenmodellen bildet eine effiziente Möglichkeit eine fehlende SGS-Varia-

bilität nachzubilden (z.B., Palmer 2001). Hierbei ist von Vorteil, dass sie zum

einen systematische Fehler reduzieren können, so kann durch den Energieeintrag

der Energieinhalt auf kleinen Skalen angehoben werden, siehe Abschnitt 4, zum

anderen wird eine gewisse Unsicherheit der SGS-Parametrisierung dargestellt. Au-

ßerdem können durch die SGS-Parametrisierung wichtige Regimeübergänge ange-

stoßen werden. Dieses Verhalten wurde bereits anhand unterschiedlicher Modelle

beobachtet, so zum Beispiel bei dem Lorenz ’96 Modell (Lorenz 1996) in Christen-

sen et al. (2015), welches oftmals als einfaches Testmodell zur Untersuchung neuer

Methoden im meteorologischen Kontext verwendet wird. Aber auch bei komple-

xeren Modellen tritt das Verhalten auf, beispielsweise im quasi-geostrophischen

Annulus (Williams et al. 2010) oder in einem komplexen vom ECMWF (European

Centre for Medium-Range Weather Forecasts) verwendeten Atmosphärenmodell

(Berner et al. 2017).

Als Möglichkeit zur Bestimmung einer stochastischen Schließung kann eine vor-

handene Parametrisierung stochastisch modifiziert werden. Dies wurde zum Bei-

spiel anhand einer SGS-Tendenzparametrisierung (SPPT = Stochastically Pertur-

bed Parametrization Tendencies Scheme) in einem spektralen Modell von Jarraud

et al. (1983) untersucht (Buizza et al. 1999), für das eine Vergrößerung des En-

semblespread und eine verbesserte Niederschlagsvorhersage erreicht wurde. In einer

alternativen stochastischen Methode wird die Stromfunktion stochastisch gestört,

wobei die Störung vorgegebene spektrale Eigenschaften erfüllt. Damit wird der feh-

lende Energieinput der SGS-Prozesse darstellt (SKBS = stochastic kinetic energy

backscatter scheme) (Shutts 2005). Durch eine erweiterte Kontrolle des Spektrums
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der Störungen, kann der Ansatz weiter verbessert werden, wie in Berner et al.

(2009) anhand eines komplexen Modells des ECMWF gezeigt wird. Verglichen

wurden beide Ansätze, SPPT und SKBS, in Palmer et al. (2009). Hier zeigt sich,

dass beide einen ähnlich positiven Einfluss haben.

Ein stochastischer Prozess ist der Ornstein-Uhlenbeck (OU)-Prozess (Uhlen-

beck et al. 1930). Er besteht aus einem Wiener Prozess (z.B. Gardiner 2009), der

eine Brownsche Bewegung simuliert, und einem linear dämpfenden Driftterm. Em-

pirisch optimierte OU-Prozesse (LIM = linear inverse modeling) wurden bereits in

großskaligen, niedrig frequenten Atmosphärenmodellen angewendet (z.B. Winkler

et al. 2001; Newman et al. 2003; Pegion et al. 2011). Diese können auch um qua-

dratische Nichtlinearitäten, sowie um einen korrelierten stochastischen Antrieb,

anhand multipler polynomialer Regressionen, erweitert werden (siehe Kravtsov et

al. 2005; Kondrashov et al. 2005).

Typischerweise wird bei der ad hoc Parametrisierung angenommen, dass der

SGS-Einfluss auf die aufgelösten Prozesse durch eine spezielle mathematische Funk-

tion darstellbar ist. Die Koeffizienten der Parametrisierung werden dabei empirisch

so bestimmt, dass sie ein optimales Ergebnis liefern, wobei als Referenz entweder

Beobachtungsdaten verwendet werden oder Ergebnisse einer hoch aufgelösten Si-

mulation. Der Ansatz, die SGS-Parametrisierung an ein Referenzklima anzupassen,

stellt allerdings auch ein Problem dar. So kann die ursprünglich erfolgreiche Pa-

rametrisierung scheitern, wenn sich das Klima, beispielsweise durch einen äußeren

Antrieb, ändert, da die Parameter in diesem Fall nicht mehr der optimalen Wahl

entsprechen. Dieses Problem wurde anhand eines lokalen, für den europäischen

Raum optimierten, Klimamodells gezeigt, welches in anderen Regionen der Erde

deutlich schlechtere Ergebnisse lieferte (Rockel et al. 2008). Auch eine Schwe-

rewellenparametrisierung zeigte bei ähnlichen Untersuchungen diese Problematik

(Schirber et al. 2015). Das Fluktuations-Dissipations Theorem (FDT) (Leith 1975;

Marconi et al. 2008) bietet eine mögliche Lösung für dieses Problem. Basierend auf

statistischer Mechanik liefert das FDT eine lineare Approximation der geänderten

Parameter. Im meteorologischen Kontext wurde der Ansatz bereits auf die ba-

rotrope Vorticitygleichung mit einer deterministischen Schließung (Achatz et al.

2013) und ein baroklines quasi-geostrophisches Modell mit einer stochastischen

Schließung (Pieroth et al. 2018) angewendet. Nachteil des FDT ist, dass die linea-
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re Approximation der geänderten Parameter nur für einen hinreichend schwachen

Antrieb korrekte Ergebnisse liefert. Zusätzlich dazu muss der Antriebsterm in eine

instabile Richtung der Attraktors zeigen (Gritsun et al. 2017).

Ein weiteres Problem der rein empirischen Schließungen ist ihre fehlende Ska-

lenabhängigkeit. So liegt keine Adaptionsregel vor, welche vorgibt wie die Schlie-

ßung angepasst werden muss, wenn beispielsweise die Modellauflösung variiert

wird. Genau diese Adaptionsregel wird allerdings in der Meteorologie benötigt,

da die räumliche Auflösung der verwendeten Wettermodelle sukzessive zunimmt

und eine Neuberechnung der Parameter bei jeder Auflösungserhöhung umständlich

ist.

Motiviert durch diese beiden Probleme, die fehlende Klimasensitivität und

die fehlende Skalenabhängigkeit, wurden neue Methoden zur Bestimmung einer

SGS-Parametrisierung entwickelt, bei denen die Schließung rigoros aus den zu

Grunde liegenden Gleichungen hergeleitet wird. Nach Möglichkeit wird dabei auf

den Einsatz empirischer Parameter vollständig verzichtet. Zum Beispiel ermöglicht

die direct-interaction approximation (DIA) von Kraichnan (1959) die statistische

Herleitung einer dynamischen Turbulenzschließung aus den Grundgleichungen für

schwache Abhängigkeiten der Fouriermoden. Die DIA wurde sowohl in barotropen

(J. Frederiksen et al. 1997) und primitiven Gleichungen (J. S. Frederiksen et al.

2003) spektraler Modelle erfolgreich angewendet, als auch für einen barotropen

Strom über eine Topographie (Frederiksen 1999).

Eine weitere Methode, welche die Herleitung der Schließung aus den Grundglei-

chungen erlaubt, ist die maximum Entropy Methode. Sie ist anwendbar, wenn die

SGS-Variable auf einer deutlich schnelleren Zeitskala variiert, als die aufgelöste Va-

riable. Außerdem wird zur Herleitung angenommen, dass die mittlere Energie der

SGS-Variable erhalten bleibt und die Informationsentropie maximiert. Die Schlie-

ßung wurde erstmals in den in Lorenz (1996) vorgestellten Modellen untersucht

(Verkley 2011; Verkley et al. 2014). Die Anwendung auf das Modell eines einfa-

chen geophysikalischen Flusses, beschrieben durch die Vorticitygleichung, erfordert

zusätzlich zur Energieerhaltung der SGS-Variable auch die Erhaltung der Enstro-

phie der SGS-Variable. Die resultierende Schließung ist in der Lage den Einfluss

der fehlenden SGS-Prozesse auf die aufgelöste Variable realistisch nachzustellen

(Verkley et al. 2016). Der Vorteil der Methode ist, dass auf jedweden empirischen
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Anteil verzichtet wird. Allerdings wurde sie bisher nur in relativ simplen Modellen

angewendet.

Eine alternative Methode zur Herleitung einer SGS-Parametrisierung, basierend

auf der Response-Theorie, wurde in Wouters et al. (2012, 2013) entwickelt. Bei

dieser Methode wird angenommen, dass eine schwache Kopplung zwischen der

aufgelösten und der nicht aufgelösten Variable existiert. Auf einfache Triadenmo-

delle wurde sie in Wouters et al. (2016) angewendet, aber auch in einem einfachen

Ozean-Atmosphärenmodell zeigt die Schließung gute Resultate (Demaeyer et al.

2017). Eine Skalenabhängigkeit der Schließung, im Rahmen des Lorenz ’96 Mo-

dells, wurde in Vissio et al. (2018) eingeführt.

Im Falle einer deutlichen Separation, der im System auftretenden relevanten

Zeitskalen, kann auch die Averaging Methode (Hasselmann 1976; Imkeller et al.

2001) angewendet werden. Hierbei handelt es sich um ein asymptotisches Verfah-

ren, bei dem der Einfluss der SGS-Variable auf die aufgelöste Variable gemittelt

wird, indem das invariante Maß der SGS-Variable verwendet wird. Dazu wird an-

genommen, dass zwei charakteristische Zeitskalen in dem System existieren, eine

langsame der aufgelösten Variable und eine schnelle der SGS-Variable. Die Metho-

de wurde bereits in einfachen (Hasselmann 1976), moderat-komplexen (Arnold et

al. 2003), aber auch komplexeren Ozean-Atmosphärenmodellen (Monahan et al.

2011) angewendet.

In dieser Arbeit wird die Methode der stochastischen Modenreduktion (SMR)

verwendet. Sie wurde in Majda et al. (2001) eingeführt. Es handelt sich um eine

Homogenisierungsmethode ähnlich dem Averaging (Papanicolaou 1976) für Multi-

Skalensysteme (Khas’minskii 1966a, 1966b). Eine Übersicht der Averaging- und

Homogenisierungsmethoden, angewendet auf unterschiedliche Systeme, liefert Pav-

liotis et al. (2008). Die Methoden basieren auf der Annahme, dass unterschiedli-

che charakteristische Größenordnungen, welche als Zeitskalen interpretiert wer-

den, in dem System existieren. Im Grenzwert einer unendlichen Zeitskalensepa-

ration wird eine Schließung aus den Kopplungstermen der Variablen hergeleitet.

Die SMR unterscheidet sich von der Averaging Methode in einer abweichenden

Skalierung der charakteristischen Zeitskalen der verschiedenen Kopplungsterme.

In der SMR ist ein empirischer Schritt notwendig für den die Statistik der SGS-

Selbstwechselwirkungen benötigt wird. In dieser Dissertation geschieht dies durch
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das Ersetzen mittels eines empirischen OU-Prozesses. Im Anschluss wird die Schlie-

ßung analytisch bestimmt. Die so bestimmte SGS-Schließung besitzt sowohl deter-

ministische, als auch stochastische Anteile.

Erste Untersuchungen der SMR wurden in A. Majda et al. (2002) für Tria-

denmodelle und die Burgersgleichung unternommen. Hier wurden zusätzlich a -

priori Tests des Einflusses der SMR-Schließung durchgeführt, indem eine erweiterte

Trennung der Zeitskalen simuliert wurde. Die Anwendung der SMR-Schließung für

ein balanciertes barotropes quasi-geostrophisches Modell über Topographie basie-

rend auf der Vorticitygleichung ermöglichte in der Folge eine deutlich realistischere

Autokorrelationsfunktion, im Vergleich zum entsprechenden rein linearen Modell

(Majda et al. 2003).

Die SMR wurde auch in weiteren balancierten spektralen Modellen der Atmo-

sphäre angewendet, so zum Beispiel in einem barotropen (Franzke et al. 2005),

wie auch in einem quasi-geostrophischen (Franzke et al. 2006) Modell. Die Tren-

nung zwischen aufgelösten und nicht aufgelösten Skalen wurde in diesen Arbeiten

mittels empirischer orthogonaler Funktionen (EOFs; auch PCA genannt) (Prei-

sendorfer et al. 1988) durchgeführt. Eine hinreichende Separation der zu Grunde

liegenden Zeitskalen ist mittels EOFs allerdings nicht garantiert (siehe kontinu-

ierlich abfallendes Spektrum der Autokorrelationszeitskala bei steigender EOF,

aus Abbildung 3 in Franzke et al. 2006). Das Ziel der beiden Studien war die

Freiheitsgradreduktion der Modelle auf möglichst niederdimensionale Systeme. Im

barotropen Modell war eine Reduktion von 231 auf nur vier Freiheitsgrade und im

quasi-geostrophischen Modell von 1449 auf 10 Freiheitsgrade möglich, bei gleich-

zeitiger Reproduktion der Referenzstatistik. Durch die Verwendung globaler Basis-

funktionen liefert die SMR in der Folge auch eine global koppelnde Schließung. Die

Berechnung der Schließung in hochdimensionalen Systemen mit vielen aufgelösten

Moden stellt dann allerdings, aufgrund der auftretenden kubischen Terme, einen

numerisch signifikanten Aufwand dar.

Dieses Problem kann gelöst werden, indem die Diskretisierung im physikali-

schen Raummittels finiter-Volumen (z.B. Durran 2010) stattfindet. Finite-Volumen-

Methoden wurden traditionell für Ozeanmodelle eingesetzt (z.B. Haidvogel et al.

1999), aber auch schon bei der regionalen Atmosphärenmodellierung (z.B. Skama-

rock et al. 2008) und in globalen Atmosphärenmodellen (z.B. Ŕıpodas et al. 2009;
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Majewski et al. 2002; Satoh et al. 2008; Zängl et al. 2015). Der Vorteil, verglichen

mit der Spektralmethode, liegt in der einfacheren Anwendbarkeit bei komplizierten

Randbedingungen im physikalischen Raum, wie z.B. bei der Ozeanmodellierung

über kontinentalen Platten oder bei nicht periodischen Randbedingungen in regio-

nalen Atmosphärenmodellen.

Mit der Diskretisierung im physikalischen Raum wurde in Dolaptchiev et al.

(2013b) ein lokaler Ansatz zur Definition der SGS-Variable im Rahmen der Bur-

gersgleichung eingeführt. Die aufgelöste Variable wurde als lokal-räumliches Mittel

der Ursprungsvariable definiert und die SGS-Variable als deren Abweichung vom

lokalen Mittel, was einer typischen Konfiguration in der Turbulenzsimulation ent-

spricht (Pope 2001). In der Konsequenz stellt sich in diesem System, durch die klare

Trennung der räumlichen Skalen der beiden Variablen eine ausgeprägte Trennung

der charakteristischen zeitlichen Skalen ein, was für andere Systeme allerdings

nicht zwangsläufig der Fall sein muss. Durch die Separation der Zeitskalen ist ei-

ne Grundvoraussetzung zur Anwendung der SMR erfüllt. Durch das Verwenden

des finite-Volumen Verfahrens ist die resultierende, durch die SMR gewonnene,

SGS-Parametrisierung lokal und koppelt in der untersuchten nicht-viskosen Bur-

gersgleichung nur nächste Nachbarn. Aufgrund der lokalen Form ist sie numerisch

effizient einsetzbar und ermöglicht damit die Anwendung auch bei einer größeren

Anzahl aufgelöster Variablen.

Die Burgersgleichung kann allerdings nur als ein stark vereinfachtes Modell

der Atmosphäre betrachtet werden, da sie lediglich Advektion und Diffusion mo-

delliert. Komplexe Atmosphärenmodelle beinhalten deutlich mehr physikalische

Prozesse. Um die Komplexität des untersuchten Systems zu steigern, wurde die

Burgersgleichung in Dolaptchiev et al. (2013a) um einen stochastischen Antriebs-

und einen Diffusionsterm erweitert. Die entsprechende SGS-Parametrisierung kop-

pelte nur nächste und übernächste Nachbarn. Auch in diesem Modell zeigte die

SMR-Schließung, dass sie, insbesondere bei der Betrachtung des Energiespektrums,

die fehlenden SGS-Prozesse modellieren kann.

In dieser Dissertation wird ein weiterer Schritt in der Erhöhung des Komple-

xitätsgrads des verwendeten Modells hin zu realistischen Atmosphärenmodellen

durchgeführt. Dazu wird die SMR im Rahmen eines Modells der Flachwasserdy-

namik verwendet. Zuerst wird die SMR für die Flachwassergleichungen unter der
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Vereinfachung von nur einer räumlichen Dimension ohne Rotation (1DSW = 1-

dimensional shallow water model) verwendet. Anschließend wird das zweidimen-

sionale Modell mit Rotation (2DSW = 2-dimensional shallow water model) vor-

gestellt, wobei dieser Schritt zum Zeitpunkt der Abgabe dieser Arbeit noch nicht

abgeschlossen ist. Im Unterschied zur Burgersgleichung kommen bei den Flachwas-

sergleichungen mindestens zwei Herausforderungen hinzu. Zum einen beinhalten

sie Schwerewellen (gegebenenfalls auch Rotation im 2DSW), zum anderen nicht-

polynomiale Nichtlinearitäten aufgrund der Flussformulierung.

Bisher wurde die SMR nur auf Modelle mit höchstens quadratischen Nichtlinea-

ritäten angewendet. Ob dies auch für die Flachwassergleichungen durch eine Ap-

proximation der entsprechenden Terme in den Gleichungen erreicht werden kann,

ist ad hoc nicht klar. Aus diesem Grund wird die SMR-Schließung in Kapitel 1

zunächst für allgemeine Gleichungen eingeführt. Als Approximation der nichtli-

nearen Terme kann ein Polynom beliebiger Ordnung verwendet werden, für das

die resultierende SMR-Schließung ebenfalls angegeben wird. In der Untersuchung

des eindimensionalen Modells stellt sich die quadratische Approximation als aus-

reichend genau heraus. Die für die Approximation resultierende SMR-Schließung

ist ebenfalls angegeben ist.

Nach dem ersten Kapitel über die SMR unterscheidet die Dissertation bei der

Dimension des Modells, wobei der erste Teil das 1DSW und der zweite Teil das

2DSW behandelt. In Kapitel 2 des ersten Teils wird das durch finite-Volumen dis-

kretisierte hoch aufgelöste eindimensionale Flachwassermodell eingeführt. Mittels

räumlicher lokaler Mittel und deren Abweichungen wird eine grobe (aufgelöste),

langsame Variable und eine feine (nicht aufgelöste / SGS), schnelle Variable ein-

geführt. Außerdem wird die Lösbarkeitsbedingung der SMR analytisch bestätigt.

In Kapitel 3 werden die untersuchten Modelle genauer spezifiziert. Zum Vergleich

werden zusätzlich zur SMR-Schließung zwei rein empirische Schließungen für die

niedrig aufgelösten Modelle eingeführt. Die Ergebnisse werden in Kapitel 4 vorge-

stellt. Eine Separation der charakteristischen Zeitskalen der beiden Variablen wird

empirisch bestätigt, was die Anwendung der SMR erst ermöglicht. Der Einfluss

der SMR-Schließung wird mit zwei Modellen verglichen, welche rein empirische

Schließungen verwenden. Die zugehörigen empirischen Schließungsverfahren sind

in Abschnitt E vorgestellt. Im Weiteren wird die Skalenabhängigkeit der SMR-
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Schließung genauer untersucht. Dabei wird die räumliche Auflösung der Modelle

verändert, die SMR-Schließung entsprechend der Bestimmungsgleichung angepasst

und mit den unmodifizierten empirischen Schließungen verglichen.

Im zweiten Teil wird das Modell auf zwei räumliche Dimensionen erweitert.

Methodisch ist das Vorgehen äquivalent zum eindimensionalen Fall. Unterschiede,

die zum 1DSW auftreten, sind in Kapitel 5 aufgeführt. In Kapitel 6 werden die

verwendeten zweidimensionalen Modelle genauer beschrieben. In Kapitel 7 werden

die Ergebnisse für das Referenzmodell und zwei niedrig aufgelöste Modelle ohne

SGS-Parametrisierung verglichen. Eine Zusammenfassung der Ergebnisse ist in

”
Schlussfolgerung & Ausblick“ zu finden. Hier sind auch mögliche Folgeschritte

benannt, die nicht mehr Teil dieser Arbeit sind.
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Kapitel 1

Stochastische Modenreduktion

Das Ziel dieser Dissertation ist es eine SGS-Parametrisierung aus ersten Prinzi-

pien herzuleiten. Die Idee für das hierzu verwendete asymptotische Verfahren für

Multi-Skalensysteme (Khas’minskii 1966a, 1966b) stammt aus den 70’er Jahren

und wurde in Papanicolaou et al. (1974) eingeführt. Die stochastische Modenre-

duktion (SMR), in der Form wie sie hier verwendet wird, wurde in Majda et al.

(2001) vorgestellt und liefert eine asymptotische Näherung einer SGS-Parametri-

sierung. Die Schließung wird dabei aus den Gleichungen eines hoch aufgelösten

Referenzmodells analytisch abgeleitet. Die Auflösung des Referenzmodells ist hier-

bei so hoch gewählt, dass eine Unterteilung in eine aufgelöste Variable x ∈ RMc und

eine SGS-Variable y ∈ RMf möglich ist. Beide Variablen x = x(t) und y = y(t)

sind zeitabhängig, wobei die Abhängigkeit von t im Folgenden nicht mehr ausge-

schrieben ist.

Betrachtet wird das Referenzmodell

ẋi =�xi + axi (x) + bxi (x,y) ,

ẏi =byi (x,y) + Λijyj + ΣiẆi ,
(1.1)

mit der zeitlichen Ableitung ẋ = dx
dt
. Es wird die heuristische Schreibweise Ẇ = dW

dt

mit demWienerinkrement dW imOrnstein-Uhlenbeck (OU)-Prozess cyi (y) = Λijyj+

ΣiẆi verwendet. In der Gleichung von x kommt ein Antriebsterm ���x vor, darüber

hinaus gibt es in beiden Gleichungen verschiedene Wechselwirkungen der Varia-

blen.

11
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Das Ziel der SMR ist, für die effektive stochastische Differenzialgleichung (SDE)

(im Ito Sinne vgl. Gardiner (2009))

dxi = [�xi + axi (x) + βi(x)] dt+ dξi(x) (1.2)

die Schließung, bestehend aus der deterministischen Funktion βββ und dem stocha-

stischen Prozess dξξξ, herzuleiten, wobei beide Schließungsterme nur von der auf-

gelösten Variable x abhängen. Mit der Schließung sollen die fehlenden Terme des

Referenzmodells Gleichung (1.1) simuliert werden, sodass das Modell Gleichung

(1.2) nach Möglichkeit das Referenzmodell in der aufgelösten Variable x reprodu-

ziert.

Um die SMR anwenden zu können, muss für Gleichung (1.1) die fundamentale

Annahme getroffen werden, dass deutlich unterschiedliche Größenordnungen auf

der rechten Seite der SDE vorliegen und mit dem Parameter ε < 1 skalierbar sind.

Dieser Parameter kann in physikalischen Systemen als ein Faktor interpretiert wer-

den, der die Separation unterschiedlicher, dem Modell innewohnender, zeitlicher

Skalen quantifiziert (siehe Anhang A).

Einen ersten Hinweis, ob die angenommene Skalierung in dem verwendeten

Modell auftritt, können die Dekorrelationszeiten der beiden Variablen x und y lie-

fern, wobei die aufgelöste Variable x hierbei deutlich langsamer sein sollte als die

SGS-Variable y. Ein stärkeres Indiz liefert die numerische Untersuchung des Re-

ferenzmodells im Grenzwert �→ 0, welches gegen das Modell aus Gleichung (1.2)

konvergiert. Bleibt im Grenzwert das Verhalten des Modells in der aufgelösten Va-

riable x hinreichend unverändert, so ist davon auszugehen, dass in diesem Modell

die angenommene Skalierung herrscht und damit die SMR anwendbar ist.

Die SMR nutzt aus, dass jeder SDE eine rückwärts Fokker-Planck Gleichung

(FPE) für die Wahrscheinlichkeitsdichte (PDF) p(x,y, t < 0 | x0,y0, t = 0)

des Systems eindeutig zugeordnet werden kann.1 Im weiteren Verlauf wird die

FPE im Grenzwert �→ 0 asymptotisch approximiert. Es folgt eine effektive FPE

der führenden PDF p0(x) in Ordnungen von �, welche ausschließlich von der auf-

gelösten Variable x abhängt. Anschließend wird der effektiven FPE wiederum eine

1. Die Diskussion der SMR erfolgt anhand der rückwärts FPE, wobei dies nicht zwingend not-

wendig ist, da die resultierende Schließung unabhängig von dieser Wahl sein muss. Im Folgenden

wird die Abhängigkeit der PDF vom Endzustand nicht mehr erwähnt.
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effektive SDE Gleichung (1.2) mit der SGS-Parametrisierung aus den Gleichun-

gen (1.24) und (1.27) zugeordnet.

In Abschnitt 1 wird die SMR für eine allgemeine SDE diskutiert und die Be-

stimmungsgleichung der Schließung genannt. Anschließend wird in diesem Kapitel

eine schrittweise Spezifizierung der SMR in Bezug auf das verwendete Referenz-

modell durchgeführt. Grund hierfür ist, dass die Funktionen bx und by im ver-

wendeten Flachwassermodell durch quadratische Polynome approximiert werden

können, ohne die Modellergebnisse signifikant zu verfälschen. In der Folge wird

die Schließung in Abschnitt 1.6 für beliebige Polynome und anschließend in Ab-

schnitt 1.7 für quadratische Polynome genauer spezifiziert. Alternative Methoden

zur Bestimmung einer SGS-Parametrisierung, die in dieser Arbeit zum Vergleich

ebenfalls analysiert werden, sind in Anhang E dargestellt.

1.1 Zeitskalenseparation

Die Grundannahme der SMR ist die Präsenz verschiedener Skalen im System. Auf

der rechten Seite der SDE Gleichung (1.1) werden die einzelnen Terme nach un-

terschiedlichen Größenordnungen eingeteilt. Der Bare-Truncation (BRT) Anteil

���x+ax ist von der Größenordnung O(1), die Kopplungsterme beider Variablen bx

und by sind von der Größenordnung O(�−1) und die SGS-Selbstwechselwirkungen
cy von der Größenordnung O(�−2). Dem Modell liegt dabei ein messbarer fester

intrinsischer Parameter � = ε zu Grunde, für den ε � 1 gelten muss. Im Unter-

schied dazu ist � ein veränderbarer Faktor, für den später der Grenzwert � → 0

untersucht wird.

Um zu gewährleisten, dass alle Wechselwirkungsterme der GrößenordnungO(1)
sind, werden die Wechselwirkungsterme neu skaliert, wodurch bx → bx

�
, by → by

�
,

und Λijyj + ΣiẆi → Λijyj
�2

+ ΣiẆi

�
(der Leser beachte die Skalierung des Wiener

Prozesses mit
√
dt, dadurch skaliert der OU-Prozess in FPE mit O(�−2)):

ẋi =�xi + axi (x) +
1

�
bxi (x,y) ,

ẏi =
1

�
byi (x,y) +

1

�2
Λijyj +

1

�
ΣiẆi

(1.3)
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Für den modellintrinsischen Skalenseparationsfaktor � = ε entspricht Gleichung (1.3)

genau Gleichung (1.1). Der Faktor � kann als ein Separationsfaktor unterschiedli-

cher Zeitskalen in dem Modell interpretiert werden. Diese Skalierung bedingt, dass

der Bare-Truncation Anteil ���x + ax(x) auf der langsamsten Zeitskala variiert, die

SGS-Selbstwechselwirkungen auf der schnellsten Zeitskala und die Kopplungster-

me bx und by auf einer zwischengelagerten Zeitskala. Für die aufgelöste Variable

x folgt damit, dass diese deutlich langsamer ist als die SGS-Variable y.

In der hier beschriebenen Methode wird der Separationsfaktor �, motiviert

durch den modellintrinsischen Parameter ε, eingeführt und anschließend in Ab-

schnitt 1.5 wieder eliminiert. Alternativ dazu können ad hoc unterschiedliche Zeit-

skalen für die einzelnen Wechselwirkungsterme angenommen und Gleichung (1.3)

über das totale Differenzial hergeleitet werden, siehe Anhang A.

1.2 Zugehörige Fokker-Planck Gleichung

Die rückwärts Fokker-Planck Gleichung (FPE) für die Wahrscheinlichkeitsdichte

p, welche Gleichung (1.3) zugeordnet werden kann, lautet

∂tp =L3p+
1

�
L2p+

1

�2
L1p (1.4)

mit der partiellen zeitlichen Ableitung ∂t und den Operatoren

L3 =− (�xi + axi (x)) ∂xi , (1.5)

L2 =− bxi (x,y)∂xi − byi (x,y)∂yi , (1.6)

L1 =− Λijyj∂yi −
Σ2i
2

∂2yi , (1.7)

wobei ∂xi und ∂yi die partiellen Ableitungen nach den Zustandsvektoren xi und yi

sind.
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1.3 Asymptotische Entwicklung nach �

Für � � 1 ist es möglich die Wahrscheinlichkeitsdichte p in Ordnungen von � zu

entwickeln

p = p0 + �p1 + �2p2 +O(�3) . (1.8)

Dies eingesetzt in Gleichung (1.4) liefert in den ersten drei Ordnungen die Glei-

chungen

O(�−2) → 0 =L1p
0 , (1.9)

O(�−1) → 0 =L2p
0 + L1p

1 , (1.10)

O(�0) → ∂tp
0 =L3p

0 + L2p
1 + L1p

2 . (1.11)

Die führende Ordnung O(�−2), Gleichung (1.9), besagt, dass die führende Ord-
nung der Wahrscheinlichkeitsdichte p0 im Kern von L1 liegt. An dieser Stelle wird

der Projektionsoperator P eingeführt, welcher auf den Kern von L1 projiziert.

Verwendet man die Ergebnisse aus Anhang B, in dem der Projektionsoperator ex-

plizit hergeleitet wird, und wendet den Projektionsoperator P auf eine beliebige

Funktion f(x,y) an, so eliminiert P jegliche Abhängigkeit von der SGS-Variable

y, Pf(x,y) = �f(x,y)�(x). Da p0 innerhalb des Kerns von L1 liegt, ist p
0 identisch

mit der Projektion von p0 auf den Kern

Pp0 = p0. (1.12)

In der Folge ist p0 unabhängig von der schnellen Variable y

p0 = p0(x) . (1.13)

Aus der nächst kleineren Ordnung O(�−1), Gleichung (1.10), folgen zwei Ergeb-
nisse. Zum einen kann die Gleichung mit dem Pseudoinversen L−11 von L1, welches

in Anhang B genauer aufgeführt ist, invertiert werden
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p1 = −L−11 L2p
0 , (1.14)

wodurch p1 aus p0 bestimmt wird. Allerdings ist die Invertierung nur möglich,

wenn die Abbildung von L2p
0 durch das Pseudoinverse L−11 eindeutig ist. Dies ist

der Fall, wenn L2p
0 nicht innerhalb des Kerns von L1 liegt. Verschwindet L2p

0

in der Projektion mittels P , so ist eine verschwindende Komponente im Kern

sichergestellt. Diese Bedingung wird auch Lösbarkeitsbedingung genannt

PL2p
0 =− Pbxi (x,y)∂xip

0 !
= 0 . (1.15)

Die Lösbarkeitsbedingung stellt die Anforderung, dass das Skalarprodukt der bei-

den Vektoren Pbx und ∇xp
0 verschwinden muss, was der Fall ist, wenn sie orthogo-

nal zueinander stehen Pbx ⊥ ∇xp
0. In jedem Fall von p0 ist die Bedingung erfüllt,

wenn

Pbxi (x,y) = 0 . (1.16)

Das zweite Ergebnis der Ordnung O(�−1), Gleichung (1.10), ergibt sich durch
die Anwendung des Projektionsoperators. Hierbei fällt der erste Term auf der

rechten Seite aufgrund der Lösbarkeitsbedingung weg, es bleibt

PL1p
1 = 0 . (1.17)

Da p1 eine beliebige PDF sein kann, muss das Produkt von Projektionsoperator

P und L1 Operator verschwinden. In umgekehrter Reihenfolge ausgeführt ist dies

ebenfalls der Fall, da P gerade auf den Kern von L1 projiziert. Es folgt

PL1... = L1P... = 0 . (1.18)

Aus der nächsten Ordnung O(�0), Gleichung (1.11), folgt die effektive FPE für
die führende Ordnung der Wahrscheinlichkeitsdichte p0.
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∂tp
0 = L3p

0 − PL2L
−1
1 L2p

0 (1.19)

Hierzu wird Gleichung (1.11) mit P multipliziert und die Gleichungen (1.18) und

(1.14) verwendet. Außerdem wird verwendet, dass P∂tp
0 = ∂tPp0 = ∂tp

0 aufgrund

von Gleichung (1.13) gilt und PL3p
0 = L3Pp0 = L3p

0, da L3 nur in x und P

nur in y wirken. Die effektive FPE des niedrig aufgelösten Modells besteht aus

dem BRT Anteil L3p
0 und einer SGS-Parametrisierung PL2L

−1
1 L2p

0, welche im

Weiteren genauer diskutiert wird.

1.4 Explizite Form der effektiven Fokker-Planck

Gleichung

Die effektive FPE (1.19) kann für die zu Grunde liegenden Gleichungen genauer

angegeben werden. Für den BRT Anteil ist das leicht möglich

L3p
0 = − (�xi + axi (x)) ∂xip

0 . (1.20)

Für den Schließungsanteil von Gleichung (1.19) ist

PL2L
−1
1 L2p

0 =Pbxj∂xjL
−1
1 bxi ∂xip

0 + Pbyj∂yjL
−1
1 bxi ∂xip

0

=PbxjL
−1
1 bxi ∂xj∂xip

0 +

�
PbxjL

−1
1

∂bxi
∂xj

+ Pbyj
∂L−11
∂yj

bxi

�
∂xip

0 .
(1.21)

Im Grenzfall �→ 0 erhält man die beiden Operatoren P und L−11 , wie in Anhang

B ausgeführt. Hierbei ist (Pf(x,y))(x) = �f(x,y)� der Erwartungswert, basierend
auf der stationären OU-Statistik und (L−11 f(x,y(τ)))(x,y) =

�∞
0

dτ�f(x,y(τ)|y(0) = y�.
Da L−11 nur innerhalb von y wirkt, kommutieren die Operatoren ∂xiL

−1
1 = L−11 ∂xi .

Um den letzten Term von Gleichung (1.21) zu bestimmen betrachten wir fol-
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genden Fall für die beliebigen Funktionen f und g

Pf
∂L−11
∂yi

g =

�
dypsf

∂L−11
∂yi

g

=
�
psfL

−1
1 g

�y=∞
y=−∞ −

�
dy

�
∂ps
∂yi

f + ps
∂f

∂yi

�
L−11 g

=

�
dy

�
�yyT �−1ij yjpsf − ps

∂f

∂yi

�
L−11 g

=

� ∞

0

dτ
�
�yyT �−1ij yjfg

�
−

� ∞

0

dτ

�
∂f

∂yi
g

�
. (1.22)

Im ersten Schritt wird die Definition von P eingesetzt und im zweiten partiell inte-

griert, wobei die Randterme im Unendlichen, aufgrund der verschwindenden PDF

ps(y → ±∞) → 0, keinen Beitrag leisten. Im dritten Schritt wird die Ableitung

der normal verteilten PDF, ps aus Gleichung (C.26), verwendet. Im letzten Schritt

wird die Definition aus Gleichung (B.43) eingesetzt.

Es folgt für Gleichung (1.21)

PL2L
−1
1 L2p

0

=

� ∞

0

dτ
�
bxj b

x
i (x,y(τ))

�
∂xj∂xip

0 +

�� ∞

0

dτ

�
bxj

∂bxi (x,y(τ))

∂xj

�

+�yyT �−1jl

� ∞

0

dτ
�
ylb

y
j b

x
i (x,y(τ))

�
−

� ∞

0

dτ

�
∂byj
∂yj

bxi (x,y(τ))

��
∂xip

0 .

(1.23)

Die in Abschnitt 1.1 eingeführte Skalierung der Wechselwirkungsterme mit �

kann durch L2 → �L2 und L1 → �2L1 wieder rückgängig gemacht werden. Die

resultierende Schließung ändert sich dadurch nicht. Dies zeigt, dass beide Her-

angehensweisen, sowohl die direkte Skalierung aus Abschnitt 1.1, als auch der

heuristische Ansatz unterschiedlicher Zeitskalen aus Anhang A, äquivalent sind.
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1.5 SGS-Parametrisierung für allgemeine Funk-

tionen

Der effektiven FPE (1.19), mit den Gleichungen (1.20) und (1.23), kann eine effek-

tive SDE (1.2), mit den beiden Schließungstermen βββ und dξξξ, zugeordnet werden.

Für den deterministischen Schließungsanteil βββ gilt

βi =

� ∞

0

dτ

�
bxj (x,y)

∂bxi (x,y(τ))

∂xj

�

+ �yyT �−1jm

� ∞

0

dτ
�
ymbyj (x,y)b

x
i (x,y(τ))

�
−

� ∞

0

dτ

�
∂byj (x,y)

∂yj
bxi (x,y(τ))

�
.

(1.24)

Der stochastische Schließungsanteil

dξi =
√
2BijdWj (1.25)

wird über die Zerlegung

BikBjk =

� ∞

0

dτ
�
bxi (x,y(0))b

x
j (x,y(τ))

�
(1.26)

gefunden. Er beinhaltet sowohl additive, als auch multiplikative Rauschterme.

Diese Zerlegung ist möglich (Pavliotis et al. 2008) und verwendet einen niedrig-

dimensionalen Prozess B ∈ RMc×Mc . Allerdings muss bei der numerischen Integra-

tion der SDE (1.2) mit den Schließungstermen aus Gleichungen (1.24) und (1.25)

die Zerlegung für jeden Zeitschritt separat durchgeführt werden. Eine einmalige

Zerlegung wird durch die Einführung eines effektiven stochastischen Prozesses er-

reicht, welcher die selbe Varianz wie der ursprüngliche Prozess aufweist, allerdings

Kreuzkorrelationen vernachlässigt

dξi ≈
�
2BijBijdWi

=

�

2

� ∞

0

dτ �bxi bxi (x,y(τ))�dWi . (1.27)
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1.6 SGS-Parametrisierung für beliebige Polyno-

me

Die Schließung aus den Gleichungen (1.24) und (1.27) basiert auf den Funktionen

bx und by. Anwendbar ist die Schließung nur, wenn beide Funktionen stetig dif-

ferenzierbar sind und die zu bestimmenden Erwartungswerte beschränkt sind. Die

Flüsse auf der rechten Seite der Flachwassergleichungen (2.16) und (2.17) enthal-

ten allerdings 1
h
Terme über die kein beschränkter Erwartungswert gebildet werden

kann, wenn die SGS-Selbstwechselwirkungen auf einem normalverteilten Prozess

basieren, wie in dieser Arbeit dem OU-Prozess Λijyj+ΣiẆi. In der Folge kann die

Schließung nicht berechnet werden. Gelöst wird das Problem, indem die 1
h
Terme

mittels einer Taylorreihe polynomiell approximiert werden.

Die Funktionen bx und by lauten in polynomieller Form

bxi =

N2�

X=0

M2�

Y=1

Cx xXyY

i XXζY ,

byi =

N3�

X=1

M3�

Y=0

Cy xXyY

i XXζY .

(1.28)

Hier werden N2, die höchste Ordnung von x in b
x, und M2, die höchste Ordnung

von y in bx, verwendet, sowie N3, die höchste Ordnung von y in by, und M3,

die höchste Ordnung von y in by. Außerdem kommen die Wechselwirkungsterme

Cx xXyY

i und Cy xXyY

i und Produkte der Zustandsvariablen vor

XX =
X�

k=1

xnk , wobei X 0 = 1 , (1.29)

ζY =
Y�

k=1

ymk
, wobei ζ0 = 1 . (1.30)

Exemplarisch kann man für lineare, quadratische und kubische Terme, die auf x
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wirken, schreiben:

X = 0;Y = 1 Cx x0y1

i X 0ζ1 = Lxy
im2

ym2

X = 1;Y = 1 Cx x1y1

i X 1ζ1 = Bxxy
in1m1

xn1ym1

X = 0;Y = 2 Cx x0y2

i X 0ζ2 = Bxyy
im1m2

ym1
ym2

X = 1;Y = 2 Cx x1y2

i X 1ζ2 = Nxxyy
in1m1m2

xn1ym1
ym2

...
...

(1.31)

Für eine normalverteilte SGS-Variable verschwinden alle ungeraden Momente

M2�

Y=1,3,5,...

�ζY � = 0 , (1.32)

wodurch die Lösbarkeitsbedingung Gleichung (1.16) für polynomielle Funktionen

lautet

Pbxi =P

N2�

X=0

M2�

Y=1

Cx xXyY

i XXζY

=

N2�

X=0

M2�

Y=2,4,6,...

Cx xXyY

i XX�ζY � = 0 .

(1.33)

An dieser Stelle wird die Notation

∂xm{XX} =
X�

i=1

XX δni;m
xni

= XX
�=m , X 0

�=m = 0 (1.34)

verwendet. Hier ergibt sich beispielsweise für

X = 2, Y = 1, m = 1 : Cxx2y1

i X 2
�=k = Cxxxy

ikn2m1
xn2ym1

. (1.35)

Die resultierende deterministische Komponente, sowie die stochastische Kompo-

nente der Schließung lauten damit
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βi =




N2�

X=0

M2�

Y=1,3,5,...

N2�

X̃=0

M2�

Ỹ=1,3,5,...

Cx xXyY

m XXCx x̃X̃ ỹỸ

i X̃ X̃
�=m

� ∞

0

dτ�ζY ζ̃ Ỹ (τ)�

+

N2�

X=0

M2�

Y=2,4,6,...

N2�

X̃=0

M2�

Ỹ=2,4,6,...

Cx xXyY

m XXCx x̃X̃ ỹỸ

i X̃ X̃
�=m

� ∞

0

dτ�ζY ζ̃ Ỹ (τ)�



 dt

+




N3�

X=1

M3�

Y=1,3,5,...

N2�

X̃=0

M2�

Ỹ=2,4,6,...

Cy xXyY

m XXCx x̃X̃ ỹỸ

i X̃ X̃�yyt�−1ml

� ∞

0

dτ�ζY ζ̃ Ỹ (τ)yl�

+

N3�

X=1

M3�

Y=0,2,4,...

N2�

X̃=0

M2�

Ỹ=1,3,5,...

Cy xXyY

m XXCx x̃Ỹ ỹỸ

i X̃ X̃�yyt�−1ml

� ∞

0

dτ�ζY ζ̃ Ỹ (τ)yl�

−
N3�

X=1

M3�

Y=1,3,5,...

N2�

X̃=0

M2�

Ỹ=2,4,6,...

Cy xXyY

m;m XXCx x̃X̃ ỹỸ

i X̃ X̃

� ∞

0

dτ�ζY�=mζ̃ Ỹ (τ)�

−
N3�

X=1

M3�

Y=2,4,6,...

N2�

X̃=0

M2�

Ỹ=1,3,5,...

Cy xXyY

m;m XXCx x̃X̃ ỹỸ

i X̃ X̃

� ∞

0

dτ�ζY�=mζ̃ Ỹ (τ)�



 dt ,

(1.36)

dξi =

����
N2�

X=0

M2�

Y=2,4,6,...

N2�

X̃=0

M2�

Ỹ=2,4,6,...

Cx xXyY

i XXCx x̃X̃ ỹỸ

i X̃ X̃

� ∞

0

dτ�ζY ζ̃ Ỹ (τ)�dWi

+

����
N2�

X=0

M2�

Y=1,3,5,...

N2�

X̃=0

M2�

Ỹ=1,3,5,...

Cx xXyY

i XXCx x̃X̃ ỹỸ

i X̃ X̃

� ∞

0

dτ�ζY ζ̃ Ỹ (τ)�dWi .

(1.37)

Die Schließung setzt sich aus unterschiedlichen Produkten der basierenden Funk-

tionen und statistischer Momente zusammen. Daraus können zwei wichtige Folge-

rungen getroffen werden:

Polynomielle Ordung der Schließung: Der deterministische Anteil der Schlie-

ßung βββ ist ein Polynom der Ordnung max(N2+N2−1; N3+N2). Für ein beliebiges
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Anfangspolynom der Ordnung k sind N2 = k − 1 und N3 = k, womit βββ höchstens

von der Ordnung 2k−1 ist. Für eine ursprünglich quadratische Gleichung liefert die
SMR somit lineare, quadratische und kubische deterministische Schließungsterme.

Der stochastische Anteil der Schließung dξξξ ist die Summe der Quadratwurzeln

zweier Polynome der Ordnungen 2N2 und 2(N2− 1). Eine allgemein gültige Zerle-
gung nach einem Polynom mit ganzzahligen Potenzen in x ist nicht möglich. Für

den speziellen Fall, dass eine Zerlegung möglich ist, hat das resultierende Polynom

die Ordnung N2.

Höchstes statistisches Moment: In allen Termen der Schließung werden in-

tegrierte statistische Momente der SGS-Variable verwendet. Durch die Annahme,

dass die SGS-Selbstwechselwirkungen sich wie ein OU-Prozess verhalten, siehe

Gleichung (1.1), können die gesuchten Momente aus den OU-Parametern Λ und Σ

bestimmt werden. Alternativ dazu kann der Seamless-Approach (siehe Franzke et

al. 2005) zur Bestimmung der Schließung verwendet werden, bei dem die gesuch-

ten integrierten Momente empirisch bestimmt werden. In diesem Fall ist es von

Bedeutung, wie hoch die Ordnung der benötigten Momente ist, da die Berechnung

anspruchsvoller wird, je höher die Ordnung der benötigten Momente.

Das höchste statistische Moment ist von der Ordnung max(2M2; M̂3 + M̃2 +

1; M̃3 + M̂2 + 1), wobei

M̂i = die höchste gerade Zahl ≤Mi ,

M̃i = die höchste ungerade Zahl ≤Mi .

Für ein beliebiges Polynom der Ordnung k sind die Parameter M2 ≤ k und M3 ≤
k−1. Damit folgt, dass für die stochastische Modenreduktion statistische Momente
bis zur Ordnung 2k benötigt werden.
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1.7 SGS-Parametrisierung für quadratische Po-

lynome

Für die Flachwassergleichungen stellt sich heraus, dass die führende Ordnung in

der Approximation 1
h
≈ 1

H (siehe Abschnitt 2.5) zur Reproduktion der Dyna-

mik des nicht-approximierten Modells ausreichend ist. Die dadurch resultierenden

Funktionen bx und by sind quadratische Polynome

bxi (x,y) =Lxy
ij yj +Bxxy

ijk xjyk +Bxyy
ijk yjyk ,

byi (x,y) =Lyx
ij xj +Byxx

ijk xjxk +Byxy
ijk xjyk ,

(1.38)

welche sich aus Gleichung (1.28) mit

N2 =1 , N3 = 2 ,

M2 =M2(X) =





1, falls X = 1

2, falls X = 0 ,
M3 = M3(X) =





1, falls X = 1

0, falls X = 2

(1.39)

ergeben.

Die Lösbarkeitsbedingung ist

Pbxi =

N2�

X=0

M2�

Y=2,4,6,...

Cx xXyY

i XX�ζY � = Bxyy
ijk �yjyk� = 0 . (1.40)

Die deterministische Schließung ergibt sich aus Gleichung (1.36) zu

βi =
�
Lxy
mj +Bxxy

mljxl

�
Bxxy

imk(CS)jk

+
�
Lyx
moxo +Byxx

mopxoxp

� �
Lxy
ik +Bxxy

ijk xj

�
�yyT �−1mn(CS)nk

+Bxyy
ijk Byxy

mpoxp�yyT �−1mn(CT )onjk (1.41)
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und die effektive stochastische Schließung aus Gleichung (1.37) zu

dξi =
�
2Bxyy

ijn (CT )jnklB
xyy
ikl dW

1
i

+
�
2
�
Lxy
in +Bxxy

ijn xj

�
(CS)nk (L

xy
ik +Bxxy

ilk xl)dW
2
i .

(1.42)

Die Wiener Prozesse dW1 und dW2 sind unabhängig und es werden die Tensoren

CS und CT verwendet

(CS)jk =

� ∞

0

dτ�yj(0)yk(τ)� , (1.43)

(CT )onjk =

� ∞

0

dτ (�yo(0)yj(τ)��yk(τ)yn(0)�+ �yo(0)yk(τ)��yj(τ)yn(0)�) . (1.44)

Proportionalität zu OU-Eigenwerten γ: Mit den Zwischenschritten aus

Anhang C.2 können die Schließungsterme auch direkt durch den OU-Prozess aus-

gedrückt werden. Hierzu wird die Eigenwertmatrix Λ von Γ aus Gleichung (2.39)

mit den reellen und komplexen Eigenwerten γi und ωi verwendet. Für die Schlie-

ßung folgt

βi =
�
Lxy
mj +Bxxy

mljxl

�
Bxxy

imk

Σ2j
2γ̂j(γ̂2j + ω2j )

Λkj

−
��

Lyx
moxo +Byxx

mopxoxp

� �
Lxy
ik +Bxxy

ijk xj

� 1

(γ̂2m + ω2m)
Λkm

−Bxyy
ijk Byxy

mpoxp
Σ2o
2γ̂o

Pjokm

�
,

(1.45)

dξi =
�
2Bxyy

ijn (CT )jnklB
xyy
ikl dW

1
i

+

�

2
�
Lxy
in +Bxxy

ijn xj

� Σ2n
2γ̂n(γ̂2n + ω2n)

Λkn (L
xy
ik + Bxxy

ilk xl)dW
2
i .

(1.46)

Mit Λ ∼ γ ist es möglich für einen OU-Prozess mit γi < −1 unterschiedliche
Ordnungen der SMR-Schließung in γ zu unterscheiden und eine führende Ordnung

zu identifizieren. Die erste Zeile von Gleichung (1.45) ist proportional zu γ−2, die

zweite Zeile proportional zu γ−1 und die dritte proportional zu γ−2 (anhand von
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Dolaptchiev et al. (2013a) erkennt man, dass der Tensor Pijkl proportional zu

γ−1 ist). Es folgt, dass betragsmäßiges Vergrößern der reellen OU-Eigenwerte die

Amplitude der SMR-Schließung verkleinert.

Dieses Verhalten ist konsistent mit dem zu erwartenden Verhalten des Refe-

renzmodells Gleichung (1.1). Der Grund hierfür ist, dass durch das Vergrößern von

γ, die Varianz des OU-Prozesses abnimmt, mit einer verschwindenden Varianz im

Grenzfall von γi → −∞. In der Folge wird im Grenzfall ẏ → 0 die Dynamik

mit y→ konst. unterdrückt. Dieses Verhalten kann verhindert werden, indem der

stochastische OU-Anteil Σ entsprechend einer gleichbleibenden Varianz angepasst

wird.



Teil I

Eindimensionales

Flachwassermodell
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Kapitel 2

Flachwassermodell

In diesem Kapitel wird das Flachwassermodell in einer räumlichen Dimension

(1DSW= 1-dimensional shallow water model) vorgestellt. Hierzu werden die Grund-

gleichungen zuerst eingeführt und im Raum diskretisiert. Anschließend wird die

ursprüngliche Zustandsvariable in eine grobe aufgelöste und eine feine aufgelöste

Variable aufgespalten, welche im Folgenden aufgelöste und SGS-Variable genannt

werden. Die nachfolgenden zwei Schritte dienen der Vorbereitung zur Anwendung

der SMR. Dazu werden die Gleichungen approximiert und SGS-Selbstwechsel-

wirkungen durch einen OU-Prozess ersetzt. Im letzten Abschnitt wird die resultie-

rende SMR-Schließung für das 1DSW diskutiert.

2.1 Eindimensionale Flachwassergleichungen

Die Flachwassergleichungen (z.B. Vallis 2006) beschreiben eine hydrostatischeWas-

serschicht, deren vertikale Ausdehnung klein ist im Vergleich zur horizontalen Aus-

dehnung. Mit den Gleichungen wird eine Abhängigkeit der Säulenhöhe h der Was-

serschicht mit dem horizontalen Wind u = (u, v)T ausgedrückt. Beide Variablen h

und u weisen in den Gleichungen keine vertikale Abhängigkeit auf, sondern aus-

schließlich eine horizontale zweidimensionale Abhängigkeit. Man spricht daher von

den zweidimensionalen Flachwassergleichungen.

29
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Sie bestehen aus einer Impulsgleichung

∂tu+

Advektion� �� �
u · ∇u =

Druckgradient� �� �
−g∇η +

Diffusion� �� �
νu∆u +

Antrieb����
���u (2.1)

und einer Kontinuitätsgleichung

∂th+

Divergenz� �� �
∇ · (hu) =

Diffusion� �� �
νh∆h +

Antrieb����
�h . (2.2)

In den Gleichungen wird der Nablaoperator ∇ = (∂x, ∂y)
T und der Laplaceopera-

tor ∆ = ∂2x + ∂2y mit den partiellen räumlichen Ableitungen ∂x und ∂y verwendet.

Als physikalischer Parameter kommt die Erdbeschleunigung g vor. Darüber hinaus

wird die Diffusion mit den Parametern νu und νh und ein stochastischer Antrieb-

sterm mit den Parametern ���u = (�u, �v)T und �h verwendet.

Mit der mittleren Wasserhöhe H und der orographischen Höhe des unteren

Randes der Wasserschicht z0 wird die Abweichung η des oberen Wasserrandes von

der Gleichgewichtslage bestimmt

η = z0 + h−H . (2.3)

Bei verschwindender Orographie, wodurch der untere Rand der Wasserschicht eben

ist z0 = 0, folgt η = h−H. Komponentenweise ausgeschrieben haben die Grund-
gleichungen die Form

(∂t + u∂x + v∂y) u =− g∂xη + �u + νu∆u , (2.4)

(∂t + u∂x + v∂y) v =− g∂yη + �v + νv∆v , (2.5)

∂th+ ∂xhu+ ∂yhv = �h + νh∆h . (2.6)

Ein Spezialfall der Flachwassergleichungen liegt vor, wenn angenommen wird, dass

in allen Variablen keine y-Abhängigkeit vorliegt und v, die Windkomponente in

y-Richtung, verschwindet. Es bleiben die Gleichungen des eindimensionalen Flach-

wassermodells (1DSW)

(∂t + u∂x) u =− g∂xη + �u + νu∂x∂xu , (2.7)
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∂th+ ∂xhu =�h + νh∂x∂xh . (2.8)

2.2 Flachwassergleichungen in Flussform

Zur Vereinfachung der numerischen Integration werden die eindimensionalen Flach-

wassergleichungen, bestehend aus der Impulsgleichung (2.7) und der Kontinuitäts-

gleichung (2.8), in Flussform umgeformt. Die neue Variable in der Impulsgleichung

ist der Impuls hu.

Unter Verwendung der Kontinuitätsgleichung, erhält man aus der Impulsglei-

chung mit dem entsprechenden Antriebsterm �hu = u�h + h�u

∂t (hu) + ∂x

�
(hu)2

h
+

g

2
h2

�
=�hu + νuh∂x∂xu+ νhu∂x∂xh . (2.9)

Zur einfacheren numerischen Integration des Modells wird der Diffusionsanteil in

der Impulsgleichung durch eine massengewichtete Diffusion ersetzt

νuh∂x∂xu+ νhu∂x∂xh ≈ νhu∂x∂xhu (2.10)

und eine einheitliche Diffusionskonstante ν = νhu = νh in beiden Variablen ver-

wendet.

Die Flachwassergleichungen können dann mit ��� = (�h, �hu)T kompakt geschrie-

ben werden

∂t

�
h

hu

�

� �� �
∂tφφφ

= − ∂x

�
hu− ν∂xh

(hu)2

h
+ g

2
h2 − ν∂xhu

�

� �� �
∂xF(φφφ)

+��� . (2.11)

2.3 Diskretisierung mittels finiter-Differenzen

Zur numerischen Bestimmung der räumlichen Ableitungen ist der Raum mittels

eines hoch aufgelösten Gitters diskretisiert. Das Modellgebiet der Länge L ist da-

bei in N feine Intervalle der Länge ∆x = L
N
unterteilt. Die kontinuierliche Va-

riable x wird durch eine diskrete Variable xi ersetzt, welche die Zellenmitte mit
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xi = x0 + i∆x bezeichnet. Die Nummerierung der Intervalle erfolgt über den Index

i ∈ s = {0, 1, ..., N−1}. Für die diskretisierten Variablen werden die Abkürzungen
hui = hu(xi) und hi = h(xi), sowie ui = u(xi) und ���i = ���(xi) verwendet.

Zur Diskretisierung der Gleichungen wird ein symmetrisches finite-Volumen

Schema verwendet

d

dt

�
hi

hui

�

= −
1

∆x

�
Fi+ 1

2
− Fi− 1

2

�
+ ���i (2.12)

mit dem Flussterm Fi± 1

2
an der Intervallgrenze bei xi ± ∆x

2

Fi± 1

2
=
1

2




(hu)i±1 + (hu)i − 2ν

hi±1 − hi

∆x
(hu)2i±1
hi±1

+
(hu)2i
hi

+
g

2
h2i±1 +

g

2
h2i − 2ν

(hu)i±1 − (hu)i
∆x



 . (2.13)

In späteren Simulationen wird eine räumliche Auflösung des Modells verwendet,

die sicherstellt, dass für die gewählte Diffusion und den gewählten Antrieb al-

le relevanten Prozesse aufgelöst sind. Das Modell aus Gleichung (2.12) wird im

Folgenden direkte numerische Simulation (DNS) genannt.

2.4 Lokale Mittelung

Typischerweise ist die räumliche Auflösung von Atmosphärenmodellen nicht aus-

reichend hoch, um alle atmosphärischen Prozesse hinreichend genau darstellen

zu können. Das zuvor eingeführte DNS repräsentiert in dieser Arbeit die atmo-

sphärische Realität, welche möglichst fehlerfrei durch ein deutlich niedriger auf-

gelöstes Modell reproduziert werden soll.

Das niedrig aufgelöste Modell ist auf dem groben Gitter mit Nc =
N
n
Zellen

definiert, wodurch jede grobe Gitterzelle n feine Zellen des ursprünglichen Gitters

enthält. Die groben Zellen werden durch den Index I ∈ {0, 1, ..., Nc − 1} charak-
terisiert. Auf dem groben Gitter werden die Variablen H und HU eingeführt. Im

Folgenden werden sie aufgelöste Variablen genannt. Sie sind über das lokale Mittel
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der ursprünglichen Variablen hi und hui innerhalb einer groben Zelle definiert

�
HI

HUI

�

=
1

n

n(I+1)−1�

k=nI

�
hk

huk

�

. (2.14)

Die Abweichungen von dem lokalen Mittel definieren die feinen Variablen h� und

hu�. Im Folgenden werden diese auch nicht aufgelöste oder SGS-Variablen genannt

�
h�i

hu�i

�

=

�
hi

hui

�

−

�
HI[i]

HUI[i]

�

. (2.15)

Der Index I[i] benennt die grobe Zelle innerhalb der die i-te feine Zelle liegt. Mit

den beiden neu eingeführten aufgelösten und nicht aufgelösten Variablen kann das

Modell aus Gleichung (2.12) ausgedrückt werden

d

dt

�
HI

HUI

�

=−
F(I+1)n− 1

2
− FnI− 1

2

n∆x
+ ���I , (2.16)

d

dt

�
h�i

hu�i

�

=−
Fi+ 1

2
− Fi− 1

2

∆x
+
F(I[i]+1)n− 1

2
− FI[i]n− 1

2

n∆x
, (2.17)

wobei der Antriebsterm ���I nur auf die aufgelösten Variablen wirkt.

Das Zusammenfassen aller aufgelösten Variablen HI und HUI in einem Vektor

x ∈ RMc und aller SGS-Variablen h�i und hu�i in einem weiteren Vektor z ∈ RM mit

Mc = 2Nc und M = 2N , ermöglicht eine kompakte Form der Gleichungen (2.16)

und (2.17)

ẋi =�xi + axi (x) + bxzi (x, z) , (2.18)

żi =bzi (x, z) + czi (z) , (2.19)

wobei

x =(H1, HU1, H2, HU2, ...)
T , (2.20)

z =(h1, h2, ..., hn, hu1, ..., hun, hn+1, ..., h2n, hun+1, ...)
T . (2.21)
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Die Differenzialgleichung (DGL) besteht aus einem Antriebsterm ���x, welcher

nur auf die aufgelöste Variable x wirkt, aus Selbstwechselwirkungsterme ax der

aufgelösten Variable x und Selbstwechselwirkungsterme cz(z) der SGS-Variable z.

Außerdem kommen Mischterme beider Variablen vor. Wechselwirkungen, welche

von x und z auf x oder ausschließlich von z auf x wirken, sind durch bxz(x, z)

repräsentiert. Wechselwirkungen, welche von x und z auf z oder ausschließlich von

x auf z wirken, sind durch bz(x, z) dargestellt.

Bei vollständiger Elimination der SGS-Variable erhält man das sogenannte

Bare-Truncation Modell (BRT), welches auf dem groben Gitter mit Nc Zellen

definiert ist und über keine Parametrisierung der fehlenden SGS-Prozesse verfügt

ẋi = �xi + axi (x) . (2.22)

Damit das BRT möglichst das DNS reproduziert, müssen die fehlenden Terme

durch eine Schließung modelliert werden. Hierzu werden ein deterministischer

Schließungsterm βββ und ein stochastischer Schließungsterm ξξξ gesucht. Beide Terme

der Schließung dürfen von der aufgelösten Variable x abhängen, jedoch nicht von

der SGS-Variable

ẋi = �xi + axi (x) + βi(x) + ξ̇i(x) . (2.23)

Diese Arbeit betrachtet verschiedene Strategien zur Bestimmung der beiden Terme

βββ und ξξξ. Dies kann über stochastischen Modenreduktion erfolgen, welche in Kapi-

tel 1 für allgemeine Funktionen, beliebige Polynome und quadratische Polynome

diskutiert ist. Alternative Verfahren sind in Anhang E vorgestellt.

Varianz der SGS-Variable z im Raum: Anhand der Definitionen der SGS-

und der aufgelösten Variable kann man die räumliche Form der Varianz der SGS-

Variable z abschätzen. Hierzu fasst man die Variablen als Funktion im kontinu-

ierlichen Raum x auf, wobei sich die aufgelöste Variable x(x) über das Integral

der stetigen ursprünglichen Variable φ(x) ergibt und die SGS-Variable über die
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0 L_c 2 L_c 3 L_c

a

b

−< φ x >

Distanz

Abbildung 2.1: Gezeigt ist das räumliche Verhalten von −�φφφ(x)x(x)� innerhalb der
ersten drei groben Zellen x ∈ [0, 3Lc] mit a =

2
αLc

�
1− e−αLc

2

�
, b = 1

αLc

�
1− e−αLc

�

und α = 1.

Differenz. Für die erste grobe Zelle folgt dann mit Lc = n∆x

x(x ∈ [0, Lc]) =
1

Lc

� Lc

0

φφφ(x̃) dx̃ , z(x) = φφφ(x)− x(x) . (2.24)

Die Varianz ist

Var(z(x)) = z(x)2 − z(x)
2
= φφφ(x)2 − 2φφφ(x)x+ x2 − z2 , (2.25)

wobei das zeitliche Mittel (··) verwendet wird. Innerhalb der groben Zelle ist x
konstant, und damit auch x2. Der Mittelwert von z verschwindet

z(x) = φφφ(x)− x = φφφ(x)−
1

Lc

� Lc

0

φφφ(x̃) dx̃ =
1

Lc

� Lc

0

�
φφφ(x)− φφφ(x̃)

�
dx̃ = 0

(2.26)

und ist damit konstant innerhalb der groben Zelle. Dies gilt auch für φφφ(x)2, wo-

durch der Term 2φφφ(x)x der einzige nicht konstante Term auf der rechten Seite von
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h
≈ 1

H

Gleichung (2.25) ist

Var(z(x)) ∼ −φφφ(x)x(x) . (2.27)

Nimmt man eine mit dem Abstand exponentiell abfallende räumliche Autokorre-

lation φφφ(x)φφφ(x�) ∼ exp (−α|x− x�|) an, so erhält man

φφφ(x)x(x) =
1

Lc

� Lc

0

φφφ(x)φφφ(x�) dx�

∼
1

Lc

�� x

0

exp [α(x� − x)] dx� +

� Lc

x

exp [α(x− x�)] dx�
�

=
1

αLc

�
2− e−αx − eα(x−Lc)

�

=
2

αLc

�
1− e−

αLc
2 cosh

�
α

�
x−

Lc

2

���
. (2.28)

Graphisch dargestellt entspricht dies einer U-Form, siehe Abb. 2.1. Das gleiche

Ergebnis erhält man für alle groben Zellen.

2.5 Quadratische Approximation 1
h ≈

1
H

Die Schließung wird anhand der SMR bestimmt, welche in Abschnitt 1 beschrie-

ben ist. Allerdings kann sie auf die Grundgleichungen (2.18) und (2.19) nicht di-

rekt angewendet werden. Problematisch ist der Term 1
h
im dem Fluss (2.13). In

bisherigen Arbeiten wurde die SMR nur für Grundgleichungen mit einer Nichtli-

nearität quadratischer Ordnung verwendet. Anwendbar ist sie allerdings auch für

beliebige polynomielle Formen. Es liegt daher nahe den Term 1
h
überall, außer im

BRT-Anteil, polynomiell zu entwickeln. Als Entwicklungspunkt kann entweder die

mittlere Säulenhöhe H oder die lokal gemittelte Säulenhöhe H verwendet werden:

• 1
h
= 1

H −
1
H2η +O(η

2) = 1
H −

1
H2 (H + h� −H) +O(η2)

• 1
h
= 1

H
− 1

H2h
� +O((h�)2)

In dieser Arbeit stellt sich heraus, dass die einfachste Approximation 1
h
≈ 1

H aus-

reicht, um die Ergebnisse des DNS hinreichend genau zu reproduzieren. Die Ap-

proximation, angewendet auf die Gleichungen (2.18) und (2.19), liefert nichtlineare
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Terme in denen die Variablen höchstens in quadratischer Ordnung auftreten. Für

die i− te Komponente von ẋ und ż erhält man

ẋi =�xi + axi (x) +
�
Lxz
ij zj +Bxxz

ijk xjzk +Bxzz
ijk zjzk

�
, (2.29)

żi =
�
Lzx
ij xj +Bzxx

ijk xjxk +Bzxz
ijk xjzk

�
+

�
Lzz
ij zj +Bzzz

ijk zjzk
�

. (2.30)

Es wird, wie im Folgenden auch, die Einsteinsche Summenkonvention verwendet,

wobei die Indizes entweder über Mc oder M Einträge laufen, je nachdem ob über

x oder z summiert wird. Die linearen und quadratischen Wechselwirkungsterme

Lxz
ij , L

zx
ij , L

zz
ij , B

xxz
ijk , B

xzz
ijk , B

zxx
ijk , B

zxz
ijk , B

zzz
ijk sind in Anhang D explizit aufgeführt.

2.6 Empirischer Ornstein-Uhlenbeck Prozess der

SGS-Kopplung

Zur Anwendung der SMR wird die Statistik der SGS-Selbstwechselwirkungen be-

nötigt. Hierzu wird ein OU-Prozess empirisch aus einem Referenzlauf bestimmt

(siehe Anhang C), welcher die SGS-Selbstwechselwirkungen reproduziert. Voraus-

setzung dafür ist die Unabhängigkeit aller Komponenten der SGS-Variable. In

der Variable z treten, aufgrund der verschwindenden lokalen Mittel, innerhalb je-

der groben Zelle Abhängigkeiten auf. Die Unabhängigkeit wird durch eine lokale

Fouriertransformation innerhalb jeder groben Zelle und anschließender Elimina-

tion der verschwindenden nullten Fouriermode gewährleistet. Daraufhin werden

die OU-Parameter aus der unabhängigen Fouriertransformierten SGS-Variable θθθ

und die gesuchten statistischen Momente direkt aus den OU-Parametern bestimmt.

Hierzu erlaubt die Diagonalisierung des OU-Driftterms die analytische Berechnung

der gesuchten statistischen Momente (siehe Anhang C).
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2.6.1 Fouriertransformation der SGS-Variable

Die eingeführte SGS-Variable z ist nicht unabhängig, da das lokale Mittel von z

über je eine grobe Zelle verschwindet

1

n

n(i+1)−1�

k=ni

zk = 0 . (2.31)

Diese Eigenschaft wird verwendet, um innerhalb jeder groben Zelle einen Freiheits-

grad von z zu eliminieren. Dazu wird der Vektor komponenten- und blockweise

Fouriertransformiert und die verschwindende nullte Wellenzahl eliminiert. Die neu

entstehende unabhängige SGS-Variable θθθ ∈ RMf ist mittels der Transformation

θi = T̂ijzj , (2.32)

zi = R̂ijθj , (2.33)

mit der ursprünglichen Variable z verknüpft. Die Matrizen R̂ ∈ RM×Mf und T̂ ∈
RMf×M stellen dabei jeweils die inverse und die vorwärts Fouriertransformation

in diskreter Form dar, wobei Mf = M −Mc die Anzahl der unabhängigen SGS-

Freiheitsgrade ist. Die Transformationsmatrizen haben jeweils eine blockdiagonale

Struktur

R̂ =





r̂ 0
. . .

0 r̂



 , T̂ =





t̂ 0
. . .

0 t̂



 , (2.34)

wobei auf den Diagonalen die Matrizen r̂ und t̂ jeweils 2Nc-mal auftauchen und

die blockweisen Transformationen repräsentieren.

2.6.2 Ersetzung der SGS-Kopplung

Der nächste Schritt zur Anwendung der SMR verlangt die Ersetzung der SGS-

Selbstwechselwirkungen Lzz
ij zj+Bzzz

ijk zjzk durch einen empirischen OU-Prozess. Die
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SGS-Gleichung (2.30) für θ wird dann zu

dθi =T̂ik

�
Lzx
kjxj +Bzxx

kjl xjxl +Bzxz
kjl xjR̂lmθm

�
dt+ Γijθjdt+ σidWi , (2.35)

wobei Γij der negativ-definite OU-Driftterm ist und σij = σiδij der diagonale

Diffusionstensor mit den Wienerinkrementen dWi. Es ist zu beachten, dass bei dem

Wiener Prozess in Gleichung (2.35) nicht über i summiert wird. Darüber hinaus

soll Γ nur innerhalb je einer groben Zelle SGS-Moden koppeln. In der Folge hat Γ

eine blockdiagonale Struktur. Für die SMR-Schließung hat dies eine Lokalität der

Schließung zur Folge, bei der nur Nachbarn und nächste Nachbarn koppeln.

Zur Bestimmung der OU-Parameter sind verschiedene empirische Methoden

möglich. Zwei dieser Methoden werden in Anhang C beschrieben. Bei der Maxi-

mum Likelihood Methode werden die SGS-Selbstwechselwirkungen durch den OU-

Prozess modelliert T̂ijc
z
j(R̂klθl) ≈ Γijθjdt+ σidWi. Es stellt sich allerdings heraus,

dass die zweite Methode, bei der die OU-Parameter basierend auf der zeitver-

setzten Kovarianzfunktion bestimmt werden, das DNS besser reproduzieren kann.

Im Unterschied zur Maximum Likelihood Methode wird hier die SGS-Variable

vollständig modelliert dθi ≈ Γijθjdt + σidWi. Dies hat den Vorteil, dass bei der

Anwendung der SMR im Grenzwert �→ 0 die Statistik (Varianz und zeitversetz-

te Kovarianz) von θ unverändert bleibt, wodurch die in der SMR angenommene

Dominanz des OU-Prozesses in der SGS-Variable garantiert ist. Darüber hinaus

generiert das Verfahren einen negativ-definiten OU-Drifttensor Γ, welcher zur An-

wendung der SMR vorausgesetzt ist.

2.6.3 Transformation in den Ornstein-Uhlenbeck-

Eigenwertraum

Bei der Beschreibung der Atmosphäre durch einen linearen und einen stochasti-

schen Prozess stellt sich heraus, dass der lineare Operator diagonalisierbar ist

(Delsole 2004). Diese Eigenschaft ist bei der Anwendung der SMR hilfreich, weil

hierdurch die benötigten statistischen Momente aus dem Drifttensor Γ und dem

Diffusionstensor σij des OU-Prozesses analytisch ermittelbar sind (siehe Anhang

C).
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Es wird die SGS-Variable yi eingeführt

yi = U−1ij θj , (2.36)

wobei die reelle invertierbare Matrix U durch die reelle Jordansche Normalform

von Γ zustande kommt

Γ = UΛU−1 . (2.37)

Die Eigenwertmatrix Λ ∈ RMf×Mf hat eine blockdiagonale Struktur, wie auch

die Transformationsmatrizen U ∈ RMf×Mf und U−1 ∈ RMf×Mf . Die Blöcke sind

jeweils 2(n− 1)× 2(n− 1) groß

Λ =





Λ̂ 0

Λ̂

0
. . .



 , U =





Û 0

Û

0
. . .



 , U−1 =





Û−1 0

Û−1

0
. . .



 . (2.38)

Durch die geforderte räumliche Homogenität der Schließung sind alle Blöcke in-

nerhalb einer Matrix identisch. In Λ̂ stehen die Eigenwerte von Γ. Es kommen Ñ

reelle Eigenwerte und 2(n − 1) − Ñ komplexe Eigenwertpaare vor. Der Realteil

steht auf der Diagonalen und der Imaginärteil auf den Off-Diagonalen
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Λ̂ =





γ̂1 0

γ̂2
. . .

γ̂Ñ
γ̂Ñ+1 −ωÑ+1

ωÑ+1 γ̂Ñ+1
γ̂Ñ+3 −ωÑ+3

ωÑ+3 γ̂Ñ+3

0
. . .





. (2.39)

Mit den Transformationsmatrizen R = R̂U und T = U−1T̂ für

z =Ry = R̂Uy , (2.40)

y =Tz = U−1T̂z (2.41)

erhält man die Modellgleichungen (2.29) und (2.35) ausgedrückt mit der neuen

Variable

ẋi =�xi + axi (x) + bxi (x,y) , (2.42)

ẏi =byi (x,y) + Λijyj + ΣiẆi , (2.43)

wobei hier die heuristische Schreibweise Ẇ = dW/dt verwendet wird. Für die

stochastische Diffusion wird der effektive stochastische Prozess Σi =
�

U−1ij U−1ij σ2j
verwendet. Dieser weist die selbe Varianz wie σ̃ij = U−1ij σj auf und vernachlässigt

Kreuzkorrelationen, welche durch die Transformation in den OU-Eigenwertraum

zustande kommen. Für komplexe Eigenwerte sind die Koeffizienten paarweise iden-

tisch. Die beiden Kopplungsterme lauten
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bxi (x,y) =Lxz
ij Rjkyk +Bxxz

ijk Rklxjyl +Bxzz
ijk RjlRkmylym

=Lxy
ij yj +Bxxy

ijk xjyk +Bxyy
ijk yjyk ,

(2.44)

byi (x,y) =Tij

�
Lzx
jkxk +Bzxx

jkl xkxl +Bzxz
jkl Rlmxkym

�

=Lyx
ij xj +Byxx

ijk xjxk +Byxy
ijk xjyk .

(2.45)

2.7 Stochastische Modenreduktion, Schließung im

eindimensionalen Flachwassermodell

Die gesuchte Schließung in Gleichung (2.23) für das 1DSW ist anhand der SMR

durch die Gleichungen (1.41) und (1.42) mit den Wechselwirkungstermen aus den

Gleichungen (2.44) und (2.45) gegeben. Die Wechselwirkungsterme sind in Anhang

D explizit angegeben. Hierbei besteht der stochastische Term der Gleichung (1.42)

aus unterschiedlichen Einzeltermen. Der erste Einzelterm beschreibt ein rein addi-

tives Rauschen, der zweite ein multiplikatives Rauschen. Aus der expliziten Form

der Wechselwirkungsterme folgt, dass der additive Anteil auf H und HU wirkt,

der multiplikative Anteil nur auf HU .

2.7.1 Lösbarkeitsbedingung

Grundvoraussetzung für die Anwendung der SMR ist die Erfüllung der Lösbarkeits-

bedingung Gleichung (1.16). Für die numerische Überprüfung muss gezeigt wer-

den, dass Bxyy
ijk �yjyk� ≤ O(ε2) gilt, wobei für den modellintrinsischen Parameter

ε � 1 gelten muss. Für kleine ε kann die numerische Überprüfung allerdings

problematisch sein. Daher wird in dieser Arbeit der Beweis für die quadratisch

approximierten Flachwassergleichungen analytisch durchgeführt.

Analytischer Beweis: Setzt man κjk = RjlRkm�ylym� mit der Transformation
z = Ry in Gleichung (1.40) ein, erhält man

Bxyy
ijk �yjyk� = Bxzz

ijk κjk = Bxzz
ijj κjj . (2.46)
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Im zweiten Schritt wird ausgenutzt, dass der Wechselwirkungsterm Bxzz
ijk immer

nur quadratisch von einem Punkt wirkt und keine Mischprodukte aufweist, womit

die Indizes j und k immer identisch sind Bxzz
ijk = Bxzz

ijk δjk, siehe Gleichung (D.12).

Summiert über alle groben Zellen i verschwindet der Term

�

i

Bxzz
ijj κjj =0 . (2.47)

Dies ist der Fall, da der Operator aufgrund der Flussformulierung antisymmetrisch

in j ist und die Varianzmatrix �yiyj� eine homogene Blockstruktur aufweist. Da
kein Ort speziell ausgezeichnet ist, verschwindet damit auch jeder Term in der

Summe individuell.

2.7.2 Lokalität

Die Kopplung durch die Diskretisierung, dargestellt mit den Wechselwirkungster-

men aus Anhang D, betrifft jeweils nur benachbarte grobe Zellen. In den Schlie-

ßungstermen der Gleichungen (1.41) und (1.42) kommen immer Produkte von

zwei Wechselwirkungstermen und einem statistischen Moment des OU-Prozesses

vor. Die statistischen Momente weisen, wie der OU-Prozess, eine blockdiagonale

Struktur auf. In der Folge koppelt die Schließung jeweils fünf grobe Zellen (Nach-

barn und nächste Nachbarn) miteinander. Die resultierende Lokalität der Schlie-

ßung ermöglicht eine hohe Effizienz in der Anwendung, welche sich insbesondere

bei Systemen mit vielen Freiheitsgraden bemerkbar macht.

2.7.3 Konstanter Term Ki = LxymjB
xxy
imk(CS)jk

Im deterministischen Schließungsanteil in Gleichung (1.41) kommt der konstan-

te Term Ki vor. Dieser ist, wie in Abschnitt 3.3 bewiesen, gesamtmassen- und

impulserhaltend, wodurch das räumliche Mittel von Ki verschwindet. Es folgt aus

Abschnitt 3.3 allerdings nicht, dass jede Komponente vonKi individuell verschwin-

det. Würde nicht jede Komponente individuell verschwinden, wären die sich in der

Schließung ergebenden räumlich abhängigen und zeitlich konstanten Quell- und

Senkterme kontraintuitiv, da in den ursprünglichen Gleichungen kein Ort speziell



44
2.7. Stochastische Modenreduktion, Schließung im eindimensionalen

Flachwassermodell

ausgezeichnet ist. An dieser Stelle wird bewiesen, dass der Term Ki nicht nur im

räumlichen Mittel, sondern auch individuell für jede Komponente verschwindet.

Beweis: In Abschnitt 3.3 ist beschrieben, dass kein Massen- und Impulsaus-

tausch zwischen den einzelnen Wechselwirkungstermen existiert, wodurch

0 =
N−1�

i=0

Bxxy
ijk xjyk =

N−1�

i=0

Bxxz
ijk xjzk =

N−1�

i=0

Bxxz
ijk Ω̂jk . (2.48)

Der konstante Schließungsterm Ki kann zusammengefasst werden zu

Ki = Lxz
mjB

xxz
imk

� ∞

0

�zj(0)zk(τ)�dτ = Bxxz
imkΩmk . (2.49)

Die Gleichung (2.48) gilt für ein beliebiges Ω̂, wodurch im Vergleich mit Gleichung

(2.49) folgt, dass das räumliche Mittel des konstanten Schließungsterms verschwin-

det

N−1�

i=0

Ki =
N−1�

i=0

Bxxz
ijk Ωjk = 0 . (2.50)

Damit bleiben die Gesamtmasse und der Gesamtimpuls unverändert. Die Wech-

selwirkungsterme und der OU-Prozess sind homogen im Raum, wodurch kein Ort

speziell ausgezeichnet ist. Es folgt, dass alle Komponenten des Terms identisch

sind Ki = Kj = 0 und verschwinden.

2.7.4 Räumliche Skalenadaptivität der Schließung

Das Prinzip der SMR erlaubt es, ohne eine erneute Berechnung des OU-Prozesses,

die Schließung an eine geänderte räumliche Auflösung des reduzierten Modells an-

zupassen. Erreicht wird diese Skalenadaptivität indem die Wechselwirkungsterme

auf ihre Abhängigkeit von dem Mittelungsintervall n untersucht werden und n in

den entsprechenden Termen ausgeklammert wird.

So kann beispielsweise der lineare Term Lh�x ausgedrückt werden als

Lh�x = L̃h�x +
1

n
L̂h�x , (2.51)
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wobei

L̃h�x =−
1

2∆x

�
HUI[i+1] −HUI[i−1]

�
+

ν

∆x2
�
HI[i−1] − 2HI[i] +HI[i+1]

�
,

1

n
L̂h�x =

1

2n∆x

�
HUI[i]+1 −HUI[i]−1

�
−

ν

n∆x2
�
HI[i]+1 − 2HI[i] +HI[i]−1

�
.

(2.52)

Eine analoge Aufspaltung für die hu� Komponente Lhu�x = L̃hu�x+ 1
n
L̂hu�x ermöglicht

den kombinierten Tensor Lyx ebenfalls aufzuspalten

Lyx = L̃yx +
1

n
L̂yx . (2.53)

Selbes ist auch für die anderen Wechselwirkungsterme möglich

Lxy = L̃xy +
1

n
L̂xy , Bxyy =

1

n
L̂xyy , Bxxy =

1

n
L̂xxy ,

Byxx = B̃yxx +
1

n
L̂yxx , Byxy = B̃yxy +

1

n
L̂yxy .

(2.54)

Die deterministische Schließung ist damit

βi =

�
1

n
L̂xy
mj +

1

n
B̂xxy

mljxl

�
1

n
B̂xxy

imk(CS)jk

+

��
L̃yx
mo +

1

n
L̂yx
mo)

�
xo +

�
B̃yxx

mop +
1

n
B̂yxx

mop

�
xoxp

�

1

n

�
L̂xy
ik + B̂xxy

ijk xj

�
�yyT �−1mn(CS)nk

+
1

n
B̂xyy

ijk

�
B̃yxy

mpo +
1

n
B̂yxy

mpo

�
xp�yyT �−1mn(CT )onjk

=
1

n
β̃i +

1

n2
β̂i , (2.55)

wobei im letzten Schritt die Terme entsprechend ihrer Potenz von n zusammenge-

fasst werden. Für den effektiven stochastischen Prozess folgt

dξi ≈
1

n

�
2B̂xyy

ijn (CT )jnklB̂
xyy
ikl dW

1
i

+
1

n

�
2
�
L̂xy
in + B̂xxy

ijn xj

�
(CS)nk

�
L̂xy
ik + B̂xxy

ilk xl

�
dW 2

i . (2.56)
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2.7. Stochastische Modenreduktion, Schließung im eindimensionalen

Flachwassermodell

Ändert sich die Auflösung Nc des grob aufgelösten Modells, so ist mit dem ent-

sprechenden Mittelungsintervall n = N
Nc

die Skalierung der Schließungsterme βββ

und dξξξ gegeben. Eine Änderung der OU-Statistik mit n ist bei der vorgestellten

Skalierung nicht berücksichtigt.



Kapitel 3

Modellbeschreibung

In diesem Kapitel wird zuerst das allgemeine Setup, welches allen nachfolgen-

den Modellen zu Grunde liegt, vorgestellt. Anschließend werden alle untersuchten

Modelle detailliert beschrieben und schließlich ihre Erhaltungseigenschaften dis-

kutiert.

3.1 Setup

3.1.1 Parameter

Das Modellgebiet weist periodische Ränder auf und ist L = 104 km lang. Die

mittlere Wassersäulenhöhe ist 1
N

�N−1
i=0 hi = H = 10 km. Die Diffusionskonstante

ist ν = 105 km2Tag-1. Alle Modellintegrationen laufen über 104Tage mit einem

Ausgabezeitschritt von 10−3Tage. Mit Ausnahme der ersten 100 Integrationstage

(spin-up) gehen alle Zustände in die vorgestellte Auswertung ein.

In den hier betrachteten Modellen ist die Diffusionskonstante entsprechend

groß genug gewählt, um eine zu weite Auslenkung der Säulenhöhe zu vermeiden.

In der Folge ist die Verwendung eines Slope-Limiters (siehe z.B. Vater et al. 2015)

überflüssig, welcher gewährleisten würde, dass die Säulenhöhe keine negativenWer-

te aufweist. In späteren Anwendungen mit einer nicht homogenen Orographie ist

ein solcher Slope-Limiter vermutlich notwendig.
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3.1.2 Stochastischer Antriebsterm

Der Antriebsterm ist ein großskaliger stochastischer Antrieb (Chekhlov et al. 1995),

welcher ausschließlich auf die aufgelöste Variable x projiziert und nur in der Im-

pulsgleichung wirkt

�i =

�
0

�3
k=1

µαk√
k∆t

cos
�
2π

�
kin∆x

L
+ ψk

��
�

, (3.1)

mit der Amplitude µ = 105 km2Tag−
3

2 . Die Zufallszahlen αk und ψk werden zu

jedem Integrationszeitschritt neu gewählt und sind normalverteilt N (0, 1).
Der Antrieb projiziert nur auf die führenden Fouriermoden 1 ≤ k ≤ 3, wodurch

das räumliche Mittel nicht angetrieben wird. Im Fall 4 ≤ k ≤ 7 bildete sich, für

die untersuchte Konfiguration, keine Zeitskalenseparation zwischen der aufgelösten

und der SGS-Variable heraus.

3.1.3 Schwerewellenzyklus

Linearisiert man die eindimensionalen Flachwassergleichungen, unter Vernachlässigung

des Antriebs- und des Diffusionsterms, um einen ruhenden Zustand

u = u0 + u� u0 =
1

L

� L

0

u dx
!
= 0 (3.2)

h = h0 + h� h0 =
1

L

� L

0

h dx = H , (3.3)

so liefert die Vernachlässigung aller nichtlinearen Anteile

0 =∂tu
� + g∂xh

� , (3.4)

0 =∂th
� +H∂xu

� . (3.5)

Durch Fouriertransformation der Gleichungen findet man die Dispersionsrelation

ω2 = gHk2. Für die Phasengeschwindigkeit (Holton et al. 1973) der Schwerewellen

folgt c = ω
k
=
√
gH ≈ 313 m

s
. Ein Schwerewellenzyklus, bei dem die Welle einmal

durch das periodische Modellgebiet läuft dauert damit τ = L/
√
gH ≈ 0.37 Tage.
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3.2 Modelle

In diesem Abschnitt werden die untersuchten Modellkonfigurationen des 1DSW

beschrieben. Hierbei wird mit dem Referenzmodell auf einer hohen räumlichen

Auflösung begonnen. Schrittweise werden die Annahmen, welche die Anwendung

der SMR voraussetzen, eingeführt. Zuerst wird die Approximation von 1
h
ein-

geführt, gefolgt von den ersetzten SGS-Selbstwechselwirkungen und einer anschlie-

ßenden approximativen Untersuchung des Grenzwertes �→ 0. Darauf folgend wer-

den, zur Überprüfung der Notwendigkeit einer SGS-Parametrisierung, zwei niedrig

aufgelöste Modelle ohne eine SGS-Parametrisierung eingeführt. Anschließend wird

das Modell mit SMR-Schließung mit zwei Vergleichsmodellen, mit rein empirischen

Schließungen, vorgestellt.

3.2.1 Hoch aufgelöste Simulationen

Es werden drei hoch aufgelöste Modelle untersucht. Unterschieden wird zwischen

einem Referenzmodell, welches für die nachfolgenden Modelle die atmosphärische

Realität darstellt, und zwei Modellen mit der Approximation 1
h
≈ 1

H und para-

metrisierten SGS-Selbstwechselwirkungen, wobei eines der Modelle den Grenzwert

einer unendlichen Zeitskalenseparation simuliert.

Referenz Modell (DNS)

Als Referenz dient ein hoch auflösendes Modell der Gleichung (2.12) mit N = 512

Zellen. Im Folgenden wird dieses Modell direkte numerische Simulation (DNS)

genannt. Die zeitliche Integration erfolgt mittels eines Runge-Kutta-Verfahrens

vierter Ordnung mit einem Zeitschritt von ∆t = 10−4 Tagen.

DNS-h und OU-DNS

Als hilfreicher Vorabtest für die SMR werden zwei Modelle untersucht, wodurch

die Auswirkungen der Approximationen näher betrachtet werden können. Im er-

sten Schritt wird das DNS-h aus den Gleichungen (2.29) und (2.30) verwendet,

welches die Approximation 1
h
≈ 1

H in allen Termen, außer dem BRT Anteil, ver-

wendet. Anschließend werden die SGS-Selbstwechselwirkungen im DNS-h durch
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DNS Direkte numerische Simulation mit einer räumlichen Auflösung
von N Zellen
ẋi = �xi + axi (x) + bxzi (x, z); żi = bzi (x, z) + czi (z)

BRT Bare-Truncation Modell mit einer räumlichen Auflösung
von Nc =

N
n

ẋi = �xi + axi (x)

LRM Low-Resolution Modell, DNS mit einer niedrigen räumlichen
Auflösung von Nc =

N
n

DNS-h DNS mit 1
h
-Approximation im nicht BRT-Anteil

ẋi = �xi + axi (x) +
�
Lxz
ij zj +Bxxz

ijk xjzk + Bxzz
ijk zjzk

�

żi =
�
Lzx
ij xj +Bzxx

ijk xjxk +Bzxz
ijk xjzk

�
+

�
Lzz
ij zj +Bzzz

ijk zjzk
�

OU-DNS DNS mit 1
h
-Approximation im nicht BRT-Anteil

und durch OU-Prozess ersetzten SGS-Selbstwechselwirkungen

ẋi = �xi + axi (x) + bxi (x,y), ẏi = byi (x,y) + Λijyj + ΣiẆi

OU-DNS-TSF OU-DNS mit Zeitskalenseparationsfaktor � = 0.05

ẋi = �xi + axi (x) +
1
�
bxi (x,y), ẏi =

1
�
byi (x,y) +

1
�2
Λijyj +

1
�
ΣiẆi

BRT-OU BRT mit empirischer OU-Schließung

dxi =
�
�xi + axi (x) + Γ̃ijx̂

I
j

�
dt+ σ̃idWi

LRM-OU LRM mit empirischer OU-Schließung

BRT-SMR BRT mit der SMR-Schließung

dxi = [�xi + axi (x) + βi(x)] dt+ dξi(x)

BRT-SMR-0.6 BRT-SMR mit 60% stochastischem Schließungsterm
dxi = [�xi + axi (x) + βi(x)] dt+ 0.6dξi(x).

BRT-SMR-0.0 BRT-SMR mit rein deterministischer Schließung
dxi = [�xi + axi (x) + βi(x)] dt

Tabelle 3.1: Zusammenfassung der unterschiedlichen Modelle.

einen empirischen OU-Prozess ersetzt, Gleichungen (2.42) und (2.43), wodurch

das OU-DNS definiert ist.

Die Parameter des Prozesses werden anhand der integrierten Kovarianzfunk-
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tion bestimmt, siehe Gleichungen (C.13) und (C.14). Die alternativ vorgestellte

Maximum Likelihood Methode aus Anhang C.1.1 liefert schlechtere Ergebnisse für

das OU-DNS und das BRT-SMR (nicht gezeigt).

Es stellt sich heraus, dass das OU-DNS mit den OU-Parametern aus den

Gleichungen (C.13) und (C.14) nicht stabil ist. Die Instabilität wird durch eine

zusätzliche skalenabhängige Dämpfung (Achatz et al. 1999) behoben, welche zum

OU-Prozess hinzuaddiert wird (siehe Anhang C.1.3).

Wie in allen weiteren stochastischen Modellen erfolgt die zeitliche Integrati-

on über eine Split-Step-Methode, bei der der deterministische Anteil mit einem

Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung und der stochastische Anteil mit einem

Euler-Mayurama Verfahren (Kloeden et al. 1992) integriert werden. Die Zeit-

schrittweite ist ∆t = 10−4 Tage, wie auch beim DNS.

Asymptotischer Grenzwert �→ 0

Der Einfluss der SMR-Schließung kann vorab untersucht werden, indem der Grenz-

wert von �→ 0 in Gleichung (1.3) für das OU-DNS in den Gleichungen (2.42) und

(2.43) numerisch simuliert wird. Hierzu wird � = 0.05 gewählt. Entsprechend muss

der Zeitschritt verkürzt werden zu ∆t = 2 · 10−6 Tagen. Das Modell wird im

Folgenden OU-DNS-TSF genannt (TSF = time scale separation factor).

3.2.2 Niedrig aufgelöste Simulationen

Mit dem hoch aufgelösten DNS als Referenz können die folgenden niedrig auf-

gelösten Modelle evaluiert werden. Es wird ein Modell mit der SMR-Schließung

eingeführt, im weiteren BRT-SMR genannt. Das BRT-SMR wird mit zwei niedrig

aufgelösten Modellen mit und ohne Schließungen verglichen, wobei die verwende-

ten Schließungen vollständig empirisch sind. Die Modelle werden auf dem groben

Gitter mit Nc = 64 integriert. In abweichenden Fällen ist dies explizit erwähnt.

Niedrig aufgelöste Simulationen ohne SGS-Parametrisierung

Niedrig aufgelöste Modelle können auf verschiedene Weisen definiert werden. In

dieser Arbeit werden zwei unterschieden. Das erste Modell verwendet die ur-
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sprünglichen Gleichungen (2.12) des DNS mit einer niedrigeren räumlichen Auf-

lösung Nc =
N
n
und wird im Weiteren Low-Resolution Modell (LRM) genannt.

Als Alternative definiert der Bare-Truncation Anteil (BRT) des DNS (2.22)

ebenfalls ein Modell mit niedriger Auflösung Nc. Der Unterschied zwischen BRT

und LRM liegt in einer unterschiedlichen effektiven Diffusion. Für das BRT ist

diese proportional zu ν
n∆x2

und für das LRM ν
(n∆x)2

. In der Folge weist das BRT

eine um den Faktor n stärkere Diffusion auf.

Niedrig aufgelöste Simulationen mit SGS-Parametrisierung

BRT mit SMR-Parametrisierung: Gleichung (2.23) definiert das Bare-Trun-

cation Modell mit SMR-Schließung (BRT-SMR). Die SMR-Schließung besitzt so-

wohl deterministische Anteile aus Gleichung (1.41) als auch stochastische Anteile

aus Gleichung (1.42) und koppelt lokal fünf benachbarte Zellen, basierend auf

Wechselwirkungstermen der Gleichungen (2.44) und (2.45). Zur Stabilisierung des

Modells ist es notwendig die Diffusion im BRT-Anteil auf ν = 2 · 105 km2Tag−1 zu

verstärken. Der Integrationszeitschritt ist mit ∆t = 2 · 10−5 Tagen kürzer als im
DNS.

BRT und LRM mit empirischer OU-Parametrisierung: Das BRT und

das LRM, ergänzt durch jeweils eine empirische Schließung, definiert das BRT-OU

und das LRM-OU. In beiden Fällen handelt es sich um OU-Schließungen basierend

auf der Maximum Likelihood Methode, welche in Anhang E.1 beschrieben sind.

Beide Schließungen koppeln, analog zur SMR-Schließung, lokal fünf benachbarte

Zellen.

3.3 Erhaltungseigenschaften

Unter der Voraussetzung, dass der Antriebsterm ein verschwindendes räumliches

Mittel aufweist, erhält das Referenzmodell Gleichung (2.12) sowohl die Gesamt-

masse (äquivalent zur mittleren Säulenhöhe) 1
N

�N−1
k=0 hk, als auch den Gesamtim-

puls 1
N

�N−1
k=0 huk.

Man kann auch für die Zustandsvektoren x und z Erhaltungseigenschaften
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herleiten. So folgt aus der Definition der SGS-Variable, dass das räumliche Mittel

von z innerhalb jeder groben Zelle verschwindet, wodurch auch das räumliche

Mittel von z im gesamten Gebiet verschwindet
�N−1

i=0 zi = 0. Aufgrund dessen

muss auch die Summe der zeitlichen Tendenzen verschwinden

d

dt

N−1�

i=0

zi = 0 . (3.6)

Aus der Symmetrie der Diskretisierung folgt, dass auch die mittlere Tendenz der

aufgelösten Variable verschwinden muss

0 =
d

dt

N−1�

i=0

φi =
d

dt

N−1�

i=0

�
xI(i) + zi

�
→

d

dt

N−1�

i=0

xî(i) = 0 , (3.7)

wodurch folgt, dass der BRT-Anteil ���x + ax die Erhaltungseigenschaften erfüllt.

Betrachtet man die linearen und quadratischen Wechselwirkungsterme aus An-

hang D erkennt man, dass jeder Wechselwirkungsterm, aufgrund seiner Symme-

trie, ein verschwindendes räumliches Mittel aufweist. Es gibt daher keinen Impuls-

oder Massenaustausch zwischen den einzelnen Termen.

Die Ersetzung der Selbstwechselwirkungsterme von z durch einen OU-Prozess

verletzt diese Erhaltungseigenschaften nicht, da der OU-Prozess nicht auf die nullte

Fouriermode in der jeweiligen groben Gitterzelle wirkt. Das Modell mit ersetzten

Selbstwechselwirkungstermen (siehe OU-DNS in Abschnitt 3.2) ist damit auch

impuls- und massenerhaltend. Diese Eigenschaft gilt auch nach Einführung des

Zeitskalenseparationsfaktors �, da kein Impuls- oder Massenaustausch zwischen

den einzelnen Termen vorkommt.

Das BRT-SMR, welches den Grenzwert �→ 0 abbildet, muss diese Eigenschaft

folglich ebenso erfüllen. Durch genaue Betrachtung der vorkommenden Wechsel-

wirkungsterme kann dies auch analytisch gezeigt werden. Exemplarisch wird die

Argumentation hier an einem Term vorgestellt. Man betrachtet

Bxyy
ijk Byxy

mpoxp�yyT �−1mn(CT )onjk = Bxyy
ijk αy

jk = Bxzz
ijk αz

jk . (3.8)

Im ersten Schritt werden alle Summen (hier über die Komponentenm, n, o) zusam-
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mengefasst zu αy
jk und anschließend in den z-Raum transformiert. Bei Betrachtung

des Operators in seiner expliziten Form in Gleichung (D.12) fällt auf, dass sich die

einzelnen Terme, summiert über die i-te Komponente, aufheben, wodurch die Er-

haltungseigenschaften erfüllt sind. Für alle weiteren Terme der Schließung verläuft

die Argumentation analog.

Für den effektiven stochastischen Term gilt die Erhaltung offensichtlich nicht,

da der Wiener Prozess nicht zwangsläufig ein verschwindendes räumliches Mit-

tel aufweist. Durch Subtraktion des Mittels der stochastischen Komponente wird

in der Praxis die Erhaltung gewährleistet. Für den hochdimensionalen stocha-

stischen Schließungterm aus Gleichung (1.25), angewendet auf das quadratische

1DSW, sind die Erhaltungseigenschaften, aufgrund obiger Argumentation, ohne

Subtraktion des Mittels erfüllt.

Die Gesamtenergie, zusammengesetzt aus der verfügbaren potentiellen Energie
1
2

� L

0
g(h2 − H2)dx und der kinetischen Energie 1

2

� L

0
hu2dx, ist für die Diskreti-

sierung in keinem der untersuchten Modelle erhalten. Es kommt zwischen den

einzelnen Modelltermen zu einem Austausch von Energie und damit auch zwi-

schen SGS- und aufgelösten Variablen. Die Modelle bewegen sich jeweils innerhalb

eines Energieregimes, welches über den Energieeintrag durch den Antriebsterm

auf großen Skalen, die Energiesenke durch Diffusion bei kleinen Skalen und den

Energietransport zwischen den Skalen festgelegt ist. Die Reproduktion des Ener-

giespektrums anhand der SMR-Schließung ist nur möglich, wenn die Schließung

diese Energieflüsse korrekt darstellt.



Kapitel 4

Ergebnisse

Im Folgenden Kapitel werden die Ergebnisse der unterschiedlichen Simulationen

vorgestellt. Die Autokorrelation und das Energiespektrum sind jeweils qualitativ

identisch für die Impulsvariable hu und die Wassersäulenhöhe h. Es werden daher

nur die Ergebnisse für h gezeigt und diskutiert.

4.1 Hoch aufgelöste Simulationen

DNS: Einen ersten Eindruck von dem Verhalten des Modells liefert Abbil-

dung 4.1. Dort ist der Zustand der hochaufgelösten Variablen h und u sowie der

aufgelösten Variablen H und HU gezeigt. Man erkennt die deutlich niedrigere

räumliche Auflösung der aufgelösten Variablen anhand der sichtbaren Treppen-

bildung bei großen Steigungen. Es ist ein Schockwellen-ähnliches Verhalten zu

beobachten, wie zum Beispiel nach 300 Tagen bei 100 km. Man erkennt das Aus-

einanderlaufen eines Wellenberges zwischen 300.05 und 300.1 Tagen in der Region

um sechs km und das entstehen eines Wellenberges zwischen 300.1 und 300.15

Tagen zwischen drei und vier km.

Die linke Graphik von Abbildung 4.2 zeigt die zeitliche Abhängigkeit der Auto-

korrelation der aufgelösten Variable H und der SGS-Variable h� im DNS Modell.

Man erkennt eine langsam abklingende Oszillation der Autokorrelation von H

mit einer Periode von τ = L√
gH ≈ 0.37 Tage. Diese kann durch einen Schwere-

wellenzyklus erklärt werden, bei dem eine Welle die Zeit τ benötigt, um einmal
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Abbildung 4.1: Die zeitliche Entwicklung der Säulenhöhe h in [km], des Horizon-
talwindes u in 1000 km

Tag
und der aufgelösten Variablen H und U zu den Zeitpunkten

300 Tagen (erste Zeile), 300.05 Tagen (zweite Zeile), 300.1 Tagen (dritte Zeile) und
300.15 Tagen (vierte Zeile).

durch das periodische Gebiet zu wandern. Man kann schlussfolgern, dass das Mo-

dell durch die Dynamik der Schwerewellen dominiert ist. Die Autokorrelation der

SGS-Variable h� klingt deutlich schneller ab als die Autokorrelation von H. Der

große Unterschied zwischen den Dekorrelationszeiten der aufgelösten Variable und

der SGS-Variable bestätigt die Annahme der Zeitskalenseparation zwischen x und

y im Modell.

Die räumliche Form der Varianz von h� ist in der rechten Graphik von Abb. 4.3

abgebildet. Die Amplitude der Varianz von h� ist deutlich kleiner als die mittle-

re Varianz von H, siehe Tabelle 4.1. Die Varianz von h� ist konsistent mit der
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Abbildung 4.2: Links: Die räumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation der auf-
gelösten Variable H und der SGS-Variable h�. Im großen Fenster ist die Autokor-
relation für beide Variablen gezeigt, sowie die Autokorrelation von H des DNS-h,
OU-DNS und des OU-DNS-TSF. Auf der Zeitachse ist die charakteristische Zeit-
skala eines Schwerewellenzyklus τ angegeben, siehe Abschnitt 3.1.3. Im kleinen
Fenster ist ein kürzerer Zeitabschnitt dargestellt. Hier sind die Autokorrelations-
kurven aller Modelle in jeweils beiden Variablen gezeigt. Rechts: Das Spektrum
der potentiellen Energie des DNS und DNS-h berechnet aus h.

in Abschnitt 2.4 diskutierten U-Form. Sie steigt dabei von der Mitte der jeweili-

gen groben Zelle zu den Rändern hin an. Erklärbar ist das Verhalten durch eine

räumlich abklingende Autokorrelation von h (Abschnitt 2.4).

Das Spektrum der potentiellen Energie im DNS ist im rechten Teil von Abb.

4.2 aufgeführt. Für die hier getroffene Wahl des Antriebsterms und des Diffusions-

parameters bildet sich im Inertialbereich für die ersten 64 Wellenzahlen ein k−2

Abfall aus. Zwischen Wellenzahl drei und vier liegt eine kleine Stufe, die durch den

Antrieb hervorgerufen wird, welcher nur auf die ersten drei Wellenzahlen wirkt.

Die beiden VariablenH undHU sind nahezu normalverteilt. Dies kann aus zwei

Gründen gefolgert werden. Zum einen können die in Tabelle 4.1 gezeigten vierten

statistischen Momente von H und HU durch die entsprechenden Gauß-vierten

Momente mit einem Fehler von nur 4% und 2% erklärt werden. Zum anderen sind

die ungeraden statistischen Momente im Vergleich zu den geraden statistischen

Momenten verschwindend klein (nicht gezeigt).
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Abbildung 4.3: Links: Das Spektrum der potentiellen Energie bestimmt aus H des
DNS, OU-DNS und des OU-DNS-TSF mit � = 0.05. Außerdem ist das Spektrum
des BRT, sowie des BRT-SMR gezeigt. Rechts: Die räumliche Verteilung der
Varianz der SGS-Variable h� in 32 feinen Gitterzellen (bzw. vier grobe Gitterzellen)
mit einem Mittelungsintervall n = 8. Gezeigt sind die Ergebnisse des DNS und
OU-DNS Modells.

Approximationen zur Vorbereitung der SMR: Die Approximation 1
h
≈ 1

H ,

beschrieben in Abschnitt 2.5, ist der erste Schritt, der zur Anwendung der SMR

notwendig ist. Die Approximation hat nur geringfügige Auswirkungen auf das Mo-

dell. Das resultierende DNS-h reproduziert das DNS sowohl in der Autokorrelation

von h� und H, als auch im Spektrum (siehe Abb. 4.2).

Zusätzlich zur Approximation 1
h
≈ 1

H werden die SGS-Selbstwechselwirkungen

durch einen empirischen OU-Prozess ersetzt (siehe Abschnitt 2.6). Das resultieren-

de OU-DNS-Modell in den Gleichungen (2.42) und (2.43) reproduziert die Auto-

korrelation des DNS in H mit geringfügigen Unterschieden (siehe Abb. 4.2). In der

Autokorrelation von h� kommt es zu einer Oszillation, welche die zeitlich integrierte

Autokorrelation
� τ̂

0
�h�(0)h�(τ)�dτ mit τ̂ = 0.02 um den Faktor 1.44 vergrößert.

Das Energiespektrum des OU-DNS, projiziert auf das grobe Gitter, ist in der

linken Grafik von Abb. 4.3 dargestellt. Das Spektrum der ersten sieben Wellenzah-

len kann das OU-DNS reproduzieren, erst für höhere Wellenzahlen fällt es merklich

ab. Dieses Verhalten deutet auf eine zu starke Dämpfung des deterministischen

Schließungsterms in den hohen Wellenzahlen hin. Die räumliche Verteilung der

Varianz von h� des OU-DNS ist in der rechten Grafik von Abb. 4.3 dargestellt und
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Tabelle 4.1: Die erste Spalte in beiden Tabellen gibt die räumlich gemittelten
zweiten (k = 2) und vierten (k = 4) zentrierten statistischen Momente des DNS
an. Die weiteren Spalten zeigen für das jeweilige Modell den relativen Fehler zum
DNS Moment. Die obere Tabelle zeigt die Momente von H, die untere von HU .
Es sind U1 = (103(km)2Tag−1)2 und U2 = 107U21 .

H DNS LRM BRT LRM-OU BRT-OU BRT-SMR BRT-SMR-0.6 BRT-SMR-0.0
k = 2 2.846 (km)2 0.138 -0.167 -0.589 -0.125 0.195 0.029 -0.049
k = 4 23.56 (km)4 0.542 -0.290 -0.821 -0.207 0.455 0.080 -0.079

HU DNS LRM BRT LRM-OU BRT-OU BRT-SMR BRT-SMR-0.6 BRT-SMR-0.0
k = 2 2082 U1 0.255 -0.159 -0.597 -0.141 0.099 -0.052 -0.124
k = 4 1.277 U2 1.119 -0.274 -0.834 -0.251 0.185 -0.119 -0.247

folgt dem Ergebnis des DNS mit kleinen Unterschieden.

A priori Test der SMR-Schließung: Das spätere Verhalten des Modells mit

der SMR-Schließung kann vorab simuliert werden. Hierzu wird ausgenutzt, dass

das BRT-SMR dem asymptotischen Grenzwert von � → 0 der Gleichung (1.3)

entspricht. Dieser Grenzwert wird numerisch durch ein kleines � = 0.05 simuliert,

womit das OU-DNS-TSF definiert ist.

In der Autokorrelation von H ist ein marginaler Unterschied zum DNS zu

erkennen, welcher allerdings deutlich größer ist als der Unterschied zwischen DNS

und OU-DNS (siehe Abb. 4.2). Die Autokorrelation des OU-DNS-TSF in h� fällt

deutlich schneller ab als die Autokorrelation des DNS. Dies ist nachvollziehbar,

da durch die verstärkte Zeitskalenseparation die charakteristische Zeitskala der

SGS-Variable verkleinert wird.

Das Energiespektrum des OU-DNS-TSF liegt in allen Wellenzahlen unterhalb

vom OU-DNS. Bis zur dritten Wellenzahl folgt das Spektrum des OU-DNS-TSF

dem Spektrum des BRT. Für höhere Wellenzahlen nähert sich der Energieinhalt

dem OU-DNS an. Die geringen Änderungen im Schritt vom OU-DNS zum OU-

DNS-TSF zeigen, dass die in der SMR gewählte Skalierung der Kopplungster-

me mit � (Abschnitt 1.1) dem Verhältnis der Wechselwirkungstermamplituden im

OU-DNS entspricht. Darüber hinaus deutet dies sinnvolle Ergebnisse der SMR-

Schließung an.
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Abbildung 4.4: Links: Die räumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation in H für
das DNS und beide niedrig aufgelösten Modelle ohne SGS-Parametrisierung (LRM,
BRT), sowie die Autokorrelation von h� für das DNS. Rechts: Das Spektrum der
potentiellen Energie aus H für das DNS, LRM und BRT.

4.2 Niedrig aufgelöste Simulationen ohne SGS-

Parametrisierung

Um einordnen zu können inwiefern, ein Gewinn durch eine Schließung möglich

ist, werden in diesem Abschnitt die Ergebnisse der niedrig aufgelösten Modelle

ohne SGS-Parametrisierung diskutiert. Die zeitliche Autokorrelation dieser Simu-

lationen ist für H in der linken Graphik von Abb. 4.4 gezeigt. Die Amplitude der

Korrelations-Oszillation im LRM ist etwas schwächer als im DNS mit einem relati-

ven Fehler von 6.3%. Dieser wurde aus den gezeigten Kurven für einen Zeitversatz

zwischen 0 und 1 Tag berechnet. Das BRT weist leicht stärkere Oszillationen auf

als im DNS und einen relativen Fehler von 2.3%. Die Periode des DNS kann das

BRT reproduzieren. Das LRM weist eine kürzere Periode auf.

Die Energiespektren sind in der rechten Graphik von Abb. 4.4 gezeigt. Das BRT

besitzt auf allen Skalen eine niedrigere Energie als das DNS und weist auch einen

steileren Abfall auf. Im Unterschied dazu besitzt das LRM im mittleren Wellenzah-

lenregime zwischen den Wellenzahlen vier und 15 einen Energieüberschuss und auf

kleinen Skalen einen Energiemangel. Das LRM weist auf allen Skalen mehr Energie

auf, als das BRT. Die statistischen Momente des LRM überschätzen das DNS, im
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vierten Moment von HU sogar mit 111.9%, siehe Tabelle 4.1. Das BRT generiert

zu kleine Momente und das vierte Moment von H wird um 29% unterschätzt.

Es wurden auch Simulationen des LRMmit höheren AuflösungenNc ∈ {128, 256}
durchgeführt. Dabei wurde festgestellt, dass mindestens eine Auflösung von Nc =

256 notwendig ist, um das Spektrum in den ersten 32 Wellenzahlen zu repro-

duzieren. Dies belegt die Notwendigkeit einer SGS-Parametrisierung, wenn die

Auflösung auf unter Nc = 256 Punkte reduziert wird.

4.3 Niedrig aufgelöste Simulationen mit SGS-Pa-

rametrisierung

Energiespektren: Die Spektren der potentiellen Energie für die Modelle mit

einer SGS-Parametrisierung sind in der rechten Graphik von Abb. 4.5 gezeigt.

Das qualitative Verhalten des DNS kann mit der SMR-Schließung reproduziert

werden. Allerdings generiert sie im Vergleich zum DNS einen Energieüberschuss

in den ersten 12 Wellenzahlen und einen Mangel für größerer Wellenzahlen.

Die empirischen Schließungen für das Bare-Truncation Model (BRT-OU) und

das niedrig aufgelöste DNS (LRM-OU) sind nicht in der Lage das Spektrum des

DNS zu reproduzieren. Insbesondere das LRM-OU Spektrum weist zu wenig Ener-

gie auf allen Skalen auf. Das BRT-OU reproduziert das DNS Spektrum auf den

ersten 15 Wellenzahlen, für höhere Wellenzahlen ist es aber zu dämpfend.

Statistische Momente: In Tabelle 4.1 sind die relativen Fehler der statistischen

Momente der unterschiedlichen Simulationen aufgeführt. Alle Schließungen gene-

rieren hier große Fehler. Die empirischen Schließungen unterschätzen die Momente

und das BRT-SMR überschätzt diese, was sich mit der Beobachtung im Ener-

giespektrum deckt. Eine mögliche Erklärung wäre, dass die Energierückstreuung

von den kleinen Skalen, parametrisiert durch den stochastischen Term, zu stark

ist. Bei den Momenten in HU liefert die SMR-Schließung die kleinsten Fehler von

knapp 10%. In H weist das BRT-SMR größere absolute Fehler auf als das BRT-

OU, jedoch kleinere als das LRM-OU. Bemerkenswert ist, dass nur die BRT-OU

Schließung in der Lage ist, im Vergleich zum unparametrisierten BRT-Modell, in
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Abbildung 4.5: Die räumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation in H (links) und
das Spektrum der potentiellen Energie (rechts) für das DNS und drei Modelle mit
SGS-Parametrisierung (LRM-OU, BRT-OU, BRT-SMR).

allen Momenten eine Verbesserung zu erzielen. Das BRT-SMR liefert, im Vergleich

zum BRT, ein indifferentes Bild und das LRM-OU vergrößert die Fehler in allen

Momenten, verglichen mit dem LRM.

Verbesserung der Energiebilanz: Verglichen mit dem DNS besitzt das BRT-

SMR zu viel Energie, wie man sowohl am Spektrum, als auch der Varianz (dem

zweiten statistischen Moment) sieht. Dies trifft auch im Vergleich mit dem OU-

DNS-TSF zu (siehe Abb. 7.4). Der Fehler kann daher nicht von den unterschiedli-

chen, auch dem OU-DNS-TSF inne wohnenden, Approximationen her rühren, wie

zum Beispiel der Zeitskalenseparation, der OU-Ersetzung der SGS-Selbstwechsel-

wirkungen oder der polynomiellen Approximation der Wechselwirkungsterme durch
1
h
≈ 1

H in der Impulsgleichung.

Der Energieüberschuss muss durch einen zu großen Energieeintrag der SMR-

Schließung zustande kommen. Der stochastische Schließungsterm dξ stellt einen

Term dar, der einen Energieeintrag in das Modell liefert. Um die Überschätzung der

Varianz vom BRT-SMR zu verringern, werden Simulationen durchgeführt in denen

die Amplitude dieses Terms verkleinert wird. Es werden zwei Fälle vorgestellt. Im

einen Fall wird der Term um 40% reduziert und im anderen Fall vollständig. Die

Reduktion erfolgt in beiden Variablen H und HU jeweils um den selben Faktor.
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Abbildung 4.6: Die räumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation in H (links) und
das Spektrum der potentiellen Energie (rechts) von DNS, BRT, BRT-SMR und
BRT-SMR mit gedämpftem stochastischem Schließungsterm dξ → 0.6dξ (BRT-
SMR-0.6) bzw. unterdrücktem stochastischem Schließungsterm dξ → 0 (BRT-
SMR-0.0).

Die stochastischen Terme in der SMR-Schließung parametrisieren zum Teil

die Energierückstreuung von den kleinen Skalen zu den aufgelösten Skalen. Die

Parametrisierung dieses Prozesses ist insbesondere bei Wetter- und Klimamodellen

bedeutend (siehe z.B. Palmer 2001; Palmer et al. 2009; Berner et al. 2009).

Die Reduktion des stochastischen Schließungsterms auf 60% (BRT-SMR-0.6)

reduziert den Varianzfehler deutlich, in H auf 2.9% und in HU auf −5.2%, siehe
Tabelle 4.1. Im Energiespektrum führt sie zu einer Verbesserung bei den ersten acht

Wellenzahlen, siehe Abb. 4.6, welche ca. 97% der gesamten potentiellen Energie

beinhalten. Für höhere Wellenzahlen kommt es zu einem verringerten Energiein-

halt. In Abb. 4.6 sieht man außerdem, dass der deterministische Schließungsterm

allein zu einer Verbesserung des Energiespektrums, verglichen mit dem BRT, führt.

Für die Energierückstreuung ist allerdings der stochastische Term dominant.

Autokorrelation: Die zeitlichen Autokorrelationsfunktionen der Modelle mit

empirischer oder SMR-Schließung sind in der linken Graphik von Abb. 4.5 dar-

gestellt. Das BRT-SMR ist in der Lage das DNS mit kleinen Unterschieden zu

reproduzieren. Der relative Fehler der Korrelationskurve liegt bei 3.4%. Die empi-

rischen Schließungen führen zu einem ähnlichen Ergebnis, im Falle des BRT-OU
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Abbildung 4.7: Das Spektrum der potentiellen Energie für die veränderten Mitte-
lungsintervalle von n = 16; Nc = 32 (links) und n = 32; Nc = 16 (rechts) von
DNS, LRM-OU und BRT-SMR.

mit einem relativen Fehler von 6.6%. Das LRM-OU weist eine schwächere Auto-

korrelation und einen Periodenfehler auf, der relative Fehler der Korrelationskurve

beträgt 10.5%.

Durch die Reduktion der Amplitude des stochastischen Schließungsterms kommt

es zu keiner signifikanten Änderung der Korrelationsfunktion (siehe Abb. 4.6). Dies

hängt damit zusammen, dass die Korrelationsfunktion in stochastischen Modellen

typischerweise durch den deterministischen Anteil bestimmt ist.

4.4 Skalenabhängigkeit der Schließung

Der Vorteil der SMR-Schließung ist, dass sie aus den zu Grunde liegenden Glei-

chungen rigoros abgeleitet wird, mit der Einschränkung der empirisch ersetzten

SGS-Selbstwechselwirkungen. Das erlaubt die direkte Anpassung der Schließung

ohne aufwendige Neuberechnung, wenn Parameter des Modells geändert werden.

Der Fall einer Änderung des Mittelungsintervalls zu n = 16, 32 und damit zu

einer niedrigeren räumlichen Auflösung Nc =
N
n
= 32, 16 der reduzierten Modelle

wird hier untersucht. Um die Modelle an die geänderte räumliche Auflösung anzu-

passen, werden die Gleichungen (2.55) und (2.56) verwendet. Im Unterschied dazu

liegt für die rein empirischen Schließungen keine Adaptionsregel vor, weshalb die-
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Abbildung 4.8: Autokorrelation für veränderte Mittelungsintervalle von n =
16; Nc = 32 (links) und n = 32; Nc = 16 (rechts) von DNS, LRM-OU und
BRT-SMR.

se Schließungen unverändert bei anderen Auflösungen angewendet werden. In der

Folge bleibt das LRM-OU bei den geänderten Auflösungen stabil, das BRT-OU ist

jedoch in beiden untersuchten Auflösungen instabil.

Die Spektren des LRM-OU und des BRT-SMR für die veränderten Auflösungen

sind in Abb. 4.7 dargestellt. Zum Vergleich ist jeweils das entsprechend projizierte

Spektrum des DNS aufgeführt. In beiden Fällen beinhalten das LRM-OU und das

BRT-SMR zu wenig Energie auf allen Skalen. Für n = 16 ist das Spektrum des

BRT-SMR deutlich näher am Spektrum des DNS als das LRM-OU. Für n = 32

beinhalten beide Modelle, BRT-SMR und LRM-OU, ähnlich viel Energie, aller-

dings ist die Form des BRt-SMR-Spektrums deutlich realistischer, da mit steigen-

den Wellenzahlen ein kontinuierlicher Energieabfall vorliegt.

Die zeitliche Autokorrelation der Modelle ist in Abb. 4.8 gezeigt. Das BRT-

SMR kann die qualitative Form der Autokorrelation des DNS reproduzieren, wobei

es in beiden Fällen, n = 16 und n = 32, zu einer leichten Überschätzung der

Korrelations-Oszillation und einem kleinen Phasenversatz kommt. Das LRM-OU

kann nur den ersten Korrelationsabfall bis 0.08 Tage annähernd nachbilden. Für

größere Zeitversätze unterscheidet sich sowohl die Korrelationsamplitude, als auch

das qualitative Verhalten der Autokorrelation des LRM-OU deutlich von dem DNS.
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Kapitel 5

Methodenteil

In diesem Kapitel wird das Flachwassermodell in zwei räumlichen Dimensionen

(2DSW) vorgestellt. Hierzu werden die Grundgleichungen eingeführt und im Raum

diskretisiert. Anschließend wird die ursprüngliche Zustandsvariable in eine auf-

gelöste und eine SGS-Variable aufgespalten. Nachfolgend wird die SMR-Schließung

für das 2DSW vorgestellt und näher erläutert, wie die Wechselwirkungsterme im

2DSW bestimmt werden.

5.1 Flachwassergleichungen in zwei Dimensionen

Im Unterschied zum ersten Teil dieser Dissertation werden im zweiten Teil die

Flachwassergleichungen in zwei räumlichen Dimensionen betrachtet. In der Folge

sind Schwerewellen in der Lage, nicht nur in eine räumliche Richtung zu propa-

gieren, sondern in zwei. Damit ist eine räumliche Zerstreuung durch eine vom

Wellenursprung radial abnehmende Wellenamplitude, aber auch eine komplexe-

re Interaktion der Wellen, möglich. Zusätzlich zu diesem Prozess beinhalten die

zweidimensionalen Gleichungen auch einen Rotationsterm, welcher in der Impuls-

gleichung hinzu kommt

∂tu+

Advektion� �� �
u · ∇u =

Druckgradient� �� �
−g∇η +

Diffusion� �� �
νu∆u +

Antrieb����
���u −

Rotation� �� �
f× u . (5.1)
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Als physikalischer Parameter kommt der Coriolis Parameter f im Rotationsterm

f × u = (−vf, uf)T hinzu. Der Coriolis Parameter wird über einen konstanten

Term anhand der f-Ebene approximiert, f ≈ f0 = 2Ωsinϑ0. Hier ist Ω die Ro-

tationsgeschwindigkeit der Erde und ϑ0 der Breitengrad an dem die tangentiale

f-Ebene anliegt.

Die Kontinuitätsgleichung bleibt unverändert. Damit lauten die Grundglei-

chungen komponentenweise
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5.2 Diskretisierung mittels finiter-Differenzen

Zur numerischen Bestimmung der räumlichen Ableitungen wird der Raum mittels

eines zweidimensionalen Gitters diskretisiert. Der Definitionsbereich der Fläche

Lx × Ly wird dabei in N∆x × N∆y feine Teilflächen der Größe ∆x × ∆y mit den

Kantenlängen ∆x = Lx
N∆x

und ∆y = Ly
N∆y

unterteilt. Die Nummerierung der Inter-

valle erfolgt über die Indizes i ∈ {0, 1, ..., N∆x − 1} und j ∈ {0, 1, ..., N∆y − 1}.
Für den Ort gilt damit xi,j = x0 + i∆x + j∆y und für die anderen Variablen die

Abkürzungen hi,j = h(xi,j), hui,j = hu(xi,j), hvi,j = hv(xi,j).

Zur Approximation des Flussterms wird die Diskretisierung im eindimensiona-

len Fall auf zwei Dimensionen übertragen

∂tφφφi,j = −
1

∆x

�
Fx

i+ 1

2
,j − Fx

i− 1

2
,j

�
−

1

∆y

�
Fy

i,j+ 1

2

− Fy

i,j− 1

2

�
+ ���x

2

i,j − f̂i,j (5.3)
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mit f̂i,j = (0,−hvi,jf, hui,jf)
T und

Fx
i± 1

2
,j =

1

2





(hu)i±1,j + (hu)i,j − 2ν
hi±1,j − hi,j

∆x
(hui±1,j)

2

hi±1,j
+
(hui,j)

2

hi,j

+
g

2
h2i±1,j +

g

2
h2i,j − 2ν

hui±1,j − hui,j

∆x
hui±1,jhvi+1,j

hi±1,j
+

hui,jhvi,j
hi,j

− 2ν
hvi±1,j − hvi,j

∆x




(5.4)

Fy

i,j± 1

2

=
1

2





hvi,j±+1 + hvi,j − 2ν
hi,j±1 − hi,j

∆y
hui,j±1hvi,j±1

hi,j±1
+

hui,jhvi,j
hi,j

− 2ν
hui,j±1 − hui,j

∆y
(hvi,j±1)

2

hi,j±1
+
(hvi,j)

2

hi,j

+
g

2
h2i,j±1 +

g

2
h2i,j − 2ν

hvi,j±1 − hvi,j
∆y




.

(5.5)

Durch die symmetrische Form der Diskretisierung ist das Verfahren, wie im ein-

dimensionalen Fall, gesamtmassen- und gesamtimpulserhalten. Im Folgenden wird

ein quadratischer Definitionsbereich Lx = Ly = L mit quadratischen Teilflächen

∆x = ∆y verwendet, wodurch N∆x = N∆y = N .

5.3 Lokale Mittelung

Das hoch aufgelöste quadratische Gitter dient der Berechnung eines Modells, wel-

ches in dieser Arbeit das Referenzmodell repräsentiert. Ziel ist es dieses Refe-

renzmodell mit einem Modell zu simulieren, welches eine niedrigere räumliche

Auflösung verwendet. Die Unterscheidung zwischen niedrig aufgelösten Variablen

und SGS-Variablen erfolgt, analog zum eindimensionalen Fall, durch lokale räumliche

Mittelung. Dazu wird der Definitionsbereich mit einem groben ebenfalls quadrati-

schen Gitter mit einer Maschenweite von n∆x überzogen. Es gibt damit Nc =
N
n

grobe Gitterintervalle in beiden räumlichen Richtungen, in denen jeweils n feine

Intervalle liegen.
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Für die aufgelösten Variablen HI,J , HUI,J und HVI,J gilt




HI,J

HUI,J

HVI,J



 =
1

n2

n(I+1)−1�

k=nI

n(J+1)−1�

l=nJ




hk,l

huk,l

hvk,l



 . (5.6)

Die SGS-Variablen h�i,j, hu�i,j und hv�i,j werden als Abweichungen vom lokalen

räumlichen Mittel definiert




h�i,j

hu�i,j

hv�i,j



 =




hi,j

hui,v

hvi,j



−




HI[i],J [j]

HUI[i],J [j]

HVI[i],J [j]



 . (5.7)

I[i], J [j] ∈ {0, 1, ..., Nx − 1} bezeichnen die Indizes der groben Zelle in welcher die
feine Zelle mit den Indizes (i, j) liegt.

Es wird der Vektor x ∈ RM2
c eingeführt, der die aufgelösten Variablen HI,J

HUI,J HVI,J beinhaltet, wobei Mc = 3Nc. Entsprechend beinhaltet z ∈ RM2

die

SGS-Variablen h�i,j hu�i,j hv�i,j, wobei M = 3N . Damit kann das Modell (5.3),

analog zum eindimensionalen Fall, in der Form der Gleichungen (2.18) und (2.19)

kompakt geschrieben werden, wobei der Antriebsterm ���x nur auf die aufgelöste

Variable x projiziert.

5.4 Wechselwirkungsterme durch Projektion

Die explizite analytische Berechnung der Wechselwirkungsterme bx und by, welche

für die Berechnung der SMR-Schließung benötigt werden, ist für die zweidimen-

sionalen Flachwassergleichungen, durch Erweiterung der Resultate des 1DSW in

Anhang D, möglich. Effizienter ist es den Stencil (Diskretisierung aus Gleichung

(5.3)) zu verwenden und durch Projektion mit dem Mittelungsoperator M die

entsprechenden Wechselwirkungsterme herauszufiltern.

Hierzu wird Gleichung (5.3) in der Kurzform verwendet

φ̇φφ = G(φφφ) . (5.8)
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Der OperatorM bestimmt die lokalen Mittel von φφφ aus Gleichung (5.6), wodurch

die Gleichungen (5.6) und (5.7) kompakt geschrieben werden als

x =Mφφφ , z = (1−M)φφφ . (5.9)

Durch Einsetzen der Gleichungen (5.9) in (5.8) kann das DNS aus Gleichung (5.3)

mittels der aufgelösten Variable x und der SGS-Variable z ausgedrückt werden

ẋ =MG(φφφ) = ���x + ax(x) + bxz(x, z) ,

ż = (1−M)G(φφφ) = bz(x, z) + cz(z) .
(5.10)

Die unterschiedlichen Wechselwirkungen sind gegeben durch

���x + ax(x) =MG(Mφφφ) ,

bxz(x, z) = ẋ− [���x + ax(x)] =M [G(φφφ)−G(Mφφφ)] ,

cz(z) = (1−M)G([1−M]φφφ) ,

bz(x, z) = ż− cy(x, z) = (1−M) [G(φφφ)−G([1−M]φφφ)] .

(5.11)

Ist man an den Wechselwirkungen mit der Approximation 1
h
≈ 1

H interessiert, muss

die Funktion G→ G
1

H entsprechend ersetzt werden, wobei G
1

H die Funkion G mit

der Approximation 1
h
≈ 1

H ist.

Im speziellen Fall, dass G(a+ b) = G(a)+G(b) linear ist, können die Gleichun-

gen in (5.11) vereinfacht werden zu

���x + ax(x) = ���x + Lxxx =MG(Mφφφ) ,

bxz(x, z) = Lxzz =M [G([1−M]φφφ)] ,

bz(x, z) = Lzxx = (1−M)G([Mφφφ)] ,

cz(z) = Lzzz = (1−M)G([1−M]φφφ) .

(5.12)

Für die Bestimmung der SMR werden die Wechselwirkungsterme bxz und

bz benötigt. Hierzu werden die entsprechenden Tensoren wegen des benötigten

Speicherplatzes nicht in einem vorgelagerten Schritt bestimmt und abgespeichert.

Stattdessen berechnet die entsprechende Routine, hier am Beispiel von Lxz, die
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Flachwassermodell

Indizes î ∈ Î, bei denen für ein gegebenes k der Tensor nicht verschwindet Lxz
îk
�= 0

anhand der Gleichungen (5.12). Anschließend gibt die Routine Î zusammen mit

den Werten Lxz
îk
des Tensors aus.

5.5 Stochastische Modenreduktion, Schließung im

zweidimensionalen Flachwassermodell

Das weitere Vorgehen, welches zur Anwendung der SMR notwendig ist, verläuft

analog zum eindimensionalen Fall. Zur Eliminierung des Terms 1
h
aus der Impuls-

gleichung, wird in allen Termen, außer dem Bare-Truncation Anteil ���x+ax (BRT),
1
h
≈ 1

H ersetzt. Damit folgt eine quadratische Form in den Kopplungstermen der

beiden Variablen x und y, sowie den SGS-Selbstwechselwirkungen, wie in den

Gleichungen (2.29) und (2.30).

Durch die anschließende Fouriertransformation innerhalb jeder groben Zelle

und Eliminierung der nullten Mode der SGS-Variable z, wird ein Freiheitsgrad

pro grober Zelle reduziert. Die SGS-Selbstwechselwirkungen werden durch einen

OU-Prozess approximiert. Mittels der Transformation z = Ry, y = Tz in den

Eigenwertraum des OU-Driftterms, erhält man die Modellgleichungen in der Form

der Gleichungen (2.42) und (2.43). Die SMR-Schließung aus den Gleichungen (1.41)

und (1.42) kann anschließend für das zweidimensionale Modell bestimmt werden.

Im eindimensionalen Fall wurden zuerst, in der entsprechenden Routine, die

Wechselwirkungsterme in Matrixform abgespeichert und anschließend durch ein

Matrixprodukt in den y-Raum transformiert. Die Wechselwirkungstermmatrizen

waren dünn besetzt, wodurch ein großer Teil der verwendeten Rechenkapazität

unnötig eingesetzt wurde. Für den zweidimensionalen Fall muss aus Komplexitäts-

gründen das hier vorhandene Optimierungspotenzial ausgenutzt werden. Dazu wer-

den die Wechselwirkungsterme als Objekte in funktionaler Form im Gitterraum

(z−Raum) definiert, siehe Abschnitt 5.4. Eine anschließende Transformation in den
y-Raum würde dicht besetzte Tensoren erzeugen und dem Ziel einer optimierten

Speichernutzung zuwiderlaufen.

Daher wird die SMR-Schließung, basierend auf den Wechselwirkungstermen im
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Gitterraum (z-Raum), formuliert

βi =
�
Lxz
mj +Bxxz

mljxl

�
Bxxz

imk(C
z
S)jk

+
�
Lzx
moxo +Bzxx

mopxoxp

� �
Lxz
ik +Bxxz

ijk xj

�
(CSy)mk ,

+Bxzz
ijk Bzxz

mpoxp(CTy)omjk . (5.13)

dξi =
�
2Bxzz

ijn (C
z
T )jnklB

xzz
ikl dW

1
i +

�
2
�
Lxz
in + Bxxz

ijn xj

�
(Cz

S)nk (L
xz
ik +Bxxz

ilk xl)dW
2
i .

(5.14)

Die dazu verwendeten Tensoren ergeben sich aus

(Cz
S)ij = Rik(CS)klRlj , (5.15)

(Cz
T )ijkl = RioRjp(CT )opqrRkqRlr , (5.16)

(CSy)mk = Tml�yyT �−1ln TnpRpq(CS)qoRok

= ��zzT �−1mo(C
z
S)ok , (5.17)

(CTy)omjk = Tmr�yyT �−1rnRol(CT )lnstRsjRtk

= ��zzT �−1mq(C
z
T )oqjk , (5.18)

wobei die Matrizen R und T die Transformation in den OU-Eigenwertraum dar-

stellen (z = Ry, y = Tz). In der Folge gilt TR = 1 und RT �= 1. Außerdem

werden die Tensoren CS und CT , definiert in Abschnitt 1.7, für das 2DSW und

das Pseudoinverse ��zzT �−1 = T �yyT �−1T verwendet.
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Kapitel 6

Modellbeschreibung

In diesem Kapitel wird zuerst das allgemeinen Setup, welches allen nachfolgen-

den Modellen zu Grunde liegt, vorgestellt. Anschließend werden alle untersuchten

Modelle beschrieben und ihre Erhaltungseigenschaften kurz diskutiert.

6.1 Setup

6.1.1 Parameter

Das Modellgebiet ist quadratisch mit einer jeweiligen Kantenlänge von L = 104 km

und in beiden räumlichen Richtungen periodisch. Die mittlere Wassersäulenhöhe

ist H = 10 km. Die f-Ebene wird in den mittleren Breiten bei θ0 = 45◦ angelegt.

Die Diffusionskonstante ist ν = 5 · 104 km2Tag-1. Alle Modellintegrationen lau-

fen über 100Tage mit einem Ausgabezeitschritt von 10−2Tagen.

Die gezeigten Ergebnisse jedes Modells basieren auf einem Ensemble aus je

12 Modellintegrationen, welche sich durch unterschiedliche Realisierungen der Zu-

fallszahlen des Antriebsterms unterscheiden. Als Anfangszustand des Ensembles

wird der Endzustand nach einer Anlaufzeit von 100 Tagen verwendet. Die Anlauf-

zeit wird mit hi,j = H und hui,j = hvi,j = 0 initialisiert. Je nach untersuchtem

Modell kommt es vor, dass Ensemblemitglieder divergieren. Diese werden in der

Auswertung nicht berücksichtigt.
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6.1.2 Stochastischer Antriebsterm

Der Antriebsterm vom eindimensionalen Fall aus Abschnitt 3.1.2 wird auf zwei

räumliche Dimensionen erweitert

���i,j =





0
3�

k=−3

3�

l=0

µαhu
k,l�√

k2 + l2∆t
cos

�
2π

�
(ki+ li)n∆x

L
+ ψhu

k

��

3�

k=−3

3�

l=0

µαhv
k,l�√

k2 + l2∆t
cos

�
2π

�
(ki+ lj)n∆x

L
+ ψhv

k

��





. (6.1)

Hier werden die normalverteilten Zufallszahlen αhu
k , αhv

k and ψhu
k , ψhv

k verwen-

det. Die Amplitude des Antriebsparameters ist µ = 5 103 km2Tag−
3

2 . Wie im

eindimensionalen Fall hat der Antrieb keinen Beitrag in der nullten Wellenzahl

αhu
0,0 = αhu

0,0 = 0, wodurch der mittlere Impuls
�
(hu, hv)T dxdy nicht verändert

wird.

6.1.3 Schwerewellengeschwindigkeit

Für das 2DSW auf der f-Ebene findet man die Dispersionsrelation

ω2 = f 20 + gHk2 (6.2)

für die horizontale Wellenzahl k (siehe Vallis 2006, Abschnitt 3.7.2). Die Wellen

sind dispersiv, was man leicht an den Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten cp

und cg erkennt

cp(k0) =
ωk0

k20
= k

�
f 20 + gHk20

k2
, (6.3)

cg(k0) =∇kω |k0= k
gH�

f 20 + gHk2
. (6.4)

Im Vergleich zum rotationsfreien Fall sind die Wellengruppen langsamer. Die Grup-

pengeschwindigkeit variiert zwischen cg = [91.02, 313.18]m
s
für die Wellenzahlen

|k| = [1, 256] 1
L
. Ein Wellenzyklus dauert damit zwischen τ ≈ [1.80, 0.37] Tagen,
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wobei der kürzeste Zyklus eine parallel zur x- oder y-Achse laufende Welle ist und

der längste Zyklus eine diagonal laufende Welle.

6.2 Modelle

6.2.1 Hoch aufgelöste Simulation

Die direkte numerische Simulation (DNS) von Gleichung (5.3) dient als Referenz.

Die Auflösung beträgt N = 512 Zellen in beiden räumlichen Richtungen. Es wird

ein adaptives Zeitschrittverfahren angewendet, welches in Anhang F genauer be-

schrieben ist.

6.2.2 Niedrig aufgelöste Simulationen

Die im Folgenden genannten niedrig aufgelösten Modelle verwenden eine Auflösung

von Nc = 64 Zellen und einem Mittelungsintervall von n = 8 in beiden räumlichen

Richtungen.

Niedrig aufgelöste Simulationen ohne SGS-Parametrisierung

Wie bei der Untersuchung des 1DSW werden zwei niedrig aufgelöste Modelle unter-

schieden. Zum einen wird das Bare-Truncation (BRT) Modell untersucht, welches

ausschließlich die Selbstwechselwirkungen der aufgelösten Variable ẋ = ���x + ax

beinhaltet. Zum anderen wird das Low-Resolution Modell (LRM) verwendet, wel-

ches die Zustandsgleichungen des DNS (5.3) bei niedriger räumlicher Auflösung

bestimmt.

6.3 Erhaltungseigenschaften

Mit der selben Argumentation, wie in Abschnitt 3.3 für die eindimensionalen Mo-

delle, lässt sich zeigen, dass die oben eingeführten zweidimensionalen Modelle eben-

falls massen- und impulserhaltend sind.
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Kapitel 7

Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der unterschiedlichen Simulationen vorge-

stellt. Wie im 1DSW sind im 2DSW die Autokorrelation und das Energiespektrum

jeweils für die Impulsvariablen hu, hv und die Wassersäulenhöhe h qualitativ iden-

tisch. Selbes gilt auch für die diskutierten Wahrscheinlichkeitsdichten. Es werden

daher nur die Ergebnisse für h diskutiert.

7.1 DNS des Flachwassermodells

Bei der Ensemblesimulation des DNS liegen von 10 der 12 gestarteten Simulationen

Ergebnisse vor, welche in die folgende Auswertung eingehen. Bei zwei Simulatio-

nen divergieren die Trajektorien, nachdem ein unphysikalischer Überschlag der

Wassersäulenhöhe zu negativen Werten auftritt. Das Auftreten solcher Ereignisse

kann mittels eines Slope-Limiters (siehe z.B. Vater et al. 2015) verhindert werden.

Die entsprechende Diskretisierung ist allerdings deutlich komplexer und würde den

Rahmen dieser Dissertation sprengen.

Einen ersten Eindruck des DNS liefert Abbildung 7.1, in der die Felder der

Säulenhöhenschwankungen η und des Windfeldes u (linke Spalte) zu mehreren

aufeinanderfolgenden Zeitpunkten dargestellt sind. Man erkennt zu allen Zeit-

punkten zyklonale Windfelder um Wellenberge und antizyklonale Windfelder um

Wellentäler. Darüber hinaus ist das Entstehen und Verschwinden eines Wellentals

bei (7000, 9000) km und eines Wellenberges bei (2000, 5000) km im zeitlichen
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Abbildung 7.1: Die zeitliche Entwicklung Säulenhöhenabweichungen (farbig) in
[km] und des Windfeldes (Pfeile) in 1000 km

Tag
des ersten Ensemblemitgliedes zu den

Zeitpunkten 103 Tagen (erste Zeile), 103.1 Tagen (zweite Zeile), 103.2 Tagen (dritte
Zeile) und 103.3 Tagen (vierte Zeile) nach der Initialisierung. Die linke Spalte zeigt
η und u des DNS, diemittlere Spalte die geostrophische Mode ηg und ug des DNS
und die rechte Spalte die ageostrophische Mode ηa und ua des DNS.
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Abbildung 7.2: Links: Die räumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation (des En-
semblemittels) der hoch aufgelösten Variable h, der aufgelösten Variable H und
der SGS-Variable h� für das DNS. In grau sind die Autokorrelationen der einzelnen
Ensemblemitglieder (durchgezogen für h, gestrichelt für h� und gepunktet für H)
dargestellt. Diese sind nahezu überlappend für h und H. Auf der Zeitachse ist
die charakteristische Zeitskala des schnellsten Schwerewellenzykluses τ angegeben,
siehe Abschnitt 6.1.3. Rechts: Die Autokorrelation von H und h� des DNS auf der
längeren Zeitskala von fünf Tagen.

Verlauf zu beobachten. Zum Zeitpunkt 103.3 Tagen ist ein Schockwellen-ähnliches

Verhalten bei (6000, 9000) km zu erkennen .

Die zeitliche Autokorrelation des DNS in den Variablen h, H und h� ist in

Abb. 7.2 dargestellt. Gezeigt ist zum einen die über alle Ensemblerealisierungen

gemittelte Autokorrelation von h, H und h� und zum anderen die Korrelationen

der individuellen Ensemblemitglieder. Es liegt eine Streuung des Ensembles um

das Mittel vor. Das qualitative Verhalten ist jedoch identisch. Dies zeigt, dass

sich die grundlegende Dynamik aller Ensemblerealisierungen sehr ähnlich ist. Die

Autokorrelation der Variablen h und H ist sowohl für das Ensemblemittel, als auch

individuell für jedes Ensemblemitglied nahezu identisch.

Im Ensemblemittel kommt es weder in H noch in h� zu einer ähnlich schnel-

len Dekorrelation, wie im 1DSW. H ist hierbei deutlich länger korreliert als h�.

Darüber hinaus kommt es in der Autokorrelation von H zu Oszillationen, die

erkennbar schneller sind, als der schnellste Schwerewellenzyklus, beschrieben in

Abschnitt 6.1.3. In beiden Variablen H und h� ist der Korrelationsabfall erst auf
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Abbildung 7.3: Die räumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation (des Ensem-
blemittels) der hoch aufgelösten Variable h, der aufgelösten Variable H und der
SGS-Variable h� für die geostrophische und die ageostrophische Mode des DNS.
Die Autokorrelation von h ist in beiden Moden (geostrophisch und ageostrophisch)
nahezu überlappend ist mit der Autokorrelation von H. Links ist das Zeitintervall
bis zu einem Versatz von einem Tag gezeigt, dabei ist auf der Zeitachse die cha-
rakteristische Zeitskala des schnellsten Schwerewellenzykluses τ angegeben, siehe
Abschnitt 6.1.3. Rechts ist das längere Zeitfenster von 5 Tagen gezeigt.

der längeren Zeitskala von fünf Tagen in Abb. 7.2 sichtbar. Ursächlich für die lan-

gen Korrelationszeiten ist der Rotationsterm in dem Modell, da ohne Rotation h�

deutlich schneller dekorreliert und die Oszillationen in H nicht um ein langsam

abfallendes Korrelationsplateau verlaufen, siehe Abb. G.1 in Anhang G.

Die Aufspaltung in eine geostrophische und eine ageostrophische Mode h =

hg + ha, u = ug + ua und v = vg + va, siehe Anhang H, erlaubt hier eine nähere

Analyse. Die geostrophische Mode ist typischerweise großskalig und langlebig, wo-

hingegen die ageostrophische Mode kleinskaliger und kurzlebiger ist. Dieses Ver-

halten tritt auch im DNS ein, wie man am Vergleich der Autokorrelationskurven

in Abbildung 7.3 sieht. Die Variablen hg, Hg und h�g der geostrophischen Mode zei-

gen alle ein sehr ähnliches langlebiges Verhalten und dekorrelieren selbst auf der

langsamen Zeitskala von fünf Tagen nur langsam. Anders ist die Korrelation von

ha und Ha der ageostrophischen Mode, welche ausgeprägte Oszillationen um den

Nullpunkt aufweise. Die Oszillationen sind auch nach fünf Tagen nicht vollständig

dekorreliert. h�a der ageostrophischen Mode dekorreliert sehr schnell nach 0.1 Tagen
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Abbildung 7.4: Links: Das Spektrum der potentiellen Energie des DNS, berechnet
aus h (Ensemblemittel). Rechts: Das Spektrum der Enstrophie (Ensemblemittel).
Gezeigt ist die Enstrophie des DNS Z = ζ2, mit der Vorticity ζ = ∂xv − ∂yu, die
Enstrophie der geostrophischen Mode Zg = ζ2g , mit der Vorticity ζa = ∂xvg−∂yug,
sowie die Enstrophie der ageostrophischen Mode Za = ζ2a , mit der Vorticity ζa =
∂xva − ∂yua, vgl. Anhang H.

und bleibt anschließend nahezu unkorrreliert.

Das Spektrum der potentiellen Energie (oder Enstrophie) wird in Abhängigkeit

von der totalen Wellenzahl (ktotal = |k|) diskutiert. Die Wellenzahl ist diskretisiert
auf ganze Zahlen. Gezeigt wird immer die akkumulierte Energie (oder Enstrophie)

der Wellen, die in dem jeweiligen Intervall liegen. Für ktotal = 1 setzt sich bei-

spielsweise der gezeigte Wert aus der akkumulierten Energie (oder Enstrophie) der

Wellen mit den Wellenzahlvektoren k = (1, 1)T ; (2, 1)T ; (1, 2)T zusammen.

Das Spektrum der potentiellen Energie des DNS in Abb. 7.4 zeigt im Inertial-

bereich bis zur Wellenzahl 32 einen k−3 Abfall. Anschließend folgt im Diffusionsbe-

reich eine deutlich stärkere Dämpfung des Energieinhalts. Für hohe Wellenzahlen

kommt es zu Ausschlägen um mehrere Größenordnungen. Die Ausschläge werden

durch räumliche Unstetigkeiten im Antriebsterm ausgelöst, da dieser nur auf die

aufgelöste Variable wirkt.

Die Enstrophie Z = ζ2 kann als Maß für die Wellenaktivität interpretiert

werden. In Abbildung 7.4 erkennt man, dass das Spektrum von Z des DNS bis

zur 64-ten Wellenzahl abfällt. Für größere Wellenzahlen setzt sich der Trend mit

großen Ausschlägen weiter fort. Die Ausschläge werden, wie im Energiespektrum,
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Abbildung 7.5: Links: Die PDF der Variable h des DNS (Ensemblemittel) ist
in rot dargestellt, gepunktet sind die PDFs der einzelnen Ensembles. Durch die
Klammer ist das Mittel h = H = 10 km und die Standardabweichung (h−H)1/2
im Ensemblemittel dargestellt, letztere ist auch numerisch gegeben. Rechts: Die
zeitliche Entwicklung der Gesamtenergie des DNS. Gezeigt ist die Anlaufzeit von
100 Tagen und die zeitliche Entwicklung aller Ensemblemitglieder im Zeitraum
100− 200 Tage.

durch Unstetigkeiten des Antriebsterms ��� an den Rändern der groben Gitterzellen

generiert.

Die ageostrophische Mode des DNS weist eine deutlich höhere Wellenaktivität

auf als das gesamte DNS, wie man am Spektrum der Enstrophie der ageostro-

phischen Mode Za = ζ2a in Abbildung 7.4 erkennt. Das Spektrum der Enstrophie

der geostrophischen Mode Zg = ζ2g hingegen folgt dem Z-Spektrum in den ersten

zwei Wellenzahlen und fällt anschließend bis zur 23-ten Wellenzahl ab. Für höhere

Wellenzahlen liegt das Zg-Spektrum zwischen den Spektren von Z und Za.

Die PDF des DNS in der Variable h ist in Abb. 7.5 gezeigt. Zum einen ist

die PDF im Ensemblemittel dargestellt, zum anderen die der einzelnen Ensemble-

mitglieder. Der Wertebereich der Darstellung erstreckt sich über den kompletten

vom DNS in h angenommenen Wertebereich. Die Tails der PDF stellen zwar sehr

seltene Ereignisse dar, jedoch sind die maximalen Ausschläge der Säulenhöhe mit

5.96 km bis 16.94 km im Vergleich zur mittleren Säulenhöhe H = 10 km groß. Die

Annahme der Flachwassergleichungen, dass die Fluktuationen um H klein sind,

wird an diesen wenigen Realisierungen verletzt.
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Die extremen Ausreißer sind ein Problem bei der zeitlichen Integration des Mo-

dells. Ein einmaliges Überspringen der Säulenhöhe zu negativen Werten generiert

einen unphysikalischen Zustand, welcher in der Regel mit einer folgenden Divergenz

der Simulation einhergeht. Es fällt zusätzlich auf, dass die Maximalauslenkungen

nicht symmetrisch zum Mittel H sind. Der überwiegende Teil der Modellrealisie-

rungen befindet sich im Bereich relativ kleiner Fluktuationen mit einer Standard-

abweichung von 0.865 km. Für diesen Bereich ist die Annahme der Flachwasser-

gleichungen gerechtfertigt. Die einzelnen Ensemblemitglieder weisen eine Streuung

um das Mittel auf. Das qualitative Verhalten ist bei allen Ensemblemitgliedern

sehr ähnlich.

Die totale Energie des DNS ist in Abb. 7.5 aufgeführt. Gezeigt ist sowohl

die Anlaufzeit des Modells von 100 Tagen, als auch das Zeitfenster von 100 −
200 Tagen, für das die Ensemblesimulation vorliegt. Die totale Energie des DNS

nimmt innerhalb der ersten 10 Tage sukzessive zu. Anschließend zeigt sich das

chaotische Verhalten des Modells mit deutlichen Ausschlägen der Gesamtener-

gie. Die Ensemblemitglieder weisen unterschiedliche Trajektorien auf, verlassen

allerdings nicht den Energiebereich zwischen 53 km3

Tag2
und 255 km3

Tag2
. Trajektorien

divergierender Ensemblemitglieder sind nicht gezeigt.

7.2 Niedrig aufgelöste Simulationen ohne SGS-

Parametrisierung

Zum späteren Vergleich werden die beiden niedrig aufgelösten Modelle LRM und

BRT untersucht, welche beide keine SGS-Parametrisierung verwenden. Beide Mo-

delle sind nicht in der Lage die Autokorrelation des DNS in H aus Abb. 7.6 zu

reproduzieren. Sie zeigen beide, im Vergleich zum DNS, eine signifikant schnelle-

re Dekorrelation. Es kommt darüber hinaus zu deutlich schnelleren Oszillationen

der Autokorrelation als im DNS. Aufgrund der Überlegung zur Schwerewellenge-

schwindigkeit in Abschnitt 6.1.3 ist ausgeschlossen, dass diese Oszillationen durch

Schwerewellenzyklen zustande kommen. Es liegt nahe, dass ihr Ursprung in der

fehlenden SGS-Parametrisierung liegt.

Das LRM und BRT umfassen beide deutlich weniger Energie als das DNS. Dies
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Abbildung 7.6: Die räumlich gemittelte zeitliche Autokorrelation (links) und das
Spektrum der potentiellen Energie bestimmt aus H (rechts) für das DNS, LRM
und BRT. Unten: Die Wahrscheinlichkeitsdichten des DNS, LRM und BRT. Es
ist immer das Ensemblemittel gezeigt.

ist aus den Spektren in Abb. 7.6 zu erkennen, welche beide klar unterhalb des DNS

Spektrums liegen. Das LRM weist auf allen Skalen deutlich weniger Energie auf

als das BRT. Diese Eigenschaft ist, insbesondere mit Blick auf die Erfahrung mit

dem 1DSW in Abschnitt 4, überraschend. Im 1DSW ist der Energieinhalt der klei-

nen Wellenzahlen in allen Modellen identisch und der Energieinhalt der niedrig

aufgelösten Modelle fällt erst für steigende Wellenzahlen abfällt. Für hohe Wel-

lenzahlen kommt es beim im BRT-Spektrum des 2DSW zu einer Plateaubildung,
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ohne einen weiteren Energieabfall für steigende Wellenzahlen. Das Plateau erklärt

sich durch die Ungenauigkeit der Datenausgabe, welche auf 16 Nachkommastellen

genau ist.

Der unterschiedliche Energieinhalt des LRM und BRT wird auch im Vergleich

der Wahrscheinlichkeitsdichten deutlich. Die Streuung der beiden Modelle ist deut-

lich geringer als beim DNS. Im Zuge dessen sind auch die auftretenden Maxima-

lamplituden kleiner, wodurch in beiden Fällen keine der unterschiedlichen Ensem-

blesimulationen divergiert.
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Es existieren verschiedene Methoden zur Bestimmung einer SGS-Parametrisierung

für Atmosphärenmodelle. Ist man daran interessiert die SGS-Parametrisierung

möglichst flexibel einsetzbar zu halten, sodass sie an geänderte Rahmenbedin-

gungen des Modells leicht angepasst werden kann, bietet sich die stochastische

Modenreduktion (Majda et al. 2001) an, welche eine Schließung rigoros aus den

Grundgleichungen und der Ornstein-Uhlenbeck Statistik der SGS-Selbstwechsel-

wirkungen ableitet.

Die SMR-Methode wurde bereits auf Atmosphärenmodelle angewendet (Franz-

ke et al. 2005; Franzke et al. 2006; Demaeyer et al. 2018), allerdings wurden in

diesen Fällen immer spektrale Modelle genutzt. In vielen Anwendungen der Ozean-

oder regionalen Wettermodellierung kommt hingegen eine Diskretisierung im phy-

sikalischen Raum zum Einsatz, die finite-Volumen Methode. Um die SMR-Methode

für diese Methode anwenden zu können, führte Dolaptchiev et al. (2013b) und Do-

laptchiev et al. (2013a) lokale Mittelungen für die Burgersgleichung ein, um zwi-

schen aufgelöster Variable und nicht aufgelöster SGS-Variable zu unterscheiden.

Grundlegende Annahme für die SMR ist die Anwesenheit einer Separation der

Zeitskalen, welche den Variablen zu Grunde liegt. Unterschieden wird zwischen

einer langsamen explizit aufgelösten Variable und einer schnellen SGS-Variable.

Dies ermöglicht die Parametrisierung des Einflusses der SGS-Variable auf die auf-

gelöste Variable durch eine stochastische Schließung. Die Bestimmungsgleichung

der SMR-Schließung wird in der vorliegenden Dissertation für beliebige Funktionen

angegeben und schrittweise erst für beliebige polynomielle Systeme und anschlie-

ßend für quadratische Systeme spezifiziert.

Um die Komplexität des verwendeten Modells schrittweise realen atmosphä-

rischen Bedingungen anzunähern, wird die Methode in dieser Dissertation im Kon-
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text der stochastisch angetriebenen Flachwassergleichungen verwendet. Im Ver-

gleich zur Burgersgleichung kommen damit zwei Besonderheiten hinzu. Zum einen

beinhaltet das 1DSW Schwerewellen. Zum anderen kommen, wie typischerweise

in kompressiblen Flüssen, Nichtlinearitäten mit hoher polynomieller Ordnung vor.

Darüber hinaus beinhaltet das Modell in zwei räumlichen Dimensionen auch Ro-

tationseffekte.

Im ersten Teil der Dissertation wird die Separation der Zeitskalen für das 1DSW

in der angewendeten Konfiguration empirisch überprüft. Anschließend werden al-

le Nichtlinearitäten, die durch das Inverse der Wassersäulenhöhe auftreten und

von der SGS-Variable beeinflusst werden, durch das Inverse der global gemittel-

ten Wassersäulenhöhe ersetzt. Die Nichtlinearitäten sind damit auf quadratische

Ordnung beschränkt. Die Ersetzung der SGS-Selbstwechselwirkungen durch einen

empirischen OU-Prozess ermöglicht eine hohe Übereinstimmung mit einem hoch

aufgelösten Referenzmodell des 1DSW. Dies wiederum erlaubt die Anwendung der

SMR, welche eine räumlich lokale Schließung für das niedrig aufgelöste Modell

generiert, die nur eine kleine Zahl von Nachbarzellen koppelt.

Die gewählte Diskretisierung ermöglicht die exakte Erfüllung der Lösbarkeitsbe-

dingung der SMR, welche analytisch bewiesen wird. Diese mathematische Voraus-

setzung an die Modellgleichungen erlaubt erst den in der SMR durchgeführten

mathematischen Grenzwert. Wäre dies nicht möglich und die Bedingung nur em-

pirisch approximativ “beweisbar“, dann wäre die korrekte Anwendbarkeit der SMR

nicht gegeben. Es muss in diesem Fall die Möglichkeit in Betracht gezogen wer-

den, dass das Verschwinden der nicht-führenden Ordnungen in der SMR nicht

gewährleistet ist und in der Folge die korrekte Schließung nicht abgeleitet werden

kann.

Das Modell mit der SMR-Schließung wird anhand eines hoch aufgelösten Re-

ferenzmodells des 1DSW evaluiert. Die Schließung ist in der Lage insbesonde-

re das Spektrum der potentiellen Energie für kleine Skalen zu verbessern, ver-

glichen mit Modellen ohne eine SGS-Parametrisierung und Modellen mit loka-

len empirischen OU-Schließungen. In den statistischen Momenten ergibt sich kei-

ne deutliche Verbesserung, was allerdings nachträglich durch eine Abschwächung

des stochastischen Schließungsterms korrigiert wird. Dies reduziert den Varianz-

fehler in H auf nur 2.9%, sorgt im Gegenzug aber für einen reduzierten Ener-
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gieinhalt der kleinen Skalen. Eine weitere empirische Amplitudenanpassung der

SGS-Schließungsparameter dürfte hier eine zusätzliche Optimierung des Modells

ermöglichen.

Ein großer Vorteil der SMR-Methode ist die Skalierbarkeit der berechneten

Schließung mit der räumlichen Auflösung des niedrig aufgelösten Modells. Diese

Anpassung ist für die empirischen OU-Schließungen nicht möglich. Im Vergleich er-

weist sich die skalenabhängige SMR-Schließung den empirischen Schließungen, bei

reduzierten räumlichen Auflösungen, als überlegen. Insbesondere die Autokorrela-

tion des Referenzmodells kann durch das Modell mit SMR-Schließung reproduziert

werden.

Es ist offen, ob die Schließung bei der ursprünglichen Auflösung auch zu einem

Bare-Truncation Anteil hinzu addiert werden kann, der auf einer anderen Diskre-

tisierung basiert. Bei der Verwendung der energieerhaltenden Diskretisierung von

Fjordholm et al. (2011) konnte kein stabiles Modell gefunden werden. Dies lag

vermutlich an dem Fehlen eines Slope-Limiters (siehe z.B. Vater et al. 2015), da

die Modelldivergenz immer mit dem Auftreten negativer Säulenhöhen einherging.

Eine weitergehende Untersuchung wurde in dieser Dissertation nicht durchgeführt.

In einer ähnlichen Studie untersuchte Vissio et al. (2018) ebenfalls eine parame-

terabhängige Schließung, welche auf der Response-Theorie (Wouters et al. 2012)

basiert. In dieser Studie wurde allerdings nicht eine Änderung der räumlichen

Auflösung untersucht, sondern eine Änderung des Zeitskalenseparationsfaktors.

Entsprechend skaliert die adaptive Schließung nicht, wie in dieser Dissertation,

mit der räumlichen Auflösung, sondern mit der Zeitskalenseparation. In Wou-

ters et al. (2016) wird die Methode anhand von Triadenmodellen (oszillierend,

nicht-oszillierend und multiplikativ) mit der SMR-Methode verglichen. Dort zeigt

sich, dass die Methode von Wouters et al. (2012) bei der Betrachtung der Tra-

jektorien auf kurzen Zeitabständen der SMR-Methode überlegen ist. Für längere

Zeitabstände konvergiert die Lösung an die Lösung der SMR. Hier wäre eine

Fortsetzung der Arbeit von Demaeyer et al. (2018), welche beide Methoden an-

hand eines gekoppelten Ozean-Atmosphärenmodells mittlerer Komplexität unter-

sucht, für komplexere Modelle, wie z.B. das Flachwassermodell, interessant. Es

stellt sich darüber hinaus die Frage, inwieweit die zuvor genannte Form der Zeit-

Skalenadaptivität auch auf das 1DSW bzw. 2DSW Modell angewendet werden
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kann.

Ein Problem der in dieser Dissertation vorgestellten Methode ist, dass die Dif-

fusion für das Modell mit der SMR-SGS-Parametrisierung verstärkt werden mus-

ste. Dieses Problem tritt häufig bei empirischen SGS-Parametrisierungen auf (z.B.

Achatz et al. 1997). Möglicherweise kann es durch die Wahl einer energieerhalten-

den Diskretisierung (z.B. Fjordholm et al. 2011) gelöst werden. In Majda et al.

(2009) wurde hierzu eine Verbindung zwischen der Energieerhaltung der quadrati-

schen Nichtlinearitäten des Referenzmodells und dem kubischen Dämpfungsterm

der SMR-Schließung gezogen. Diese Verbindung tritt allerdings nur ein, wenn eine

energieerhaltende Diskretisierung gewählt wird, wie zum Beispiel in Franzke et

al. (2005), Franzke et al. (2006) und Dolaptchiev et al. (2013a), was eine stabile

SMR-Schließung ermöglicht.

Im zweiten Teil betrachtet die vorliegende Dissertation die Anwendung der

SMR auf das zweidimensionale Flachwassermodell. Als ein Zwischenschritt kann

hier angenommen werden, dass die Modellvariablen von einer räumlichen Kompo-

nente (z.B. y-Komponente) unabhängig sind. Dadurch wird das 1.5DSW Modell

definiert. Hierbei stellt sich allerdings heraus, dass sich eine Windkomponente (im

Beispiel die in y-Richtung zeigende v-Komponente) deutlich langsamer verhält, als

die anderen Variablen, wodurch die Anwendung der SMR unter Verwendung der

lokalen Mittel nicht möglich ist.

Aus diesem Grund fokussiert sich diese Arbeit direkt auf das 2DSW. Bei die-

sem Modell kommt es im Vergleich zum 1DSW zu einer zusätzlichen räumlichen

Dispersion der Schwerewellen und durch Rotation zu geostrophisch balancierten

Strömen. Die geostrophische Mode weist eine deutlich längere Dekorrelationszeit

auf, als die ageostrophische Mode. Da beide Moden sowohl in der aufgelösten

als auch in der SGS-Variable Beiträge leisten dekorreliert die SGS-Variable nicht

ähnlich schnell wie im 1DSW. Die niedrig aufgelösten Modelle des 2DSW ohne

eine empirische Schließung können das Referenzmodell nicht nachbilden. Weitere

Untersuchungen des 2DSW mit der SMR-Schließung sind noch nicht abgeschlossen

und bleiben im Rahmen dieser Arbeit offen.

Die hier präsentierten Ergebnisse stimmen zuversichtlich, dass die Anwendung

der SMR auch bei noch komplexeren Modellen, z.B. kompressiblen Flüssigkeiten,

einen Mehrwert bringt. Ein schrittweises Vorgehen bei der Erhöhung der Komple-
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xität ist allerdings ratsam. Eine Möglichkeit besteht darin das vorhandene 1DSW,

oder später auch das 2DSW, unter speziellen Konfigurationen zu untersuchen. So

könnte das Verhalten der SMR unter dem Einfluss einer nicht homogenen Oro-

graphie, nicht periodischen Randbedingungen oder einer Heizung, welche in den

Modellen in Massenquell- und Senktermen ihre Analogie finden, untersucht wer-

den.
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Anhang A

Heuristische Formulierung der

Zeitskalenseparation

In Abschnitt 1.1 wird der Separationsfaktors � eingeführt und anschließend als

Zeitskalenseparationsfaktor interpretiert. Alternativ kann man im ersten Schritt

heuristisch annehmen, dass die Prozesse auf unterschiedlichen Zeitskalen variieren.

Beide Ansätze führen zum selben Ergebnis, allerdings ermöglicht die heuristische

Methode eine anschauliche physikalische Interpretation dieses Schrittes.

Motiviert ist die Zeitskalenseparation durch empirische Beobachtungen, bei de-

nen die Zeitskala von räumlich kleinskaligen Prozessen typischerweise schneller ist,

als die Zeitskala von räumlich großskaligen Prozessen, siehe Fortak (1982) (auch

Taylor Hypothese genannt (Taylor 1938)). Dieser Beobachtung wird in den Mo-

dellgleichungen Rechnung getragen, indem drei Zeitskalen eingeführt werden. Es

wird angenommen, dass eine Zeitskala T0 der Prozesse der groben Gitterstruk-

tur x existiert. Außerdem wird eine Zeitskala T1 von Prozessen, die zu kleins-

kalig sind, um sie ausschließlich mit der groben Gitterstruktur zu beschreiben,

eingeführt. Darüber hinaus wird eine dritte Zeitskala T2 eingeführt, auf der die

SGS-Selbstwechselwirkungen variieren.

In den Gleichungen (1.1) kann man die einzelnen Terme nach ihrer Zeitskala
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charakterisieren

ẋ =

T0� �� �
���x + ax(x)+

T1� �� �
bx(x,y) ,

ẏ =by(x,y)� �� �
T1

+ cy(y)� �� �
T2

.
(A.1)

Die unterschiedlichen Zeitskalen sind über den Parameter �� 1 verknüpft, wobei

T1 = �T0 , T2 = �2T0 . (A.2)

Auf diese Weise lassen sich verschiedene entdimensionalisierte Zeiten

τ0 =
t

T0
, τ1 =

t

T1
=

t

�T0
, τ2 =

t

T2
=

t

�2T0
(A.3)

bestimmen.

Die zeitliche Änderung der Variable x in den Gleichungen (A.1) hängt sowohl

von langsamen Prozessen x, als auch von schnellen Prozessen y ab, wodurch das

totale Differenzial bestimmt werden kann

x =x(τ0, τ1) , (A.4)

dx =
∂x

∂τ0
dτ0 +

∂x

∂τ1
dτ1 =

∂x

∂τ0
dτ0 +

1

�

∂x

∂τ1
dτ0 . (A.5)

Hier gilt

∂x

∂τ0
= ���x + ax(x) ,

∂x

∂τ1
= bx(x,y) . (A.6)

Analog lautet das totale Differenzial für die schnellen Moden

y =y(τ1, τ2) , (A.7)

dy =
∂y

∂τ1
dτ1 +

∂y

∂τ2
dτ2 =

1

�

∂y

∂τ1
dτ0 +

1

�2
∂y

∂τ2
dτ0 , (A.8)
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wobei

∂y

∂τ1
= by(x,y) ,

∂y

∂τ2
= cy(y) . (A.9)

Durch Identifikation der einzelnen Terme aus den Gleichungen (A.1) folgt

dx

dτ0
=���x + ax(x) +

1

�
bx(x,y) ,

dy

dτ0
=
1

�
by(x,y) +

1

�2
cy(y) .

(A.10)
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Anhang B

Projektionsoperator P und

Pseudoinverse L−11

Um die effektive FPE auszurechnen, müssen der Projektionsoperator P und das

Inverse von L−11 bestimmt werden. Hierzu wird folgendes Anfangswertproblem kon-

struiert

∂τg (x,y, τ) = L1g − f (x,y) ,

g (x,y, τ = 0) = s (x,y) ∈ S ,
(B.1)

wobei S den Lösungsraum von p aus Gleichung (1.4) aufspannt. Die Funktion f

ist stellvertretend für die restlichen Terme in Gleichung (1.4). Für f = 0 handelt

es sich genau um einen OU-Prozess.

Für die weitere Rechnung wird das Fundamentalsystem des Operators L1 mit

den Eigenfunktionen eα und Eigenwerten λα betrachtet

L1eα = λαeα . (B.2)

Da L1 nur in y wirkt, liegen dessen Eigenfunktionen in y

eα = eα (y) . (B.3)
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Infolgedessen können g, f und s durch eα dargestellt werden

g (x,y, τ) =
�

α

gα (x, τ) eα (y) , (B.4)

f (x,y) =
�

α

fα (x) eα (y) , (B.5)

s (x,y) =
�

α

sα (x) eα (y) . (B.6)

Der Kern von L1 setzt sich aus den Eigenfunktionen zusammen, die zu verschwin-

denden Eigenwerten gehören. Der Projektionsoperator projiziert damit genau auf

diesen Satz von Eigenfunktionen

Peα = eαδλα;0 → Pg = P
�

α

gαeα =
�

α|λα=0

gαeα . (B.7)

Die Zerlegung eingesetzt in das Anfangswertproblem (B.1) liefert

∂τgα = λα − fα . (B.8)

Die Lösung dieser DGL lautet

gα =





sα − fατ falls λα = 0

sαe
λατ − fα

λα

�
eλατ − 1

�
sonst .

(B.9)

Es können zwei Lösungen unterschieden werden:

f = 0 Es handelt sich um den OU-Prozess, charakterisiert durch L1. Im Grenzwert

von τ → −∞ konvergieren die Lösungen von gα mit λα �= 0 gegen Null. Es

leisten nur noch die Lösungen einen Beitrag, welche innerhalb des Kerns

liegen

lim
τ→−∞

g (x,y, τ) =
�

α|λα=0

sαeα = Ps (x,y) . (B.10)

s = 0 Im Grenzwert von τ → −∞ divergieren die Beiträge von f , welche innerhalb

des Kerns liegen. Mit der Forderung, dass f außerhalb des Kerns liegt Pf =
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0, konvergiert die Lösung, da alle Eigenwerte λα positiv sind

lim
τ→−∞

g (x,y, τ) =
�

α|λα �=0

fα
λα

eα = L−11 f (x,y) . (B.11)

Die gesuchten Operatoren P und L−11 können mit den Gleichungen (B.10) und

(B.11) durch das Bilden des Grenzwertes von τ → −∞ bestimmt werden. Die

Grenzwertbildung ist dabei äquivalent zu der Aussage, dass der OU-Prozess auf

der mittleren Zeitskala immer bereits in seinen stationären Zustand konvergiert

ist.

Zur Bestimmung der Operatoren ist die Lösung des Anfangswertproblems (B.1)

gesucht. Dazu wird im ersten Schritt die homogene Lösung betrachtet und in einem

zweiten Schritt die inhomogene:

Homogene Lösung: Die homogene Lösung für f = 0 mit dem Zeitentwicklungs-

operator φτ
y lautet

g (x,y, τ) = φτ
ys (x,y) . (B.12)

Mit den Gleichungen (B.1) folgt

∂τφ
τ
ys− L1φ

τ
ys = 0 → ∂τφ

τ
yα = L1φ

τ
yα (B.13)

für ein α ∈ S.

Inhomogene Lösung: Für die inhomogene Lösung mit f �= 0 wird der Ansatz

g (x,y, τ) = φτ
yC(x,y, τ) (B.14)

verwendet. Eingesetzt in die Gleichungen (B.1) erhält man

∂τ
�
φτ
yC(x,y, τ)

�
=L1φ

τ
yC(x,y, τ)− f(x,y) . (B.15)

Allerdings ist die Differenziation der linken Seite vorerst nicht definiert. Um

diese zu bestimmen, wird das Fouriertransformierte des Problems untersucht.



106

Fouriertransformation

g(x,y, τ) =

�
dkeik·ygk(x, τ) ,

gk(x, τ) =
1

(2π)κ

�
dye−ik·yg(x,y, τ) ,

(B.16)

wobei κ = 2(N −Nc) und dk = dkκ. Der Ansatz für das homogene Problem

∂τgk(x, τ) =

�
dk�L̃1(k,k

�)gk� , (B.17)

mit L̃1(k,k
�) = 1

(2π)κ

�
dye−ik·yL1e

ik�·y und der Fouriertransformierten An-

fangsbedingung sk =
1

(2π)κ

�
dye−ik·ys(y), lautet damit

gk(x, τ) =

�
dk�φτ

k,k�sk� ,

φτ
k,k� =

1

(2π)κ

�
dye−ik·yφτ

ye
ik�·y .

(B.18)

Hier erkennt man, dass der Fouriertransformierte Propagator eine Funktion

von k und k� ist. Der Ansatz für die inhomogene Gleichung lautet

gk(x, τ) =

�
dk�φτ

k,k�Ck�(x, τ) , (B.19)

Ck�(x, τ) =
1

(2π)κ

�
dye−ik·yC(x,y, τ) . (B.20)

Mit dem Ansatz folgt für die inhomogene Gleichung mit

fk(x) =
1

(2π)κ

�
dκye−ik·yf(x,y) und der homogenen Lösung

∂τgk(x, τ) =

�
dk�L̃1(k,k

�)gk�(x, τ)− fk(x)

  
  

  
  

  
  
 �

dk�
�
∂τφ

τ
k,k�

�
Ck�(x, τ) +

�
dk�φτ

k,k� (∂τCk�(x, τ))

=
((

((
((

((
((

((
((

((
((�

dk�L̃1(k,k
�)

�
dk̂φτ

k�,k̂
Ck̂(x, τ)− fk(x) . (B.21)
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Diese Gleichung zurück transformiert liefert

�
dkeik·y

�
dk�φτ

k,k� (∂τCk�(x, τ)) = −
�

dkeik·yfk(x) (B.22)
�

dkeik·y
�

dk�
1

(2π)κ

�
dŷe−ik·ŷφτ

ye
ik�·y 1

(2π)κ

�
dỹe−ik·ỹ∂τC(x, ỹ, τ)

= −f(x,y) (B.23)
�

dkeik·y
1

(2π)κ

�
dŷe−ik·ŷ

� �� �
δy,ŷ

φτ
y

�
dk�eik

�·y 1

(2π)κ

�
dỹe−ik

�·ỹ

� �� �
δy,ỹ

∂τC(x, ỹ, τ)

= −f(x,y) (B.24)

φτ
y∂τC(x,y, τ) = −f(x,y) , (B.25)

wodurch

∂τC(x,y, τ) = −φ−τy f(x,y)

→ C(x,y, τ) = C(x,y, 0)−
� τ

0

dτ̃φ−τ̃y f (x,y) . (B.26)

Mit C (x,y, 0) = s folgt

g (x,y, τ) = φτ
ys−

� τ

0

dτ̃φτ−τ̃
y f (x,y) . (B.27)

Überprüfung der Lösung

∂τg (x,y, τ) = L1g − f (x,y) (B.28)

∂τ

�
φτ
ys−

� τ

0

dτ̃φτ−τ̃
y f (x,y)

�

= L1

�
φτ
ys−

� τ

0

dτ̃φτ−τ̃
y f (x,y)

�
− f (x,y) (B.29)

  
  
 

∂τ
�
φτ
y

�
s−

��
∂τφ

τ
y

� � τ

0

dτ̃φ−τ̃y + φτ
y∂τ

� τ

0

dτ̃φ−τ̃y

�
f (x,y)

=
 
 
  L1φ
τ
ys− L1

� τ

0

dτ̃φτ−τ̃
y f (x,y)− f (x,y) (B.30)
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−
  

  
  

  
  
  

L1φ
τ
y

� τ

0

dτ̃φ−τ̃y f (x,y)−
  
  

  
 

φτ−τ
y f (x,y)

= −
  

  
  
  

  
  

L1

� τ

0

dτ̃φτ−τ̃
y f (x,y)−     f (x,y) (B.31)

qed.

Schreibt man g, f und s als Integral mit einer Deltafunktion δỹ;y

g (x,y, τ) =

�
dỹδỹ;yg (x, ỹ, τ) , (B.32)

φτ
ys (x,y) =

�
dỹδỹ;yφ

τ
ỹs (x, ỹ) , (B.33)

φτ−τ̃
y f (x,y) =

�
dỹδỹ;yφ

τ−τ̃
ỹ f (x, ỹ) , (B.34)

so folgt

g (x,y, τ) =

�
dỹφτ

ỹs (x, ỹ) δỹ;y −
� τ

0

dτ̃

�
dỹφτ−τ̃

ỹ f (x, ỹ) δỹ;y

=

�
dỹφτ

ỹs (x, ỹ) δỹ;y +

� −τ

0

dτ̃

�
dỹφ−τ̃ỹ f (x, ỹ) δỹ;y . (B.35)

Für f = 0 entspricht die DGL (B.1) der FPE des Prozesses cy. Der Operator φτ

wird damit als der Propagator dieses Prozesses identifiziert. Zu beachten ist, dass

es sich um eine rückwärts FPE handelt

φτ
ỹδỹ;y = p (ỹ, 0 | y, τ) , (B.36)

lim
τ→−∞

φτ
ỹδỹ;y = lim

τ→−∞
p (ỹ, 0 | y, τ) = pτ (ỹ) , (B.37)

φ−τỹ δỹ;y = p (ỹ, 0 | y,−τ) = p (ỹ, τ | y, 0) , (B.38)



B. Projektionsoperator P und Pseudoinverse L−11 109

lim
τ→−∞

g (x,y, τ) =

�
dỹ s (x, ỹ) ps(ỹ) +

� ∞

0

dτ̃

�
dỹf (x, ỹ) p (ỹ, τ̃ | y, 0) .

(B.39)

Hiermit können die Operatoren P und L−11 identifiziert werden. Der Projektions-

operator gibt den Erwartungswert �. . . � in Bezug auf die invariante Wahrschein-
lichkeitsdichte ps des zu L1 gehörigen Prozesses an

(P s(x,y)) (x) =

�
dy s (x,y) ps(y) = �s (x,y)� . (B.40)

Der L−11 Operator bildet das zeitliche Integral über den Erwartungswert mit der

bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte des Prozesses L1

�
L−11 f(x, ỹ)

�
(x,y) =

� ∞

0

dτ̃

�
dỹf (x, ỹ) p (ỹ, τ̃ | y, 0) (B.41)

=

� ∞

0

dτ̃�f(x,y(τ̃)|y(0) = y� . (B.42)

Beide Operatoren nacheinander angewendet liefern

�
Ps(x,y)L−11 f(x, ỹ)

�
(x) =

�
dy s(x,y)ps(y)

� ∞

0

dτ

�
dỹ f(x, ỹ)p(ỹ, τ | y, 0)

=

� ∞

0

dτ

�
dy s(x,y)ps(y)

�
dỹ f(x, ỹ)p(ỹ, τ | y, 0)

=

� ∞

0

dτ �s(x,y)f(x, ỹ(τ))� , (B.43)

wobei die zeitversetzte Kovarianz der letzten Zeile als OU-Trajektorie mit der

Anfangsbedingung ỹ(0) = y zu verstehen ist.

Teilweise Abhängigkeit in y: Um eine Unabhängigkeit aller Komponenten

von y zu gewährleisten, wird in dieser Dissertation eine Komponente mittels Fou-

riertransformation eliminiert. Es stellt sich die Frage, ob dies zwingend notwendig

ist. Betrachtet man den Fall, dass zwei Komponenten immer identisch sind y1 = y2,

sollte der Projektionsoperator eine Deltafunktion beinhalten δ(y1 − y2). Für die



110

restlichen unabhängigen Variablen und eine der beiden abhängigen ist zu erwarten,

dass das obige Ergebnis unverändert bleibt.



Anhang C

Ornstein-Uhlenbeck Prozess

C.1 Bestimmung der empirischen OU-Schließung

C.1.1 Maximum Likelihood Methode

Bei der Berechnung der Schließung mit der Maximum Likelihood Methode (Ho-

nerkamp 1993) wird die DGL (2.35) zeitlich über ein Intervall ∆t mit der Euler

Methode approximiert integriert

� t+∆t

t

dθi ≈ θt+∆t
i − θti = ∆θti = βt

i∆t+ Γijθ
t
j∆t+ σi∆W t

i . (C.1)

Es wird das Wiener Inkrement ∆Wt =Wt+1 −Wt verwendet, wobei der
”
obere

Index t“ die Zeit darstellt.

Gesucht sind die Parameter Γ und σ, die eine Wahrscheinlichkeitsdichte erzeu-

gen, welche die Realisierung von θ optimal ermöglicht. Hierzu wird die Likelihood-

Funktion

L(Γ, σ) =
1

[(2π)mdet(∆tσ)]
Nd
2

exp

�

−
Nd�

t=1

�
∆Ut − Γθθθt∆t

�T σ−1

2∆t

�
∆Ut − Γθθθt∆t

�
�

,

(C.2)

mit der Anzahl der ZeitpunkteNd und der Funktion ∆U
t = ∆θθθt−ΦΦΦt∆t, verwendet.

Das Maximieren der Likelihood-Funktion liefert eine Bestimmungsgleichung der

111



112 C.1. Bestimmung der empirischen OU-Schließung

beiden OU-Parameter

∂L

∂Γ̃ij

= 0 → Γ̃ =
1

∆t
∆UθθθT θθθθθθT

−1
, (C.3)

∂L

∂σ̃i

= 0 → σ̃2i =
1

∆t

�
∆Ui − Γ̃ijθj∆t

�2
. (C.4)

Dabei stellt (·) die zeitliche Mittelung θθθt = 1
Nd

�Nd
n=1 θθθ

t dar. Die so ausgerechnete

Schließung Γ̃ und σ̃ koppelt alle Komponenten der SGS-Variable θθθ miteinander.

Die Schließung wird daher globale Schließung genannt.

Die Aufteilung in aufgelöste und SGS-Variable legt allerdings eine lokale Schlie-

ßung Γk, σk nahe, bei der die SGS-Variable einer groben Zelle nur mit der SGS-

Variablen der selben groben Zelle gekoppelt wird. Auf diese Weise kann für jede

grobe Zelle k eine lokale Schließung Γk, σk bestimmt werden. Da in dem Modell

kein Ort ausgezeichnet ist, muss die Schließung homogen im Raum sein, wodurch

die Schließung für alle groben Zellen identisch ist. Zur Bestimmung werden die

Schließungsterme über alle groben Zellen gemittelt

Γ̂ =
1

Nx

Nc�

k=1

Γ̃k , σ̂ =
1

Nx

Nc�

k=1

σ̃k , (C.5)

wobei Γ̃k = Γ̃2k(n−1)...2kn+1;2k(n−1)...2kn+1. Die lokale Schließung hat eine blockdia-

gonale Struktur

Γ =





Γ̂ 0
. . .

0 Γ̂



 , σ =





σ̂
...

σ̂



 . (C.6)

Bestimmung von ΦΦΦt: Es stehen prinzipiell zwei Möglichkeiten zur Verfügung

den Term ΦΦΦt zu bestimmen. Eine ist die Wechselwirkungsterme explizit auszu-

rechnen und damit ΦΦΦt für gegebene xt und θθθt aus der Trajektorie zu bestimmen.

Vorteil dieser Methode ist, dass die Berechnung von ΦΦΦt sehr schnell ist. Allerdings

müssen die Wechselwirkungsterme vorher explizit ausgerechnet werden, was bei

komplexen Systemen aufwendig sein kann.

Alternativ ist auch eine Projektion ohne die explizite Definition der Wechsel-
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wirkungsterme, analog zu Abschnitt 5.4, möglich. Für den entsprechenden Mitte-

lungsoperatorM und die Funktion G
1

H mit der Approximation von 1
h
≈ 1

H erhält

man

ΦΦΦt = T̂ bz,
1

H (xt, zt) = T̂ (1−M)
�
G(φφφt)−G([1−M]φφφt)

�
, (C.7)

wobei

b
z, 1
H

i (xt, zt) = Lzx
ij x

t
j +Bzxx

ijk xt
jx

t
k +Bzxz

ijk xt
jz

t
k . (C.8)

Modelldefinierte Dämpfung: Der dominante Term im linearen Anteil Lzz

ist der Diffusionsanteil mit dem Parameter ν. Anstatt diesen Anteil durch das

Maximum Likelihood Verfahren abzuschätzen, kann er direkt durch ν∆̂k im Fou-

rierraum mit k = 1 approximiert werden

∆̂k =





γ ... 0
...
. . .

...

0 ... γ



 , γ =





12k

. . .

(n− 1)2k



 ∈ R(n−1)×(n−1) . (C.9)

Der deterministische Schließungsanteil ist dann Γ− ν∆̂, wobei Γ hier mit

Φi = T̂ik

�
Lzx
kjxj +Bzxx

kjl xjxl +Bzxz
kjl xjR̂lmθm + Lzz

kjR̂jlθl

�
(C.10)

bestimmt wird.

C.1.2 Bestimmung aus integrierter Autokorrelation

In der SMR wird angenommen, dass der OU-Prozess die Tendenz der y Variable

dominiert

dθi ≈ Γijθjdt+ σidWi . (C.11)

Der gesuchte OU-Prozess ist negativ definit, da andernfalls die nicht divergierende

Trajektorie von θθθ nicht modelliert werden kann. Der Driftparameter Γ wird aus

der Autokorrelation von θθθ (Gardiner 2009)
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θθθ(t)θθθT (t+ τ) = C(τ) = C(0)eΓ
T τ (C.12)

durch zeitliche Integration gewonnen

C(0)−1
� ∞

0

C(τ)dτ =

� ∞

0

eΓ
T τdτ = −

�
ΓT

�−1
. (C.13)

Im letzten Schritt wird ausgenutzt, dass es sich um einen gedämpften OU-Prozess

mit negativen reelle Eigenwerten von Γ handelt.

Die Schließung ist lokal, wodurch nur die Variablen h�i und hu�i innerhalb der

selben groben Zelle durch je einen Matrixblock gekoppelt sind. Da die Koeffizienten

von Γ im Raum homogen sind (alle Blöcke sind identisch), werden die gesuchten

Koeffizienten durch Mittelung der oben bestimmten Werte über alle groben Zel-

len gewonnen, analog zur Schließung mittels Maximum Likelihood Methode aus

Abschnitt C.1.1.

Der deterministische und der stochastische Term des OU-Prozesses sind über

die Lyapunov-Gleichung (Gardiner 2009, 4.5.64) anhand der Kovarianz verknüpft

ΓC(0) + C(0)ΓT = −σσT . Für einen diagonalen Diffusionskoeffizient σij = δijσi

kann diese gelöst werden zu

σi =
�
−2ΓikC(0)ki . (C.14)

Durch anschließende Mittelung über die jeweiligen Blöcke der groben Zellen erhält

man eine homogene Schließung, die in allen groben Zellen identisch ist.

Cooper-Haynes Algorithmus: Zur effizienten numerischen Berechnung des

Zeitintegrals in Gleichung (C.13) wird eine leichte Abwandlung des in Lutsko et

al. (2015) beschrieben Algorithmus verwendet:

� ∞

0

C(τ)dτ ≈
� τ̂

0

C(τ)dτ (C.15)
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≈

τ̂
∆τ
−1�

i=0

1
T−τ
∆τ

+ 1

T−τ
∆τ�

j=0

θθθ(tj)θθθ
T (tj + τi)∆τ (C.16)

=
∆τ

T−τ
∆τ

+ 1

T−τ
∆τ�

j=0

θθθ(tj)A
T (tj) (C.17)

mit τi = t0 + i∆τ . Zur Approximation des Zeitintegrals wird die Untersumme

(Press et al. 1992) verwendet. Die Funktion A(tj) wird dabei iterativ bestimmt

A(t0) =

τ̂
∆τ
−1�

i=0

θθθ(t0 + τi) , (C.18)

A(tj) =A(tj−1)− θθθ(tj−1) + θθθ(tj+ τ̂
∆τ
−1) . (C.19)

C.1.3 Schließungskorrektur

Die OU-Parameter können durch das OU-DNS Modell, bevor man die SMR-

Schließung bestimmt, antizipativ getestet werden. In dieser Arbeit ist das besagte

Modell instabil, wodurch ein zusätzlicher Dämpfungsterm eingeführt werden muss.

Es handelt sich um einen Term, der den Laplace der k-ten Ordnung approximiert.

Dieser wird zum deterministischen Schließungsanteil hinzu addiert

Γ→ Γ− α∆̂k = L (C.20)

mit ∆̂k aus Gleichung (C.9).

Die Dämpfung ist skalenselektiv, da sie höhere Wellenzahlen stärker dämpft als

kleine Wellenzahlen. Die nullte Mode wird nicht gedämpft, wodurch Massen- und

Impulserhaltung nicht beeinträchtigt sind. In vorliegenden Fall wurde der einfache

Laplace verwendet k = 1 mit α = 90 Tag−1.

Durch die Veränderung des deterministischen Anteils kommt es zu einer Änderung

der Varianz des OU-Prozesses, da der stochastische Anteil σ nicht nachträglich mit

dem deterministischen angepasst wird. Eine nachträgliche Anpassung von σ wird

in dieser Arbeit nicht vorgenommen.
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C.2 Statistische Eigenschaften des OU-Prozesses

Erwartungswert �y�:

�y(τ)� = eΛτy(0) . (C.21)

Kovarianzmatrix D∞ = �yyT �: Durch die paarweise Wahl des stochastischen

Terms für jeden komplexwertigen Eigenwert, ist die Kovarianz und dessen Inverses

diagonal (Gardiner 2009)

D∞ = −





Σ21
2γ̂1

0
. . .

0



 , D−1
∞ =−





2γ̂1
Σ21

0

. . .

0



 (C.22)

bzw.

(D∞)ij = −δij
Σ2i
2γ̂i

, (D∞)
−1
ij =

δij
(D∞)ii

(C.23)

mit

γ̂i =





γ̂i falls i ≤ Ñ

γ̂i−1 falls i = Ñ + 2k k = 1, 2, ... .
(C.24)

Wahrscheinlichkeitsdichte: Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte lautet

p (ỹ = y(τ) | y = y(0)) =
1

(2π)Mdet(Dτ )
exp

�
−
1

2

�
ỹ− e−Λτy

�T
D−1

τ

�
ỹ− e−Λτy

��
.

(C.25)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte des stationären Zustands lautet

ps(ỹ) = p (ỹ = y(∞) | y(0)) =
1

(2π)Mdet(D∞)
exp

�
−
1

2
ỹTD−1

∞ ỹ

�
. (C.26)
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Zeitversetzte Kovarianzmatrix �y(τ)y(0)T �:

�y(τ)y(0)T � =
�

dyps(y)

�
dỹp(ỹ = y(τ) | y = y(0))ỹ yT

=

�
dyps(y)e

ΛτyyT

=eΛτD∞

=





eγ̂1τ

. . .

eγ̂Ñ+1τ

�
cos(ωÑ+1τ) −sin(ωÑ+1τ)

sin(ωÑ+1τ) cos(ωÑ+1τ)

�

. . .





D∞ .

(C.27)

Integrierte Kovarianzmatrix
�
�y(τ)yT (0)�dτ :

� ∞

0

�y(τ)y(0)T �dτ =−D∞





1
γ̂1

. . .

1
γ̂2
Ñ+1

+ω2
Ñ+1

�
γ̂Ñ+1 −ωÑ+1

ωÑ+1 γ̂Ñ+1

�

. . .





=−D∞Λ





1
γ̂21

. . .
1

γ̂2
Ñ+1

+ω2
Ñ+1

. . .




(C.28)

bzw.

� ∞

0

�y(τ)iy(0)j�dτ =−
1

γ̂2j + ω2j
Λij(D∞)ii (C.29)
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mit

ωi =





0 falls i ≤ Ñ

ωi−1 falls i = Ñ + 2k k = 1, 2, ...
(C.30)

Integrierte vierte Momente CT :

(CT )klij =

� ∞

0

dτ (�yk(0)yi(τ)��yj(τ)yl(0)�+ �yk(0)yj(τ)��yi(τ)yl(0)�)

=− (D∞)kk(D∞)llPijkl , (C.31)

mit dem Tensor

Pijkl =Θ(Λik)Θ(Λjl)κij
�
(γi + γj)

�
(γi + γj)

2 + ω2i + ω2j
�
δikδjl + 2ωiωj (γi + γj) δ

−1
ik δ−1jl

+ωi

�
(γi + γj)

2 + ω2i − ω2j
�
δ−1ik δjl + ωj

�
(γi + γj)

2 + ω2j − ω2i
�
δijδ

−1
jl

�

(C.32)

aus Dolaptchiev et al. (2013a) und der Abkürzung

κij =
1�

(γi + γj)
2 + (ωi + ωj)

2� �(γi + γj)
2 + (ωi − ωj)

2� , (C.33)

sowie der Deltafunktion und deren Inverses

δij =





1 wenn i = j

0 wenn i �= j
, δ−1ij = 1− δij , (C.34)

und der Funktion Θ, welche das Vorzeichen des verwendeten Arguments liefert

Θ(a) =






1 wenn a > 0

0 wenn a = 0

−1 wenn a < 0

. (C.35)



Anhang D

Wechselwirkungsterme des

eindimensionalen Modells

Zur Definition der Wechselwirkungsterme aus den Gleichungen (2.29) und (2.30)

wird die folgende Definition verwendet

(Lxz
lmzm, Bxxz

lmnxmzn, B
xzz
lmnzmzn) =






�
LHz, BHxz, BHzz

�
falls xl ↔ HI

�
LHUz, BHUxz, BHUzz

�
falls xl ↔ HUI

,

(D.1)

(Lzz
lmzm, Lzx

lmxm) =






�
Lh�z, Lh�x

�
falls zl ↔ h�i

�
Lhu�z, Lhu�x

�
falls zl ↔ hu�i

, (D.2)

(Bzxx
lmnxmxn, B

zxz
lmnxmzn, B

zzz
lmnzmzn) =






�
Bh�xx, Bh�xz, Bh�zz

�
falls zl ↔ h�i

�
Bhu�xx, Bhu�xz, Bhu�zz

�
falls zl ↔ hu�i

.

(D.3)

Die linearen Wechselwirkungsterme lauten

LHz =−
1

2n∆x

�
hu�n(I+1) + hu�n(I+1)−1 − hu�nI − hu�nI−1

�

+
ν

n∆x2
�
h�n(I+1) − h�n(I+1)−1 − h�nI + h�nI−1

�
, (D.4)

LHUz =
ν

n∆x2
�
hu�n(I+1) − hu�n(I+1)−1 − hu�nI + hu�nI−1

�
, (D.5)
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Lh�x =−
1

2∆x

�
HUI[i+1] −HUI[i−1]

�
+

ν

∆x2
�
HI[i−1] − 2HI[i] +HI[i+1]

�

+
1

2n∆x

�
HUI[i]+1 −HUI[i]−1

�
−

ν

n∆x2
�
HI[i]+1 − 2HI[i] +HI[i]−1

�
,

(D.6)

Lhu�x =
ν

∆x2
�
HUI[i−1] − 2HUI[i] +HUI[i+1]

�

−
ν

n∆x2
�
HUI[i]+1 − 2HUI[i] +HUI[i]−1

�
, (D.7)

Lh�z =−
1

2∆x

�
hu�i+1 − hu�i−1

�
+

ν

∆x2
�
h�i−1 − 2h�i + h�i+1

�
− LHz , (D.8)

Lhu�z =
ν

∆x2
�
hu�i−1 − 2hu�i + hu�i+1

�
− LHUz . (D.9)

Die in den Gleichungen (D.8) und (D.9) verwendeten Terme LHz und LHUz sind

in den Gleichungen (D.4) und (D.5) gegeben, allerdings wird der Index I durch

I[i] ersetzt.

Die nichtlinearen Wechselwirkungsterme lauten

BHxz =BHzz = Bh�xx = Bh�xz = Bh�zz = 0 , (D.10)

BHUxz =−
1

n∆x

�
1

H

�
HUI+1hu

�
n(I+1) +HUIhu

�
n(I+1)−1 −HUIhu

�
nI −HUI−1hu

�
nI−1

�

+
g

2

�
HI+1h

�
n(I+1) +HIh

�
n(I+1)−1 −HIh

�
nI −HI−1h

�
nI−1

�
�

, (D.11)

BHUzz =−
1

2n∆x

�
1

H
�
(hu�n(I+1))

2 + (hu�n(I+1)−1)
2 − (hu�nI)2 − (hu�nI−1)2

�

+
g

2

�
(h�n(I+1))

2 + (h�n(I+1)−1)
2 − (h�nI)2 − (h�nI−1)2

�
�

, (D.12)

Bhu�xx =−
1

2∆x

�
1

H
�
HU2

I[i+1] −HU2
I[i−1]

�
+

g

2

�
H2

I[i+1] −H2
I[i−1]

��

+
1

2n∆x

�
1

H
�
HU2

I[i]+1 −HU2
I[i]−1

�
+

g

2

�
H2

I[i]+1 −H2
I[i]−1

��
, (D.13)

Bhu�xz =−
1

∆x

�
1

H
�
HUI[i+1]hu

�
i+1 −HUI[i−1]hu

�
i−1

�
+

g

2

�
HI[i+1]h

�
i+1 −HI[i−1]h

�
i−1

��

− BHUxz , (D.14)
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Bhu�zz =−
1

2∆x

�
1

H
�
(hu�i+1)

2 − (hu�i−1)2
�
+

g

2

�
(h�i+1)

2 − (hu�i−1)2
��

− BHUzz . (D.15)

Die in den Gleichungen (D.14) und (D.15) verwendeten Terme BHUxz und BHUzz

sind durch die Gleichungen (D.11) und (D.12) gegeben, allerdings wird der Index

I durch I[i] ersetzt.
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Anhang E

Alternative Methoden der

SGS-Parametrisierung

E.1 Vollständig empirische Methode

Die Auswirkungen von y auf x können direkt durch einen OU-Prozess parametri-

siert werden. Die Methode verläuft analog zur Ersetzung der SGS-Selbstwechsel-

wirkungen aus Abschnitt 2.6

ẋi = �xi + axi (x) + bxi (x,y)

ẏi = byi (x,y) + cyi (y)
≈ dxi =

�
�xi + axi (x) + Γ̃ijx̂

I
j

�
dt+ σ̃idWi . (E.1)

Hierbei beinhaltet der Vektor x̂I zehn Komponenten von H und HU aus fünf

groben Zellen von I−2 bis I+2, wobei I der Zellenindex der betrachteten Variable
xi ist. Mit dieser Wahl ist gewährleistet, dass die rein empirische Schließung genau

wie die SMR-Schließung der Gleichungen (1.41) und (1.42) nur lokal fünf grobe

Zellen koppelt und somit beide Schließungen vergleichbar sind.

Die OU-Parameter Γ̃ und σ̃, zur Modellierung von bx(x,y), werden über die

Maximum Likelihood Methode bestimmt

Γ̃ij = bxi x̂k

�
x̂x̂T

−1�

kj
, (E.2)

σ̃2i = ∆t
�
bxi − Γ̃ijx̂I

j

�2
. (E.3)
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E.2 Averaging Methode: O(cy) = �−1

Bei der Averaging-Methode (Hasselmann 1976) werden, im Unterschied zur SMR,

nicht drei Zeitskalen verwendet, sondern nur zwei, wobei die SGS-Selbstwechsel-

wirkungen cy(y) auf der schnelleren Zeitskala variieren

ẋi =�xi + axi (x) + bxi (x,y) ,

ẏi =byi (x,y) +
1

�
cyi (y) .

(E.4)

Für jede Zeitskala kann ein Operator in der FPE definiert werden. Zum einen

der Operator L1 des schnellen Prozesses und zum anderen der Operator L2 der

restlichen Wechselwirkungen

∂tp = L̂2p+
1

�
L1p . (E.5)

Mit der Entwicklung von p in Ordnungen von �, analog zu Gleichung (1.8), folgen

zwei Gleichungen

O(�−1) → 0 =L1p
0 → p0 = p0(x) , (E.6)

O(�0) → ∂tp
0 =L̂2p

0 + L1p1 . (E.7)

Der Projektionsoperator P hat die selbe Form wie in der SMR aus Anhang B mit

PL1 = 0 . (E.8)

Die effektive FPE für p0 lautet dann

∂tp0 = PL̂2p0 . (E.9)

Vergleicht man Gleichung (E.9) mit der Lösbarkeitsbedingung der stochasti-

schen Modenreduktion Gleichung (1.15), so kann hierdurch ein Entscheidungskri-

terium gefunden werden, welche Methode angewendet werden kann (man beachte,

dass L2 in der SMR den Bare-Truncation Anteil bei diesem Entscheidungskriteri-
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um nicht enthält)

PL2p
0





= 0 → SMR

�= 0 → Averaging
. (E.10)

Die resultierende effektive Zustandsgleichung lautet

ẋi =�xi + axi (x) + �bxi (x,y)� . (E.11)

Für Gleichung (1.38) folgt damit beispielsweise

�bxi (x,y)� = Bxyy
ijk �yjyk� . (E.12)

Bei der Averaging Methode kommt es zu einer einfachen Mittelung der schnellen

Variable, daher auch der Name der Methode. Für eine deterministische Funktion

bx ist die Schließung ebenfalls deterministisch.

E.3 Averaging Methode: O(by + cy) = �−1

Alternativ zu der in Abschnitt E.2 eingeführten Gewichtung der Zeitskalen, können

die Prozesse auch wie folgt gewichtet werden

ẋi =�xi + axi (x) + bxi (x,y) ,

ẏi =
1

�
(byi (x,y) + cyi (y)) =

1

�
Gy

i (x,y) .
(E.13)

Die resultierende effektive SDE lautet dann

ẋi =�xi + axi (x) +
��bxi (x,y)� . (E.14)

Für Gleichung (1.38) ergibt sich damit beispielsweise

�bxi (x,y)� = Bxyy
ijk
��yjyk� . (E.15)
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Bei dieser Averaging Methode basiert die Mittelung ��·� auf der Statistik von

ẏ = Gy(x̂,y) (E.16)

für ein festes x̂.



Anhang F

Adaptives

Zeitintegrationsverfahren

Die adaptive Zeitintegrationsmethode, die in dieser Arbeit im Rahmen des 2DSW

verwendet wurde, basiert nicht wie übliche adaptive Verfahren auf dem Predictor-

Corrector Prinzip (Press et al. 1992), da dieses Verfahren durch die möglicherweise

häufigen Aufrufe der Tendenzroutine teuer ist. Stattdessen wird der angewendete

Zeitschritt ∆t immer aus dem aktuellen Modellzustand berechnet.

Hierzu existiert für den Zeitschritt eine konstante (nicht mit der Integration

adaptive) obere Schranke, die nicht überschritten werden darf. Diese Schranke wird

bestimmt, indem die höchste mögliche Frequenz ω̂, mit der maximalen Wellenzahl

k̂ und der minimalen Wellenlänge λ̂, des Modells betrachtet wird

ω̂ =

�
f 20 + gHk̂2 , k̂ =

2π

λ̂
=

πN

L
. (F.1)

Um diese Frequenz mit dem Integrationszeitschritt ∆t abtasten zu können, sind

mindestens drei Zeitschritte pro Periode notwendig ∆t ≤ 1
3
T̂ , wobei T̂ = 2π

ω̂
die zu

ω̂ zugeordnete Periode ist. Für den Zeitschritt gilt damit

∆tω =
1

3
T̂ =

1

2079
Tag . (F.2)

Eine Abhängigkeit vom Zustandsvektor wird durch die CFL Bedingung (Cou-

rant et al. (1928), siehe auch Durran (2010)) eingeführt. Hier wird der Zeit-
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schritt, basierend auf der betragsmäßig höchsten auftretenden Geschwindigkeit

v̂ = max(
√
u2 + v2) des vorherigen Zeitschrittes, bestimmt

∆tCFL = α
∆x

v̂
. (F.3)

Das Zeitintegrationsverfahren wählt bei jedem Integrationsschritt den Zeit-

schritt entsprechend aus

∆t = min(∆tω,∆tCFL) . (F.4)

Bei der Methode ist zu beachten, dass, im Unterschied zu den üblichen Predictor-

Corrector basierenden adaptiven Verfahren, keine numerische Stabilität garantiert

ist. Der Parameter α ist zur Gewährleistung der Stabilität entsprechend zu wählen

und muss empirisch überprüft werden. Im Fall des 2DSW erweist sich α = 0.1 als

ausreichend.



Anhang G

Ergebnisse des zweidimensionalen

Modells ohne Rotation

In diesem Kapitel sind die Ergebnisse des rotationsfreien 2DSW (2DSW-f) auf-

geführt, welches durch Gleichung (5.2) mit f = 0 definiert ist. Das rotationsfreie

DNS (DNS-f) ergibt sich aus Gleichung (5.3) mit f = 0.

Die Autokorrelation des DNS-f (Abb. G.1) unterscheidet sich von der Auto-

korrelation des DNS insbesondere darin, dass die Korrelationskurven nicht wie im

DNS Direkte numerische Simulation von Gleichung 5.3, mit einer räumlichen
Auflösung von N in beiden räumlichen Richtungen

BRT Bare-Truncation Modell ẋ = ���x + ax(x), mit einer räumlichen

Auflösung von Nc =
N
n
in beiden räumlichen Richtungen

LRM Low-Resolution Modell, DNS mit einer niedrigen räumlichen
Auflösung von Nc =

N
n
in beiden räumlichen Richtungen

DNS-f DNS ohne Rotation f = 0

BRT-f BRT ohne Rotation f = 0

LRM-f LRM ohne Rotation f = 0

Tabelle G.1: Zusammenfassung der unterschiedlichen zweidimensionalen Modelle.
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Abbildung G.1: (Analog zu Abb. 7.2) Links: Gezeigt sind die Korrelationsfuktio-
nen des DNS-f (Ensemblemittel farbig, einzelne Ensemblemitglieder grau) und des
DNS (nur Ensemblemittel) für den Zeitversatz von einem Tag. Auf der Zeitachse
ist die charakteristische Zeitskala des schnellsten Schwerewellenzykluses τ angege-
ben, siehe Abschnitt 6.1.3. Rechts: Gezeigt sind die Korrelationsfunktionen für
den Zeitversatz von fünf Tagen.

DNS in ein langsam abfallendes Korrelationsplateau konvergieren. Es kommt in

der aufgelösten Variabel H des DNS-f zu Oszillationen. Die Periode der Oszilla-

tionen ist länger als im DNS und stimmt nahezu mit der Periode des schnellsten

Schwerewellenzyklus, beschrieben in Abschnitt 6.1.3, überein. Die SGS-Variable h�

im DNS-f dekorreliert deutlich schneller als die aufgelöste Variable H. Nach gan-

zen Perioden der Korrelationsoszillationen von H kommt es in der SGS-Variable

h� zu einer erhöhten Autokorrelation. Dieses Verhalten war auch schon im 1DSW

zu beobachten (Kapitel 4).

Die Unterschiede in den Spektren von DNS und DNS-f sind marginal, siehe

Abb. G.2. Die PDF des DNS-f weist eine geringere Varianz auf als im DNS, siehe

Abb. G.3. Dies zeigt sich auch in den weniger weit gestreuten Ausreißern mit

7.48 km und 15.61 km. In der Trajektorie der Gesamtenergie in Abb. G.3 ist

ebenfalls kein qualitativer Unterschied zwischen DNS-f und DNS zu erkennen.

In Abb. G.4 sind die Ergebnisse der ad hoc reduzierten Modelle, LRM ohne

Rotation (LRM-f) und BRT ohne Rotation (BRT-f), gezeigt. Im Vergleich zum

DNS-f verhalten sich die Modelle wie die ad hoc reduzierten Modelle mit Rota-

tion, vergleiche Abb. 7.6. Beide ad hoc reduzierten Modelle weisen zu schnelle
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Abbildung G.2: (Analog zu Abb. 7.4) Gezeigt sind die Spektren der potentiellen
Energie berechnet aus h (Ensemblemittel) des DNS-f und des DNS.

Oszillationen in der Autokorrelation auf und der Energieinhalt auf allen Skalen ist

zu niedrig, was sich auch in einer kleinen Streuung der PDFs zeigt.
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Abbildung G.3: (Analog zu Abb. 7.5) Links: Gezeigt sind die PDF’s der Variable
h des DNS-f (Ensemblemittel farbig, einzelne Ensemblemitglieder gepunktet) und
des DNS (nur Ensemblemittel). Durch die Klammer ist das Mittel h = H = 10 km

und die Standardabweichung (h−H) 12 beider Modelle im Ensemblemittel darge-
stellt, letztere ist auch numerisch gegeben. Rechts: Die zeitliche Entwicklung der
Gesamtenergie des DNS-f (Ensemblemittel farbig und einzelne Ensemblemitglieder
grau) und des DNS (Ensemblemittel). Gezeigt ist die Anlaufzeit von 100 Tagen und
die zeitliche Entwicklung aller Ensemblemitglieder im Zeitraum 100− 200 Tage.
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Abbildung G.4: (Analog zu Abb.7.6) Die räumlich gemittelte zeitliche Autokorrela-
tion (links) und das Spektrum der potentiellen Energie bestimmt aus H (rechts)
für das DNS-f, LRM-f und BRT-f. Unten: Die Wahrscheinlichkeitsdichten des
DNS-f, LRM-f und BRT-f. Es ist immer das Ensemblemittel gezeigt.
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Anhang H

Aufspaltung in geostrophische

und ageostrophische Moden

In rotierenden Systemen ist eine Aufspaltung der Modellvariablen in eine geostro-

phische und eine ageostrophische Mode sinnvoll

h = hg + ha , u = ug + ua , v = vg + va , (H.1)

da in beiden Moden ein unterschiedliches Verhalten zu erwarten ist. Die Aufspal-

tung erfolgt für alle Realisierungen der Modelltrajektorie und erlaubt die getrennte

Analyse. Die Vorgehensweise, mit der die entsprechende geostrophische und damit

auch ageostrophische Mode bestimmt wird, ist in diesem Abschnitt beschrieben.

Es wird ein Fluid betrachtet, welches durch die Säulenhöhenschwankungen

η = h − H, sowie durch die relative Vorticity ζ = ∂xv − ∂yu, basierend auf dem

Windfeld u und v, gegeben ist. Diesem Fluid wird ein quasigeostrophisch balan-

cierter Zustand zugeordnet, welcher durch die Stromfunktion ψ festgelegt ist und

mit dem Rosbydeformationsradius Ld =
√
gH
f0

�
∇2 −

1

L2
d

�
ψ = ζ −

f0
H

η (H.2)

erfüllt (siehe Vallis 2006, Abschnitt 3.8.2 Rotating Flow). Die geostrophisch ba-

lancierte Mode der Säulenhöhenschwankungen η ist über die Stromfunktion fest-

gelegt ηg =
f0
g
ψ, wodurch auch die geostrophisch balancierte Mode der Säulenhöhe
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hg = ηg +H gegeben ist. Die geostrophisch balancierte Mode des Windes ist über

die geostrophische Windrelation im Flachwassermodell definiert

ug = ez ×∇ψ =
g

f0

�
−∂yhg

∂xhg

�

, (H.3)

mit dem Einheitsvektor ez in vertikaler Richtung.

Um die gesuchte geostrophische Mode zu bestimmen muss die Gleichung (H.2)

nach ψ invertiert werden. Bei der Invertierung liefert die ageostrophische Mode

keinen Beitrag, was die Projektion auf die geostrophische Mode ermöglicht. Durch-

geführt wird die Invertierung indem der räumlich diskretisierte Fall von Gleichung

(H.2), mit der Diskretisierung des Laplace Operators ∇2 aus Gleichung (5.3), be-

trachtet wird. Dies liefert

1

∆x2
(ψj+1,k + ψj−1,k + ψj,k+1 + ψj,k−1)−

�
4

∆x2
+

1

L,2d

�
ψj,k = ζj,k −

f0
H

ηj,k .

(H.4)

Mit der Fouriertransformation der Stromfunktion

ψj,k =
1

2π

N−1�

l=0

N−1�

l=0

ψ̃l,mexp

�
−i
2π

N
(lj +mk)

�
(H.5)

und den Fouriertransformierten ζ̃ und η̃ folgt

�
1

∆x2

�
e−i

2π
N

l + ei
2π
N

l + e−i
2π
N

m + ei
2π
N

m
�
−

�
4

∆x2
+

1

L2
d

��
ψ̃l,m = ζ̃l,m −

f0
H

η̃l,m .

(H.6)

Die Gleichung (H.6) kann nach ψ̃l,m eindeutig gelöst werden, womit auch ψj,k

gegeben ist. Aus der Stromfunktion wird anschließend die geostrophische Mode

bestehend aus hg und ug mit den oben genannten Gleichungen bestimmt. Die

geostrophische Mode des Windfeldes ug wird in einem Zwischenschritt auf dem

versetzten Arakawa-h Gitter (siehe Arakawa et al. 1977) bestimmt und durch an-

schließende Interpolation auf dem nicht versetzten Arakawa-a Gitter bestimmt.

Die ageostrophische Mode ist über die Residuen der geostrophischen Mode von
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den Modellvariablen gegeben, siehe Gleichung (H.1).
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ehemaligen Bürokollegen Martin Pieroth und Steffen Hien für unsere humorvolle

Gemeinschaft und Diskussionen, die mein Verständnis der Meteorologie weiter ver-
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