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9.2 ÜberschwereElemente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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Einleitung

Die Situation in der Kernstruktur physik

”The mapis not theterritory.“
(Alford Korzybski)

DiesesZitat beschreibtgut die Situation,in dersichdie theoretischeKernstruktur-Physikbefindet1.
Siebefasstsichmit derBeschreibungvon Grund-undniedrigenAnregungszusẗandenvon Atomker-
nendurchgeeigneteModelleundversuchtso,einemöglichstgenaueKartevon denKernenzu ent-
werfen.WährendsichExperimentalphysiker mit immeraufwendigerenExperimentenin dasGebiet
begeben,entwerfendieTheoretiker Landkarten(gemeintsinddieKernmodelle),diemöglichstgenau
dieLandschaftbeschreiben.EineKarteist erfolgreich,wennmöglichstvieleAspektederLandschaft
beschriebenwerden.Wird dieBeschreibungin gewissenBereichenderLandschaftschlechter, ist die
Karte(dastheoretischeModell) dort nicht mehranwendbar. Die mikroskopischenselbstkonsistenten
Modelle, um die es in dieserArbeit geht,erhebendenAnspruch,in akzeptablemRahmenfür die
gesamteLandschaftderNuklidkartegültig zu sein.
Die Modelle sind abermehrals eineKarte: sie erlaubendenBlick in unerforschtesGel̈ande,man
kann mit ihnenextrapolieren. Man musshier jedochvorsichtig sein und Kriterien finden,um die
Extrapolationsf̈ahigkeit beurteilenzu können.Allgemeinernoch ist die Frage,wie und nachwel-
chenGesichtspunkteneinmikroskopischesModell zubeurteilenist. Darumwird esunteranderemin
dieserArbeit gehen.

DerAtomkern,wie ersichnachheutigemKenntnisstanddarstellt,ist einSystemauswechselwir-
kendenNukleonen,denProtonenundNeutronen,die wiederumausQuarkszusammengesetztsind.
Vermittelt wird dieseWechselwirkung durchdie starke Kernkraft.Übertragungsteilchensind nach
der (nicht-abelschen)Theoriefür die starke Wechselwirkung, der Quantenchromodynamik(QCD),
die Gluonen.QuarksundGluonenbesitzeneineEigenschaft,die manalsFarbebezeichnet.Essind
in derNaturdreiFarben(undderenAntifarben)realisiert.Beobachtbarsindnur farbloseObjekte.
Ein Atomkern ist ein Vielkörpersystem,die AnzahlderNukleonenkannzwischenzwei undeinigen
Hundertbetragen.Nun liegt abergeradedieseAnzahl an Teilchenin einemkritischenBereich:Es
sind zu viele Nukleonen2, als dassmandasSystemdurchKoordiantentransformation zu einemef-
fektiven Einkörperproblemmachenund damit exakt lösenkönnte:Es sind andererseitszu wenige,
um statistischeMethodenderPhysikanwendenzu können.Der Ansatzpar excellenceist naẗurlich
die Aufstellungder Lagrangedichte� der QCD für ein SystemausQuarksund Gluonenund die
BeschreibungdesAtomkernsalsgebundenesMulti-Quark-System.DiesesZiel zu erreichenist eine
enormeHerausforderung,da der Niederenergie-Bereichder QCD dasGebietist, wo störungstheo-
retischeMethodenfragwürdig oderunmöglich sind (die Kopplungskonstanten sind deutlichgrößer
als Eins).Demzufolgemüsstenfür die LösungdesProblemsnichtperturbative Methodenwie etwa
die Gittereichtheorieherangezogenwerden.Die Quantenchromodynamikgibt unsauchheutenoch

1Allgemeinergilt diesauchfür diegesamteNaturwissenschaft.
2BereitsdasmechanischeDreikörperproblemist nichtmehrallgemeinexakt lösbar.
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etlicheFragenauf,z.B. warumQuarksjeweils nur in gebundenenSystemenauftreten(die Fragedes
Quark-Einschlussesoderconfinement). Die nicht-abelscheStrukturderFarb-SU(3),diederQCDzu-
grundeliegt, sorgt für einVerhaltenderKopplung,dasalsasymptotischeFreiheitbezeichnetwird: für
großeImpuls̈ubertr̈agewird die KopplunggeringerundgehtgegenNull, währendsiebei schwachen
Impulsentheoretischbeliebiggroßwerdenkann,waszu demerwähntenQuark-Einschlußführt.
Damit in Zusammenhangstehtauchdie Frage,ob ein Materiezustandmöglich ist, bei demdieser
Einschlussaufgehobenwird. DieseralsQuark-Gluon-PlasmabezeichneteZustandderMateriesollte
bei hohenDichtenundTemperaturenauftretenundkönntekurznachdemUrknall existiert haben.

DasgeschilderteProblem,alsodie Beschreibung desAtomkernsmit Quarksund Gluonenals
elementarenFreiheitsgraden,ist heutzutagewederanalytischnochmit modernennumerischenMe-
thodenhandhabbar. Um dennocheineBeschreibung desAtomkernszu ermöglichen,werdenin der
KernstruktureffektiveModelleverwendet.Die historischgesehenerstenModelle, z.B. die Bethe–
Weizs̈acker Massenformelbzw. dasTröpfchenmodell[Wei35, Bet36], modellierendenKernalsge-
ladenenFlüssigkeitstropfen.Anderekollektive Modelle parametrisierendie Kernoberfl̈achedurch
Deformationsparameter. Sie erlaubendie Modellierungkollektiver AnregungszusẗandedesKerns:
eskönnenVibrationen,Rotationensowie Kopplungenzwischenihnenbeschriebenwerden[Fae62,
Fae64, Fae65].

Ein anderesZiel soll mit mikroskopischen Modellenerreichtwerden.Der ersteSchritt zu ei-
ner mikroskopischenBeschreibung desKernsauf der Basisvon wechselwirkendenNukleonenge-
schahdurchEinführungderphänomenologischenSchalenmodelle.Dabeiwurdedie experimentelle
Erkenntnisgenutzt,dasssich Nukleonenin mancherHinsicht als voneinanderunabḧangige,nicht
wechselwirkendeTeilchenin einemgemeinsamen,mittlerenPotenzialbeschreibenlassen.Dafürwur-
denunterschiedlicheParametrisierungenentworfen,z.B. Kasten-Potenzial,Oszillator-Potenzialoder
die ParametrisierungnachWoods–Saxon.Die Wellenfunktionender Nukleonenwerdenanalytisch
bzw. numerischin diesemPotenzialberechnetund die Nukleonenin diesemöglichenEinteilchen-
zusẗandegem̈aßdemPauli–Prinzipgefüllt. DieseModelle konntenerfolgreichdie Schalenstruktur
vonAtomkernenbeschreiben:Essentiellwichtig dafür erwiessichdieEinführungeinerstarkenSpin-
Bahn-Kraft.Die quantitativeVorhersagevondeformiertenGrundzusẗandenundSpaltbarrierengelang
jedocherstmit Hilfe dermakroskopisch-mikroskopischenMethode,bei derderTrendderBindungs-
energie mit � und � durchein Tropfenmodellberechnetwird undauseinemphänomenologischen
Schalenmodellmit Hilfe der Strutinski-Methodedie Schalenkorrekturenergie extrahiert wird. Die
Summevon beidenAnteilenergibt geradedie Bindungsenergie desKerns.DasZweizentrenschalen-
modellerweitertedasKonzeptaufdieMöglichkeit, dieSpaltungdesKernsvomGrundzustandbiszur
vollständigenSeparationin zwei getrennteFragmentezu beschreiben[Mar72]. Heutzutageversteht
manunter Schalenmodellrechnungen Rechnungen,in denendie Wellenfunktionfür die Valenznu-
kleonenbzw. beikleinenKernendieGesamtwellenfunktiondurcheineEntwicklungin einvollständi-
gesBasissystemundeineDiagonalisierungdesHamilton-Operatorsin dergewähltenBasisquasiex-
akt berechnetwird. Für die großennumerischenBerechnungenwerdenoft Monte-Carlo-Methoden
verwendet,die die exakteDiagonalisierungumgehen.Die Wechselwirkungenbei diesenModellen
sindoftmalsrelativ einfacheParametrisierungenderNukleon-Nukleon-(NN)-Wechselwirkung.

MikroskopischeselbstkonsistenteModellehabenmeistensalsAnsatzfür die Wellenfunktiondes
Kernsnur eineeinzelneSlater-Determinante,derenEinteilchenwellenfunktionen durchein Variati-
onsprinzipso bestimmtwerden,dassdie Energie desSystemsminimal wird. DieseNäherungwird
aufgewogendurchdieFormdereffektivenWechselwirkung,dieeineReihedervernachl̈assigtenKor-
relationenundEffekteabsorbiert.

DerwesentlicheUnterschiedzwischendenfrühenSchalen–undKollektivmodelleneinerseitsund
denmodernenselbstkonsistentenKernmodellenandererseits,wie esauchdasin dieserArbeit unter-
suchterelativistischePunktkopplungsmodelldarstellt,ist, dassin selbstkonsistentenKernmodellen
keineEinschr̈ankungenandasKern-Potenzialunddie DichteverteilungdesAtomkernsgestelltwer-



Einleitung 11

den.Das Potenzialwird ausdenWellenfunktionenselbstkonsistentberechnet,ausdemwiederum
die Wellenfunktionenbestimmtwerden.DieseVorschrift wird iteriert, bis Konvergenzerzielt ist.
Um Potenzialenergieflächenzuberechnenist eserforderlich,die Energie desKernsin verschiedenen
Konfigurationenzuberechnen.Um dieszuerreichenwird derKerndurchZwangsbedingungen in die
gewünschteKonfigurationgebracht.

In dieserArbeit wird ein relativistisches,mikroskopisches,selbstkonsistentes Modell beschrie-
ben:dasPunktkopplungsmodell.WährendrelativistischeModelle,diedurchdenAustauschvon Me-
sonendie Kernkraft parametrisieren,in der Vergangenheitintensiv untersuchtund erfolgreichauf
ProblemederKernstrukturangewendetwurden,gabesähnlicheUntersuchungenfür dasPunktkopp-
lungsmodellin dieserForm bishernicht. Die entstandeneLücke soll durchdie vorliegendeArbeit
gefüllt werden.FrühereAnwendungenumfassendieBerechnungvonGrundzusẗandenendlicherKer-
ne in spḧarischerSymmetrie[Nik92], die Bedeutungvon QCD-Scaling[Fri96] sowie die Untersu-
chungderPseudospin-Symmetrie[Gin98].
Im Gegensatzzu dem herk̈ommlichenRelativistic-Mean-Field-(RMF)-Modell besitztdasrelativi-
stischePunktkopplungsmodell zus̈atzlich zu dennukleonischenkeinemesonischenFreiheitsgrade.
Die Potenzialebestehenaus Dichten der Nukleonenbzw. derenAbleitungen.Diese Eigenschaft
machtes nichtrelativistischenSkyrme-Hartree-Fock-(SHF)-Rechnungen̈ahnlich.Mit Hilfe desre-
lativistischenPunktkopplungsmodells ist es möglich, den Einfluss unterschiedlicherAspektevon
Mean-Field-Modellenauf die Vorhersagenvon Observablenzu studieren.Im Vergleich zu RMF-
Modellen mit Mesonenaustauschlässtsich die Bedeutungvon endlicherReichweiteuntersuchen.
Der Vergleich mit SHF-Rechnungenerlaubtes,die Wichtigkeit einerrelativistischenFormulierung
zu überpr̈ufen. Formal lassensich dabeiim nichtrelativistischen Grenzfall desPunktkopplungsmo-
dellsSchl̈ussebez̈uglich derStrukturderunterschiedlichenAnsätzeundRelevanzihrer spezifischen
Termeziehen.

Wir wollendasRMF-Modell,dasdieKernkraftdurchdenAustauschvonMesonenparametrisiert,
alsRMF-FR-Modellbezeichnen(FR stehtfür finite range). DasPunktkopplungsmodellnennenwir
RMF-PC-Modell(PCstehtfür pointcoupling). BeideModellesindrelativistischeModelle,die in der
Mean-Field-N̈aherungbetriebenwerden,weshalbdie BezeichnungRMF-Modell für beideModelle
gerechtfertigtist.

Die untersuchtenFragestellungen

DadasrelativistischePunktkopplungsmodellein relativ neuerAnsatzfür Anwendungenin derKern-
strukturist 3, ergebensichzu diesemModell folgendeUntersuchungsschwerpunkte:	 Erlaubtdie StrukturdesModellseinemikroskopischeBeschreibungvon Grundzusẗandenvon

AtomkernenaufdemNiveaumodernerMean-Field-Modelle?	 Waskönnenwir im VergleichzumRMF-FR-ModellundderSHF-MethodëuberdenEinfluss
endlicherReichweitebzw. relativistischerDynamiklernen?	 WassinddieessentiellenBestandteileeinerParametrisierungdereffektivenNukleon-Nukleon-
Wechselwirkung in Atomkernen?	 Könnenwir etwasüberdenZusammenhangvoneffektivenKernstruktur-Modellenfür denNie-
derenergielimesderQCD mit derStrukturunddenSymmetrienderQuantenchromodynamik
lernen?

3SeinegenerischeStrukturist dagegennicht neu:wir findensie beimNambu-Jona-Lasinio-Modellund in derFermi-
theoriederschwachenWechselwirkung.
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hernoch:wo sindihreSchẅachen?

Alle dieseFragenkonntenim RahmenderArbeit beantwortetwerden.Estauchendabeinochweitere
Fragenauf, insbesondereDetailfragenzu denModellen,dienochaufeineBeantwortungwarten.

Gliederung der Arbeit

DasersteKapitelentḧalt diephysikalischenGrundlagenzuselbstkonsistenten mikroskopischenKern-
modellen,beginnendbei deraxiomatischenFormulierungderQuantenmechanikbis hin zur zweiten
QuantisierungundFormulierungderQuantenfeldtheorie.Die ausf̈uhrlicheundvielleichtungewöhn-
lich erscheinendeBehandlungderQuantenmechanikundsp̈aterderQuantenfeldtheorieist bewusstso
gestaltet,um die folgendenBeschreibungenderModellein dengroßenZusammenhangeinzubetten.

Im darauffolgendenKapitel werdendasRMF-FR-unddasRMF-PC-Modellvorgestelltundde-
talliert beschrieben.Dabeiwird insbesonderederZusammenhangzwischenbeidenModellenber̈uck-
sichtigt. DasPunktkopplungs-Modellwird in der Hartree-N̈aherungformuliert, Erweiterungendes
Ansatzesunddie FormulierungdesModellsin derHartree-Fock-Näherungwerdenvorgestellt.

Dasdritte Kapitel entḧalt die Beschreibung derPaarkraftim BCS-Formalismus.Nachzwei ein-
fachenVorschriftenwerdenmoderneVerfahrenbeschrieben,die im RahmendieserArbeit in den
numerischenRechnungenverwendetwerden.

Im viertenKapitel werdendie wichtigstenObservablendiskutiert,die sichausdenRechnungen
der RMF-Modelleextrahierenlassen.Dies betrifft Größen,die mit der Bindungsenergie desKerns
zusammenḧangensowie ObservablendesFormfaktorsundderPaarkraft.

Die numerischenMethoden,die zur Lösungder Bewegungsgleichungender RMF-Modelleauf
demComputerverwendetwerden,werdenin Kapitel 5 diskutiert.Es folgt einekurzeBeschreibung
derim RahmendieserArbeit verwendetenundentwickeltenProgramme.

Im sechstenKapitel werdendie Fit-Algorithmen,die zur Bestimmungder Kopplungskonstan-
tendesModells verwendetwerden,dargestelltundanhandeinigereinfacherSystemedemonstriert.
Es wird die Fitstrategie, d.h. die Auswahl von Observablen,die zur Erstellungder in dieserArbeit
erschaffenenParameters̈atzeverwendetwerden,diskutiert.

Kapitel7 entḧalt dieParameters̈atzefür dasPunktkopplungsmodell,diesichausdenOptimierun-
genherauskristallisierten,sowie eineAnalyseihrer Qualiẗat undphysikalischenRelevanz.

Die Anwendbarkeit desPunktkopplungsmodellsaufFragestellungenderKernstrukturphysikwird
im achtenKapitel ausf̈uhrlich durchBetrachtungeinerVielzahlnukleonischerSystemeundObser-
vablengetestetund dokumentiert.DabeiwerdenVergleichezu experimentellenDatenund anderen
Mean-Field-Modellen,insbesondereaberdemRMF-FRModell mit zweiausgewähltenParametrisie-
rungen,angestellt.

DasdarauffolgendeneunteKapitel dokumentiertExtrapolationendesModellszu überschweren
Kernen.Hierbei liegt derSchwerpunktauf derVorhersagemagischerZahlenundSpaltbarrierenvon
zweiausgewähltenKernen.

In Kapitel10untersuchenwir dasKriterium derNatürlichkeit mit Hilfe dernaivendimensionalen
AnalyseundseineAnwendbarkeit aufdasPunktkopplungsmodell.

Die ZusammenfassungrundetdieArbeit ab.



Kapitel 1

Quantenmechanik,Vielkörpertheorie
und Quantenfeldtheorie

”Die ’Bahn’ desElektronsentstehterst dadurch, dasswir siebeobachten...“
(W. Heisenberg)

”K ein elementaresPhänomenist ein realesPhänomen,bis esein beobachtetesPhäno-
mengewordenist.“
(John.A. Wheeler)

1.1 Quantenmechanik

Die für die folgendenUntersuchungengrundlegendeund zugleichempirischam bestengetestete
Theorieist die Quantenmechanik.Sie beschreibtdie Dynamik mikroskopischerObjekteund ihrer
Wechselwirkungen.Die urspr̈unglicheFormulierungderQuantenmechanikgilt strenggenommennur
für von ihrer UmgebungvollständigisolierteSystemebei TemperaturNull. Der Formalismuswurde
jedochaufoffeneSystemeundendlicheTemperaturenerweitert.
Wir wollenim FolgendendieGrunds̈atzedernichtrelativistischenQuantenmechanikin axiomatischer
Formniederschreiben.Dabeiorientierenwir unsandenReferenzen[Jel93, Pen95, Bjo64].

1.1.1 AxiomatischeFormulierung der Quantenmechanik

Basissatz1: Ein eigentlicherZustandeinesquantenmechanischenSystemswird beschriebendurch
einenVektor 
 �
� im Hilbertraum.

Basissatz2: Unit äre Entwicklung � Die Dynamikdesquantenmechanischen Systemsist gegeben
durchdenunitärenZeitentwicklungsoperator ��������� � � , derderGleichung������� ��������� � �! #"$ �%������� � � (1.1)

gen̈ugt.Dabeiist
"$

derHamiltonoperator, derdasSystemcharakterisiert.Er lässtsichschreibenals"$  "&(' ")+*
(1.2)

dabeiist
"&

derOperatorderkinetischenund
")

derOperatorderpotentiellenEnergie.
Für denZustanddesSystemszur Zeit � folgt daraus
 �,��� � �  �%������� � � 
 �-��� � � �/. (1.3)
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Basissatz3: ObservablenwerdenbeschriebendurchhermitescheOperatorenim Hilbertraum.

Basissatz4: Reduktion desZustandes 0 Bei derMessung0 derObservablen
"1

wird derZustand
reduziertaufeineEigenfunktiondesOperators

"1
. Die möglichenMesswerteentsprechendabeidem

Spektrumvon
"1
. Die Wahrscheinlichkeit 243 für einenbestimmtenMesswert5�3 ist dabeigegeben

durchdenErwartungswertdesProjektors
"6 3 aufdenEigenzustand,derzu 573 korrespondiert:243  98 �:
 "6 3;
 �
�/. (1.4)

Die Minimalinter pretation und der Messprozess

In Basissatz4 habenwir bereitsdie Minimalinterpretationder Quantenmechanikkodiert. Sie ent-
sprichtderVorschrift,wie ausderTheorieWertezugewinnensind,diemit denmöglichenMesswer-
tenverglichenwerdenkönnen.Möchtemanz.B. denOrt einesTeilchensbestimmen,soentspricht�,�=<> * � �? @8 �,
 "6BAC 
 �
�  98 �:
�<> � 8 <> 
 �
�  
 �:
 � (1.5)

geradeder Wahrscheinlichkeitsdichte für dasAuffinden desTeilchensam Ort <> . Die Messungan
einemquantenmechanischem System( 0 ) unterbrichtdabeidie unitäreund reversiblezeitlicheEnt-
wicklungdesSystems.

Die Beschreibung und InterpretationdiesesMessprozessesist immer nochGegenstandzahlrei-
cherphysikalischerundauchphilosophischerDiskussionen.BesondereSchwierigkeit machtderso-
genannteKollapsderWellenfunktion, d.h.derÜbergangdessuperponiertenZustandesin einenEigen-
zustanddeszur Messungkorrespondierenden Operators(derobenals 0 gekennzeichneteVorgang).
EinemöglicheErklärungsweisebestehtin demPḧanomenderDekohärenz, dasdurchdie Wechsel-
wirkung desSystems,dasgemessenwerdensoll, mit seinerUmwelt entsteht.Bei dieserInteraktion
mit (quasi)unendlichvielenFreiheitsgradenentwickelt sichdasSystem,dasdurcheineDichtematrix
beschriebenwerdenmuss,auseinerkohärentenÜberlagerungvon quantenmechanischen Zusẗanden
in eineinkohärenteÜberlagerung.DieseFormulierungbasiertjedochzu einemgroßenTeil aufcom-
monsenseundist bishernichtexaktdurchgef̈uhrt worden.

Physikerwie Sir RogerPenrosehaltenim GegensatzdazudenMessprozessfür einenrealenphy-
sikalischenVorgang,dessenBeschreibungim RahmeneinerTheoriederQuantengravitation [Bae94]
möglichseinkönnte[Pen95].

1.1.2 Holismusund EPR Korr elationen

Die Quantenmechaniksagt– bei geeigneterPr̈aparierung– KorrelationenzwischenTeilchenvor-
aus,die sichin beliebigerräumlicherEntfernungvoneinanderbefindenkönnen[Ein35]. Diesesoge-
nanntenEPR-KorrelationenwidersprechennichtdenPrinzipienderspeziellenRelativitätstheorie,da
durchsie keineInformationübertragenwerdenkann.Die Korrelationen,die der Quantenmechanik
eineholistischeNaturgeben,findenimmermehrBesẗatigungauf experimentellerEbene[Asp]. Erst
in jüngsterZeit habenneueExperimentezur Verschr̈ankungvon quantenmechanischen Systemen
[Row01, Kwi01] gezeigt,dassdie experimentelleVerletzungderBellschenUngleichungen,welches
der Beweis für Korrelationendarstellt,die nicht auf verborgenenVariablenberuhenkönnen,nicht
durchexperimentelleUngenauigkeit zustandekommt1.

Die EPR-Korrelationenwidersprechendamit nicht denExperimenten,sondernlediglich einem
Realiẗatsversẗandnis,wie esvon Einstein,Podolskiund Rosenin derenbekannterVeröffentlichung

1EineKritik andenExperimentenvon Aspectet al. war, dassnicht alle erzeugtenPhotonenpaaredetektiertwerden,so
dassdie VerletzungderBellschenUngleichungenzwar in derdetektiertenUntermengegegebenwar, nicht abernotwendi-
gerweiseim gesamtenEnsemble.
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formuliert wurde.Für mancheAutorenist geradedieserholistischeAspektdaswesentlichNeuean
derQuantenmechanik.SobezeichnetThomasGörnitz [Goe99] die QuantenmechanikalsPhysikder
Beziehungen im Gegensatzzur klassischenMechanik,die er als Physikder Objektekennzeichnet.
EPR-Korrelationenfindenin theoretischenUntersuchungenAnwendungz.B. in derQuantenkrypto-
graphie[Bou00].

DieseSichtweisederQuantenmechanikführtunszueinerangemessenenDefinitionderSysteme,
dieHauptgegenstandquantenmechanischer Untersuchungensind.DerBegriff desTeilchenswird von
dieserStelleanfallengelassenunddurchein ad̈aquateresWort ersetzt,dessenDefinition undRecht-
fertigungnunfolgen.

1.1.3 Einf ührung desBegriffs Elementarsystem

Definition

UnterElementarsystemen[Pri00] verstehenwir im FolgendenSysteme,die durchquantenmechani-
scheZustandsgleichungenbeschriebenwerdenundderenvollständigeBeschreibungim Rahmender
QuantenmechanikdurchdenZustand
 �
� gegebenist.

Begründung

Der Begriff desTeilchens, wie er in denmeistenArbeitenverwendetwird, hatseinebegriffliche Be-
gründungin der klassischenMechanik.Mit Teilchenund insbesonderePunktteilchenwird dort ein
ausderErfahrungabstrahiertesObjektbezeichnet,demalsintrinsischeEigenschaftennurMasseund
Ladungzukommen.ZudembestehtseinevollständigeBeschreibung in der KenntnisseinerTrajek-
torie <> ��� � . DiesenBegriff für quantenmechanischeSystemezu verwendenist in zweierleiHinsicht
problematisch:
Erstensist derBegriff ObjektaufquantenmechanischeSystemenichtmehrohneweiteresanwendbar,
daeinekonsistenteBeschreibungnurnochim Zusammenhangmit ihrerWechselwirkungmit anderen
Systemengegebenwerdenkann.
Zweitensüberwindetdie Quantenmechanikbzw. QuantenfeldtheoriedenWelle-Teilchen-Dualismus,
unddergänzlichanderenNaturvon quantenmechanischenSystemenwird durchdie Assoziationen,
die mit demBegriff desTeilchenseinhergehen,nichtkorrektRechnunggetragen.

1.2 RelativistischeWellengleichungen

Die Schr̈odinger-Gleichungentsprichteinernicht-relativistischenFormulierungderQuantenmecha-
nik für spinloseElementarsysteme2. Sieist invariantunterGalilei-Transformationen,Rotationenund
Translationen,wennesderHamilton-Operatorist.
Die ForderungnachLorentz-InvarianzeinerquantenmechanischenTheorieerfordertzus̈atzlich zu
denobenformuliertenBasiss̈atzenneuebzw. ver̈anderteBedingungenandie quantenmechanischen
Bewegungsgleichungenfür Elementarsysteme.SoforderteinekovarianteFormulierung,dassRaum-
und Zeitkoordinatenin gleicherOrdnungauftreten.Weiterhin mussdie Theoriein der Lage sein,
Pḧanomenezu beschreiben,die bei relativistischenEnergien auftretenkönnen.Dazugeḧoren z.B.
PaarerzeugungundVakuumpolarisation.

Im folgendenAbschnitt wollen wir einige der wichtigstenrelativistischenWellengleichungen
diskutieren.Alle obengestelltenForderungenwerdenerstdurchdie Quantenfeldtheorieerfüllt, die
sp̈aterin diesemKapitel kurzerläutertwird.

2Der SpinvonFermionenkanndurcheineErweiterungzurPauli-Gleichungbeschriebenwerden.
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1.2.1 Die Klein-Gordon-Gleichung

Die Klein-Gordon-Gleichungwar historischderersteVersuch,einerelativistischeWellengleichung
für ElementarsystemeendlicherMasseaufzustellen.SieentstehtausderÜbersetzungderrelativisti-
schenEnergie-Impuls-BeziehungD �  2 �=E=� 'GF �HEI� (1.6)

in Operatorenschreibweise(
D9J �K�L� � * <2 J �K� <M ). Die freieGleichungin Ortsraumdarstellunglautet�ON ' F � E �� � � �,�=<> * � �P RQ . (1.7)

Räumlicheund zeitlicheAbleitungentretenin zweiter Ordnungauf. Durch dasAuftretenzweiter
Ableitungenist dieseGleichungallerdingskeineProzessgleichung3, wie esz.B. die Schr̈odinger-
Gleichungoderdie HamiltonschenGleichungender Mechaniksind.Auch ist 
 �-�=<> * � � 
 � nicht mehr
positiv definit4, was eine Interpretationals Wahrscheinlichkeitsdichte unmöglich macht.Es treten
zwei Klassenvon freienLösungenauf, die zu verschiedenemVorzeichenderEnergie korrespondie-
ren: D  TS�U F � E � ' 2 � E � . (1.8)

Diesesind abernicht wirklich Lösungennegativer Energie. Berechnetman ihre Energie mit Hilfe
desEnergie-Impuls-Tensors,soerḧalt manauchfür dieseLösungenpositive Energien [Gre97]. Aus
denobengenanntenGründenwurdedieseGleichungzeitweiseverworfen.Sp̈atererkannteman,dass
manmit dieserGleichungdurchein realesFeld neutralesowie durchein komplexesFeld geladene
spinloseElementarsysteme(wie etwa skalareMesonen)beschreibenkann.

1.2.2 Die Proca-Gleichungen

Die Proca-Gleichungengestattenes,im RahmenderrelativistischenQuantenmechanikmassebehaf-
teteElementarsystememit Spin1 zu beschreiben,wie z.B. Vektormesonen.Siewerdendurcheinen
reellenVierervektor

1WV
repr̈asentiert,dessenKomponentendenGleichungenN 1 V � � V � ��X 1 X � ' F �� E �� � 1 V  YQ

(1.9)

gen̈ugen.Da abernicht alle Freiheitsgradevon
1 V

physikalischsind,gilt für dasFeldnochdie Ne-
benbedingung� V 1 V  YQ * (1.10)

waszur folgendenFormderProca-Gleichungenführt:Z N ' F �� E �� �\[ 1 V  RQ . (1.11)

3EineProzessgleichunghatAbleitungenersterOrdnungin derZeit.
4Diesergibt sichunmittelbarausderKontinuiẗatsgleichung,diesichmit Hilfe derKlein-Gordon-Gleichungberechnen

lässt.
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1.2.3 Die Maxwell-Gleichungen

MasseloseSpin-1-FelderwerdendurcheinentotalantisymmetrischenTensorzweiterStufebeschrie-
ben: ] V X  � V 1 X � � X 1 V . (1.12)

Die
1^V

sindhierwiederreelleVierervektoren.Die Maxwell-Gleichungenlautennun� V ] V X  Q *
(1.13)�4_ ] V X '`� V ] X _,'`� X ] _ V  Q . (1.14)

DasFeld
1^V

wird hieralsHilfsfeld eingef̈uhrt, seineWahl ist nicht eindeutig.SolassenTransforma-
tionenderArt1 V ��a � J 1WbV ��a �! 1 V ��a � � � V�c ��a � (1.15)

(dasArgumenta ist ein Vierervektor) dasphysikalischeFeld

] V X
invariant,wennfolgendeBedin-

gungerfüllt ist:� � V �7X � �7Xd� V � c ��a �e RQ . (1.16)

Aufgrund dieserFreiheitenmussdas Feld
1^V

geeichtwerden.In der Elektrodynamikspielt die
Lorentz-EichungeinebesondereRolle.Sieist geradedurchdie Bedingung

� V 1 V  RQ gegeben.

1.2.4 Die Dirac-Gleichung

Die damalsunbefriedigendeSituationmit derKlein-Gordon-GleichunginspirierteDiraczudemVer-
such,die Gleichungzu linearisierenunterderBedingung,dassweiterhindie relativistischeEnergie-
Impuls-Beziehunggeltensollte.Diesführteaufdie freieDirac-Gleichung� �Of V � V � F � �  YQ (1.17)

zurBeschreibungvon Fermionenmit halbzahligemSpin.Die
f V

sinddie Gamma-Matrizen5, die der
Clifford-Algebra gen̈ugen:f V f X 'gf X f V  Thji V X . (1.18)� ist ein vierkomponentigerDirac-Spinor. DieseGleichungerlaubtwiederdie Wahrscheinlichkeits-
interpretation,führt aberzumAuftretenvon Lösungenpositiver undnegativer Energie6:D  TS�U 2 � E � '(F � E � . (1.19)

DieseEnergiezusẗandehätten in unbesetzterForm dasZerstrahlenunsererWelt zufolge. Die Er-
klärungDiracsbestehtin derAnnahme,dassall dieseZusẗandebereitsdurchElementarsystemebe-
setztsind.In diesemFall verbietetdasPauli-PrinzipdenÜbergang.Die sogenannteDirac-Seeführt
formal zu einerunendlichgroßenVakuumsenergie. Da aberMessungenphysikalischerGrößenstets
relativ zumVakuumgeschehenunddie Vakuumsenergie (bei freienTeilchen)homogenundisotrop
ist, tauchtsiein denmeistenBeschreibungenvon Elementarsystemtennichtmehrexplizit auf7.
InnerhalbderLöchertheorieführtobigeErklärungzurerfolgreichenVorhersagevonAntiteilchen.In-
teressanterweiseergibt sichderSpinfreiheitsgradvon Spin kml h von Elementarsystemenautomatisch

5Ihreexplizite Darstellungfindetsichz.B. in [Bjo64].
6Im Gegensatzzu den Lösungender Klein-Gordon-Gleichunghandeltes sich hier wirklich um Zusẗandenegativer

Energie.
7SieheauchdenAbschnittzurQuantenfeldtheorieunddieBehandlungdivergenterVakuumsbeitr̈age.
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ausdieserGleichung(bei Lösungenpositiver Energie entsprechendie beidenoberenKomponenten
denbeidenEinstellungendesSpinsin BezugaufeineQuantisierungsachse). Manmussabervorsich-
tig damit sein,denSpin als relativistischenEffekt anzusehen,eineLinearisierungder Schr̈odinger-
Gleichungführt gleichermaßenzumAuftretendesSpinfreiheitsgrades[Gre98].

Im RahmenunseresModellswerdenwir die Dirac-Gleichungzur Beschreibungderelementaren
FreiheitsgradedesRMF-Modells,derProtonenundNeutronen,benutzen.

1.3 Die Formulierung desVielkörperproblems

1.3.1 Zweite Quantisierung und der Fock-Raum

Um einequantenmechanischeBeschreibung zu erhalten,die auchTeilchenerzeugungund -vernich-
tung beinhaltet,kannmandie Quantenmechnikim Fock-Raummit variablerTeilchenzahldefinie-
ren.Ein zweites,ästhetischesArgumentsoll hier aucherwähntwerden[Tel95]: Die Notierungeiner
quantenmechanischenWellenfunktionfür 5�n\k Elementarsystemeentsprichteinertotal symmetri-
schen(Bosonen)oderantisymmetrischen(Fermionen)Produktwellenfunktion.Die (Anti-)Symme-
trisierungsvorschrift resultiertgeradeausderTatsache,dassdie Elementarsysteme- ganzim Gegen-
satzzu (klassischen)Teilchen- prinzipiell ununterscheidbarsind. Die in diesenWellenfunktionen
auftauchendenIndicessindvon daherein künstlichesHilfsmittel, demkein Elementin derRealiẗat
entspricht.Der FormalismusderzweitenQuantisierungverzichtetauf dieseIndicesundbeschr̈ankt
sichaufdie Aussagen,die sichexperimentellüberdie Elementarsystememachenlassen.

Bei der Durchführungder zweitenQuantisierungwerdenErzeugungs-und Vernichtungsopera-
toren "57o und "5Lpo definiert,die einenquantenmechanischenZustand

�
erzeugenbzw. vernichten.Das

Vakuumist dabeidefiniertdurchdie Bedingung"5 o 
 Q �  RQ für alle
� . (1.20)

Die Operatoren"5 o und "5 po gen̈ugendenVertauschungs-(Bosonen,qerts ) bzw. Antivertauschungs-
relationen(Fermionen,qurwv ):q "57o * "5�px rwy  � o x * q "57o * "5 x rwy  q "5�po * "5�px rwy  RQ . (1.21)

1.3.2 Darstellung von Operatoren in zweiter Quantisierung

Die ausdernichtrelativistischen QuantenmechanikbekanntenEin- undZweiteilchenoperatorenlas-
sensichrechteinfachin dieSprachederzweitenQuantisierung̈ubersetzen[Gre95]. Für Einteilchen-
operatorengilt"z  {| o~}�� "z �=<>m� � J "z  | o�� x�� o x "5 po "5 x . (1.22)

Die Matrixelemente� o x berechnensichmit Hilfe derEinteilchenzusẗandedurch�
d� > �u�o �H<> � "z �=<> � � x �=<> �! � o x . (1.23)

ZweiteilchenoperatorenderForm"z  kh | o��} x "� �H<> o * <> x � (1.24)
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könnenübersetztwerdengem̈aß"z  kh |o�� x � � � � � o x � � "5 po "5 px "5 � "5 � . (1.25)

Die Matrixelementesinddabeigegebendurch� o x � �  �
d� > d� > b �u�o �H<> � �
�x �=<> b � � �H<> * <> b � � � �=<> � � � �=<> b � . (1.26)

1.3.3 Slater-Determinanten

Die WellenfunktioneinesAtomkernssetzenwir als Slater-Determinatean.Sie entprichteineranti-
symmetrisiertenWellenfunktionnichtwechselwirkenderfermionischerElementarsysteme8. Wenn "5 po
dieErzeugerfür dieEinteilchenzusẗande,diedurchdieWellenfunktionen� o �=<> � repr̈asentiertwerden,
sind,lässtsichdieSlater-Determinantëubersichtlichnotierenals
����  A�

i } 1

"5 po 
 Q �/. (1.27)

1.4 Feldtheorie

”In eighteenth-century Newtonian mechanics, the three-bodyproblem was insoluble.
With thebirth of general relativity around1910andquantumelectrodynamicsin 1930,
the two- and one-bodyproblemsbecameinsoluble. And within modernquantumfield
theory, the problemof zero bodies(vacuum)is insoluble. So,if we are out after exact
solutions,no bodiesat all is alreadytoomany.“
(nachProf.G. E. Brown)

1.4.1 KanonischeQuantisierung

Um von einerklassischenFeldtheoriezu einerQuantenfeldtheorie9 zu kommen,definiertmandie
Feldoperatoren

"�,�=<> * � � . Siehängensowohl vom Ort alsauchvon derZeit ab,waseinelorentzkova-
rianteFormulierungermöglicht. Die ZusẗandedesSystemswerdendurchVektorenim Hilbertraum
beschrieben.Meistensbeschreibtmandie Dynamik desSystemsim Heisenberg- oderWechselwir-
kungsbild.

Für denFeldoperatorbzw. seinhermiteschKonjugierteswerdendie gleichzeitigenkanonischen
Vertauschungsrelationen gefordert:q "�?���H<> * � � * "� p� �=<> b * � � r y  � � � � ���=<> �T<> b � * (1.28)q "�?���H<> * � � * "� � �=<> b * � � r y  q "� p� �H<> * � � * "�up� �H<> b * � � r y  RQ . (1.29)

Auch hiergeltendie ’–’ wiederfür Bosonen,die ’+’ für Fermionen.
Ausgangspunktfür dieFormulierungenvonQuantenfeldtheorienist oftmalsdieLagrange-Dichte� , ausdersichmit Hilfe derEuler-Lagrange-Gleichungen�� a V(� � �� � ��� o l � a V ��� � � ��4� o  RQ (1.30)

8Die Antisymmetrisierungist AusdruckdesPauli-Prinzips.
9Wir wollen im FolgendenausschließlichdieQuantenfeldtheoriefreierElementarsystemebetrachten.



20 Quantenmechanik,VielkörpertheorieundQuantenfeldtheorie

die Bewegungsgleichungenfür die elementarenFreiheitsgrade
� o derTheoriebestimmenlassen.Die

Kenntnisvon � gestattetesz.B. durchdie Noether-Theoreme, Erhaltungsgr̈oßenderTheoriezu er-
mitteln.Mit derLagrange-DichtelässtsichderkanonischeEnergie-Impuls-Tensorberechnen:& V X  � �� � � V � o � ��� o� a X � i V X �^. (1.31)

Zu denFreiheitsgradender Theorielassensich, ähnlichwie in der Mechanik,konjugierteImpulse
gem̈aß� o  � ���� o (1.32)

zuordnen.Mit ihrerHilfe lässtsichausderLagrange-DichtedieHamilton-Dichtenach�  |
i

� o��� o ��� (1.33)

berechnen.
Im Folgendenwollenwir aufdiekanonischeQuantisierungfreierFermioneneingehen.DasSpin-

Statistik-Theorem [Tel95] verbindetden Spin von Elementarsystemenmit der zugrundeliegenden
Statistik.Für Fermionenbedeutetdies,dasssie aufgrunddesSpins kml h der Fermi-Dirac-Statistik
gehorchen.Dies hat zur Folge, dassfür ihre Quantisierungdie Antikommutatorenaus(1.28) und
(1.29)gewählt werdenmüssen.

AusderHeisenbergschenBewegungsgleichungfür denFeldoperator
"�,�H<> * � � (

�  E  k )�� � "�,�H<> * � �! � � q "�,�=<> * � � * "$ r (1.34)

folgt, dassderquantisierteOperatorderfreienDirac-Gleichunggen̈ugt:�� � "�,�H<> * � �! � � <f�� M 'GF � "�-�H<> * � � . (1.35)

DenFeldoperatorkönnenwir nachfreienLösungenentwickeln gem̈aß"�:�=<> * � �? |
s

�
d� 2� h � � ��� �;� F�4� Z "  �¡2 *£¢ �K¤ �¡2 *£¢ ��¥ s o �d¦ § ' "¨ p �¡2 *£¢ �K© �¡2 *£¢ ��¥ v o �d¦ § [ . (1.36)

Die Spinorenhabendabeidie explizite Form¤ �¡2 *£¢ �ª 2 l 'gFU h F � � � 'GF � ¤ � Q *£¢ � *© �¡2 *£¢ �ª �?2 l '(FU h F � �«� 'GF � © � Q *£¢ � . (1.37)

DabeiwurdedieKurznotation2 l­¬  f V 2 V benutzt.Die
¤ � Q *£¢ � und

© � Q *£¢ � sinddieEinheitsspino-
ren im RuhesystemdesElementarsystemsmit 2  � F * <Q7� , die nur obereoderuntereKomponenten
haben.Siegen̈ugendenGleichungen�¡2 l,� F �K¤ �¡2 *£¢ �ª Q *�¡2 l 'GF �K© �¡2 *£¢ �ª Q . (1.38)� � bezeichnetdabeidenEnergieeigenwertD  � �  U 2 � 'gF � . (1.39)
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Die in (1.36)auftretendenOperatorenlassendie folgendeInterpretationzu:
"  p und

" 
sindErzeuger

bzw. Vernichterfür Teilchen,während
"¨ p und

"¨
Erzeugerbzw. Vernichterfür Antiteilchensind10. Der

Hamilton-Operator, abz̈uglich desdivergentenVakuumbeitrags11, ist nun"$  |L® �
d��2 �«� Z "  p �¡2 *£¢ � "  �¡2 *£¢ � ' "¨ p �¡2 *£¢ � "¨ �¡2 *£¢ � [ . (1.40)

Die Feldoperatorenlassensichnicht nur nachfreienLösungenentwickeln, eineEntwicklungin ein
vollständigesSystemvon Einteilchenzusẗanden 
 ¯�� hatdie Form"�:�=<> * � �? | � �?���=<> * � � "5�� * "� p �=<> * � �! | � � p� �H<> * � � "5 p� . (1.41)

Die Lagrange-DichtedesfreienDirac-Feldeslautet�  " °�:��a � � �tf V � V � F � "�-��a � . (1.42)

Der Feynman-Propagator ± F� � für Dirac-Felderist definiertalsdaszeitgeordneteProduktvon zwei
FeldoperatorenanunterschiedlichenRaum-Zeit-Punkten:� ± F� � ��a²��³ �! 98´Q 
 & � "��� " °� � ��³ �µ� 
 Q �/. (1.43)

Er lässtsichschreibenals± F� � ��a���³ �? � d��2� h � � � ¥ s o �d¦�¶¡§ s¸·=¹ 2 l 'gF2 � � F � 'G�Kº (1.44)

bzw. nocheinfacherim Impulsraumals± F� � �¡2 �! k2 l,� F»'G�Kº . (1.45)

Wir werdensehen,dassder Ansatzder in dieserArbeit betrachtetenModelle einefeldtheoretische
Formulierungfür wechselwirkendeFelderist: Wir stelleneinekovarianteLagrange-Dichteauf und
bestimmenausihr dieBewegungsgleichungenfür dieelementarenFreiheitsgradedesModells.Diese
Feldtheorieist alseffektiveTheorieaufzufassen,derenAufgabedarinbesteht,im Rahmengewisser
NäherungendenNiederenergielimesderQCDin derArt zumodellieren,dassdamitdieStrukturvon
Atomkernenbeschriebenwerdenkann.

1.4.2 Quantisierung mit Pfadintegralen

Es gibt nocheineandereArt der Quantisierung,welcheauf RichardFeynmanzurückgeht[Fey65].
Sie entsprichteinemBild, daseinegroßeÄhnlichkeit zum Hamilton-Formalismusder klassischen
Mechanikhat. Das Konzeptberuhtauf der Berücksichtigungaller möglichen(klassischen)Pfade
bzw. TrajektorieneinesElementarsystems,wobeidie einzelnenPfadekohärentinterferierenund je-
weils gewichtet mit ihrer klassischenWirkung in dasPfadintegral eingehen.DieseInterferenzder
Pfadeist einedirekteKonsequenzausderNichtvertauschbarkeit von Orts-undImpulsoperatorenin
derQuantenmechanik,die denBegriff derklassischenTrajektoriefür quantenmechanischeObjekte
verbieten.DasÜbergangsmatrixelementzwischenzwei Zusẗandenlässtsich im Ortsraumschreiben
als[Gre96]:8 � b � * .¼.¼. * � b½ * � b 
 � � * .¼.¼. * � ½ * ���  � ½�o~}���¾ � o ½�x }��¿¾ � xÁÀ=Â�Ã Z �� � �¼Ä� ¨�Å Z ½|� }�� 2 � �� � � $ �¡2 * � � [Á[ .(1.46)

10AufgrundderbekanntenBegriffe wollen wir denBegriff desElementarsystemsnicht verwenden.
11DieserreichtmandurchdiesogenannteNormalordnungderFeldoperatoren,siehez.B. [Bjo65].
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DieseForm derQuantisierung,die heutezunehmendzur Quantisierungvon Feldtheorienverwendet
wird, gestattetes,einenZusammenhangmit der klassischenPhysik und dasWesender Quanten-
mechanikerkennen:Lässtmandie PlanckscheKonstantein (1.46) gegenNull gehen,so wird der
Einflussderstation̈arenLösung- die der klassischenTrajektorieentspricht- größergegen̈uberden
benachbartenPfaden.DerGrenzwert

� J Q
würdedannderklassischenMechanikentsprechen.

1.5 Zur Inter pretation desFormalismus

Die Quantenfeldtheorieist wohl dasmächtigsteMittel, dasunsgegenẅartig zurVerfügungsteht,um
aufelementarerEbeneablaufendeNaturprozessezubeschreibenundzubegreifen.Interessanterweise
ist aberbereitsdie Formulierungder freienQuantenfeldtheoriemit konzeptionellenundinterpretato-
rischenProblemenbehaftet[Tel95]12. Weiterhinist die theoretischeVerbindungzwischenderfreien
Theorieund demS-Matrix-Formalismus, der esmit Hilfe von störungstheoretischen Methodener-
laubt,ÜbergangsmatrixelementeundWirkungsquerschnitte für die Streuungvon wechselwirkenden
Elementarsystemenzu berechnenund damit die Brücke zu experimentellenResultatenzu ermögli-
chen,nochnicht strengformuliert [Tel95]. DasAuftretenvon virtuellen Teilchenund Geistfeldern
in modernenQuanteneichtheorienist aktuellerGegenstandmetaphysikalischerDiskussionen(siehe
z.B. [Brow88]).

Es bestehtauchdie Möglichkeit, dasssich in der Zukunft die heutigeQuantenfeldtheorieals
(niederenergetischer) Grenzfall einerübergeordnetenTheorieentpuppenwird. MöglicherKandidat
für solcheineTheorieist dieSuperstringtheorie(siehez.B. [Pol98]).

12Hiermit ist nicht in ersterLinie dasAuftretenvon Unendlichkeiten gemeint,demmittels Methodender Renormie-
rungstheorieerfolgreichbegegnetwerdenkann.Ein ProblemandererArt ist z.B. die FragenachderLokalisierbarkeit von
relativistischinvariantenQuantenzuständen.



Kapitel 2

DasPunktkopplungsmodell:
Formalismus

2.1 Beschreibung von Kernen mit relativistischenMean-Field-Model-
len

2.1.1 Rechtfertigung effektiver Modelle

EineQCD-basierteBeschreibungvon endlichenKernenalsMultiquark-Systemmit Gluonen-Wech-
selwirkungist zur Zeit leidernochnicht möglich.NebenProblementechnischerArt, die unmittelbar
mit demBedarfanRechenzeit,HauptspeicherundPlattenplatzverkn̈upft sind,gibt esaucheineReihe
konzeptionellerProbleme.Soist z.B.die Fragenachconfinementin derGittereichtheorienochnicht
vollständiggekl̈art.

Aus diesemGrundwerdenheutehäufigeffektive Modelleverwendet,um endlicheKernezu be-
schreiben.Relativistischeeffektive Modelle in der KernstrukturversuchendenNiederenergielimes
der QCD zu modellieren.So sind die elementarenFreiheitsgradegebundeneund farbneutraleSy-
stemeausQuarks:die Baryonenund die Mesonen.Die Baryonen– im wesentlichenProtonenund
Neutronen– wechselwirkendurchdenAustauschverschiedenerArtenvonMesonen.DieseMesonen
können,müssenabernichtzwangsweisemit experimentellbekanntenTeilchenübereinstimmen1.

EinebestimmteKlassevoneffektivenModellenstelltdieVerbindungzurQCDdurchBerücksich-
tigungderchiralenSymmetrieher(siehez.B.[Fur96, Wal95]). Die Lagrange-Dichtewird chiral inva-
riant formuliert unddieBaryonenmassenwerdendurchspontanteSymmetriebrechunggeneriert(das
Modell bleibtchiral invariant,nurbesitztderGrundzustanddesModellsdieseSymmetrienichtmehr).
LetzteresgeschiehtdurchdiegeeigneteWahldesPotenzials,dasvoneinemisoskalaren-skalarenFeld
unddempionischenFeldgebildetwird. Die Summeeinessogenanntenmexican-hat-Potenzialsund
eineslinearen,skalarenPotenzialsführt zu einemeindeutigenVakuumzustand,derdie chiraleSym-
metriebricht. Zus̈atzlichzu diesenbeidenFeldernenthaltendieseModelle nochvektorielleFelder.
Auch ergänzendeskalareFeldersindmöglich. DiesechiralenModellefindenebenfalls Anwendung
in derKernstruktur[Bec01]. Siewurdenjedochbishernicht sodetalliertuntersuchtundgetestetwie
die Walecka-artigenModelle.

Bei denrelativistischenModellen,die in dieserArbeit diskutiertwerden,wird die chiraleInvari-
anznicht explizit bei ihrer Konstruktionber̈ucksichtigt.Schondie MassentermederNukleonen,die
in denRMF-FRundRMF-PCModellenenthaltensind,sindnicht chiral invariant.

Man kannausdemStudiumdereffektiven Modelle für denNiederenergiebereich Rückschl̈usse

1Z.B. wurdedas Æ -Meson,daswir im Zusammenhangmit demRMF-FR-Modelldiskutierenwerden,bishernicht im
Experimentgesehen.Esmodelliertvielmehreffektiv Prozessewie den2-Pionen-Austausch[Eri88].
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aufdasVerhaltenderQCD in diesemBereichziehen.Dabeiist esbesondersinteressant,Brückenzu
suchen,die die beidenEnergiebereicheverbinden.EineBrücke dieserArt ist die chiraleSymmetrie.
Ein weiteresKriterium, dasdenAnschlussder effektiven Modelle an die Quantenchromodynamik
untersẗutzenkann, ist die Natürlichkeit2 der Kopplungskonstanten desModells. Die naiveDimen-
sionsanalyse[Fur97] betrachtetdenAnsatzdereffektiven Wechselwirkung alseineEntwicklungin
verschiedeneOrdnungendertypischenintranuklearenImpulseübereinerEnergieskala.

Zwei wichtigeFragestellungenbzw. Zielvorgabenbestimmendie EntwicklungderModelle:	 die erfolgreicheBeschreibung von Atomkernenund Vorhersagenfür nochunbekannteKerne
(Extrapolationen)und	 die VerbesserungderParametrisierungdereffektivenNN-Wechselwirkung.

Um dieseZielvorgabenerreichenzu könnenist eswichtig, dieStrukturundBedeutungdesAnsatzes
zu verstehenund jedenTerm physikalischzu motivieren. Das gleichzeitigeEinführenvon vielen
TermenkannzueinerFitformelandieDatenführen,beiderdiephysikalischeEinsichtaufderStrecke
bleibt.DemobenformuliertenVorhabenversuchenwir gerechtzuwerden,indemwir beidenmeisten
Fragestellungendie StrukturdesModells im Augehabenunduntersuchen,welcheBestandteiledes
Modellsfür welcheEffekteverantwortlich sind.

Die ParametrisierungderNN-Wechselwirkung ist dabeistetsfür dasModell unddiedurchgef̈uhr-
tenNäherungenzu verwenden.Die Verwendungvon NN-Wechselwirkungen,wie mansieausNN-
Streudatenextrahierenkann,eignensichnicht odernur bedingtzur Beschreibung von Kernstruktur.
So liegt z.B. bei nichrelativistischenModellender Sättigungspunktvon Kernmaterieauf der soge-
nanntenCoester-Linie, die nicht durchdenexperimentellbesẗatigtenPunktläuft. Ein Grundfür die
schlechteAnwendbarkeit dieserKräfte für Kernstrukturrechnungen ist, dassdie effektiven Modelle
bzw. die ParametrisierungenauchEffekte(z.B. Korrelationen)enthaltenmüssen,die durchgewisse
Näherungenvernachl̈assigtwerden.
Die effektivenParametrisierungenenthaltenz.B.Vielkörpereffekte:Ein Nukleonim Kernversp̈urt im
Innernundim BereichderOberfl̈achejeweilsandereKräfte,abḧangigdavon,mit wievielenundwel-
chenanderenNukleoneneswechselwirkt. Diesführt in effektivenModellenzu einerdichteabḧangi-
genWechselwirkung [Rin80]. Wir werdensp̈atersehen,dassdieseDichteabḧangigkeit einefunda-
mentaleundnotwendigeEigenschaftderuntersuchtenKräfteist.
WeiterhinabsorbierendieKopplungskonstantenEffekte,die im RahmenderNo-Sea-N̈aherungdurch
die Vernachl̈assigungvon Vakuumpolarisationenhervorgerufenwerden.

2.1.2 Erste Ansätze:dasDuerr-Teller und dasWalecka-Modell

Hans-PeterDuerrbeschreibtbereits1956[Due56] ein Modell, daseinerelativistischinvarianteFor-
mulierungeinesschonvon JohnsonundTeller vorgeschlagenen,phänomenologischenModellsdar-
stellt [Joh55]. Die Wechselwirkung zwischenzwei Nukleonenwird in diesemAnsatzals Summe
einesattraktiven isoskalaren-skalaren Potenzialsund der zeitlichenKomponenteeinesisoskalaren-
vektoriellenPotenzialsbeschrieben.NebendenSättigungseigenschaftendiesesModellswerdenauch
die Beiträgezur Oberfl̈achen-undAsymmetrieenergie diskutiert.Die konstruktive Addition derbei-
denPotenzialezumSpin-Bahn-Potenzial,waszueinergroßenSpin-Bahn-Kraftführt,wird hervorge-
hobenunddiskutiert.

DasWalecka-Modell, dasdie NN-Wechselwirkung durchdenAustauschvon zwei isoskalaren
Mesonen(demskalarenÇ -Mesonunddemvektoriellen � -Meson,die beidefesteBestandteilealler
erweitertenModelle sind3) beschreibt,kanndie Sättigungseigenschaften von Kernmaterieerklären.

2DieserBegriff wird untennochgenaudefiniert.
3Zumindestgilt diesin derHartree-N̈aherung,in derBeiträgedesPionsverschwinden.
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DasKern-Potenzial(im WesentlichenentsprichtesdemPotenzialausphänomenologischenSchalen-
modellen)von ÈYÉ Q MeV entstehtausderSummederzweigroßenmittlerenPotenzialederMesonen
(
)

s ÈÊ�BË QÌQ MeV
*/)

v ÈÎÍÌÉ Q MeV), die sich aufgrunddesunterschiedlichenVorzeichensfast
aufheben.EineandereArt relativistischerModelleverwendetdichteabḧangigeKopplungskonstanten
[Ces98]. DieErweiterungdesWalecka-Modells,diedieakkurateBeschreibungvonendlichenKernen
erstermöglicht, ist Inhalt desfolgendenAbschnitts.

2.2 Modelle mit endlicher Reichweite:RMF-FR

Wir betrachtenein relativistisches,effektivesModell mit endlicherReichweite,dasaufdemvon Wa-
leckaundSerotvorgeschlagenenModell beruht[Ser86]. DasModell, dasin derLiteraturgemeinhin
als Relativistic-Mean-Field-(RMF)-Modell bezeichnetwird, wollen wir hier als RMF-FR Modell-
kennzeichnen:FR stehthier für finite range. Diestun wir, um esvon demPunktkopplungsmodellzu
unterscheiden,daswir RMF-PC-Modellnennenwerden(PCstehtfür pointcoupling). DenAusdruck
RMF-Modell verwendenwir für beideArten.
DasPunktkopplungsmodell,umdasesim Folgendenhaupts̈achlichgehensoll, kannalsGrenzfall des
RMF-FR-Modellsfür zuvernachl̈assigendeImpuls̈ubertr̈agebetrachtetwerden.DiesenGrenzprozess
werdenwir sp̈aterausf̈uhrlich betrachten.
Wir werdendasRMF-PC-ModellanvielenStellenmit demRMF-FR-Modellvergleichen.Deshalb
wollenwir eshierdiskutieren.

2.2.1 Der Ansatz

DasRMF-FRModell parametrisiertdie effektive NN-Wechselwirkung durchdenAustauschvon im
Wesentlichendrei verschiedenenMesonen[Rei89, Fur00]. Der mittelreichweitigeAnteil der NN-
Wechselwirkung wird durchdasisoskalare-skalareÇ -Meson(

&  TQ *=Ï�Ð  ÑQ v ) beschrieben.Dieses
Mesonwurdein der Natur bishernicht entdeckt.Es simuliert effektiv kompliziertereProzessewie
etwaden2-Pionen-Austausch.
Der kurzreichweitige,repulsive Anteil derKernkraftwird durchdasisoskalare-vektorielle � -Meson
(
&  RQ *=Ï Ð  k s ) beschrieben.

Um Isotopeneffektebeschreibenzukönnen,ist esnotwendig,einenisovektoriellenKanalin dasMo-
dell zuintegrieren.Er korrespondiertzumTermderSymmetrieenergie im Tropfenmodell.Dieserwird
durchdasisovektorielle-vektorielle Ò -Meson(

&  k *=Ï Ð  k s ) charakterisiert.Dasisovektorielle-
skalare

�
-Meson(

&  k *=Ï  ÓQ v ), dasprinzipiell auchBestandteilderParametrisierungseinsollte,
konntein bisherigenFits nur sehrschlechtangepasstwerden[Rut99] undspielt in Ein-Boson-Aus-
tausch-PotentialenaufgrundseinerkleinenKopplungskonstanteundgroßenMassenur eineunterge-
ordneteRolle.Daherwird esin denmeistenRMF-Modellennichtber̈ucksichtigt.
Es ist hilfreich, die Ein-Boson-Austausch-Potenziale, die durch die (minimal angekoppelten)Me-
sonenenstehen,im nichtrelativistischenGrenzfall zu betrachten.Für das Ç -Mesonsind dabeidie
wichtigstenTerme[Eri88])

S �H<> �! � i �_Ë � ¥ s¸ÔPÕ C> ' i �_Ë � khÌÖ � > ¨¨ >­× ¥ s¸ÔPÕ C> Ø�Ù �dÚ (2.1)

undfür das� -Meson[Eri88]4)
V

 i �ÛË � ¥ s¸ÔeÜ C> ' i �ÛË � × k ' ki Û Ø � F �ÛË Ö � ��<Ç �^Ý <M � � �?<Ç � Ý <M � ¥ s¸ÔPÜ C>
4Die tensorielleKopplungwird hiervernachl̈assigt.
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Dabei sind
F _ * F Û und

Ö
die Massender Mesonenbzw. der Nukleonenund

i _ * i Û die Kopp-
lungskonstanten.BeideMesonenerzeugenein Spin-unabḧangigesYukawa-Potenzial,dasim Falle
desskalarenMesonsattraktiv und– aufgrunddergeringerenMasse– auchlangreichweitigerist als
dasdesrepulsiven � -Mesons.DarüberhinauserzeugenbeideMesonenmit gleichemVorzeichenein
großesSpin-Bahn-Potenzial.DiesermesonischeBeitragzumSpin-Bahn-Potenzialist esauch,derdie
akurateBeschreibungvon Spin-Bahn-Aufspaltungenin Atomkernenermöglicht.Weiterhinresultiert
ausdemVektor-Bosonen-Austausch eineSpin-abḧangigeWechselwirkung.

DaslineareModell erweistsichalsnicht geeignetzur Beschreibungvon endlichenKernen,z.B.
fällt dieBeschreibungderSchalenstrukturquantitativ nichtgutaus.LineareModelleproduzierenzu-
demin symmetrischerunendlicherKernmaterieeineKompressibiliẗat, die deutlich überdenheute
ausexperimentellenDatengeschlossenenWertenliegt. Deshalbist eine Modifizierung der Dich-
teabḧangigkeit desModells notwendig,d.h.,eineModifizierungder funktionalenAbhängigkeit der
mittlerenFelderbzw. Potenzialevon derDichte.DieseModifizierungwird durchEinführungnicht-
linearerTerme(einerSelbstwechselwirkung) in denMesonenfeldernrealisiert.Der Standardansatz
bestehtin einerEntwicklungin PotenzendesskalarenFeldes:��q "Ç�r  �� F �_ "ÇÁ� ' ��   � "Ç � ' ��   � "Ç��Ì. (2.3)

DieseTheorieist als effektive Feldtheorierenormierbar. DasArgumentder Renormierbarkeit, das
entscheidenddie EntwicklungderfundamentalenTheorienderMaterieundihrerWechselwirkungen
beeinflußt5, hat jedochbei effektiven Modellennicht so großesGewicht, da hier Kräfte vielen Ef-
fektenRechnungtragen,diedurchNäherungenundvernachl̈assigteKorrelationenzustandekommen
unddamitkeineswegsalsfundamentalangesehenwerdenkönnen.

In einigenParameters̈atzenwird zus̈atzlicheinnichtlinearerTermdes� -Mesonsber̈ucksichtigt:��q "� r  �� E � � "� V "� V � �d. (2.4)

In [Sug94] wird die EinführungdiesesTermsmit denErgebnissenundErfolgenvon relativistischen
Brückner-Hartree-Fock-(RBHF)-Rechnungen begründet.DasVektor-Potenzialin diesenRechnungen
steigtnicht linear, sondernschẅachermit der Dichte an,währendder Verlauf im RMF-FR-Modell
linear ist. Das skalarePotenzialist im RMF-FR-Modell mit Selbstwechselwirkung des Ç -Mesons
bei diesenhohenDichtensẗarker attraktiv alsbei denRBHF-Rechnungen,wodurchderAnstieg des
Vektor-Potenzialskompensiertwird.
Die EinführungdiesesTermsführt beimRMF-FRModell nicht zu einerbemerkbarenVerbesserung
desModells,weshalbbeiderÜberzahlderParametrisierungendieserTermnichtber̈ucksichtigtwird.

Letztendlichwird daselektromagnetischeFeldzurBeschreibungderCoulomb-Krafthinzugef̈ugt.

2.2.2 Terme mit ungeraderParit ät

DasobenbeschriebeneModell entḧalt keinepseudoskalarenund -vektoriellenTerme,wie sie etwa
derBeschreibung von Pionenentsprechenwürden.Der Grunddafür liegt in derNaturderNäherun-
genundderbetrachtetenSysteme,für die diesesModell bestimmtist. In derHartree-Näherung,die
untenbeschriebenwird, werdendieAustauschtermevernachl̈assigtundesüberlebennurdiedirekten
Termemit ungeraderParität. Dieseverschwindenaberbei Kernenin ihren Grundzusẗanden,da sie
positive Parität besitzen.

5Hierbeiist dieLagrange-DichtedesStandardmodellsgemeint.
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RelativistischeHartree-Fock-Modelle dagegen enthaltenim Ansatz das Pion <� . Dieseskann auf
pseudo-skalareWeiseandie Nukleonenangekoppeltwerden:� kopplÞ  � i Þ " °� f�ß <Å � "<� "�-. (2.5)

Die � sind hier die nukleonischenFeldoperatoren;die Vektorpfeilebeziehensich auf denIsospin-
raum.Die pseudo-vektorielle Kopplungerweistsich allerdingsals essentiellfür die Sättigungvon
Kernmaterie[Hor83, Bou87]:� kopplÞ  � i Þ " °� f�ßIf V <Å � "� � V "<� . (2.6)

Die pseudo-skalareKopplungist dagegenunzureichend.DasPion liefert in Hartree-Fock Modellen
Beiträgedurchdie Austauschterme.
DerAnsatzfür eineffektivesModell mussalsostetsunterBerücksichtigungderfür praktischeRech-
nungendurchgef̈uhrtenNäherungenaufgestelltwerden.

2.2.3 Die Lagrange-Dichte

Der Startpunktzur Formulierungdes Modells ist meistenseine kovariant formulierte Lagrange-
Dichte.SiesetztsichausfolgendenBestandteilenzusammen:�  � frei

nukleon
' � frei

meson
' � lin

koppl
' � nichtlin

koppl (2.7)

Die erstenTeile sinddie Lagrange-Dichtenfür freie NukleonenundMesonensowie daselektroma-
gnetischeFeld:� frei

nukleon
 " °�,� �Of V � V � F n

� "� * (2.8)� frei
meson

 �� � � V "Ç � V "Çà� F �_ "Ç � �� �� � �� "] V X "] V X � F �Û "� V "� V �� �� � �� " <á V XW� " <á V X � F �â " <Ò V � " <Ò V �� �� "ã V X "ã V X .
(2.9)

Zu einerTheoriewechselwirkenderFelderführt die minimaleKopplungderMesonenunddesPho-
tonenfeldsandie nukleonischenDichtenundStröme.DiesgeschiehtdurchminimaleKopplung:� lin

koppl
 � i _ "Ç " °� "�g� i Û "� V " °� f Vä"�(� i â " <Ò V � " °�%<Å f V%"�G� ¥ "1 V " °� k ' Å �h f Vä"�W. (2.10)

Wie obendiskutiert ist zur Modifikation der Dichteabḧangigkeit desModells die Einführungeiner
Selbstwechselwirkung desskalarenFeldesnotwendig:� nichtlin

koppl
 �� F �_ "ÇÁ�B�(� _ q "Ç«r (2.11)

DerStandardansatzdafür ist (2.3).
Die FeldsẗarketensorenderMesonenlauten"] V X  � V "� X � ��X "� V (2.12)" <á V X  � V " <Ò X � � X " <Ò V (2.13)"ã V X  � V "1 X � � X "1 V . (2.14)
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Der obennotierteAnsatzder Selbstwechselwirkung führt für sehrhoheskalareDichten zu einer
Instabiliẗat desModells. Es existiert dannkeine Lösungmehr für das Ç -Feld. Die Ursachedafür
ist der negative Wert desParameters

  � , wie er sich nachder Anpassungder Parameterergibt. Ein
Ausweg wird in [Rei89] vorgeschlagen(ein Parametersatzmit diesemAnsatzist z.B. PL-40ausder
gleichenReferenz):Darin wird die zweiteAbleitungdesSelbstwechselwirkungstermssokonzipiert,
dasssiefür alleDichtenpositiv bleibt:� b b_ q Ç«r  F � å '`æ%F ��ç k^�è� Çà�gé �� é � �IêPç k ' � Çà�gé �� é � �Iê s � . (2.15)

DurchzweifacheIntegrationergibt sichdarausdie Selbstwechselwirkung desÇ -Mesons:� _ q Ç«r  �� F � å Ç � ' �� æ%F � ç � é �Áë¼ìÌí Z k ' � _ s4î¸ïð î � � [� ë¼ìÌí Z k ' � é �� é � � [ ' é � Çk ' � î ïð î � � ê . (2.16)

AnstellederParameter
  � und

  � werdenin diesemAnsatz
F � å * æ�F � * � é * é � verwendet.Die Anpas-

sungderParametererweistsichalsnicht sensitiv in Bezugauf
F � å , sodasshier ein festerWert vor

dereigentlichenAnpassungderParametergewählt werdenkann.Mit diesemAnsatzist dasModell
nicht mehrrenormierbar. Dies ist aberfür ein effektivesModell der Kernstrukturohneweitereszu
rechtfertigen.6

2.2.4 Die Bewegungsgleichungen

Mit Hilfe derEuler-LagrangeGleichungenfür Felder(1.30) lassensichausderLagrangedichtedie
Bewegungsgleichungenfür dieNukleonen,dieMesonenunddaselektromagnetischeFeldherleiten7.
Die Nukleonengen̈ugenderDiracgleichungº � f � �?�  òñ � � <f�� M 'GF 3 ' i _ Ç ' i Û � � f � ' �� i â Ò �µ� f � Å � ' �� ¥ 1 � f � ��k ' Å � ��ó �?�«. (2.17)

Die effektive MassederNukleonenist definiertalsF � ¬  F»' i _ Ç�. (2.18)

Die Mesonenfeldergen̈ugendenGleichungen� æ Ç ' � b q Ç«r  � i _ Ò ® *��� æÑ'GF �Û � � �  i Û Ò � *��� æÑ'GF �â � Ò �µ�  �� i â Ò ��ô � .
Die nukleonischenDichtenundStrömetauchenhieralsQuellenderMesonenfelderauf.Wir benutzen
hierundim FolgendenfolgendeDefinitionen:Ò S �=<> �õ | � © �� °�?���=<> � �?���=<> � *Ò V0 �=<> �õ | � © �� °� � �=<> � f � � � �=<> � *Ò TS �=<> �õ | � © �� °�?���=<> � Å � �����H<> � *Ò TV0 �=<> �õ | � © �� °�?���=<> � Å � f � �?�Á�=<> � .

6Andererseitswird etwasvonderScḧonheitdesAnsatzeseingeb̈ußt.
7Wir notierensiehierbereitsim RahmenderüblichenNäherungen,die in Abschnitt2.5besprochenwerden.
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Die
© �� sinddie Besetzungswahrscheinlichkeiten, die sichausderBehandlungderPaarkraftim Rah-

mendesBCS-Formalismusergeben.DiesemThemaist ein eigenesKapitel dieserArbeit gewidmet.
Wir werdenso auf ein Selbstkonsistenzproblem geführt, das– nachAnwendungeinigerNähe-

rungen– iterativ gel̈ostwerdenmuss.Für daselektromagnetischeFeldergibt sich� æ 1 �  T¥ Ò ¶ proton¹� . (2.19)

SeinenumerischeBehandlungerweistsichaufGrundseinerkml > -Abhängigkeit alsrelativ kompliziert.
Siehez.B. [Rut94] für eineausf̈uhrlicheBeschreibung.

2.2.5 Parameters̈atzefür dasRMF-FR-Modell

Die bei derFormulierungdesModellseingef̈uhrtenParameterkönnenbishernicht ausfundamenta-
len Theorienabgeleitetwerden.Einerseitswürdedasdie DeduzierungderNN-Wechselwirkung aus
der Quantenchromodynamikimplizieren.Andererseitswerdenin die Kopplungskonstanten diverse
Effekteabsorbiert,die von denspeziellenNäherungendesModellsherr̈uhren,waseineBestimmung
auseinerfundamentalenTheoriezus̈atzlicherschwert.Aus diesenGründenverfolgt maneineneher
pragmatischenWeg undbestimmtdie ParameterdurcheinenFit desModellsanexperimentelleDa-
ten.DerArt undWeise,wie dasgeschehenkann,ist ein ganzesKapiteldieserArbeit gewidmet.Jede
erfolgreicheAnpassungführt zu einemneuenParametersatz,einer sogenanntenneuenKraft. Für

NL-Z2 NL3 NL-ZÖ qMeV r 938.9 939.0 938.9F _ qMeV r 493.150 508.194 488.67F Û qMeV r 780.0 782.501 780.0F â qMeV r 763.0 763.000 763.0i _ 10.1369 10.2170 10.0553i Û 12.9084 12.8680 12.9086i â 4.55627 4.47400 4.84944  � q fm s � r -13.7561 -10.4310 -13.5072  � -41.4013 -28.8850 -40.2243E � 0.000 0.000 0.000

Tabelle 2.1: Die in dieserArbeit verwendetenParameters̈atzedesRMF-FR Modells, sowie die Kraft NL-Z
[Ruf88]. Die Massendes ö -Mesonswurdebei beidenSätzennicht gefittetsondernauf denangegebenenWert
fixiert, beiNL-Z2 undNL-Z wurdezus̈atzlichdie Massedes÷ -Mesonsauf denangegebenenWert festgelegt.

dasRMF-FR-Modellgibt eseineReihevon Parametrisierungen,die sichjeweils in derfunktionalen
Form der nichtlinearenTermeund derzur AnpassungderParametergewähltenObservablenunter-
scheiden.Wir wollendasPunktkopplungsmodellmit zweiParametrisierungendesRMF-FR-Modells
vergleichen,denKräftenNL3 [Lal96b] undNL-Z2 [Ben99].

DiesebeidenParameters̈atzespiegelndieLeistungsf̈ahigkeit desRMF-FR-Modellssehrgutwie-
der, siehez.B. [Rut99] für eineausf̈uhrlicheAnalyse.NL3 wurdeanBindungsenergien,Ladungsra-
dien und Neutronen-Radiender Kerne ø�ù O, ú�ûIü ú�ý Ca, þµý Ni, ÿµû Zr, øµø�ùIü�ø���ú=ü�ø � � Sn und �µûµý Pb angepasst.
Zus̈atzlichdazuwurdenAnnahmen̈uberKernmateriein denFit mit einbezogen(E/A = � ��� MeV, � û
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= �
	 ���
� fm � � , � = � � � MeV, � S =
�
�

MeV).
Die Fitstrategie,diezurGewinnungvonNL-Z2 führte,wird weiteruntenim Zusammenhangmit dem
Punktkopplungsmodellausf̈uhrlich beschrieben,da die im RahmendieserArbeit erstellteKraft für
dasRMF-PC-Modellauf genaudie gleicheArt erstelltwurde.Tabelle2.1 listet die Parameterder
beidenKräfteauf.

2.3 Punktkopplungsmodelle:RMF-PC

2.3.1 Die Punktkopplungsn̈aherung

DerAnsatzdesPunktkopplungsmodells kannunterverschiedenenGesichtspunktenmotiviert werden.
Eine Möglichkeit bestehtdarin,esals Grenzfall desRMF Modells zu betrachten,bei demdie Me-
sonenmassenunendlichgrosssind bzw. die Impuls̈ubertr̈ageim Verḧaltnis zu denMesonenmassen
vernachl̈assigtwerdenkönnen.Die Masseder Mesonenhängt inversmit der Reichweiteder durch
sieparametrisiertenWechselwirkung zusammen,sodasseineunendlichhoheMassedie Reichweite
aufeinenPunktzusammenschnürenlässt.DieserZusammenhangergibt sicheinfachausderEnergie-
Zeit-Unscḧarfe������������ 	 (2.20)

Dabei ist allerdingszu beachten,dassdieseUnscḧarferelationkeineBeziehungzwischennichtver-
tauschendenObservablenist: esexistiert kein Operatorfür dieZeit.

Formal lässtsich dieserGrenzprozessfolgendermaßendurchf̈uhren:Wir betrachtendazuden
Propagatorfür ein skalaresMeson(z.B. das � -Meson)im Impulsraum���! #"%$'&)( � * dú,+� �.- & ú / �'0 �.132 �'465+ � �87 �)9;:=< 	 (2.21)

Mit seinerHilfe lässtsichderOperatordesMesonenfeldesberechnengem̈aß>? �! @&)(BA *
dú $C���! � $'& > DE �!$F& >E �!$F& 	 (2.22)

DenPropagatorkönnenwir umschreibenin���! #"%$'&)( �7 � * dú +� �.- & ú & / �'0 �.1G2 �'4H5.I � � + � 9;:=<7 �KJ �Áø 	 (2.23)

Für die folgendeBetrachtunggelte <ML � . DurchdasPauli-Prinzipsind im AtomkernStoßprozesse
starkunterdr̈uckt, waszu einerModifizierungdesfreienPropagatorsführenwird. In unsererUnter-
suchungkönnenwir aberannehmen,dassdasformal unendlicheIntegral in (2.21)endlichist, also
ein naẗurlicherImpuls-Cutoff existiert.AusdiesemGrundeerscheintdie Annahme+ �7 �ON �

(2.24)

gerechtfertigt,d.h.,dassdie maximalenImpulsevon derOrdnungderMassedesMesonssind.Dies
erlaubtuns,denPropagatorzu entwickeln:���! #"%$'&)( �7 � * dú=+� �.- & ú I � 9 +P�7 � 9 +�ú7 ú 9 +«ù7 ù 9 	Q	Q	 J / �'0 �.1G2 �'4H5 	 (2.25)

Diesenwollenwir nunnachdemerstenGliedderEntwicklungabbrechen.Wennwir formalzu(2.21)
zurückkehren,erhaltenwir daraus���! #"%$'&)( �7 �FR ú �! � $F& 	 (2.26)
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Setzenwir diesin (2.22)ein,erhaltenwir>? �! @&)( A7 � > DE �! S& >E �! S& 	 (2.27)

Auf dieseWeisehabenwir explizit mesonischeFreiheitsgradeausdemModell eliminiert.Wird noch
ein weitererTerm in der EntwicklungdesPropagatorsber̈ucksichtigt,tauchendie Ableitungsterme
auf,die im Punktkopplungsmodellzur BeschreibungendlicherKerneerforderlichsind.
Mankanndieurspr̈unglicheIdeezurückverfolgenbiszumEntwurfdesNambu-Jona-Lasinio-Modells
(NJL-Modell) [Nam61, Nam61b, Kle92]. DiesesModell warzun̈achstfür nukleonischeFreiheitsgra-
dezur einheitlichenBeschreibung von nukleonischenundpionischenZusẗandenformuliert worden.
Die Motivationdafür lag in einermöglichenUmschreibungderfreienDirac-Gleichunggem̈aß� E ø ( T�VU T+ E ø 9 7 E � "� E � ( � T�VU E � 9 7 E ø "� � ( WYX + �Z9 7 � 	 (2.28)

Dabei sind
E ø und

E � EigenzusẗandedesChiralitätsoperators[ þ . DieseForm erinnertan die Be-
schreibungvon elementarenAnregungenin einemSupraleiter.
Der Ansatzentstandaus4-Fermionen-Termen,wobei bei seinerKonstruktionauf chiraleInvarianz
geachtetwurde:\ ( � DE [^]
_ ] E 9 A ûa` � DEbE & � � � DE [ þ E & �Hc 	 (2.29)

Mit Hilfe desFierz-Theorems(siehedazuAbschnitt2.7.1)kanndiesumgeformtwerdenin\ ( � DE [ ] _ ] E � ø� A û#` � DE [ ] E & � � � DE [ ] [ þ E & � c 	 (2.30)

Die Formulierungen(2.29)bzw. (2.30)ähnelnvon derStrukturherdemPunktkopplungsmodell mit
4-Fermionen-Termen.Heuteverwendetman dasNJL-Modell überwiegendzur Beschreibung von
QuarksystemenundQuarkmaterieunterdiversenBedingungen[Kle92]. DasNJL-Modell beschreibt
allerdingsnicht denEinschlussvon Quarks.Ein aktuellesForschungsgebietist derAnschlussandie
hadronischeWelt.

2.3.2 Eine Parametrisierung der T-Matrix

Eine andereSichtweisedesPunktkopplungsmodellswird durchdasKonzepteffektiverFeldtheori-
en begründet:Wir suchennacheiner lorentzkovariantenParametrisierungder effektivenNukleon-
Nukleon-Wechselwirkung (bzw. T-Matrix), die im Rahmender in praktischenRechnungendurch-
zuführendenNäherungenauchVielkörpereffekte absorbierenmuss(z.B. dichteabḧangigseinwird).
EinerelativistischinvarianteParametrisierungmit endlicherReichweiteführt z.B. auf dasobendar-
gestellteRMF-FR-Modell.Der beim Punktkopplungsmodell gewählteWeg verzichtetauf die Ein-
führungvon Mesonenund parametrisiertdie KernkraftdurchBilinearformen(und Termehöherer
Ordnung)in dennukleonischenDichtenundStrömensowie derenAbleitungen.Die Scḧonheitdie-
sesAnsatzesliegt darin,dassauf die phänomenologischeEinführungvon Wechselwirkungsteilchen
verzichtetwird undderAnsatzfür die effektive Wechselwirkung nachKriterien derOrdnungin ty-
pischenImpuls̈ubertr̈agenüberder Massenskalaentwickelt wird. Ein AbbruchdieserEntwicklung
in Impulsenentsprichtdamit aucheinemCutoff in typischenLängenskalen.Auf dieseWeisewird
die Physikder kurzreichweitigenSkalenin denAnsatzund die KopplungskonstantendesModells
absorbiert8.

8Siehez.B.[Dob97] für die formaleBehandlungdieserThematik.



32 DasPunktkopplungsmodell: Formalismus

DerallgemeineAnsatzkannwie folgt formuliertwerden:\ ( > DE � : [ ] _ ] �87 & >E9 d 0fe � 0fe � > DEhg 0jiPe >E & U � > DE�g 0ji e >E &9 d 0fe R 0ke � _^l > DEhg 0 i e >E & U � _ l > DEhg 0 i e >E &9 	C	C	9 d 0fe;m 0fe � > DEbg 0 i e >E & �9 d 0fe [ 0fe � > DEhg 0jiPe >E & ú9 	C	C	9 	C	C	
(mit denSymbolenine ( � " [ ] " � ]ol " [«þp[ ] " [«þ und

g 0 ( � "qTg
).

D.h.wir könnenfür jedeOrdnungvonTermenisoskalareoderisovektorielleTermenotierenunddie-
sezus̈atzlich mit erstenoderhöherenAbleitungenversehen.DieseeinzelnenAnsätzekönnenauch
kombiniertwerden.Bedingungdafür ist immer, dassdieresultierendeLagrange-Dichtekovariantfor-
muliertwird. StrenggenommenhandeltessichhierbeiumunendlichvieleTerme.GeeigneteKriteri-
enmüssendeshalbdie Anzahlund,nochwichtiger, die BedeutungdereinzelnenTermeeingrenzen.
Ein Kriterium, daszur CharakterisierungdereinzelnenTermeangewendetwerdenkann,ist die so-
genannteNatürlichkeit derKopplungskonstanten. NachStephenWeinberg [Wei79, Wei90] lässtsich
dieeffektive NN-Wechselwirkung in TermeunterschiedlicherOrdnungentwickeln,wobeiTermemit
höhererOrdnungimmerunwichtigerwerdensollten.Furnstahletal. habenin Punktkopplungsmodel-
len[Fur98] dazuUntersuchungenangestelltunddasVerhaltenderverschiedenenFreiheitsgradebeim
AnpassenderParameterbetrachtet.Siehabenauchgezeigt[Fur96], dassin Modellenmit endlicher
ReichweiteKontaktterme,wie siein demPunktkopplungsmodell auftreten,in ersterNäherungredun-
dantsindunddurchdie mesonischenAnteile derLagrange-Dichteabsorbiertwerdenkönnen.In Ka-
pitel 10 diskutierenwir Natürlichkeit und ihre Anwendbarkeit auf Punktkopplungsmodelle ausf̈uhr-
lich.

Die einzelnenTermeder Lagrange-Dichte,die in dieserArbeit Anwendungfinden,werdenim
folgendenAbschnittmotiviert.

2.3.3 Moti vation der Terme

Die meistenTerme,die für eineerfolgreicheBeschreibung von endlichenKernennotwendigsind,
könnendurchdie Erfahrungenmit Walecka-artigenModellenmotiviert werden:r Skalare und vektorielle Potenziale: Sie sind die wichtigstenBestandteiledesWalecka-Mo-

dellsundgen̈ugen,um die Sättigungvon Kernmateriebeschreibenzu können.r Nichtlineare Terme: Dieseänderngegen̈uber dem linearenModell die Dichteabḧangigkeit
der Potenziale.Damit werdenVielkörpereffekte in die Mean-Field-Beschreibung absorbiert.
Weiterhinwird die Kompressibiliẗat � in Kernmaterie,die in linearenModellendrastischzu
hochist ( s � �
�t� � �
� MeV), auf realistischeWertegesenkt.



2.4Die Lagrange-Dichte 33r Terme mit Ableitungen: Sie entsprecheneiner über den erstenTerm hinausgehendenEnt-
wicklung der Mesonenpropagatoren. Sie generiereneine spezielleImpulsabḧangigkeit9 des
Modells,welchewiederumzu einerendlichenReichweiteführt10. DengrößtenBeitragliefern
die AbleitungstermeanderKernoberfl̈ache11.r Isovektorielle Terme: Zur erfolgreichenBeschreibung von endlichenKernensind,wie in er-
weitertenWalecka-Modellenauch,isovektorielleTermenötig12. Der isovektorielle-vektorielle
Kanal(diesentsprichtim RMF Modell dem � -Meson)ist dabeivon größterBedeutung13.r DasPhoton: DaselektromagnetischeFeld ist zu einerakkuratenBeschreibungvon Atomker-
nenunerl̈asslich.

2.4 Die Lagrange-Dichte

Im Folgendennotierenwir die Lagrange-Dichte,die demPunktkopplungs-Modell mit denobendis-
kutiertenTermenentspricht.\ ( \ frei 9 \ 4f 9 \ nichtl 9 \ abl 9 \ em\ frei ( > DE � : [ ] _ ] �87 & >E "\ 4f ( � ø� � S

� > DE >E &6� > DE >E & � ø� � V
� > DE [ ] >E &6� > DE [ ] >E & � ø� � TV

� > DE Tg [ ] >E & U � > DE Tg [ ] >E &p"\ nichtl ( � ø� m S
� > DE >E & � � øú [ S

� > DE >E & úu� øú [ V v � > DE [ ] >E &6� > DE [ ] >E &�w � "\ abl ( � ø� R S � _ l > DE >E &6� _ l > DE >E & � ø� R V � _ l > DE [ ] >E &6� _ l > DE [ ] >E &� ø� R TV
� _^l > DE Tg [C] >E & U � _ l > DE Tg [ ] >E &p"\bx�y ( � / >z ] > DE v � � � g � &%{ � w [ ] >E � øú >| ]}l >| ]ol 	

2.5 Die Näherungen

Die FreiheitsgradedesPunktkopplungsmodells sindbis zu diesemPunktQuantenfelder. Da die Lö-
sungunseresProblemsauf feldtheoretischemWegenichtmöglich ist, müssenwir einigeNäherungen
einführen.Die beidenwichtigstendavon sinddie Mean-Field- unddie No-Sea-Näherung.

2.5.1 Die Mean-Field Näherung

Um vondenQuantenfeldernaufmit demComputerberechenbareGrößenzukommen,bildenwir den
ErwartungswertderLagrange-Dichtein einerSlater-Determinante~k�t� (�� 0 >�
�0 ~ � � 	 (2.31)

9AuchohnedieseTermeenthaltenrelativistischeModelle,beidenendieNukleonenaneinskalaresundeinvektorielles
Potenzialankoppeln,bereitseineImpulsabḧangigkeit, siehez.B. [Due56].

10DieseSituationist analogzuderHartree-Fock-BeschreibungdesAtomkernsmit Skyrme-Kr̈aften.
11Diesentsprichtim TropfenmodellderOberfl̈achenenergie.
12SieentsprechenderAsymmetrieenergie desTropfenmodells.
13Erweiterungenim isovektoriellenBereichwerdenuntendiskutiert.
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Damit vernachl̈assigenwir alleKorrelationen14 zwischendenElementarsystemenundbehandelnsie
alsvoneinanderunabḧangig.Auf dieseWeisegehenwir von QuantenfeldernzuWellenfunktionenin
derOrtsraumdarstellung̈uber.

Wir könnendieFeldoperatorenfür dieNukleonenmit Hilfe vonErzeugernundVernichtern(bzw.
denkorrespondierenden Quasiteilchenoperatoren) in einerEinteilchenbasisgem̈aß> DE �6T� &�( d�� DE � �6T� &�>� �� ">E �6T� &�( dC� E � ��T� &�>� � (2.32)

entwickeln.DernormalgeordneteErwartungswerteinerBilinearformin denFeldoperatorenist nun����~C� > DE >E �P~k��� ( d � ü � DE � E � ����~ >� �� >� � ~k�t� ( d � DE � E � 	 (2.33)

Für Termemit 4 odermehrFermionenentstehennebendendirekten(Hartree)TermenauchdieAus-
tausch(Fock)Terme.SiesindeineunmittelbareKonsequenzdesPauli-Prinzips.
Wir werdenweiteruntendie einzelnenTermeim Detail untersuchen.

2.5.2 Die No-SeaNäherung

Die Summein denGleichungenderFeldoperatorenerstrecktsichprinzipiell überdasgesamteSpek-
trum derZusẗandepositiver undnegativer Energie. DieseunendlicheSummekannnaẗurlich bei nu-
merischenRechnungenvonKernennichtber̈ucksichtigtwerden.Deshalbbeschr̈anktmansiein kon-
kretenAnwendungenaufdieValenznukleonen, d.h.die Zusẗandepositiver Energie:d 0 L �d 0���ø 	 (2.34)

Dadurchvernachl̈assigtmanVakuumpolarisationseffekte, d.h.die InteraktionderZusẗandepositiver
Energiemit derDiracsee.Die Fehler, die innerhalbdieserApproximationentstehen,werdenbeimFit
in die Kopplungskonstanten desModellsabsorbiert.
Es gibt verschiedeneUntersuchungen,die Vakuumpolarisationskorrekturen in verschiedenenOrd-
nungenber̈ucksichtigen[Aue86, Chi74, Chi76, Chi77, Hor84, Per86, Ser78]. In [Pan96] wurdendie
Zusẗandenegativer Energie im unterenPotenzialtopfexplizit berechnet15. NacherneuterAnpassung
der Parameter, die sich starkänderten,warendie ErgebnissedesresultierendenModells ausdiesen
UntersuchungenjedochwiedervongleicherQualiẗatwie die in derNo-Sea-N̈aherung.Diesbedeutet,
dasstats̈achlichderEffekt derVakuumpolarisationin denParameternabsorbiertwird. Zu bedenken
ist jedoch,dassheutige,detaillierteUntersuchungender RMF-ModelledochUnterschiedefeststel-
lenkönnten,dieeineEinarbeitungderKorrekturenzurNo-Sea-N̈aherungrechtfertigenundeventuell
sogarstarkbefürwortenwürden.

Einestörungstheoretische BehandlungderKorrekturenist fragwürdig (dieeffektivenKopplungs-
konstantensindgrößerals1, oft gilt

A s � � ). AndereEffekte,die nicht ber̈ucksichtigtwerden(z.B.
Grundzustandskorrelationen), mögendeutlichgrössereEinflüsseaufdasModell haben,sodassviel-
leicht VerbesserungenzuerstanandererStelleangebrachtwären.

14Korrelationen,diedurchdasPauli-Prinzipgegebensind,sinddavonausgenommen.
15Sie wurdenallerdingsnicht bei der BerechnungderKern-Potenzialeber̈ucksichtigt,sodassdieseRechnungennicht

selbstkonsistentwaren.
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2.5.3 WeitereNäherungen

Bei konkretennumerischenBerechnungenvon Kernenwerdenoftmals noch eine Reiheweiterer
Näherungeneingef̈uhrt, um dasProblemhandhabbarzumachen.

Bei der Berechnungvon Grundzusẗandenvon gerade-gerade-KernenkanndasSystemals zeit-
umkehrinvariantangenommenwerden.Diesbedeutet,dasszu jedemEinteilchenzustand

E
ein linear

unabḧangigerZustand� E existiert.Dabeibezeichnet� denZeitumkehroperatorfür Dirac-Spinoren� ( ��[ ø [ ��� 	 (2.35)� stehtfür dieVorschriftderkomplexenKonjugation.Die Zusẗande
?

und � ? besitzendengleichen
Energie-EigenwertdesEinteilchen-Hamilton-Operators

>�
:>�'E ( < E ">� � � E &�( < � � E & 	 (2.36)

DieseenergetischeEntartungder Zusẗandebezeichnetmanals Kramers-Entartung. In numeri-
schenRechnungenmussnureinerderbeidenZusẗandemit seinenQuantenzahlennumerischberech-
netwerden,derandereZustandergibt sichdurchAnwendungderZeitumkehrtransformation.

In zeitumkehrinvarianten Systemenverschwindendie räumlichenKomponentendervektoriellen
Dichtenbzw. Ströme,esüberlebtnurdiezeitlicheKomponente.Bei station̈arenGrundzusẗandenkann
die zeitlicheEntwicklungsepariertwerden,wir könnensieschreibenalsE �6T� " � &Z( ? ��T� & / �'0Q��� 	 (2.37)

Schliesslichentscheidennochdie zu berechnendenKerneunddie Aufgabenstellungdie räumli-
cheSymmetrie,in derdieBerechnungdurchzuf̈uhrenist. Im Anhangsinddie zu lösendenGleichun-
genin spḧarischerundaxialerSymmetriedargestellt.

2.5.4 DasVerhalten der Terme unter Zeitumkehrinvarianz und Raumspiegelung

In Anbetrachtder unterschiedlichenNäherungen,die bei der numerischenBerechnungvon Atom-
kernenangewendetwerdenkönnen,ist eshilfreich, sichdie Transformationseigenschaften derunter-
schiedlichenLorentz-Strukturen(

� " [ ] " [ þ " [ þ [ ] " � ]ol ) zubetrachten.In diesemAbschnittverwenden
wir denIndex Sfür dieskalareDichte,V für dieVektordichte,t für dieTensordichte.Ein zus̈atzliches
Pbezeichnetpseudoskalarebzw- vektorielleTerme.

Die UmkehrungderZeitrichtung( � ) führt beidiesenGrößenzu folgendemVerhalten:�
� L �
� "� ] � L � � ] "� ]ol� L �u� � ]ol "�C�a� L �u�^�a� "� ] � � L �C� � ] 	 (2.38)

InversionendesRaumes(Paritätstransformationen � ) führenzu�
� L �
� "� ] � L � � ] "� ]ol� L � � ]ol "�C�a� L �u�^�a� "� ] � � L �u� � � ]'	 (2.39)
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Die RechnungendieserArbeit betreffennunSysteme,diezeitumkehr- undpariẗatsinvariantsind.Aus
der Invarianzgegen̈uberZeitumkehrtransformationen folgt, dassnur folgendeGrößenvon Null ver-
schiedensind: �
� " �7û � " ��û,0� ¤��a  ��û� � . Bei derForderungnachInvarianzunterRauminversionüberleben
folgendeKombinationen:�
� " � û � " � ]¡]� ¤��a  � 0 � � .
FordertmannunInvarianzunterbeidenTransformationen,̈uberlebennur die skalareDichteunddie
zeitlicheKomponentedervektoriellenDichte.

2.6 Die Bewegungsgleichungenin Hartr ee-N̈aherung

In derHartree-N̈aherungwerdendieFock-Termevernachl̈assigt(beiRMF-FR-Modellenist dasäqui-
valentmit derErsetzungdermesonischenFelderund ihrer Quelltermedurchihre Erwartungswerte
vor derBerechnungdesErwartungswertderLagrange-Dichtein einerSlater-Determinante).Formal
erreichenwir diesdurchdasErsetzenderBiliniearformenvonFeldoperatorendurchihreErwartungs-
werte,> DE >E � L � > DE >E � 	 (2.40)

Die MehrzahlderRMF-FR-Anwendungenwerdenin dieserNäherungdurchgef̈uhrt, dadie Berück-
sichtigungderAustauschtermedie Gleichungenum ein Vielfachesverkompliziert unddennumeri-
schenundzeitlichenAufwanddrastischerḧoht (sieheauchdie obigeDiskussion).
Unter Benutzungder Euler-Lagrange-Gleichungen für Feldererhaltenwir für die Nukleonendie
Dirac-Gleichung(im Folgendennotierenwir alleGleichungenfür station̈areZusẗandevon Kernen)I : T[¢U T_ 9 7 9¤£ S 9¤£ V [ û 9¤£ TV

g � [ û 9¥£ C v � � � g � &%{ � w [ û J EZ¦ ( [ û < ¦CEZ¦ 	 (2.41)

Die von denNukleonenerzeugtenmittlerenPotenzialesindgegebendurch£ S
( � S� S 9 m S� �S 9 [ S� �S 9 R S � � S

"£ V
( � V � V 9 [ V � �V 9 R V � � V

"£ TV
( � TV � TV 9 R TV

� � TV
"£ C

( / z û 	Die effektive Masseim Punktkopplungsmodellist7¨§ � ( 7 9 � S� S 9 m S� �S 9 [ S� �S 9 R S � � S 	 (2.42)

Durch die fehlendeFaltungund dasEntfallen von Mesonengleichungentauchendie nichtlinearen
Termeexplizit in der effektiven Masseauf, waszu einerModifizierungder Dichteabḧangigkeit ge-
gen̈uberRMF-FR-Modellenführt.

DiesesSystemvon Gleichungenlässtsich iterativ lösen.Der ged̈ampfteGradientenschritt,der
dabeiVerwendungfindet,wird in Kapitel 5 dargestellt.
Im UnterschiedzumGleichungssystemdesRMF-FR-ModellsvereinfachtsichdernumerischeAuf-
wandbeiderBerechnungdermittlerenFelderbzw. Potenziale.DasichdieseeinfachausdenDichten
undderenAbleitungenzusammensetzen,entf̈allt dasiterative Lösenvon Mesonenfeld-Gleichungen.

Die im RahmendieserArbeit durchgef̈uhrten numerischenRechnungenwerdenalle mit dem
Punktkopplungsmodellin Hartree-N̈aherungdurchgef̈uhrt. Eine kompletteFormulierungdeskor-
respondierendenHartree-Fock-Modellsist jedochschonmöglich, weshalbin denkommendenAb-
schnittender Hartree-Fock Formalismusdiskutiertwerdensoll. Eine AnalysedeskomplettenHF-
Modellssowie die ErstellungeinesParametersatzesdafür ist einesehraufwendigeAufgabe,die im
RahmendieserArbeit nicht bearbeitetwerdenkann.Esist diesabersicherlichein wichtigesZiel für
die naheZukunft.



2.7Die Bewegungsgleichungenin Hartree-Fock-Näherung 37

A. Sulaksonohat im RahmenseinerDoktorarbeit[Sul01] denEinflussderAustauschterme,die
sichausden4-FermionenTermenergeben,untersuchtundeinedeutlicheVerbesserungdesModells
gegen̈uber der Hartree-Versionentdeckt.Dies führt ihn zu dem Schluß,dassdie Austauschterme
nicht ad̈aquatin die direktenTermeabsorbiertwerdenkönnen.Dies wiederumbedeutet,dassdie
Durchführungvon relativistischenHartree-Fock-Rechnungenein wichtigesProjektist, dahier deut-
licheÄnderungen(hoffentlichVerbesserungen)gegen̈uberdenHartree-Rechnungenerwartetwerden
können.SiekönnenauchdenisovektoriellenKanaldesRMF-Modellsver̈andern[Mad01] (sieheauch
die DiskussionzuKernmateriein Kapitel 8 unddie Diskussionin Kapitel 9).

2.7 Die Bewegungsgleichungenin Hartr ee-Fock-Näherung

WerdendieAustauschtermeber̈ucksichtigt,sprichtmanvonderHartree-Fock-Näherung.Relativisti-
scheHartree-Fock-Rechnungenmit MesonenaustauschsindaufgrunddergekoppeltenGleichungen
für die Nukleonenunddie Mesonenfeldermit hohemnumerischenAufwandverbunden.Eswurden
Rechnungensowohl im FormalismusdesRMF-FR-Modells[Bro78, Mil74, Mil75, Zha93, Boe94a,
Boe94b, Gre00] alsauchmit Dichtefunktionalmethoden [Sch95a, Sch95b] durchgef̈uhrt.Die Struktur
derAustauschtermein RMF-PC-Modellenwurdein [Hoc94, Man88] diskutiert.Ihre Strukturführt
auf eineDirac-Gleichung,in derdie zu berechnendeEinteilchen-Wellenfunktion wiedereinkoppelt.
Wir wollen diesanhandeinereinfachenLagrange-DichtedesRMF-PC-Modellsbetrachten:\ ( > DE � : [ ] _ ] �87 & >E � ø� � S

� > DE >E & �}	 (2.43)

SiebeschreibteineSortevon Nukleonenmit einerisoskalaren-skalaren Wechselwirkung.Bilden wir
denErwartungswertin einerSlater-Determinante,soergibt sichfolgendeBewegungsgleichung:� : [ ] _ ] �87 & E 0 �©� S ` d
� DE � E � c E 0 9 � S d � � DE � E 0 & E � ( �
	 (2.44)

DiesesGleichungssystemzu lösenist weitauslangwierigerundkomplizierteralsbeispielsweisedie
Lösungder Hartree-Gleichungen.Dies gilt erst recht bei der Berücksichtigungaller linearenund
nichtlinearenTerme.

DasPunktkopplungsmodell bietetnun aberdie Möglichkeit, die Austauschtermein einerForm
zu formulieren,die dendirektenTermengleicht.Dadurcherhaltensiedie Strukturvon Potenzialen.
Auf dieseWeiselässtsich für die NukleoneneineDirac-Gleichungformulieren,die strukturellder
Gleichungin Hartree-N̈aherunggleicht,mit demUnterschied,dassdie Form derPotenzialekompli-
zierterist. DiesentsprichtderAbbildungeinerHartree-Fock-Theorieauf eineHartree-Theorie.Eine
ähnlicheSituationliegt bei der Skyrme-Hartree-Fock-Methodevor: die R -Funktionen,die die Orts-
abḧangigkeit beschreiben,führenzueinemZusammenbrechenderIntegralein denAustauschtermen,
sodasssichdiesealsPotenzialeschreibenlassen.
Im nächstenAbschnittwollenwir dieTechnikbeschreiben,dieeinesolcheUmschreibungermöglicht.

2.7.1 Fierz-Transformationen

DasPrinzip

Fierz-Transformationen(siehez.B. [Nac86, Gre89, Zon94]) lösendasProblem,TermederForm� DE
aiPe E b

&6� DE
c iPe E d

&
(2.45)

in Kombinationenzu entwickeln, bei denenzwei Wellenfunktionenvertauschtsind.Dabeisind diei e die Dirac-Strukturen( i 0 ( � " [^] " �']}l " [«þH[^] " [«þ ).
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Mansuchtdie Entwicklung� DE
aiPe E b

&6� DE
c iPe E d

&Z( d 0«ª 0 � DE a ia0 E d
&6� DE

c ia0 E b
& 	 (2.46)

Die für denFormalismusdesPunktkopplungsmodellsrelevantenTermehabendie Gestalt� DE
aiPe E b

&6� DE
b iPe E a

&
(2.47)

(esgibt nur zweiverschiedeneIndizes).Gesuchtwerdendie Koeffizientenª 0 .DieseEntwicklungist auchfür TermehöhererOrdnungmöglich.Dabeiergebensichjedochweitere
Schwierigkeiten:r Die BasisderKombinationen,in die entwickelt werdensoll, wird sehrgroß.r Die Basiselementesindnicht a priori klar undmüssengefundenwerden.

EineanalytischeLösungdesProblemswird für TermehöhererOrdnungschnellunübersichtlichund
schwerhandhabbar. Eine Lösungmit Hilfe von algebraischenOperationenauf dem Computerist
möglich. DasProblemderKoeffizientenbestimmungwird dabeiauf dasLöseneineslinearenGlei-
chungssystemszurückgef̈uhrt.DieseMethodewird in derPublikation[Mar01] detaillierterklärt.Mit
ihrerHilfe könnenim PrinzipEntwicklungenin beliebigerOrdnungtransformiertwerden.Dabeikann
leiderdieAuswahlderBasiselementenichtautomatisiertwerden.NachheutigemKenntnisstandsind
jedochTermevon höhereralsvierterOrdnungvorläufignicht notwendig.

Transformationen für Isovektoren und Dirac-Spinoren

In unseremModell werdendie Nukleonenals Isospinorenbeschrieben,derenKomponentenDirac-
Spinorensind.Um dieUmschreibungzubewerkstelligen,müssenwir folglich dieFierz-Transforma-
tionenin denjeweiligenRäumenausf̈uhren.Wir notierenim AnhangdieFierz-Transformationenfür
Isospinorenund Dirac-Spinorenfür die 4-Fermionen-Termeund die skalaren6- und 8-Fermionen-
Terme.

2.7.2 Transformation auf Quasiteilchen

Damit mandasWickscheTheoremzur Auswertungvon Produktenvon fermionischenFeldopera-
torenim GrundzustanddesKerns(einerSlater-Determinante)benutzenkann,mussmanvorherdie
Erzeugerund Vernichtervon Einteilchenzusẗanden(

>� �0 und
>� 0 ) auf Quasiteilchentransformieren.

Diesgeschiehtmeistensauf folgendeArt:>m �0 ( >� �0 " � :­¬ z &>m �0 ( >� 0 " � : � z &
(2.48)>m 0 ( >� 0 " � :­¬ z &>m 0 ( >� �0 " � : � z &
(2.49)

Für die neuenOperatorengilt>m 0 ~k�t� ( � für alle : " (2.50)

derKernist derneueVakuumszustand.EineverallgemeinerteTransformationaufQuasiteilchen– die
Bogolyubov-Transformation – wird unserneutim RahmenderBCS-Theoriein Kapitel3 begegnen.
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2.7.3 Erwartungswerte mit Austauschtermen

Die Erwartungswerteder 6- und 8-Fermionen-Termein der Lagrange-Dichtekönnenmit Hilfe des
WickschenTheoremsausgewertetwerden.Wir notierensie hier für denFall von reinenProtonen-
bzw. Neutronenzuständen(die

E
sindkeineIsovektoren).

DerErwartungswertder6-Fermionen-Termsist für denskalarenFall��®t~C� � > DE >E & � �P~k®u� ( d ¦ � DEZ¦FEZ¦ & do¯ � DE ¯ E ¯ & d}° � DE ° E ° &� � d ¦ � DEZ¦
EZ¦ & d ° ü ± � DE ° E ± &6� DE ± E ° &9 � d¦ ü ¯ ü ° � DEZ¦
E ¯ &6� DE ¯ E ° &6� DE ° EZ¦ & 	 (2.51)

Gleichermaßenerhaltenwir für denskalaren8-FermionenTerm��®t~C� � > DE >E & ú �P~k®u� ( d ¦ � DEZ¦FEZ¦ & d ¯ � DE ¯ E ¯ & d ° � DE ° E ° & d ± � DE ± E ± &� � do° � DE ° E ° & d ± � DE ± E ± & d ¦ ü ¯ � DEZ¦
E ¯ &6� DE ¯ E²¦ &9 ³ d ¦ � DE ¦ E ¦ & d° ü ¯ ü ± � DE ° E ¯ &6� DE ¯ E ± &6� DE ± E ° &9 � d¦ ü ¯ ü ° ü ± � DEZ¦
E ¯ &6� DE ¯ EZ¦ &6� DE ° E ± &6� DE ± E ° &� � d¦ ü ¯ ü ° ü ± � DEZ¦
E ¯ &6� DE ¯ E ° &6� DE ° E ± &6� DE ± EZ¦ & 	 (2.52)

2.7.4 Die Terme mit Ableitungen

Die Termein derLagrange-Dichte,beidenenAbleitungenaufdieDichtenundStrömewirken,lassen
sich ähnlichwie die 4-Fermionen-TermeohneAbleitungenFierz-transformieren.Für denskalaren
4-Fermionen-Termergibt sichin derWirkung für denAustauschterm*

d
�  d � ü � _^l � DE � E � & _ l � DE � E � &�( d 0 d � ü � * d

�  �´p� DE � i 0 _ l E � &6� DE � i 0 _ql E � &9 � � DE � ia0 E � &6� _ l DE � _ l E � &9 � _ l DE � ia0 E � &6� _ l DE � i#0 E � &�µ 	 (2.53)

Um die Gleichungzu verkürzen,werdenhier – wie auchin derfolgendenGleichung– die Koeffizi-
entenausderFierz-Transformationin die i 0 hineingezogen.DurchAnwendungderEuler-Lagrange-
Gleichungenerḧalt man hierauswie gewohnt die Bewegungsgleichungenfür die Nukleonen.Die
StrukturderAbleitungsterme,die ausdemAustauschtermherr̈uhren,führt dazu,dasssichzus̈atzli-
cheersteundzweiteAbleitungenaufdie Wellenfunktionergeben.
Wir schreibenhier– in Verbindungmit demBeitragausderfreienDirac-Gleichung– nurdieBeiträge
ausdenAbleitungstermenexplizit auf. Dabeisoll überalle doppeltauftretendenIndicessummiert
werden.Die sichergebendeGleichungkannfolgendermaßennotiertwerden:¶ : [ ] _ ] �87·�8¸ ` _ ] DE � iPe E � c ine _ ] �©� ` DE � ine E � c iPe _ ] _ ]
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DieseGleichungentḧalt zweiteAbleitungen,die auf die Wellenfunktionwirken,und ist ausdiesem
GrundkeineDirac-Gleichungmehr. Sie ist damit auchkeineProzessgleichungmehr. Die zweiten
Ableitungenin denräumlichenKoordinatensindeineFolgederNichtlokalität derGleichungen.Die
zweitenAbleitungenin derZeit drückendie Retardierungaus,diedenGleichungeninnewohnt.

Im RahmendieserArbeit kannkeineUmformulierungdieserTermeerfolgen,diedieStrukturder
Dirac-GleichunggewährleistetundaufTermeführt,dieformaldendirektenTermenähneln.Denkbar
wärederVersucheinerLinearisierungdieserGleichung,dieaberallerVoraussichtnachaufSpinoren
mit mehralsvier Komponentenführenwürde.Nützlich wäreauchein Verfahren,dasmit Hilfe von
kontrollierbarenNäherungeneineUmschreibungdieserTermein direkteTermeermöglichenwürde.
Die LösungdieserAufgabewird esermöglichen,dasPunktkopplungs-Hartree-Fock in geschlossener
Formzu notierenundschließlichauchanzuwenden.

2.8 Erweiterungen desHartr ee-Modells

DasobendargestellteModell lässtsichnaẗurlich nochin vielerlei Hinsichterweitern.Im Folgenden
werdeneinigenaheliegendeErweiterungendesModells formal vorgestellt.In Kapitel 7 werdendie
erweitertenParameters̈atzeunddie ErgebnissenumerischerRechnungendiskutiert.

2.8.1 Einf ührung einesnichtlinearen isovektoriell-vektoriellen Terms

Die nichtlinearenTermedesRMF-PC-Modellswurdenbishernurim isoskalarenKanaldereffektiven
Wechselwirkung formuliert. Eine möglicheErweiterungdesModells ist ein nichtlinearerTerm der
isovektoriellenVektordichte:\ ( � øú [ TV v � > DE [ ] Tg >E & U � > DE [ ] Tg >E &�w � 	 (2.55)

2.8.2 Einf ührung eineslinearen isovektoriell-skalarenTerms

In dembisherformuliertenModell liegt diegesamteisovektorielleAbhängigkeit dereffektivenWech-
selwirkung im isovektoriellen-vektoriellen Bereich.Eine Einführung von isovektoriellen-skalaren
Termenist ebensodenkbar. Dereinfachstedavon ist der4-Fermionen-Term\ ( � ø� � TS

� > DE Tg >E & U � > DE Tg >E & 	 (2.56)

Diesentsprichtdem R � Mesonim RMF-FR-Modell.
Zus̈atzlichdazukannderkorrespondierendeTermmit Ableitungenderisovektoriellen-skalarenDich-
teeingef̈uhrt werden:\ ( � ø� R TS _ ] � > DE Tg >E & _ ] � > DE Tg >E & 	 (2.57)

2.8.3 Eine Vektor-Ableitungs-Kopplung

Auf Lorentz-invarianteWeiselässtsichein4-FermionenTermfolgenderArt konstruieren:\ ( � ø� � DV
� > DE [ ] >E & _ ] � > DE >E & 	 (2.58)

DieserTermliefert die folgendenBeiträgezudemskalarenundvektoriellenPotenzial:£ DV
S

( � ø� � DV _ ] � ]V " (2.59)£ DV
V

( 9 ø� � DV _q]º� S 	 (2.60)
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Die beidenTermetretenmit unterschiedlichemVorzeichenauf.DerUnterschiedin denBeiträgenzu
denbeidenPotenzialenist geradedurchdie Ableitung der Differenzvon skalarerund vektorieller
Dichtegegeben.Bei Berücksichtigungvon isovektoriellenundpseudoskalarenbzw. pseudovektori-
ellenGrößenlässtsichsoein Termkonstruieren,derin derPuntkopplungsn̈aherung>T- L > DE [ þ Tg >E (2.61)

derpseudovektoriellenKopplungderPionenandie Nukleonenin RMF-FR-Modellenentspricht:\ ( � ø� � TDV
� > DE [ ] [«þ Tg >E & _ ] � > DE [«þ Tg >E & 	 (2.62)

2.8.4 Der Coulomb-Austauschtermin der Slater-Näherung

In nichtrelativistischen Skyrme-Hartree-Fock Rechnungenbetr̈agtderBeitragdesCoulombPotenzi-
alszumEnergiefunktional»

coulomb
( / � �� *·*

d
� � d� �.¼ � p

��T� & � p
��T� ¼ &~ T� � T� ¼ ~ � �¸ / � I �¸ J ø=½ � * d

� � v � p
��T� &�w ú¾½ � 	 (2.63)

Dabeibezeichnet� p
�6T� & dieProtonendichte.DerzweiteTermist derAustauschtermderCoulombkraft

in derSlater-Näherung.In zukünftigenPunktkopplungsmodellen könntedieserTermber̈ucksichtigt
werden.

2.8.5 GemischteTerme höherer Ordnung

Das gegenẅartige Modell entḧalt nichtlineareTermeals Potenzender skalarenbzw. vektoriellen
Dichte. Natürlich könnenauchTermeals ProdukteunterschiedlicherDichten konstruiertwerden.
Dieskanngeschehensowohl für isoskalarealsauchfür isovektorielleDichtenbzw. Mischungenvon
ihnen.Zwangsbedingunghierfür ist jeweils,dassdieLagrange-DichteeinLorentz-undIsoskalarsein
muss.Wir wollen im FolgendendenEinflußzus̈atzlicherTermeinnerhalbderHartree-N̈aherungfür
zeitumkehrinvarianteSystemebetrachten.Der einfachsteTerm dritter Ordnung,der die isoskalare
skalareundvektorielleDichtemischt,ist\ ( � ø� m � � � > DE >E &6� > DE [ ] >E &6� > DE [ ] >E & 	 (2.64)

In vierterOrdnungist derTerm\ ( � ø� [F� � � > DE >E &6� > DE >E &6� > DE [ ] >E &6� > DE [ ] >E & (2.65)

möglich.DieseTermeergeben– im RahmenderüblichenNäherungen– zus̈atzlicheBeiträgezu den
mittlerenPotenzialen:£ SV

S
( ø� m SV �C�V0 9 [ SV �C�V0 � S

"
(2.66)£ SV

V
( m SV � S� V0 9 [ SV � �S� V0 	

Sieliefern, im Gegensatzzu denen,die bereitsim obendiskutiertenModell enthaltensind,Beiträge
zum skalarenund vektoriellenPotenzialmit gleichemKopplungsparameter. Deshalbkannmaner-
warten,dasssiebeiderAnpassungderKopplungskonstantensensitiv aufdieDifferenzvon skalarem
undvektoriellemPotenzialreagieren.Hier lohnensich in derZukunft sorgfältigeundsystematische
Untersuchungen.
An dieserStelleist auchein Vorteil diesesModellsgegen̈uberRMF-Modellenmit endlicherReich-
weitezu erkennen:Die HinzunahmedieserTermekostetnichtviel Rechenzeit(lediglich die zu ihrer
Berechnung).FügtmanvergleichbareTermeim RMF-FR-Modelldazu,führtdieszueinerKopplung
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der mesonischenGleichungen.Um die BedeutungdieserArt von Termenzu untersuchen,ist das
RMF-PC-Modelldie idealeBasis.JederneueTermsollteaberphysikalischmotiviert werden,damit
dasVersẗandnisdesnuklearenVielkörperproblemszusammenmit derAnzahlderParameterwachsen
kann.

2.8.6 Terme mit Ableitungen höherer Ordnungen und Hybrid-Modelle

Termemit höherenAbleitungenentsprecheneiner weitergehendenEntwicklung der mesonischen
Propagatorenund damit auchder Hinzufügungvon mehr effektiver ReichweitedesModells. Die
Pr̈asenzhöhererAbleitungenin derLagrange-DichteerforderteineErweiterungderEuler-Lagrange-
Gleichungenzur Gewinnungder korrespondierendenBewegungsgleichungen.Wie wir in Kapitel 7
sehenwerden,absorbierendieParameterderAbleitungstermeEffekte,dieüberdiereineEntwicklung
dermesonischenPropagatorenhinausgehen.Esist interessantzubeobachten,wie sichdieHinzunah-
mehöhererAbleitungstermeaufdie bereitsvorhandenenParameterauswirkt.

GleichzeitigmussüberdieEntwicklungeinesHybrid-Modellsnachgedachtwerden,dasAspekte
beiderRMF-Variantenentḧalt: nebendenmesonischenTermendesRMF-FRfügt manauchgenuine
Ableitungsterme,wie siedasRMF-PCentḧalt, hinzu.Die Wichtigkeit solcherAbleitungstermeist in
Dichtefunktionaltheorien (siehenächsterAbschnitt)bekannt.

2.8.7 Produkte isoskalarer und isovektorieller Terme

Eineebenfalls denkbareErweiterungdesRMF-PC-Modellsbestehtin derEinführungvonTermenin
die Lagrange-Dichte,die ausProduktenisoskalarerund isovektoriellerTermebestehen.Unter Ver-
wendungderisovektoriell-vektoriellen Dichte � TV kannz.B. bis maximalvierterOrdnungfolgender
Termkonstruiertwerden:\

TVSV
(¿� > DE Tg [ ] >E & U � > DE Tg [ ] >E & ´ m TVS

� > DE >E & 9 [ TVS
� > DE >E & � 9 [ TVV

� > DE [ ] >E &6� > DE [ ] >E & µ 	 (2.67)

TermedieserArt, dieauchin [Hor01a, Hor01b] verwendetwerden,verursacheneinedeutlicheÄnde-
rung der Dichteabḧangigkeit desasymmetrischenKanalsder Wechselwirkung. Wie wir im Kapitel
7 sehenwerden,führenErweiterungendesModells mit rein isovektoriellenTermenzu keinensi-
gnifikatenVer̈anderungenim isovektoriellenKanal,so dassder Ansatz(2.67) in Zukunft dringend
untersuchtwerdensollte.

2.9 Zusammenhangmit Dichtefunktionaltheorien

Das Hohenberg-Kohn-Theorem [Hoh64] besagt,dassder GrundzustandeinesfermionischenViel-
körpersystems(der Spin wird in der urspr̈unglichenFormulierungnicht ber̈ucksichtigt),exakt und
unabḧangig von der Zahl der Elementarsystemedurch ein Energiefunktionalbeschriebenwerden
kann,dasnur von der lokalen Dichte abḧangt. DieseBeschreibung umfasstdamit prinzipiell alle
Grundzustandskorrelationen.

DiesesTheoremwurde von Kohn und Scham auf Systememit Spinfreiheitsgradenerweitert
[Koh65]. Eine Verallgemeinerungist die FormulierungdesTheoremsfür relativistischeSysteme
[Spe92]. Die starke AussagedesTheoremsist, dassin jedemFall eine exakte Beschreibung des
betrachtetenSystemsexistiert.Esgibt allerdingskeineAuskunftdar̈uber, wie daskorrespondierende
Energiefunktionalaussieht,oderwie maneserhaltenkann.

Das in dieserArbeit untersuchtePunktkopplungsmodellentsprichtder relativistischenVersion
desTheorems.Eskannfolgendermaßenformuliert werden[Dre90]:
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”Die exaktenskalaren und vektoriellenDichten,die Energie und daschemische Potenzialfür das
voll wechselwirkendeViel-FermionenSystemkönnenreproduziertwerdenin einerBeschreibungvon
(Quasi)-Fermionen,diesich in angemessendefiniertenlokalen,klassischenFeldernbewegen.“

Dieseröffnet aucheineMöglichkeit für künftigeUntersuchungendesPunktkopplungsmodells. Mo-
difikationenundErweiterungendesModellskönnendirektamEnergiefunktionalvorgenommenwer-
den,ohnedenUmweg überdieLagrange-Dichtezugehen.DabeisindauchModifikationenmöglich,
die sichgarnicht odernur umsẗandlichin derLagrange-Dichteformulierenlassen.Die gekoppelten
Gleichungenlassensich dannüber die Minimierung der Energie dasSystemserhalten.Dies lässt
sichfür effektive Theorienohneweiteresrechtfertigen.Auf deranderenSeitebüßtmandie elegante
Formulierungdurcheinerelativistischeeffektive Feldtheorieein.

Aus derSichtderDichtefunktionaltheorie könneneffektive ModellederKernstrukturalsNähe-
rungenan dasexakte(aberleider nochunbekannte)Dichtefunktionalinterpretiertwerden.Insofern
erhaltensie auch automatischKorrelationenund Vielkörpereffekte. Ein ähnlicherZugangwurde
bei den Skyrme-Kr̈aften SkI3 und SkI4 gewählt. Dabei wurde der Standard-Ansatzfür dasSpin-
Bahn-Potenzialauf eineArt erweitertbzw. verallgemeinert,die sich nicht im RahmeneinesZwei-
NukleonenPotenzialsformulierenlässt.Auch in diesenFällenist derfundamentaleAnsatzdasEner-
giefunktional.

Es ist zudemmöglich, in diesemKontext Termein die Lagrange-Dichteeinzuf̈uhren,die von
TermendesSkyrme-Energiefunktionalsinspiriert sind (siehedazuobigeDiskussionzur Coulomb-
Kraft). EinemöglicheWahl (dargestelltfür denisoskalaren-skalaren Fall) ist\ ( d�� DE � � : [^]
_ ] �87 & E � �8À � dF� DE � E � &ÂÁ¡Ã ø 	 (2.68)

Der ParameterÄ ist hier nicht auf ganzeZahlenbegrenzt.Die Lagrange-Dichtewird von Anfang
an in der Hartree-N̈aherungnotiert, da nicht-ganzzahligePotenzenvon Feldoperatorenzu erhebli-
chenProblemenführenwürden.DasPotenzierenvon klassischenC-Zahlenbereitethingegenkeine
Schwierigkeiten.DieserAnsatzführt aufdie Dirac-Gleichung` : [ ] _ ] �87·�8À � � 9 Ä & d � � DE � E � & Á c E � ( �
	 (2.69)

Auf äquivalenteWeisekönnenauchisoskalar- und isovektoriell-vektorielle Termeeingef̈uhrt wer-
den.Hier müssenzukünftigeUntersuchungenzeigen,obdieseverallgemeinerteParametrisierungdie
Dichteabḧangigkeit desModellsunddamitseineVorhersagekraftsignifikantverbessern.
EineandereMöglichkeit derModifizierungderDichteabḧangigkeit desModellsbestehtin derEin-
führungdichteabḧangigerKopplungskonstanten [Vre01].

2.10 Der nichtr elativistischeGrenzfall desModells

EineUntersuchungdesnichtrelativistischenGrenzfallsdesPunktkopplungsmodellsundderVergleich
mit dem Skyrme-Hartree-Fock-Modell wurde von A. Sulaksonoim RahmenseinerDoktorarbeit
durchgef̈uhrt [Sul01]. Die Motivationfür dieseUntersuchungrührtunteranderemdaher, dassbeidie-
semGrenzprozesskeineNäherungenaufgrundderendlichenReichweitederMesonendurchgef̈uhrt
werdenmüssen.Auf dieseWeisekanndie Rolle dernichtlinearenTermebesonderspräzisestudiert
werden.BisherigeUntersuchungenzumZusammenhangzwischendemRMF- unddemSHF-Modell
findensichz.B. in [Hor81, Bou83, Thi85, Thi86, Rei89].

Ein wichtigesErgebnisdieserUntersuchungenist, dasssichdie Spin-Bahn-KraftdesRMF-PC-
Modells im nichtrelativistischenGrenzfall und die der Skyrme-Kr̈afte in dennichtlinearenTermen
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unterscheiden.WährendModifikationenderisovektoriellenEigenschaftenderSkyrme-Kr̈aftebereits
vorgenommenwerden16 [Rei95], fehlt nocheineausf̈uhrlicheExplorationder Dichteabḧangigkeit
im Spin-Bahn-Potenzial.Vorschl̈agezu nichtlinearenErweiterungenwerdenzwar in der Referenz
[Pea94] gemacht,dochwird für dieseErweiterungenkein Parametersatzerstellt,der einenquanti-
tativen Vergleich mit anderenMean-Field-Modellenermöglicht. Zudemunterscheidetsich der dort
diskutierteAnsatzvon denVorhersagen,die sich ausdem nichtrelativistischenGrenzfall desMo-
dellsergeben.Wie wir in Kapitel 8 sehenwerden,ist für die akkurateBeschreibungvon Spin-Bahn-
AufspaltungenkeineendlicheReichweitevonn̈oten,beideRMF-Variantenbesitzenin etwa die glei-
cheGenauigkeit bez̈uglichdieserObservablen.Diesbedeutet,dassdieDichteabḧangigkeit desPunkt-
kopplungsmodellsdafür geeignetist unddeshalbauchim nichtrelativistischen Grenzfall die Qualiẗat
derSkyrme-Kraftverbessernkönnte.Hier lohnensichzukünftigeUntersuchungen.

2.11 Die Frage nach Dynamik

In diesemAbschnittsoll ein kurzerAusblick auf zukünftige AnwendungsbereichedesPunktkopp-
lungsmodells,die Dynamik beinhalten,gegebenwerden.Durch die einfacheForm der Formulie-
rung desModells sollte es für RPA17-Rechnungen[Rei92], Berechnungenvon Massenparametern
(Cranking-Methode) und zeitabḧangigenRechnungenwie TDRH18 [Bai87, Cus85] oderATDRH19

geeignetsein.DieseRechnungenkönntengleichermaßenin derHartree-undHartree-Fock-Näherung
durchgef̈uhrt werden.Auch Vergleichemit ResultatenausRMF-FR-undSHF-Rechnungenerschei-
nenlohnenswert,daaufdieseWeise– ähnlichwie in dieserArbeit – derEinflussvon relativistischer
DynamikundendlicherReichweitegetrenntuntersuchtwerdenkann.
DasModell ist nuranGrundzustandseigenschaftenvongg-Kernenangepasstundfür dieBerechnung
von diesenkonstruiert.Das Hohenberg-Kohn-Theorembeziehtsich zudemausschließlichauf die
Grundzusẗandevon Fermionensystemen.VielleichtkannaberauchgeradedeshalbdieUntersuchung
von dynamischenFragestellungeninteressanteEinsichtenin die StrukturdesModellsbringen.

16DiesemodifiziertenKräftesindSkI3 undSkI4.
17RandomPhaseApproximation
18Time DependentRelativistic Hartree
19AdiabaticTimeDependentRelativistic Hartree



Kapitel 3

Paarkorr elationen

3.1 Superfluidität in Kernen

In derobendiskutiertenMean-Field-NäherungwerdendieNukleonenalswechselwirkungsfreieEle-
mentarsystemebeschrieben.Die einzigenoch vorhandeneKorrelationist durch dasPauli-Prinzip
gegeben.Der Teil derWechselwirkung, dernicht durchdasmittlereFeldbeschriebenwerdenkann,
wird als Restwechselwirkungbezeichnet.Der wichtigsteAnteil dieserRestwechselwirkung, deren
Einflusssich nicht im Ansatzund den Kopplungskonstantenabsorbierenlässt,ist die sogenannte
Paarkraft. Sie ist einekurzreichweitigeKorrelationzwischendenNukleonen,die zwei Nukleonen
mit entgegengesetztemDrehimpulserlaubt,in höhereEnergiezusẗandezu streuen,indemsie zu ei-
nemNukleonenpaarmit GesamtdrehimpulsNull koppeln.Experimentelllässtsich die Paarkraftan
folgendenBefundenfestmachen:r gg-Kernemit offenenSchalenzeigenkeineDrehimpulsentartungim Grundzustand,siehaben

stetsGesamtdrehimpulsNull.r gg-Kernesindsystematischsẗarker gebundenalsug-oderuu-KernegleicherNukleonenzahl.r DasTrägheitsmomentvon Kernenist deutlichgeringeralsdasdesvergleichbarenstarrenKör-
pers,wasaufSuperfluidiẗat in Kernenhindeutet.r In gg-Kernenliegen die Energien der niedrigstenkollektiven Anregungenim Bereich von�
	 � � � 	 � MeV. Erst dar̈uber beginnt dasSpektrumder Einteilchenanregungen. Dies kann,
wie bei demPḧanomenderSupraleitungin Festk̈orpern,durcheineEnergielücke zwischenei-
nemPaarunkorrelierterNukleonenundeinemPaarkorrelierterNukleonenerklärt werden,die
erstaufgebrochenwerdenmuss,bevor einzelneNukleonenin höhereNiveausangeregt werden
können.

Wasin derNaturzusammengeḧort, schließlichhandeltessichdort nicht um eineneueoderandere
Kraft als die NN-Wechselwirkung, wird hier im Folgendenin der theoretischenBeschreibung ge-
trenntvondemTeil derNN-Wechselwirkung,dersichdurchdasmittlerePotenzialbeschreibenlässt.
Diesgeschiehtmeistensim BCS-Formalismus,derim Folgendenbeschriebenwird. Er ist einenicht-
relativistischeBeschreibungsweiseder Paarkraft,die auchin denin dieserArbeit diskutiertenMo-
dellenVerwendungfindet.Versuche,einenrelativistischenFormalismusfür die Paarwechselwirkung
aufzustellen,führtenbishernichtzu zufriedenstellendenErgebnissen[Kuc91].

EineselbstkonsistenteBehandlungderPaarkraftist im Hartree-(Fock)-Bogolyubov-Formalismus
gegeben,deramEndediesesKapitelskurzbeschriebenwird.

45
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3.2 Der BCS-Formalismus

Dervon Bardeen,CooperundSchrieffer eingef̈uhrteAnsatzzur Beschreibungvon Supraleitungent-
stammtderFestk̈orperphysik[Bar57]. DerGrundzustanddesKernsist dersogenannteBCS-Zustand~

BCS
� (��ÅoÆ û � ¤ Å 9;Ç Å >�
�Å >�C� � Å & ~ � � 	 (3.1)

Die Ç �Å könnenalsWahrscheinlichkeiten für die BesetzungdesZustandsmit derQuantenzahlÈ be-
trachtetwerden.AufgrundderNormierungsforderungdesBCS-Zustandsgilt dabei¤ �Å 9ÉÇ �Å ( �

(3.2)

für alle È .
DieserZustandverletztdie Teilchenzahl,wassichdarauserklärt, dasssichdie neuenQuasiteilchen-
operatoren,die hier die elementarenFreiheitsgradebeschreiben(sie werdenim nächstenAbschnitt
definiert),ausLinearkombinationenvon ErzeugernundVernichternzusammensetzen.Oberhalbder
Fermikanteverhaltensie sich überwiegendwie Erzeuger, unterhalbder Fermikantewirken sie wie
Vernichter, undgeradeim BereichderFermienergie sindbeideAnteile in etwagleichgroß.Die mitt-
lerequadratischeAbweichungergibt sichzu��Ê � ( �

BCS
~ >Ê � ~BCS

� � � BCS
~ >Ê ~

BCS
� � 	 (3.3)

Dabeiist
>Ê (ÌË A

i � 1
>� �0 >� 0 derTeilchenzahloperator. Die Auswertungim

~
BCS

�
Zustandführt auf��Ê � ( ¸ d

k
Æ

0

¤ �Å Ç �Å 	 (3.4)

BCS-ZusẗandeenthaltenstetsBeimischungenvon KernenunterschiedlicherNukleonenzahl.Man
mussin derPraxissehen,ob diesdie Qualtiẗat derRechnungnicht zustarkreduziert.

3.3 Transformation auf Quasiteilchen

Die Philosophie,diehinterderTransformationaufQuasiteilchensteht,ist, einSystemstarkwechsel-
wirkenderTeilchen1 in ein Systemnichtwechselwirkender(freier) Quasiteilchenzu transformieren.
Die TransformationaufQuasiteilchenoperatoren lautet>� Å ( ¤ Å >� Å � Ç Å >� � � Å " >� �Å ( ¤ Å >� Å � Ç Å >� � Å ">� � Å ( ¤ Å >� � Å 9;Ç Å >� �Å " >� � � Å ( ¤ Å >� � � Å 9;Ç Å >� Å " (3.5)

(die
>� �0 und

>� 0 sind dabeidie Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren für die urspr̈unglichenEin-
teilchenzusẗande).DieseTransformationbezeichnetmanalsBogolyubov-Transformation. Die Qua-
siteilchenoperatoren gen̈ugenwiederdenAntivertauschungsrelationen für fermionischeOperatorenÍ >� 0 "P>� �e
Î ( R 0fe " Í >� �0 "'>� �e
Î ( Í >� 0 "�>� e Î ( �
	 (3.6)

Für dieseQuasiteilchenoperatoren entsprichtderGrundzustanddesKernsdemVakuum:>� 0 ~BCS
� ( � für alle : ( � " 	Q	Q	 " z 	 (3.7)

DerGrundzustanddesKernslässtsichdemgem̈aßdurchAnwendenderQuasiteilchenoperatorenaus
demVakuumkonstruieren:~

BCS
� ( � 0 >� 0 ~ � � 	 (3.8)

Für konkreteBerechnungenwurdenunterschiedlicheRezepteentwickelt, wovondiewichtigstenkurz
vorgestelltwerden.

1Wir verwendenhier ausnahmsweisedenBegriff desTeilchens,daer BestandteildesWortesQuasiteilchenoperatorist.
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3.4 Constant-Strength-Pairing

Ausgehendvom allgemeinenAnsatzfür denHamilton-Operator>ÏÐ( d Å < ûÅ >� �Å >� Å 9 dÅ ü ÅHÑQÆ û � È " �ÒÈ ~ Ç ~ È ¼ " �MÈ ¼ � >� �Å >� � � Å >� � Å Ñ >� Å Ñ (3.9)

nimmt manein zustandsunabhängiges und damit konstantesMatrixelementG der Paarwechselwir-
kungan,woraussichsofort>ÏÐ( d Å < ûÅ >� �Å >� Å �ÔÓ dÅ ü ÅHÑ�Æ û >� �Å >� � � Å >� � ÅHÑ >� ÅpÑ (3.10)

ergibt. Der obeneingef̈uhrte BCS-Zustandstellt eine Näherungan die exakte Lösungfür diesen
Hamilton-Operatordar. Da,wie wir obengesehenhaben,dieTeilchenzahlkeineErhaltungsgr̈oßeist,
mussdurcheinenLagrange-MultiplikatorderErwartungswertdesTeilchenzahloperatorsalszus̈atz-
licheZwangsbedingungankoppeln.DieseÜberlegungenführenunszumVariationsprinzipR �jÕ�Öt×u~ >Ï �ÔÄ >Ê ~ ÕYÖ�×)� ( �
	 (3.11)

Die explizite BerechnungdiesesMatrixelementsfindetmanz.B. in [Gre95]. DasEndergebnislautet� d ÅoÆ û � < ûÅ �ÔÄ & Ç �Å �©Ó I d ÅoÆ û ¤ Å Ç Å J � �ÔÓ dÅ¡Æ û Ç úÅ 	 (3.12)

An dieserStelleist essinnvoll, denPairing-Gapdurch� � ( Ó dÅoÆ û ¤ Å Ç Å (3.13)

zu definieren.DasVariationsprinzipführt nununterderAnnahme,dassderGapbereitsbekanntist,
zu denGleichungenfür dieBesetzungswahrscheinlichkeiten derZusẗande:Ç �Å ( �� I � � < ÅØ < �Å 9 � � J 	 (3.14)

Die < Å sinddefiniertals < Å � ( < ûÅ �ÔÄ��ÔÓ Ç �Å .
Mit Hilfe derDefinitionenfür Ç Å und

¤ Å ergibt sichdie sogenannteGap-Gleichungzu� ( Ó � dÅoÆ û �Ø < �Å 9 � � " (3.15)

die iterativ gel̈ost werdenkann.Der ParameterÄ ergibt sich ausfolgenderBedingungfür die Teil-
chenzahl:Ê ( d Å¡Æ û � Ç �Å 	 (3.16)

Der Term �MÓ Ç �Å , der in derDefinition der < Å im WesentlicheneineRenormierungder Einteilchen-
energiendarstellt,wird bei dieserVorgehensweiseweggelassen.
Eine alternative Formulierungist möglich, indemvon demPairing-Energiefunktional ausgegangen
wird: �

pairing
( �MÓ I dÅoÆ û ¤ Å Ç Å J � 	 (3.17)

Die PaarkraftsẗarkeG,diefür ProtonenundNeutronenunterschiedlichgewähltwird, hängtin realisti-
schenBeschreibungennochvon derNukleonenzahldesKernsab,wasein deutlicherNachteildieses
Pairing-Rezeptsist.
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3.5 Constant-Gap-Pairing

Bei dieserArt von Pairingwird direktderPairinggap
�

für jedeNukleonensorteparametrisiert.Die-
seParametrisierungwird mit Hilfe von experimentellenDatenabgeleitet.Eswird hier alsovon An-
fangan auf die BestimmungdesGapsverzichtet.Mit Hilfe der Einteilchenenergien der Zusẗande
könnendarausdirektdie Besetzungswahrscheinlichkeiten berechnetwerden.Obwohl dieseMethode
einedrastischvereinfachteBeschreibungderPaarkraftdarstellt,hatsiedenVorzug,dassdasPairing
bei magischenKernen– im Gegensatzzu anderenBeschreibungen– nicht zusammenbrichtundein
plötzlicherPhasen̈ubergangentsteht.

Esgibt verschiedeneArten,dieAbhängigkeit desGapsvonderNukleonenanzahlzubeschreiben,
siehez.B. [Rei89] für gebr̈auchlicheParametrisierungen.Eine häufig verwendeteParametrisierung
soll hierexplizit angegebenwerden(

z
bezeichnetdie NukleonenzahldesKerns):� ( �
� 	Ù�Ú z MeV 	 (3.18)

3.6 Û -Kraft-P airing

Ausgangspunktfür diesenFormalismus,derauchfür alle Berechnungenin dieserArbeit verwendet
wurde,ist ein EnergiefunktionalderForm�

pairing
( øúhÜ d

� �²Ý � �6T� & £ ��T� &p" (3.19)

dasausdernichtrelativistischen BeschreibungderPaarkraftübernommenwird. Die darinauftretende
Paardichteist für zeitgeradeSystemedefiniertalsÝ �6T� &)( �Ò� d ¤ 0 Ç 0 E §0 ��T� & E 0 �6T� & 	 (3.20)

Im Gegensatzzur Teilchendichte,bei derdie Zusẗandemit denBesetzungswahrscheinlichkeiten Ç �0
gewichtetwerden,tritt hiereineGewichtungmit demProdukt

¤ 0 Ç 0 auf.Dementsprechendlieferndie
amsẗarkstengebundenenZusẗandesowie sehrschwachgebundeneZusẗandefastkeinenBeitragzur
Paardichte.Ihr größterBeitragkommt von Zusẗandenmit Ç 0 s � { � . Dies sindgeradeZusẗandeim
BereichderFermikante.Die Paardichtezeigt (bis auf die Vorfaktoren)einenVerlaufwie die Baryo-
nendichte.DieserAnsatzsorgt dafür, dassdasPaar-Potenzialim Kernlokalisiertist,sodassZusẗande,
die dort die größteAufenthaltswahrscheinlichkeit haben,am sẗarkstenzum Pairing beitragen.Dies
verhindertdenBeitrageinesunphysikalischenNukleonengasesausfreienZusẗanden.

Beim R -Kraft-Pairing, dashier für zeitgeradeSystemeformuliert wird, wird die Ortsabḧangig-
keit von £ �6T� & zu einerKonstanten:£ �6T� & L £ û . DieseKonstantewird negativ gewählt, damit die
resultierendePaarwechselwirkung attraktiv ist.

Das Paar-Potenzial
� �6T� & ist definiert als FunktionalableitungdesEnergiefunktionalsnachder

Paardichte,also� �6T� &º( R � pairingR Ý ( ø� £ û Ý �6T� & 	 (3.21)

Diesermöglicht uns,dasEnergiefunktionalals�
pairing

( ø� Ü d
� � � �6T� & Ý �6T� & (3.22)

zu notieren.
Nun wird dasFunktionalder gesamtenEnergie minimiert unterder ZwangsbedingungdesErwar-
tungswertesder Teilchenzahl

Ê
, der durcheinenLagrange-MultiplikatorÄ eingearbeitetwird. Zu

berechnenist nun   Ç 0 I � BCS
mf 9 � pairing �ÔÄ Ê J ( �
	 (3.23)
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Eine ausf̈uhrliche BerechnungdiesesAusdrucksfindet sich z.B. in [Rut99]. Das Ergebnisdieser
RechnungsinddieBCS-Gleichungen� � < 0 �ÔÄ & ¤ 0 Ç 0 � � 0 � ¤ �0 � Ç �0 &Z( �
	 (3.24)

DabeikennzeichnetderIndex : alleZusẗandedaspaaraktivenRaums.
DerEinteilchengapparameter

� 0 ist derErwartungswertdesPaarPotenzialsim Zustand
E 0 :� 0 ( � * d

� � E §0 �6T� & � �6T� & E 0 ��T� & 	 (3.25)

Die Besetzungswahrscheinlichkeiten ergebensichdannzuÇ �0 ( �� ¶ � � < 0 �ÔÄØ � < 0 �ÔÄ & �º9 � �0 ¹ 	 (3.26)

Die Paarkraftsẗarken £ p und £ n sindfür diejeweiligeNukleonensorteim Allgemeinenunterschiedlich
groß.EssinduniverselleGrößen,diefür alleKernederNuklidkartegültig sind.Zu jederParametrisie-
rungdesMean-Field-AnteilsderNN-Wechselwirkung (alsozu jedemParametersatz)korrespondiert
ein Paarvon Paarkraftsẗarken. Sie könnennacherfolgterAnpassungder Mean-Field-Parameter, in
einemFit der Pairing-Gapsan Gaps,die ausexperimentellenDatengewonnenwurden,bestimmt
werden.Dies wurde z.B. in [Ben97, Rut99] durchgef̈uhrt. Eine andereMöglichkeit bestehtdarin,
die Paarkraftsẗarken simultanmit denMean-Field-ParameternanexperimentelleDatenanzupassen.
DiesesVerfahrenist nochkonsistenter, da bei der Anpassungder Mean-FieldParameternicht ein
anderesPairing-Rezeptverwendetwird als das,wassp̈ater in denRechnungenVerwendungfindet.
DiesesVerfahrenwird zur BestimmungderPaarkraftsẗarken für die Kraft PC-F1verwendet,die im
RahmendieserArbeit entstandenist.

3.6.1 Der Energie-Cutoff

DerEinflussdesKontinuumserweistsichauchbeidieserBehandlungalszuhoch,sodasszus̈atzlich
einCutoff eingef̈uhrtwerdenmuss.Die einfachsteMöglichkeit dazubestehtdarin,einegewisseEner-
gie

�
max zu definieren,abderkeineZusẗandemehrber̈ucksichtigtwerden,oderfür denpaaraktiven

Zustandsraumeine festeAnzahl von Zusẗanden
Ê

pairing festzulegen. In beidenFällen könnensich
jedochbei numerischenRechnungenProblemeergeben,die daherkommen,dasssich beim Über-
gangzu anderenNukleonenzahlenoderDeformationender paaraktive Raumsprunghaftund damit
unphysikaliscḧandernkann.Aus diesemGrundwird in [Ben97] ein Cutoff entwickelt, bei demdie-
seSchwierigkeitenverhindertwerden.Die Ideeist dasweiche AbschneidendesPaarkraftraumszu
hohenEnergienhin 2.

Der Cutoff vermindertmit steigenderEnergie desZustandesseinenBeitragzur Paarenergie (er
wird deshalbauchals Energie-Cutoff bezeichnet)3. Dabeiwird zum AbschneidenfolgendeFermi-
funktionverwendet:Þ 0 ( Þ � < 0 &Z( �� 9;ß6àCá v � < 0 �;Ä�� ��� &%{ À w 	 (3.27)

Die Parameterwerdensoangepasst,dassdasErgebnisnichtsensitiv auf ihrenkonkretenWert ist und
der paaraktive RaumeinefesteAnzahl an Zusẗandenentḧalt. Dabeiwird verwendetÀ ( � { � � �Y�
und

Ê
max

( � 9 � 	 �
� � �â½ � (
�

ist die Anzahl der Nukleonenin einerSchale).DieseAbscḧatzung
2Im Folgendenwird nochspezifizert,wie derAusdruckweich zuverstehenist.
3Denkbarwäreauchein Cutoff in Abhängigkeit von denrms-Radiender Zusẗande,wie er in [Rut99] vorgeschlagen

wird.
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ist demOszillatormodellentlehnt,bei demdie AnzahlderElementarsystemein derletztenbesetzten
Schaleca.

� 	 �
� � �â½ � betr̈agt[Ben97].
In manchenFällen erweist sich dieseBehandlungals nicht ausreichend.Besondersbei Ker-

nen, die naheder Dripline liegen, ist trotz R -Paarkraft und Energie-Cutoff der Einfluß der qua-
sifreien Zusẗandezu groß. Für dieseKerneist es wichtig, den Teilchen-Loch-und den Teilchen-
Teilchen-Kanalder effektiven Wechselwirkung gleichberechtigtund selbstkonsistentzu behandeln.
Dies führt im nicht-relativistischenFall, auf die Hartree-Fock-Bogolyubov-Gleichungen. In relativi-
stischenRechnungenmit endlicherReichweitewerdendie Austauschtermein denmeistenAnwen-
dungenvernachl̈assigt,so dassals Näherungin diesemFall Relativistic-Hartree-Bogolyubov Ver-
wendungfindet.EinevollständigeErweiterungdesPunktkopplungsmodellsum die Austauschterme
wird in derZukunftauchsystematischeRelativistic-Hartree-Fock-Bogolyubov-(RHFB)-Rechnungen
ermöglichen.

3.6.2 Dichteabhängigesã -Kraft-P airing

EineModifikation der in Abschnitt3.6besprochenenPaarkraft-Vorschrift bestehtin derEinführung
einerAbhängigkeit derPaarkraftvon dernukleonischenDichte.In Gleichung(3.19)wird dabeifol-
gendeErsetzungdurchgef̈uhrt [Taj93, Fay94, Dob95] :£ ��T� & L £ û ´p� � ¶ � V� û ¹

° µ 	 (3.28)

In konkretenRechnungenhat sich gezeigt,dassdie Resultatenicht sensitiv von denParametern� û
und [ abḧangen[Ben97]. TypischeWerte sind � û ( �
	 ��� fm � � und [ ( � 	f� . Der Wert für � û
entsprichtdemWert derGrundzustandsdichte,denmandurchMittelung überverschiedeneSkyrme-
Kräfte erḧalt. Mit [ ( � 	f� wird die einfachsteDichteabḧangigkeit angenommen.DieseForm des
Pairingswurdein dennumerischenRechnungenim RahmendieserArbeit nicht verwendet,dasich
global gesehenim Vergleich zum dichteunabḧangigen R -Kraft-Pairing keinesignifikanteVerbesse-
rungderBeschreibungvon Atomkernenergibt [Ben97].

3.7 Relativistic Hartr ee-Bogolyubov

DieseVerallgemeinerungdesHartree-Fock-Bogolyubov-(HFB)-Formalismus[Rin80, Ter96, Ben96]
auf relativistischeSystemewurdein [Kuc91] eingef̈uhrt. Der HFB-Formalismusfragt nachder all-
gemeinstenProduktwellenfunktion,die ausnicht wechselwirkendenQuasiteilchenbesteht.In dieser
Näherungwerdender Teilchen-Loch-und der Teilchen-Teilchen-Kanalder effektiven Wechselwir-
kung auf gleicheArt mit Hilfe der Bogolyubov-Transformationbehandelt.Dies ermöglicht prinzi-
piell, die Paarkraftwechselwirkung ausdergewähltenNN-Wechselwirkung zu bestimmen.Dennoch
wird in vielenAnwendungenfür tats̈achlichenumerischeRechnungeneineandereWechselwirkung
(z.B. die Gogny-Kraft [Gog75]) im Pairing-Kanalimplementiert.Im Falle desrelativistischenFor-
malismusliegt derGrundin denProblemen,die manbei Versuchenerḧalt, die Paarwechselwirkung
ausderMean-Field-Kraftzu berechnenundsiein denRechnungeneinzusetzen(siehe[Kuc91]). Die
entstehendenPaarkorrelationenkommenalsdrei-bis vierfachzugroßheraus.

Die Gleichungenfür dasPaar-Potenzialsindgekoppeltmit denGleichungen,in denenderMean-
Field-Anteil derWechselwirkung auftaucht.Sielassensichfolgendermaßennotieren[Lal97]:äå >� �87·�;Ä >�� >� § � >� 9 7 9 ÄBæç äåéè

k
�6T� &£ k
�6T� & æç ( �

k

äåéè
k
�6T� &£ k
��T� & æç 	 (3.29)
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Hier ist
>�

derEinteilchen-Hamilton-Operator und
>�

dasPaarPotenzial.Ä ist daschemischePotenzial,
dasdurchdie Bedingungfür die Teilchenzahlfestgelegt wird,

è
k
�6T� & und £ k

�6T� & sindDirac-Spinoren.
Die Potenziale,die BestandteiledesMean-Field-Hamilton-Operatorssind, müssenähnlichwie im
Hartree-Formalismusselbstkonsistentberechnetwerden.Die nukleonischenDichtenlassensichmit
Hilfe der £ Å �6T� & berechnen,z.B.gilt für die skalareDichte� s

�6T� &)( d
Ek
Æ

0

D£ k
�6T� & £ k

�6T� & 	 (3.30)

In der nahenZukunft ist essicherlichinteressantder Fragenachzugehen,wie sich dasPunktkopp-
lungsmodellin der RHB-Näherungverḧalt, insbesonders,ob sich im pp-KanalähnlicheProbleme
ergebenwie beidenin [Kuc91] getestetenRMF-FR-Parametrisierungen.Als Beispielwollenwir den
Erwartungswertdesskalaren4-Fermionen-Termsim BCS-Zustandbetrachten:�

BCS
~C� � > DE >E & � �P~BCS

� ( dÅ�ê ü ÅHë Ç �Å�ê Ç �ÅHë � DE Å�ê E Å�ê &6� DE ÅHë E ÅHë &� dÅ�ê ü ÅHë Ç �Å�ê Ç �ÅHë � DE Å�ê E ÅHë &6� DE ÅHë E Å�ê &� dÅ ê ü Å ë Ç Å�ê ¤#ìÅ�ê Ç ìÅpë ¤ ÅHë � DE Å�ê E ÅHë &6� DE ìÅ�ê E ìÅHë & 	 (3.31)

Der ersteTerm ist der direkte,der zweiteder Austauschterm.Der dritte Term kannals Paarkraft-
Termbezeichnetwerden;in einerreinenHartree-FockNäherungmit ganzzahligenBesetzungszahlen
verschwindeter.
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Kapitel 4

Observablen

In diesemKapitel sind die wichtigstenObservablendargestellt,die in den diskutiertenModellen
ausdennumerischenRechnungenextrahiertundmit experimentellenErgebnissenverglichenwerden
können.

4.1 EnergetischeObservablen

Die wohl wichtigsteundgenauestevermesseneObservablevon Atomkernenist ihre Masse,undda-
mit engverbunden,ihre Bindungsenergie. Sie entsprichtder Differenzder Summeder Massender
ProtonenundNeutronen,ausdenenderKernzusammengesetztist, undseinertats̈achlichenMasse:Õ (îí

Z üN � Ioï U�7 Proton 9 Ê U¡7 NeutronJ 	 (4.1)

In denRMF-Modellen,wie sie im RahmendieserArbeit verwendetwerden,ergibt sie sichausder
Summedermit denBesetzungszahlengewichtetenEinteilchenenergien, derMean-Field-Energie,den
BeiträgenderPaarenergie undderEnergie derSchwerpunktsbewegung:Õ ( d 0 Ç �i < i � * d

� � ��®�~ \ ~k®u� 9 � Pairing 9 � cm 	 (4.2)

Mit Hilfe derBindungsenergie lassensichDifferenzengr̈oßenbilden,mit denensichAussagen̈uber
die SchalenstrukturderKernemachenlassen.
ErsteDifferenzenderBindungsenergienergebendie Separationsenergien×

p
� Ê " ï &ð( Õ � Ê " ï & � Õ � Ê " ï � � &p"×

n
� Ê " ï &ð( Õ � Ê " ï & � Õ � Ê � � " ï &p" (4.3)

bzw. für jeweils 2 Nukleonen,wie wir siein dieserArbeit bei gg-Kernenbetrachten:×
2p
� Ê " ï &�( Õ � Ê " ï & � Õ � Ê " ï �©� &p"×

2n
� Ê " ï &�( Õ � Ê " ï & � Õ � Ê �Ô� " ï & 	 (4.4)

DieseGrößenver̈andernsich besondersstark an Schalenabschlüssen. Erkennbarist diesan ihrem
Zusammenhangmit der Fermienergie Ä , der in guterNäherungan Schalenabschlüssengilt, wo die
PaarkraftkeinenEinflußaus̈ubt:×

2p sñ�Ò��Ä p
" ×

2n s¿�Ò��Ä n 	 (4.5)
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ErsteDifferenzenderZwei-Nukleonen-Separationsenergien und damit zweiteDifferenzenderBin-
dungsenergienbildendie Zwei-Protonenbzw. Zwei-NeutronenGaps:R 2p

� Ê " ï &ð( � Õ � Ê " ï & � Õ � Ê " ï �©� & � Õ � Ê " ï 9 � &( ×
2p
� Ê " ï & � × 2p

� ï " ï 9 � &p"R 2n
� Ê " ï &ð( � Õ � Ê " ï & � Õ � Ê �Ô� " ï & � Õ � Ê 9 � " ï &( ×

2n
� Ê " ï & � × 2n

� Ê 9 � " ï & 	 (4.6)

DieseGrößensindanSchalenabschlüssengepeakt,dasichdort,wie wir obenbereitsgesehenhaben,
dieSeparationsenergienbesondersstarkändern.SiekönnenauchalsKrümmungenderEnergiefläche
in Richtungvon ï bzw.

Ê
interpretiertwerden.

4.2 ObservablendesFormfaktors

Aussagen̈uberdie DichteverteilungeinesAtomkerneskönnenmit Hilfe einerexperimentellzug̈ang-
lichenGrößegemessenwerden,die manalsFormfaktorbezeichnet.
Für Ladungsverteilungen,diemit derLadungsdichte� ch

�6T� & beschriebenwerden(chstehtfür charge)
ist erdefiniertals|

ch
�oTò &Z( *

d
� � ß6àCá � : Tò U T� & � ch

��T� & 	 (4.7)

Dabeiberzeichnetò ( ~ Tò ~ denImpuls̈ubertrag.Die Ladungsdichtewird dabeiausder Mean-Field-
Rechnungextrahiert(diegenaueProzedurfindetsichin [Rut99]).
Für spḧarischeLadungsverteilungenerhaltenwir|

ch
� ò &Z( ¸�- *¥óû d�aô û � ò}� & � ch

� � &p" (4.8)

dabeiist ô û �! S&º(öõâ÷�øa�! @&%{o die Bessel-FunktionnullterOrdnung.

4.2.1 Der Ladungsradius

Der rms-LadungsradiuseinesKernslässtsichmit Hilfe desFormfaktorseinfachberechnen:� ch
rms

( � �|
ch
� � &Éù ÷ûúü%ý û   � | ch

� ò &  ò � 	 (4.9)

4.2.2 Der Diffraktionsradius

EineanderewichtigeGröße,dieAussagen̈uberdieLadungsverteilungdesKernsmacht,ist dersoge-
nannteDiffraktionsradius. Ihn bestimmtmanmit Hilfe einerkastenf̈ormigenLadungsverteilungder
totalenLadungQ:� R

K
(Ìþ ¶ ¸�-�¨ÿ � ¹ �Áø " � � ÿ�� � " � ¬ ÿ 	 (4.10)

Ihr Formfaktorlässtsichleicht berechnen,erergibt sichzu| R
K
� ò &)( � þ ô ø � ò ÿ &ò ÿ 	 (4.11)



4.3Observablenzur BeschreibungderDeformationdesKerns 55ô ø ist die spḧarischeBesselfunktion.Der Radius ÿ wird so gewählt, dassdie ersteNullstelle des
tats̈achlichenFormfaktors ò û mit dererstenNullstelledesmodelliertenFormfaktorsübereinstimmt.
Dies ist derFall wenn ÿ ò û mit dererstenNullstelle

 û von ô ø � � & übereinstimmt.Darausergibt sich
derDiffraktionsradiusÿ dms

(« û { ò û 	 (4.12)

4.2.3 Die Oberflächendicke

Die Höhe deserstenExtremumsdesFormfaktorsentḧalt Informationenüber den Grad der Aus-
schmierungderKerndichtein seinerRandzone.DieseEigenschaftdesKernsbeschreibtmangewöhn-
lich durcheineObservable,die manalsOberfl̈achendicke bezeichnet.Um siezu erhalten,vergleicht
mandentats̈achlichenFormfaktormit demLadungsformfaktor einerkastenf̈ormigenVerteilung � R

b ,
die mit einerGaussfunktion���g derBreite � gefaltet ist. DerFormfaktorderausdiesemFaltungspro-
zessresultierendenDichteverteilungist dasProduktdereinzelnenFormfaktoren:| R ü �

bg
� ò &)(ö| R

b
� ò &Â| �g � ò &)(î| R

b
� ò & ß6à
á � � ø� � � ò � & 	 (4.13)

Der Parameter� wird so bestimmt,dassder tats̈achlicheFormfaktor und
| R ü �

bg
� ò & am erstenExtre-

mum ò e von
| R

b
� ò & übereinstimmen.Für ÿ verwendetmandenobeneingef̈uhrtenDiffraktionsradius.

DerParameter� ist die Oberfl̈achendicke, erergibt sichaus� ( �ò
e

�²ù ø I | Rdms
� ò

e
&|

ch
� ò

e
& J 	 (4.14)

Hierbei berechnetsich ò e zu
 

e
{ ÿ dms, wobei

 
e der x-Wert deserstenExtremumsder Funktionô ø �! @&%{o ist.

4.3 Observablenzur Beschreibung der Deformation desKerns

Zur Charakterisierungder DichteverteilungdesKernsbzw. seinerDeformationkönnenspḧarische
Multipolmomenteherangezogenwerden.Ihr Erwartungswertim GrundzustanddesKernsmachtAus-
sagen̈uberdieDeformationdesKerns.Die Multipolmomentekönnenauchfür NeutronenundProto-
nengetrenntberechnetwerden,um z.B.Polarisationseffektezu erkennen.

Die spḧarischenMultipolmomente
þ�� y bzw. die relativenMomentem � y sinddefiniertdurchþ�� y ( *

d
�  � ��� §� y � ? "	�C& � �¡T a& (4.15)

bzw.

m � y ( ¸�-� z ÿ � þ
� y 	 (4.16)z
bezeichnetdie totale NukleonenzahldesKerns,durch ÿ ( � 	Ù� z ø=½ � fm wird der Kernradius

angen̈ahert.Der Vorteil derBeschreibung desKernsmit Hilfe der relativen Momentebestehtdarin,
dassbei ihnendie Skalierungder spḧarischenMultipolmomentemit

z
herausgerechnetwird. Dies

ermöglicht näherungsweisedasVergleichenvon Deformationenvon Kernenmit unterschiedlicher
Masse.
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Die wichtigstenMultipolmomente,diezurBeschreibungvonKernenin axialerSymmetrieben̈o-
tigt werden,sinddasQuadrupolmoment

þ �µû , dasOktupolmoment
þ � û sowie dasHexadekupolmo-

ment
þ ú�û :þ �µû ( �� � �¸�- * d

�  � �¡T a&S� �
� � � � � &p" (4.17)þ � û ( �� � �¸�- * d
�  � �¡T a&S� �
� � � � � � & � " (4.18)þ ú�û ( �³ � �¸�- * d
�  � �¡T a&S� ³ � ú �Ô�}¸�� � � � 9 � � ú & 	 (4.19)

DasQuadrupolmomentcharakterisiertgenerelldie DeformationdesKerns.Bei derBerechnungvon
Spaltbarrierenwird durcheineZwangsbedingungauf

þ �µû der (semiklassische)Weg desKernsvon
seinemGrundzustandbis hin zur Trennungder Fragmentebeschrieben.DasHexadekupolmoment
beschreibtdensogenanntenHals desKernsbei der Spaltungbzw. zus̈atzlich zu

þ �µû die Form sei-
ner Dichteverteilungim Grundzustand.DasOktupolmomentcharakterisiertKernformen,die nicht
reflektionsymmetrischsind(bestimmteKerneim Grundzustandbzw. asymmetrischeSpaltpfade).

4.4 Observablender Paarkraft

Die Paarkraftmachtsichin denSystematikenderBindungsenergie dadurchbemerkbar, dassdieMas-
senfl̈achederungeradenKerneumeinengewissenBetrag

�
höherliegt alsdiedergg-Kerne.Ursache

dafür ist die Energie,diedurchPaarungvon zweiNukleonengewonnenwerdenkann.
Aus experimentellenDatenlassensich die Protonen-und Neutronen-Paargapsfolgendermaßenex-
trahieren[Mad88]:�

p
� ï &�( � � � � &��³ ´ � � ï 9 � & �8¸ � � ï 9 � & 9 � � � ï & �8¸ � � ï � � & 9 � � ï �©� & µ "�

n
� Ê &�( � � � � &��³ ´ � � Ê 9 � & �8¸ � � Ê 9 � & 9 � � � Ê & �8¸ � � Ê � � & 9 � � Ê �©� & µ 	

Dabeiwird die NukleonenzahlderanderenNukleonensortealskonstantundgeradeangenommen.
Um denPaargapausnumerischenRechnungenzu extrahieren,versuchtman,diesenauseinereinzi-
genRechnungzu erhalten.Dazuwird folgendeFormel[Ben97] verwendet:� ( Ë Å ¤ Å Ç Å ~ E Å ~ �Ë Å ¤ Å Ç Å 	 (4.20)

Hier tragenim wesentlichendie Zusẗandein derNähederFermienergie bei.Eineanderegebr̈auchli-
cheFormelist [Dob84]� ( Ë Å Ç �Å ~ E Å ~ �Ë Å Ç �Å 	 (4.21)



Kapitel 5

NumerischeMethoden

Wie obendiskutiert,ist dasnukleareVielkörperproblemin denangewandtenNäherungennichtmehr
analytischlösbar. Um die gekoppeltenGleichungenim Ortsraumzu lösen,werdeneineReihevon
numerischenTechnikenverwendet,die im Folgendenbesprochenwerden.

5.1 Der ged̈ampfte Gradientenschritt

Um die WellenfunktiondesKernszu bestimmen,die demenergetischenMinimum und damit sei-
nemGrundzustandentpricht,wird dasVerfahrendesged̈ampftenGradientenschrittesbenutzt[Blu93,
Rei82], dasim Folgendenerläutertwerdensoll.

Die Energie desKernslässtsichalsFunktionalderEinteilchenwellenfunktionen ausdr̈ucken:� ÍC~ E � � Î ( �d
� � E � ~ >� � ~ E � � 	 (5.1)

Aufgabeist nun,dasMinimum dieserEnergie im RaumderWellenfunktionenzu bestimmen.Dort
verschwindetdie FunktionalableitungderEnergie nachdenWellenfunktionen:_ �_ ~ E � � ( >� >� � ~ E � � ( �
	 (5.2)

Dabeibezeichnet>��( � � �d� ��ø ~ E � �6� E � ~ (5.3)

denProjektorauf unbesetzteZusẗande.Die Ideeist, sich in jedemIterationsschritt– ausgehendvon
der n-ten Näherungder Wellenfunktionen– ein Stück weiter in entgegengesetzterRichtungzum
Gradientenin dermultidimensionalenEnergieflächezubewegen:~ E�� Ã ø� � (�� ` ~ E��� � �  û >� >� � ~ E��� � c 	 (5.4)

Dabeisteuertder numerischeParameter
 û die Schrittweite.Die in jedemIterationsschrittnotwen-

dige Orthonormierungder Wellenfunktionenwird durch den Operator
�

bezeichnet.Dazu wird
dasGram-Schmidtsche-Orthonormierungsverfahren verwendet.Benutztmandie Vorschrift (5.4) in
obiger Form, so ist die Schrittweitefür jede Wellenfunktionproportionalzu ihrer Energie (diese
Abhängigkeit entstehtdurchdie AnwendungdesEinteilchen-Hamilton-Operators auf die jeweilige
Wellenfunktion).DadurchkonvergierenZusẗandemit niedrigenEnergien langsamerals solchemit
höherenEnergieeigenwerten,wasdie KonvergenzdesgesamtenSystemsnachteiligbeeinflußt.Um
diesenEffekt zukurieren,wird einsogenannterDämpfungsoperator

>�
eingef̈uhrt1, dervonderEner-

1Der ProjektoraufdieunbesetztenZusẗandewird derÜbersichtlichkeit halberin seineDefinition mit aufgenommen.
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58 NumerischeMethoden

gie derjeweiligenWellenfunktionabḧangt.Er ist definiertals>� (  û� û �� 9 ����� >� 	 (5.5)

Er entḧalt einenweiterennumerischenParameter,
� û . >� bezeichnetdenOperatorder kinetischen

Energie (die potentielleEnergie wird zustandsunabhängig durch
� û approximiert).Nun werdenZu-

sẗandehöhererEnergie langsamerged̈ampft,waszu einergleichm̈aßigenKonvergenzdesSystems
führt.DasVerfahrenliest sichkomplettals~ E � Ã ø� � (�� ` ~ E �� � � >� >� � ~ E �� � c 	 (5.6)

Eswird iterativ unterjeweiliger AktualisierungderNäherungenfür die Wellenfunktionenangewen-
det,bisKonvergenzerzieltwird.

5.2 Konvergenzkriterien

Um die KonvergenzderRechnungzu überpr̈ufen steheneinigeGrößenzur Verfügung.Ein sehrdi-
rekterTestaufKonvergenzist dieEnergieänderung

���
derBerechnungwährendeinerIteration.Um

ein frühzeitigesAbbrechenderRechnungdurchkurzzeitigekleineEnergieänderungenzuvermeiden,
wird

�Y�
überdie jeweils zehnletztenIterationengemittelt.Die Varianz,definiertals� ( Ø ����~ >Ï � ~k��� � ����~ >Ï ~k��� � " (5.7)

ist ein direktesMaß für die Qualiẗat der Lösungund kann als zus̈atzlichesKriterium eingesetzt
werden.Sie wird genaudann Null, wenn der optimale Satz an Wellenfunktionenin der Slater-
Determinantegefundenist.

In jedemFall kanndie maximaleAnzahl an Iterationenvorgegebenwerden,nachder dasPro-
grammunabḧangigvondenKonvergenzkriteriendieRechnungbeendensoll.Oft hilft in diesenFällen
eineModifikation dernumerischenParameter, um die Konvergenzzuerreichenbzw. zu verbessern.

5.3 Zwangsbedingungen

5.3.1 Die Implementation

Nicht immer ist manandenGrundzusẗandenvon Kerneninteressiert.Eine interessanteAnwendung
der Mean-Field-Modelleist die Berechnungvon Spaltbarrieren.Da die BerechnungganzerPoten-
zialenergieflächenim Allgemeinensehrviel Rechenzeitben̈otigt, beschr̈ankt mansichmeistensauf
SchnittedurchdieseFlächen.Dazuwird ein Parameter(eineSpaltkoordinate)ben̈otigt, derdenWeg
desKernsbis zu seinerSpaltungbeschreibt.Dies wird in selbstkonsistentenModellenerreicht,in-
demderErwartungswertdesQuadrupolmomentesdesKerneseinerZwangsbedingungunterlegt wird.
Man suchtnununterEinhaltungdieserZwangsbedingungnachderenergetischgünstigstenLösung
für dieWellenfunktiondesKerns.Dieswird auchhierdurchden(modifizierten)ged̈ampftenGradien-
tenschrittgel̈ost.Die höherenMultipolmomente,diedurchdie SymmetriendesProblemszugelassen
sind,könnensichfrei einstellenundnehmenautomatischdie Wertean,die dieserLösungzu (lokal)
minimalerEnergie entsprechen.
Die ZwangsbedingungrealisiertmandurchEinführungeineszus̈atzlichenTermsin denHamilton-
OperatordesProblemsmit Hilfe derMethodederLagrange-Multiplikatoren:>Ï

mf L >Ï Á
mf
( >Ï

mf �ÔÄ � >þ � 	 (5.8)
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DerLagrange-MultiplikatorÄ ist dieSteigungderPotenzialenergiefläche, also_ �_ þ ( �MÄa	 (5.9)

Die Zwangsbedingungliegt dabeiaufdemErwartungswert
þ

desOperators
>þ

in derWellenfunktion
desKerns:

þ ( � >þ �
. Währendder Iterationenwird jeweils

� >þ �
berechnetund die Ä entsprechend

angepasst,bisdieZwangsbedingungerfüllt ist.DabeientsprichtderOperator
>þ

meistenseinemMul-
tipoloperator, z.B. demQuadrupoloperator>þ �µû ( �
� � � � � 	 (5.10)

Auf dieseWeisekönnenauchmehrereZwangsbedingungengleichzeitigangewandtwerden.
Die RealisierungderZwangsbedingunggeschiehtdurchAusführungeinesTestschrittes:~ E�� Ã ø=½,�� � (�� ` ~ E��� � � >� � >� � 9 Ä � U >þ�& ~ E��� � c 	 (5.11)

Solangedie Zwangsbedingungnochnicht erfüllt ist unddamit Ä nochnicht seinenendg̈ultigenWert
erreichthat,ändertsichderErwartungswertvon

>þ
in demTestschrittum

R þ ( �d� ��ø � E�� Ã ø=½,�� ~ >þ ~ E�� Ã ø=½,�� � � �d� ��ø � E��� ~ >þ ~ E��� � 	 (5.12)

DieseÄnderungsoll nunminimiert werden.Dazuwird Ä korrigiert nachÄ � Ã ø ( Ä � � < R þË �� ��ø � E �� ~ >þ � ~ E �� � 9   û 	 (5.13)

Dabeiwurdendie numerischenParameter< und
  û eingef̈uhrt. Im Gradientenschrittwird daszus̈atz-

lichePotenzialR Ä�U >þ addiert,wobeiR Ä ( ª û þ � � þË �� ��ø � E �� ~ >þ � ~ E �� � 9   û (5.14)

ist (hierbeiwird der Parameterª û eingef̈uhrt, und
þ �

bezeichnetdenErwartungswertim n-tenIte-
rationsschritt).DiesesZusatz-Potenzialsorgt für eineweitereAnnäherungdesErwartungswertesan
dengewünschtenWert.
DerkompletteGradientenschrittmit Zwangsbedingungist nun~ E�� Ã ø� � (�� ` ~ E��� � � >� � >� � 9 � Ä � Ã ø 9 R Ä & U >þt& ~ E��� � c 	 (5.15)

GrößerenumerischeStabiliẗat wird erreicht,wennmanin (5.15)nicht die Wellenfunktionenausder
vorherigenIteration,sondernausdemTestschrittbenutzt.

5.3.2 Zwangsbedingungenmit Multipolmomenten

Nebender schonobenerwähntenZwangsbedingungauf dasQuadrupolmomentsind noch andere
MultipolmomentealsZwangsbedingungeninteressant.
Ebenfalls wichtig ist derOperatordesHexadekupolmoments>þ ú�û ( ³ � ú �©�}¸�� � � � 9 � � ú (5.16)

undbei asymmetrischenKernformenderOperatordesOktupolmomentes>þ � û ( �
� � � � � � � 	 (5.17)
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In numerischenRechnungenist eineDämpfungdieserOperatorenfür großeAbsẗandevom Zentrum
desKernsnotwendig,dasichdie Nukleonenin unphysikalischenPotenzialtaschensammelnkönnen
undandenGitterranddrängen.Dazuwerdendie Multipoloperatorenmit einerFermifunktionmulti-
pliziert:>þ ged̈ampft ( �� 9;ß6à
á I � � ¦° J U >þ 	 (5.18)

Die Parameter� und [ bezeichnendabeiDämpfungsradiusundBreitedesAbfalls. Dabeigeschieht
dieWahlderParameterso,dassderneueOperatorderZwangsbedingungpraktischnur innerhalbdes
Kernswie der Multipoloperatorwirkt und außerhalbdesKernsraschauf Null abf̈allt. Hier ist der
KernradiusalsderAbstanddefiniert,bei demdie Dichtegerade øø�û dermaximalenDichtedesKerns
betr̈agt[Rut94].

In [Kud00, ReiD] wird eineMethodebeschrieben,wie dienotwendigestarkeDämpfungderMul-
tipoloperatorenumgangenwerdenkann.Dazuführt manZwangsbedingungenein,derenfunktionale
Form zu einemasymptotischlinearenVerhaltenin � führt, währendsie für kleine Absẗandewie
Multipoloperatorenwirken.ErsteTestrechnungenhabenbis jetzt zu keinerdeutlichenVerbesserung
gegen̈uberdenged̈ampftenMultipoloperatorengeführt [Bue98b].

5.3.3 Diskussionder Methode

q’

h

q

Abbildung 5.1:DieAbbildungzeigtschematischeinetypischePotenzialenergieflächealsContourploẗuberder
Quadrupolmoment(q) - Hexadekupolmoment(h)-Ebene.Schwachgestricheltist derSpaltpfadeinerRechnung
mit Quadrupolmomentzusehen,sẗarkergestricheltist derPfadentlangdesSpaltpfadeseingezeichnet.Derun-
terePfad,derzur q-Achseführt,kennzeichneteineweitereMöglichkeit desSpaltpfades.Nach[Flo73, Rin80]

Abbildung5.1zeigt(schematischundstarkübertrieben)einePotenzialenergieflächein der !�"�#$!&%
(q-h) EbenealsKontourdarstellung.Man erkenntschwachgestricheltdenPfad,deneineRechnung
mit Quadrupolconstraintnehmenwürde.Dieserentstehtdurchjeweils lokaleMinimierungdesHexa-
dekupolmomentsundderhöherenMultipolmomentebei festgehaltenemQuadrupolwert.DieserPfad
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entsprichtim allgemeinennichtdemPfad,derdemGradientenfolgt unddemquasiklassischenSpalt-
pfadentspricht.Letztererist fett gestrichelteingezeichnet.GrundzustandundSattelpunktsindjedoch
BestandteilbeiderPfade.Läuft derSpaltpfad parallelzur !'" -Achse,so sind die Pfadeidentisch.Je
weitersichderPfadin !&% -Richtungbewegt, umsogrößerwerdendieAbweichungen.In diesenFällen
entspricht!�" immerwenigereinergeeignetenSpaltkoordinate.In denmeistenFällen jedochsollten
der Mean-Field-Pfad und der Pfad, der demGradientenfolgt, relativ gut übereinstimmen.In Aus-
nahmef̈allen kannder tats̈achlicheSpaltpfad einenganzanderenWeg nehmen.Letztendlichkönnen
die Massenparameter, die zur Berechnungvon Durchgangswahrscheinlichkeiten unerl̈asslichsind,
dasBild noch ändern.DieseMöglichkeit ist durchdenunterenWeg angedeutet,der zu negativen
Hexadekupolmomentenführt.

Untersuchungenmit der makroskopisch-mikroskopischen Methodevon PeterMöller et al. be-
rechnenvollständigePotentialenergieflächenin bis zu 5-dimensionalenMultipolräumen[Moe00].
DieseModelle habenjedocheinenlimitierten Deformationsraumund esist nicht von vorneherein
klar, wie sichdie Ergebnissebei einerVergößerungdesDeformationsraumes̈andernwürden.

In vielenFällenist die Berücksichtigungzus̈atzlicherFreiheitsgradein denRechnungenessenti-
ell. SoverschwindenoftmalssymmetrischeBarrierenbei derErweiterungauf reflektionsasymmetri-
scheKernformen.WeiterhinkönnenauchtriaxialeKernformenaxialsymmetrischeBarrierenverrin-
gernbzw. Minima miteinanderverbindenunddamitauchdenSpaltpfadqualitativ ver̈andern.

5.3.4 Andere Arten von Zwangsbedingungen

Für einigeAnwendungenerweistsich die Verwendungvon Multipolmomentenals nicht geeignet.
Dies betrifft zum Beispiel extrem asymmetrischeKernkonfigurationenoder die Fragenachmole-
kularenZusẗandenvon Atomkernen.DieseFragestellunghat durchexperimentelleErgebnissezur
(kalten)Dreifachspaltungvon ")()" Cf [Ram98] neuesInteressehervorgerufen.

SolcheProblemelassensichmit zweianderenZwangsbedingungenbehandeln,demDichtecons-
traint [Cus85] unddemFourierconstraint [Kud00].

5.4 Die Programme

5.4.1 Die Mean-Field-Programme

M. BenderundK. Rutzentwickeltenim RahmenihrerDissertationen[Ben97, Rut99] einProgramm-
paket in derSpracheC++, dasdie Berechnungvon Atomkernenim RahmendesRMF-FR-Modells
(Programmermfxd) unddesSHF-Modells(Programmehfxd) in x=1,2 und3 dimensionalenKon-
figurationenerlaubt.DabeiwerdendienumerischenRoutinenvondenProgrammengeteilt.DieRMF-
FR-Programmewerdenim RahmendieserArbeit um die CodierungdesPunktkopplungsmodells er-
weitert. Dies ist aufgrunddesmodularenund objektorientiertenAufbausder rmfxd-Programme
einfachzu bewerkstelligen.
Die gekoppeltenBewegungsgleichungenwerdenim Ortsraumauf einemnumerischenGitter gel̈ost,
auf demalle FelderundWellenfunktionenrepr̈asentiertwerden.Die numerischenAbleitungenwer-
den dabeidurch Transformationin den Impulsraumund anschließendeMatrizenmultiplikationen
durchgef̈uhrt. Berechnungenvon Kernensindin spḧarischer, axialer, triaxialerSymmetrieundauch
- ohneEinschr̈ankungen- dreidimensionalmöglich. Die drastischeErhöhungvon Rechenzeitund
Speicherbedarfmit zunehmendenFreiheitsgradensowie die zu erwartendenSymmetriendesKerns
legenjeweils die zu wählendeSymmetrieunddamitdaszu benutzendeProgrammfest.
Bei beidenProgrammenist eineVielzahlvonParameters̈atzenwählbarbzw. auseinerexternenDatei
einlesbar.
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Zur Behandlungder Paarkraftstehenebenfalls einigeVerfahrenzur Verfügung:constantgap,con-
stantstrenght,filling approximation,* -Kraft-Pairing, dichteabḧangigesPairing und Lipkin-Nogami
Pairing (siehedazudie Diskussionim Kapitel3) sindim Programmintegriert.

DasProgrammrmf1d (für Rechnungenin spḧarischerSymmetrie)kanndabeizur Berechnung
von KernenoderausdemnachfolgendbeschriebenenFitprogrammausgerufenwerden,wobeiesin
diesemFall eineReihevon Observablen2 ausgibt.DerAufruf kannauf zweiArten geschehen:+ rmf1d F , infile - : DasProgrammstopptnachderRechnung,wobeiesvorherdie Obser-

vablenherausschreibt.+ rmf1d f , infile - : DasProgramminitialisiert denSignalhandler, gehtschlafenundwartet
aufSignale,die eszurRechnungoderzur Terminierungauffordern.

Ist mannichtaneinerAnpassungvonKopplungskonstanteninteressiertsondernausschließlichander
BerechnungeinesKerns,sowird dasProgrammeinfachdurch+ rmf1d , infile - aufgerufen.

5.4.2 DasProgramm zur Berechnungvon Kernmaterie

Im RahmendieserArbeit entstanddasProgrammrenuma3 zurBerechnungvon symmetrischerund
asymmetrischerunendlicherKernmaterie.Als Parameters̈atzekönnenentwederdie Sätzeausden
Mean-Field-ProgrammenverwendetwerdenoderauseinerDateieingelesenwerden.Die Zustands-
gleichungkanndabeifür symmetrischeKernmaterie,reineNeutronenmaterieoderfür ein beliebiges
Protonen/Neutronenverḧaltnis berechnetwerden.Zus̈atzlich werdenEnergie, Grundzustandsdichte,
Kompressibiliẗat, effektive Masseund der Asymmetrie–Koeffizient berechnet.Die Berechnungen
sindfür daslineareundnichtlineareRMF-FR-Modellsowie für dasRMF-PC-Modellimplementiert.
renuma kannauchim Zusammenhangmit fitit (siehenächsterAbschnitt)zumAnfittenvon den
ModellenanKernmateriebenutztwerden.DazusindfolgendeFitstrategienimplementiert:+ EOS4-Datenvon Rechnungenvon Malfliet etal. [Boe94a, Boe94b].+ EOS-Datenvon Rechnungenvon BrockmannundMachleit[Mac85, Mac89].+ EOS-DatenderRMF-FR-KraftNL-Z [Rei89].

5.4.3 DasFitpr ogramm

DasProgrammfitit5 wurdezur Anpassungvon Modellparameternentwickelt. Dabeiwurdedie
Schnittstellezu anderenProgrammenso allgemeinprogrammiert,dassseineAnwendungnicht auf
Problemeausder Kernstrukturbeschr̈ankt ist. Der Aufruf desProgramms,dasdie Modellrechnun-
genmacht,kanndabeiübereinenfork()-Aufruf geschehenoder, bei geeigneterPr̈aparierungdes
Programms,̈uberKommunikationmit Hilfe von Signalengehen.DasAnpassenderKopplungskon-
stantenvon Kernmodellen,bei demin jedemSchritteinigeKernemit denneuenParameternberech-
netwerdenmüssen,ist in trivialer Parallelisierung̈ubertragbaraufmehrereProzessorenund/oderein
lokalesNetzwerk.Dies ist einemöglicheErweiterungdesProgramms.Die implementiertenAlgo-
rithmensindim Kapitel6 beschrieben.

2DiessindBindungsenergie, rms-Radius,DiffraktionsradiusundOberfl̈achendicke.
3von relativistic nuclearmatter(englisch)= relativistischeKernmaterie
4Equationof State(englisch)= Zustandsgleichung
5von fit it (englisch)= fitte es
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5.4.4 DasPerl-Skript zum Testeneiner Parameteranpassung

Um einenerstenEindruckvon derGüteeinesneuenParametersatzeszu bekommen,wurdedie Be-
rechnungeinigerKerneunddie DarstellungderdarausextrahiertenObservablenmit Hilfe desPerl-
Skriptestest the fit.pl automatisiert.

DerTestumfaßtefolgendeObservablen:+ Bindungsenergien,DiffraktionsradienundOberfl̈achendickender8 kanonischenKerne6,+ Zustandsgleichungfür symmetrischeKernmaterie,+ Bindungsenergienvon Isotopen-undIsotonenketten,+ Separationsenergien in Isotopen-undIsotonenketten,+ Die Spaltbarrierevon "�%	. Puund+ Spin-Bahn-Aufspaltungenvon ausgewähltenKernen.

DadurchkannnacheinerAnpassungderParameterjeweilseinersterEindruckvonderBeschreibung
derunterschiedlichenObservablenunddamitvon derGütederneuenKraft gewonnenwerden.

6GemeintsinddieKerne,diezurAnpassungvonNL-Z dienten[Ruf88].
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Kapitel 6

DasFitten der Modell-Parameter

”Niemandweisswirklich, wie das / " -Gel̈andeaussieht.Wer sagt, er weisses,irrt oder
lügt.“
(P.-G.Reinhard)

”F itten ist Voodoo.“
(M. Bender)

6.1 Globaleversuslokale Optimierung

Im FolgendensollendiesebeidenBegriffe definiertwerden,wie sie in dieserArbeit verwendetwer-
den:+ Globale Optimierung: Mit beliebigenbzw. speziellenAnfangsbedingungen, die vor demei-

gentlichenFit ermitteltwerdenkönnen,soll dasglobaleOptimumgefundenwerden.+ LokaleOptimierung: Ausgehendvon denAnfangsbedingungensoll dasnächstgelegeneOpti-
mumgefundenwerden.

LokaleOptimierungwird meistensdurchsogenannteDownhill-Algorithmendurchgef̈uhrt. Die ein-
fachstendavon sinddie Gittersuche bzw. derGradientenschritt (sieheunten).Im Vergleichzur glo-
balenOptimierungsindsiedeutlichschnelleraberstarkabḧangigvon demStartpunkt.GlobaleOp-
timierungsichertweitgehenddasAuffindendesglobalenOptimums,ist dafür aberoftmalserheblich
langsamer, da meistensder gesamteParameterraumdurchsuchtwird. GeeigneteVerfahrenhierfür
sindz.B.simulatedannealingundgenetischeAlgorithmen.

6.2 Die PhilosphiedesFittens

DasZiel Parameteranpassungist meistensdenoptimalenSatzanParameternfür ein gegebenesPro-
blemzu finden.Dabeimussdefiniertwerden,welcheEigenschafteneinenoptimalenParametersatz
kennzeichnen.Oft verstehtmandarunter– im Zusammenhangmit physikalischenModellen– einen
Satzan Parametern,der demModell die bestm̈oglicheVorhersagekraftfür Observablenbietet,die
nichtBestandteilderAnpassungsprozedursind.DieserSatzkorrespondiertin denallermeistenFällen
mit demglobalenOptimum.Allein ausdiesemGrundsindglobaleOptimierungen,wie sieim obigen
Abschnittdefiniertsind,wünschenswert.In der Praxis,wo dasErreichendiesesZiels nicht immer
mit hundert-prozentigerSicherheiterreichtwerdenkann,wird mandennochversuchen,ihm sonah
wie möglich zu kommen.Man sagt,Numeriksei mehrKunstals Wissenschaft,diestrifft nochviel

65
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mehrauf dasFittenvon kompliziertennichtlinearenModellenzu.Auch wennesin Veröffentlichun-
gen,in denensolcheFits durchgef̈uhrt werden,kaumausf̈uhrlich beschriebenwird, stecktin einer
AnpassungeinesParametersatzesviel empirischesSammelnvon InformationenundErfahrung.

Die Zielvorgabe,möglichst einenoptimalenSatzfür dasModell zu finden, führt im Rahmen
dieserArbeit zu TestsdiverserAlgorithmen,mit derenHilfe letztendlichein zufriedenstellendesEr-
gebniserreichtwerdenkonnte.

6.3 Die Methodekleinster mittler er Quadrate

Um denoptimalenSatzderKopplungskonstanten zu bestimmen,wird im RahmendieserArbeit die
MethodederkleinstenQuadrate(leastmeansquares) verwendet.Dabeidefiniertmandie Funktion/ " durch/ "1032 45 6�798
:<; 6calc # ; 6expt = ":?>@; 6 = " A (6.1)

SiehängtindirektvondenParameterndurchdieberechnetenObservablenab,die in das/ " eingehen.
Die >@; 6 bezeichnendieFehlerbzw. UnsicherheitenderObservablen.Siewerdenexternvorgegeben
undentsprechenim AllgemeinenderToleranz,die mandemModell für die gegebenenObservablen
zugesteht.Siesindoft größeralsdieexperimentellenUnsicherheiten:soliegt derexperimentelleFeh-
ler derBindungsenergienbeinureinigenkeV, währendbeimAnpassenderModellparametermeistens
einFehlervon B ADC�E desexperimentellenWertesangesetztwird. Die / " -Funktionsoll minimiertwer-
den,dasMinimum korrespondiertdann(hoffentlich) zu demSatzderoptimalenModellparameter.

In einerVeröffentlichungvonP. MöllerundR.Nix [MoeD] wird für nukleareMassenformelneine
Methodevorgeschlagen,mit derenHilfe die Modellparametergleichzeitigmit den Modellfehlern
selbstkonsistentbestimmtwerdenkönnen.Bei der Übertragungauf ein / " in dasunterschiedliche
Observableneingehen,mussdiesesVerfahreneventuellneuformuliertwerden.

6.4 Klassifizierung von Fitalgorithmen

Fitalgorithmenlassensichgem̈aßihrer VorgehensweisenachfolgendemSchemaklassifizieren:+ RechenbasierteVerfahren:Hierzu geḧorenGradientenschritt, Gittersuche, PowellsMethode,
Levenberg-Marquardt-Methode, BevingtonCurvedStep.+ ZufallsbasierteVerfahren:SimulatedAnnealing, Evolutionsprogramme, Genetische Algorith-
men.

Wir wollen nunzuerstdie rechenbasierten,anschließenddie zufallsbasiertenVerfahren,die in dieser
Arbeit getestetundzurAnwendunggebrachtwerden,besprechen.

6.5 Die Vorstellung der Fitalgorithmen

6.5.1 Der Gradientenschritt

Wie derNameschonsagt,spieltbeidiesemVerfahrenderGradienteineentscheidendeRolle,d.h.die
RichtungdessẗarkstenAnstiegesin dervon denParameternabḧangigen/ " -Fläche:F / " 2 45G 798IH / "H�J GLKJ G A (6.2)
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HierbeibezeichnetKJ G die RichtungdesParametersJ G . DasVerfahrenkannauf verschiedeneWeisen
eingesetztwerden.EineMöglichkeit ist, denGradientenin jedemIterationsschrittneuzu berechnen.
Schwachstellenweist diesesVerfahrenin der unmittelbarenUmgebung desMinimums auf. Da der
Gradientbei der Annäherungan dasMinimum immer kleiner wird, nähertsich dasVerfahrendem
exaktenMinimum asymptotisch.Bei kleinenSchrittweitenwird derBedarfanRechenzeitsehrhoch,
so dassdasVerfahrenineffizient arbeitet.GroßeSchrittweitenverhinderndagegendie genaueLo-
kalisationdesMinimums. Eine weitereMöglichkeit ist, jedemberechnetenGradientensolangezu
folgen,bis sichdas / " nicht weiter vermindert.Erstdannwird derGradientneuberechnetundder
schnellstm̈ogliche Abstieg in der / " -Landschaftgewählt, wasaberin vielen Fällen ineffektiv sein
kann.

Aus denobengenanntenGründenwird in dernahenUmgebung desvermeintlichenMinimums
eineandereMethodeverwendet,die im nächstenAbschnittreferiertwird.

6.5.2 Die quadratischeModellierung der Umgebung desMinimums

Die quadratischeEntwicklungder / " -Hyperflächeum dasMinimum / ". lässtsichnotierenals/ "$M / ".IN 45 6�798$H / ".H�J 6 * J 6 NPOC 45 6�798 45G 798QH " / ".H�J 6 H'J G * J 6 * J G A (6.3)

Dabeisind die Ableitungenvon / " an der Stellezu nehmen,an der das / ". definiert ist1. Die Ge-
samtheitderParameterJ 6 ( R 2 O
S ATATA S)U ) bezeichnenwir alsParameterkonfigurationV . Die Matrix W ,
derenElementedefiniertsindalsJ 6 G 2 OC H " / "H'J 6 H'J G (6.4)

ist die HessescheMatrix. Sie wird auchals Krümmungsmatrixbezeichnet,da sie ein Maß für die
Krümmungder / " -Hyperflächeist.

Wir wendennundie MethodederkleinstenQuadrateanundminimieren/ " ausGleichung(6.3)
bez̈uglich derParametervariationen* J 6 , um derenoptimalenWertezu erhalten.AusdieserVariation
ergibt sichH / "H : * J�X = 2 H / ".H'J�X NZY5G 798\[]H " / ".H�J^X_H'J G * J Ga` 2 B S b 2 O
S ATATA S)c (6.5)d X # Y5G 798 : * J G J G X = 2 B S b 2 O
S ATATA S)c A (6.6)

Dabeisinddie
d X definiertalsd X 2 # OC H / ".H�J^X A (6.7)

Die obigeGleichungkannauchalsMatrix-Gleichungnotiertwerden:e 2 * J W A (6.8)

Im folgendenbetrachtenwir zwei miteinanderverwandteVerfahren,die die parabolischeEntwick-
lungverwenden.

1Dieswird durchdenIndex 0 gekennzeichnet.
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6.5.3 Die Levenberg-Marquardt-Methode

DieseMethodebestehtausderVerbindungderzwei obengeschildertenAlgorithmen.In großerEnt-
fernungvom Minimum ist der Gradientenabstieg eineeffektive Methode,sich schnelldemZiel zu
nähern.Wie obenbeschrieben,tretenProblemein derNähedesMinimumsauf,dasichderGradient
asymptotischderNull nähertunddasPogrammimmerlangsamerauf dasExtremumhinkriecht.Die
Levenberg-Marquardt-Methode benutztdeshalbin dernäherenUmgebungdesgesuchtenMinimums
dieparabolischeEntwicklungderUmgebung.Mit Hilfe einesParametersf wird zwischendenbeiden
Extremengewechselt.

Die DiagonalelementederKrümmungsmatrixwerdenmit demFaktor : O N f = multipliziert, d.h.J�g6 G 2 J 6 GLh : O N f = für j
2

k SJ g6 G 2 J 6 G für j i2 k A (6.9)

Dadurchkann zwischenden beidenVerfahrenumgeschaltetwerden.Für kleine f ergibt sich die
Methodeder parabolischenEntwicklungder / " -Hyperfläche.Ist f sehrgroß,dominierendie Dia-
gonalelementedie Matrix, und wir erhaltenim WesentlichendenGradientenabstieg. Im Folgenden
wollenwir die Methodepräzisieren2:

WähleeineStarkonfiguration V .+ Berechne/ " : V = .+ Beginnemit f 2 B A BjB O .+ Berechnemit demaktuellenWert für fk*lV und / " : V N *mV = .+ Falls / " : V N *lV = -n/ " : V = ist,erḧohe f umdenFaktor10undwiederholedenvorhergegange-
nenSchritt.Falls / " : V N *lV = -n/ " : V = , verminderef umdenFaktor10,setzeV 2 V N *mV
3 undgehezurück zumvorherigenSchritt.

Für jedeIterationkannesnotwendigsein,dieParameterschritte* J 6 unddieElementederMatrizenJ 6 G
und

d 6
etlicheMaleneuzuberechnen,um f zu optimieren.WenndasProgrammsichdemMinimum

nähert,wird f kleinerunddasMinimum innerhalbwenigerIterationenerreicht.

6.5.4 Der Bevington-Curved-Step

Die Bevington-Curved-Step-Methode bestehtausderLevenberg-Marquardt-Methode mit einemzu-
sätzlichenVersuchsschrittim Parameterraum.Dabeiwird mit Hilfe von drei bekanntenPositionen
im ParameterraumdieUmgebungdesMinimumsdurcheineparabolischeFormbeschrieben,undder
zumgeringsten/ " korrespondierende PunktdieserModellierunginterpoliert.An dieserStellewird
dastats̈achliche/ " ermittelt.

DieseMethodeder Interpolationerweistsich in denpraktischenAnpassungenals sehreffektiv
undwird deshalbfür die endg̈ultigenMinimierungenim Parameterraumverwendet.Als zus̈atzliches
ErgebniszuroptimalenParameterkombinationliefert derAlgorithmusGrößen,dieeineAussagëuber
die Eindeutigkeit undGenauigkeit derParametererlauben.

2Wir haltenunsdabeiandieBeschreibungin [Bev92].
3Diesist naẗurlich im SinnederProgrammierungzu verstehen,nichtalsmathematischeGleichung.
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6.5.5 Unkorr elierte und Korr elierte Fehler

Um die Genauigkeit bzw. Unsicherheitender angepasstenParametereinscḧatzenzu können,ist es
sinnvoll, die unkorreliertenundkorreliertenFehlerzu betrachten.BeideArten von Fehlernbeschrei-
ben die maximaleVariation der Parameter, bei der sich / " nur um Eins ändert.Die Levenberg-
Marquardt-Methodeliefert dieseFehlerautomatisch.Die unkorreliertenFehler, die definiert sind
als *	o 6 2Qp J�q 86r6 S (6.10)

bezeichnendie erlaubtenÄnderungeneinesParameters,wobei die übrigenParameternicht variiert
werdendürfen.
Die korreliertenFehlersinddie DiagonalelementederinvertiertenKrümmungsmatrix:> o 6 2 : J q 8 = 6r6 A (6.11)

Sie gebendie erlaubtenVariationeneinesParametersuntergleichzeitigerlaubterRejustierungder
anderenParameterwieder. Bei Modellen,beideneneinigederParameteruntereinanderstarkeKorre-
lationenaufweisen,sinddie korreliertenFehleroft deutlichgrößeralsdie unkorrelierten4.

6.5.6 Die Gittersuche

Dies ist ein sehreinfachesVerfahrenzur SuchederMinima von / " im Parameterraum.Eskannfol-
gendermassenzusammengefaßtwerden:

Wähle Startwerte für die Parameter J .G und Schrittweiten * J G für jeden Parameter und be-
rechne / " mit dieserStartkonfiguration.
Iterier e bis zur maximalenAnzahl an Iterationen oder bis Konvergenzerreicht ist:
MacheeinenDurchlauf für alle Parameter J G :+ InkrementiereParameterJ G um s
* J G undberechne/ " , wobeidasVorzeichensogewähltwird

daß/ " abnimmt.+ WiederholeobigenSchritt solange,bis / " wiederansteigt.Diesbedeutet,dassein Tal durch-
schrittenwird.+ Benutzedie letztendrei Werte desParametersJ G (die dasMinimum einschließen)und die
zugeḧorigenWertevon / " , um dasMinimum derParabel,die durchdiesedreiPunktegeht,zu
interpolieren:Seieno 8 S o'" S o't die drei letztenWertevon J G und / " 8 S / "" S / "t die dazugeḧorigen
Wertevon / " , soergibt sichderneueWertvon J G zuJ G 2 o'tu#v* J Guhxw / "t h / "t #y/ "" h / ""/ " 8 h / " 8 # C / "" h / "" N / "t h / "t N B ADz
{|A (6.12)+ Wennsich / " nicht mehrminimierenlässt,verminderedie Schrittweiten.

Die Gittersucheist einfach zu implementierenund zeichnetsich dadurchaus,dasskeine kompli-
ziertenBerechnungendurchzuf̈uhrensind.Der größteNachteil tritt auf, wenndie Parameterunter-
einanderstarkkorreliert sind (sieheAbbildung 6.1). In diesemFall kanndie Minimierung in einer
Parameter-Richtungdie in denanderenzersẗoren.Weiterhinhat der Algorithmuskein Wissenüber
die RichtungdessẗarkstenAbstiegs,wie er durchdenGradientengegebenist. Dementsprechendist
die Gittersuchein diesenFällensehrlangsam.

4Die KopplungskonstantenderMean-Field-ModellebesitzendieseEigenschaft.
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Abbildung 6.1:VeranschaulichungderAbhängigkeitdes}�~ vonzweiParametern(x- undy-Achsein willk ürli-
chenEinheiten).Der treppenf̈ormigeLinienzugbeschreibtdenWeg, denderGittersuche-Algorithmusgehen
würde.

6.5.7 Die Methodenach Powell

PowellsMethodekuriertdenNachteilderGittersuchebeikorreliertenParametern.Diesgelingtdurch
EinführungsogenannterkonjugierterRichtungen. Sie sind so definiert,dasseineMinimierung ent-
langeinersolchenkonjugiertenRichtungnicht die vorausgegangenMinimierungenzersẗort. Dieser
Algorithmusbestehtdementsprechendauszwei Bestandteilen:+ EinemAlgorithmus,derausgehendvon einemPunkt K� undeinerRichtung KU denParameterf

sobestimmt,dassdas/ " : K� N f KU = ein Minimum annimmt.+ EinerRoutine,die iterativ die konjugiertenRichtungenbestimmt.

Das KonzeptkonjugierterRichtungensoll nun formalisiert werden.Das / " unseresProblems
kannin derNäheeinesPunktesKo in eineTaylor-Reiheentwickelt werdengem̈aß/ " : Ko N K� = 2 / " : Ko = N 5 6 H / "H � 6 � 6 N OC 5 6�� G H " / "H � 6 H � G � 6 � G N ATATA S (6.13)

waswir bis in quadratischeOrdnungann̈ahernkönnendurch� # Kd h K� N 8" K� h W h K� S (6.14)

wobei� 032 / " : Ko = S Kd 032 # F / "j���� S W 6 G 032 H " / "H � 6 H � G ���� A (6.15)

Die Matrix W ist unsbereitsobenbegegnet,esist die HessescheMatrix. In obigerNäherungberech-
nenwir denGradientenzuF / "$2 W h K� # Kd A (6.16)
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Bei Bewegungin einerRichtung * K� ist die ÄnderungdesGradientendemzufolge* : F / " = 2 W h : * K� = A (6.17)

Wenn wir uns nun in einer Richtung K¤ zu einemMinimum bewegt habenund in der Richtung K�
fortschreitenwollen,ohnedie Minimierungin Richtung K¤ zu zersẗoren,mussdie ÄnderungdesGra-
dientensenkrechtzu K¤ sein.Darausergibt sichB 2 K¤ h * : F / " = 2 K¤ h W h K� A (6.18)

Gilt dieseBedingung,sind K¤ und K� konjugierteRichtungen.
Powellsurspr̈unglichesRezeptzurMinimierungeinerFunktion / " lautetwie folgt:+ InitialisiereeineMengevon RichtungenK¤ 6 alsBasisvektoren, K¤ 6 2 K� 6 S R 2 O
S ATATA S)U .+ Iterieredie folgendenSchritte,bis / " nichtmehrabnimmt:

– Speicheredie Startpositionals Ko'. .
– Für R 2 O
S ATATA S)U : bewege Ko 6 q 8 zumMinimum entlangderRichtung K¤ 6 undnennediesen

Punkt Ko 6 .
– Für R 2 O
S ATATA S)U : K¤ 6��98�� K¤ 6 A
– Setze Ko 4 # Ko'. � K¤ 4 .

– Bewege Ko 4 zumMinimum entlangderRichtung K¤ 4 undnennediesenPunkt Ko'. .
Der Algorithmus (der quadratischkonvergiert 5) kann in dieserForm leider nicht für numerische
Rechnungenverwendetwerden,daer ein Problemverursacht:DurchdasErsetzenvon K¤ 8 durchdie
Richtung Ko 4 # Ko'. tendiertdasVerfahrenzur Erschaffung von linearabḧangigenRichtungen,die nur
einenUnterraumdesgesamtenzur VerfügungstehendenParameterraumesaufspannen.Aus diesem
Grundmussesfür praktischeAnwendungenmodifiziert werden.Eine möglicheArt derModifizie-
rung,dieaufPowell zurückgehtundim Fitprogrammimplementiertist, soll hierbesprochenwerden.

QuadratischeKonvergenzwird zugunstenandererStrategien aufgegeben.Dies kann durchaus
sinnvoll sein,wenndie zu minimierendeFunktionin weitenBereichenschlechtdurcheinequadrati-
scheFormangen̈ahertwerdenkann.

Powells Ideeist, weiterhin Ko 4 # Ko'. als neueRichtungzu akzeptieren.Zus̈atzlich wird aberdie
Richtung,in derdie zu fittendeFunktionim vorherigenIterationsschrittum dengrößtenBetragab-
nahm,verworfen.Auf dereinenSeiteerscheintdasnicht sinnvoll zu sein,dennim vorangegangenen
IterationsschritthatsichdieseRichtungalserfolgreichsteherausgestellt.Auf deranderenSeitewird
wahrscheinlichein großerTeil der neuhinzuzuf̈ugendenRichtungeineKomponentein die alte er-
folgreicheRichtungbesitzen.Siezu verwerfenhilft dasEntstehenlinearabḧangigerRichtungenzu
vermeiden.
DiesesKonzeptwird nochverfeinert,um Situationengerechtzu werden,in denenesbesserist, die
erfolgreichsteRichtungnichtzu verwerfen.Wir definieren/ ". 2 / " : Ko'. = S / "n 2 / " : KU = S / "e 2 / " : C Ko n # Ko'. = A (6.19)/ "e ist ein in deranvisiertenneuenRichtungextrapolierterPunkt.Mit > / " bezeichnenwir denBetrag
desgrößtenAbfalls der / " -FunktionentlangeinergewissenRichtungim aktuellenIterationsschritt.
UnterfolgendenBedingungensollendie altenRichtungenbeibehaltenwerden:+ / "e � / ". : Die Richtung Ko n # Ko'. führt nichtmehrzumErfolg.

5D.h. nacheinerim VorausbestimmbarenAnzahlvon Iterationenwird dasMinimum einerquadratischenForm exakt
erreicht.



72 DasFittenderModell-Parameter+ C : / ". # C / "n N / "e =�� : / ". #�/ "n = # > / "���" � : / ". #�/ "e = " > / " : EntwederwarderAbstieg entlangder
mittlerenRichtungnichtprimärdurchdenAbstieg entlangeinereinzelnenRichtungverursacht,
oderesexistiert entlangdermittlerenRichtungeinestarke zweiteAbleitungundwir befinden
unsNaheanihremMinimum.

6.5.8 Bemerkungenzu dendir ekten Methoden

Alle obenbesprochenenMethodenwerdenim RahmendieserArbeit ausgiebiggetestetund in Op-
timierungenderMean-FieldParameterangewendet.DabeierweistsichderBevington-Curved-Step
als überragendeffektiv im Vergleich zur Gittersucheund der MethodenachPowell. Währenddie
Gittersuchebei Problemenmit starkkorreliertenParameternineffektiv ist, bleibt die Powell-Routine
oft schonnacheinigenIterationenim Parameterraumstecken,d.h.die Bestimmungderkonjugierten
Richtungenerweistsichin denvorliegendenProblemstellungenalsnichtbesondersgeeignet.Deshalb
findenbeideMethodenbei densp̈aterenParameteranpassungenkeineVerwendung.

6.5.9 Monte-Carlo basierteMethoden

UnterMonte-Carlo-Verfahrenverstehtmanim AllgemeinenVerfahren,bei denen(Pseudo)-Zufalls-
zahleneineRolle spielen.

Die Erzeugungvon Zufallszahlen

Die ErzeugungvonZufallszahlenmit Hilfe einesComputersist einnicht-trivialesProblem.Alle Pro-
zesse,die im Computerablaufensind nicht-zuf̈allig und Systeme,die weißesRauschenerzeugen,
könnennicht immer angekoppelt werden.Ein oft eingegangenerKompromißist, gar keineechten
Zufallszahlenzu erzeugen,sondernsogenanntePseudo-Zufallszahlen. DiesewerdennacheinerRe-
chenvorschrift,ausgehendvoneinemStartparameter(dersogenanntenseed6), berechnet.Die gleiche
seedführt so stetszur gleichenSequenzvon Zufallszahlen.Für unterschiedlicheProduktionsl̈aufe
ist es deshalbnotwendig,eine andereseedzu verwenden.Oft wird dafür die aktuelleSystemzeit
benutzt.Andererseitskönnenbei Testl̈aufendie seedunddamit verbundendie Pseudozufallszahlen
gewollt unver̈andertbleiben,um denEinflussandererParameteraufdie Ergebnissezustudieren.

Die meistenPseudozufallszahlen-Generatoren erzeugenZahlenmit gleichm̈aßigerVerteilungin
einemgewissenIntervall. Oft ist manaberan (Pseudo)-Zufallszahleninteressiert,die eineranderen
Verteilunggehorchen,z.B. derGaussverteilung.Geradefür dieseVerteilunggibt esein Verfahren–
dieBox-Müller Methode[Bev92] – mit dessenHilfe auszweiZufallszahlen,dieeinergleichf̈ormigen
Statistik gehorchen,zwei gaussverteilte Zufallszahlengewonnenwerdenkönnen.Wenn � 8 und � "
die beidenZufallszahlenausdergleichf̈ormigenVerteilungsind,soergebensich � 8 und �
" , die der
Gaussverteilunggen̈ugen,durch� 8 2 � # C���� � 8������ : C
� �l" = S�j" 2 � # C���� � 8��	  � : C
� �l" = A (6.20)

Im Allgemeinenkannfür beliebigeVerteilungsfunktionen, denendie Zufallszahlengen̈ugensollen,
die sogenannteRejection-Methodeverwendetwerden[Thi99].
Anschließendwerdendie unterschiedlichenMonte-Carlo-basiertenVerfahrendiskutiert.

6englisch,Saat
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EinfachesSampling

DiesesVerfahrenwähltpro IterationinnerhalbvorgegebenerSchrankenZufallswertefür dieParame-
ter und berechnet/ " . DiesesVerfahrenkannsinnvoll genutztwerden,wennmanwenigeAnhalts-
punktefür geeigneteStartwertehat.Mit steigenderAnzahlvon ParameternunddamitsteigenderDi-
mensiondesParameterraumswird allerdingsauchdie Wahrscheinlichkeit deutlichkleiner, sinnvolle
Startwertezu finden.

Simulated Annealing

DiesesVerfahrenwird erfolgreichaufdasber̈uhmteTravelling-Salesman-Problemangewendet,siehe
z.B.[Num88].Der Algorithmus ist vergleichsweiseeinfach zu implementieren.Das Monte-Carlo-
Verfahrenist durchProzessein der Festk̈orperphysikinspiriert. LässtmaneinenerhitztenKristall
abk̈uhlen,kanndie resultierendeStrukturstarkvon demAbkühlungsprozessabḧangen.Wird rasch
abgek̈uhlt, kannderKristall in einemZustandgefrieren,dernicht demGrundzustandentspricht.Bei
langsamerAbkühlungdagegenhabendieeinzelnenMolekülegen̈ugendZeit sichsoanzuordnen,dass
zu jedemZeitpunktderenergetischgünstigsteZustanderreichtwird. Dementsprechendbefindetsich
derKristall amEndedesAbkühlensim Grundzustand.Die Essenzhierbeiist langsamesAbkühlen,
dasdenAtomenzu jedemZeitpunktdie Gelegenheitzur Neuordnunggibt. DieseStrategie wird bei
simulatedannealingumgesetzt.
SchnellesAbkühlen kann mit rechenbasiertenOptimierungsmethodenverglichen werden.Der re-
chenbasierteAlgorithmusgehtstetsdenWeg, der / " minimiert. Der EndpunktdiesesMinimierens
ist zwar immerein lokalesMinimum, abernicht zwangsweisedasglobale.Um dieseszu erreichen,
mussderAlgorithmusauchdie Möglichkeit habenWegezu gehen,die auslokalenMinima wieder
herausf̈uhren,dafür aberauchfür dieseZeit / " wiedererḧohen.Diesleistetsimulatedannealing. Die
Vorgehensweisekannwie folgt zusammengefasstwerden:

Initialisier e eineStarkonfiguration mit Variationen > � 6 der Parameter, die externeTemperatur¡
sowie die Abk ühlungsvorschrift. Wiederholedie folgendenSchritte bis dasAbbruchkriteri-

um erfüllt ist:+ ErzeugedurchVariationder Parameterausder Konfiguration V mit korrespondierendem / "
eineneueKonfigurationV@" . Berechnedaszugeḧorige / "" .+ Berechne¢ 2¤£�¥§¦ : # : / "" #¨/ " =)© ¡ = . Für ¢ � O wird die neueKonfigurationakzeptiert.Falls¢ª, O , überpr̈ufe,ob die Konfigurationdennochakzeptiertwird (sieheunten).+ Aktualisieredie Temperatur

¡
.

Die Abkühlungsprozedurist dabeimeistensexternvorgebenundhängtnichtvonderQualiẗat der
erreichtenLösungenab. EskönnenauchMechanismenbenutztwerden,die in Wechselwirkung mit
denTestl̈osungenstehen,z.B. kanndasSystemwiederaufgeheiztwerden7, wenndasProgrammin
einemlokalenMinimum festzusteckenscheint.

Im Folgendenbeschreibenwir dasKriterium zurAkzeptanzvonKonfigurationenim Falle ¢ª, O .Falls ¢ kleineralsEinsist, wird eineZufallszahlzwischenNull undEinserzeugt.Ist diesekleinerals¢ , wird dieKonfigurationakzeptiert,andernfalls wir sieabgelehnt.

7EskannauchdasAbkühlenverlangsamtwerden.
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Die ErzeugungneuerKonfigurationen

Ausgehendvon einerKonfigurationV wird in demobendargestelltenAlgorithmuseineneueKon-
figurationerzeugt.Dazuwerdenalle Parameterder Elternkonfigurationmodifiziert. Dies kannauf
zweiverschiedeneArten geschehen:+ Bestimmungeinergleichf̈ormig verteiltenZufallszahlim Bereich # > � 6 S N > � 6 undihrer Ad-

dition zumAusgangswertdesParameters.+ BestimmungeinergaussverteiltenZufallszahlauseinerum Null zentriertenGaussverteilung,
wobei in diesemFall > � 6 die BreitederGaussverteilungdarstellt.Auch hier wird dieseZahl
zumAusgangswertdesParametersaddiert.

Die ModifikationdereinzelnenParameterentsprichtdemMutationsoperatorin genetischenAlgo-
rithmen.In ihnenwird allerdingszufallsbedingtfür jedenParametereinzelnentschieden,obermutiert
werdensoll odernicht.Da einegleichzeitigeMutationbzw. Modifikation aller Parameter, insbeson-
derebei großenKorrelationenzwischenihnen,zu einerdrastischenVerschlechterungdes / " führen
kann,stellt die Art derMutationenin genetischenAlgorithmeneineweitereMöglichkeit dar, simu-
latedannealingdurchzuf̈uhren.Die gaussf̈ormigeVerteilungentsprichteherdemVorbild derNatur,
bei derdie Wahrscheinlichkeit für kleineMutationengrößerist, alsfür große.DieseFormderMuta-
tionenerweistsich in dendurchgef̈uhrtenRechnungenalsvorteilhaftgegen̈uberdergleichf̈ormigen
Verteilung.

Diffusion Monte Carlo mit Simulated Annealing (DMC+SA)

Diesesin fitit implementierteVerfahrenkombiniertTechniken auseinfachenDiffusion-Monte-
Carlo-Algorithmen [Thi99] mit simulatedannealing. Bei diesemkombiniertenAlgorithmus wird
nicht ein einzigerParametervektor ver̈andert,sonderneine ganzePopulationausLäufern. Beson-
derserfolgreicheLäufer könnenzufallsbedingtzur Geburt von neuenLäufernführen,Läufer mit
geringeremErfolg könnensterben.Eswerdenalsoin jederIterationzwei Schrittedurchgef̈uhrt: Im
Diffusionsschritt wird perZufall für jedenLäufereineneueKonfigurationerzeugt.Im darauffolgen-
denVerzweigungsschritt wird überpr̈uft, ob derLäuferAusgangspunktfür neueLäuferwerdenkann.
Bewertetwird diesmit derFitnessdesLäufers,einerFunktion,die von demzugeḧorigen / " , einer
Schrittweite *l« und einer iterativ angepasstenGrundzustandsenergie8 ¬ . abḧangt.Die Anpassung
von ¬ . verläuft in derin denRechnungenzudieserArbeit auf rechteinfacheWeise:ist die Populati-
on zuklein, wird ¬ . vergrössert,um die Wahrscheinlichkeit für dieGeburt neuerLäuferzuerḧohen.
Beim ErreichendesMaximumsderPopulationsgr̈oßewird ¬ . wiederiterativ verringert.BeidePro-
zessewerdenexponentiellgesteuert.Im LaufederIterationenpendeltsichsoeinePopulationsgr̈oße
ein,diezwischenEinsunddemerlaubtenMaximumliegt.
DerAlgorithmuslässtsichauf folgendeArt formalisieren:

Initialisier e eine Startkonfiguration. Wiederhole die folgendenSchritte, bis das Abbruchkri-
terium erfüllt ist:+ WähleeinenLäuferundbestimmefür ihn die neuePositionim Parameterraum.+ BerechneseineFitness¢ 2­£�¥§¦ : # > « � ¬ # ¬ . � = . Dabeiist > « ein numerischerParameter, der

für jedenParameterderKonfigurationV unterschiedlichgewähltwird.

8Der Begriff Grundzustandsenergie, der hier auchfür den Parameterverwendetwird, entstammtDiffusion-Monte-
Carlo-Rechnungen.Bei atomphysikalischenRechnungenentspricht®9¯ geradederGrundzustandsenergie desSystems.



6.6Teststudien 75+ Für ¢ � O überlebtderLäufer. Überpr̈ufe,obneueLäufergeborenwerden.BestimmeKonfigu-
rationenfür die Kinder ausgehendvon derElternkonfiguration.Falls ¢°, O , überpr̈ufe ob der
Läuferüberlebtoderstirbt.+ Aktualisiere¬ . in Abhängigkeit von derPopulationsgr̈oße.

DasKriterium zumÜberlebendesLäufersist äquivalentzumKriterium derAkzeptanzeinerKonfi-
gurationbei simulatedannealing.
DiesesVerfahreneignetsichhervorragendzueinertrivialenParallelisierung.DadieeinzelnenLäufer
völlig unabḧangigvoneinanderdurchdenParameterraumpropagieren,lassensiesichaufverschiede-
neProzesseverteilen,dieaufverschiedenenProzessorenoderauchaufunterschiedlichenComputern
in einemlokalenNetzwerklaufenkönnen.Bei derGeburt neuerLäuferauseinerElternkonfiguration
könnendie Kinder sofort auf freie Resourcenverteilt werden.Auf dieseWeiseließensich Popula-
tionenvon mehrerenhundertLäufernpropagieren.Mit Paketenwie PVM oderMPI könntemandie
Parallelisierungrealisieren.Sie konnteim Rahmender Arbeit nicht mehrdurchgef̈uhrt werden,ist
aberein interessantesZukunftsprojekt.
EineweitereModifikationdesVerfahrenskanndarinbestehen,dassderSchrittdesLäufersnichtaus-
schließlichzufallsbasiertvonstattengeht.EventuellkönnenseinebisherigenKonfigurationen(und/
oderdie der anderenLäufer)dazubenutztwerden,seineUmgebung im Parameterraumzu model-
lierenunddadurchsinnvolle Kriterien für denwahrscheinlichenErfolg seinesnächstenSchritteszu
erstellen.

6.6 Teststudien

6.6.1 Eine einfacheTestfunktion

Die FunktionsweisedesDMC+SA Algorithmus wird anhandder Pade-Approximationan die Ex-
ponentialfunktiondargestellt.Im Intervall � B S±O B � soll die Funktion ² : � = 2³£�¥^¦ : # � = durchdie 2-
Parameter-Funktion � : � = 2 : O N J h � =)© : O N d h � = angefittetwerden.Das / " ist dabeidefiniert
durch

8 .5 6�7 . : ² : � 6 = #y� : � 6 =)= "> 6 (6.21)

und hat ein eindeutigesMinimum. Die Wahl der > 6 ist dabeifür dasErgebnisnicht wichtig. Der
DMC+SA-Fit wurde für über500 Iterationenmit einermaximalenAnzahl von 10 Läuferndurch-
geführt. In Abbildung 6.2 ist dieserTestlaufdokumentiert.Man erkennt die großenFluktuationen
von / " währendderersten100 Iterationen,danachwerdendie Fluktuationengeringer. Dies ist eine
FolgedesexpontiellenAbklingensderTemperatur. Nach200Iterationenbestehtdie Populationnur
nochauseinemLäufer, dadie anderenLäuferaufgrundihresgeringenErfolgesgestorbensind.Dies
führt zueinerErhöhungderGrundzustandsenergie ¬ . , darausfolgt dannabderca.240.Iterationdie
Geburt vonneuenLäufern.Ab diesemZeitpunktwird dieGrundzustands-Energie ¬ . wiedergesenkt.
DieSteuerungderGrundzustandsenergie verläuftexponentiell.ManerkenntbeidiesemTestlaufdeut-
lich, dassder AlgorithmusgroßeParameterbereichedurchquert,ehedie Läuferzu denendg̈ultigen
undeindeutigenoptimalenParameternkonvergieren.

6.6.2 Endliche Kerne

Im diesemAbschnittsoll eineDMC+SA-Fitprozedurfür dasPunktkopplungsmodell mit derNHM-
Fitstrategie(sieheAbschnitt6.7.1)besprochenwerden.DieseFitstrategiewird weiteruntenvorgstellt.
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Abbildung 6.2: Von obennachuntensindzu sehen:́'~ , die WertederbeidenParameterderPade-N̈aherung,
dieTemperaturunddieGrundzustands-Energie.
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An dieserStelleist diegenaueAuswahl derObservablennichtwichtig. In Figur 6.3 ist einLauf über
5000Iterationendargestellt.Die maximalePopulationsgr̈oßebetr̈agt4 Läufer. Die Parametersinddie
Kopplungskonstantendesin Kapitel2 vorgestelltenPunktkopplungsmodells.Esist für jedenParame-
ter sowie das/ " jeweils derMinimal- undMaximalwert dargestellt.Die ersten1000Iterationensind
gepr̈agt von starken Fluktuationendes / " . Die Grundzustandsenergie zeigt immer dannErhöhun-
genwennwegenMisserfolgsLäufergestorbensind,um die Wahrscheinlichkeit für die Geburt neuer
Läufer zu erḧohen.Man erkennt auchhier, wie großeBereichedesParameterraumsdurchk̈ammt
werden.Zus̈atzlich dazukannmandenEinfluß von Parameterkorrelationenauf die Wege im Para-
meterraumerkennen.Die größtenKorrelationenbestehenhier zwischenµ S und µ V , welchegerade
durchihreSummedieGrößedesKern-PotenzialsunddurchihreDifferenzdieSpin-Bahn-Kraftsteu-
ern.Figur 6.4 zeigt für die Parameterµ S und µ V für die ersten3000IterationenderSimulationdie
einzelnenPunkte,die zu denLäufernkorrespondieren.Dies verdeutlichtdie Streuungder Parame-
terlösungenim Parameterraum.Parameterkorrelationenuntersuchenwir ausf̈uhrlich im Kapitel 7.

6.7 Die Fitstrategien

6.7.1 Endliche Kerne

Um einPunktkopplungsmodellzurBeschreibungvonendlichenKernenzuerstellen,müssendieOb-
servablen,die in daszuminimierende/ " eingehen,ausihnengewonnenwerden.Die bulk properties
von symmetrischerunendlicherKernmateriegen̈ugennicht, um alle Kopplungskonstantenfixieren
zukönnen.Wir besprechenim folgendenzweiFitstrategien, die im RahmendieserArbeit verwendet
werden.Unter einerFitstrategie verstehenwir die Auswahl der gewähltenObservablensowie ihre
relative Gewichtungim totalen/ " .
Fitstrategie NHM

DieseFitstrategie entsprichtdemVerfahren,dasin [Nik92] verwendetwurde,um die Kraft PC-LA
zu fitten.

Tabelle6.1zeigtdiegewähltenObservablenundKerne.DieseFitstrategiewurdeim Rahmendie-
serArbeit für die explorativen Fits mit DMC+SA benutzt.Die geringeAnzahlan zu berechnenden
KernengarantierteinegeringeRechendauerpro Iterationsschritt.Auf deranderenSeiteist die Wahl
der Observablengeeignet,einenerstenEindruckvon der Qualiẗat einerParameterkonfigurationzu
liefern. Ein geringes/ " ist gewissermaßeneinenotwendige(leider keinehinreichende)Bedingung
für eineguteKonfiguration.Die Spin-Bahn-Aufspaltungen,diebeidiesemSatzvon Observablenan-
gepasstwerden,hängenüberdie funktionaleForm desSpin-Bahn-Potenzialsin denRMF-Modellen
vonderKombination¶ V #·¶ S ab. Diesist beieinererstenExplorationim Parameterraumnützlich,da
starke KorrelationenzwischendenParameterndesskalarenunddesvektoriellenPotenzialsbestehen
(unterschiedlicheKombinationenergebenstetsdasKern-Potenzialvon

M z B MeV). Die Spin-Bahn-
AufspaltungentestendieabsoluteGrößederPotenziale,genauer:dieGrößederSummeihrerBetr̈age.

Fitstrategie NL-Z2

DieseMethodewurdebereitserfolgreichvon Prof.Reinhardverwendet,um die RMF-FR-KraftNL-
Z2 [Ben99] anzupassen.Es werdenObservablevon 17 (semi)-magischenKernenin denFit einbe-
zogen.DazugeḧorenBindungsenergien, rms-Radiender Ladungsdichte,Diffraktionsradien,Ober-
flächendicken undPairing-Gaps.EinegenaueAufstellungdergewähltenObservablenzeigt Tabelle
6.2.
Gegen̈uber älterenFitstrategien entḧalt die neueStrategie mehr Isotopevon Zinn und Bleikernen,
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DMC+Simulated Annealing - NHM Fit Strategie
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Abbildung 6.3: Die oberenGraphenzeigenfür jedenParameterdesPunktkopplungsmodellsdenminimalen
und maximalenParameterwertinnerhalbder Population.Unten sind das ´ ~ sowie Temperatur, Anzahl der
LäuferundGrundzustandsenergiealsFunktionderIterationsnummeraufgetragen.
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Observable Fehler

8º¹
O »)» Sr ¼)½)» Pb¬¿¾ 0.15% + + +� ch

rms 0.2% + + +À p
ls 5.0% + + +À n
ls 5.0% + + +

Tabelle 6.1: Observablenund gewählte Unsicherheiten(Fehler) Á1Â für den Satzan Observablen,der in
DMC+SA-Explorationenzur Anpassungder neuenPunktkopplungskraftverwendetwird. Ã B kennzeichnet
dieBindungsenergie, Ä ch

rms ist derrms-RadiusderLadungsdichte,Å pls und Å nls sinddieProton-undNeutron-Spin-
Bahn-Aufspaltungen.Ein Æ kennzeichnetObservablen,die in dastotale ´ ~ eingehen.ExperimentelleWerte
sindnachzulesenin [Nik92].

sowie mehrsemimagischeKerne,die die Kraft im Isovektor-Kanalbesserfixieren.
Die Paarkraftsẗarken sindTeil desParametervektorsundwerdensimultanmit denMean-Field-Para-
meternangepasst.Die relevantenObservablendafür sinddiePairing-Gaps.Siewerdenim Programm
gem̈aßÇ¤ÈÊÉÌË ¤ ËlÍ
Ë§Î ÏxË Î ¼ÉÌË ¤ ËlÍjË (6.22)
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Observable Fehler ÐÑ O Ò Ó C
a Ò Ô C
a ÕÑ N
i ÕÔ N
i ÔÔ S
r ÖÓ Z
r ÐÓÓ S
n ÐÐ× S
n Ð×Ó S
n Ð×Ò S
n ÐØ× S
n ÐØÑ X
e ÐÒÒ S
m ×Ó× P
b ×ÓÔ P
b ×ÐÒ P
b

E 0.2% + + + + + + + + + + + + + + – + +Ù
dms 0.5% + + + – + + + – + + + – – – – + –Ú 1.5% + + + – – – + – – – – – – – – + –Û ch

rms 0.5% – + + + + + + – + – + – – – + + +
Ç

p 0.05MeV – – – – – – – – – – – – + + – – –
Ç

n 0.05MeV – – – – – – – – + + + – – – – – –

Tabelle6.2: ObservablenundgewählteUnsicherheiten(Fehler) Á1Â für denSatzanObservablen,derzur An-
passungderneuenPunktkopplungskraftverwendetwird. Ü dms ist derDiffraktionsradius,Ä ch

rms derrms-Radius
derLadungsdichte,Ý dieOberfl̈achendickeund Á p und Á n sinddieProton-undNeutron-Pairing-Gaps.Ein Æ
kennzeichnetObservablen,die in dastotale Þ�ß eingehen.

berechnet.Die AnpassungderPaarkraftsẗarkenverḧalt sichorthogonalzu derAnpassungderMean-
Field-Parameter, d.h. die Anpassungder Paarkraftsẗarken wird im Wesentlichendurchdie Pairing-
Gaps,welcheTeil derFitdatensind,verursacht.Dies äußertsichauchin derTatsache,dasssichbei
denPaarkraftsẗarken – im Gegensatzzu denMean-Field-Parametern– die korreliertenundunkorre-
liertenFehlerkaumunterscheiden.



Kapitel 7

DasPunktkopplungsmodell:
Parameters̈atze

7.1 Kr äfte mit weicher Zustandsgleichungin symmetrischerKernma-
terie

Punktkopplungsmodelle tendieren,wennsieanObservablenvonendlichenKernenangepasstwerden,
zueinerKompressibiliẗat in Kernmaterievon à³áãâ§äaå oderhöher. Diesbetrifft sowohl relativistische
Modellealsaucheinnichtrelativistisches Punktkopplungsmodell, dasSkyrme-Hartree-Fock-Modell.
Esist interessantzusehen,welcheKombinationnichtlinearerParameterdesPunktkopplungsmodells
dagegen zu einer weichenZustandsgleichungführt. Aus diesemGrundwird dasModell für sym-
metrischeKernmaterie(Parameteræ S ç æ V ç)è S ç�é S ç�é V) an Punkteder Zustandsgleichungvon NL-Z
( àêáëämì_å MeV) einmalmit é V (ParametersatzNL-SV) undeinmalohne é V (ParametersatzNL-S)
angepasst.Die PunktederZustandsgleichungvon NL-Z, die in denFit eingehen,sind in Abbildung
7.1 zu sehen.Sie sind im Dichtefensterí È å§îïå ä±ð|ñòå§îDâjójó·ô fm õ�öø÷ ausgewählt. Die Parameterdes
RMF-PC-Modellswerdenmit derLevenberg-Marquardt-Methode angepasst.Diebulk propertiessind
in Tabelle7.1zusammengestellt.ManerkenntandenWertendeutlich,dassderFit mit derKraft NL-
SV eineZustandsgleichungerzeugthat,die deutlichnäherandervon NL-Z liegt alsdievon NL-S.
NL-S sagtfür die Kompressibiliẗat und die Bindungsenergie deutlich zu kleine Wertevoraus.Die
SättigungsdichtebesitzteinenWert, der weit über dem von herk̈ommlichenRMF-Modellenliegt.
Ein Blick auf Abbildung 7.1 zeigt denGrundfür dieseungewöhnlicheEigenschaftvon NL-S: Die
Zustandsgleichungvon NL-S schmiegt sich im Bereichvon í]áùå§î�ä±úûô fm õ�ö ÷ sehrschlechtan die
Datenpunktean, währenddie Punktefür kleinereund größereDichtengut angepasstwerden.Of-
fensichtlichkanndie Krümmungder Zustandsgleichungvon NL-Z schlechtwidergegebenwerden.
Interessanterweise– besondersweil in diesemBereichkeineFitpunkteliegen– verḧalt sichNL-S für
hoheDichtensehrähnlichwie NL-Z.
Der Fit von NL-SV andie Datenpunktevon NL-Z gelingtdeutlichbesser:die KrümmungderZu-

standsgleichungwird relativ genaureproduziert.Sieist im BereichderSättigungsdichteetwasgrößer,
wasim Vergleichmit NL-Z zueineretwasgrößerenBindungsenergie undKompressibiliẗat führt. Die
PotenzialederverschiedenenKräftesind in Abbildung7.2dargestellt.Man erkennt,dassdiesesehr
genaumit denPotenzialenderKraft NL-Z übereinstimmen.GrößereAbweichungenergebensichnur
für höhereDichten.DerVerlaufdesvektoriellenPotenzialsweichtnur für NL-SV voneinemlinearen
Verhaltenab,dadieserParametersatzeinennichtlinearenisoskalar-vektoriellen Termbesitzt.Derkor-
respondierendeParameteré V hateinennegativenWert.Diesführt zu einemweicherenVerhaltenals
demlinearen.Die ParameterderbeidenSätzesindin Tabelle7.2aufgelistet.Die nichtlinearenPara-
metervonNL-S sindsehrgroß,waszueinerextremweichenZustandsgleichungführt.DerParameter

81
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NL-Z NL-S NL-SVí ½ [fm õ�ö ] å§î�ä±ú§ä 0.177 0.153üþýøÿ
[MeV] ñ\ä��^î�ä�� -15.31 -16.69��� ý � 0.583 0.52 0.57à [MeV] 173 130 192

Tabelle 7.1: Grundzustandseigenschaftenvon Kernmateriefür die betrachtetenKräfte. Dabeibezeichnet���
dieGrundzustandsdichte,Ã
	�� dieBindungsenergieproNukleon, 
���	�
 dieeffektiveMasseund � dieKom-
pressibiliẗat.
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Abbildung 7.1: Die Abbildungzeigtdie Zustandsgleichungenvon NL-Z unddenzwei angepasstenRMF-PC
Kräften,sowie die im Fit verwendetenDatenpunkte.é S ist bei NL-SV nurnochhalbsogroßwie beiNL-S. DerGrunddafür ist é V , dessennegativer Wert
eineweicheZustandsgleichungmit kleinerenWertenvon é S ermöglicht. Dastotale � ¼ von NL-SV
ist deutlichniedrigeralsdasvon NL-S, wasdie obigeDiskussionuntersẗutzt.

Fits anendlicheKernemit diesenWertenzu initialisierensindnicht erfolgreich.Der Fitalgorith-
musendetoft in Bereichenmit sehrgroßenWertenfür � ¼ . Eine kleine Änderungder Parameterin
diesenBereichenführt zu intermedïarenParameters̈atzen,die bei einzelnenKernennicht zu einer
konvergentenLösungführen.Dies kannals Anzeichengedeutetwerden,dassdasPunktkopplungs-
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Abbildung 7.2: Die Abbildung zeigt die vektoriellen(oben)und skalaren(unten)Potenzialevon NL-Z und
denzweiangepasstenRMF-PCKräften.

modell zur Beschreibung endlicherKerneeinehoheKompressibiliẗat ben̈otigt (sieheauchdie Dis-
kussionzur Kernmaterieweiterunten).Weiterhinscheintder Parameteré V einewichtige Rolle für
die Dichteabḧangigkeit desModells,auchim BereichderSättigungsdichte,zuspielen.

7.2 Kr äfte für endlicheKerne

7.2.1 Die Kraft PC-LA

Mit PC-LA wird derParametersatzbezeichnet,derin [Nik92] alsoptimalerSatzveröffentlichtwurde.
Er wurdenachderNHM-Fitstrategie gefittet,nachdemFits mit einergrößerenZahl an Kernenund
Observablennur unbefriedigendeErgebnissegeliefert hatten.Die Autoren fandeneine Reihevon
lokalenMinima, vondenenkeinesalsoptimalbzw. bevorzugtcharakterisiertwerdenkonnte.Deshalb
wurdedie Auswahl derKerneauf die obendiskutierteneingeschr̈ankt.EsergabsicheineKraft, die
hier im folgendenPC-LA bezeichnetwird (LA stehtfür LosAlamos).
DieKraft PC-LA wird beidennumerischenErgebnissenstetsalsReferenzkraftmituntersucht,sodass
einedetailierteDiskussionihrerEigenschaftenaufsp̈aterverschobenwird (Kapitel8).Hier sollennur
die wichtigstenPunkteaufgez̈ahlt werden,die eineVerbesserungwünschenswertmachten:� Ein seltsamesVerhaltender Zustandsgleichungvon Kernmaterie,dasdurchdie nichtlinearen

Parameterhervorgerufenwird undeinedarausfolgendeInstabiliẗatdesModellsfür großeDich-
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NL-S NL-SV� ôMeV ÷ 938.9 938.9æ S[fm �ø÷ -16.3636 -16.3949è S[fm � ÷ 49.005 34.0137é S[fm �ø÷ -214.168 -127.164æ V [fm �ø÷ 10.4637 10.9889é V [fm �ø÷ 0.0 -10.3037��� 441 380

Tabelle 7.2: Die Parameterder in diesemAbschnittdiskutiertenKräfte.Die letzteZeile entḧalt dasausdem
Fit resultierendetotale Þ'ß .

ten.� SchlechteReproduktionderSpin-Bahn-Aufspaltungenin bekanntenKernen.� VerletzungderForderungnachNatürlichkeit derParameterbei dennichtlinearenKopplungs-
konstanten.

Als ersteKonsistenz̈uberpr̈ufung wurdeein Fit mit denParameternderKraft PC-LA initialisiert und
mit demBevington-Curved-Stepgestartet.Der Parametervektor zeigtenur eineminimaleVariation,
bevor Konvergenzerreichtwurde.DiesesErgebniszeigt,dassmit denimplementiertenProgrammen
das(lokale)Minimum ausderArbeit [Nik92] reproduziertwerdenkann.

7.2.2 Die ersteneueKraft: PC-Fx

DieseKraft war die erstein FrankfurtgefitteteKraft (F stehtfür Frankfurt), die in denobenauf-
gez̈ahltenPunkteneinedrastischeVerbesserungbrachte.Die Kraft entstandzun̈achstdurcheineAn-
passungdesnichtlinearenPunktkopplungsmodells an die Zustandsgleichungvon Kernmaterie,wie
sievondemRMF-ParametersatzNL-Z vorhergesagtwird. DieserFit wurdejedochvorzeitigbeendet,
da nur geeigneteStartwertefür die linearenund nichtlinearenParametergefundenwerdensollten.
Davon ausgehendwurdedasModell mit derNHM-Fitstrategie gefittet.Die Paarkraftsẗarkenwurden
mit einerNäherungsformelaus[Rut99] unterVerwendungdereffektiven Masse��� in unendlicher
symmetrischerKernmateriebestimmt:�

n

È ñ��mú§ä±â
ñvâjójð � ���� MeV � fm3 ç �
p

È ñ��! "�� \ñvâjð#� � ���� MeV � fm3 î (7.1)

DieseKraft stelltebereitseineerheblicheVerbesserunggegen̈uber PC-LA dar. Der endg̈ultige Fit
sollteaberausfolgendenGründenmit derFitstrategie von NL-Z2 durchgef̈uhrt werden:� Die NL-Z2-Strategie erḧalt einedeutlichgrößereMengeanKernenundObservablen.Zus̈atz-

lich zur NHM-Strategie werdenauch Diffraktionsradienund Oberfl̈achendicken angepasst,
dafür jedochkeineSpin-Bahn-Aufspaltungen.� DurchVergleichmit derReferenzkraftNL-Z2 kannderEinflußderFitstrategie sowie die Be-
deutungderendlichenReichweitestudiertwerden.� Die Paarkraftsẗarkenkönnensimultanmit denParameternangepasstwerden.
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7.2.3 Die Kraft PC-F1

Die Kraft PC-F1 ist dasResultateiner umfangreichenParameterexploration und dem darauf fol-
gendemFit mit derBevington-Curved-Step-Prozedur. Wie obenbereitsdiskutiert,erweistsicheine
Kombinationvon Monte-Carlo-Verfahrenmit rechenbasiertenMethodenals sehreffektiv. Für die
ParameterexplorationwurdeaufgrundderhöherenGeschwindigkeit die NHM-Strategie verwendet.
Es wurden,ausgehendvon PC-Fx,mehrmalsPopulationenvon bis zu 4 Läufernauf die Reiseim
Parameterraumgeschickt.Es wurdesehrlangsamexponentiellabgek̈uhlt bei einerStarttemperatur
von $ È äaåjåjå und einemAbkühlfaktor von å§îDójójó . Bei hinreichendgeringerTemperaturwurde–
ausgehendvon denParameterl̈osungenderLäufer– die NHM-Strategie mit Bevington-Curved-Step
verwendet.Führtedieszum Erfolg, d.h. zu einerweiterendeutlichenVerringerungdes �%� , wurde
erneutein Fit durchgef̈uhrt, diesmalabermit derNL-Z2-Strategie undBevington-Curved-Step.
Wie manin Fig 6.3erkenntkann,werdendurchDMC+SA großeParameterbereichedurchgek̈ammt,
so dassdasAuffinden der relevantenMinima sehrwahrscheinlichist. DieseProzedurkann damit
auchprinzipiell dasmanuelleAusprobieren der Startwerteersetzen.Sie wird durchdie vorherigen
Explorationenmotiviert, die einesehrhügeligeStrukturder ��� FlächezumVorscheingebrachthat-
ten.

Kopplungskonstante Wert Dimension nichtkorrelierterFehler korrelierterFehleræ S -14.9357 fm � 0.00040 0.12è S 22.994 fm � 0.0048 1.1é S -66.7657 fm � 0.047 9.5&
S -0.6346 fm ' 0.0013 0.14æ V 10.0979 fm � 0.00037 0.12é V -8.918 fm � 0.039 4.9&
V -0.1807 fm ' 0.0011 0.14æ TV 1.350 fm � 0.016 0.15&
TV -0.063 fm ' 0.040 1.07�
P ñ$ðjâ§ä MeV fm ö 4.1 6.4�
N ñ$ð
å(� MeV fm ö 3.6 7.2

Tabelle 7.3: Die Kraft PC-F1.Zu jederKopplungskonstantesind die korrespondierendenunkorreliertenund
korreliertenFehlerangegeben.Dastotale Þ ß ist 99.1, Þ ßpt = 2.11, Þ ßdf = 2.75.

Im VergleichzuPC-FxhatPC-F1alszus̈atzlichenFreiheitsgradeinenAbleitungstermin deriso-
vektoriellenVektordichtemit demParameter

&
TV . Die HinzunahmediesesTermsgibt demisovektori-

ellenKanalderWechselwirkung die gleicheFlexibilit ät wie denisoskalarenKanälen,undbehandelt
sie,von denNichtlineariẗatenabgesehen,auf gleichemNiveau.Der korrelierteFehlerdiesesTerms
machtihn jedochmit demWertNull vertr̈aglich,sodassdieseErweiterungnichtgenaufixiert werden
konnte.

Mit derKraft PC-F1hatdasPunktkopplungsmodell eineQualiẗat, die mit denRMF- undSHF-
Modellenvergleichbarist. DieseBehauptungwird bei der Diskussionder numerischenErgebnisse
untermauertunddokumentiertwerden.Das �%� desFitsbetr̈agt ójó^î�ä , das��� von NL-Z2 ist 132.
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Zur BewertungderKräftekönnennebendemtotalen�%� nochzweiweitereZahlenhinzugezogen
werden:das � � pro Datenpunkt,� �pt, sowie das � � pro Freiheitsgrad(engl.degreeof freedom),� �df.
Die Zahl der Datenpunkteist die Anzahl an Observablen,die in die Anpassungder Parameterein-
gehen.Die AnzahlderFreiheitsgradeerrechnetsichausderAnzahlderDatenpunkte,abz̈uglich der
Anzahlderim Fit variiertenParameter. Wir werdenalledreiWertefür die einzelnenKräfteangeben.

7.2.4 Die gefittetenPaarkraftst ärken

Die Paarkraftsẗarken für PC-F1wurdenwärenddesFits derModell-Parameterbestimmt,ihre Werte
sind�

p

È ñ¿ðjâ§ä MeV � fm3 ç �
n

È ñ$ð
å(� MeV � fm3 î
7.2.5 Beschreibung der angefittetenKernemit PC-F1

In Abbildung7.3 sind für die KräftePC-F1undzum Vergleich NL-Z2 die prozentualenFehlerder
gefittetenObservablengezeigt.Auf der rechtenSeitesind die über jeweils alle Observableneiner
GruppegemitteltenFehlerzu sehen.Die Kraft NL-Z2 hatbei denBindungsenergien einendeutlich
kleinerenFehleralsdieKraft PC-F1undbleibt innerhalbdesbeiderAnpassunggefordertenFehlers.
Die Kerne'*) Caund ��� Ni verursachendiegrößtenSchwierigkeitenbeibeidenKräften.RMF-PC+PC-
F1zeigtbeidenrms-undDiffraktionsradiendeutlichbessereErgebnisse.Die FehlerbeiNL-Z2 über-
schreitendie beimFit geforderteGenauigkeit. Die Oberfl̈achendicken werdenbei NL-Z2 mit etwas
bessererGenauigkeit reproduziertals bei PC-F1.DieseObservableverursachtbei denbetrachteten
Kräftensowie generellbei RMF Modellendie größtenSchwierigkeiten:Oberfl̈achendicken werden
tendenziellunterscḧatzt,wobeiderGrunddafür nochunklarist.

7.2.6 Parameterkorr elationenin PC-F1

Wie wir in Tabelle7.3gesehenhaben,besitzendie ParameterderKraft PC-F1großekorrelierteFeh-
ler, die oft eineGrößenordnunggrößersindalsdie nichtkorreliertenFehler. Gründedafür sindgroße
KorrelationenzwischendeneinzelnenParametern.In diesemAbschnittwollen wir einigezwischen
jeweilszweiParameternbetrachten1. DasErgebnisdieserBetrachtungenkannin zukünftigenAnpas-
sungenvon Parameternverwendetwerden.
Die wichtigsteKorrelationim PunktkopplungsmodellbestehtzwischendenParameternæ S und æ V ,
die mit dendazugeḧorigenTermendengrößtenBeitragzumKern-Potenzialliefern:�

kern á�æ Sí S + æ V í V áãú
å MeV î (7.2)

Wir wertenim Folgendendastotale � � von unterschiedlichenKombinationender zwei jeweils be-
trachtetenParameterausundstellenesmit Hilfe einerGrauskaladar. Die VariationenderParameter
in Abbildung 7.4 (sowie den folgendenAbbildungen)sind entsprechendihrer korreliertenFehler
gewählt. Man erkennt einedeutlich lineareKombinationder Parametermit mehrerenBergen und
TälernentlangeinerDiagonalen.DieseKorrelationist versẗandlich,dasichein Kern-Potenzialvoná ú
å MeV durchverschiedeneKombinationenvon æ S und æ V realisierenlässt.Allerdings deuten
die Erhöhungenin ��� für gewisseKombinationendaraufhin, dassdieseRealisationnicht mit allen
Kombinationengleichgut gelingt.Sensitiv auf die SummederbeidenParameterist dasSpin-Bahn-
Potenzial.InnerhalbderkorreliertenFehlerzeigensichdadurchjedochkeinegroßenAuswirkungen
aufdas� � .

1Die übrigenParameterwerdenbeidiesenRechnungennicht variiert.
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Abbildung 7.3: ProzentualeAbweichungenderberechnetenObservablenvon denexperimentellenDatenfür
die KräftePC-F1(volle Rauten)undNL-Z2 (Quadrate):von obennachuntensindBindungsenergie,Diffrak-
tionsradius,Oberfl̈achendickeundrms-Radiusaufgetragen.Die Grafikenrechtszeigenjeweilsdengemittelten
Fehler.
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Abbildung 7.4: Parameterkorrelationzwischen, S und , V . Aufgetragenist in der Grauskaladastotale Þ'ß .
Wertegrößerals 155sindweiss.Die ParameterkombinationderKraft PC-F1entsprichtderMitte derAbbil-
dung.

Nochetwasandereswird durchAbbildung7.4 deutlich:esexistierenverschiedenelokaleMini-
ma,deren��� sichkaumunterscheidet.GenaudieseProblematikhattezu denStudienausKapitel 6
geführt.

R. J.FurnstahlundMitarbeiterschlagenvor, beiParameteranpassungenzudenneuenParameternæ summe

È æ S + æ V ç (7.3)æ differenz

È æ S ñvæ V (7.4)

überzugehen,umdiesenKorrelationenRechnungzutragen[Fur97, Fur98]. DemProblemderlokalen
Minima kanndadurchallerdingsnicht Rechnunggetragenwerden.Die Korrelationenzwischenden
Parametern,die vor denAbleitungstermender isoskalar-skalarenundvektoriellenDichtestehen(

&
S

und
&
V) sindin Abbildung7.5zusehen.Siesindfastidentischmit denenderParameteræ S und æ V , die

wir obenuntersuchthaben.Als Erklärungdafür kannwiederumdasArgumentherangezogenwerden,
dassdasmittlere Kern-Potenzialnur sensitiv auf die Summeder beidenAnteile ausskalaremund
vektoriellemPotenzialist. Interessantist hierbei,dassdiesgenausoaufdieOberfl̈achedesAtomkerns
zutrifft, für die die Ableitungstermedie größtenBeiträgeliefern.

Abbildung 7.6 zeigt die Korrelationenzwischendenzwei nichtlinearenParameternè S und é S.
Auch hier ist eine lineareKorrelationzu erkennen.Diese ist abernicht auf den ganzenBereich,
derdurchdie korreliertenFehleraufgespanntist, ausgedehnt.Dasbedeutet,dasshier Korrelationen
mit anderenParameternwichtig sind,währenddie KorrelationenderbeidenisoskalarenlinearenPa-
rameterweitgehendunabḧangig davon sind. Die Parameterkorrelationeninnerhalbder korrelierten
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Abbildung 7.5: Parameterkorrelationzwischen- S und - V . Aufgetragenist in derGrauskaladastotale Þ'ß . Die
ParameterkombinationderKraft PC-F1entsprichtderMitte derAbbildung.

Fehlerfür die Kombinationenæ S und
&
S sowie æ V und

&
V sind in Abbildung7.7 zu sehen.Bei die-

serKombinationderParametersiehtman,dasseineindeutigesMinimum existiert undKorrelationen
kaumvorhandensind. Mit anderenWorten:Für einengegebenenParametersatzgibt esgenaueine
Kombinationder Parameteræ S und

&
S und æ V und

&
V , die das ��� minimiert, d.h. esist ein starker

ZusammenhangzwischenbeidenKopplungskonstanten festzustellen.Im FallederParameterdesvek-
toriellenKanalsderWechselwirkung ist diesbesondersinteressant,dasich

&
V deutlichvon demzu

erwartendenWertausderEntwicklungdesPropagatorsdes. -Mesonsunterscheidet.

7.3 Parameters̈atzefür die erweiterten RMF-PC Modelle

7.3.1 Ein linearer Term in der isovektoriellen skalaren Dichte: PC-F2

Tabelle7.4zeigtdasErgebnisdesFitsdesneuenParametersatzesmit derErweiterungim isovektoriel-
lenskalarenKanal,wodurchderzus̈atzlicheParameteræ TS eingef̈uhrtwird. Die Kopplungskonstante
ist positiv, wasdenphysikalischenErwartungenwiderspricht,dadieszu einemrepulsiven skalaren
Mesonkorrespondierenwürde.Die SummederbeidenisovektoriellenParameterentsprichtin etwa
demWertvon æ TV beiderKraft PC-F1.DerWertvon

&
TV ist gegen̈uberPC-F1vergrößert.Weiterhin

sind die korreliertenund unkorreliertenFehlerkleinergeworden.Im Vergleich zu PC-F1wurde ���
um å§î/�(0 vermindert.Zus̈atzlicheFitversucheergabenauchnegative Werte für æ TS, wobei in Be-
zugauf die Beschreibungvon ObservablenkeinenennenswertenUnterschiedeoderVerbesserungen
festzustellenwaren.
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Abbildung 7.6: Parameterkorrelationzwischen1 S und 2 S. Aufgetragenist in derGrauskaladastotale Þ'ß . Die
ParameterkombinationderKraft PC-F1entsprichtderMitte derAbbildung.

7.3.2 Ein nichtlinearer Term in der isovektoriellen-vektoriellen Dichte: PC-F3

Tabelle7.5zeigtdasResultatderParameteranpassungeinesParametersatzesmit einemzus̈atzlichen
nichtlinearenTerm der isovektoriell-vektoriellen Dichte.Der zugeḧorige Parameterist é TV. Dieser
ParameterbesitztgroßeunkorrelierteundkorrelierteFehler. DerkorrelierteFehlerist mit Wertenvoné TV größerodergleich Null vertr̈aglich.Zus̈atzlich dazuhabensich die Fehlervon

&
TV vergrößert.

Es wird deutlich,dassdieserzus̈atzlicheFreiheitsgradnicht zufriedenstellendfixiert werdenkann.
Das � � dieserKraft ist nur um å§îDð(0 kleiner als dasvon PC-F1.Der TestdieserKraft ergibt keine
nennenswerteVerbesserunggegen̈uberPC-F1.

Die Ergebnisseder letztenbeidenAbschnittemachendeutlich,dassdie Erweiterungendesiso-
vektoriellenKanalsdesPunktkopplungsmodells mit derhier verwendetenFistrategie nicht sinnvoll
bewerkstelligtwerdenkönnen.Aber geradedieserAspektder RMF-Modellegibt unsnocheinige
Rätselauf. So ist bishernochungekl̈art, warumder Asymmetrie-Koeffizient in symmetrischerun-
endlicherKernmaterieim Gegensatzzu denmeistenSkyrme-Kr̈aftengrößerausf̈allt alsim Tropfen-
modell.

7.3.3 Ein Satzmit vier Ableitungstermen: PC-F4

Zuletzt studierenwir einenSatzvon Kopplungskonstanten, in demdie achtlinearenParameteræ S,&
S, æ V ,

&
V , æ TS,

&
TS, æ TV und

&
TV enthaltensind.Die Propagatoren,die zu dem Ú ñ ç . ñ ç í'ñ und&

-Mesongeḧoren,werdenalle bis zur gleichenOrdnungentwickelt. Der ausdemFit resultierende
ParametersatzPC-F4ist in Tabelle7.6zu sehen.Die Kraft besitzteinennegativenWert für æ TS, was
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Abbildung 7.7: Parameterkorrelationzwischen, S und - S (links) sowie , V und - V (rechts).Aufgetragenist in
derGrauskaladastotale Þ�ß . Die ParameterkombinationderKraft PC-F1entsprichtderMitte derAbbildung.

Kopplungskonstante Wert Dimension nichtkorrelierterFehler korrelierterFehleræ S -14.9359 fm � 0.00028 0.12è S 22.9875 fm � 0.0036 1.1é S -66.928 fm � 0.035 8.9&
S -0.6304 fm ' 0.0017 0.12æ V 10.0986 fm � 0.00029 0.13é V -8.790 fm � 0.029 4.5&
V -0.1847 fm ' 0.0032 0.13æ TS 0.091 fm � 0.014 2.2æ TV 1.262 fm � 0.013 2.0&
TV -0.09 fm ' 0.02 0.34�
P ñ$ðjâ§ä MeV fm ö 2.8 5.2�
N ñ$ð
å(� MeV fm ö 2.5 4.1

Tabelle 7.4: Die ParameterdesSatzesPC-F2mit einemzus̈atzlichenlinearenTerm in der isovektoriellen
skalarenDichte.Dastotale Þ'ß ist 98.5, Þ�ßpt = 2.10, Þ'ßdf = 2.80.

einemattraktiven Potenzialentspricht.Die Summeæ TS + æ TV ist á ä
îDð , dasentsprichtdemWert
von æ TV in derKraft PC-F1.Eszeigtsich,dassdieserWert zwar durchdie Observablen,andie die
Kopplungskonstantenangepasstwerden,bestimmtist, nichtaberdieAufteilungaufdenskalarenund
vektoriellenKanal.Aufgrund der großenkorreliertenFehlersind alle isovektoriellenParameterbis
auf æ TV mit Null vertr̈aglich,d.h.alle Erweiterungengegen̈uberPC-F1sindnur sehrlosebestimmt
bzw. nicht wirklich relevant.
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Kopplungskonstante Wert Dimension nichtkorrelierterFehler korrelierterFehleræ S -14.9358 fm � 0.00038 0.15è S 22.9928 fm � 0.0046 1.22é S -66.8052 fm � 0.0454 11.3&
S -0.6337 fm ' 0.0013 0.15æ V 10.098 fm � 0.00036 0.17é V -8.903 fm � 0.038 5.4&
V -0.1819 fm ' 0.0013 0.15æ TV 1.382 fm � 0.016 0.10é TV -124.6 fm � 70.6 225.2&
TV -0.06 fm ' 0.07 0.25�
P ñ$ðjâ§ä MeV fm ö 4.4 5.5�
N ñ$ð
å(� MeV fm ö 3.8 4.0

Tabelle 7.5: Die Kopplungskonstantenvon PC-F3mit der nichtlinearenErweiterungim Isovektor-Vektor-
Kanal.Dastotale Þ'ß ist 98.8, Þ�ßpt = 2.10, Þ�ßdf = 2.82.

Hier stehenwir vor eineminteressantenRätsel:Obwohl der isovektorielle Kanal in Standard-
RMF-Modellensehrunflexibel ist (die ganzeAbhängigkeit stecktim í -Mesonbzw. in seinement-
wickelten Propagator),lassensich Erweiterungennicht fixieren. VersionendesRMF-FR-Modells,
welcheTensorkopplungenderVektormesonen(NL-VT1) oderdas

&
-Meson(NL

&
-20)enthalten,zei-

genim GegensatzzuStandardkr̈aftenkeineVerbesserungen[Rut99]2.
Die Lösungkannin einerErweiterungderFistrategiebestehendahingehend,dassmehrKernemit

großemIsospin(exotischeKerne)oderInformationenüberNeutronenmaterieber̈ucksichtigtwerden.

Die obenpräsentiertenParameters̈atzemachendeutlich,dassSätzemit mehralsneunParametern
mit dergegenẅartigenFitstrategienichtbzw. nursehrungenauangepasstwerdenkönnen.Bereits

&
TV

der Kraft PC-F1ist nicht genaufixiert. Aus diesemGrundwirde davon abgesehen,Parameters̈atze
mit nochmehrParameternzu untersuchen.

7.3.4 Reduzierungder Parameter und Zusammenhangmit Walecka-artigenModel-
len

In unseremAnsatzfür dasPunktkopplungsmodellkorrespondiertzu jedemTerm,außerdenTermen
für die freienNukleonenunddenelektromagnetischenTermen,eineKopplungskonstante.DieseSi-
tuationunterscheidetsichvon dermit RMF-FR-Modellen.Dort sindFitsnichtsensitiv aufdieWerte
derMassendesí - unddes. -Mesons,sodassdieseParameterbereitsvor derAnpassungfixiert wer-
denkönnen(diesgeschiehtmit Hilfe der WerteausEin-Boson-Austausch-Potenzialen). Solcheine
Möglichkeit kannesbeimPunktkopplungsmodell auchgeben,obwohl die unkorreliertenFehlerfür

2Diesist in BezugaufdieTensorkopplungdes3 -Mesonsinteressant,daihr Beitragin Ein-Boson-Austausch-Potenzialen
deutlichdendervektoriellenKopplungüberwiegt [Eri88].
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Kopplungskonstante Wert Dimension nichtkorrelierterFehler korrelierterFehleræ S -14.9352 fm � 0.00043 0.15è S 22.9787 fm � 0.0046 1.3é S -66.904 fm � 0.045 12.5&
S -0.6308 fm ' 0.0013 0.15æ V 10.099 fm � 0.00036 0.15é V -8.836 fm � 0.038 5.95&
V -0.1843 fm ' 0.0013 0.14æ TS -0.231 fm � 0.018 1.5&
TS -0.170 fm ' 0.070 1.4æ TV 1.533 fm � 0.016 1.4&
TV 0.004 fm ' 0.0701.4�
P ñ$ðjâ§ä MeV fm ö 4.4 4.9�
N ñ$ð
å(� MeV fm ö 3.8 4.2

Tabelle7.6:Die KopplungskonstantenvonPC-F4mit vier Ableitungstermen.Dastotale Þ ß ist 98.2,Þ ßpt = 2.09,Þ ßdf = 2.89.

die Kraft PC-F1in dieserHinsichtkeineklareAussageermöglichen(derParameter
&
TV ist nur sehr

ungenaubestimmt).Weiterhinergibt die EntwicklungdermesonischenPropagatoreneinendirekten
ZusammenhangzwischendenParameternder4-Fermionen-Termeunddenkorrespondierenden Ab-
leitungstermen.Im RMF-FR-Modellwird die KopplungzwischendennukleonischenDichtendurch
einenPropagatormit endlicherReichweitevermittelt.Dieserkannentwickelt werden.Die wichtig-
stenTermesind der nullreichweitigeTerm und ein Term mit Ableitungen.Im skalarenFall ergibt
sich 4

dö Û65 S 7 4
dö Û í S 8 �9� �9 +;: í Sá 4
dö Û=< 8 �9� �9>@?�A@BC

S

í �S +D8 �9� ' 9>�?�A@BE
S

FHG í S I �!J î (7.5)

DabeiwerdendieentsprechendenParameterdesPunktkopplungsmodellsgekennzeichnet.Die umge-
kehrtenRelationenlautenentsprechend� �9 7 æ S

ý &
S ç 8 �9 7 ñ$æ �S ý & S î (7.6)

Die Beziehungenfür das. - unddasí -Mesonlautenæ V 7 8 �K� �K ç &
V 7 8 �K� 'K ç (7.7)æ TV 7 8 �L� �L ç &
TV 7 8 �L� 'L î (7.8)
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In Tabelle7.7sinddie(gerundeten)Kopplungskonstanten dervier angepasstenParameters̈atzesowie

Kopplungskonstante Wert von NL–Z2 PC–F1 PC–F2 PC–F3 PC–F4æ S [fm] � -16.451 -14.936 -14.936 -14.936 -14.935&
S [fm] ' -2.634 -0.635 -0.630 -0.634 -0.631æ V [fm] � 10.665 10.098 10.099 10.098 10.099&
V [fm] ' 6.826 -0.181 -0.185 -0.182 -0.184æ TV [fm] � 1.389 1.350 1.262 1.382 1.533&

TV [fm] ' 0.093 -0.063 -0.09 -0.06 0.004æ TS [fm] � – – 0.091 – -0.231&
TS [fm] ' – – – – -0.170

Tabelle 7.7: Die ausNL–Z2 berechnetenParameterund die korrespondierendenWerte der Parameters̈atze
PC-F1bisPC-F4.

die Werte,die manausderKraft NL-Z2 extrahierenkann,angegeben.Die Wertefür die isoskalaren
linearenParametersind in rechtguterÜbereinstimmung,die ausNL-Z2 sindvom Betragheretwas
größer. Ein Grunddafür kannsein,dassim RMF-PCdie nichtlinearenTermeexplizit in denPoten-
zialenauftauchen3, und auf dieseWeisedie totalenPotenzialevergrößern:sie sind wichtig für die
akkurateBeschreibung derSpin-Bahn-Aufspaltungenin endlichenKernen.In Kapitel 8 werdenwir
beiderDiskussionvonsymmetrischerunendlicherKernmateriesehen,dassdieGrößederPotenziale
bei RMF-FR-undRMF-PC-Modellen̈ubereinstimmt.

Für die ParameterderAbleitungstermeergebensichdramatischeDiskrepanzen:Nur in derKraft
PC-F4stimmendie Vorzeichender isovektoriellenAbleitungs-Parametermit denenderlinearenPa-
rameterüberein.Dabeimussmanaberbedenken, dasssie aufgrundder großenkorreliertenFehler
mit Null vertr̈aglich sind.Die Wertevon æ TV bzw. æ TV + æ TS stimmenbei allen Kräftenmit dem
WertausNL-Z2 überein.Diesführt bei diesenModellenzu dererḧohtenAsymmetrieenergie.
Der Parameter

&
V hat in allen KräftendasfalscheVorzeichen.Um sicherzugehen,dassdiesnicht

durchdennichtlinearenTermin der isoskalarenVektordichteverursachtwird, wurdeein Fit mit é V

durchgef̈uhrt. DieserbrachteaberkeineVorzeichen̈anderungfür
&
V .

Die freie Wahl derParameterderAbleitungstermeerlaubtes,diverseEffekte in dieseParameterzu
absorbieren.Dennochkönnteesin derZukunftmöglichsein,gewisseParameteroderRelationenzwi-
schenihnenvor demFit zufixierenundphysikalischzumotivieren,waseineReduktionderZahlder
freien Parameterzufolgehätte.Andererseitsdeutendie obendiskutiertenDiskrepanzendaraufhin,
dassechteAbleitungstermeeinwichtigerBestandteildesModellssind.In zukünftigenUntersuchun-
genkannmanauchüberein Hybridmodellnachdenken,welchessowohl Mesonenalsauchgenuine
Kontakt-undAbleitungstermebeinhaltet.
DenstarkenKorrelationenzwischendenParametern(besonderszwischenæ TS und æ TV kannin Zu-
kunft eventuelldurchmodifizierteAnpassungsverfahrenRechnunggetragenwerden.So werdenin
[Fur98] für gewissePaarevon ParameternderenSummeund ihre Differenzangepasst,stattbeide
Parametereinzelnanzupassen.DieskanndenVorteil haben,dasskleineModifikationendieserneuen
Parameternicht zu drastischen̈Anderungenin � � führen.DasProblemder unterschiedlichenloka-
lenMinima bleibtaberweiterhinbestehen.Die ErforschungderrelevantenKorrelationenstellt somit

3Im RMF-FR-Modellstehensiein derKlein-Gordon-Gleichungfür dasM -Meson.
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einewichtigeAufgabedernahenZukunft dar.

7.3.5 Kr äfte mit Coulomb-Austauschterm

In Abschnitt C desAnhangsfinden sich vier Punktkopplungskr̈afte und eine Kraft desRMF-FR-
Modells, bei denenwährenddesFits der Coulomb-Austauschtermber̈ucksichtigtwird4. Die An-
passungenerfolgtenmit demBevington-Curved-Step-Verfahrenausgehendvon denParameters̈atzen
PC-F1bis PC-F4,derSatzdesRMF-FR-Modellswurdeausgehendvon NL-Z2 angepasst.
Die � -WertedereinzelnenPunktkopplungskr̈afte zeigennurgeringeUnterschiede,worausfolgt, dass
die HinzunahmedesCoulomb-KraftnichtsanderUnmöglichkeit ändert,die Erweiterungenim iso-
vektoriellenKanalanzupassen.Die �%� sindinsgesamtetwasschlechter(ca  N0 ) alsdasderRMF-PC-
Kraft PC-F1.Dieskannbedeuten,dasssichdie gegenẅartigeHartree-Versionnicht sogut für diese
Studieneignet.AndererseitswurdenzumAnpassendieserSätzedie StartwertederKräftePC-F1bis
PC-F4verwendet.Die sehrhügeligeStrukturder � � -Hyperflächelegt nahe,dassandereBereicheim
Parameterraumexistierenkönnen,dieeineVerbesserungderKräfteermöglichen.
DieseKräftekönnenfür zukünftigeStudienverwendetwerden,in denenderEinflussdesCoulomb-
Austauschtermsstudiertwerdensoll. SeineBerücksichtigungin Modellen,diebisherfastausschließ-
lich in derHartree-N̈aherungverwendetwerden,ist nichtkonsistent.TrotzdemkönnenersteExplora-
tionengemachtwerden,um die prinzipiellenEffektezu verstehen.Er kannsp̈aterkonsistentin einer
Hartree-Fock-VersiondesPunktkopplungsmodells verwendetwerden.

4Dieserist beidenüblichenKräftennicht vorhanden.
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Kapitel 8

TestsdesPunktkopplungsmodells

”Das alsowar desPudelsKern.“
(J.W. v. Goethe)

8.1 Testkriterien und Auswahl an Observablen

In diesemKapitel untersuchenwir dasVerhaltendesModells mit der Kraft PC–F1im Bereichder
experimentellbekanntenKernefür eineVielzahl an Observablen.Dabeivergleichenwir essowohl
mit experimentellenDatenalsauchmit anderenMean-Field-Modellen.Dadurchkönnenverschiede-
ne Einsichtengewonnenwerden:einerseitslernenwir etwas überdie Qualiẗat desneuenModells,
andererseitskönnenwir ausVergleichenmit anderenModellenauchetwasüberdenZusammenhang
bestimmterEigenschaftender Modelle mit ihrem Verhaltenfür bestimmteKlassenan Observablen
lernen.So könnenwir z.B. denEinflusseinerrelativistischenBeschreibungsweisegegen̈ubereiner
nichtrelativistischen untersuchen,oder auchden Einflussvon Nullreichweitegegen̈uber endlicher
Reichweite(wie bei den RMF-FR-Modellen)studieren.Die Situationin der Kernstrukurist noch
immer so, dassdie Modelle nicht alle Observable gleichzeitigmit ähnlicherQualiẗat beschreiben
können.Die Auswahl derObservablenbei derAnpassungderKopplungskonstantenbestimmtdabei,
welcheObservablenmit guterQualiẗat beschriebenwerdenkönnen.Die VergleichezwischenRMF-
PC,RMF-FRundSHFkönnenhelfen,denEinflussverschiedenerIngredienzienderModelleaufdie
Beschreibungvon Observablenzu testen.
Wir werdenhaupts̈achlichVergleichezwischendenbeidenVariantendesRMF-Modells(RMF-FR
und RMF-PC) ziehen,in einigenFällen betrachtenwir auchdie VorhersagendesSkyrme-Hartee-
Fock-Modells.Dazuverwendenwir dieSkyrme-Kr̈afteSkI3[Rei95] undSLy6 [Cha95]. SLy6 wurde
konstruiert,um Kernemit großemIsospinsowie Neutronenmateriebeschreibenzu können.SkI3 be-
sitzteineSpin-Bahn-Kraft,derenisovektorielleEigenschaftenanalogzudenendesRMF-FR-Modells
sind.SystematischeUntersuchungenderUnterschiedevon SHF-undRMF-Modellenfindensich in
[Ben97, Rut99].

8.2 Symmetrische,unendlicheKernmaterie

In symmetrischer, unendlicherKernmaterielassensich die Mean-Field-Gleichungendeutlich ver-
einfachen.Die nukleonischenWellenfunktionensind ebeneWellen und wir habenEntartungdurch
SpinundIsospinvorliegen.DerZusammenhangzwischenFermi-ImpulsO F undtotalerDichteist im

97
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Fermi-Gas-Modellgegebendurchí ) 7 P
Isospin

P
Spin

4RQ
F) dö OF âTS I ö 7 âðTS � O öF î

Für die skalareDichteergibt sichí s 7 P
Isospin

P
Spin

4 Q
F) dö O ���U O � + � � � 7 äS � � � F O F V O �F + � � �ñ � � �XWZY O F + V O �F + � � �� � I î (8.1)

Aufgrund der räumlichenHomogeniẗat desSystemsverschwindenalle Termemit Ableitungender
Dichten.Die Gleichungenfür die Potenzialelauten�

S 7 æ Sí S + è Sí �S + é Sí öS ç�
V 7 æ V í ) + é V í ö) î

Die Beiträgeder isovektoriellenDichtezummittlerenPotenzialverschwindenaufgrundderGleich-
heit von Protonen-undNeutronendichte1. Durchdie gegenseitigeAbhängigkeit von skalarerDichte
undeffektiver Masse,die sichschreibenlässtals� � 7 æ Sí S + è Sí �S + é Sí öS ç (8.2)

mussdasSystemfür die jeweilsvorgegebeneBaryondichteiteriertwerden.Im GegensatzzumRMF-
FR-Modelltauchenhier, wie wir schongesehenhaben,die nichtlinearenTermeexplizit in dereffek-
tivenMasseauf.

Die Energie proTeilchenergibt sichausder $ )�) -KomponentedesEnergie-Impuls-Tensorszuüªýøÿ 7 ð�#O öF [ O F V O �F + � � � F â#O �F + � � � I ñ � � ' WZY O F + V O �F + � � �� � \ñ ]� íN�S ñ �ö è Sí öS ñ ö' é Sí 'S + ]� æ V íN�) + ö' é V í ' ) î
NebenSättigungsdichteund Bindungsenergie am Sättigungspunktist nochdie Kompressibiliẗat ei-
ne wichtige Größe.Sie entsprichtder Krümmungder Zustandsgleichungam Sättigungspunktund
berechnetsichzuà 7 ó_í �_^ � üþýøÿ^ í � ``` LbacLbd î (8.3)

SiespielteinewichtigeRollebei Dichtefluktuationen,wie siez.B.bei Riesenresonanzenauftreten.
DerAsymmetriekoeffizient e ' lässtsichberechnenals[Rut99]e ' 7gf Oh�F� V O �F + � � � + ]�(i �TV í ) \ ``` LbacL d î (8.4)

Er stehtim Zusammenhangmit derSymmetrieenergie im Tropfenmodell.
Tabelle8.1 zeigt für die Kräftedie Eigenschaftenvon symmetrischer, unendlicherKernmaterie.

Die relativistischenKräfteproduziereneinehöhereBindungsenergie undgeringereDichteamSätti-
gungspunktals die Skyrme-Kr̈afte. InteressanterweisekommendiesebeidenObservablenauchfür
NL3 größerheraus,alssieim Fit vorgebenwurden.Die RMF-Modellefavorisierendemnachgrößere
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PC-F1 PC-LA NL-Z2 NL3 SLy6 SkI3jNk (fm lnm ) ohpZq�rhq 0.148 0.151 0.148 0.159 0.158sut�v
(MeV) wxq�yzpZq|{ -16.126 -16.07 -16.24 -15.90 -15.96}�~ t } 0.61 0.575 0.583 0.595 0.690 0.577�

(MeV) 270 264 172 272 230 258e"� (MeV) 37.8 37.194 39.0 37.4 32.0 34.8

Tabelle 8.1: Eigenschaftenvon symmetrischerunendlicherKernmateriefür die betrachtetenKräfte. ��� und���*�
bezeichnendie SättigungsdichteundBindungsenergiepro Teilchen,��� � � ist dasVerḧaltnisvon effek-

tiverMassezu freierMasse,� ist dieKompressibiliẗatund ��� derAsymmetriekoeffizient.

Werte.DiesesunterschiedlicheVerhalten,daskein Effekt derReichweiteist (RMF-FRundRMF-PC
verhaltensichin dieserHinsichtsehrähnlich),ist nochunverstanden.Die Kompressibiliẗat kommtbei
denPunktkopplungsmodellen automatischrelativ hochheraus.DerWert ist dennochrealistischerals
dervonNL-Z2 hervorgesagteWert,derdenheutealsrealistischeingestuftenWertvon

������� o MeV
deutlichunterscḧatzt.NL3 produzierteineKompressibiliẗat von ähnlicherGröße,allerdingswar hier
die Annahme

� ��� rTo MeV BestandteildesFits. Die Tendenzzu einer Kompressibiliẗat größer
als
����� o MeV scheinteineallgemeineEigenschaftderPunktkopplungsmodelle zu sein.Soerhalten

auchFurnstahlet al. [Fur98] Wertein dieserGrößenordnungodernochhöhereWerte,abḧangigvon
derAnzahlundArt derverwendetenTermeim AnsatzdesModells.

Der Asymmetrie-Koeffizient e � liegt bei den RMF-Modellen systematischhöher als bei den
Skyrme-Kr̈aften.DiesessystematischeVerhaltenist bishernochnichtgekl̈art.DerWertdesSkyrme-
Hartree-Fock-Modellsliegt näheramallgemeinakzeptiertenWertvon

��� o MeV.
In Abbildung8.1 sinddie Zustandsgleichungsowie die effektive MassederNukleonenundder

Verlauf der isoskalarenPotenzialeeingezeichnet.Man erkennt deutlich denseltsamenVerlauf der
Zustandsgleichungfür die altePunktkopplungskraftPC-LA. Er führt zu einemDichte-Isomerin der
ZustandsgleichungundlässtdasModell für Dichtengrößerals j � ohp � {Tr fm lnm instabilwerden.Der
Grunddafür lässtsich an denPotenzialenerkennen.Ihr Verlauf ist nicht monotonals Funktionder
Dichte,sondernihre Steigungver̈andertdasVorzeichen,so dasssie beidebei j � ohp � {Tr fm lnm den
Wert Null erreichen.GenauabdiesemPunktexistierenkeineLösungenfür die Zustandsgleichung.
Die UrsachediesesDichte-Isomersist einArtefaktdernichtlinearenParameterdesModellsundsollte
nicht alsphysikalischeVorhersageinterpretiertwerden.

Der nichtlineareTerm in der isovektoriellen-vektoriellen Dichtebei PC-F1führt zu einemwei-
cherenVerlaufalsbei denRMF-FR-Kräften.Im RMF-FR-Modellkannsolchein Verlauf,derauch
durchResultatevon DBHF-Rechnungen2 motiviert wird [Sug94], durcheineSelbstwechselwirkung
des� -Mesonserreichtwerden.Währenddiesedie VorhersagekraftdesRMF-FR-Modellsnichtstark
verbessert,führt die Nichtlineariẗat beim Punktkopplungsmodell zu einer sichtbarenVerbesserung
(siehe[Nik92]). Grund dafür kann die unterschiedlicheParametrisierungder mittleren Felderals
FunktionderDichtesein.RMF-FR-Kräftemit nichtlinearen,vektoriellenTermenproduzierenweni-
gersteifeZustandsgleichungenalsModelleohnedieseArt vonSelbstwechselwirkung des� -Mesons
[Rut99]. Die weichereZustandsgleichungvon PC-F1lässtsich auchmit der im Verḧaltnis zu den
RMF-FR-Kräften etwas größereneffektiven Massein Verbindungbringen,siehe[Bog83, Rut99].

1Die Coulombkraftwird in Rechnungenzu Kernmaterienicht ber̈ucksichtigt,dasieaufgrundihrer großen(mathema-
tischsogarunendlichen)ReichweiteeinenunendlichgroßenEnergiebeitragliefern würde.

2DBHF = Dirac-Brückner-Hartree-Fock
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Abbildung 8.1:Die linkeAbbildungzeigtdieEnergieproTeilchenalsFunktionderBaryonendichtefür diean-
gegebenenKräfte.Auf derrechtenSeitesinddieeffektiveMasse(obereFigur)unddieMean-FieldPotenziale
gezeichnet(untereFigur).

Die Abhängigkeit desskalarenPotenzialsvon derskalarenDichteentsprichteinerPotenzreihenent-
wicklung in der skalarenDichte. Im RMF-FR-Modellwird die Selbstwechselwirkung im Feld und
nicht in derDichteeingef̈uhrt,waszu einemgänzlichanderenVerhaltenführt3.

Die bulk propertiesstimmentrotz dieserganzunterschiedlichenDichteabḧangigkeiten sehrgut
überein.Dennochführt die SteigungdesPotenzialsals Funktionder Dichte im BereichdesSätti-
gungspunkteszu einemNachteilder Kraft PC-LA, der u. a. bei der Beschreibung von Spin-Bahn-
Aufspaltungenin endlichenKernensichtbarwird. DiesbildeteineinteressanteBrückezwischendem
idealisiertenSystemderKernmaterieundendlichenKernen,anderenBeschreibungmanschließlich
mit Hilfe dieserModelleinteressiertist.

Die effektive Masseist bei denRMF-Modellenmit ohp/r#��� } ~ t } ��ohp/yhq tendenziellgeringer
als bei denmeistenSkyrme-Kr̈aften.Hierbei mussmanaberbeachten,dassin denRMF-Modellen

3Zudemwird hier in jedemIterationsschrittdieMesonenfeldgleichunggel̈ost.
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die effektive Massevom Impulsabḧangtgem̈aß[Ben99]} ~T�H�"� �} �¢¡ £ } ~ � o �} ¤X¥ ¦ £ �(�}§¤X¥ p (8.5)

Meistenswird als effektive Massegerade}�~ � o � bezeichnet.Dabeiwird ein typischerImpuls von�"¨ � qTp � r t fm angenommen,erḧalt manausobigerGleichungdenAusdruck}�~} � ¡ £ } ~ � o �} ¤ ¥ ¦ ohp©o(�ªp (8.6)

Esistersichtlich,dasssichderWertfür dieeffektiveMasseerḧohtundnäherandieWertederSkyrme-
Kräfteherankommt.

8.3 Neutronenmaterie
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Abbildung 8.2: Die EnergieproTeilchenalsFunktionderDichtefür reineNeuronenmaterie.

NebenKernmaterieist auchdie Untersuchungvon reinerNeutronenmaterieinteressant.Bei die-
semSystemverhindertim AllgemeinendasPauli-Prinzipdie ExistenzeinesgebundenenZustandes.
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TrotzdemexistierengebundeneSysteme,die haupts̈achlichaus(wennauchnicht reiner)Neutronen-
materiezu bestehenscheinen:Neutronensterne4. DieseSystemesindgravitativ gebunden.Der hohe
Gravitationsdruckführt zu demAuftretendesinversen« -Zerfalls, bei demsichProtonenzusammen
mit ElektronenundNeutrinosin Neutronenverwandeln.Ist auchderFermi-DruckderNeutronenzu
schwach(bzw. exakter:derDruck derdurchdasPauli-Prinzipfür Quarksverursachtwird), sokolla-
biert dasSystem,esbildet sicheineSingulariẗat in derRaumzeit.DieseObjekte,für die esHinweise
ausastronomischenBeobachtungengibt, werdenalsschwarzeLöcherbezeichnet.

Die Formelnvon symmetrischerKernmateriëandernsichanzwei Punkten:Die Beziehungzwi-
schenFermi-Impulsund Dichte ändertsich, da die Entartungnur noch durch den Spin zustande
kommt.ProtonenundNeutronenwerdenseparatbetrachtet:j

p¬ n � q�T­ ¥ � mF p (8.7)

Zus̈atzlich dazuverschwindetnicht mehrdie QuelledesisovektoriellenMesonsbzw. die isovekto-
riell-vektorielleDichte.Auf dieseWeiseenstehtein Beitragder Symmetrieenergie zur Energie des
Systems:s

sym
�¯®¥"° TV

j ¥TV p (8.8)

Da in Kernmaterierechnungennicht die Coulomb-Energie ber̈ucksichtigtwird, liefern die Formeln
für reineNeutronen-oderProtonenmateriedie gleichenResultate.
Quasi-experimentelleDatenzur Zustandsgleichungvon Neutronenmateriesindaus[Fri81] entnom-
men.Im Folgendenwollenwir dieVorhersagenderverschiedenenMean-Field-Modelleber̈ucksichti-
gen.Figur8.2zeigtdieEnergie proTeilchenalsFunktionderNeutronendichtefür dieKräftePC-F1,
PC-LA, NL-Z2, NL3 unddieSkyrme-KraftSLy6. Die relativistischenKräftefächernim Bereichder
Dichte von j � ohp©oªq±w;ohp©o(² fm lnm auf, sind aberin ihrem Verlauf sehrähnlich.PC-LA produziert
die größtenEnergien.Wir erkennenein gemeinsamesVerhaltenderRMF-FR-undRMF-PC-Kr̈afte.
Es weicht systematischvon der Vorhersageder Skyrme-Kraft SLy6 und denDatenaus[Fri81] ab.
Die Zustandsgleichungvon SLy6 liegt sehrnahean denDaten.Auch die Tendenzentsprichtihrem
Verlauf. Es mussallerdingsbeachtetwerden,dassdie Kraft SLy6 besondersim Hinblick auf die
BeschreibungneutronenreicherSystemeerstelltwurde.

Der Punktkopplungsansatz kuriert alsonicht die Schwierigkeiten,die bei derBeschreibung von
Neutronenmateriemit relativistischenMean-Field-Modellenenstehen.Vielleicht kannsieabergera-
dedeshalbzukünftig zur FixierungisovektoriellerFreiheitsgradedieserModelleverwendetwerden,
siehedazuauchdie Diskussionin Kapitel 6.

8.4 Kernmaterie mit beliebigerAsymmetrie

Die Verallgemeinerungauf beliebigeAsymmetriedesProtonen-undNeutronenverḧaltnisses ist nun
einfach:Aus derProtonen-bzw. Neutronendichtej p¬ n müssendie zugeḧorigenFermi-Impulseein-
zelnberechnetwerden:� p¬ n

F
� � � p©o ­ ¥´³ j p¬ n � ® ¬ m p (8.9)

Gleichermaßenmussdie skalareDichtefür ProtonenundNeutronenseparatberechnetwerden:j p¬ n
s

� µ
Spin ¶R· p ¸ n

Fk dm � } ~¹ � ¥p¬ n ¦ } ~ ¥ � q�T­ ¥ } ~ �H� p¬ n
F

¹ � p¬ n
F ¥ ¦ } ~ ¥

4Dies entsprichteinemsehreinfachenModell einesNeutronensterns.Man mussin realistischenBeschreibungendie
Elektronensowie dieExistenzanderermöglicherMateriezusẗandeber̈ucksichtigen(Quarkmaterie,seltsameMaterieusw.).
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w } ~ ¥»º½¼ � p¬ n
F ¦ ¹ � p¬ n

F ¥ ¦ } ~ ¥} ~ p (8.10)

Die Einteilchenenergien derProtonenundNeutronenergebenzusammenmit demBeitragderEner-
gie desmittlerenFeldes(ebensowie bei Neutronenmateriegibt esauchhier wiedereinenBeitrag
des j -Mesonsbzw. im Fall desRMF-PC-Modellsder isovektoriell-vektoriellen Dichte) die Ener-
gie pro Teilchen.Abbildungen8.3 zeigendie Zustandsgleichungals Graustufen-Darstellungin der
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Abbildung 8.3: Bindungsenergie (dargestelltin derGrauskala)in asymmetrischerKernmateriefür die Kräfte
PC-F1,PC-LA, NL3 undNL-Z2.¾ w �À¿ wÂÁ � t�v Ebene.Die Symmetrieder Darstellungenrührt daher, dassin diesenRechnungen
die Coulombkraft,die die Protonengegen̈uberdenNeutronenauszeichnenwürde,unber̈ucksichtigt
bleibt.Am sẗarkstenfällt derUnterschiedzwischendenZustandsgleichungenfür PC-F1,NL-Z2 und
NL3 undderfür die Kraft PC-LA auf.Man erkenntdeutlichdenSattelpunktin der ¾ w �À¿ wRÁ � t�v
Ebene,derzudemzweitenMinimum in derZustandsgleichungkorrespondiert.Im GegensatzzuPC-
F1undNL3 ist dasOvalbeiderKraft NL-Z2 sẗarkerzuhöherenDichtenhin ausgedehnt,für kleinere
Dichtenähnelnsichdie Zustandsgleichungenmehr.

Um die Unterschiedein denKräftengenauerzu sehen,sind untenSchnittein dieseEbenebei
verschiedenenWertenfür ¾ und �À¿ wÃÁ � t�v gelegt. Abbildung 8.4 zeigt die Bindungsenergie pro
NukleonalsFunktiondesVerḧaltnissesderNeutronen-zur Gesamtdichtevon 0.5 bis 1.0 in Schrit-
ten von 0.1 (dasVerḧaltnis von 1.0 entsprichtreiner Neutronenmaterie).Für symmetrischeKern-
materiestimmenalle Kräfte am Punktder Sättigungsdichtëuberein(sieheauchobigeDiskussion
zu denbulk properties). DieserPunkt,an demsich alle Kurven schneiden,gleitet mit steigendem
Neutron/Protonverḧaltnis zukleinerenDichten.PC-LA zeigtdeutlichdie ExistenzeineszweitenMi-
nimumsin derZustandsgleichung,dieseanomaleStruktur5 ist auchnochbeireinerNeutronenmaterie
sichtbar. Die Punktkopplungskraft PC-F1besitztbei hohenDichtendie weichsteZustandsgleichung.

5Esgibt Modelle,in deneneinDichteisomerin Kernmaterieauftritt. Diesgeschiehtdannjedochdurcheinestrukturelle
Ver̈anderungvon Kernmaterie,wie z.B.Pion-Kondensation.Siehez.B. [Eri88], S.175ff.
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Abbildung 8.4: Die Bindungsenergie als Funktion der Gesamtdichteder Nukleonen bei Neutronen-
/Gesamtdichteverḧaltnissenvon (vonuntennachoben) Ä(ÅÇÆ#ÈÉÄ"Å Ê"ÈÉÄ"ÅÇË#ÈÉÄ(Å Ì(ÈÍÄ(Å Î(ÈbÏ|Å Ä .
Dies verdeutlicht,dasssich kein direkter Zusammenhangzwischender Kompressibiliẗat und dem
Verhaltenbei hohenDichtenherstellenlässt.

In Abbildung8.5 sindSchnittebei festerNukleonengesamtdichtedargelegt. Aufgetragenist je-
weilsdieBindungsenergie proTeilchenalsFunktionvon �À¿¢Ð Á ��Ñ�Ò . Die Zustandsgleichungstimmt
beiSättigungsdichtein RichtungderAsymmetriebei allenKräftennahezuexakt überein.DerGrund
dafür ist, dassdie im Fit enthaltenenKernebzw. ObservablendieseAbhängigkeit amsẗarkstenfest-
legen.In Kernmaterieverschwindenzus̈atzlichdazudie räumlichenAbleitungenderMesonenfelder,
so dassdie funktionaleAbhängigkeit desisovektoriellen-vektoriellen Potenzialsvon der Isovektor-
VektorDichtein beidenModellenidentischist:Ó

TV Ô ¾ TV Õ (8.11)

Unterschiedeergebensichbei geringerenundhöherenDichten.Obwohl die KrümmungenderKur-
venweitestgehendidentischsind,ergebensichdoch,besondersim BereichsymmetrischerKernma-
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Abbildung 8.5: Die Bindungsenergie als Funktion desNeutron-/Gesamtdichte-Verḧaltnissesbei jeweiliger
Sättigungsdichteder Kräfte und halber, viertel und doppelterSättigungsdichtevon PC-F1und NL-Z2 (von
untennachoben).

terie, Differenzenim Betragder Bindungsenergie. Der großeWert von
��Ö�×

MeV bei PC-LA für
doppelteSättigungsdichterührt von demzweitenMinimum in seinerZustandsgleichung.DieseRe-
sultatezeigen,dasszurgenauerenBestimmungderDichteabḧangigkeit derZustandsgleichungKerne
mit großemIsospin(exotischeKerne)bzw. Datenvon Neutronenmaterieben̈otigt werden.Erstdann
könnenauchzus̈atzlicheFreiheitenim isovektoriellenKanal der effektiven Wechselwirkung adju-
stiertwerden6.

6Dieshabenwir bereitsbeiderDiskussionderKräftePC-F2bis PC-F4gesehen.
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8.5 EnergetischeObservablen

Die experimentellamgenauestenvermesseneObservablevon Atomkernenist ihre Masseunddamit
auchihre Bindungsenergie. Die experimentellenFehlersind von der Größenordnungeiniger keV
undsomitweit geringeralsdie Pr̈azision,die manvon denMean-Field-Modellenfordernkann.Aus
diesemGrundwird denModellenbeiderAnpassungderKopplungskonstanteneinedeutlichgrößere
Fehlertoleranzzugewiesen,sieist in unseremFall Ø Õ �(Ù desexperimentellenWertes.

8.5.1 SphärischeRechnungen

Die Rechnungenin spḧarischerSymmetrie,die in diesemAbschnittdiskutiertwerdensollen,betref-
fen einfach-oderdoppelt-magischeKerne,bei denenein spḧarischerGrundzustandwahrscheinlich
oderexperimentellbekanntist. DasVorhandenseineinermagischenZahl garantiertim Allgemeinen
nicht die spḧarischeForm. Dies ist in den Rechnungenein Effekt der Selbstkonsistenz:Protonen
undNeutronenbeeinflussensichgegenseitig,wodurchdie nichtmagischeNukleonensortedenKern
zu einerendlichenDeformationentreibenkann(oderumgekehrt die magischeNukleonensortedie
Spḧarizität desKernsgewährleistet).Die experimentellenDatenstammenaus[Aud95]. Abb. 8.6
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Abbildung 8.6: Relative FehlerderberechnetenBindungsenergienzu denexperimentellenWertenfür Isoto-
penkettenausRechnungenin spḧarischerSymmetrie.

zeigtverschiedeneIsotopenkettenunddenprozentualenFehlerderBindungsenergie Ú gem̈aßÛ Ú � Ú mf
Ð Ú expt ÜÚ expt Ü Õ (8.12)
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Globalbetrachtet,liegenalleKräftefür diemeistenKerneinnerhalbeinesFehlersvon Ø Õ �NÙ (oftmals
ist er noch kleiner und entsprichtder von den FitkernengefordertenGenauigkeit). Die einzelnen
Kräfte habenmehr Problemebei der Beschreibung von leichtenKerne.Der Grunddafür ist, dass
der Effekt von Grundzustandskorrelationen, der durchdie NäherungunabḧangigerTeilchen(bzw.
vonQuasiteilchenim BCS-Formalismus)vernachl̈assigtwird, beikleinerenKernensẗarker zuBuche
schl̈agtalsbei schwerenKernen,wo dasBild einesmittlerenPotenzialsangemessenererscheint.

Die Fehlerin denBindungsenergien sind im Allgemeinenin denbetrachtetenKettennicht kon-
stantsondernhängenvon der jeweils anderenNukleonenzahlab:hier äußernsichFehlerim isovek-
toriellenKanalderModelle.

Eine weitereinteressanteBeobachtunglässtsich an denZinn-Isotopenmachen.Der qualitative
VerlaufderFehlerkurveist beiPC-F1undNL-Z2 sowieNL3 undPC-LA ähnlich.DerGrunddafür ist,
dassbeiPC-F1undNL-Z2 fünfZinn-Isotopeim Fit ber̈ucksichtigtwurden,währendbeiNL3 dreiund
bei PC-LA kein einzigerZinn-KernVerwendungfanden.Die KrümmungderKurve ist ein Resultat
der Vernachl̈assigungvon Grundzustandskorrelationen [ReiPR].Die Spitzenin denKurven zeigen
eineÜberscḧatzungder Schaleneffekte. Man siehthier sehrdeutlich,wie die Fitstrategie, genauer,
die Auswahl an Kernenund Observablen,dasVerhaltendasModells beeinflußt.Die beidenKräfte
PC-F1undNL-Z2 sindauchjene,diebeidenZinn-Isotopensowie fastallenbetrachtetenKernendie
geringstenFehleraufweisen.Die VerbesserungeinesModellskannalsoimmerauf mindestenszwei
Arten geschehen,die starkmiteinanderwechselwirken:Ý Einführung/Modifikationvon TermenundÝ Modifikation/ErweiterungderFitstrategie.

Die Fehlerin denIsotonenketten(sieheAbbildung8.7) sind insgesamtgrößeralsbei denIsotopen.
Bei ersterenist die BalancezwischenCoulomb-Energie undSymmetrieenergie besondersentschei-
dend.Die größerenFehlerunddasVerhaltenaller Kräftezeigen,dassdasRMF-FR/PCModell hier
noch eine Schẅachehat, die noch nicht genauverstandenist. Die etwas schlechterenErgebnisse
von PC-F1im Vergleichzu NL-Z2 zeigen,dassdieseSchẅacheim Punktkopplungsmodellsẗarkere
Auswirkungenzeigt7.

SystematischeUntersuchungenzudenParameternim Isovektor-KanaldereffektivenWechselwir-
kungkönnenvielleicht dar̈uberAufschlußgeben,warumz. B. derAsymmetrie-Koeffizient deutlich
größerist als der desLiquid-Drop-Modellsund der von denmeistenSkyrme-Kr̈aften.Zus̈atzliche
Termein diesemKanal führenjedoch,wie wir obenbereitsgesehenhaben,bei Beibehaltungder
Fitstrategie zu keinernennenswertenVerbesserungdesModells.Die GrößenordnungderFehler(in
fastallenFällenkleinerals

Ö|Ù
) zeigtaber, daßdie ModelledieseObservablemit einerakzeptablen

Genauigkeit beschreiben.

8.5.2 Deformierte Rechnungen

Wir werfeneinenBlick auf Bindungsenergien für die schwerstengg-Kerne,bei denendie Masseex-
perimentellbekanntist. Wir betrachtenspezielldie Kernemit ProtonenzahlenÁ � ²#� Ð Ö Ø(� . Diese
Kerne,diestarkprolatdeformiertsind(für NobeliumwurdeexperimentelleineGrundzustandsdefor-
mationvon « ¥ � Ø Õ �(Þuß Ø Õ Ø � [Rei99, Lei99] ermittelt), erfordernaxialsymmetrischeRechnungen
(für die KernewerdenreflektionssymmetrischeFormenangenommen).

In Abb. 8.8sinddieAbweichungenderBindungsenergienvondenexperimentellenWertenin Pro-
zentangegeben.Weiterhinsinddie Grundzustandsdeformationeneingezeichnet.Die Abweichungen

7Hier könnteeinegenaueUntersuchungder Coulomb-Kraftin RMF-Modellennützlich sein.Im Gegensatzzu SHF-
Modellenwird derAustauschtermnichtber̈ucksichtigt.
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Abbildung 8.8: Relative Abweichungenvon berechnetenBindungsenergienzu denexperimentellenWerten
(oben)undGrundzustandsdeformationenderKerne(unten).

sind in der gleichenGrößenordnungwie die der leichterenKerne,wasein ausgezeichnetesResul-
tat darstellt(wir sind mindestens26 Ladungszahlenentferntvon denschwerstenKernen,denBlei-
Isotope,die BestandteilderFitprozedursind).Im Detail ergebensichwiederUnterschiedezwischen
denKräften,die sich im wesentlichenin denSteigungenderKurven äußern.DiessindAuswirkun-
genderMängelderModelleim isovektoriellenKanal.Interessanterweisesinddie Kernenur mit der
RMF-FR-KraftNL3 für diekleinerenNeutronenzahlen̈uberbunden,währenddieanderenKräftenzu
kleine Bindungsenergien vorhersagen.Die Kraft PC-F1zeigt trotz identischerFitstrategie nicht so
guteErgebnissewie die Kraft NL-Z2. DiesenBefundkonntenwir bereitsandenleichterenKernen
festmachen.Der Grunddafür, derin denunterschiedlichenParametrisierungendereffektivenWech-
selwirkung liegenmuss,bedarfnocheinesgenauenStudiums.

NL-Z2 beschreibtsystematischgrößereDeformationenalsdie anderendrei Mean-Field-Kr̈afte.
Hier gibt eseinenZusammenhangzur Oberfl̈achenenergie von NL-Z2. Sie ist niedrigeralsdie von
NL3 [Rut99].

DasSymbolmit Fehlerbalken für denKern à�áãâ No bezeichnetdie gemesseneGrundzustandsde-
formationsowie die experimentelleUnsicherheit.Alle Kräfte überscḧatzendiesenWert, wobei die
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Vorhersagenvon NL3 undPC-LA nochinnerhalbdesexperimentellenFehlersliegen.Dermaximale
Fehlerin denVorhersagenist ä�å Ù für dieKraft NL-Z2, wasnochakzeptabelist.

8.6 Observablender Schalenstruktur

8.6.1 Separationsenergien

Im Folgendenwollen wir für Isotopen-und Isotonenkettendie Vorhersagender Modelle für Zwei-
Protonen-undZwei-Neutronen-Separationsenergien untersuchen.Wir zeigensiehier für spḧarische
Rechnungenvon KettenausIsotopenund Isotonen(sieheAbbildungen8.9 und 8.10). Der Ver-
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Abbildung 8.9: 2-ProtonenSeparationsenergienfür dieangebenenIsotopenketten.

lauf der Kurven ist für alle Kräfte ähnlich. Der Sprungder Zwei-Neutronen-Separationsenergien
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Abbildung 8.10:2-NeutronenSeparationsenergeinfür dieangebenenIsotonenketten.

beimÜberschreitenvon Schalenabschlüssenwird von derPunktkopplungskraftPC-LA amsẗarksten
überscḧatzt.Die Kraft NL-Z2 liegt denDatenin denmeistenFällenamnächsten.Alle Kräftezeigen
dieTendenzzuzugroßenSpr̈ungenin denSeparationsenergien.Esist zuerwarten,dassdieserEffekt
zu einemgroßenTeil durchdie Berücksichtigungvon Grundzustandskorrelationen kuriert werden
kann.
Bei denKalzium-undNickel-Isotopenist eindeutlicherAbfall derSeparationsenergienbeiderNeu-
tronenzahlæ�çÃè(é zu sehen,dersichnicht in denexperimentellenDatenmanifestiert.DieserEffekt
findet seinenGrundvermutlichin denfehlendenGrundzustandskorrelationenderModelle,z.B. be-
sitzendie Kerne ê�ê Ni und ëãì Ni sehrweichePotenzialfl̈achen,sodasseineBeimischungvon Vibra-
tionszusẗandeneinengroßenEinflusshabenkann.Insbesonderebei denNickelisotopenfächerndie
FehlerunterdenverschiedenenKräftennachdemSchalenabschlußbei æ�ç�íTé sehrstarkauf.
Interessanterweiseerkennenwir in denBlei-Isotopenbei æ�çîä�ï�è einenSprungin denSeparations-
energien.DiesemagischeNeutronenzahltauchtbeidenüberschwerenElementenfür Protonenzahlen
kleinerals ðÃçîä�ñTé auf8 (siehedazudaskommendeKapitel9).DieserSchalenabschlußzeichnetsich
alsobereitsansatzweisebeidenbekanntenKernenab. Allerdingsist erhiermit derZwei-Neutronen-
Dripline gekoppelt.
Die Separationsenergien in der æòçóä�ñ#ô Isotonenkettewerdendeutlichundsystematischvon allen
Kräftenüberscḧatzt.Daskorrespondiertmit densystematischenFehlernin denBindungsenergienderæ�çîä�ñ#ô Isotonenkette.
Zwei-Nukleonen-Separationsenergien werdenvondengetestetenModellenin denmeistenFällenzu-
friedenstellendbeschrieben,sietendierenzumÜberscḧatzenderSpr̈ungederSeparationsenergienan

8Zu õ�öø÷*ùûú korrespondiertdiemagischeNeutronenzahlüýöø÷*þbù .
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Schalenabschlüssen.EslässtsichkeinsystematischerUnterschiedzwischendemRMF-FR-unddem
RMF-PC-Modellerkennen.

8.6.2 Spin-Bahn-Aufspaltungen
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Abbildung 8.11: ProzentualeAbweichungenderSpin-Bahn-Aufspaltungenvon denexperimentellenWerten
für dreiProtonenzustände(links) undvier Neutronenzustände(rechts).

Eine wichtige Observable,die mit der Schalenstrukturder Kernezusammenḧangt, ist die Auf-
spaltungvon EnergieniveausaufgrundderSpin-Bahn-Wechselwirkung. Dieseist bei relativistischen
Modellen intrinsischerBestandteildesFormalismus,währendsie in der SHF-Methodevon Hand
und unterEinführungeinesodermehrererParameterhinzugef̈ugt werdenmuss.Es ist ausmehre-
ren Gründeninteressant,dieseObservable zu untersuchen.Einerseitsist dasSpin-Bahn-Potenzial
an der Kernoberfl̈achegepeakt,d.h. in einemBereichgroßerSteigungenin der Dichte. Hier kann
getestetwerden,ob die Gradiententermeim Punktkopplungsmodell diesemVerhaltenausreichend
Rechnungtragen.Andererseitskannim VergleichRMF-FRzu RMF-PCuntersuchtwerden,ob end-
liche Reichweite(oderformalerausgedr̈uckt, eineFaltungder Dichten)für eineerfolgreicheSpin-
Bahn-Wechselwirkung notwendigist undwie sensitiv die konkreteDichteabḧangigkeit desModells
in BezugaufdieseObservableist.Um diesenFragennachzugehen,betrachtenwir für dreiKerneVor-
hersagenund experimentelleDatenfür drei Protonenzuständeund vier Neutronenzuständein Abb.
8.11.DieseZusẗandehabensichin früherenUntersuchungen[Rut99] alsstabilgegen̈uberPolarisati-
onseffektenerwiesen.
Wir sehensofort,dasssichdie drei KräftePC-F1,NL3 undNL-Z2, mit geringenUnterschiedenim
Detail, sehrähnlichverhalten:sie erlaubeneineBeschreibung derexperimentellenDateninnerhalb
vonca. ñTé"ÿ . AusderReihefällt dieKraft PC-LA.Bei ihr sinddieFehleroftmalsmehralsdoppeltso
groß.Die Kraft PC-F1stellt in dieserHinsichteineVerbesserungdar. Der Grundfür diesesVerhal-
tenwurdebereitsim AbschnittKernmaterieerwähntundwird mit Abbildung8.12verdeutlicht.Das
VerhaltenderMean-Field-Potenziale(unddamitauchdereffektivenMasse)in Abhängigkeit vonder
Nukleonendichteunterscheidetsichfür PC-LA deutlichvondenanderenKräften:dieeffektiveMasse
nimmt als Funktionder Dichte für größereDichtenlangsamerzu. Darausresultiertein Spin-Bahn-
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Abbildung 8.12: DasSpin-BahnPotenzial(oben)und die effektive Masse(unten)der Neutronenim Kern�����
Pbfür vier RMF Kräfte.

Potenzial,dasbei größerenRadiengepeaktund tiefer ist. Die anderendrei Kräfte stimmenexakt
übereinbez̈uglich desPeak-Radius,kleineUnterschiedeergebensichnur in derTiefe.

Offensichtlich ist für die akkurateBeschreibung von Spin-Bahn-Aufspaltungendie Dichteab-
hängigkeit desModells essentiell.Wir könnendarausfolgern,dassfür einezufriedenstellendeBe-
schreibung von Spin-Bahn-Aufspaltungenin relativistischenMean-Field-Modellennicht die Reich-
weiteentscheidendist, sonderndieParametrisierungdermittlerenPotenzialealsFunktionderDichte.

Dies ist auchwichtig in Hinblick auf die Untersuchungenvon Spin-Bahn-Aufspaltungenmit
Skyrme-Kr̈aften[Ben97, Rut99]. Die KräfteSkI3undSkI4mit gegen̈uberStandard-Skyrme-Kr̈aften
erweitertenbzw. modifiziertenSpin-Bahn-Termensowie dieStandard-KraftSkM* produzierendeut-
lich größereFehler(bis zu ïTé"ÿ für den2d-Protonen-Zustandin

��� à Sn mit derKraft SkI4). Daraus
ist ersichtlich,dassdie ParametrisierungendesRMF-Modells in dieserHinsicht denuntersuchten
Skyrme-Kr̈aftenüberlegensind.OffensichtlicheignetsichderrelativistischeFormalismusundseine
intrinsischeBeschreibungdesSpinfreiheitsgradesvon Fermionenbesserzur BeschreibungderSpin-
Bahn-Aufspaltungen.Hier sindVerbesserungenderSkyrme-Kr̈aftewünschenswert.

8.6.3 Einteilchenspektren

In diesemAbschnittwerdendieEinteilchenspektrenvonzweiausgewähltenKernen,
��� à Snund à�ì � Pb,

betrachtet.DabeiwerdendieVorhersagendereinzelnenModelleuntereinanderund– soweit möglich
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– mit demExperimentverglichen.Da essich in beidenFällenum doppeltmagischeKernehandelt,
könnendieRechnungenin spḧarischerSymmetrieausgef̈uhrt werden.In realistischerenRechnungen
müsstederEinflussvon Korrelationenauf die Einteilchenenergien ber̈ucksichtigtwerden.Wir neh-
menhierfür denVergleichdereinzelnenKräfteuntereinanderan,dassdiesebeidenhieruntersuchten
KräftenundModellenin etwagleichgroßsind.Figur8.13zeigtdieEinteilchenspektrenderProtonen

Abbildung 8.13:EinteilchenspektrenderProtonen(links) undNeutronen(rechts)von
���	�

Pbfür dievier ange-
gebenenKräfteausRechnungenin spḧarischerSymmetrie.ZumVergleichsinddieexperimentellenDatenmit
denzugeḧorigenQuantenzahleneingetragen.

Abbildung 8.14:EinteilchenspektrenderProtonen(links) undNeutronen(rechts)von

����

Snfür dievier ange-
gebenenKräfteausRechnungenin spḧarischerSymmetrie.ZumVergleichsinddieexperimentellenDatenmit
denzugeḧorigenQuantenzahleneingetragen.

undNeutronensowie – soweit vorhanden– experimentelleWertezumVergleich.Obwohl dieNiveau-
reihenfolgederProtonenbeiallenKräftenübereinstimmt,ergebensichUnterschiedein derGrößeder
Spin-Bahn-Aufspaltungensowie derrelativenLageeinigerNiveauszueinander. DieKraft PC–LAlie-
fert,wie manaufgrundobigerDiskussionerwartenkann,diegrößtenSpin-Bahn-Aufspaltungen. Dies
erkenntmanz.B. an den ñ 
 -Teilchen-bzw. den ñ�� -Lochzusẗanden.Die Aufspaltungender übrigen
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drei Kräfte stimmengut überein.Die Kräfte NL–Z2 und PC–F1verhaltensich für einigeNiveaus
gleich und deutlichandersals die Kräfte NL3 und PC–LA: So sind bei denProtonendie Niveausä�� ä#ä��Tñ�� und ä��ûä�å��Tñ�� energetischdeutlichhöher, währenddie ñ 
 í��Tñ�� und å��cå��Tñ�� Niveausent-
schiedenniedrigerliegen.DiesesübereinstimmendeVerhaltenlässtsichwahrscheinlichaufdenEin-
flussder identischenFitstrategie zurückführen.Der Vergleich mit denexperimentellenDatenzeigt,
dassdieNiveaureihenfolgerichtig reproduziertwird, dassallerdingsdieAbsẗandederZusẗandestark
überscḧatztwerden.In dieserHinsichtstimmtauchdie GruppierungderNiveausnicht,der ä������Tñ�� -
Zustandliegt im VerḧaltniszudenenergetischhöherenZusẗandenzu niedrig.

Im NeutronenspektrumtauchengrössereUnterschiedeauf, die Kraft NL3 sagtz.B. einefalsche
Reihenfolgeder �ûä�å��Tñ�� - und ñ 
 í��Tñ�� -Zusẗandevoraus.Bei allenKräftenliegt der ñ 
 í��Tñ�� -Zustand
im Spektrumzuniedrig.Wie beidenNeutronenwerdendieAbsẗandezwischendeneinzelnenZusẗan-
dendeutlichüberscḧatzt.Bei denLochzusẗandenreproduziertNL3 alseinzigeKraft die Reihenfolge
der ä��ûä#ä��Tñ�� - und ñ �!���Tñ�� -Zusẗande,die bei NL–Z2 quasienergetischentartetsind.

In Abbildung 8.14sind für die vier RMF-Kräftedie Einteilchenniveausder ProtonenundNeu-
tronendesKerns

��� à Sndargestellt.Wo verfügbarsinddie experimentellenDateneingezeichnet.Die
Niveaudichteder Einteilchenzusẗandewird auchhier von allen Kräften überscḧatzt. Die energeti-
scheEntartungderProtonenzustände å��Tñ�� und ä#ä��Tñ�� wird nur von denKräftenNL3 undPC–LA
reproduziert.Bei den Neutronenstimmenalle Kräfte in Bezugauf die Reihenfolgeder einzelnen
Zusẗandeüberein,die absolutenEnergien werdenallerdingsnicht korrekt wiedergegeben.Insbe-
sonderedie energetischeQuasientartungder drei Zusẗande ä��Tñ��#"ûå��Tñ��$"�ä#ä��Tñ�� wird von keinerder
Mean-Field-Kr̈aftewiedergegeben.Der %��Tñ � -Lochzustandwird vondenKräftenenergetischzuhoch
angesetzt,waszu einemetwaszu grossenSchalengapkorrespondiert.Diesuntersẗuzt die Diskussi-
on in Abschnitt8.6.1,in der wir gesehenhaben,dasssich die Überscḧatzungin den2-Neutronen-
Separationsenergienniederschl̈agt.

Zusammenfassendkanngesagtwerden,dasszumTeil erheblicheDifferenzenzwischendenexpe-
rimentellenDatenunddenErgebnissenderMean-Field-Rechnungenbestehen.Dies betrifft sowohl
die absolutenEnergienderEinteilchenzusẗandealsauchihre Reihenfolgeim Spektrum.Im Fall von
ug-Kernenkanndasdazuführen,dassdieKonfigurationmit minimalerEnergienichtdenexperimen-
tell bekanntenSpindesKerngrundzustandesbeinhaltet([Rut99]).

8.7 Observablender Dichteverteilung

8.7.1 Radienund Oberflächendicken

Weitereexperimentellzug̈anglicheGrößenvon Atomkernensind der rms-Radiusder Ladungsver-
teilung,derDiffraktionsradiussowie die Oberfl̈achendicke. Diesesind in Abbildung8.15für Zinn-
Isotope(links) undin für Blei-Isotope(rechts)dargestellt.

Die rms-RadienderZinn-Isotopewerdenvon allenKräftengut beschrieben.Die Kurvenverlau-
fen glatt undohnesichtbareSchaleneffekte.Bei denBlei-Isotopenfällt NL-Z2 alseinzigeKraft aus
derRolle undsagtzugroßeRadienvorher. Hier ist ein Schaleneffekt bei æ�çîä�ñ#ô sichtbar.

Die Diffraktionsradienwerdenfür beideIsotopenkettenvonallenKräftenüberscḧatzt,dasPunkt-
kopplungsmodellmit PC-F1liegt in beidenFällenamdichtestenandenDaten.Bei denZinn-Isotopen
überscḧatzt die Punktkopplungskraft PC-LA die Radienam meisten,währendbei Blei NL-Z2 die
größtenFehleraufweist.Bei denBlei-Isotopenist wiederein Schaleneffekt bei der Neutronenzahlæ�çîä�ñ#ô zu sehen.

RMF-Modelletendierenim Allgemeinenzuzu kleinenOberfl̈achendicken,wennkeineInforma-
tionenübersie in denFit einfließen(siehez.B. die Kraft NL3). Die Resultatefür NL-Z2 und PC-
F1 zeigen,dasssich durchdasAnpassenvon Oberfl̈achendicken eineetwasbessereBeschreibung
dieserObservablenerreichenlässt.Die Zinn-IsotopezeigeneinendeutlichenSchaleneffekt bei der
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magischenNeutronenzahlæ ç ï#ñ . Bei denBlei-Isotopenist derSchaleneffekt mehrausgewaschen.
RMF-PC+PC-LAzeigtabderNeutronenzahlæ ç)(�íTé einenTrendzukleinerenOberfl̈achendicken,
die abderNeutronenzahlæ�ç*(�%�é wiederansteigen.Ein Grunddafür kanndie Wahl dernichtlinea-
renParameterunddamitdieArt derDichteparametrisierungsein.

8.7.2 Dichteprofile

In Figur 8.16betrachtenwir für zwei ausgewählteKernedie vorhergesagtenBaryonendichten.An
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Abbildung 8.16:BaryonendichtenderKerne+ � Caund

,���

SnausRechnungenin spḧarischerSymmetrie.

dieserStelleentdeckenwir einenEffekt derkürzerenReichweitebzw. fehlendenFaltungderDichten
im Punktkopplungsmodell: Die Dichtefluktuationenim InnernderKernesindfür dieRMF-FR-Kräfte
sẗarker ausgepr̈agtalsfür dieRMF-PC-Kr̈afte(essindzweiGruppenzuunterscheiden).Grunddafür
ist diefehlendeFaltung.Die mittlerenPotenzialebzw. FeldermüsseneineweicheFunktionderDich-
te sein.Im Punktkopplungsmodellkanndiesanalogzu Hartree-Fock mit Skyrme-Kr̈aftennur durch
weicheDichtenerreichtwerden.Im RMF-FRkönnenFluktuationenin derDichtedurchdieFaltungen
geglättetundausgeschmiertwerden.Die GrößederFluktuationenvonca. (#-øñ fm entsprichtgerade
derReichweitedereffektiven MesonendesRMF-FR-Modells.Die BetrachtungdieserObservablen
und der Vergleich mit gemessenenFormfaktorenkann helfen zu entscheiden,welcherder beiden
RMF-Variantenin dieserHinsicht der Vorzugzu gebenist. Aber geradedieseSchalenoszillationen
werdenstarkdurchGrundzustandskorrelationen beeinflußt.Sie müssenerstbesserverstandenwer-
den,bevor eineEntscheidung̈uberdie Bedeutungvon endlicherReichweitegetroffen werdenkann.

8.8 Deformationseigenschaften

8.8.1 Deformationsenergien von Magnesium-Isotopen

Um die Deformationseigenschaften desPunktkopplungsmodells mit denender RMF-Modelle mit
Mesonenaustauschvergleichenzu können,betrachtenwir die Potenzialenergieflächen von Magnesi-
um-Isotopen.Die Rechnungensind in axialerSymmetriedurchgef̈uhrt unterEinhaltungderReflek-
tionssymmetrie.Sie sind für die vier in dieserArbeit ber̈ucksichtigenRMF-Kräfte in Abb. 8.17zu
sehen.
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Abbildung 8.17:Potenzialenergieflächenfür Magnesium-Isotope,gerechnetin axialerSymmetriefür reflekti-
onssymmetrischeKernformen.Die Kurvensindjeweilsauf dieEnergiedesspḧarischenPunktesnormiert.

Die VorhersagenderunterschiedlichenParametrisierungenunterscheidensichnur im Detail.Alle
Kräftesagenfür diemagischenMagnesium-Isotope( æ�ç�ï bzw. æ�ç�ñTé ) spḧarischeKernevoraus,
wobeiaberbesondersim Falle æ�ç�ï diePotenzialenergieflächesehrweichist, sodassdiekollektive
WellenfunktiondesKernsübereinenweitenDeformationsbereichausgeschmiertseinwird. In den
wenigstenFällenexistierendeutlichausgebildeteprolateoderoblateMinima, undesist zuvermuten,
dassdie Potenzialenergieflächenauchweichbez̈uglich triaxialerFreiheitsgradesind.In denmeisten
Fällenwird derKernaufgrundderNullpunktsenergie nicht in einemderflachenMinima lokalisiert
sein.Wie in [Ben97] gezeigtwird, wird derGradderAuspr̈agungderMinima auchdeutlichdurch
die Wahl desPairing-Rezeptesbeinflusst.Im Gegensatzzu dichteabḧangigem. -Kraft-Pairing bzw.
Lipkin-Nogami-Pairing [Lip60, Lip61, Nog65] produziertdas . -Kraft Pairingdie tiefstenMinima.



8.8Deformationseigenschaften 119

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

2

0

2

4

6

8

10

E
[M

eV
]

PC-LA
NL3
NL-Z2
PC-F1

Abbildung 8.18:Die Spaltbarrierevon
� + � Puin axialsymmetrischenundreflektionsasymmetrischenRechnun-

genfür dieangegebenenKräfte.

8.8.2 Die Spaltbarriere von /	0 ì Pu

Zur UntersuchungderDeformationseigenschaften desModellsfür schwereKerneist eshilfreich, die
Spaltbarrierevon /	0 ì Puzu betrachten(Abb. 8.18).Die Kräftestimmenbez̈uglich derexperimentel-
len Grundzustandsdeformation desKernsexakt überein.Die ersteBarrierewird mit ca. (1- ñ MeV
überscḧatzt.Untersuchungen[Rut99] habengezeigt,dassdieBerücksichtigungtriaxialerKernformen
die Barrierenochum etwa diesenBetragvermindert.Einezus̈atzlicheVerminderungentstehtdurch
die BerücksichtigungderNullpunktsenergien [Rei79].
Hinter dererstenBarrieretretenreflektionsasymmetrischeKernformenauf. Alle Kräfte reproduzie-
rendiedoppelḧockrigeSpaltbarriere.GroßeUnterschiedegibt esbez̈uglichderEnergiedesisomeren
Zustandssowie dessenDeformationund auchbez̈uglich der Strukturder Potenzialenergieflächean
dieserStelle,die sich auf kollektive Anregungenin diesemMinimum auswirkt [Fle01]. Die Ener-
gie desisomerenMinimumswird von allenKräftenunterscḧatzt.BesondersNL-Z2 produzierteine
deutlichzu geringeEnergie.Dashängtmit derOberfl̈achenenergie derKräftezusammen:Kräftemit
höhererOberfl̈achenspannungsageneine höhereEnergie für dasisomereMinimum vorher. Null-
punktsenergien der Vibration könnendie Vorhersagevon NL3 nochknappan die experimentellen
Datenbringen,aberdie anderenKräfteunterscḧatzendie energetischeLagedesIsomersdeutlich.
Die ParametrisierungderDichteabḧangigkeit desPunktkopplungsmodells erweistsichdemnachals
geeignetfür die BeschreibungdeformierterKerneundvon Spaltbarrieren.
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8.8.3 Grundzustandsdeformationen leichter und schwerer Kerne

Die von T. Corneliusim RahmenseinerDiplomarbeitdurchgef̈uhrtenRechnungenzur Fragenach
der Existenzdesshell quenching in Zinn- und Blei-Isotopenwurdenvon ihm für die Kraft PC-F1
wiederholtund sollenhier dokumentiertwerden.Eine ausf̈uhrliche Diskussionder Ergebnisseder
übrigenMean-Field-Kr̈aftefindetsichin [Cor00]. Die Abbildungen8.19und8.20zeigendenVer-

Abbildung 8.19:Die 2-ProtonenGapsfür Blei-IsotopeausdeformiertenRechnungen.

lauf derZwei-Protonen-Gapsfür dreiRMF-KräfteundzweiSkyrme-Kr̈afte.In beidenFällenerkennt
man,dassalle Mean-Field-Parametrisierungen in derLagesind,denTrendderexperimentellenDa-
tenqualitativ wiederzugeben.Geradebei denZinn-Isotopenzeigtsichjedochin derMitte derKette
einedeutlicheAbweichung.DieseDiskrepanzlässtsich aberzu einemgroßenTeil durchdie Re-
levanz der Grundzustandskorrelationen erklären [Fle01]. Die Kraft PC-F1verḧalt sich bei beiden
Kettenähnlichwie NL-Z2. Der Grunddafür liegt in der sehrähnlichenBeschreibung der Schalen-
struktur. Rechnungenin spḧarischerSymmetriekönnendenexperimentellenTrendnichtwiedergeben
[Cor00]. Dies lässtdenSchlusszu, dasssich in denexperimentellenDatenein Deformationseffekt
äußert.Die SchalenstrukturdermagischenKernebzw. ihre Magizität bleibt von derNeutronenzahl
weitestgehendunbeeinflusst.

Die DeformationsenergienunddiekorrespondierendenGrundzustandsdeformationenderzuZinn
bzw. Blei benachbartenKerne(essinddienächstengg-Kernegemeint)sindin denAbb. 8.21und8.22
dargestellt.Hier entdecken wir eine Observable, bei der sich dasPunktkopplungsmodelldeutlich
andersverḧalt alsdasRMF-FR-Modell:essagtin demmeistenFällenDeformationsenergienvorher,
die systematischgrössersind als die der RMF-FR-Parametrisierungen.Die Vorhersagenliegen in
etwazwischendenenderRMF-FR-undderSHF-Kräfte.Die 2 / -Werteallerdingsstimmensehrgenau
mit denanderenVorhersagen̈uberein.
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Abbildung 8.20:Die 2-Protonen-Gapsfür Zinn-IsotopeausRechnungenin axialerSymmetrie.

Abbildung 8.21:Deformationsenergien(oben)undGrundzustandsdeformationen(unten)für Blei-Isotopeaus
deformiertenRechnungen.
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Abbildung 8.22:Deformationsenergien(oben)undGrundzustandsdeformationen(unten)für Zinn-Isotopeaus
deformiertenRechnungen.



Kapitel 9

Extrapolationen zu überschweren
Elementen

9.1 Die Extrapolationsfähigkeit desModells

Die EinscḧatzungdesExtrapolationsvermögens desin dieserArbeit weiterentwickeltenPunktkopp-
lungsmodellsmussaufdessenVerhaltenim BereichderexperimentellbekanntenKerneberuhen.Die-
sesVerhaltenwurdein denvorangegangenenKapitelnausf̈uhrlichbeschrieben.Dort habenwir gese-
hen,dassdasPunktkopplungsmodelleineQualiẗat erreichthat,die vergleichbarmit denherk̈ommli-
chenMean-Field-Modellenist. DasRMF-PC-ModellkannSpin-Bahn-Aufspaltungensogutwie das
RMF-FR-Modellbeschreiben.AufgrundderhohenNiveaudichtein überschwerenElementenist dies
bei Vorhersagenvon magischenZahlenbesonderswichtig.

9.2 Überschwere Elemente

EineimmernochhochaktuelleundfaszinierendeFragestellungin derKernstrukturist, ob die Natur
die ExistenzüberschwererKerneermöglicht [Rei00, Arm00]. DieseKerneverdanken ihre Existenz
ausschließlichdenSchaleneffekten,daKerneab 3545687�7 nicht mehrdurchdie Oberfl̈achenenergie
stabilisiertwerdenkönnen.Die BarrieredesTropfenmodellsverschwindetfür diesehohenKern-
ladungszahlen.Schaleneffekte könntenzu einer Insel schalenstabilisierter überschwererElemente
führen,umgebenvon BereichenschẅachererStabiliẗat.

In denJahren1995-98gelangdie Synthesevon Kernenmit denProtonenzahlen3:9;6�687=<>6�6�?
[Hof95, Ghi95, Hof96, Laz96b, Hof98]. ExperimentejüngerenDatumsim FLNR,JINR,Dubnaunter
derLeitungvon Prof. Oganessianführtenzur Synthesevon Elementenmit 359@6�6�A und 3;9@6�6�B
[Oga99]. AusBerkeley wurdedieSynthesedesElements3C9*6�6�D gemeldet[Nin99]. Die Veröffent-
lichungdazuwurdejedochvor kurzemvondenAutorenzurückgezogen.DerGrunddafür warendrei
Experimentein GANIL, an der GSI und RIKEN sowie die WiederholungdesExperimentsin Ber-
keley, bei denenkein Elementmit der Protonenzahl3E9F6�6�D synthetisiertwerdenkonnte.Zudem
führteeineerneuteAnalysederOriginaldatenausBerkely ausdemJahr1999zu demSchluß,dass
die Zerfallsdatennicht genuinerBestandteilder Datensind. Zus̈atzlich dazustandenzur erneuten
AnalysenichtalleDatenzur Verfügung,sodasskeineverlässlicheUntersuchungmöglichwar.
Dies zeigt besondersdeutlich auf, dassdie Experimentein Dubnaeine unabḧangigeBesẗatigung
ben̈otigen.Daskönntez.B.durchdenEinsatzchemischerMethodengeschehen.
Die hohenWirkungsquerschnitte derKernemit 3@4G6�6�A sind demTrendgegenl̈aufig,derausEx-
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perimentenanderGSI folgt1. Andererseitskönnendie ExperimenteaufdasErreichenderAusläufer
derInselderüberschwerenKernehindeuten.
Durch die relativ hohenLebenszeitender schwerstenbekanntenElementescheintauchdie Suche
nachüberschwerenKernenin derNaturwiederein interessantesProjektzu sein[Itk01].

9.2.1 Fr ühere Rechnungen

Die erstenVorhersagenzur Schalenstruktur̈uberschwererElementeverwendetendasphänomenolo-
gischeSchalenmodell[Gre95]. Um Lebenszeitengegen̈uberspontanerSpaltungabzuscḧatzen,wurde
die Schalenkorrektur-Methode verwendet[Str67, Str68], bei derdie Energie desKernsin Abhängig-
keit vonderDeformationalsdieSummederEnergiedesTropfenmodellsunddensogenanntenScha-
lenkorrekturenberechnetwird. Letzterebeinhaltenquantenmechanischen Effekte,die denKernvon
einemFlüssigkeitstropfenunterscheiden.SiewerdenauseinemmikroskopischenModell extrahiert.
DiesesKonzeptwird alsmakroskopisch-mikroskopische-(mac-mic)-Methode bezeichnet.

Die erstenVorhersagenwurdenim NilssonModell von W. GreinerundU. Moselet al. [Mos66,
Mos68, Mos69, Gru69, Gru71] sowie S.G. Nilssonet al. [Nil68, Nil69] durchgef̈uhrt. Diesefrühen
Extrapolationendeutetenaufein ZentrumderStablilität bei demKern 3C9)6�6�AIHKJF9*6�DLA hin.

Sp̈atereRechnungenmit dermac-mic-Methode(die Schalenkorrekturenwurdenmit demYuka-
wa-Einteilchenmodellbestimmt)[Bol72, Fis72] besẗatigtendieseErgebnisse.

Zur BerechnungganzerPotentialenergieflächen von KernenwurdedasZwei-Zentren-Schalen-
modellentwickelt [Sch70, Mos71, Mar72]. DieseFlächenzeigen”kalte Täler“, diebesondersgünsti-
genProjektil-und-Target-Kombinationenfür die FusiondesKernsentsprechen.Die Berechnungder
Potentialenergieflächensowie derkollektivenMassenparametererlaubtedieVorhersagevonLebens-
zeitenbez̈uglich spontanerSpaltung[Kle92b, Sch92].

Rechnungenmit Hilfe desfinite-range-liquid-drop-(FRDM)-Modells von P. Möller undJ.R. Nix
[Möl92] liefertendie größtenSchaleneffektefür denKern 3M9*6�6�AIHKJF9*6�N�D .

Die erstenselbstkonsistenten Rechnungenzu überschwerenElementengehenzurück bis in die
siebzigerJahre[Bei74]. M. Beineretal. führtenSkyrme-Hartree-Fock-Rechnungen mit derSkyrme-
Kraft SIII durch.AnhandderEinteilchenspektrenwurdendie magischenZahlen 3*9O6�6�AIH�6�?�B!H�6�P�D
und JQ9G6�N�D!H�6�DLAIHR?�?�D identifiziert.Die SpaltbarrieredesKerns 3S9G6�6�AIHKJT9G6�DLA wurdeselbst-
konsistentzu7 MeV berechnet,derGrundzustanddesKernskamalsspḧarischheraus.

Rechnungenim RahmendesrelativistischenHFB-Formalismusvon G. Lalazissiset al. [Lal96a]
mit demParametersatzNL-SH und der Gogny-Kraft als PaarkraftwurdenKerneim Bereich 3U9687�7V<>6�6�A und JW9X6�AYBZ<C6�[�7 berechnet.MagischeSchalenabschlüsseergabensichfür die Proto-
nenzahlen3M9*687�B!H�6�6�A , für die Neutronenerhieltendie Autoren JU9)6�B�7\H�6�B�B!H�6�DLA .

Mit der SHF-Methode,den Parameters̈atzenSkP [Dob84] und SLy7 [Cha95], sowie einer ] -
Kraft alsPaarkraftwurden1996von S.Cwiok et al. Rechnungenzu überschwerenKernenin axialer
Symmetrieveröffentlicht [Cwi96]. Die vorhergesagtenmagischenZahlenwaren 359E6�6�AIH�6�?�B undJ^9*6�DLAIHR?�?�D . DieSpaltbarrieredesKerns_a`�b�6�?�B wurdeunterEinbeziehungtriaxialerFreiheitsgrade
gerechnet.Die Barrierenḧoheergabsichzu 12MeV (SkP)bzw. 9 MeV (SLy7).

In FrankfurtwurdenvonK. Rutzetal. mit einergroßenAuswahlanKräftenim RMF-FRModell
undmit derSHF-MethodespḧarischeüberschwereKerne,und,damitverbunden,doppelt-magische
Systemeuntersucht[Rut97]. Die Vorhersageder magischenZahlenerwiessich als sensitiv auf die
gewählteParametrisierung.WährenddieVorhersagenderSkyrme-Kr̈aftediemagischenZahlen 3M96�6�AIH�6�?�7 , 6�?�B und J^9*6�DLA ergaben,sagtenrelativistischeKräfte 3>9*6�?�7 und Jc9*6�N�?!H�6�DLA vorher.
In einersp̈aterenStudievonM. Benderetal. [Ben99] konntendieunterschiedlichenVorhersagenauf
die Eigenschaftender Spin-Bahn-Kraftin denverschiedenenModellenund Kräftenzurückgef̈uhrt

1Sogelangesbishernicht,Elementd�öø÷�÷fe herzustellen.
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werden.RelativistischeModelle sind in dieserHinsicht dengetestetenSkyrme-Kr̈aften überlegen.
Die Konsequenzdarausist, dassderdoppelt-magische,̈uberschwereKern, im Gegensatzzu älteren
Vorhersagen,120Protonenund172Neutronenhabenkönnte.

EineStudiein axialerSymmetrie[Bue98a] untersuchteim Bereichvon 3>9*687�7g<h6�?�7 deformier-
teSchalenabschlüsse,Grundzustandsdeformationen undAbscḧatzungenfür Lebenszeitengegen̈uberi -Zerfall mit einigenrelativistischenund Skyrme-Kr̈aften.WährendbeideModelle dendeformier-
tenSchalenabschlussbei JQ9E6�B�? besẗatigen,sagennur die Skyrme-Kr̈afte 3)9G687�D alsmagische
Protonenzahlvorher. RelativistischeModelleergeben,abḧangigvon derParametrisierung,3j9k687�A
bzw. 3M9*687�B .

WeitereUntersuchungenzuüberschwerenKernenumfassenersteStudienzuPotenzialenergiefl̈a-
chen[Ben98] sowie zuSchalenkorrekturen[Kru00, Ben01].

Die DeformationsenergienüberschwererElementeim BereichdesTalsder 2 -Stabiliẗatmit 687�7ml3)l)6�?�D und 6�n�7olMJQl:?\6�D im RahmendesHFB-Formalismuswurdenin [Ber96, Ber01] vorge-
stellt.

Im Folgendenwollen wir mit Hilfe desPunktkopplungsmodells zwei AspektediesesThemen-
gebietsbeleuchten:die FragenachmagischenZahlenund die Stabiliẗatsabscḧatzung der Kernege-
gen̈uberspontanerSpaltung.
Dabeisind einerseitsdie EigenschaftendieserKerneinteressant.Andererseitsist ein Vergleich der
VorhersagendereinzelnenKräftemöglich,umherauszufinden,welcheEigenschaftenderModellezu
bestimmtenErgebnissenführen.Drei Studien[Rut97, Bue98a, Ben99] habengezeigt,dassdie Vor-
hersagenfür Schalenabschlüssestarkvon dergewähltenParametrisierungabḧangen.Da PC-F1und
NL-Z2 aufgleicheWeisegefittetwurden,kannzudemdieRollederendlichenReichweiteuntersucht
werden.

9.2.2 Schalenstruktur

Signaturen für Schalenabschl̈usse

Die Zwei-Protonen-bzw. Zwei-Neutronen-Gaps,die wir hier betrachtenwollen,sinduntergewissen
Umsẗandennur bedingtgeeignet,spḧarischeSchalenabschlüssezu identifizieren.Dies ist dannder
Fall, wenndie benachbartenKerne,derenGrundzustandsenergien in die Formel für ] 2p eingehen,
deformiertsind.Untersuchungenin [Cor00] zeigen,dassdie gemesseneAbnahmederSchalengaps
in Blei- und Zinn-Isotopennicht auf ein Verschwindender spḧarischenSchalenabschlüssezurück-
zuführenist sondernaufDeformationseffekte.
In denuntendiskutiertenFällensind sie als Kennzeichenfür spḧarischebzw. deformierteSchalen-
abschl̈ussegeeignet,da in spḧarischenRechnungennachDefinition kein Einfluß von Deformati-
onseffektenauftaucht.In dendeformiertenRechnungensinddie TrendsderKernealsFunktionder
Deformation(mit AusnahmederspḧarischenSchalenabschlüsse)glatt.

SphärischeRechnungen

In spḧarischerSymmetriewurdeein großesGebietüberschwererKernemit denvier in dieserAr-
beit betrachtetenKräftengerechnet.Abb. 9.1 zeigt dieseKarte für die Kräfte NL-Z2, NL3, PC-F1
undPC-LA. Die magischeProtonenzahl3p9S6�?�7 erscheintfür die erstendrei dergenanntenKräfte,
ebensodie magischeNeutronenzahlJq9E6�N�? und,etwasschẅacherund für kleinereProtonenzah-
len, J 9r6�DLA . Dabei ist der Neutronenabschlussbei der Kraft PC-F1am schẅachstenrealisiert.
Die Schalenstrukturbei der Kraft PC-LA ist nicht so deutlich ausgepr̈agt. Man erkennt schwache
Anzeichenvon Schalenabschlüssenbei 3:9S6�6�A und 3p956�?�7 . Bei denNeutronenist praktischkei-
neSchalenstrukturerkennbar. Ein Effekt derSchalenstruktur, der in selbstkonsistenten Rechnungen
zum Vorscheintretenkann,ist in der Abbildungscḧon zu erkennen.Die Magizität einerSchaleist
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Abbildung 9.1: Zwei-Protonen-Gapsund Zwei-Neutronen-Gapsin spḧarischenRechnungenfür die Kräfte
PC-F1,NL-Z2, NL3 undPC-LA (von obennachunten).

nichtunabḧangigvonderjeweilsanderenNukleonensorte,sondernkorreliertmit ihr im Allgemeinen.
Sowird derzu 3)9O6�?�7 korrespondierende Zwei-Protonen-Gapfür hoheNeutronenzahlendeutlich
geringerals bei Neutronenzahlenum J 9T6�N�? . Der genaueVerlauf ist dabeivon Kraft zu Kraft
verschieden.

Die Vorhersagen3)9G6�?�7 und Js9G6�N�? , die auchdie Existenzeinesdoppelt-magischenKerns
beinhalten,findensich geradebei den Kräften,bei denendie Spin-Bahn-Aufspaltungenmit guter
Genauigkeit (ca. ?�7Yt ) beschriebenwerden.Die Kraft PC-LA, die dieseAufspaltungenin bekannten
Kernenstarküberscḧatzt,zeigtneben3M9*6�?�7 auch3M9*6�6�A alsSchalenabschlussan,beidesjedoch
sehrschwachausgepr̈agt.Die Vorhersage3M9*6�6�A trifft nochaufdieSkryme-KraftSkI4zu [?], eine
Kraft, die ebenfalls zu einerdeutlichenÜberscḧatzungder Spin-Bahn-Aufspaltungenführt. Daraus
konnteschonin einer Veröffentlichung[Ben99] gefolgertwerden,dassdieseVorhersagemit (zu)
großenEnergiedifferenzenin denAufspaltungenderEinteilchenniveauseinhergeht.

So könnenwir schließen,dassdie Vorhersageder magischenZahlen 3U9W6�?�7 und Ju9v6�N�?
die zuverlässigsteist. RMF-PC+PC-F1besẗatigt die vorausgegangenenRechnungenmit denRMF-
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FR-Modellen.Die endlicheReichweitescheintkeineodernur eineuntergeordneteRolle zu spielen.
Für die EntwicklungderSkyrme-Kr̈aftebedeutetdies,dassModifikationenanderSpin-Bahn-Kraft
und/oderder Dichteabḧangigkeit notwendigsind. Der doppelt-magischeKern wfxfw�6�?�7 `�y	w zeigt ein
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Abbildung 9.2: Dichte Profil der BaryonendichtedesKerns z�{�z�|a}�~ für die RMF Kräfte PC–F1und NL-Z2
sowie die Skyrme-KräfteSkI3 undSkI4.

interessantesVerhaltender Baryondichteals FunktiondesRadius[Bue97, Ben99]. Abb. 9.2 zeigt
diesfür vier Mean-Field-Kr̈afte. Man erkennt,dassauchdasPunktkopplungsmodelldiesenAbfall
der Dichte im InnerendesKernsvorhersagt.Der Dichteverlauf der RMF-PCKraft ist weicherals
derderRMF-FR-Parametrisierung.DieserEffekt der fehlendenFaltungist auchbei leichterenKer-
nensichtbar(siehedasKapitel 8). Auch die Skyrme-Kr̈aftesageneineStrukturvoraus,die manals
”Semi-Blasen-Struktur“bezeichnenkann.Diesist ein Effekt, dernur in selbstkonsistentenModellen
auftretenkann,in diekeineAnnahmen̈uberPotenzialbzw. dieDichteverteilungdesKernseinfließen.

DieseuntypischeDichteverteilunghängtunmittelbarmit demEinteilchenspektrumder Neutro-
nenzusammen:vielederZusẗandein derNähederFermienergiebesitzenhoheBahndrehimpulseund
liefern deshalbdengrößtenBeitragzur Gesamtdichtebei endlichemRadius[Ben99]. Bei Isotopen
mit mehrNeutronenwird dieserDichte-Effekt geringer, verursachtdurchdenBeitragvon Neutro-
nenzusẗandenmit kleinerenBahndrehimpulsen,die ihrengrößtenBeitragzurKerndichtein derNähe
desKerninnernliefern.Abbildung9.3zeigtfür ProtonenundNeutronendasEinteilchenspektrumim
BereichderFermienergie. Der Schalenabschlußbei derProtonenzahl3*9G6�?�7 ist bei allenKräften
deutlicherkennbar. Die Spin-BahnAufspaltungderbeiden?�� -ZusẗandederProtonenist bei PC–LA
größerals bei denübrigenRMF-Kräften:dies ist ein Effekt, denwir schonvon der Untersuchung
der Spin-Bahn-Aufspaltungenbei bekanntenKernenkennen.Die P�� -Zusẗandesind außerbei PC–
LA fastentartet.Es lässtsichkeinesignifikanteAufspaltungderZusẗandeerkennen.Ursachedafür
ist der funktionaleVerlauf desSpin-Bahn-Potenzials,dasaufgrundder Dichteverteilungfür kleine
RadienpositivesVorzeichenbesitzt,sodassZusẗande,die haupts̈achlichbei kleinemRadiuslokali-
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Abbildung 9.3: AusschnittedesEinteilchenspektrumsderProtonen(links) undNeutronen(rechts)desKernsz�{�z�|a}�~ ausRechnungenin spḧarischerSymmetrie.

siert sind,keineAufspaltungerfahrenkönnen.Die Reihenfolgeund weitestgehenddie Energie der
EinteilchenniveausderProtonenstimmenfür alleKräfteüberein.

Bei denNeutronenergebensich etwasgrößereUnterschiede:in einigenFällen ergibt sich eine
unterschiedlicheReihenfolgederNiveaus(z.B. die der ? �![���?�� - und 6K��6�n���?�� -Zusẗandebei PC-LA
oderdie P�� -Zusẗandebei denRMF-FR-Kräften).Der Grundfür die geringeAufspaltungderbeiden
Zusẗandeliegt wiederin derDichteverteilungdesKerns.Bei PC–LA liegt der ? �\N���?�� -Zustanddeut-
lich höherals bei denübrigenRMF-Kräften,so dassder zu dem J�9^6�N�? geḧorendeGapkleiner
ausf̈allt.

Abbildung 9.4: AusschnittedesEinteilchenspektrumsderProtonen(links) undNeutronen(rechts)desKernsz�{���|�|R� ausRechnungenin spḧarischerSymmetrie.

Wir wollen unsdie SpektrendesKerns wfxf��6�6�A `��	� betrachten(sieheAbbildung9.4).DieserKern
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wird voneinerVielzahlanmakroskopisch-mikroskopischenModellesowie demSHF-Modellmit der
Skyrme-KraftSkI4 alsdoppelt-magischvorhergesagt.Die GrößedesGaps,derzu derProtonenzahl6�6�A korrespondiert,hängtsensitiv von der Größeder Aufspaltungder ?�� -Niveausdurchdie Spin-
Bahn-Kraftab. Dieseist in allen Fällen nicht besondersgroß,bei PC–LA ist sie am sẗarksten,was
sichbereitsbei derUntersuchungder2-Protonen-Gapserkennenließ.Der großeGapzwischendem6���[���? � - unddem 6��R6�P���? � -Zustandkorrespondiertzur Protonenzahl3M9p[�? .

Bei denNeutronenergebensich Unterschiedein der Niveaureihenfolgebei den 6K��6�n���? � - und? �![���?�� -Zusẗanden.Die zu dermagischenNeutronenzahlJq9�6�DLA geḧorendeLücke im Spektrum
ist beidenPunktkopplungskr̈aften kleineralsbeidenRMF-FR-Kräften,derSchalenabschlußtritt hier
nicht sobetontauf.Diesliegt andenangehobenenP�� - und AY� -Zusẗanden.

Insgesamtzeigtsichbei denüberschwerenKernenim Vergleichmit demRMF-FR-Modelleine
schẅachereSchalenstrukturim NeutronenspektrumderRMF-PC-Kr̈afte.Die spektralenUnterschie-
de der Modelle, die bei bekanntenKernenkaumauftreten,versẗarken sich hier im Bereichgroßer
Niveaudichten.Esmussnochgenauverstandenwerden,auswelchenEigenschaftenderModelledie-
seDifferenzenherr̈uhren.

Deformierte Rechnungen

Kernemit Protonenzahlenvon 3X4�[�D habenwohldefinierteprolateKernformen.Experimentellist
die Existenzder magischenNeutronenzahlJ�9F6�B�? besẗatigt, und für die magischeProtonenzahl3^9s687�D gibt esHinweise[Laz96]. Dies entspr̈acheder Existenzeinesdoppelt-magischendefor-
miertenKerns.DiesenBereichder Nuklidkarte wollen wir mit Hilfe der Kraft PC-F1betrachten.
Untersuchungenmit NL-Z2 undNL3 findensichin [Bue98a, Rut99]. VorangegangeneStudienzei-
gen,dassauchdie VorhersagedeformierterSchalenabschlüssevon der jeweiligenParametrisierung
abḧangt.NL3 sagt 3S9G687�B alsmagischeProtonenzahlvorher, währenddiesefür NL-Z2 3S9E687�A
ist. BeideKräftezeigeneinenAbschlussbei JF9S6�B�? . Skyrme-Kr̈aftefavorisierendie Protonenzahl3M9*687�D . Auchsiebesẗatigendie J^9*6�B�? Neutronenschale.
Abb. 9.5 zeigt dasErgebnisder Rechnungenmit PC-F1.Man erkennt auchhier die deformierten
Schalenabschlüssebei 3�9T687�A und J 9T6�B�? in Übereinstimmungmit NL-Z2. Dies zeigt wie-
der deutlichdenEinflussder Fitstrategie auf die Vorhersagender Modelle. Es ist nochnicht ganz
klar, warumdie relativistischenModelle für die deformiertenKernevon denexperimentellenDaten
abweichendeVorhersagenmachen,währenddie Vorhersagender magischenZahlenmit Hilfe von
Skyrme-Kr̈aftenin Einklangmit denMessungensind2.
Abbildung9.6zeigtfür diegerechnetenKernedie � w - und � � -Deformationen.DerglobaleTrendder
DeformationenentsprichtdemTrend,denalle in [Bue98a] untersuchtenRMF-FR-undSHF-Kräfte
zeigen:KerneamunterenlinkenRanddesuntersuchtenGebietesweisendiegrößtenprolatenGrund-
zustandsdeformationen von � w�� 7\��?�n�<M7\��P auf, währenddie Deformationenmit steigendem3
und J abnehmen.Im oberenGebiet(Protonenzahlen� 6�?�7 ) tretenspḧarischeKernformenauf, die
durchdenEinflussderspḧarischenSchalenabschlüssezustandekommen.Im Gegensatzzu Vorher-
sagenderRMF-FR-Modelleist hier aberdie spḧarischeForm sehrstarkauf die Kernemit 3j9k6�?�7
konzentriert,ein großerBereichspḧarischerKerneexistiert für Elementeim Bereichdermagischen
NeutronenzahlJU9*6�DLA .
In denHexadekupoldeformationenerkenntmaneinenVorzeichenwechsel:währenddieKernemit den
größtenQuadrupoldeformationenpositive � � -Wertehaben(diamantenf̈ormigeDichteverteilung),ha-
bendieKerneim Bereich3 � 6�6�A negativeHexadekupoldeformationen, wasihneneinefass̈ahnliche
Form gibt. Auch in dieserHinsichtstimmendie Ergebnissevon RMF-PC+PC-F1mit denenanderer
Mean-Field-Parametrisierungen überein.

2Einigevon ihnensagenjedocheinenschwachenSchalenabschlussbei �C� ÷K�ûú vorher, währenddasExperimentauf���ø÷K��ù hindeutet.
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onssymmetrischenRechnungenfür dieKraft PC-F1.
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9.2.3 Spaltbarrieren

Im Folgendenwollen wir die VorhersagendesPunktkopplungsmodells zu Spaltbarrierender Über-
schwerenKerneuntersuchen.Dazubetrachtenwir diePotenzialenergieflächendesin RMF-Modellen
doppelt-magischenKerns wfxfw�6�?�7 `�y	w unddesklassischen̈uberschwerenKernsmit 114Protonenund
184Neutronen.

Der doppelt-magischeKern wfxfw 6�?�7 `�y	w
DieserKern sollte durch seinezwei Schalenabschlüsseeine hoheSchalenkorrektur besitzen,und
damitgegen̈uberseinenNachbarkernenstarkstabilisiertwerden.DaallederhieruntersuchtenRMF-
Modellein Bezugauf seinedoppelteMagizität (wobeidie Auspr̈agungderNeutronenschalefür PC-
F1 undfür PC-LA die Auspr̈agungbeiderSchalensehrschwachist) übereinstimmen,ist esinteres-
sant,die verschiedenenModellein Hinblick auf ihre Vorhersagenzur Stabiliẗat desKernsgegen̈uber
spontanerSpaltungzu testen.Dazuuntersuchenwir seineSpaltbarriere,die in axialerSymmetriebei
BrechungderReflektionssymmetriedesKernsgerechnetwurde.Abbildung9.7 zeigt die Ergebnis-
sederRechnungen.Es ist auchdersymmetrischePfaddargestellt,er korrespondiertzu derhöheren
zweitenBarriere.Bis auf die Kraft PC-LA sagenalle Kräfteein ausgepr̈agtesspḧarischesMinimum
im kollektivenPotenzialvorher. Die Vorhersagenzur BarrierenḧoheenthalteneineUnsicherheitvon
ca. ? MeV. DasRMF-PC-Modelltendiertdabeimit beidenParameters̈atzenzukleinerenBarrierenals
dieRMF-FR-Kräfte.PC-F1zeigthierzus̈atzlichdeutlichereStrukturenin derBarriere.Esexistiert im
reflektionsasymmetrischenFall keinezweiteBarriere.Eineca. ? MeV hoheBarriereerscheintnur in
denRechnungenmit Reflektionssymmetrie.Hier hatdaszweiteMinimum geringereEnergie alsder
GrundzustanddesKerns.Besondersausgepr̈agt ist diesfür die KräftedesPunktkopplungsmodells.
Da in allen Modellendie Coulomb-Kraftgleich behandeltwird, deutetdiesauf eineim Verḧaltnis
zumRMF-FR-ModellgeringereOberfl̈achenenergie desRMF-PC-Modellshin.
TrotzderUnterschiedein derkonkretenBarrierenstrukturverläuftdersymmetrischeSpaltpfadfür alle
Kräftesehrähnlichin der � w <¡� � -Ebene.Die OktupoldeformationenderasymmetrischenRechnun-
genunterscheidensichdeutlichim Bereich,in demasymmetrischeDeformationenrelevantwerden,
bei höherenQuadrupoldeformationen verlaufendie Pfadewiedersehrähnlich.
InteressanterweisesagenSkyrme-Kr̈afte für diesenKernundauchfür benachbarteKernediesesBe-
reichsder NuklidkartesystematischhöhereBarrierenvoraus[Ben97, Rut99, Bue01b], unabḧangig
davon, welchemagischenZahlendieseKräfte vorhersagen.Generellsind die Schalenkorrekturen
[Ben01, Kru00] bei Skyrme-Kr̈aftenhöherals bei RMF-Parametrisierungen.Diesesystematischen
Unterschiedemüssennochgenauverstandenwerden.

Der klassischeüberschwere Kern wfxf� 6�6�A `��	�
VorhersagenphänomenologischerSchalenmodelleundmikroskopisch-makroskopischer Modellesa-
gendasZentrumder Stabiliẗat überschwererKernefür dasElement wfxf��6�6�A `��	� vorher. DieserKern
wird von denRMF-Kräftennur als einfachmagischvorhergesagt(die NeutronenzahlJ¢9c6�DLA ist
für Protonenzahlenkleinerals 3p9*6�?�7 in diesemModell magisch,wennauchnicht in sodeutlicher
Auspr̈agungwie die NeutronenzahlJ�9�6�N�? ). SeineSpaltbarriereist aberinteressantin Hinblick
auf frühereVorhersagensowie aufdieUnterschiedein deneinzelnenKräften.Abb. 9.8zeigtdieVor-
hersagenfür seineBarrierein axialerSymmetrieundunterBrechungderReflektionssymmetrie(der
symmetrischePfadist auchgezeigtundkorrespondiertzudenjeweils höherenzweitenBarrieren).

Ähnlich wie bereitsbeim Kern wfxfw�6�?�7 `�y	w erhaltenwir bei Berücksichtigungasymmetrischer
Kernformennur eine Barriere.Alle Kräfte bis auf PC-LA sagenein deutlichesspḧarischesMini-
mum vorher. Die Spaltbarriereist etwasniedrigerals bei demdoppelt-magischenKandidaten.Die
Vorhersagenwirkenhieraberrechteinheitlich:dieDifferenzenzwischendenVorhersagenderKräfte
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Abbildung 9.7: SymmetrischeundasymmetrischeSpaltbarrieren(oben), �   -Deformationfür densymmetri-
schenSpaltpfad(mitte) und ��£ -Deformationfür denasymmetrischenSpaltpfad(unten).
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Abbildung 9.8: SymmetrischeundasymmetrischeSpaltbarrieren(oben), �   -Deformationfür densymmetri-
schenSpaltpfad(mitte) und ��£ -Deformationfür denasymmetrischenSpaltpfad(unten).
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für die Barrierenḧohe bewegen sich im Bereichvon knappeinemMeV bei NL3, NL-Z2, PC-F1.
DasResultatvon PC-LA weichtdeutlichdavon ab. PC-LA sagtfür diesenKerneineoblateGestalt
vorherund die axialeBarriereist wenigerals 2 MeV hoch.Auf der prolatenSeitebeobachtenwir,
dassder reflektionssymmetrische,isomereZustandeineEnergie unterhalbder desGrundzustandes
besitzt.DieseEnergie liegt bei denPunktkopplungskr̈aften nochniedrigerals bei denKräftendes
RMF-FR-Modells.Bis aufkleineUnterschiedebei � w � 7\��[ verlaufendiePfadein den � w <¤� _ - und� w <¡� � -Ebenenwiedersehrähnlich.
DasPunktkopplungsmodell(mit derKraft PC-F1)verḧalt sichbeidenüberschwerenElementen̈ahn-
lich wie dasRMF-FR-Modell: Die Vorhersagender magischenZahlenstimmenüberein,und die
SpaltbarrierenderüberschwerenKernesindim VergleichzuSkyrme-Kr̈aftensehrniedrig,sogarnoch
etwasniedrigeralsdie desRMF-FR-Modells.Die sehrniedrigeLagedesreflektionssymmetrischen
IsomersdeutetaufeinegeringeOberfl̈achenenergie hin.

Die systematischenUnterschiedebez̈uglich deraxialenBarrierenḧohenzwischendenRMF- und
SHF-Modellendeutenauf einensignifikantenUnterschiedin denModellenhin, der bisherbei be-
kanntenKernennicht so stark in Erscheinunggetretenist. Hier sind in Zukunft Untersuchungen
notwendig.Punkte,die untersuchtwerdenmüssen,sindz.B.dieBehandlungderCoulomb-Kraft,of-
feneFragenzudenbulk propertiesvon Kernmateriesowie dieSchalenstrukturderKernebetreffende
Eigenschaften.
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Kapitel 10

QCD Scaling

10.1 Der Zusammenhangvon effektiven Modellen mit der Quanten-
chromodynamik

Effektive Modelle, wie dasin dieserArbeit diskutiertePunktkopplungsmodell, versuchenim Nie-
derenergielimesdie starke Wechselwirkung sowie Vielkörpereffekte zu simulieren.Ein Zusammen-
hangzwischender fundamentalenTheorieder starken Wechselwirkung – der Quantenchromody-
namik (QCD)1 – und deneffektiven Theorienin der Kernstrukturlässtsich überdie der QCD zu-
grundeliegendenSymmetrienherstellen.Die ChiraleSymmetrie,welchebeschriebenwird durchdie¥§¦h¨ ?�©�ª ¥§¦h¨ ?�© Symmetriegruppe,ist hierbeiwesentlich.Sie sorgt für die Erhaltungderaxialen
Strömeundist exaktgegebenim Fallevon masselosenQuarks(Termemit Massenerhaltennicht die
chiraleSymmetrie).
StephenWeinberg führtedie Chirale Sẗorungstheorie(engl.Chiral PerturbationTheorie(CPT)) in
die Kernphysikein [Wei79, Wei90]. Unter Anwendungder chiralenSymmetrieentwickelte er die
Nukleon-NukleonWechselwirkung nachOrdnungenvon typischemImpuls/Energieskala.Diesführ-
te zu einer systematischenUnterdr̈uckungder Wechselwirkung mehrererNukleonen.Mit anderen
Worten,die formalunendlicheReiheist physikalischbegrenzt.

10.2 NaiveDimensionaleAnalyse

UnterBenutzungzweierSkalenwird die Lagrangedichteumgeschrieben:« �L¬ = 92.5MeV (PionZerfallskonstante)«®­ � 6 GeV(QCD Massenskala)

DerWertfür dieMassenskalakannauchandersgewähltwerden,in [Wei90] wird dazuz.B.dieMasse
des ¯ -Mesonsverwendet.SieentsprichteinerImpuls-Cutoff Skalaundcharakterisiertdie Massens-
kala der Physik jenseitsvon Goldstone-Bosonen.Durch denImpuls-Cutoff wird damit Physik,die
auf kurzreichweitigenSkalenrelevant ist, vernachl̈assigt.Sie wird letztendlichim Ansatzbzw. den
Kopplungskonstantenabsorbiert.
Die Regeln,die zu derskaliertenLagrangedichteführen,könnennach[Ser97] folgendermassenfor-
muliertwerden:

1. Berücksichtigefür jedesstarkwechselwirkendeFeldeinenFaktor 6����L¬ .

1Die QCDist nochGegenstandintensiver experimentellerTests.
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2. Multipliziere allesmit demFaktor �gw¬ ­ w .
3. Multipliziere mit Faktoren6�� ­ um die Dimension °Masse± � zu erhalten.

4. BerücksichtigeangemesseneAbzählfaktoren(wie z.B. 6�� ²´³ für µ n, µ bezeichnetdabeigene-
rischein Feld.).

DieseRegelnlassensichnach[Man84] wie folgt interpretieren:
Regel 1 besagt,dassdie Amplitudezur ProduktioneinesstarkwechselwirkendesElementarsystems
proportionalist zur Amplitude, ein GoldstoneBosonzu emittieren.Die Regel 2 resultiertausder
Formvon Massetermenfür nicht-GoldstoneBosonen.Für ein isoskalares-skalares Feldlässtsichder
Massetermschreibenals`w�¶ ws · w 9 `w � w¬ ­ w\¸#¹sº ¹ » ¹¼ ¹½ � (10.1)

Dabei wird ¶ s von der gleichenGrößenordnungangenommenwie ­ . DiesenFaktor erhaltenal-
le Termeder skaliertenLagrangedichte.Darausfolgt, dassTermehöhererOrdnungund Termemit
AbleitungenderFeldergegen̈uberdenführendenMasse-Termenum Potenzenvon 6�� ­ unterdr̈uckt
werden.Dies ist ein Effekt, dessenUrsachedasAusintegrieren der Physikjenseitsder Skala ­ ist.
AusdiesemGrundeben̈otigt mannochdie Regel 3. Regel 4 wird in [Fur96] diskutiert.

10.3 Die skalierte Lagrange-Dichte

Wie obengeschildert,könnenwir nachManoharundGeorgi [Man84] die Komponenteneinergene-
rischenLagrangedichtewie folgt skalieren:¾À¿ <ÂÁ�Ã ¸ÅÄ ÆhÇÈ#È� w¬ ­ÊÉ Ã ÆÂËÌ�L¬ É ¸ Æ�Í�Î H ¶ ¬­ É Ä � w¬ ­ w � (10.2)

In diesemAusdrucksind keineDirac-Matrizenund IsospinMatrizenber̈ucksichtigt.Der Zählerim
dritten Bruch ist so zu lesen,dassan dieserStelle entwederdie Masseoder Ableitungenstehen
können.
Die Gültigkeit derchiralenSymmetriefordertnunÏ 9MÐ�Ñ�²o<Ò?h4Ó7\� (10.3)

Diesbedeutet,dasswir eineReihenentwicklungin 6�� ­ durchf̈uhren(estauchennurnegative Poten-
zenvon ­ auf)undsomiteinengeeignetenEntwicklungsparameterhaben.

10.4 Die skalierten Parameter

Aus obennotierterForm ergebensich unmittelbardie Umrechnungsformelnfür die urspr̈unglichen
Parameter. Die AnnahmederNatürlichkeit dieserParameterist, dassdieskaliertenParametervonder
Ordnung1 sind.Um einquantitativ strengergefasstesKriterium zuhaben,wollenwir einenSatzvon
Kopplungskonstantenalsnaẗurlich bezeichnen,wenn« die Absolutbetr̈agedereinzelnenskaliertenParameter��Ô sindund« dasVerḧaltnisvon größtemzukleinstemWert kleinerodergleich10 ist.
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Bei derKraft PC-LA [Nik92] sindalle Parameternaẗurlich bis auf densehrgeringenWert von Õ TS

unddenzu großenWertenvon Ö TS und Ö TV . Die SummederbeidenletztenParameterwiederumist
naẗurlich. In derOriginalarbeit[Nik92] wurdedarausgeschlossen,dassihre Differenzin derAnpas-
sungderParameternicht richtig angepasstwerdenkonnte.
Auf deranderenSeitehabenwir obengesehen,dassdienichtlinearenParameterbeiPC-LA in einem
etwasseltsamenMinimum der ×ÙØ -Landschaftliegen.Insofernist nichtklar, inwieweit dieWertedie-
serParameterin der × Ø -MinimierungeinesignifikanteÄnderungerhaltenhättenkönnen.
In Tabelle10.1sehenwir die urspr̈unglichenParameterder neuenKräfte PC-F1bis PC-F4mit ih-
renDimensionenunddie skaliertenWerte.Die Werte(die absolutenWerteundnichtdasVorzeichen
sindentscheidend)vonPC-F1streuenumdenWert1, die größteAbweichungfindetsichbei Ö S. Das
Verḧaltnis desgrößtenWerteszum kleinstenWert betr̈agt 8.92 und erfüllt damit unsereDefinition
von Natürlichkeit. Das × Ø pro Freiheitsgradist für diesenSatzanKopplungskonstantenamgering-
stenundzeigt,dassdieseKraft die Kraft mit dergrößtenphysikalischenRelevanzist.
DieKraft PC-F2,dieeinenzus̈atzlichenisovektoriellenskalarenTermmit demParameterÕ TS entḧalt,
besitztein Verḧaltnis von 67.5zwischengrößtemundkleinstemWert. Der Grunddafür ist der sehr
kleine Wert diesesneuenParameters.DiesesErgebnisuntersẗutzt gewissermaßendie geringeRolle
des Ú -Mesonsin Ein-Boson-Austausch-Potenzialen (eshat nach[Mac86] die Masse983 MeV und
eineKopplungskonstanteim Bereichvon 2). Damit ist PC-F2nichtnaẗurlich.
Die Kraft PC-F3wurde gegen̈uber der Kraft PC-F1mit einemnichtlinearenTerm in der isovek-
toriell-vektoriellenDichte erweitert.Der dazukorrespondierende ParameterÖ TV ist sehrgroß und
unnaẗurlich, waszudemgroßenVerḧaltnisvon 264.7führt.
Die Kraft PC-F4,die vier lineare4-Fermionen-Terme und 4 Ableitungstermeentḧalt, besitztein
Verḧaltnis von 103.8und erfüllt damit nicht unsereAnforderungenan Natürlichkeit einesParame-
tersatzes.DieseWechselwirkung sollte allerdingsin zukünftigenUntersuchungenweiterentwickelt
werden,da ihr IsovektorkanaleinegroßeFlexibilit ät besitzt.Um die zus̈atzlichenFreiheitsgradezu
fixieren, mussdazuallerdings,wie wir in Kapitel 6 gesehenhatten,die Auswahl der Observablen
erweitertbzw. ver̈andertwerden.

Wir habenmit demParametersatzPC-F1dasZiel, ausschließlichnaẗurlicheKopplungskonstanten
zu haben,erreicht.

10.5 Schlußfolgerungen

Die WertederskaliertenParameterfür die neueKraft PC-F1demonstrieren,dassQCD Scalingfür
dasPunktkopplungsmodell gilt. Diesbildet eineBrücke zwischenderTheoriederstarken Wechsel-
wirkung, der Quantenchromodynamik,und effektiven Modellenfür Kernstrukur, derenAufgabees
ist, denNiederenergielimesderQCDzu modellierenbzw. zu beschreiben.Die EntwicklungderNN-
Wechselwirkung in einePotenzreiheerscheintgeeignetzurParametrisierungdereffektivenNukleon-
NukleonKraft.

Auf deranderenSeitesolltenin dieserEntwicklungalle bis zu einergewissenOrdnungvorkom-
mendenTermenaẗurlicheParameterhaben.Parameter, dienaheNull sind,deutenaufeineSymmetrie
hin. Falls keinesolcheSymmetrieexistiert (d.h.nicht, dasssie nur nicht bekanntist), bedeutetdas,
dassnochkeineStrategie gefundenist, die denWert dieserKopplungskonstantenangemessenfest-
legt. WeiterhinsolltederEinflussvon TermenhöhererOrdnungin derEntwicklungunterdr̈uckt sein.
Untersuchungenvon Furnstahletal. deutenauchgenaudaraufhin.

Noch eineweitereinteressanteKonsequenzergibt sich ausobigerAnalyse.Die Parameterder
effektiven Mean-Field-ModelleabsorbierennebendenkurzreichweitigenKorrelationenunddenin-
nerenFreiheitsgradenderNukleonenvernachl̈assigteVielkörpereffektesowie dievernachl̈assigteVa-
kuumpolarisation.Aus diesemGrund ist von vornehereinnicht zu erwarten,dassdie Kopplungs-
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Parameter Á�Ã Ä ¨ PC Û F1© Á�Ã Ä ¨ PC Û F2© Á�Ã Ä ¨ PC Û F3© Á�Ã Ä ¨ PC Û F4© Ordnungin ­ÕÝÜ -1.641 -1.641 -1.641 -1.641 ­#Þß Ü 1.443 1.443 1.443 1.442 ­áàãâÖIÜ -2.695 -2.701 -2.696 -2.700 ­áà ØÚ8Ü -1.061 -1.054 -1.060 -1.055 ­áà ØÕåä Ü – 0.040 – -0.101 ­ ÞÖ�ä Ü – – – – ­áà ØÚ ä Ü – – – -1.134 ­ à ØÕÝæ 1.109 1.109 1.109 1.109 ­#ÞÖIæ -0.360 -0.355 -0.359 -0.357 ­ à ØÚ8æ -0.302 -0.309 -0.304 -0.308 ­áà ØÕ ä æ 0.593 0.555 0.607 0.674 ­ ÞÖ ä æ – – -80.470 – ­áà ØÚ�ä æ -0.422 -0.612 -0.404 0.026 ­áà Ø
# Á�Ã Ä 9 10 10 11

# naẗurlich 9 9 9 9ç
max

çéèIç
min

ç
8.92 67.5 264.7 103.8

× Øê ¼ 2.75 2.80 2.82 2.89

Tabelle 10.1: SkalierteKopplungskonstantenfür die vier Parameters̈atzePC-F1bis PC-F4desPunktkopp-
lungsmodells.

konstantenin dernaivendimensionalenAnalysenaẗurlicheWerteannehmen.Die Natürlichkeitsfor-
derungist aber, wie wir gesehenhaben,bei PC-F1erfüllt. Dies ist ein interessantesErgebnis,das
auf einenmöglichenZusammenhangzwischendenModellenfür Kernstrukturund denenfür NN-
Streuungim Vakuumhindeutet.



Zusammenfassung

In dieserArbeit wurdeein relativistischesPunktkopplungsmodellundseineAnwendbarkeit aufPro-
blemein derKernstrukturphysikuntersucht.DerAnsatzist in derKernstrukturphysikrechtneu.Aus
diesemGrundwar esein wichtigesZiel festzustellen,wie gut sichdasModell zur Beschreibungvon
Grundzusẗandenvon Kerneneignet.WährendsichModellewie dasRelativistic-Mean-Field-Modell
mit MesonenaustauschundHartree-Fock-Rechnungenmit Skyrme-Kr̈aftenin vielendetailliertenUn-
tersuchungenbewährt haben,musstediesfür dasrelativistischePunktkopplungsmodellerstgezeigt
werden.

Als ersterSchritt war einesorgfältige Anpassungder KopplungskonstantendesModells erfor-
derlich.Um möglichsteinenoptimalenSatzan Parameternzu erhalten,wurdenverschiedeneOpti-
mierungsverfahrengetestetund angewandt.Die Parameterder effektiven Mean-Field-Modellesind
untereinanderstark korreliert. Zusammenmit der Nichtlineariẗat der Modelle führt dieseTatsache
auf die Existenzvieler lokaler Minima der zu minimierenden×ÙØ -Funktion,was eine flexible An-
passungsmethodeerfordert.Als besondersfruchtbarerwiessicheineKombinationausderMethode
Bevington-Curved-Stepmit demMonte-Carlo-Algorithmussimulatedannealing.

Durchdie AnpassungderKraft PC-F1anexperimentelleDatenin einem × Ø -Fit ist esgelungen,
mit demPunktkopplungsmodell eineVorhersagekraftzu erreichen,die deretablierterRMF-FR-und
SHF-Modellegleicht.Diesist nichtselbstversẗandlich,dadieModelleeinedeutlichunterschiedliche
Dichteabḧangigkeit derPotenzialebesitzen.Weiterhinhabenwir gesehen,dassdie Anpassungspro-
zedurderParametereinekomplizierteAufgabedarstelltundnochin mancherHinsichtausgearbeitet
undverbessertwerdenkann.

DasPunktkopplungsmodell mit derKraft PC-F1verḧalt sichfür viele Observablensehrähnlich
wiedasRMF-FR-Modell.Diesbetrifft dieBeschreibungderbulk propertiesvonsymmetrischerKern-
materie,Neutronenmaterie,Bindungsenergien, Spin-Bahn-Aufspaltungen, Observablendesnuklea-
renFormfaktors,Deformationseigenschaften von Magnesium-Isotopen,die Spaltbarrierevon Ø	ë Þ Pu
sowie die Vorhersageder Schalenstrukturvon überschwerenElementen.Dabeiwerdenaberinsbe-
sondereRadienbesserbeschriebenals mit den RMF-FR-Kräften.Oberfl̈achendicken werden,im
Einklangmit demRMF-FR-Modell,alszuklein vorhergesagt.

DeutlicheUnterschiedetretenbei Deformationsenergien einigerKerneauf (sie sind größerals
beimRMF-FR-Modellundoft kleineralsdie von demSHF-Modellvorhergesagten)sowie beiDich-
tefluktuationenin Kernen.Die vektoriellenDichtenderNukleonenoszillierennicht sostarkwie die
desRMF-Modellsmit Mesonenaustausch,wasauf die fehlendeFaltungdernukleonischenDichten
zurückgef̈uhrt werdenkann.

Im VergleichzumSkyrme-Hartree-Fock-Modell ergebensichdeutlicheUnterschiedein derBe-
schreibung von symmetrischerKernmaterieund Neutronenmaterie.RelativistischeModelle sagen
einehöhereSättigungsdichteundBindungsenergie vorher. Die vorhergesagteAsymmetrienergie ist
deutlichgrößerals die WertedesSHF- bzw. Liquid-Drop-Modells.Die Beschreibung von Neutro-
nenmaterieweichtstarkvon modernenRechnungen[Fri81] unddenVorhersagenvon Hartree-Fock-
Rechnungenmit derSkyrme-KraftSLy6 ab.

Die Vorhersagenzu überschwerenKernenstimmenin Bezugauf magischeZahlenmit anderen
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relativistischenModelle überein:Der doppelt-magische,̈uberschwereKernbesitzt ìXí Ô�î�ï Proto-
nenund ðrí Ô�ñ�î Neutronen.Im Einklangmit anderenselbstkonsistenten Vorhersagenzeigt seine
BaryonendichteeineSemi-Blasenstruktur. Die SpaltbarrierenderKerne ØfòfØ Ô�î�ï und Øfòfó Ô�Ô�ô sindvon
ähnlicherGrößenordnungwie die von anderenuntersuchtenRMF-Kräften.Die Lagedesisomeren
Zustandesim symmetrischenSpaltpfad liegt beim RMF-PC-Modellsehrtief, wasauf einegeringe
Oberfl̈achenenergie schließenlässt.Die deutlichenUnterschiedezu denVorhersagenvon Hartree-
Fock-Rechnungenmit Skyrme-Kr̈aftenzeigen,dasssichgewisseEigenschaftenderModellebeson-
dersstarkbeiüberschwerenElementenauswirken.ÜberschwereElementesindeinsensitivesTestfeld
für die Modelle.Hier bedarfesdringenderUntersuchungen,um längerfristigzuverlässigeVorhersa-
genmachenzu können.

Besondersin denRechnungenvon Bindungsenergien in Isotopen-undIsotonenkettensowie für
Neutronenmateriezeigt dasPunktkopplungsmodell Schẅachenim isovektoriellenKanal der effek-
tiven Wechselwirkung, die denendesRMF-FR-Modellsähneln.Dies besẗatigt denVerdacht,dass
dieserKanalmodifiziertwerdenmuss.DeshalbwurdenmehrereVariantendesRMF-PC-Modellsmit
Erweiterungenim isovektoriellenKanalgetestet.Ein interessantesErgebnisderUntersuchungenzu
denerweitertenParameters̈atzendesPunktkopplungsmodells ist, dasssicheineAnpassungzus̈atzli-
cherTermeim isovektoriellenKanalderWechselwirkung mit denin dieserArbeit verwendetenFit-
strategiennichtbewerkstelligenlässt.AndererseitszeigendieModellegeradein dieserHinsichtnoch
unverstandeneSchẅachen.Dieszeigt,dassin derZukunft eineErweiterungderFitstrategie wichtig
wird. Kernemit großemIsospinundz.B. Neutronenmateriekönntenhier Verwendungfinden.Neue
experimentelleDatenzu exotischenKernenwerdenhierbeivon großemNutzensein.

Untersuchungenzur Natürlichkeit der angepasstenKopplungskonstantenmit Hilfe der naiven
dimensionalenAnalysehabengezeigt,dassdie Kraft PC-F1diesesKriterium erfüllt. Dies ist be-
sondersinteressant,da bei dieserKraft alle Kopplungskonstanten frei im Fit variierbarwaren.Die
KopplungskonstantendesModellsbzw. die korrespondierenden TermeabsorbierenauchVielkörper-
effekte,weshalbesinteressantist, dassdiesesKriterium anwendbarist. Parameters̈atzefür erweiterte
Punktkopplungsmodelle erfüllen bishernicht dasKriterium derNatürlichkeit, wasnocheinmalihre
ungen̈ugendeFixierungsm̈oglichkeit in denverwendetenFitstrategienunterstreicht.

Die StrukturdesrelativistischenPunktkopplungsmodells ermöglicht es,die Austauschtermeder
4-, 6- und8-Fermionen-TermealsdirekteTermeumzuschreiben.DieseMöglichkeit ebnetdenWeg
für relativistischeHartree-Fock-Rechnungenfür endlicheKerne,die numerischkaumaufwendiger
sindalsdie Rechnungenmit derHartree-VersiondesModells.Dabeibed̈urfen die Ableitungsterme
gesonderterBehandlung.AllerdingsmussdazuauchderModellansatzerneutüberdachtwerden:das
Pionbzw. diedazukorrespondierendenTermesolltenBestandteildieserFormulierungseinunddurch
die AustauschtermeBeiträgezu denmittlerenPotenzialenliefern.

RelativistischeHartree-Fock-Rechnungenmit dem Punktkopplungsmodellwerdenes ermögli-
chen,denZusammenhangzwischenrelativistischenundnichtrelativistischen Hartree-Fock-Modellen
systematischund im Detail zu studieren.LängerfristigkönnendieseStudienzu einerquantitativen
VerbesserungderModelleunddamiteinhergehendzu ihremklarenVersẗandnisführen.

Die mikroskopischeundselbstkonsistenteBeschreibung von Atomkernenist einefaszinierende
undspannendeHerausforderung,sieanzunehmenwarZiel undAufgabedieserArbeit.



Anhang A

Die Bewegungsgleichungenin
verschiedenenSymmetrien

In den folgendenbeidenAbschnittenwollen wir die BewegungsgleichungendesPunktkopplungs-
modellsin spḧarischerund axialerSymmetriedarstellen.Bewegungsgleichungenfür dentriaxalen
Fall und ohneSymmetriebeschränkungfindensich z.B in [Rut99]. Da dasRMF-PC-Modellkeine
expliziten mesonischenFreiheitsgradeentḧalt, ist esaureichend,die Gleichungenfür die nukleoni-
schenWellenfunktionenzubetrachten.Weiterhindiskutierenwir ausschließlichzeitumkehrinvariante
Systeme.

A.1 SphärischeSymmetrie

Die Dirac-Spinorenõ ö í)÷ õ§øö!ù íqúû
õ#üöõ àö ýþ

(A.1)

lassensich, ausgedr̈uckt durchKugelkoordinaten( ÿ�� � ��� ) in einenRadial-und einenWinkelanteil
aufspalten:õ ö ÷ ÿ�� õ � � ù í�� ô	� úû � üø 
��

 ÷ ÿ ù × �

���
 ÷���� � ù� � àø 
��

 ÷ ÿ ù × �

���
 ÷���� � ù

ýþ � (A.2)

Wie wir gleichsehenwerden,sindalle Potenziale,die auf die RadialteilederWellenfunktionenwir-
ken, reell, so dasssie reell gewählt werdenkönnen.Der vollständigeSatzvon Quantenzahlen,der
durch

�
charakterisiertwird, ist � � ö ��� ö ��� ö�� . Während� ö alsAnzahlderradialenKnoteninterpretiert

werdenkann,ergebensichdie beidenanderenQuantenzahlendurchdieEigenwertgleichungen�� õ ö í Û � ö õ ö (A.3)�!#" õ ö í � ö õ ö � (A.4)

Dabeiist
�� í>Ö Þ ÷ î � $%'& � $(*) Ô ù derSpin-BahnOperator,

� $%
derSpin-Operatorund

�!#"
die + -Komponente

desGesamtdrehimpulsoperators
� $! í � $(,) � $% è î , welchersichausdemSpin-OperatorunddemOperator

desBahndrehimpulses
� $(

zusammensetzt.
Die orthonormalenKugelspinoren× �-� sinddefiniertals× �-� í .��/1032 45 ÷76 âØ
8 ç �EÛ9�;:��;:�< ù>=@?�A � à ��/ ÷���� � ù × ��/B� (A.5)
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Dabeiwurdendie Einheitsspinoren× ü 45 í úû Ôï
ýþ

und × à 45 í úû ï Ô
ýþ

definiert.Der Zusammen-

hangzwischenderQuantenzahl� unddenendesBahndrehimpulsesunddesGesamtdrehimpulses,6
und 8 , ist8 í ç � ç Û âØ � 6åí 8 ) âØ �C � C � (A.6)

AusdemÜberlappintegral für zweiDirac-SpinorenD õ ö ç õ E�F í:Ú �

G��H Ú ��
��IH ÚKJ 
 J H ô	� LNMÞ ÿ ØPO ÿ . ø � øQ 
��

 J 
 � øQ HR��H J H (A.7)

( S-T bezeichnetProtonen-bzw. Neutronenzustände)ergibt sichdieNormierungfürdieradialenAnteile
derWellenfunktionenzugleichem� und S :ô	� L MÞ ÿ Ø O ÿ . ø � øQ 
G� J � øQ H�� J íMÚ Q 
 Q H	� (A.8)

Die radialennukleonischenDichten(vektorielleundskalareDichte)ergebensichzu1U
V ÷ ÿ ù í . ö ÷ î 8 ö ) Ô ù . ø � øö ÷ ÿ ù � øö ÷ ÿ ù �U
S ÷ ÿ ù í . ö ÷ î 8 ö ) Ô ù . øWV � øö ÷ ÿ ù � øö ÷ ÿ ù � (A.9)

DasskalarePotenzialX S und dasvektoriellePotenzialX V
2 hängennur von der Radialkoordinateÿ

ab. Siebestehenim RMF-PC-ModellausPotenzenundAbleitungenvon(A.9). NachTransformation
deskinetischenTermsauf Kugelkoordinaten[Rut99] erḧalt manschließlichdie Gleichungenfür die
zweiRadialteilederDirac-Spinoren(

V í ) è Û )Y Û V ÷[Z#\ ) Ôÿ ù ) Ôÿ � ö7] � à
øö ÷ ÿ ù ) Y V � ) V X S ÷ ÿ ù ) X V ÷ ÿ ù ] � øö ÷ ÿ ù í_^ ö � øö � (A.10)

A.2 Axiale Symmetrie

Bei Rechnungenin axialerSymmetrieist esvon Vorteil, Zylinderkoordinaten( +`� U ��� ) einzuf̈uhren.
DerGesamtdrehimpulsist hierkeineguteQuantenzahlmehr, aberdie + -Komponente

�!#"
desGesamt-

drehimpulsoperatorsvertauschtmit demHamiltonoperator:�!#" õ ö ía� ö õ ö � (A.11)

EineweitereQuantenzahlentstehtdurchdenParitätsoperator
�b
:�b õ ö í � ö

õ ö � (A.12)

Von denWellenfunktionenlässtsichein nurvom Winkel � abḧangigerTeil abspalten:õ ö ÷7+c� U ��� ù í)÷ õ øKdö ÷7+`� U ��� ùfù í úeeeeeeeû
� üãüø 
G��
�fB
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G��
�fB
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�fB
 ÷7+c� U ùhgjilk Y � ÷m� ö Û âØ ù � ]� àãàø 
G��
�fB
 ÷7+c� U ùhgjilk Y � ÷m� ö ) âØ ù � ]

ý-nnnnnnnþ � (A.13)

1Pairingwird hierbeivernachl̈assigt,dieSummenlaufenüberallebesetztenZusẗande.
2Diesgilt naẗurlich für die isoskalarenundisovektoriellenPotenziale.
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Für die einzelnenSpinorkomponentenerhaltenwir dieEigenwertgleichungen�(�" õ øKdö í)÷m� ö Û�o î ù
õ ø�dö � (A.14)

Die + -ProjektiondererstenunddrittenKomponenteweichtvonderderanderenbeidenKomponenten
um 1 ab. AusdemÜberlappintegral von zweiDirac-Spinorenin axialerSymmetrie,D õ ö ç õ E�F í:Ú ��
G�pH Ú fB
Gf�H ÚKJ 
 J H îq� L Mà M O + L MÞ U O U . ø A d �

øKdø 
���
�fB
 J 
 ÷ U �R+ ù � ø�dQ H��pHRf�H J H ÷ U �R+ ù � (A.15)

ergibt sichdie Normierungsbedingungfür dennur von + und U abḧangigenTeil derWellenfunktion
mit gleichenQuantenzahlen�9� � �RS :îq� LNMà M O + LrMÞ U O U . ø A d �

ø�dQ 
���f J ÷ U �R+ ù � ø�dQ H��sf J ÷ U �R+ ù ípÚ Q 
 Q H � (A.16)

Wie schonin Kapitel2 erwähnt,mußim Fallevonzeitumkehrinvarianten Systemenjeweilsnureiner
der Partner3 berechnetwerden.Der dazukonjugierteZustandkann darausdurchAnwendungdes
Zeitumkehroperatorsberechnetwerden.

Die skalareundvektorielleDichteschreibensichin axialerSymmetriealsU
S í . ö . ø�d V � ø�d�tö � ø�dö �U
V í . ö . ø�d � ø�d�tö � ø�dö � (A.17)

Die Diracgleichungfür die reellen � ø�dö lautetV u Z#v ) o ÷m� ö ) o î ù ÔUxw � à
ø à dö ) V o Z " � à

øPd )) u V � ) V X S
) X V w �

ø�dö Û V o X`y A ö � à
ø à dö í_^ ö � ø�dö (A.18)

3Dazukannmanz.B.denZustandmit positiver Gesamtdrehimpulsprojektionwählen.



146 Die Bewegungsgleichungenin verschiedenenSymmetrien



Anhang B

Fierz-Transformationen

B.1 Fierz-Transformationen für Isospinoren

Die Fierz-TransformationendiesesAbschnittesgeltenfür in allen Indicestotal symmetrisierteAus-
drücke. Für nicht symmetrisierteAusdr̈ucke könnenZusatztermeauftreten,die bei der totalenSym-
metrisierungverschwinden1.

B.1.1 4-Fermionen-Terme

Im Isospinraumgibt es für 4 Fermionengenauzwei Kombinationen,die einenSkalarim Isoraum
bilden,nämlich(1,1)und(

$S , $S ). Die Fierz-Transformationensind. z A { ÷}|
õ z õ {Iù ÷}|õ { õ z ù í âØ�~ z A { ÷}|

õ z õ z ù ÷`|õ { õ {\ù ) âØ�~ z A { ÷}|
õ z $S õ z ù ÷}|õ { $S õ {\ù (B.1)

und . z A { ÷}|
õ z $S õ {Iù ÷}|õ { $S õ z ù í�� Ø ~ z A { ÷}|

õ z õ z ù ÷`|õ { õ {\ù Û âØ ~ z A { ÷}|
õ z $S õ z ù ÷}|õ { $S õ {\ù � (B.2)

B.1.2 6-Fermionen-Terme

Wir betrachtenhier und im nächstenAbschnittnur die Transformationender isoskalar-skalaren6-
bzw. 8-Fermionen-Terme..z A {hA � ÷ |

õ z õ {Iù ÷ |õ { õ � ù ÷ |õ � õ z ù í âë�~ z A {#A � ÷ |
õ z õ z ù ÷ |õ { õ {Iù ÷ |õ � õ � ù) �ë�~ z A {#A � ÷ |
õ z $S õ z ù ÷ |õ { $S õ {\ù ÷ |õ � õ � ù �

B.1.3 8-Fermionen-Terme

.z A {hA ��A � ÷`|
õ z õ {�ù ÷}|õ { õ � ù ÷}|õ � õ ��ù ÷}|õ � õ z ù í âó ~ z A {hA ��A � ÷}|

õ z õ {Iù ÷}|õ { õ � ù ÷�|õ � õ �8ù ÷}|õ � õ z ù) �ë�~ z A {hA ��A � ÷}|
õ z õ z ù ÷}|õ { õ {\ù ÷�|õ � $S õ � ù ÷�|õ � $S õ �8ù) âó ~ z A {hA ��A � � ÷}|
õ z $S õ z ù ÷�|õ { $S õ {�ù � � ÷�|õ � $S õ � ù ÷�|õ � $S õ ��ù � �

1Dieswurdeim VerlaufdieserArbeit nicht explizit untersucht.
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B.2 Fierz-Transformationen für Dirac-Spinoren

B.2.1 4-Fermionen-Terme

Die Transformationensindaus[Nac86] entnommen.Als Basiselementekommendie folgendenBili-
nearformenin Frage:� S: ÷}|õ â õ Ø ù ÷�|

õ
�
õ
ë ù� V: ÷}|õ â Öh� õ Ø ù ÷�|

õ
� Ö �

õ
ë ù� T: ÷}|õ â o ���

õ
Ø ù ÷�|

õ
� o ���

õ
ë ù� A: ÷}|õ â Öh�YÖ@� õ Ø ù ÷p|

õ
� Ö � Ö��

õ
ë ù� P: ÷}|õ â Ö � õ Ø ù ÷p|

õ
� Ö �

õ
ë ù

Die Koeffizienten� ö�E derTransformation� ö ÷`|õ â � õ ë �I|
õ
� �
õ
Ø ù í . E � ö�E � E ÷}|

õ â � õ Ø �I|
õ
� �
õ
ë ù � (B.3)

wobeii,j = S,V, T, A, Pgilt, sindin TabelleB.1 notiert.

i/j S V T A P

S Û âë Û âë Û âó âë Û âë
V Û�� âØ ï âØ �
T Û � ï âØ ï Û �
A � âØ ï âØ Û��
P Û âë âë Û âó Û âë Û âë

TabelleB.1: Koeffizienten�R��� derFierz-Transformationenfür 4-Fermionen-Terme.

B.2.2 6-Fermionen-Terme

Die Koeffizientenund Basiselementefür die Transformationder 6-Fermionen-Termesind in tabel-
larischerForm für denskalarenFall angegeben[Mar01]. Die Dirac-Strukturen,die sich in denein-
zelnenSummandenzwischendenWellenfunktionenbefinden,sindjeweils durchein � voneinander
getrennt.Hier sowie im Fall von 8 Fermionenbeziehensichdie Transformationenauf total symme-
trisierteAusdr̈ucke.

B.2.3 8-Fermionen-Terme

Die BasiselementeundKoeffizientensindfür denskalaren4-Fermionen-Termin tabellarischerForm
angegeben[Mar01].
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Term Koeffizient� � � � � ââ��� ��� � ��� � �â��� ��� � ��� � �â��� ��� � � � ��� � � � Û �â��� � o ���,� o ��� �����h�'��� � �l����� � o ��� Û � ió� � � o ������� � o ��� ����
Tabelle B.2: Koeffizienten für die Fierz-Transformationdes skalarentotal symmetrisierten6-Fermionen-
Terms.
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Term Koeffizient� � � � � � � â� ë� � � ��� � ��� � ����� � � ��� � ��� � ����� � � ��� � �l�'��� � � � Û ����� � � � o ����� o ��� �� ë� ��� � � o ���,��� � o ��� ����� ���l�*��� � �l�,��� � o ��� Û�� ió� � ��� � ��� � ��� � â� ë� � ��� � ���h�'��� � â���� � ��� � ��� � �h����� � � � Û â���� � ��� � � o ��� � o ��� �� ë� � ���l�'��� � � �¡� o ��� Û â ió�h�'��� � ���l�,��� � â� ë�h�'��� � ��� � �l����� � � � Ûa�����h�'��� � ��� � �l�'��� � � � ââ���l¢ ��� ¢ � o ����� o ��� �� ë�l¢ ��� � � o ����� o ¢ � Û ââ��� � �h����� � � � ��� � � ����� � � � â� ë� � �l¢£��� � � ¢ � o ��� � o ��� Û �� ë� � �l¢£��� � � � � o ���,� o ¢ � ââ��o ����� o ��� � o � ¢£� o � ¢ �� � �o ����� o ¢ � � o ¢ � � o � � Û â� ë
Tabelle B.3: Koeffizienten für die Fierz-Transformationdes skalarentotal symmetrisierten8-Fermionen-
Terms.



Anhang C

Parameters̈atzemit
Coulomb-Austauschtermin
Slater-Näherung

Die TabelleC.1 zeigteinenSatzmit Coulomb-Austauschterm,derausgehendvon derKraft NL-Z2
angepaßtwurde.Dastotale ¤ � diesesParametersatzes,derhierNL-ZWCEX1 genanntwird, ist 128.6.
Die korrespondierenenPaarkraftsẗarken sind X p í@Û£��� î MeV fm3 �¥X n íUÛ£� î � MeV fm3. In Ta-
belleC.2sindvier Kräftefür dasPunktkopplungsmodell, PC-F1WCEXbisPC-F4WCEXaufgelistet.
Ausgangsbasisfür dieseParameter-Anpassungenwarendie KräftePC-F1bis PC-F4.Die totalen ¤ �
dieserParameters̈atzesind102.8,102.5,102.9und102.5.

1WCEX: With ColoumbEXchange
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152 Parameters̈atzemit Coulomb-Austauschtermin Slater-Näherung

NL-ZWCEX¦ �MeV � 938.9� d �MeV � 493.184�¨§x�MeV � 780.0�©v#�MeV � 763.0ª d 10.1369ª § 12.9094ª v 4.46933« � � fm àãâ � -13.7561« � -41.2837� � 0.000

Tabelle C.1: Der SatzNL-ZWCEX. Die Massender ¬ - und ­ -Mesonenwurde bei diesemSatznicht ge-
fittet sondernauf den angegebenenWert fixiert. Die Paarkraftsẗarken sind ® p ¯±°P²B²�³ MeV fm3 ´ ® n ¯°P²�³	µ MeV fm3.

Parameter PC-F1WCEX PC-F2WCEX PC-F3WCEX PC-F4WCEX Dimension¶
S -14.9343 -14.9340 -14.9345 -14.9341 fm �ß
S 23.0033 23.0029 23.0040 23.0036 fm �� S -66.768 -66.815 -66.7336 -66.7803 fm óÚ S -0.6382 -0.6359 -0.6375 -0.6333 fm ë¶
V 10.0995 10.0998 10.0992 10.0995 fm �� V -8.836 -8.847 -8.854 -8.849 fm óÚ V -0.1811 -0.1829 -0.1823 -0.1856 fm ë¶
TS 0.0 -0.121 0.0 -0.118 fm �Ú TS 0.0 0.0 0.0 -0.0984 fm ë¶
TV 1.330 1.432 1.369 1.4313 fm �� TV 0.0 0.0 -131.9 0.0 fm óÚ TV -0.081 -0.088 -0.058 0.016 fm ëX P Û£� î � -321 -322 -321 MeV fm �X N Û£� ï	· -309 -309 -309 MeV fm �

TabelleC.2: Die KopplungskonstantenvonPC-F1WCEXbisPC-F4WCEX.Die totaleņ@¹ sind102.8,102.5,
102.9,102.5.
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[Kwi01] P. Kwiat et al.,Nature,Bd. 409,Seite1014

[Lal96a] G. A. Lalazissis,M. M. Sharma,P. Ring undY. K. Gambhir, Nucl. Phys.A608 (1996)
202

[Lal96b] G. A. Lalazissis,J.König,P. Ring,Phys.Rev. C 55 (1997)540

[Lal97] G. Lalazissis,D. Vretenar, W. PöschlundP. Ring,nucl-th/9710013
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Anwendungauf überschwere Kerne, Dissertation,JohannWolfgangGoethe-Universiẗat,
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