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Einleitung

Die Situation in der Kernstruktur physik

"The mapis nottheterritory.”
(Alford Korzybski)

Dieseszitat beschreibgut die Situation,in der sich die theoretisché& ernstruktuPhysik befindet.
Siebefasstsichmit der Beschreiling von Grund-und niedrigenAnregungszustndenvon Atomker-
nendurchgeeignetéModelle und versuchtso, einemoglichstgenauelarte von denKernenzu ent-
werfen.Wahrendsich Experimentalphysir mit immer aufwendigerereExperimenterin dasGebiet
begebengntwerferdie Theoretiler Landkartern(gemeintsinddie Kernmodelle)die mdglichstgenau
die LandschafbeschreiberEine Karteist erfolgreich,wennmoglichstviele Aspekteder Landschaft
beschriebemverdenWird die Beschreibingin gewissenBereicherderLandschafschlechterist die
Karte (dastheoretischéModell) dort nicht mehranwendbarie mikroskopischerselbstlonsistenta
Modelle, um die esin dieserArbeit geht,erhebenden Anspruch,in akzeptablenRahmenfir die
gesamtd.andschafter Nuklidkartegultig zu sein.

Die Modelle sind abermehr als eine Karte: sie erlaubendenBlick in unerforschtesGelande,man
kannmit ihnen extrapolielen Man musshier jedochvorsichtig sein und Kriterien finden,um die
Extrapolationsihigkeit beurteilenzu kbnnen.Allgemeinernochist die Frage,wie und nachwel-
chenGesichtspunktenin mikroslopischesModell zu beurteilerist. Darumwird esunteranderenin
dieserArbeit gehen.

Der Atomkern,wie er sichnachheutigemKenntnisstandarstellt,ist ein Systemauswechsebvir-
kendenNukleonendenProtonenund Neutronendie wiederumausQuarkszusammengesetsind.
Vermittelt wird dieseWechsalirkung durch die starle Kernkraft. Ubertragungsteilchesind nach
der (nicht-abelschenYheoriefur die starle Wechsekirkung, der QuantenbromodynamikQCD),
die Gluonen.Quarksund Gluonenbesitzereine Eigenschaftdie manals Farbe bezeichnetEs sind
in derNaturdrei Farben(undderenAntifarben)realisiert.Beobachtbasind nur farbloseObjekte.
Ein Atomkernist ein Vielkorpersystemdie Anzahlder Nukleonenkannzwischenzwei undeinigen
HundertbetragenNun liegt abergeradedieseAnzahl an Teilchenin einemkritischenBereich:Es
sind zu viele NukleoneR, als dassman dasSystemdurch Koordiantentransformatiozu einemef-
fektiven Einkdrperproblenmachenund damit exakt I6senkonnte: Es sind andererseitzu wenige,
um statistischeViethodender Physikanwenderzu konnen.Der Ansatzpar excellenceist natirlich
die Aufstellung der Lagrangedichtel der QCD fur ein SystemausQuarksund Gluonenund die
Beschreibing desAtomkernsals gelundenesulti-Quark-SystemDiesesZiel zu erreicherist eine
enormeHerausforderungda der Niederenagie-Bereichder QCD dasGebietist, wo storungstheo-
retischeMethodenfragwlirdig oderunmiglich sind (die Kopplungsknstanta sind deutlichgroRer
als Eins). Demzufolgemisstenfur die LosungdesProblemsnichtperturbatie Methodenwie etwa
die Gittereichtheorieherangezogewerden.Die Quantenchromodynamigibt unsauchheutenoch

IAllgemeinergilt diesauchfir die gesamtéNaturwissenschatt.
2Bereitsdasmechanisch®reikdrperproblenist nicht mehrallgemeinexakt |6sbar

9



10 Einleitung

etlicheFragenauf, z.B. warumQuarksjeweils nurin gelundenerSystemerauftreten(die Fragedes
Quark-Einschlussesderconfinement Die nicht-abelsché&trukturder Farb-SU(3) die derQCD zu-
grundeliegt, sogt fur ein VerhalterderKopplung,dasalsasymptotisce Freiheitbezeichnewird: fur
groRelmpuldibertégewird die Kopplunggeringerund gehtgegenNull, wahrendsie bei schwachen
ImpulsentheoretisctbeliebiggroRwerdenkann,waszu demerwahntenQuark-Einschluihrt.
Damitin Zusammenhangtehtauchdie Frage,ob ein Materiezustandandglich ist, bei demdieser
Einschlussaaufgehobenvird. DieseralsQuark-Gluon-Plasm#éezeichnet&@ustandder Materiesollte
bei hohenDichtenund Temperatureuftretenund konntekurz nachdemuUrknall existiert haben.

Das geschilderteProblem,also die Beschreibing des Atomkernsmit Quarksund Gluonenals
elementaretrrreiheitsgraderist heutzutagevederanalytischnochmit modernemumerischerMe-
thodenhandhabbaitUm dennocheine Beschreilong desAtomkernszu ermiglichen,werdenin der
Kernstruktureffektive Modelle verwendet Die historischgesehererstenModelle, z.B. die Bethe—
Weizsaclker Massenformebzw dasTropfchenmodel[Wei35 Bet3§, modellierendenKernals ge-
ladenenFlussigleitstropfen.Andere kollektive Modelle parametrisiererdie Kernoberfichedurch
Deformationsparamete§ie erlaubendie Modellierungkollektiver AnregungszustndedesKerns:
eskodnnenVibrationen,Rotationensavie Kopplungenzwischenihnenbeschriebemverden[Fae62
Fae64 Fae63.

Ein anderesZiel soll mit mikroslopisthen Modellenerreichtwerden.Der erste Schritt zu ei-
ner mikroslkopischenBeschreilong desKernsauf der Basisvon wechsealirkendenNukleonenge-
schahdurch Einfuhrungder phdanomenologischeSchalenmodelleDabeiwurde die experimentelle
Erkenntnisgenutzt,dasssich Nukleonenin mancherHinsicht als voneinandemunablangige,nicht
wechselirkendeTeilchenin einemgemeinsamemittlerenPotenziabeschreibetassenDafurwur-
denunterschiedlich@arametrisierungeantworfen, z.B. Kasten-Potenzial)szillatorPotenzialoder
die ParametrisierungnachWoods—SaxonDie Wellenfunktionender Nukleonenwerdenanalytisch
bzw numerischin diesemPotenzialberechneund die Nukleonenin diesemoglichenEinteilchen-
zustindegemal’ dem Pauli—Prinzipgefullt. Diese Modelle konntenerfolgreichdie Schalenstruktur
von AtomkernenbeschreibernEssentielwichtig dafur erwiessichdie Einfilhrungeinerstarlen Spin-
Bahn-Kraft.Die quantitatve Vorhersageon deformierterGrundzusinderundSpaltbarrieregelang
jedocherstmit Hilfe dermakoslopisd-mikioslopischenMethode beiderder TrendderBindungs-
enegie mit Z und N durchein Tropfenmodellberechnetvird und auseinemphanomenologischre
Schalenmodelmit Hilfe der StrutinskiMethode die Schalenkrrekturenggie extrahiertwird. Die
Summevon beidenAnteilen ergibt geradedie Bindungsengyie desKerns.DasZweizentenshalen-
modellerweitertedasKonzeptaufdie Moglichkeit, die SpaltungdesKernsvom Grundzustantis zur
vollstandigenSeparatiorin zwei getrennte-ragmentezu beschreibefMar72]. Heutzutageversteht
man unter Schalenmodellrechnungdrechnungenin denendie Wellenfunktionfir die Valenznu-
kleonenbzw, beikleinenKernendie GesamtwellenfunktiodurcheineEntwicklungin einvollstandi-
gesBasissystenundeineDiagonalisierunglesHamilton-Operatorin dergenvahltenBasisquasiex-
akt berechnetvird. FUr die groRennumerischerBerechnungemverdenoft Monte-Carlo-Methoden
verwendetdie die exakte DiagonalisierungumgehenDie Wechselirkungenbei diesenModellen
sindoftmalsrelatyv einfacheParametrisierungeder Nukleon-Nukleon-(NN)-Wchséwirkung

MikroskopischeselbstlonsistenttModelle habenmeistensls Ansatzfur die Wellenfunktiondes
Kernsnur eine einzelneSlaterDeterminantederenEinteilchenwellenfunkonen durchein Variati-
onsprinzipso bestimmtwerden,dassdie Enegie desSystemaninimal wird. DieseNaherungwird
aufgevogendurchdie Form dereffektiven Wechselirkung, die eineReihedervernachéssigterkKor-
relationenund Effekte absorbiert.

DerwesentlichéJnterschiedwischerdenfriihenSchalenundKollektivmodellereinerseitaind
denmodernerselbstlonsistenterKernmodellerandererseitsyie esauchdasin dieserArbeit unter
suchterelativistische Punktlopplungsmodellarstellt,ist, dassin selbstlonsistenterKernmodellen
keineEinschankungerandasKern-Potenzialind die DichteverteilungdesAtomkernsgestelltwer
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den. Das Potenzialwird ausdenWellenfunktionenselbstlonsistentberechnetausdemwiederum
die Wellenfunktionenbestimmtwerden.Diese Vorschrift wird iteriert, bis Korvergenz erzielt ist.
Um Potenzialengjieflachenzu berechnerist eserforderlich,die Enegie desKernsin verschiedenen
Konfigurationereu berechnenUm dieszu erreicherwird derKerndurchZwangsbedingurem in die
gaewviinschteKonfigurationgebracht.

In dieserArbeit wird ein relatvistisches mikroskopisches selbstlonsistentse Modell beschrie-
ben:dasPunktlopplungsmodellWahrendrelatvistischeModelle,die durchdenAustauschvon Me-
sonendie Kernkraft parametrisierenin der Vergangenheiintensi untersuchtund erfolgreichauf
ProblemalerKernstrukturangevendetwurden,gabesahnlicheUntersuchungefiir dasPunktlopp-
lungsmodellin dieserForm bishernicht. Die entstandené.icke soll durchdie vorliegendeArbeit
gefullt werden FrihereAnwendungemumfasserdie Berechnungron GrundzusindenendlicherK er-
nein spharischerSymmetrie[Nik92], die Bedeutungvon QCD-Scaling[Fri96] sawie die Untersu-
chungderPseudospin-Symmetr[&in9§].

Im Geggensatzzu dem herkbmmlichenRelatvistic-Mean-Field-(RMF)-Modél besitzt das relativi-
stischePunktlopplungsmodélzusatzlich zu den nukleonischerkeine mesonischerfrreiheitsgrade.
Die Potenzialebesteheraus Dichten der Nukleonenbzw. derenAbleitungen.Diese Eigenschaft
machtes nichtrelatvistischenSkyrme-Hartree-bck-(SHF)-Rechnungeahnlich. Mit Hilfe desre-
lativistischenPunktlopplungsmodés ist es moglich, den Einfluss unterschiedlicheAspektevon
Mean-Field-Modellerauf die Vorhersagervon Obserablenzu studieren.m Vemleich zu RMF-
Modellen mit Mesonenaustausdisstsich die Bedeutungvon endlicherReichweiteuntersuchen.
Der Vemgleich mit SHF-Rechnungegrrlaubtes, die Wichtigkeit einerrelatvistischenFormulierung
zu Uberpiifen. Formal lassensich dabeiim nichtrelatvistischen Grenzall desPunktlopplungsmo-
dells Schlissebeziglich der Strukturderunterschiedlichednsatzeund Relevanzihrer spezifischen
Termeziehen.

Wir wollendasRMF-Modell,dasdie KernkraftdurchdenAustausctvon Mesonerparametrisiert,
als RMF-FR-Modellbezeichner{FR stehtfir finite rangg). DasPunktlopplungsmodelhennenwir
RMF-PC-Modell(PCstehtfur pointcoupling. BeideModellesindrelatvistischeModelle,diein der
Mean-Field-Naherungbetriebenwerden,weshalbdie BezeichnundgRMF-Modell fur beideModelle
gerechtfertigist.

Die untersuchtenFragestellungen

DadasrelatvistischePunktlopplungsmodeléin relatv neuerAnsatzfir Asnwendungenn derKern-
strukturist 3, egebensich zu diesemModell folgendeUntersuchungsschwenpkte:

e Erlaubtdie StrukturdesModells einemikroskopischeBeschreibing von Grundzusindenvon
AtomkernenaufdemNiveaumoderneMean-Field-Modelle?

e Waskonnenwir im Vergleichzum RMF-FR-Modellund der SHF-MethoddiberdenEinfluss
endlicherReichweitebzw. relativistischerDynamiklernen?

¢ Wassinddie essentielleBestandteileinerParametrisierungereffektiven Nukleon-Nukleon-
Wechsalirkung in Atomkernen?

e Kdnnenwir etwasiuberdenZusammenhangon effektivenKernstruktuiiModellenfir denNie-
derenggielimesder QCD mit der Strukturund den Symmetriender Quantenchromodynamik
lernen?

3Seinegenerischeéstrukturist daggennicht neu:wir findensie beim Namhu-Jona-Lasinio-Modeliind in der Fermi-
theoriederschwachenWechselirkung.
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e Ergebensich Perspektienfur zukiinftige Verbesserungeder Mean-Field-Modellebzw. vor-
hernoch:wo sindihre Schwachen?

Alle dieseFragerkonntenim RahmerderArbeit beantvortetwerden Estaucherdabeinochweitere
Fragerauf,insbesonder®etailfragenzu denModellen,die nochauf eineBeantwortungwarten.

Gliederung der Arbeit

DasersteKapitelenthalt die physikalischersrundlagerzu selbstlonsistente mikroskopischerKern-
modellen,beginnendbei deraxiomatischerrormulierungder Quantenmechanikis hin zur zweiten
Quantisierungind Formulierungder QuantenfeldtheorieDie ausfihrlicheundvielleichtungavohn-
lich erscheinendBehandlunglerQuantenmechanikndspaterderQuantenfeldtheoriest bevusstso
gestaltetum die folgendernBeschreiingender Modellein dengroRenZusammenhanginzubetten.

Im darauffolgenderKapitel werdendasRMF-FR-und dasRMF-PC-Modellvorgestelltund de-
talliert beschrieberDabeiwird insbesonderderZusammenhangwischerbeidenModellenberiick-
sichtigt. Das Punktlopplungs-Modellwird in der Hartree-Naherungformuliert, Erweiterungerdes
Ansatzesunddie FormulierungdesModellsin derHartree-Bck-Naherungwverdenvorgestellt.

Dasdritte Kapitel enttalt die Beschreilong der Paarkraftim BCS-FormalismusNachzwei ein-
fachenVorschriftenwerdenmoderneVerfahrenbeschriebengdie im RahmendieserArbeit in den
numerischefRechnungenerwendetverden.

Im viertenKapitel werdendie wichtigstenObsenablendiskutiert,die sichausdenRechnungen
der RMF-Modelle extrahierenlassenDies betrifft GroRen,die mit der Bindungsenayie desKerns
zusammendéingensavie ObserablendesFormfaktorsundderPaarkraft.

Die numerischerMethoden die zur Losungder Bewegungsgleichungeder RMF-Modelle auf
demComputerverwendetwerden,werdenin Kapitel 5 diskutiert. Es folgt einekurze Beschreilng
derim RahmendieserArbeit verwendetemndentwicleltenProgramme.

Im sechsterKapitel werdendie Fit-Algorithmen, die zur Bestimmungder Kopplungsknstan-
ten desModells verwendetwerden,dagestelltund anhandeinigereinfacherSystemedemonstriert.
Eswird die Fitstratgjie, d.h. die Auswahl von Obsenrablen,die zur Erstellungderin dieserArbeit
erschdienenParameterdtzeverwendetverden diskutiert.

Kapitel 7 entralt die Parameterdtzeflir dasPunktlopplungsmodelldie sichausdenOptimierun-
genherauskristallisieein, savie eineAnalyseihrer Qualitat und physikalischerRelevanz.

Die Anwendbarkit desPunktlopplungsmodellaufFragestellungederKernstrukturphysikvird
im achtenKapitel ausfihrlich durch BetrachtungeinerVielzahl nukleonischeiSystemeund Obser
vablengetesteuind dokumentiert DabeiwerdenVergleichezu experimentellerDatenund anderen
Mean-Field-ModelleninshesonderaberdemRMF-FRModell mit zweiausg&ahltenParametrisie-
rungenangestellt.

DasdarauffolgendeneunteKapitel dokumentierExtrapolationerdesModells zu Uberschweren
Kernen Hierbeiliegt der Schwerpunkauf derVorhersagenagischeZahlenund Spaltbarrierewon
zweiausg@ahltenKernen.

In Kapitel 10 untersuchemir dasKriterium derNatiirlichkeit mit Hilfe dernaivendimensionalen
Analyseund seineAnwendbarkit auf dasPunktlopplungsmodél

Die Zusammerdssungundetdie Arbeit ah



Kapitel 1

Quantenmechanik,Vielkorpertheorie
und Quantenfeldtheorie

"Die 'Bahn’ desElektonsentsteherst dadurch, dasswir siebeobabten...”
(W. Heisenbay)

"K ein elementa@s Phanomenist ein realesPhanomen pis esein beobabtetesPhano-
mengewordenist.”
(John.A. Wheeler)

1.1 Quantenmechanik

Die fur die folgendenUntersuchungemgrundlgendeund zugleich empirischam bestengetestete
Theorieist die QuantenmechanilSie beschreibtdie Dynamik mikroskopischerObjekteund ihrer
Wechselirkungen.Die urspiinglicheFormulierungderQuantenmechanigilt strenggenommemur
fur vonihrer Umgelung vollstandigisolierte Systemebei TemperatuiNull. Der Formalismuswvurde
jedochauf offeneSystemeaund endlicheTemperaturemrweitert.

Wir wollenim Folgenderdie Grund$itzedernichtrelatvistischenQuantenmechanik axiomatischer
Form niederschreiberDabeiorientiererwir unsandenReferenzenJel93 Pen95 Bjo64].

1.1.1 Axiomatische Formulierung der Quantenmechanik

Basissatzl: Ein eigentlicherZustandeinesquantenmechanisch&ystemswird beschriebemurch
einenVektor|y) im Hilbertraum.

Basissatz2: Unitare Entwicklung U Die Dynamik desquantenmechanisché&ystemsdst gegeben
durchdenunitarenZeitentwicklungsopetar U (¢ — t,), derderGleichung

ihoU (¢ — to) = HU(t — to) (1.1)
geriigt. Dabeiist A derHamiltonoperatqrderdasSystemcharakterisiertEr lasstsichschreiberals
H=T+V, (1.2)

dabeiist 7' der Operatorderkinetischerund V' derOperatorder potentiellerEnegie.
Fur denZustanddesSystemsur Zeit ¢ folgt daraus

[9(t)) = U(t — to)|p(to))- (1.3)

13



14 Quantenmechanik/ielkorpertheoriaind Quantenfeldtheorie

Basissatz3: Obserablenwerdenbeschriebewnlurchhermitesché®peratorenm Hilbertraum.

Basissatz4: Reduktion desZustandesR Bei derMessungR der ObserablenA wird der Zustand
reduziertauf eine EigenfunktiondesOperatorsd. Die moglichenMesswerteentsprechedabeidem
Spektrumvon A. Die Wahrscheinlich&it p,, filr einenbestimmtenMesswerta,, ist dabeigegeben
durchdenErwartungswertesProjektorsP, aufdenEigenzustandjerzua, korrespondiert:

Pn = <'¢)|pn|"/}) (1.4)

Die Minimalinter pretation und der Messprozess

In Basissatz habenwir bereitsdie Minimalinterpretationder Quantenmechanikodiert. Sie ent-
sprichtderVorschrift,wie ausder TheorieWertezu gevinnensind, die mit denmoglichenMesswer
tenverglichenwerdenkdnnen.Modchtemanz.B. denOrt einesTeilchensbestimmensoentspricht

P(7,t) = (| Prlyp) = (WIFN(Fp) = |9 (1.5)

geradeder Wahrscheinlich&itsdchte fur das Auffinden des Teilchensam Ort . Die Messungan
einemquantenmechanisameSystem(R) unterbrichtdabeidie unitare und reversiblezeitliche Ent-
wicklung desSystems.

Die Beschreiing und InterpretationdiesesMessprozessdst immer noch Gegenstandzahlrei-
cherphysikalischeundauchphilosophischebDiskussionenBesondere&chwierigleit machtder so-
genanntdollapsder\Wellenfunktiond.h.derUbeigangdessuperponierteZustandein einenEigen-
zustanddeszur MessungkorrespondierenaieOperatorgderobenals R gekennzeichnet&organg).
Eine mogliche Erklarungsweisdestehin demPhanomender Dekoharenz dasdurchdie Wechsel-
wirkung desSystemsdasgemessemerdensoll, mit seinerUmwelt entstehtBei dieserinteraktion
mit (quasi)unendlichvielenFreiheitsgradeentwickelt sichdasSystemgdasdurcheineDichtematrix
beschriebemverdenmuss,auseinerkoharentenUberlagerung/on quantenmechanisch&€usénden
in eineinkoharenteUberlagerungDieseFormulierungbasiertedochzu einemgroReriTeil auf com-
monsensaindist bishernicht exakt durchgefihrt worden.

Physilerwie Sir RogerPenroséhaltenim GegensatalazudenMessprozesHir einenrealenphy-
sikalischerVorgang,desserBeschreingim RahmereinerTheorieder Quantengratation [Bae94
moglich seinkdnnte[Pen9j.

1.1.2 Holismusund EPR Korrelationen

Die Quantenmechanikagt— bei geeigneteiPraparierung- KorrelationenzwischenTeilchenvor-
aus,die sichin beliebigerraumlicherEntfernungvoneinandebefindenkdnnen[Ein35]. Diesesoge-
nannterEPRKorrelationerwidersprechemicht denPrinzipiender speziellerRelatvitatstheorieda
durchsie keine Information Uibertragerwerdenkann. Die Korrelationendie der Quantenmechanik
eineholistischeNatur geben findenimmer mehrBeshtigungauf experimentellelEbengAsp]. Erst
in jungsterZeit habenneueExperimentezur Verschankungvon quantenmechanischeSystemen
[Row01, Kwi01] gezeigt,dassdie experimentelléVerletzungder BellschenUngleichungenwelches
der Beweis fur Korrelationendarstellt,die nicht auf verbogenenVariablenberuhenkdnnen,nicht
durchexperimentelldJngenauigkit zustand&ommt..

Die EPR-Korrelationerwidersprechemamit nicht den Experimentensondernlediglich einem
Realitits\erstindnis,wie esvon Einstein,Podolskiund Rosenin derenbekannteNerdffentlichung

1EineKritik andenExperimentervon Aspectetal. war, dassnicht alle erzeugterPhotonenpaardetektiertwerden,so
dassdie Verletzungder BellschenUngleichungerewar in der detektierterlntermengegegebenwar, nicht abernotwendi-
gerweiseém gesamterEnsemble.
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formuliert wurde.Fir mancheAutorenist geradedieserholistischeAspektdaswesentlichNeuean
derQuantenmechanilsobezeichneThomasGornitz [Goe99 die Quantenmechaniéls Physikder
Beziehungn im Gegensatzzur klassischerMechanik,die er als Physikder Objektekennzeichnet.
EPR-Korrelationerfindenin theoretischetuntersuchungednwendungz.B. in der Quantenkrypto-
graphie[Bou0Q.

DieseSichtweisaderQuantenmechanitihrt unszu einerangemessenddefinition der Systeme,
die Hauptggenstandjuantenmechanischentersuchungesind. Der Begriff desTeilchenswird von
dieserStelleanfallengelassennd durchein adaquatere$Vort ersetztdesserDefinition und Recht-
fertigungnunfolgen.

1.1.3 Einfuhrung desBegriffs Elementarsystem
Definition

Unter ElementasystemenPriOQ] versteherwir im FolgendenSystemedie durchquantenmechani-
scheZustandsgleichungdmeschriebemverdenundderenvollstandigeBeschreibbngim Rahmerder
Quantenmechani@turchdenZustandy) gegebenist.

Begrindung

Der Begriff desTeilchens wie erin denmeistenArbeitenverwendetvird, hatseinebegriffliche Be-

grundungin derklassischerMechanik.Mit Teilchenund insbesonder@unktteilhienwird dort ein

ausderErfahrungabstrahierte®bjektbezeichnetdemalsintrinsischeEigenschaftemur Masseund

Ladungzukommen.ZudembestehtseinevollstandigeBeschreibing in der KenntnisseinerTrajek-

torie 7(¢). DiesenBegriff fir quantenmechanisctgystemezu verwenderist in zweierleiHinsicht

problematisch:

Erstendst derBegriff Objektauf quantenmechaniscl8ystemanichtmehrohneweiteresanwendbar
daeinekonsistentéBeschreiing nurnochim Zusammenhangit inrer Wechselvirkung mit anderen
Systemergegebenwerdenkann.

Zweitenstiberwindetdie Quantenmechanikzw. Quantenfeldtheoriden\Welle-Teilchen-Dualismus
und der ganzlichandererNatur von quantenmechanisch@ystemerwird durchdie Assoziationen,
die mit demBegriff desTeilchenseinhegehen nichtkorrektRechnungyetragen.

1.2 RelativistischeWellengleichungen

Die SchibdingerGleichungentsprichteinernicht-relatvistischenFormulierungder Quantenmecha-
nik fur spinloseElementarsystente Sieist invariantunterGalilei-TransformationenRotationerund
TranslationenwennesderHamilton-Operatorst.
Die ForderungnachLorentz-lrvarianz einer quantenmechanischérheorie erfordertzusatzlich zu
denobenformuliertenBasis&tzenneuebzw veranderteBedingungeran die guantenmechanische
Bewegungsgleichungefur Elementarsystem&oforderteinekovarianteFormulierung dassRaum-
und Zeitkoordinatenin gleicherOrdnungauftreten.Weiterhin mussdie Theoriein der Lage sein,
Phanomenezu beschreibendie bei relativistischenEnegien auftretenkdnnen.Dazu getbren z.B.
PaarerzeugungndVakuumpolarisation.

Im folgendenAbschnitt wollen wir einige der wichtigstenrelativistischenWellengleichungen
diskutieren Alle obengestelltenForderungerwerdenerstdurchdie Quantenfeldtheorierfillt, die
spaterin diesemKapitel kurz erlautertwird.

2Der Spinvon Fermionerkanndurcheine Erweiterungzur Pauli-Gleichungbeschriebemverden.
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1.2.1 Die Klein-Gordon-Gleichung

Die Klein-Goron-Gleiciung war historischder ersteVersuch einerelatiistischeWellengleichung
fur ElementarsystemendlicherMasseaufzustellenSie entstehtausder Ubersetzunglerrelativisti-
schenEnegie-Impuls-Beziehung

E? = p + m2c (1.6)
in Operatorenschreibwei$& — ihdt, p' — ihﬁ). Die freie Gleichungin Ortsraumdarstellunigqutet

m?2c?

——) ¥(7,t) = 0. a.7)

O
B+

Raumlicheund zeitliche Ableitungentretenin zweiter Ordnungauf. Durch dasAuftreten zweiter
Ableitungenist dieseGleichungallerdingskeine Prozessgleichung, wie esz.B. die Schbdinger
Gleichungoderdie HamiltonscherGleichungerder Mechaniksind. Auch ist |4 (7, ¢)|? nicht mehr
positiv definit', was eine Interpretationals Wahrscheinlich&itsdchte unmbglich macht. Es treten
zwei Klassenvon freien Losungerauf, die zu verschiedenerworzeichender Enegie korrespondie-
ren:

E = ++/m2c* + p2c2. (1.8)

Diesesind abernicht wirklich Losungemegativer Enegie. Berechnetmanihre Enegie mit Hilfe
desEnegie-Impuls-Ensorsso erhalt manauchfur dieseL dsungerpositve Enegien [Gre97. Aus
denobengenannterGrindenwurdedieseGleichungzeitweiseverworfen. Spatererkanntenan,dass
manmit dieserGleichungdurchein realesFeld neutralesavie durchein komplexes Feld geladene
spinloseElementarsystem@vie etwa skalareMesonenyeschreibefkann.

1.2.2 Die Proca-Gleichungen

Die Proca-Gleichungegestatteres,im RahmenderrelatvistischenQuantenmechaniknassebehaf-
teteElementarsystemmit Spin1 zu beschreibenyie z.B. VektormesonerSie werdendurcheinen
reellenVierenektor A# repiasentiertdesserKomponentemenGleichungen

m%cZ

DA* — (9, 4") + =5~ A* =0 (1.9)

geriigen.Da abernicht alle Freiheitsgradeon A* physikalischsind, gilt fir dasFeld nochdie Ne-
benbedingung

9, A* =0, (1.10)

waszur folgendenForm derProca-Gleichungefuhrt:

(D + mEQCQ) AR = 0. (1.11)

3Eine ProzessgleichunkatAbleitungenersterOrdnungin der Zeit.
“Diesemibt sichunmittelbarausder Kontinuitatsgleichunggie sichmit Hilfe derKlein-Gordon-Gleichundperechnen
lasst.
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1.2.3 Die Maxwell-Gleichungen

Masselosé&pin-1-Feldewerdendurcheinentotal antisymmetrischefiensorzweiterStufebeschrie-
ben:

GH = gl AY — 9¥ A, (1.12)

Die A* sindhierwiederreelleVierenektoren.Die Maxwell-Gleichungenautennun
oG" = 0, (1.13)
0°Gu +0'G" +0"G* = 0. (1.14)

DasFeld A* wird hier alsHilfsfeld eingefihrt, seineWahlist nicht eindeutig.SolassenTransforma-
tionenderArt

Ay(z) = Al (z) = Au(z) — OuA(2) (1.15)

(dasArgumentz ist ein Vierenektor) dasphysikalischeFeld G#* invariant,wennfolgendeBedin-
gungerfullt ist:

(9,0, — 0,0,) A(z) = 0. (1.16)

Aufgrund dieserFreiheitenmussdas Feld A* geeichtwerden.In der Elektrodynamikspielt die
Lorentz-Eitlungeinebesonderdolle. Sieist geradedurchdie Bedingungd,, A* = 0 gegeben.

1.2.4 Die Dirac-Gleichung

Die damalaunbefriedigend&ituationmit derKlein-Gordon-GleichungnspirierteDirac zudemVer-
such,die Gleichungzu linearisiererunterder Bedingung dassweiterhindie relatvistischeEnegie-
Impuls-Beziehungeltensollte. Diesfuhrteauf die freie Dirac-Gleidung

(iv*8, — m)y = 0 (1.17)

zur Beschreibing von Fermionemit halbzahligenSpin. Die v# sinddie Gamma-Matrizeh die der
Clifford-Algebra geriigen:

YA + A = 29, (1.18)

1) ist ein vierkomponentigeDirac-Spinor DieseGleichungerlaubtwiederdie Wahrscheinlich&its-
interpretationfihrt aberzum Auftretenvon L sungerpositiver und negativer Enegie®:

p2c? + m2ct. (1.19)

Diese Enegiezusnde hattenin unbesetzteFForm das ZerstrahlenunsererWelt zufolge. Die Er-
klarungDiracsbestehin der Annahme dassall dieseZustndebereitsdurchElementarsystemiee-
setztsind. In diesemFall verbietetdasPauli-PrinzipdenUbegang.Die sogenannt®irac-Seeiihrt
formal zu einerunendlichgroRenVakuumsengjie. Da aberMessungermphysikalischeiGroRenstets
relatv zum Vakuumgeschehemind die Vakuumsengjie (bei freien Teilchen)homogernundisotrop
ist, tauchtsiein denmeisterBeschreibngenvon Elementarsystemtamicht mehrexplizit auf’.
InnerhalbderLdchertheoridiihrt obigeErklarungzur erfolgreicherVorhersageon Antiteilchen.In-
teressanterweisagibt sich der Spinfreiheitsgradron Spin1/2 von Elementarsystemesutomatisch

®Ihre explizite Darstellungfindetsichz.B. in [Bjo64].

®Im Gegensatzzu den Losungender Klein-Gordon-Gleichunchandeltes sich hier wirklich um Zustindenegativer
Enegie.

’SieheauchdenAbschnittzur Quantenfeldtheorianddie BehandlunglivergenterVakuumsbeitige.
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ausdieserGleichung(bei Losungerpositiver Enegie entsprechemlie beidenoberenKomponenten
denbeidenEinstellungerdesSpinsin Bezugauf eineQuantisierungsachséylan mussabervorsich-
tig damitsein,den Spin als relatvistischenEffekt anzusehergine Linearisierungder Schiddinger
Gleichungfuhrt gleichermalRemum AuftretendesSpinfreiheitsgradegsre9§.

Im Rahmerunseresviodellswerdenwir die Dirac-Gleichungzur Beschreiling derelementaren
FreiheitsgradelesRMF-Modells,der Protonerund Neutronenpenutzen.

1.3 Die Formulierung desVielkorperproblems

1.3.1 Zweite Quantisierung und der Fock-Raum

Um einequantenmechanisch&eschreiling zu erhalten die auchTeilchenerzeugungnd -vernich-
tung beinhaltet,kann man die Quantenmechnikm Fock-Raummit variablerTeilchenzahldefinie-
ren.Ein zweites,asthetischesrgumentsoll hier aucherwahntwerden[Tel95: Die Notierungeiner
guantenmechanischétellenfunktionfir a > 1 Elementarsystementsprichteinertotal symmetri-
schen(Bosonen)oder antisymmetrischefFermionen)ProduktwellenfunktionDie (Anti-)Symme-
trisierungswerschift resultiertgeradeausder Tatsachedassdie Elementarsystemeganzim Gegen-
satzzu (klassischen)reilchen- prinzipiell ununterscheidbagind. Die in diesenWellenfunktionen
auftauchendemdicessind von daherein kiinstlichesHilfsmittel, demkein Elementin der Realitt
entspricht.Der Formalismusder zweitenQuantisierungrerzichtetauf dieselndicesund beschankt
sichauf die Aussagendie sichexperimentelliberdie Elementarsystemmacheriassen.
Bei der Durchfuhrungder zweitenQuantisierungverdenErzeugungsund Vernichtungsopera-

torena; unda! definiert,die einenquantenmechanischéustand; erzeugerbzw. vernichtenDas
Vakuumist dabeidefiniertdurchdie Bedingung

a;|0y =0 furalles. (1.20)

Die Operatorerd; und&,:.r gerugendenVertauschunggBosonen| ]_) bzw Antivertauschungs-
relationen(Fermionen| 1. ):

a5, al)e = 0, [as,a5] = [a],al]x = 0. (1.21)

1.3.2 Darstellung von Operatorenin zweiter Quantisierung

Die ausder nichtrelatvistischaen Quantenmechanikekannterkin- und Zweiteilchenoperatorelas-
sensichrechteinfachin die Sprachaler zweitenQuantisierungibersetzefiGre95. Fur Einteilchen-
operatoremilt

A
O = Z OA(’f_"k) — é = Zoijd;rdj- (1.22)

i=1 1,J

Die Matrixelemente;; berechnersichmit Hilfe derEinteilchenzu$tndedurch

[ @067 = oy (1.23)
Zweiteilchenoperatoreder Form
~ 1 L
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kdnnenlbersetztverdengenaf

A 1 .
0= 5 Z oijkla;-ra;f-alak. (125)

Die Matrixelementesinddabeigegebendurch

-

Oijkl = /d3rd3r'1/1f(7?)1/)]’-‘(77')0(77, g (F) (7). (1.26)

1.3.3 Slater-Determinanten

Die WellenfunktioneinesAtomkernssetzerwir als SlaterDeterminatean. Sie entprichteineranti-
symmetrisierteNVeIIenfunktionnichtwechseNirkenderfermionischeEIementarsysten?eWennd!
die Erzeugefur die Einteilchenzusgtnde die durchdie Wellenfunktioneny; () repi@sentieriverden,
sind,lasstsichdie SlaterDeterminanteibersichtlichnotierenals

A
w) =[] all0). (1.27)
i=1

1.4 Feldtheorie

"In eighteenth-centyr Newtonian medanics, the three-bodyproblem was insoluble
With the birth of geneal relativity around 1910and quantumelectiodynamicsn 1930,
the two- and one-bodyproblemsbecameinsoluble And within modernquantumfield
theory the problemof zeo bodies(vacuum)is insoluble So,if we are out after exact
solutions,no bodiesat all is alreadytoo many*

(nachProf. G. E. Brown)

1.4.1 KanonischeQuantisierung

Um von einerklassischerFeldtheoriezu einer Quantenfeldtheorfezu kommen,definiertman die
Feldoperatoreri;(ﬁ t). Sie hangensovohl vom Ort als auchvon der Zeit ab, waseinelorentzlova-
riante Formulierungermbglicht. Die Zust&indedesSystemswverdendurchVektorenim Hilbertraum
beschriebenMeistensbeschreibimandie Dynamik desSystemam Heisenbeg- oder Wechselvir-
kungsbild.

Fur denFeldoperatobzw seinhermiteschKonjugierteswverdendie gleichzeitigerkanonischen
Vertauschungsrelatien gefordert:

[’lﬁa (7?7 t)a ’(&g ('Fla t)]:l: = 604,363 (F_ Fl)a (128)

[Pa (7, 1), (7', )] = L7, 1), 9L, )] = 0. (1.29)

Auch hier geltendie’'—" wiederfur Bosonendie’+’ fir Fermionen.
Ausgangspunkitir die Formulierungervon Quantenfeldtheorieist oftmalsdie Lagrange-Dichte
L, ausdersichmit Hilfe derEuler-Lagrange-Gleichhungen

0 oL oL
" 9a: 1.
ozt (B(qu/a:cu)> dq; 0 (1.30)

8Die Antisymmetrisierundst AusdruckdesPauli-Prinzips.
*Wir wollenim FolgenderausschlieBlicitlie Quantenfeldtheoriéreier Elementarsystemieetrachten.
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die Bewegungsgleichungefur die elementareifreiheitsgrade; der TheoriebestimmeriassenDie
Kenntnisvon L gestatteesz.B. durchdie NoetherTheoeme Erhaltungsgif3ender Theoriezu er
mitteln. Mit derLagrange-Dichtéasstsichderkanonisbe Enegie-Impuls-€nsorberechnen:
oL Og;
T = - L. 1.31
Zu denFreiheitsgrademler Theorielassensich, ahnlichwie in der Mechanik,konjugiertelmpulse
genal

oL

;= — 1.32
Ur 9qi ( )
zuordnenMit ihrer Hilfe lasstsichausderLagrange-Dichtalie Hamilton-Dichte nach
H=> mj—L (1.33)
i
berechnen.

Im Folgenderwollenwir aufdie kanonische&uantisierundreier FermionereingehenDasSpin-
Statistik-Theam [Tel95 verbindetden Spin von Elementarsystememit der zugrundeliegenden
Statistik. Fur Fermionenbedeutetdies, dasssie aufgrunddes Spins1/2 der Fermi-Dirac-Statistik
gehorchenDies hat zur Folge, dassfir ihre Quantisierungdie Antikommutatoreraus(1.28) und
(1.29)gewvahltwerdenmiissen.

Aus derHeisenbggscherBewegungsgleichundur denFeIdoperatorZ(F, t)y(h=c=1)

0 -
= _ 1.34
5 V(1) = —ilp(7.1), H] (1.34)
folgt, dassderquantisierteéOperatorderfreien Dirac-Gleichunggerigt:
0 - .
e (7, t) = (15 - V + m) (7, t). (1.35)

Den Feldoperatokbnnenwir nachfreienLdsungerentwickeln genald

Z / 2m)3)2 \/7 b(p, )u(p, s)e 7% + di (p, s)o(p, s)e 7). (1.36)

Die Spinorerhabendabeidie explizite Form

ulps) — —PEm o
(p, 5) e, T 0, 5),
B —p+m o(0. 5
v(p,s) = NeToOmED) 0, 5). (1.37)

Dabeiwurdedie Kurznotatiory := +*p,, benutztDie »(0, s) undv(0, s) sinddie Einheitsspino-
renim RuhesystendesElementarsystemsit p = (m, 0), die nur obereoderuntereKomponenten
habenSiegeriigendenGleichungen

(]é_m)u(pas) = Oa
(# +m)v(p,s) = 0. (1.38)

wp bezeichnetlabeidenEnegieeigenwert

E = wp, =+/p? +m?. (1.39)
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Die in (1.36) auftretenderOperatorerassendie folgendelnterpretationzu: bt und b sind Erzeuger
bzw Vernichterfur Teilchenwahrenddt undd Erzeugebzw Vernichterfur Antiteilchensind°. Der
Hamilton-OperatqrabZiglich desdivergentenvVakuumbeitrags, ist nun

H = Z/dgp wp (81 (p, 9)b(p, 5) + d' (b, 5)d(p, ) ). (1.40)

Die Feldoperatoreilassensich nicht nur nachfreien Losungerentwickeln, eine Entwicklungin ein
vollstandigesSystemvon Einteilchenzuginde |«) hatdie Form

12)(7:’7 t) = Z’l/)a(’f_", t)daa &T(Fa t) = Zq/]lz(l’?a t)&L (141)

Die Lagrange-Dichtelesfreien Dirac-Feldedautet

~

£ = () (i7,0" — m)d(a). (1.42)

Der Feynman-Popagator Sk, fur Dirac-Felderist definiertals daszeitgeordnetéroduktvon zwei
FeldoperatoreanunterschiedlicheRaum-Zeit-Punkten:

iSrap(z — y) = (0T ($ath5(1))]0)- (1.43)

Er lasstsichschreiberals

*p ipyy_ BEm
Srap(z —y) = / We 2 —m? T ic (1.44)
bzw. nocheinfacherim Impulsraumals
1
Sras(p) = —— (1.45)

Wir werdensehendassder Ansatzderin dieserArbeit betrachteterModelle einefeldtheoretische
Formulierungfur wechselirkendeFelderist: Wir stelleneinekovarianteLagrange-Dichteuf und
bestimmerausihr die Bewegungsgleichungefiir die elementarefreiheitsgradelesModells.Diese
Feldtheorigst als effektive TheorieaufzutissenderenAufgabedarin bestehtjm Rahmengewisser
NaherungemenNiederenagielimesderQCD in derArt zu modellierendassdamitdie Strukturvon
Atomkernenbeschriebemverdenkann.

1.4.2 Quantisierung mit Pfadintegralen

Esgibt nocheineandereArt der Quantisierungwelcheauf RichardFeynmanzuriickgeht[Fey65].
Sie entsprichteinemBild, daseine groReAhnlichkeit zum Hamilton-Formalismusder klassischen
Mechanik hat. Das Konzeptberuhtauf der Berlicksichtigungaller mdglichen (klassischenPfade
bzw. TrajektorieneinesElementarsystemsyobeidie einzelnenPfadekoharentinterferierenund je-
weils gewichtet mit ihrer klassischerWirkung in dasPfadintgyral eingehenDiese Interferenzder
Pfadeist einedirekte Konsequenausder Nichtvertauschbasit von Orts-und Impulsoperatorein
der Quantenmechanildie denBegriff derklassischerTrajektoriefir quantenmechanisct@bjekte
verbieten Das Ubegangsmatrixelemerawischenzwei Zustindenlasstsichim Ortsraumschreiben
als[Gre9q:

D D - D
=1 j=1 k=1

Aufgrund derbekannterBegriffe wollen wir denBegriff desElementarsystemsicht verwenden.
"Djeserreichtmandurchdie sogenannté&lormalodnungder Feldoperatorersiehez.B. [Bjo65].
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DieseForm der Quantisierungdie heutezunehmenaur Quantisierung/on Feldtheorienverwendet
wird, gestattetes, einenZusammenhangnit der klassischerPhysik und dasWesender Quanten-
mechanikerkennen:Lasstman die Planckschekonstantein (1.46) gegen Null gehen,sowird der
Einflussder statiorarenLdsung- die der klassischerTrajektorieentspricht- grof3ergegeriiberden
benachbarteRfaden Der Grenzwerth — 0 wirdedannderklassischemMechanikentsprechen.

1.5 Zur Inter pretation desFormalismus

Die Quantenfeldtheoriest wohl dasmachtigsteMittel, dasunsgegenwartig zur Verfiigungsteht,um
aufelementareEbeneablaufenddNaturprozesseubeschreibenndzubeggreifen.Interessanterweise
ist aberbereitsdie FormulierungderfreienQuantenfeldtheoriait konzeptionellerundinterpretato-
rischenProblemerbehaftefTel95*2. Weiterhinist die theoretisch&/erbindungzwischenderfreien
Theorieund dem S-Matrix-Formalismus der es mit Hilfe von storungstheoreti$en Methodener
laubt, Ubegangsmatriglementeund Wirkungsquerschtte fiir die Streuungvon wechselirkenden
Elementarsystemezu berechnemund damit die Briicke zu experimentellerResultaterzu ermogli-
chen,nochnicht strengformuliert [Tel95. Das Auftretenvon virtuellen Teilchenund Geistfeldern
in modernerQuanteneichtheorieist aktuellerGegenstandnetaphysikalischebiskussioner(siehe
z.B.[Brow88)).

Es bestehtauchdie Moglichkeit, dasssich in der Zukunft die heutige Quantenfeldtheorials
(niederengagetiscler) Grenzhll eineriibegeordneteriTheorieentpupperwird. Mdglicher Kandidat
fur solcheineTheorieist die Superstringtheoriésiehez.B. [Pol99).

Hiermit ist nichtin ersterLinie dasAuftretenvon Unendlichleiten gemeint,dem mittels Methodender Renormie-
rungstheorierfolgreichbegegnetwerdenkann.Ein ProblemandererArt ist z.B. die Fragenachder Lokalisierbarleit von
relativistischinvariantenQuantenzusginden.



Kapitel 2

DasPunktkopplungsmodell:
Formalismus

2.1 Beschribung von Kernen mit relativistischen Mean-Field-Model-
len

2.1.1 Rechtfertigung effektiver Modelle

Eine QCD-basiertBeschreibing von endlichenKernenals Multiquark-Systemmit Gluonen-Véch-
selwirkungist zur Zeit leidernochnicht moglich. NebenProblemertechnischeArt, die unmittelbar
mit demBedarfanRechenzeitHauptspeicheandPlattenplataerkriipft sind,gibt esaucheineReihe
konzeptionelleProblemeSoist z.B. die Fragenachconfinementn der Gittereichtheorieochnicht
vollstandiggekiart.

Aus diesemGrundwerdenheutehaufig effektive Modelle verwendetum endlicheKernezu be-
schreibenRelatvistischeeffektive Modelle in der Kernstrukturversucherden Niederengagielimes
der QCD zu modellieren.So sind die elementarerireiheitsgradeyelundeneund farbneutraleSy-
stemeausQuarks:die Baryonenund die MesonenDie Baryonen- im wesentlicherProtonenund
Neutronen- wechsalirkendurchdenAustauschverschiedeneArten von MesonenDieseMesonen
kdnnenmiisserabernicht zwangsweisenit experimentellbekannterTeilchentibereinstimmeh

EinebestimmteKlassevon effektivenModellenstelltdie Verbindungzur QCD durchBeriicksich-
tigungderchiralenSymmetrieher(siehez.B. [Fur96, Wal95). Die Lagrange-Dichtevird chiralinva-
riantformuliertunddie Baryonenmassenerdendurchspontante&Symmetriebrechungenerieridas
Modell bleibtchiralinvariant,nurbesitztderGrundzustandesModellsdieseSymmetrienichtmehr).
Letzteregyeschiehturchdie geeignet&Vahl desPotenzialsgdasvon einemisoskalaren-skalan Feld
und dempionischenFeld gebildetwird. Die Summeeinessogenanntemexican-hatPotenzialsund
eineslinearen skalarenPotenzialduihrt zu einemeindeutigerVakuumzustandjer die chirale Sym-
metriebricht. Zusatzlich zu diesenbeidenFeldernenthaltendieseModelle noch vektorielle Felder
Auch emanzendeskalareFeldersind moglich. DiesechiralenModelle findenebenélls Anwendung
in derKernstruktufBec01]]. Siewurdenjedochbishernicht sodetalliertuntersuchtind getestetvie
die Walecka-artigeModelle.

Bei denrelatvistischenModellen,die in dieserArbeit diskutiertwerden,wird die chiralelnvari-
anznicht explizit beiihrer Konstruktionbericksichtigt.Schondie Massentermeer Nukleonen die
in denRMF-FRundRMF-PCModellenenthaltersind, sind nicht chiral invariant.

Man kannausdem Studiumder effektiven Modelle fur denNiederenegiebereity Riickschilsse

17.B. wurdedasa-Meson,daswir im Zusammenhangit dem RMF-FR-Modelldiskutierenwerden,bishernicht im
ExperimenigesehenEs modelliertvielmehreffektiv Prozessavie den2-Pionen-Austauscherigs].

23
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aufdasVerhaltender QCD in diesemBereichziehen.Dabeiist esbesondermteressantBriickenzu
suchendie die beidenEnegiebereicheverbinden Eine Briicke dieserArt ist die chiraleSymmetrie.
Ein weiteresKriterium, dasden Anschlussder effektiven Modelle an die Quantenchromodynamik
untersiitzenkann, ist die Natiirlichkeit® der Kopplungsknstanta desModells. Die naive Dimen-
sionsanalyséFur97 betrachtetlen Ansatzder effektiven Wechsealirkung als eine Entwicklungin
verschieden®©rdnungerdertypischenintranuklearedmpulselibereinerEnegieskala.

Zwei wichtige Fragestellungebzw Zielvorgaberbestimmerdie EntwicklungderModelle:

¢ die erfolgreicheBeschreiling von Atomkernenund Vorhersageriiiir noch unbekannte&kerne
(Extrapolationenynd

e die VerbesserunderParametrisierunglereffektiven NN-Wechsealirkung.

Um dieseZielvorgabenerreicherzu kdnnenist eswichtig, die Strukturund BedeutunglesAnsatzes
zu verstehenund jeden Term physikalischzu motivieren. Das gleichzeitigeEinfuhrenvon vielen
TermerkannzueinerFitformelandie Datenfiihren beiderdie physikalischeéEinsichtaufderStrecle
bleibt. DemobenformuliertenVorhabenversuchemvir gerechzuwerdenjndemwir beidenmeisten
Fragestellungedie StrukturdesModellsim Auge habenunduntersuchenywelcheBestandteilales
Modellsfur welcheEffekte verantvortlich sind.

Die ParametrisierungerNN-Wechsalirkung ist dabeistetsfir dasModell unddie durchgefihr-
ten Naherungerzu verwendenDie Verwendungron NN-Wechsealirkungen,wie mansie ausNN-
Streudaterextrahierenkann,eignensich nicht odernur bedingtzur Beschreibong von Kernstruktur
Soliegt z.B. bei nichrelatvistischenModellen der Sattigungspunkton Kernmaterieauf der soge-
nanntenCoestetlinie, die nicht durchdenexperimentellbesatigtenPunktlauft. Ein Grundfir die
schlechteAnwendbarkit dieserKrafte fur Kernstrukturrechnurem ist, dassdie effektiven Modelle
bzw. die ParametrisierungeauchEffekte (z.B. Korrelationen)enthaltermiissendie durchgewisse
Naherungewernachissigtwerden.

Die effektivenParametrisierungeanthaltere.B. Vielkorperefekte: Ein Nukleonim Kernverspirt im
Innernundim BereichderOberfachejeweils andereKrafte,abtangigdason, mit wievielenundwel-
chenandererNukleoneneswechselirkt. Diesfuhrtin effektiven Modellenzu einerdichteabBngi-
genWechselirkung [Rin80]. Wir werdenspater sehendassdieseDichteablngigleit einefunda-
mentaleund notwendigeEigenschaftleruntersuchtekrafteist.

Weiterhinabsorbieremlie KopplungsknstanterkEffekte,dieim RahmerderNo-Sea-ldherungdurch
die Vernachhssigungron Vakuumpolarisationehenorgerufenwerden.

2.1.2 Erste Ansatze:dasDuerr-Teller und dasWalecka-Modell

Hans-PeteDuerrbeschreibbereits1956[Due5§ ein Modell, daseinerelatiistischinvarianteFor-
mulierungeinesschonvon Johnsorund Teller vorgeschlagenemhéanomenologischeModells dar-
stellt [Joh59. Die Wechsealirkung zwischenzwei Nukleonenwird in diesemAnsatzals Summe
einesattraktiven isoskalaren-skalanePotenzialaund der zeitlichenKomponenteesinesisoskalaren-
vektoriellenPotenzialdbeschriebenNebendenSattigungseigenschaft diesesModellswerdenauch
die Beitragezur Oberfachen-und Asymmetrieengajie diskutiert.Die konstruktve Addition derbei-
denPotenzialeumSpin-Bahn-Potenzialyaszu einergrol3enSpin-Bahn-Kraffihrt, wird henorge-
hobenunddiskutiert.

DasWaleka-Modell, dasdie NN-Wechselirkung durch den Austauschvon zwei isoskalaren
Mesonen(demskalarens-Mesonund demvektoriellenw-Meson,die beidefesteBestandteilaller
erweitertenModelle sind®) beschreibtkanndie Sattigungseigensckan von Kernmaterigerklaren.

2DieserBegriff wird untennochgenaudefiniert.
3Zumindestilt diesin derHartree-Nherungijn derBeitragedesPionsverschwinden.
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DasKern-Potenzia{im WesentlicherentsprichesdemPotenziabusphanomenologischeBchalen-
modellen)von= 50 MeV entstehttusder SummederzweigroRemmittlerenPotenzialalerMesonen
(Vs & —400 MeV,V, =~ 350 MeV), die sich aufgrunddesunterschiedlicheNorzeichendast
aufhebenEineandereArt relatvistischerModelle verwendetichteabBngigeKopplungsknstanta
[Ces9§. Die ErweiterungdesWalecka-Modellsdie die akkurateBeschreibngvon endlicherKernen
ersterniglicht, ist Inhalt desfolgendenAbschnitts.

2.2 Modelle mit endlicher Reichweite: RMF-FR

Wir betrachterein relatvistischesgffektivesModell mit endlicheReichweite dasauf demvon Wa-
leckaund SerotvorgeschlageneModell beruht[Ser84. DasModell, dasin derLiteraturgemeinhin
als Relativistic-Mean-kld-(RMF)-Model bezeichnetird, wollen wir hier als RMF-FR Modell-
kennzeichnenER stehthier fur finite range. Diestun wir, um esvon demPunktlopplungsmodeltu
unterscheiderdaswir RMF-PC-Modellnennerwerden(PC stehtfiir pointcoupling. DenAusdruck
RMF-Modell verwenderwir fir beideArten.

DasPunktlopplungsmodellumdasesim Folgenderhauptgchlichgehersoll, kannalsGrenzall des
RMF-FR-Modellsfiir zuvernachhssigendémpuldibertégebetrachtetverden DiesenGrenzprozess
werdenwir spaterausfihrlich betrachten.

Wir werdendasRMF-PC-Modellan vielen Stellenmit dem RMF-FR-Modellvemleichen.Deshalb
wollenwir eshierdiskutieren.

2.2.1 Der Ansatz

DasRMF-FR Modell parametrisiertlie effektive NN-Wechselirkung durchdenAustauschsonim

Wesentlicherdrei verschiedeneesonen[Rei89, Fur0Q. Der mittelreichweitigeAnteil der NN-

Wechselirkung wird durchdasisoskalare-skalare-Meson(T' = 0, JI! = 0*) beschrieberDieses
Mesonwurdein der Natur bishernicht entdeckt.Es simuliert effektiv kompliziertereProzessavie

etwa den2-Pionen-Austausch.

Der kurzreichweitigerepulsve Anteil der Kernkraftwird durchdasisoskalare-gktoriele w-Meson
(T = 0,J" = 17) beschrieben.

Um Isotopendekte beschreibezu kdnnen st esnotwendig einenisovektoriellenKanalin dasMo-

dellzuintegrieren.Er korrespondierzumTermderSymmetrieengie im TropfenmodellDieserwird

durchdasisovektorielle-ektaielle p-Meson(T' = 1, J = 17) charakterisiertDasisovektorielle-
skalares-Meson(T' = 1, J = 0*), dasprinzipiell auchBestandteider Parametrisierungeinsollte,
konntein bisherigenFits nur sehrschlechtangepassiverden[Rut99 und spieltin Ein-Boson-Aus-
tausch-PotentialeaufgrundseinerkleinenKopplungsknstantaund grofenMassenur eineuntege-
ordneteRolle. Daherwird esin denmeistenRMF-Modellennicht betiicksichtigt.

Es st hilfreich, die Ein-Boson-Austausch-Potdale, die durch die (minimal angeloppelten)Me-

sonenenstehenjm nichtrelatvistischenGrenzall zu betrachtenFir daso-Mesonsind dabeidie

wichtigstenTerme[Eri88]

2 —Mo T 2 Mg T

gy e M g, 1 dfe ™

=22 Z9 — L- 2.1
Vsl =~ Y o dr ( ) S 2.1)

undfiir dasw-Meson[Erig8g]*

2
2 ,—my T 2 2
go€ G 1 my - = - =

(/ = - —|— = 1 -|— J— v . ‘7
v A 7 47 ( gw> 4M? (61 x V) - (7% x V) r

“Die tensorielleKopplungwird hier vernachassigt.
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2 —My T
95 4 1 dfe™
= — — L-S. 2.2
+ 47r<3+gw>2M2rdr( T ) (2:2)

Dabeisind m,, m, und M die Massender Mesonenbzw. der Nukleonenund g¢,, g, die Kopp-
lungslonstantenBeide Mesonenerzeugerein Spin-unabBngigesYukava-Potenzialdasim Falle
desskalarenrMesonsattraktiy und— aufgrundder geringererMasse— auchlangreichweitigeist als
dasdesrepulsienw-MesonsDariiberhinauserzeugerbeideMesonemit gleichemVorzeicherein
grof3esSpin-Bahn-PotenziaDiesermesonisch&eitragzumSpin-Bahn-Potenziast esauch,derdie
akurateBeschreibing von Spin-Bahn-Aufspaltungeim Atomkernenerniglicht. Weiterhinresultiert
ausdemVektorBosonen-Austauceine Spin-abkngigeWechsealirkung.

DaslineareModell erweistsich als nicht geeignetzur Beschreilong von endlichenKernen,z.B.
fallt die Beschreibngder Schalenstruktuguantitaty nichtgutaus.LineareModelleproduziererzu-
demin symmetrischeunendlicherKernmaterieeine Kompressibiliat, die deutlich liber den heute
aus experimentellenDaten geschlossenelVertenliegt. Deshalbist eine Modifizierung der Dich-
teabtangigleit desModells notwendig,d.h., eine Modifizierungder funktionalenAbhangigleit der
mittlerenFFelderbzw. Potenzialevon der Dichte. DieseModifizierungwird durchEinfihrungnicht-
linearerTerme(einer Selbstwechsealirkung) in den Mesonenfeldermealisiert. Der Standardansatz
bestehin einerEntwicklungin Potenzerdesskalarern-eldes:

Ul6] = $m262 + 1b26° + 1b36*. (2.3)

DieseTheorieist als effektive FeldtheorierenormierbarDas Argumentder Renormierbaréit, das
entscheidendie EntwicklungderfundamentaleiT heorienderMaterieundihrer Wechselirkungen
beeinflufl, hatjedochbei effektiven Modellen nicht so groResGewicht, da hier Krafte vielen Ef-
fektenRechnungragen die durchNaherungemndvernachhssigteKorrelationerzustand&kommen
unddamitkeineswegs alsfundamentahngesehewerdenkdnnen.

In einigenParameterdtzenwird zusatzlich ein nichtlinearerTermdesw-Mesonsberiicksichtigt:

Ulw] = & e5 (@,aM)2. (2.4)

w|

In [Sug94 wird die EinfuhrungdiesesTermsmit denErgebnissemnd Erfolgenvon relatiistischen
BrucknerHartree-lBck-(RBHF)-Rechnugen begriindet.DasVektorPotenziain dieserRechnungen
steigtnicht linear, sondernschwachermit der Dichte an, wahrendder Verlaufim RMF-FR-Modell
linear ist. Das skalarePotenzialist im RMF-FR-Modell mit Selbstwechselirkung deso-Mesons
bei diesenhohenDichtenstarker attraktiv als bei denRBHF-Rechnungenyodurchder Anstieg des
VektorPotenzialkompensiertvird.
Die EinfUhrungdiesesTermsfuhrt beim RMF-FR Modell nicht zu einerbemerkbareierbesserung
desModells,weshaltbei derUberzahlder ParametrisierungedieserTermnichtbeiiicksichtigtwird.
Letztendlichwird daselektromagnetischieeldzur BeschreibingderCoulomb-Krafthinzugetigt.

2.2.2 Terme mit ungerader Parit at

Dasobenbeschrieben®dodell enttélt keine pseudoskalareand -vektoriellenTerme,wie sie etwa
derBeschreilnng von Pionenentsprechewiirden.Der Grunddafur liegt in der Naturder Naherun-
genundderbetrachtetersystemefir die diesesModell bestimmtist. In der HartreeNaherungdie
untenbeschriebemvird, werdendie Austauschtermeernachssigtundesiberlebemur die direkten
Termemit ungeradefParitat. Dieseverschwinderaberbei Kernenin ihren Grundzusinden,da sie
positive Paritat besitzen.

®Hierbeiist die Lagrange-DichtelesStandardmodellgemeint.
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Relatiistische Hartree-lock-Modelle daggen enthaltenim Ansatz das Pion 7. Dieseskann auf
pseudo-skalaré/eiseandie Nukleonemangeloppeltwerden:

LXPP = gy - e (2.5)

Die 4 sind hier die nukleonischeri~eldoperatorenclie Vektorpfeilebeziehersich auf denlsospin-
raum. Die pseudo-ektorielle Kopplungerweistsich allerdingsals essentiellfiir die Sattigungvon
KernmaterigHor83, Bou87:

LY — g syt T - 40, 7 (2.6)

Die pseudo-skalar&opplungist daggenunzureichendDasPion liefert in Hartree-lBck Modellen
Beitragedurchdie Austauschterme.

Der Ansatzfirr ein effektivesModell mussalsostetsunterBericksichtigungderfir praktischeRech-
nungendurchgeiihrtenNaherungeraufgestelliverden.

2.2.3 Die Lagrange-Dichte

Der Startpunktzur Formulierungdes Modells ist meistenseine kovariant formulierte Lagrange-
Dichte. Sie setztsichausfolgendenBestandteilezusammen:

L= LKSILIeon"‘ Efrg\geison'f‘ ELigppI + EE(i)cphgllin (2.7)

Die erstenTeile sind die Lagrange-Dichteffiiir freie Nukleonenund Mesonersowie daselektroma-
gnetischd-eld:

~

frei . I
[’r{SIldeon: ¢(mu8” — mn)Y, (2.8)
Eg\%son = %(‘%66#6’ - m§52)
GG 2o
2, Uz o
1/1 2% M
— 3(3Bw —map, P )
L
= abw

(2.9)
Zu einerTheoriewechselirkenderFelderfihrt die minimale Kopplungder Mesonernund desPho-
tonenfeldsandie nukleonischemichtenund Strtome.Dies geschiehtiurchminimaleKopplung:

i N N Tl s s ;=14
‘d(lgppl = —go Oy — gwwud]')'”@b —G9pPu - YTy — eA,ﬂ/J 2

Wie obendiskutiertist zur Modifikation der Dichteabkangigleit desModells die Einfihrungeiner
Selbstwechselirkung desskalarer-eldesnotwendig:

LES (2.10)

Ligopl" = 3m26” — Uy ] 2.11)

Der Standardansatatfur ist (2.3).
Die FeldsarketensorenlerMesoneriauten

= 0., — O,y (2.12)
Oy — 0Py (2.13)
w = OuA, —0,A, (2.14)
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Der obennotierte Ansatz der Selbstwechselirkung fiihrt fiir sehrhohe skalareDichten zu einer
Instabilitat des Modells. Es existiert dannkeine Losungmehr fir daso-Feld. Die Ursachedafur
ist der nggative Wert desParameterss, wie er sich nachder Anpassungler Parameterergibt. Ein
Ausweg wird in [Rei89 vorgeschlagerfein Parametersatmit diesemAnsatzist z.B. PL-40ausder
gleichenReferenz) Darinwird die zweite AbleitungdesSelbstwechselirkungstermssokonzipiert,
dasssiefur alle Dichtenpositiv bleibt:

o = m2, + Am[1 - (T =20y [1 4 (7= Toye)
Uslo) = m2, + Am?[1 = (207 [+ (202 219
Durchzweifachelntegrationemibt sichdaraudlie Selbstwechselirkung deso-Mesons:
Usfo] = gmZo®+ §Am?[59%1og (1+ (“552)?)
(1)0 2 ‘1300'
- e G ) ) 2.16
g( (6¢>) ) 1+(%)2] (2.16)

AnstellederParameteb, undbs werdenin diesemAnsatzm? , Am?2, §&, &, verwendetDie Anpas-
sungder Parameteerweistsich als nicht sensitv in Bezugaufm?_, sodasshier ein festerWert vor
der eigentlichenAnpassungler Parametegewvahit werdenkann.Mit diesemAnsatzist dasModell
nicht mehrrenormierbarDies ist aberfir ein effektives Modell der Kernstrukturohneweitereszu
rechtfertigerf

2.2.4 Die Bewegungsgleichungen

Mit Hilfe der EulerLagrangeGleichungerfir Felder(1.30)lassensich ausder Lagrangedichtelie
Bewegungsgleichungefur die Nukleonendie Mesonerunddaselektromagnetischieeld herleiteri.
Die Nukleonengeriigender Diracgleichung

€Yo = | — 7V + My + 950 + guwoYo + 29pP007070 + 3€A070(1 + 70) | Yo (2.17)

Die effektive Masseder Nukleonenist definiertals

m* :=m+ g,0. (2.18)
Die MesonenfeldegernigendenGleichungen
~Ac+U'lo] = —gops,
(—A+m2)wo = gupo,
(-A+ m,%)ﬂoo = 59pP0r3-

Die nukleonischemichtenund StrometaucherhieralsQuellenderMesonenfeldeauf. Wir benutzen
hierundim FolgenderfolgendeDefinitionen:

ps(F) = Y vada(P)ta(),

pvo(™) = ivﬁ%(ﬁ%%(ﬂ,
s = 3 ol
prvo() = évi%(ﬂﬁﬁo%(ﬂ-

6Andererseitsvird etwasvon der SctbnheitdesAnsatzesingeliiit.
"Wir notierensie hier bereitsim RahmenderiiblichenNaherungendie in Abschnitt2.5besprochemverden.
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Die v2 sinddie Besetzungsahrscheinthketen die sichausder Behandlungier Paarkraftim Rah-
mendesBCS-FormalismusrgebenDiesemThemaist ein eigeneKapitel dieserArbeit gevidmet.

Wir werdenso auf ein Selbstlonsistenzprolem gefuhrt, das— nachAnwendungeiniger Nahe-
rungen—iteratv gelbbstwerdenmuss.Fir daselektromagnetischield emibt sich

—AAy = epP, (2.19)

Seinenumerisch@ehandlungrweistsichaufGrundseinerl /r-Abhangigleit alsrelativ kompliziert.
Siehez.B. [Rut94 fur eineausfihrlicheBeschreiling.

2.2.5 Parametersatzefir dasRMF-FR-Modell

Die beider FormulierungdesModells eingefihrtenParametekdnnenbishernicht ausfundamenta-
len Theorienabgeleitetverden.Einerseitsviirdedasdie Deduzierungder NN-Wechselirkung aus
der Quantenchromodynamiknplizieren. Andererseitsverdenin die Kopplungsknstanta diverse
Effekteabsorbiertdie von denspeziellerNaherungemesModellsheriiihren,waseineBestimmung
auseinerfundamentaleheoriezusatzlich erschwertAus diesenGrindenverfolgt maneineneher
pragmatischeiVeg und bestimmtdie ParametedurcheinenFit desModellsan experimentelleDa-

ten.Der Art undWeise,wie dasgeschehekann,ist ein ganzeKapitel dieserArbeit gewvidmet.Jede
erfolgreicheAnpassundguhrt zu einemneuenParametersatzginer sogenanntemeuenKraft. Fur

NL-Z2 NL3 | NL-Z
M[MeV] 938.9| 939.0| 938.9
ms[MeV] | 493.150| 508.194| 488.67
my[MeV] | 780.0| 782.501|  780.0
m,[MeV] 763.0| 763.000  763.0
Jo 10.1369| 10.2170| 10.0553
o 12.9084| 12.8680| 12.9086
9 4.55627| 4.47400| 4.84944
bolfm™1] | -13.7561| -10.4310| -13.5072
bs -41.4013| -28.8850| -40.2243
cs 0.000| 0.000|  0.000

Tabelle 2.1: Die in dieserArbeit verwendeterParameterdtzedesRMF-FR Modells, sowie die Kraft NL-Z
[Ruf88]. Die Masserdesp-Mesonswurdebei beidenSatzennicht gefittetsonderrauf denangeebenerWert
fixiert, beiNL-Z2 undNL-Z wurdezusatzlichdie Massedesw-Mesonsauf denanggebeneert festgelgt.

dasRMF-FR-Modellgibt eseineReihevon Parametrisierungenlie sichjeweils in derfunktionalen
Form der nichtlinearenTermeund der zur Anpassungler ParameteigenvahltenObsenablenunter
scheidenWir wollendasPunktlopplungsmodelinit zwei ParametrisierungedesRMF-FR-Modells
vemleichendenKraftenNL3 [Lal96b] undNL-Z2 [Ben99.
DiesebeidenParameterdtzespiegelndie Leistungshhigleit desRMF-FR-Modellssehrgut wie-
der, siehez.B. [Rut99 fir eineausfihrliche Analyse.NL3 wurdean Bindungsengien, Ladungsra-
dien und Neutronen-Radieder Kerne'60, 40:48Ca, 58Ni, 90zr, 116:124,1325n ynd 298 pp angepasst.
ZusatzlichdazuwurdenAnnahmeriiberKernmaterien denFit mit einbezogerfE/A = —16 MeV, pg
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=0.153 fm—3, K =250 MeV, as = 33 MeV).

Die Fitstratagjie, die zur Gewinnungvon NL-Z2 fuhrte,wird weiteruntenim Zusammenhangnit dem
Punktlopplungsmodelbusfihrlich beschriebenda die im RahmendieserArbeit erstellteKraft fur
dasRMF-PC-Modellauf genaudie gleicheArt erstelltwurde. Tabelle2.1 listet die Parameterder
beidenKrafte auf.

2.3 Punktkopplungsmodelle:RMF-PC

2.3.1 Die Punktkopplungsmaherung

DerAnsatzdesPunktlopplungsmode#ikannunterverschiedene@esichtspunktemotiviert werden.
Eine Moglichkeit bestehtdarin, esals Grenzall desRMF Modells zu betrachtenbei demdie Me-
sonenmassennendlichgrosssind bzw die Impuldibertégeim Verhaltnis zu denMesonenmassen
vernachhssigtwerdenkdnnen.Die Masseder Mesonenhangtinvers mit der Reichweiteder durch
sie parametrisierteMVechsealirkung zusammenso dasseineunendlichhoheMassedie Reichweite
aufeinenPunktzusammensclimenlasst DieserZusammenhanggibt sicheinfachausderEnegie-
Zeit-Unsclarfe

AEAt < g (2.20)

Dabeiist allerdingszu beachtendassdieseUnsclarferelationkeine Beziehungzwischennichtver-
tauschende®bsenablenist: esexistiert kein Operatorfir die Zeit.

Formal lasstsich dieserGrenzprozes$olgendermaf3emurchiihren: Wir betrachterdazuden
Propagatofir ein skalaresMeson(z.B. daso-Meson)im Impulsraum

dip ey
D(z,y) = —/ @r)ip —mitic (2.21)

Mit seinerHilfe lasstsichder OperatordesMesonenfeldeberechnemgenali

#@) =g [ 4D - IWiW. 2.22)
DenPropagatokdnnenwir umschreibeiin
1 d4p —ip(w—y) p2 + 7€\ —1

Fur die folgendeBetrachtunggeltee — 0. DurchdasPauli-Prinzipsind im Atomkern Stol3prozesse
starkunterdiickt, waszu einerModifizierungdesfreien Propagator$iihrenwird. In unseretnter
suchungkonnenwir aberannehmengdassdasformal unendlichelntegral in (2.21) endlichist, also
ein natrlicherimpuls-Cutof existiert. Aus diesemGrundeerscheintlie Annahme

2

b

gerechtfertigtd.h.,dassdie maximalenimpulsevon der Ordnungder MassedesMesonssind. Dies
erlaubtuns,denPropagatoru entwicleln:

1 [ dp ¥ 7 (o
D(z,v) :W/W(HWerJrﬁJr...)e p(@=y), (2.25)

Diesenwollenwir nunnachdemerstenGlied derEntwicklungabbrechenwennwir formalzu(2.21)
zurickkehren erhaltenwir daraus

D(z,y) = #54(36 — ). (2.26)
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Setzerwir diesin (2.22)ein, erhaltenwir

~

d(x) = 25 Pla)p(a). (2.27)

Auf dieseWeisehabenwir explizit mesonisché&reiheitsgradausdemModell eliminiert. Wird noch

ein weitererTermin der EntwicklungdesPropagatordberiicksichtigt,tauchendie Ableitungsterme
auf,dieim Punktlopplungsmodeltur Beschreibing endlicherKerneerforderlichsind.

Mankanndie urspiinglicheldeezuriickverfolgenbis zumEntwurfdesNamhu-Jona-Lasinio-Mode#

(NJL-Modell)[Nam61 Nam61h Kle92]. DiesesModell war zurachstfir nukleonisché-reiheitsgra-
de zur einheitlichenBeschreibing von nukleonischemnd pionischenZzusténdenformuliert worden.
Die Motivationdatfur lag in einermoglichenUmschreilnngderfreien Dirac-Gleichunggenmaf

Evy1 = &-py1 +maps,
Eipy = —0 9o +mah,

E, = £vp?+m? (2.28)

Dabeisind v; und ), EigenzusindedesChiralitatsoperatorgy;. Diese Form erinnertan die Be-
schreilung von elementarenregungenin einemSupraleiter

Der Ansatzentstandaus4-Fermionen-&rmen,wobei bei seinerKonstruktionauf chirale Invarianz
geachtetvurde:

£ =~ P04+ go | (F9)* — (Prs)?)- (2.29)
Mit Hilfe desFierz-Theoems(siehedazuAbschnitt2.7.1)kanndiesumgeformtwerdenin
£ = =Pyt — oo | (bnt)? — (Byrs)?] (2.30)

Die Formulierungen(2.29) bzw (2.30) ahnelnvon der StrukturherdemPunktlopplungsmodélmit
4-Fermionen-&rmen.Heute verwendetman das NJL-Modell Uberwiggend zur Beschreiling von
Quarksystemennd QuarkmateriaunterdiversenBedingungenKle92]. DasNJL-Modell beschreibt
allerdingsnicht denEinschlussron Quarks Ein aktuellesForschungsgebiast der Anschlussandie
hadronisché&Velt.

2.3.2 Eine Parametrisierung der T-Matrix

Eine andereSichtweisedesPunktlopplungsmodellsvird durch dasKonzeptefektiver Feldtheori-
en bggriindet: Wir suchennacheiner lorentzlovariantenParametrisierungler effektivenNukleon-
Nukleon-Wechsekirkung (bzw. T-Matrix), die im Rahmender in praktischenRechnungerdurch-
zufuhrenderNaherungerauchVielkorperefekte absorbierenmuss(z.B. dichteablngig seinwird).

EinerelatvistischinvarianteParametrisierungnit endlicherReichweitefiihrt z.B. auf dasobendar

gestellteRMF-FR-Modell. Der beim Punktlopplungsmodélgevahite Weg verzichtetauf die Ein-

fuhrungvon Mesonenund parametrisiertlie Kernkraftdurch Bilinearformen(und Termehoherer
Ordnung)in dennukleonischerDichtenund Stromensawvie derenAbleitungen.Die Sctbnheitdie-
sesAnsatzediegt darin,dassauf die phanomenologisch&infihrungvon Wechsalirkungsteilcha

verzichtetwird und der Ansatzfir die effektive Wechselirkung nachKriterien der Ordnungin ty-

pischenimpuldibertégeniiber der Massenskal&ntwiclelt wird. Ein Abbruch dieserEntwicklung
in ImpulsenentsprichtdamitaucheinemCutof in typischenLangenskalenAuf dieseWeisewird

die Physikder kurzreichweitigenSkalenin den Ansatzund die KopplungsknstanterdesModells
absorbieft.

8Siehez.B.[Dob97 fiir die formaleBehandlunglieserThematik.
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Der allgemeineAnsatzkannwie folgt formuliert werden:

~ ~

L = 'l/)('i')'uau —m)ip
+ Zaij (YrTj9) - (PpriT9eh)
ij
+ Z&j (&ﬂZTiPﬂm . (8”1717-1-Fj1ﬁ)

ij

+ > B (priT )3
(]

+ Y vy (rTa)
tj

+

+

(mit denSymbolenT'; = 1,v,, 0w, Y vu, 7> Undt; = 1, 7).

D.h. wir kdnnenfir jedeOrdnungvon TermenisoskalareoderisovektorielleTermenotierenunddie-
se zusatzlich mit erstenoderhdherenAbleitungenversehenDieseeinzelnenAnsatzekdnnenauch
kombiniertwerden Bedingungdafur istimmer, dasgdie resultierendé.agrange-Dicht&ovariantfor-
muliertwird. Strenggenommerhandeltessichhierbeium unendlichviele Terme.Geeigneteriteri-
enmisserdeshalldie Anzahlund,nochwichtiger, die BedeutunglereinzelnenTermeeingrenzen.
Ein Kriterium, daszur Charakterisierungler einzelnenTermeangevendetwerdenkann,ist die so-
genanntéNatirlichkeit derKopplungsknstantenNachStepheniVeinbeg [Wei79 Wei9( lasstsich
die effektive NN-Wechsealirkung in Termeunterschiedliche©rdnungentwickeln, wobeiTermemit
hohererOrdnungimmerunwichtigerwerdensollten.Furnstahketal. habernin Punktlopplungsmodel
len[Fur9g dazuUntersuchungeangestellinddasVerhalterderverschiedeneRreiheitsgradéeim
Anpasserder ParametebetrachtetSie habenauchgezeigt{Fur9g, dassin Modellenmit endlicher
ReichweiteKontakttermewie siein demPunktlopplungsmodé¢lauftretenjn ersteNaherungedun-
dantsindunddurchdie mesonischeinteile derLagrange-Dicht@bsorbiertverdenkdnnen.n Ka-
pitel 10 diskutierenwir Natirlichkeit undihre Anwendbarkit auf Punktiopplungsmodét austihr-
lich.

Die einzelnenTermeder Lagrange-Dichtedie in dieserArbeit Anwendungfinden, werdenim
folgendenAbschnittmotiviert.

2.3.3 Motivation der Terme

Die meistenTerme,die furr eine erfolgreicheBeschreibing von endlichenKernennotwendigsind,
kénnendurchdie Erfahrungermmit Walecka-artigetodellenmotiviert werden:

e Skalare und vektorielle Potenziale Sie sind die wichtigstenBestandteiladesWalecka-Mo-
dellsundgeriigen,um die Sattigungvon Kernmatericdoeschreibezu konnen.

¢ Nichtlineare Terme: Diese anderngegerilber dem linearenModell die Dichteablngigleit
der Potenziale Damit werdenVielkorperefekte in die Mean-Field-Beschreiimg absorbiert.
Weiterhinwird die Kompressibiliit K in Kernmateriedie in linearenModellendrastischzu
hochist (=~ 500 — 600 MeV), aufrealistischéVertegesenkt.
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e Terme mit Ableitungen: Sie entsprechereiner iber den erstenTerm hinausgehendeB&nt-
wicklung der Mesonenpropagatoreie generierereine speziellelmpulsabkngigleit® des
Modells, welchewiederumzu einerendlichenReichweitefiihrt®. DengroRtenBeitragliefern
die AbleitungstermenderKernoberfaiché!.

e Isovektorielle Terme: Zur erfolgreicherBeschreilnng von endlichenKernensind, wie in er
weitertenWalecka-Modellerauch,isovektorielle Termenotigh?. Der isovektorielle-\ektorielle
Kanal (diesentsprichim RMF Modell demp-Meson)ist dabeivon groRterBedeutung-®.

¢ DasPhoton: DaselektromagnetischEeldist zu einerakkuraterBeschreibong von Atomker-
nenunergsslich.

2.4 Die Lagrange-Dichte

Im Folgendemotierenwir die Lagrange-Dichtedie demPunktlopplungs-Modi mit denobendis-
kutiertenTermenentspricht.

L= L:frei + £4f +£nichtl +£abl_|_ Lem

L= iydt - m),
L= — L as@d) (D) — § av (@) (GrHd) — § arv () - (FEyHD)
crent — L ge(hhyd — Lyg(ghip)t — L [(9hyuth) (PP )],
L= — L 65(0,59)(0" ) — L 6y (B, thyuh) (8 Pryeh)
— OB Ty - (9 pTy),
L= —  eAul(l —13)/2yut — LB P

2.5 Die Naherungen

Die FreiheitsgradelesPunktlopplungsmodedl sind bis zu diesemPunktQuantenfelderDa die L6-
sungunsere®roblemsauffeldtheoretischerVege nicht moglichist, miisserwir einigeNaherungen
einfuhren.Die beidenwichtigstendavon sinddie Mean-Feld- unddie No-SeaNaherung.

2.5.1 Die Mean-Field Naherung

Um vondenQuantenfelderauf mit demComputeberechenbar&roffenzu kommen bildenwir den
ErwartungswertlerLagrange-Dichtén einerSlaterDeterminante

— Haym. (2.31)

°®Auch ohnedieseTermeenthalterrelatiistischeModelle, bei denerdie Nukleoneranein skalaresindein vektorielles
Potenzialanloppeln,bereitseinelmpulsabkngigleit, siehez.B. [Due5§.
DjeseSituationist analogzu der Hartree-Pck-Beschreibng desAtomkernsmit Skyrme-Kraften.
"pjesentsprichim TropfenmodelderOberfichenenggie.
2sSje entsprecheder Asymmetrieenagie desTropfenmodells.
Erweiterungenim isovektoriellenBereichwerdenuntendiskutiert.
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Damit vernachissigerwir alle Korrelationef* zwischendenElementarsystememdbehandelrsie
alsvoneinandeunabtangig.Auf dieseWeisegeherwir von Quantenfelderzu Wellenfunktionerin
derOrtsraumdarstellungber

Wir kbnnendie Feldoperatorefiir die Nukleonermit Hilfe von ErzeugerrundVernichternbzw.
denkorrespondierenadeQuasiteilchenoperaten) in einerEinteilchenbasigenaf

B = Y () al,
a
P = D () @ (2.32)
b
entwickeln. Der normalgeordnet&rwartungswertinerBilinearformin denFeldoperatorerst nun
(O] o 2 [0) = 3 patp(Tlafan|®) = 3 vata. (2.33)
a,b a

Fur Termemit 4 odermehrFermionerentstehemebendendirekten(Hartree)Termenauchdie Aus-
tausch(Fock) Terme.Sie sind eineunmittelbareKonsequendesPauli-Prinzips.
Wir werdenweiteruntendie einzelnernTermeim Detail untersuchen.

2.5.2 Die No-SeaNaherung

Die Summein denGleichungerderFeldoperatoremrrstreckisich prinzipiell UberdasgesamteSpek-
trum der Zus@indepositiver und neggativer Enegie. DieseunendlicheSummekannnaiirlich bei nu-
merischerRechnungeron Kernennicht bericksichtigtwerden Deshalbbeschanktmansiein kon-
kretenAnwendungerauf die Valenznukleonerd.h. die Zustindepositiver Enegie:

A
S (2.34)
1 =1

DadurchvernachassigtmanVakuumpolarisationstfkie, d.h.die Interaktionder Zustindepositiver

Enegie mit derDiracseeDie Fehler dieinnerhalbdieserApproximationentstehermwerdenbeimFit

in die Kopplungsknstanta desModellsabsorbiert.

Es gibt verschiedendJntersuchungendie Vakuumpolarisationskrekturen in verschiedenerd-

nungenbeiticksichtigefAue86, Chi74, Chi76, Chi77, Hor84, Per86 Ser7§. In [Pan9§ wurdendie

Zustaindenegativer Enegie im unterenPotenzialtopkxplizit berechnéf. NacherneuterAnpassung
der Parameterdie sich starkandertenwarendie ErgebnissalesresultierendemModells ausdiesen
Untersuchungejedochwiedervon gleicherQualitat wie die in derNo-Sea-NiherungDiesbedeutet,
dasstatsachlichder Effekt der Vakuumpolarisatioin denParameterrabsorbiertwird. Zu bedenkn

ist jedoch,dassheutige,detaillierteUntersuchungeder RMF-Modelle doch Unterschieddeststel-
lenkdnntendie eineEinarbeitungder Korrekturerzur No-Sea-Nherungechtfertigerundeventuell

sogarstarkbefirwortenwiirden.

EinestdrungstheoretiseBehandlunglerKorrekturenst fragwiirdig (die effektiven Kopplungs-
konstantersind grof3erals 1, oft gilt g =~ 10). AndereEffekte, die nicht berlicksichtigtwerden(z.B.
Grundzustandskrelationen), mogendeutlichgrossereEinflisseauf dasModell habensodassviel-
leicht VerbesserungeruerstananderelStelleangebrachivaren.

YK orrelationengie durchdasPauli-Prinzipgegebensind, sind davon ausgenommen.
5sie wurdenallerdingsnicht bei der Berechnungler Kern-Potenzialdeiiicksichtigt,so dassdieseRechnungemicht
selbstlonsistenwaren.
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2.5.3 Weitere Naherungen

Bei konkretennumerischerBerechnungervon Kernenwerdenoftmals noch eine Reihe weiterer
Naherungeringefihrt, um dasProblemhandhabbazu machen.

Bei der Berechnungvon Grundzusindenvon gerade-geradedfnenkann dasSystemals zeit-
umkehrinvariantangenommemwerden.Diesbedeutetdasszu jedemEinteilchenzustandg einlinear
unabliingigerZustandT 1 existiert. Dabeibezeichnef denZeitumkehroperatofir Dirac-Spinoren

T =—-myK. (2.35)

K stehtfur die Vorschriftderkomplexen Konjugation.DiAe Zustindeg undT ¢ besitzerdengleichen
Enepie-EigenwerdesEinteilchen-Hamilton-Operats A:

hp = ey,
h(TY) = e(Ty). (2.36)
DieseenepetischeEntartungder Zustindebezeichnetmanals Krames-Entartung In numeri-
schenRechnungemussnur einerder beidenZustindemit seinenQuantenzahlenumerischberech-
netwerden,derandereZustandemibt sichdurchAnwendungder Zeitumlehrtransformation
In zeitumlehrinvarianten Systemerverschwinderdie raumlichenKomponenterervektoriellen

Dichtenbzw. Strtome,estiberlebinurdie zeiticheKomponenteBei statiorarenGrundzustnderkann
die zeitlicheEntwicklungseparieriverdenwir kdnnensieschreiberals

P(F ) = g(7) e . (2.37)

Schliesslichentscheidemochdie zu berechnendeKerneund die Aufgabenstellunglie raumli-
cheSymmetriejn derdie Berechnunglurchzutihrenist. Im Anhangsinddie zulésenderGleichun-
genin spharischerund axialerSymmetriedagestellt.

2.5.4 DasVerhalten der Terme unter Zeitumkehrinvarianz und Raumspiegelung

In Anbetrachtder unterschiedlichemMNaherungengie bei der numerischerBerechnungvon Atom-
kernenangevendetwerdenkdnnen,ist eshilfreich, sichdie Transformationseigensdten derunter
schiedlicherLorentz-Strukturergl, v,, vs, 574, 0 w) ZUbetrachtenln diesemAbschnittverwenden
wir denindex Sfir die skalareDichte,V fur die Vektordichtet flr die TensordichteEin zusatzliches
P bezeichnepseudoskalarkzw- vektorielleTerme.

Die Umkehrungder Zeitrichtung(7") fuhrt bei diesenGroRenzu folgendemvVerhalten:

pPs — PS,
plxi/ = PV
péw - ~Ptuv,
pps — —pPS,
p%V — PPVyu- (2.38)

InversionerdesRaumegParitatstransformatiomeP) fihrenzu

1

ps
Py
oy

pPPS

PS;

PV,

Ptuv,

—PPS;

—PPVu- (2.39)

Ll Ll

1"
Ppv
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Die RechnungeuieserArbeit betrefen nunSystemegdlie zeitumlehr undparitatsirvariantsind. Aus
derlInvarianzgegerilber Zeitumlkehrtransformatiomefolgt, dassnur folgendeGrofRenvon Null ver
schiedersind: pg, pY,, pY*undp,, . Bei derForderungnachinvarianzunterRaumirversioniiberleben
folgendeKombinationenps, p?,, pi*undpl, .

Fordertmannun InvarianzunterbeidenTransformationenijberlebemur die skalareDichte und die
zeitlicheKomponentelervektoriellenDichte.

2.6 Die Bewegungsgleichungem Hartr ee-Naherung

In derHartree-Naherungverdendie Fock-Termevernachhssigt{(bei RMF-FR-Modellerist dasaqui-
valentmit der Ersetzungder mesonischefrelderundihrer Quelltermedurchihre Erwartungswerte
vor der BerechnunglesErwartungswertler Lagrange-Dichtén einerSlaterDeterminante)Formal
erreicherwir diesdurchdasErsetzerderBiliniearformenvon Feldoperatoredurchihre Erwartungs-
werte,

bh — (). (2.40)

Die Mehrzahlder RMF-FR-Anwendungemerdenin dieserNaherungdurchgefihrt, dadie Berlick-
sichtigungder Austauschtermeie Gleichungerum ein Vielfachesverkompliziert und dennumeri-
schenundzeitlichenAufwanddrastischerhoht (sieheauchdie obigeDiskussion).

Unter Benutzungder EulerLagrange-Gleichuren fur Felder erhaltenwir fur die Nukleonendie
Dirac-Gleichung(im Folgendemotierenwir alle Gleichungerfir statiorire Zustitndevon Kernen)

(2'7' J+m+ Vs+ Vo + Vrvrsyo + Vel(1 — Ts)/2]70)¢a = Yo€aWPa- (2.41)
Die von denNukleonererzeugtemittlerenPotenzialesind gegebendurch

Vs = asps+ PBsps+ ysps+ dsAps,

W = avpy +wpd + dvApy,
Viv = atvprv + évApty,
VC = € A().

Die effektive Massem Punktlopplungsmodelist
m* :=m + asps + Bsps + Yspd + dsAps. (2.42)

Durch die fehlendeFaltung und das Entfallen von Mesonengleichungetauchendie nichtlinearen
Termeexplizit in der effektiven Masseauf, waszu einer Modifizierungder Dichteabkngigleit ge-
geriberRMF-FR-Modellerfuhrt.

DiesesSystemvon Gleichungenasstsich iteratv |6sen.Der gedampfte Gradientenschrittgler
dabeiVerwendundindet,wird in Kapitel 5 dagestellt.
Im Unterschiedzum GleichungssysterdesRMF-FR-Modellsvereinfachtsichder numerischeAuf-
wandbeiderBerechnunglermittlerenFelderbzw. PotenzialeDasichdieseeinfachausdenDichten
undderenAbleitungenzusammensetzeantfllt dasiterative Losenvon Mesonenfeld-Gleichunge

Die im RahmendieserArbeit durchgeiihrten numerischerRechnungerwerdenalle mit dem
Punktlopplungsmodelin Hartree-Naherungdurchgeiihrt. Eine komplette Formulierungdes kor-
respondierendehlartree-lock-Modellsist jedochschonmoglich, weshalbin denkommendenb-
schnittender Hartree-lock Formalismusdiskutiertwerdensoll. Eine AnalysedeskomplettenHF-
Modells sovie die ErstellungeinesParametersatzegafur ist eine sehraufwendigeAufgabe,die im
RahmerdieserArbeit nicht bearbeitetverdenkann.Esist diesabersicherlichein wichtigesZziel fur
die naheZukunft.
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A. Sulaksondhatim RahmenseinerDoktorarbeit{Sul01] denEinflussder Austauschtermelie
sichausden4-FermionerTermenemgebenuntersuchtund einedeutlicheVerbesserungesModells
gegeruiber der Hartree-\érsion entdeckt.Dies fuhrt ihn zu dem Schlu3,dassdie Austauschterme
nicht acaquatin die direkten Termeabsorbiertwerdenkdnnen.Dies wiederumbedeutetdassdie
Durchfuhrungvon relatvistischenHartree-lock-Rechnungerin wichtigesProjektist, da hier deut-
liche Anderunger{hoffentlich VerbesserungemjegeriiberdenHartree-Rechnungesrwartetwerden
konnenSiekdnnenauchdenisovektoriellenKanaldesRMF-ModellsveranderrfMad0]] (sieheauch
die Diskussiornzu Kernmateriegn Kapitel 8 unddie Diskussionin Kapitel 9).

2.7 Die Bewegungsgleichungem Hartr ee-Fock-Naherung

Werdendie Austauschtermberiicksichtigt,sprichtmanvon der Hartree-lock-NaherungRelatiisti-

scheHartree-Bck-Rechnungemit Mesonenaustausdind aufgrundder geloppeltenGleichungen
fur die Nukleonenund die Mesonenfeldemit hohemnumerischerufwandvertunden.Eswurden
Rechnungemavohl im FormalismusdesRMF-FR-Modells[Bro78, Mil74, Mil75, Zha93 Boe94a
Boe94h Gre0Q alsauchmit Dichtefunktionalmethode[Sch95aSch95 durchgeiihrt. Die Struktur
der Austauschtermi RMF-PC-Modellerwurdein [Hoc94, Man8§ diskutiert.lhre Strukturfihrt
aufeineDirac-Gleichungjn derdie zu berechnend&inteilchen-Véllenfunkion wiedereinkoppelt.
Wir wollen diesanhanceinereinfachenLagrange-DichtelesRMF-PC-Modellsbetrachten:

L = (im0 — m) — Las(Pih)?. (2.43)

SiebeschreibtineSortevon Nukleonemmit einerisoskalaren-skalan Wechselirkung. Bilden wir
denErwartungswertn einerSlaterDeterminantesoemibt sichfolgendeBewegungsgleichung:

(170" —m)ip; — as[z '@Za'l/}a] bi+as Y (Ysthi)p = 0. (2.44)
a b

DiesesGleichungssysterau [dsenist weitauslangwierigerund komplizierterals beispielsweiselie
Losungder Hartree-GleichungerDies gilt erstrechtbei der Berlicksichtigungaller linearenund
nichtlinearenrerme.

DasPunktlopplungsmodélbietetnun aberdie Moglichkeit, die Austauschterme einerForm
zu formulieren,die dendirektenTermengleicht. Dadurcherhaltensie die Strukturvon Potenzialen.
Auf dieseWeiselasstsich fur die Nukleoneneine Dirac-Gleichungformulieren,die strukturellder
Gleichungin Hartree-Naherunggleicht, mit demUnterschieddassdie Form der Potenzialdkompli-
Zierterist. Dies entsprichtder Abbildung einerHartree-leck-Theorieauf eineHartree-TheorieEine
ahnlicheSituationliegt bei der Skyrme-Hartree-Bck-Methodevor: die §-Funktionen die die Orts-
abhangigleit beschreiberfiihrenzu einemZusammenbrechaterintegralein denAustauschtermen,
sodasssichdiesealsPotenzialeschreiberassen.

Im nachsterAbschnittwollenwir die Technikbeschreibergie einesolcheUmschreilnngernbglicht.

2.7.1 Fierz-Transformationen
DasPrinzip
Fierz-Transformationeiisiehez.B.[Nac86 Gre89 Zon94) l6sendasProblem,TermederForm

("Zarjwb) (TZch'lﬁd) (2-45)

in Kombinationerzu entwickeln, bei denenzwei Wellenfunktionenvertauschsind. Dabeisind die
T, die Dirac-Strukturer(T; = 1,9y, 0w, Y2 V4, 7°)-
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Man suchtdie Entwicklung

($al'3) (hcTj3ba) = Y _ ci(dhalitba) (heTithn)- (2.46)

K3

Die fur denFormalismusdesPunktlopplungsmodellselevantenTermehabendie Gestalt

(T;arﬂpb) (TZijTPa) (2-47)

(esgibt nur zweiverschiedenéndizes).Gesuchwerdendie Koefiizientenc;.
DieseEntwicklungist auchfir TermehdhererOrdnungmdglich. Dabeiergebensichjedochweitere
Schwierigleiten:

¢ Die BasisderKombinationenin die entwickelt werdensoll, wird sehrgrof3.
¢ Die Basiselementsindnichta priori klar undmussergefundenwverden.

Eineanalytische_6sungdesProblemswird fiir TermehdhererOrdnungschnelluniibersichtlichund
schwerhandhabbarEine Losungmit Hilfe von algebraischer©perationerauf dem Computerist
moglich. DasProblemder Koefizientenbestimmungvird dabeiauf dasLdseneineslinearenGlei-
chungssystenmruriickgefihrt. DieseMethodewird in derPublikation[Mar01] detaillierterklart. Mit
ihrerHilfe kdnnenim PrinzipEntwicklungerin beliebigerOrdnungransformieriverden Dabeikann
leiderdie Auswahl derBasiselementaichtautomatisiertverden NachheutigenKenntnisstandind
jedochTermevon hdhereralsvierter Ordnungvorlaufig nicht notwendig.

Transformationen flr Isovektoren und Dirac-Spinoren

In unserenModell werdendie Nukleonenals IsospinorerbeschriebengerenKomponenterirac-
Spinorersind.Um die Umschreiling zu bewerkstelligenmisserwir folglich die Fierz-Transforma-
tionenin denjeweiligenRaumenaustihren.Wir notierenim Anhangdie Fierz-Transformationeiir
Isospinorerund Dirac-Spinorerfir die 4-Fermionen-&rmeund die skalaren6- und 8-Fermionen-
Terme.

2.7.2 Transformation auf Quasiteilchen

Damit man dasWickscheTheoremzur Auswertungvon Produktenvon fermionischenFeldopera-
torenim GrundzustandiesKerns(einer SlaterDeterminantepenutzerkann,mussmanvorherdie

Erzeugerund Vernichtervon Einteilchenzuﬁnden(&j und &;) auf Quasiteilchentransformieren.
DiesgeschiehtneistensuffolgendeArt:

Bl = af, (> 4

(2.48)
B = al, (i < A (2.49)

Fur die neuenOperatoremilt
Bi|W) =0 fir alle 4, (2.50)

derKernist derneueVakuumszustandtineverallgemeinert@ransformatiorauf Quasiteilcher-die
Bogolyuba-Transformatio — wird unserneutim RahmerderBCS-Theoridn Kapitel 3 begegnen.
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2.7.3 Erwartungswerte mit Austauschtermen

Die Erwartungswertaler 6- und 8-Fermionen-&rmein der Lagrange-Dichtkdnnenmit Hilfe des
WickschenTheoremsausgaertetwerden.Wir notierensie hier fir denFall von reinenProtonen-
bzw. Neutronenzuginden(die 1 sindkeinelsovektoren).

Der Erwartungswertler6-Fermionen-&rmsist fiir denskalarerFall

(@ (39 :19) = 3" (Wata) S (Ws5) Y (W)
@ B vy
- 3 Z(@Za"lja) Z("Z’y"/’&) (1ZJ¢7)

7,0
+ 2 (Yathp) (stn) ($y9a)- (2.51)
a,B,y
GleichermalRerrhalterwir fur denskalarer8-Fermionenrerm

(@] : ($)" 2 19) = Y (Patba) D (Dps) D (Dythy) D (Psths)

B v 5

6> (hythy) D (Wstbs) D (Pathp) (Yptba)
Y

[ a,f

+ 8 Z(qﬁoﬂﬁa) Z (¢7¢ﬂ)(¢ﬂ¢6)(&5¢7)

7,850

+ 3 Z ('@Zawﬂ)(&ﬂwa)(qﬁ’)’wé)(ijélp’ﬁ

aiﬂi’yiﬁ

— 6 Y (Patp) (Wathy) (Pys) (Prtba). (2.52)

a,ﬂ”y’d

2.7.4 Die Terme mit Ableitungen

Die Termein derLagrange-Dichtebei denerAbleitungenaufdie Dichtenund Sttomewirken,lassen
sich ahnlichwie die 4-Fermionen-&rme ohne AbleitungenFierz-transformiereniir den skalaren
4-Fermionen-&rmergibt sichin derWirkung fur denAustauschterm

/d?’mzau(&a'l/)b)ay(lﬁb'wa) = ZZ/dSw [(";ariaudja)(lﬁbriaﬂpb)
a,b

i ab

+ 2 (%Tﬂﬁa) (81’7%81/‘%)

+  (0tal'i%ha) (0" Yslithy) | - (2.53)

Um die Gleichungzu verkiirzen,werdenhier — wie auchin derfolgendenGleichung- die Koeffizi-
entenausder Fierz-Transformatiorin die I'; hineingezogerDurch Anwendungder EulerLagrange-
Gleichungenerhalt man hierauswie gewohnt die Bewegungsgleichungeifir die Nukleonen.Die
Strukturder Ableitungstermegdie ausdem Austauschternmeriihren,fihrt dazu,dasssich zusatzli-
cheersteund zweite Ableitungenauf die Wellenfunktionergeben.

Wir schreiberhier—in Verbindungnit demBeitragausderfreienDirac-Gleichung-nur die Beitrage
ausdenAbleitungstermerexplizit auf. Dabeisoll Uiberalle doppeltauftretenderindicessummiert
werdenDie sichergebendésleichungkannfolgendermalenotiertwerden:

(iﬂmaﬂ — m — 4], 750" — 2[ BT j14a| 700"
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-2 [@Lauqﬁarjwa] Pj) i = 0. (2.54)

DieseGleichungenthalt zweite Ableitungen,die auf die Wellenfunktionwirken, undist ausdiesem
Grundkeine Dirac-Gleichungmehr Sie ist damit auchkeine Prozessgleichungehr Die zweiten
Ableitungenin denraumlichenKoordinatersind eineFolge der Nichtlokalitat der GleichungenDie
zweitenAbleitungenin derZeit driickendie Retardierungus,die denGleichungerinnevohnt.

Im RahmerdieserArbeit kannkeineUmformulierungdieserTermeerfolgen,die die Strukturder
Dirac-Gleichungyevahrleisteundauf Termefuhrt, die formal dendirektenTermenahneln Denkbar
warederVersucheinerLinearisierunglieserGleichung die aberaller Voraussichhachauf Spinoren
mit mehralsvier Komponenteritihrenwirde.Nutzlich wareauchein Verfahren,dasmit Hilfe von
kontrollierbarerNaherungerineUmschreilbing dieserTermein direkte Termeermbglichenwiirde.
Die LosungdieserAufgabewird esermiglichen,dasPunktlopplungs-Hargefock in geschlossener
Form zu notierenundschlie3lichauchanzuwenden.

2.8 Erweiterungen desHartr ee-Modells

DasobendamgestellteModell Iasstsich natirlich nochin vielerlei Hinsichterweitern.Im Folgenden
werdeneinige naheligendeErweiterungerdesModells formal vorgestellt.In Kapitel 7 werdendie
erweiterterParameterdtzeund die ErgebnissemumerischeRechnungeiiskutiert.

2.8.1 Einfuhrung einesnichtlinearen isovektoriell-vektoriellen Terms

Die nichtlinearerTermedesRMF-PC-Modellsvurdenbishemurim isoskalarerKanaldereffektiven
Wechselirkung formuliert. Eine mogliche ErweiterungdesModells ist ein nichtlinearerTerm der
isovektoriellenVektordichte:

£ = =i @n) - (7). (2.55)

2.8.2 Einfuhrung eineslinearenisovektoriell-skalaren Terms

In dembisherformuliertenModell liegt die gesamtasovektorielleAbhangigleit dereffektiven Wech-
selvirkung im isovektoriellen-ektoiiellen Bereich. Eine Einfuhrung von isovektoriellen-skairen
Termenist ebensalenkbarDer einfachstedavon ist der4-Fermionen-&rm

L = —zars($7) - ($79). (2.56)
Diesentsprichtdemd—Mesonim RMF-FR-Modell.

Zusatzlichdazukannderkorrespondierendéermmit Ableitungenderisovektoriellen-skalan Dich-
te eingefihrt werden:

L = — 10158, (7)) O (p7). (2.57)

2.8.3 Eine Vektor-Ableitungs-Kopplung

Auf Lorentz-irvarianteWeiselasstsich ein 4-FermionerTermfolgenderArt konstruieren:

L = —gapy () " (y¥4h)- (2.58)
DieserTermliefert die folgenderBeitragezu demskalarerundvektoriellenPotenzial:
vV = —Llapvd,pl, (2.59)

W = +iapvdups (2.60)
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Die beidenTermetretenmit unterschiedlichenvorzeicherauf. Der Unterschiedn denBeitragenzu
denbeidenPotenzialerist geradedurchdie Ableitung der Differenzvon skalarerund vektorieller
Dichte gegeben Bei Berticksichtigungvon isovektoriellenund pseudoskalarebzw pseudweektori-
ellenGrofRenlasstsichsoein Termkonstruierenderin der Puntlopplungséheung

7 o Py (2.61)
derpseudweektoriellenKopplungderPionenandie Nukleonenin RMF-FR-Modellenentspricht:

L = —Larov ($7,7°7P) 9 (97P7). (2.62)

2.8.4 Der Coulomb-Austauschtermin der Slater-Naherung

In nichtrelatvistiscren Skyrme-Hartree-Bck Rechnungetetiagt der BeitragdesCoulombPotenzi-
alszumEnegiefunktional

1 ! 3 3\ 1/3
5cou|omb:62§//d37“d37"l% - 162<Z) /d?’T[Pp(F)]M?)- (2.63)

Dabeibezeichnepy(7) die ProtonendichteDer zweiteTermist der Austauschternder Coulombkraft
in der SlaterNaherungln zukiinftigen Punktlopplungsmodéen kdnntedieserTerm beiiicksichtigt
werden.

2.8.5 GemischteTerme hoherer Ordnung

Das gegenwartige Modell enthalt nichtlineareTerme als Potenzerder skalarenbzw. vektoriellen
Dichte. Natirlich kbnnenauch Terme als ProdukteunterschiedlicheDichten konstruiertwerden.
Dieskanngeschehesawohl fir isoskalareals auchfiir isovektorielleDichtenbzw Mischungernvon

ihnen.Zwangsbedingunbierfur ist jeweils, dasgdie Lagrange-Dichtein Lorentz-undlsoskalaisein

muss.Wir wollenim FolgenderdenEinflul? zusatzlicherTermeinnerhalbder Hartree-Naherungfiir

zeitumlehrirvariante SystemebetrachtenDer einfachsteTerm dritter Ordnung,der die isoskalare
skalareundvektorielleDichte mischt,ist

L = —5Bsv (99) (Yryuh) (7). (2.64)
In vierter Ordnungist der Term
£ = —Lysv (99) (@) () (so74)) (2.65)

moglich. DieseTermeergeben-im Rahmerder iiblichenNaherunger- zusatzlicheBeitragezu den
mittlerenPotenzialen:

VeV = 3Bsvplo + 1svidops: (2.66)
WY = Bsvpspvo + Ysvppvo-

Sieliefern,im Gegensatzu denendie bereitsim obendiskutiertenModell enthaltersind, Beitrage
zum skalarenund vektoriellenPotenzialmit gleichemKopplungsparameteDeshalbkann maner
warten,dasssie beider Anpassungler Kopplungsknstantersensitv aufdie Differenzvon skalarem
undvektoriellemPotenzialreagierenHier lohnensichin der Zukunft sogfaltige und systematische
Untersuchungen.

An dieserStelleist auchein Vorteil diesesModells gegeriiber RMF-Modellenmit endlicherReich-
weite zu erkennenDie HinzunahmedieserTermekostetnicht viel Rechenzeiflediglich die zuihrer
Berechnung)Figt manvergleichbareTermeim RMF-FR-Modelldazu fuhrtdieszu einerKopplung
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der mesonischerleichungenUm die BedeutungdieserArt von Termenzu untersuchenist das
RMF-PC-Modelldie idealeBasis.JedemeueTermsollte aberphysikalischmotiviert werden,damit
dasVerstindnisdesnuklearerVielkorperproblemgusammemit der AnzahlderParametewachsen
kann.

2.8.6 Terme mit Ableitungen hoherer Ordnungen und Hybrid-Modelle

Termemit hoherenAbleitungenentsprechereiner weitegehendereEntwicklung der mesonischen
Propagatoremund damit auchder Hinzufiigung von mehr effektiver Reichweitedes Modells. Die
PrasenzohererAbleitungenin derLagrange-DichterforderteineErweiterungder EulerLagrange-
Gleichungereur Gewinnungder korrespondierendeBewegungsgleichungenVie wir in Kapitel 7
seherwerdenabsorbiereidie ParametederAbleitungstermé=ffekte,die Uberdie reineEntwicklung
dermesonischeRropagatorehinausgeherkesist interessantu beobachtenyie sichdie Hinzunah-
me hohererAbleitungstermeuf die bereitsvorhandeneParameteauswirkt.

Gleichzeitigmussiiberdie EntwicklungeinesHybrid-Modells nachgedachwverden dasAspekte
beiderRMF-Varianterenthalt: nebendenmesonischeifermendesRMF-FRfiigt manauchgenuine
Ableitungstermewie siedasRMF-PCenthalt, hinzu.Die Wichtigkeit solcherAbleitungstermastin
Dichtefunktionalthenen (siehenachsterAbschnitt)bekannt.

2.8.7 Produkte isoskalarer und isovektorieller Terme

Eineebenélls denkbareErweiterungdesRMF-PC-Modellsbestehin derEinflhrungvon Termenin
die Lagrange-Dichtedie ausProduktenisoskalaremund isovektorieller TermebestehenUnter Ver-
wendungderisovektoriell-vektoridlen Dichte pty kannz.B. bis maximalvierter Ordnungfolgender
Termkonstruiertwerden:

Lrvsy = () - (7y"h) | Brvs() + yrvs (@) + yrwv () (") | (2.67)

TermedieserArt, dieauchin [Hor01a Hor01H verwendetverdenyerursacheeinedeutlicheAnde-
rung der Dichteablangigleit desasymmetrischeiKanalsder Wechselirkung. Wie wir im Kapitel
7 sehenwerden,fihren Erweiterungendes Modells mit rein isovektoriellen Termenzu keinensi-
gnifikatenVeranderungenm isovektoriellenKanal, so dassder Ansatz(2.67)in Zukunft dringend
untersuchtverdensolite.

2.9 Zusammenhangmit Dichtefunktionaltheorien

Das Hohenbeg-Kohn-Theoem [Hoh64 besagtdassder GrundzustanainesfermionischenViel-
korpersystemgder Spinwird in der urspkinglichenFormulierungnicht berticksichtigt),exakt und
unablangig von der Zahl der Elementarsystemdurch ein Enegiefunktional beschrieberwerden
kann, dasnur von der lokalen Dichte abhangt. Diese Beschreibing umfasstdamit prinzipiell alle
Grundzustandskrelationen.

DiesesTheoremwurde von Kohn und Scam auf Systememit Spinfreiheitsgradererweitert
[Koh69. Eine Verallgemeinerungst die Formulierungdes Theoremsfir relatvistische Systeme
[Spe93. Die starle Aussagedes Theoremsist, dassin jedemFall eine exakte Beschreiing des
betrachteteisystemsxistiert. Es gibt allerdingskeine Auskunftdariber wie daskorrespondiererad
Enegiefunktionalaussiehtpderwie maneserhalterkann.

Dasin dieserArbeit untersuchtéPunktlopplungsmodelkentsprichtder relativistischenVersion
desTheoremsEskannfolgendermaReformuliert werden[Dre9(Q:
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"Die exaktenskalaen und vektoriellenDichten, die Enegie und das chemiste Potenzialfur das
voll wethselwirlendeMiel-FermionenSystenkdnnenreproduziertwerdenin einerBesdireibungvon
(Quasi)-Fermionendie sich in angemesseuefinierteriokalen,klassisbenFeldernbevegen.”

Dieserdffnet aucheineMoglichkeit fur kiinftige UntersuchungedesPunktlopplungsmodedl. Mo-
difikationenund ErweiterungeresModellskdnnendirektamEnegiefunktionalvorgenommenwer
den,ohnedenUmwaeg Uiberdie Lagrange-Dichteu gehenDabeisindauchModifikationenmdglich,
die sichgarnicht odernurumstndlichin derLagrange-DichtdormulierenlassenDie geloppelten
Gleichungenassensich danniiber die Minimierung der Enegie das Systemserhalten.Dies lasst
sichfur effektive Theorienohneweiteresrechtfertigen Auf derandererSeitebii3itmandie elegante
Formulierungdurcheinerelativistischeeffektive Feldtheorieein.

Aus der Sichtder Dichtefunktionalthede konneneffektive Modelle der Kernstrukturals Nahe-
rungenan dasexakte (aberleider nochunbekanntepPichtefunktionalinterpretiertwerden.lnsofern
erhaltensie auch automatischKorrelationenund Vielkdrperefekte. Ein ahnlicherZugangwurde
bei den Skyrme-Kraften Ski3 und Skl4 gewahlt. Dabeiwurde der Standard-Ansatfir das Spin-
Bahn-Potenziaduf eine Art erweitertbzw. verallgemeinertdie sich nichtim RahmeneineszZwei-
NukleonenPotenzialdormulierenlasst Auchin diesenFallenist derfundamentalénsatzdasEner
giefunktional.

Esist zudemmaoglich, in diesemKontext Termein die Lagrange-Dichtesinzufihren, die von
Termendes Skyrme-Enegiefunktionalsinspiriert sind (siehedazuobige Diskussionzur Coulomb-
Kraft). EinemodglicheWahl (dagestelltfir denisoskalaren-skalan Fall) ist

L= Paliqud —m)pa — p(Y_ dopp) . (2.68)
a b

Der Parameter) ist hier nicht auf ganzeZahlenbegrenzt.Die Lagrange-Dichtewird von Anfang
anin der Hartree-Naherungnotiert, da nicht-ganzzahligd®otenzervon Feldoperatorerzu erhebli-
chenProblemerfiihrenwirden.DasPotenzierervon klassischerC-Zahlenbereitethingegenkeine
Schwierigleiten.DieserAnsatzfuhrt auf die Dirac-Gleichung

[0 = m = (L + 2) Y () = 0. (2.69)
b
Auf aquivalenteWeisekdnnenauchisoskalar und isovektoriell-vektoriele Termeeingefihrt wer-
den.Hier misserzukiinftige Untersuchungereigen ob dieseverallgemeinert®arametrisierunglie
Dichteabfkangigleit desModellsund damitseineVorhersagekrafsignifikantverbessern.
Eine andereMoglichkeit der Modifizierungder Dichteablangigleit desModells bestehin der Ein-
fuhrungdichteabBngigerKopplungsknstanta [Vre01].

2.10 Der nichtrelativistischeGrenzfall desModells

EineUntersuchunglesnichtrelatvistischenGrenzhllsdesPunktlopplungsmodellsndderVemleich
mit dem Skyrme-Hartree-Bck-Modell wurde von A. Sulaksonoim RahmenseinerDoktorarbeit
durchgefihrt[Sul0]]. Die Motivationfir dieseUntersuchungiihrtunteranderendaheydassbeidie-
semGrenzprozeskeineNaherungeraufgrundder endlichenReichweiteder Mesonerdurchgefihrt
werdenmissenAuf dieseWeisekanndie Rolle der nichtlinearenTermebesonderprazisestudiert
werden.BisherigeUntersuchungeaumZusammenhangwischerdemRMF- unddemSHF-Modell
findensichz.B.in [Hor81, Bou83 Thi85, Thi86, Rei89.

Ein wichtigesErgebnisdieserUntersuchungerst, dasssich die Spin-Bahn-KraftdesRMF-PC-
Modellsim nichtrelatvistischenGrenzhll und die der Skyrme-Krafte in dennichtlinearenTermen
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unterscheideriwahrendModifikationenderisovektoriellenEigenschaftener Skyrme-Krafte bereits
vorgenommenwerden'® [Rei95, fehlt nocheineausfihrliche Explorationder Dichteabkngigleit

im Spin-Bahn-PotenziaMorschhige zu nichtlinearenErweiterungerwerdenzwar in der Referenz
[Pea94 gemachtdochwird fir dieseErweiterungerkein Parametersaterstellt,der einenquanti-
tativen Vermgleich mit andererMean-Field-Modellerermiglicht. Zudemunterscheidesich der dort
diskutierte Ansatzvon den Vorhersagendie sich ausdem nichtrelatvistischenGrenzall desMo-

dellsergebenWie wir in Kapitel 8 sehenwerden,ist fiir die akkurateBeschreibbng von Spin-Bahn-
AufspaltungerkeineendlicheReichweitevonnibten,beideRMF-Varianterbesitzenn etwa die glei-

cheGenauigkit beziglich dieserObsenablen.Diesbedeutetdasgie Dichteablkngigleit desPunkt-
kopplungsmodellslafur geeigneist unddeshallbauchim nichtrelatvistiscten Grenzall die Qualitat

derSkyrme-Kraftverbesserkonnte.Hier lohnensich zukiinftige Untersuchungen.

2.11 Die Frage nach Dynamik

In diesemAbschnittsoll ein kurzer Ausblick auf zukiinftige AnwendungsbereichdesPunktlopp-
lungsmodellsdie Dynamik beinhalten,gegebenwerden.Durch die einfache Form der Formulie-
rung desModells sollte es fir RPAY’-RechnungerjRei92, Berechnungewon Massenparametern
(Cranking-Methodeund zeitablngigenRechnungemwie TDRH!® [Bai87, Cus83 oder ATDRH!®
geeignesein.DieseRechnungekonntengleichermalRein derHartree-undHartree-lock-Naherung
durchgefihrt werden.Auch Vemleichemit ResultaterausRMF-FR-und SHF-Rechnungearschei-
nenlohnenswertdaauf dieseWeise— ahnlichwie in dieserArbeit — der Einflussvon relativistischer
DynamikundendlicherReichweitegetrenntuntersuchtverdenkann.

DasModell ist nuranGrundzustandseigsataften von gg-Kernenangepassaindfur die Berechnung
von diesenkonstruiert.Das Hohenbeg-Kohn-Theorembeziehtsich zudemausschlie3lichauf die
Grundzusindevon Fermionensystemelielleichtkannaberauchgeradedeshalldie Untersuchung
von dynamischerrragestellungemteressant&insichtenin die StrukturdesModellsbringen.

DiesemodifiziertenKrafte sind Ski3 und Ski4.
"RandomPhaseApproximation

8Time DependenRelatiistic Hartree
%adiabatic Time DependenRelatiistic Hartree



Kapitel 3

Paarkorr elationen

3.1 Superfluiditat in Kernen

In derobendiskutiertenMean-keld-Naherungverdendie NukleoneralswechselirkungsfreieEle-
mentarsysteméeschriebenDie einzige noch vorhandeneKorrelationist durch das Pauli-Prinzip
gegebenDer Teil der Wechselirkung, der nicht durchdasmittlere Feld beschriebenverdenkann,
wird als RestweliselwirkungbezeichnetDer wichtigste Anteil dieserRestwechsalirkung, deren
Einflusssich nicht im Ansatz und den Kopplungsknstantenabsorbiererasst,ist die sogenannte
Paarkraft. Sieist eine kurzreichweitigeKorrelationzwischenden Nukleonen,die zwei Nukleonen
mit entggengesetzterdrehimpulserlaubt,in hdhereEnegiezusindezu streuenjndemsie zu ei-
nem Nukleonenpaamit Gesamtdrehimpulblull koppeln.Experimentelllasstsich die Paarkraftan
folgenderBefundenfestmachen:

¢ gg-Kernemit offenenSchalerzeigenkeine Drehimpulsentartungn Grundzustandsie haben
stetsGesamtdrehimpulilull.

¢ gg-Kernesindsystematisclstarker gelundenals ug- oderuu- KernegleicherNukleonenzahl.

e DasTragheitsmomenton Kernenist deutlichgeringeralsdasdesvergleichbarerstarrenk or-
pers,wasauf Superfluidiétin Kernenhindeutet.

¢ In gg-Kernenliegen die Enegien der niedrigstenkollektiven Anregungenim Bereichvon
0.1 — 1.5 MeV. Erst dariber beginnt das Spektrumder Einteilchenanrgunge. Dies kann,
wie beidemPhanomerder Supraleitungn Festlorpern,durcheineEnegieliicke zwischenei-
nemPaarunkorrelierterNukleonenund einemPaarkorrelierterNukleonererklart werden die
erstaufgebrochemverdenmuss bevor einzelneNukleonenin hohereNiveausangergt werden
konnen.

Wasin der Natur zusammengeirt, schliel3lichhandeltessich dort nicht um eineneueoderandere
Kraft als die NN-Wechselirkung, wird hier im Folgendenin der theoretischerBeschreilbing ge-
trenntvon demTeil derNN-Wechsealirkung, dersichdurchdasmittlere Potenziabeschreibehasst.
Diesgeschiehineistensm BCS-Formalismusderim Folgenderbeschriebemvird. Er ist einenicht-
relatvistischeBeschreibbngsweiseder Paarkraft,die auchin denin dieserArbeit diskutiertenMo-
dellenVerwendundindet.VersucheginenrelatvistischenFormalismudir die Paarwechselirkung
aufzustellenfuhrtenbishernicht zu zufriedenstellendeB&rgebnissefK uc91.

EineselbstlonsistentdBehandlungler Paarkraftist im Hartree-(Fod)-BagolyubovFormalismis
gegebenderam EndedieseKapitelskurz beschriebemvird.
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3.2 Der BCS-Formalismus

Dervon BardeenCooperund Schriefer eingefihrte Ansatzzur Beschreiling von Supraleitungent-
stammtderFestlorperphysifBar57]. Der GrundzustandlesKernsist dersogenannt8CS-Zustand

BCS) = [ (ux +viafa’ ,)10). (3.1)
k>0

Die v,% kdnnenals Wahrscheinlich&iten fir die BesetzunglesZustandanit der Quantenzahk be-
trachtetwerden Aufgrund derNormierungsforderundesBCS-Zustandgilt dabei

up +vi =1 (3.2)
furalle k.
DieserZustandverletztdie Teilchenzahlwassich darauserklart, dasssich die neuenQuasiteilchen
operatorendie hier die elementarerrreiheitsgraddeschreiberfsie werdenim nachstenAbschnitt
definiert),ausLinearkombinationervon Erzeugerrund Vernichternzusammensetze@berhalbder
Fermikanteverhaltensie sich Uberwiggendwie Erzeugerunterhalbder Fermikantewirken sie wie
Vernichtey undgeradem BereichderFermienegie sindbeideAnteile in etwa gleichgrof3.Die mitt-
lerequadratischébweichungemibt sichzu

AN? = (BCSN?|BCS) — (BCSN|BCS)?. (3.3)
Dabeiist N = S | &g&i derTeilchenzahloperatoDie Auswertungm |BCS) Zustandftihrt auf
AN? =4 " uivy. (3.4)
k>0

BCS-Zuséndeenthaltenstets Beimischungervon KernenunterschiedlicheNukleonenzahlMan
mussin derPraxissehenpb diesdie Qualtitat der Rechnungicht zu starkreduziert.

3.3 Transformation auf Quasiteilchen

Die Philosophiedie hinterder Transformatiorauf Quasiteilchersteht,ist, ein Systemstarkwechsel-
wirkenderTeilchert in ein Systemnichtwechsatirkender(freier) Quasiteilcherzu transformieren.
Die Transformatiorauf Quasiteilchenoperaten lautet

_ o At S I N
QA = UgQg — VgQ_,, O = UkGg — Vpa—k,

G = ugl_g+ Uk&,t, @T_k = u/c&T_k + vy, (3.5)

(die &;f und a; sind dabeidie Erzeugungsund Vernichtungsoperatanefiir die urspiinglichenEin-
teilchenzusinde).DieseTransformatiorbezeichnemanals Bogolyubw-Transformatbn. Die Qua-
siteilchenoperatoregeriigenwiederdenAntivertauschungsrelatien fur fermionischeOperatoren

{64,061} = 65, {a],61} = {ai, a5} = 0. (3.6)
Fur dieseQuasiteilchenoperatarentsprichider Grundzustandiesk ernsdemVakuum:
&;|BCS =0 furalle:i =1,..., A. (3.7)

Der GrundzustandlesKernslasstsichdemgemf3durchAnwendender Quasiteilchenoperaten aus
demVakuumkonstruieren:

IBCS) = Haim). (3.8)

Fur konkreteBerechnungewurdenunterschiedlich®ezeptentwickelt, wovon die wichtigstenkurz
vorgestelltwerden.

IWir verwenderhier ausnahmsweisgenBegriff desTeilchensdaer BestandteilesWortesQuasiteilchenoperatast.
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3.4 Constant-Strength-Pairing

Ausgehendrom allgemeinermnsatzfiir denHamilton-Operator
H=Y"ala+ > (k,—klo|k',—K')a}al , a_pap (3.9)
k k,k'>0

nimmt man ein zustandsunalimgiges und damit konstantesMatrixelementG der Paarwechselir-
kungan,woraussichsofort

H=Y qala,—G > afal a_pap (3.10)
k k,k'>0

emibt. Der oben eingefihrte BCS-Zustandstellt eine Naherungan die exakte Losungfur diesen
Hamilton-Operatodar. Da, wie wir obengeseheiabendie TeilchenzahkeineErhaltungsgif3eist,
mussdurcheinenLagrange-Multiplikatorder ErwartungswertlesTeilchenzahloperatorsls zusatz-
liche Zwangsbedingungnkoppeln.DieseUberlegungenfithrenunszum Variationsprinzip

8(BCS|H — AN|BCS) = 0. (3.11)

Die explizite BerechnungliesedMatrixelementdindetmanz.B. in [Gre95. DasEndegebnislautet

22(62 N — G(Zukvk)2 — GZU,%. (3.12)

k>0 k>0 k>0
An dieserStelleist essinnvoll, denPairing-Gapdurch
A= G’Z U Uk (3.13)
k>0

zu definieren Das Variationsprinzipgfihrt nun unterder Annahme dassder Gapbereitsbekanntist,
zudenGleichungerfir die Besetzungsahrscheitichkeiten derZustinde:

v = 1(1 _ 67’“> (3.14)
2 \er+ A?
Die ¢ sinddefiniertalsey, := € — A — Gv?.
Mit Hilfe derDefinitionenfirr v, undu,, ergibt sichdie sogenannt&ap-Gleichungu

AZQZ A (3.15)

2 k>0\/6i+A2

die iterativ gelost werdenkann.Der Parameter\ emgibt sich ausfolgenderBedingungfir die Teil-
chenzahl:

N=> 2. (3.16)
k>0
Der Term —Gw?, derin der Definition der ¢, im Wesentlichereine Renormierungler Einteilchen-
enegiendarstellt,wird beidiese®Vorgehensweiseeggelassen.
Eine alternatve Formulierungist moglich, indemvon dem Pairing-Enegiefunkticnal ausggangen
wird:

2
Epairing = _G( Z uk”k) - (3.17)
k>0
Die Paarkraftsirke G, die fir ProtonerundNeutronerunterschiedliclyevahltwird, hangtin realisti-
schenBeschreibngennochvon derNukleonenzahtlesKernsab, wasein deutlicherNachteildieses
Pairing-Rezeptsst.
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3.5 Constant-Gap-Rairing

Bei dieserArt von Pairing wird direkt derPairinggapA fir jedeNukleonensort@arametrisiertDie-
seParametrisierungvird mit Hilfe von experimentellerDatenabgeleitetEswird hier alsovon An-
fang an auf die Bestimmungdes Gapsverzichtet.Mit Hilfe der Einteilchenengjien der Zustinde
kdnnendaraudlirekt die Besetzungsehrscheinlibkeiten berechnewerden.Obwohl dieseMethode
einedrastischvereinbichteBeschreinng der Paarkraftdarstellt,hatsiedenVorzug,dassdasPairing
bei magischerKernen—im Gegensatzu andererBeschreibngen— nicht zusammenbrichtind ein
plotzlicherPhaseiibegangentsteht.

Esgibt verschiedendrten, die Abhangigleit desGapsvon derNukleonenanzatdu beschreiben,
siehez.B. [Rei89 fur gebauchlicheParametrisierungerkine haufig verwendetdParametrisierung
soll hier explizit anggebermwerden(A bezeichnetie NukleonenzahtiesKerns):

11.2
A = —— MeV. 3.18
VA (3.18)

3.6 4-Kraft-P airing

Ausgangspunktiir diesenFormalismusgderauchfir alle Berechnungeim dieserArbeit verwendet
wurde,ist ein Enegiefunktionalder Form

Epairing = %f dr X2(’F) V(’F'), (3.19)

dasausdernichtrelatvistischen Beschreibing derPaarkraftibernommenvird. Die darinauftretende
Paardichtdst fur zeitgeradesystemedefiniertals

X(F) = =2 wwi o (7)o (). (3.20)

Im Gegensatzur Teilchendichtepei der die Zustindemit denBesetzungsahrscheinthketen v2

gewichtetwerden tritt hier eineGewichtungmit demProduktu;v; auf. Dementsprechenigefern die
am starkstengelundenerzZzustindesawie sehrschwachgehundeneZzustindefastkeinenBeitragzur
Paardichtelhr gro3terBeitragkommtvon Zustéindenmit v; ~ 1/2. Dies sind geradeZus&éndeim

Bereichder Fermikante Die Paardichtezeigt (bis auf die Vorfaktoren)einenVerlaufwie die Baryo-
nendichteDieserAnsatzsogt dafir, dassdasPaarPotenziaim Kernlokalisiertist, sodassZzustinde,
die dort die grofite Aufenthaltsvahrscheirithkeit haben,am starkstenzum Pairing beitragen Dies
verhindertdenBeitrageinesunphysikalischemNukleonengasesusfreien Zustinden.

Beim §-Kraft-Pairing, dashier fur zeitgeradeSystemeformuliert wird, wird die Ortsabkingig-
keit von V (7) zu einerKonstanten¥V () — V;. DieseKonstantewird negativ gewahlt, damit die
resultierendd’aarwechselirkung attrakt ist.

Das PaarPotenzial A(7) ist definiertals Funktionalableitungles Enegiefunktionalsnachder
Paardichtealso

A7) = %’ = LVox (M. (3.21)
Diesermbglichtuns,dasEnegiefunktionalals

Epairing = 5 [ & A(7) x(F) (3.22)
zunotieren.

Nun wird dasFunktionalder gesamterEnegie minimiert unterder ZwangsbedingunglesErwar
tungswertegler TeilchenzahlN, der durch einenLagrange-MultiplikatorA eingearbeitetvird. Zu
berechneiist nun

d

— (BSES + Bpaimg — AN ) = 0. (3.23)
(3
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Eine austihrliche BerechnungdiesesAusdrucksfindet sich z.B. in [Rut99. Das Ergebnisdieser
Rechnunginddie BCS-Gleichungen

2(e; — Nuv; — Aj(u? —v?) = 0. (3.24)

Dabeikennzeichnetlerindex i alle Zuséandedaspaaraktien Raums.
Der Einteilchengapparametéy; ist der ErwartungswertlesPaarPotenzialsn Zustandi;:

8i= = [ g OARH. (3.25)
Die Besetzungsahrscheinthkeiten ergebensichdannzu
1 -
=3 ( - X ) (3.26)
(€ — )+ AZ

Die PaarkraftshrkenV, undVj, sindfir diejeweilige Nukleonensortén Allgemeinenunterschiedlich
grol3.EssinduniverselleGroRendiefiur alle KernederNuklidkartegultig sind.Zu jederParametrisie-
rung desMean-Field-Anteilsder NN-Wechselirkung (alsozu jedemParametersatRorrespondiert
ein Paarvon Paarkraftsarken. Sie kdnnennacherfolgter Anpassungder Mean-Field-Rrameterin
einemFit der Pairing-Gapsan Gaps,die ausexperimentellenDatengevonnenwurden, bestimmt
werden.Dies wurde z.B. in [Ben97, Rut99 durchgeiihrt. Eine andereMdglichkeit bestehtdarin,
die Paarkraftsarken simultanmit denMean-Field-Rrameterran experimentelleDatenanzupassen.
DiesesVerfahrenist noch konsistenterda bei der Anpassungder Mean-FieldParametemicht ein
anderedPairing-Rezepterwendetwird als das,wasspaterin den Rechnungeiverwendundindet.
DiesesVerfahrenwird zur Bestimmungder Paarkraftsarken fiir die Kraft PC-Flverwendetdie im
RahmerdieserArbeit entstandeiist.

3.6.1 Der Energie-Cutoff

Der EinflussdesKontinuumserweistsichauchbeidieseBehandlungalszu hoch,sodasszusatzlich
ein Cutof eingefihrtwerdenmuss Die einfachsteM dglichkeit dazubestehtarin,einegewisseEner
gie Fmax zu definierenab derkeineZuséandemehrbeltiicksichtigtwerden,oderfir denpaaraktren
Zustandsrauneine feste Anzahl von ZustindenNpairing festzulgen. In beidenFallen konnensich
jedochbei numerischerRechnungerProblemeergeben,die daherkommen,dasssich beim Uber
gangzu anderenNukleonenzahlemder Deformationerder paaraktre Raumsprunghaftund damit
unphysikalischandernkann.Aus diesemGrundwird in [Ben97 ein Cutof entwiclelt, bei demdie-
se Schwierigleiten verhindertwerden.Die Ideeist dasweithe AbschneiderdesPaarkraftraumsu
hohenEnegienhin 2.

Der Cutoff vermindertmit steigendeEnegie desZustandeseinenBeitragzur Paarenegie (er
wird deshalbauchals Enegie-Cutof bezeichnef). Dabeiwird zum AbschneiderfolgendeFermi-
funktion verwendet:

1
() — . 3.27
fl f(el) 1 —I—exp [(6Z _ A _ AE)//,L] ( )
Die ParametewerdensoangepasstjassdaskErgebnisnicht sensitv aufihrenkonkretenwertist und
der paaraktie RaumeinefesteAnzahlan Zuséindenenttélt. Dabeiwird verwendety = 1/10AE

und Npmax = n + 1.65n2/3 (n ist die Anzahl der Nukleonenin einer Schale).Diese Abschatzung

2Im Folgenderwird nochspezifizertwie der Ausdruckweich zu versteherist.
*Denkbarware auchein Cutof in Abhangigleit von denrms-Radierder Zustinde,wie er in [Rut99 vorgeschlagen
wird.
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ist demOszillatormodellentlehnt bei demdie Anzahlder Elementarsystemia derletztenbesetzten
Schaleca.1.65n2/3 betiagt[Ben97.

In manchenFallen erweistsich diese Behandlungals nicht ausreichendBesondersei Ker
nen, die naheder Dripline liegen, ist trotz §-Paarkraftund Enegie-Cutof der Einflu3 der qua-
sifreien Zustindezu grolR. Fur dieseKerneist eswichtig, den Teilchen-Loch-und den Teilchen-
Teilchen-Kanaler effektiven Wechselirkung gleichberechtigtind selbstlonsistentzu behandeln.
Diesfuhrtim nicht-relatvistischenFall, auf die Hartree-Fodk-BagolyubovGleichungen In relativi-
stischenrRechnungemit endlicherReichweitewerdendie Austauschtermé denmeistenAnwen-
dungenvernachissigt,so dassals Naherungin diesemFall Relativistic-Hartee-Bgolyubov Ver
wendungfindet. Eine vollstandigeErweiterungdesPunktlopplungsmodellsim die Austauschterme
wird in derZukunftauchsystematischRelativistic-Hartee+ock-Bogolyubow(RHFB)-Rechnugen
ermiglichen.

3.6.2 Dichteabhangigesi-Kraft-P airing

Eine Modifikation derin Abschnitt3.6 besprocheneRaarkraft-\érschrift bestehin der Einfihrung
einerAbhangigleit der Paarkraftvon dernukleonischemichte.In Gleichung(3.19)wird dabeifol-
gendeErsetzunglurchgefihrt [Taj93 Fay94 Dob9]g :

Y
1- ('O—V> ] (3.28)
po

In konkretenRechnungerat sich gezeigt,dassdie Resultatenicht sensitv von denParameterm
und  abhangen[Ben97. TypischeWertesind py = 0.16 fm~ und~y = 1.0. Der Wert fur pg
entsprichtdemWert der GrundzustandsdichtdgenmandurchMittelung Uiberverschieden&kyrme-
Krafte erhalt. Mit v+ = 1.0 wird die einfachsteDichteablingigleit angenommenDiese Form des
Pairingswurdein dennumerischerRechnungeiim RahmendieserArbeit nicht verwendetdasich
global gesehenim Vemleich zum dichteunablingigen §-Kraft-Pairing keine signifikanteVerbesse
rungderBeschreibing von Atomkernenergibt [Ben97.

Vi) = W

3.7 Relativistic Hartr ee-Bogolyubw

DieseVerallgemeinerungesHartree-Bck-Bogolyube-(HFB)-Formalisnus[Rin80, Ter9g Ben9qg
auf relatiistischeSystemewurdein [Kuc9] eingefihrt. Der HFB-Formalismudragt nachder all-
gemeinsterProduktwellenfunktiongdie ausnicht wechselirkendenQuasiteilcherbestehtIn dieser
Naherungwerdender Teilchen-Loch-und der Teilchen-Eilchen-Kanalder effektiven Wechselir-
kung auf gleiche Art mit Hilfe der Bogolyubw-TransformationbehandeltDies ermbglicht prinzi-
piell, die Paarkraftwechselirkung ausder gewvahltenNN-Wechselirkung zu bestimmenDennoch
wird in vielen Anwendungerfir tatsachlichenumerischeRechnungerineanderéNechsealirkung
(z.B. die Gogry-Kraft [Gog79) im Pairing-Kanalimplementiert.Im Falle desrelatiistischenFor-
malismusliegt der Grundin denProblemengdie manbei Versucherertalt, die Paarwechsa&lirkung
ausderMean-Field-Kraftzu berechnemundsiein denRechnungemrinzusetzeiisiehe[Kuc91)). Die
entstehendeRaarlorrelationerkommenalsdrei- bis vierfachzu gro3heraus.

Die Gleichungerfiir dasPaarPotenziakindgeloppeltmit denGleichungenin denenderMean-
Field-Anteil derWechselirkung auftauchtSielassersichfolgendermaf3enotieren[Lal97]:

(hn?A A A )(Uk(F)>Ek(Uk(F)>_ (3.29)
A" —h4m+a Vi) Vi(7)
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Hier ist & derEinteilchen-Hamilton-Operataind A dasPaarPotenzial\ ist daschemischdotenzial,
dasdurchdie Bedingungfir die Teilchenzahfestgelgt wird, Uy (7) und Vi(7) sind Dirac-Spinoren.
Die Potenzialedie Bestandteilades Mean-Field-Hamilton-Operatorsind, miissenahnlichwie im
Hartree-lBrmalismusselbstlonsistentberechnetverden.Die nukleonischermichtenlassensich mit
Hilfe derV () berechnenz.B. gilt fur die skalareDichte

ps(7) = D V(7). (3.30)

Ex>0

In der nahenZukunft ist essicherlichinteressantler Fragenachzugehenyie sich dasPunktlopp-
lungsmodellin der RHB-Naherungverhalt, insbesonderspb sich im pp-KanalahnlicheProbleme
emgebenwie beidenin [Kuc9] getesteteRMF-FR-Rarametrisierungemls Beispielwollenwir den
Erwartungswertiesskalarem-Fermionen-&rmsim BCS-Zustandetrachten:

(BCS : (94)?: [BCS) = Y w202, (ks Yk, ) (ks P

k1,k2

n Z ’U;%IU,%Z (Q/_]kl ¢k2)(7/_’k2¢k1)

k1,k2

— ) Ok g, Vg, Uy (P, Py (D5, BR,)- (3.31)
k1,k2
Der ersteTerm ist der direkte, der zweite der AustauschtermDer dritte Term kann als Paarkraft-

Termbezeichnetwverden;in einerreinenHartree-ck Naherungnit ganzzahligemBesetzungszahlen
verschwindeer.



52

Paarlorrelationen




Kapitel 4

Obserwablen

In diesemKapitel sind die wichtigstenObsenrablen dagestellt, die in den diskutiertenModellen
ausdennumerischerRechnungeextrahiertundmit experimentellerErgebnissewemlichenwerden
kdnnen.

4.1 EnergetischeObservablen

Die wohl wichtigsteund genauesteermessen®bsenablevon Atomkernenist ihre Masseundda-
mit engverkunden,ihre Bindungsengjie. Sie entsprichtder Differenzder Summeder Massender
ProtonerundNeutronenausdenender Kernzusammengesetit, und seinerntatsachlichenMasse:

B = MZ,N - (Z * Mproton+ IV - mNeutron)- (4.1)

In denRMF-Modellen,wie sieim RahmendieserArbeit verwendetwerden,ergibt sie sichausder
Summedermit denBesetzungszahlegewvichtetenEinteilchenengien derMean-Field-Enagie, den
BeitragenderPaarenagie undder Enegie der Schwerpunktshweegung:

B=Y) vle- / or(®|L|®) + Epairing + Ecm- (4.2)

Mit Hilfe derBindungsengie lassersich Differenzengsf3enbilden, mit denensich Aussageruber
die Schalenstruktuder Kernemacherassen.
ErsteDifferenzerderBindungsengjien ergebendie Separationsengien

SP(N,Z) = B(NaZ)_B(NaZ_l)a
Sa(N,Z) = B(N,Z)-B(N —1,2), (4.3)

bzw fur jeweils 2 Nukleonenwie wir siein dieserArbeit bei gg-Kernenbetrachten:

Sop(N,Z) = B(N,Z)— B(N,Z —2),
Son(N,Z) = B(N,Z)—B(N —2,2). (4.4)

Diese GroRRenverandernsich besonderstark an Schalenabsctssen Erkennbarist diesan ihrem
Zusammenhangqit der Fermienegie A, derin guter Naherungan Schalenabsctfsengilt, wo die
PaarkraftkeinenEinflul audibt;
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ErsteDifferenzender Zwei-Nukleonen-Separatiossegien und damit zweite Differenzender Bin-
dungsengien bildendie Zwei-Protonerbzw. Zwei-NeutronerGaps:

6p(N,Z) = 2B(N,Z)—-B(N,Z —-2) — B(N,Z +2)
= Szp( Z) — S2p(Z, Z + 2),
6on(N,Z) = 2B(N,Z)— B(N —2,Z) — B(N +2,2)
= SZn( Z) — Son(N+2,7). (4.6)

DieseGroliensindan Schalenabsctifsengepeaktdasichdort, wie wir obenbereitsgesehemaben,
die Separationsengien besonderstarkandern SiekdnnenauchalsKrimmungerder Enegieflache
in Richtungvon Z bzw. N interpretiertwerden.

4.2 ObsewnvablendesFormfaktors
Aussageriberdie DichteverteilungeinesAtomkerneskdnnenmit Hilfe einerexperimentellzugang-
lichen GrolRegemessemwerdendie manals Formfaktorbezeichnet.

Fur Ladungserteilungengdie mit der Ladungsdichtecy(7) beschriebemverden(ch stehtfurr charge)
ist er definiertals

Fan(@) = [ Pr exp(ig- 1) pn(). (4.7)

Dabeiberzeichnety = |g] denIimpuldibertrag.Die Ladungsdichtevird dabeiausder Mean-Field-
Rechnungxtrahiert(die genaudProzedufindetsichin [Rut99).
Fur spharischeLadungserteilungererhaltenwir

Fun() = 4r /0 ” dr jolr) penlr), .8)

dabeiist jo(z) = sin(z)/z die Bessel-Funktiomullter Ordnung.

4.2.1 Der Ladungsradius

Derrms-LadungsradiusinesKernslasstsichmit Hilfe desFormfaktorseinfachberechnen:

3 42 Fan(q)
ch _ [ . ch\q
Tims = \/ Fon0) o "dg? (49

4.2.2 Der Diffraktionsradius

Eineandereawichtige GroRe die Aussagerilberdie Ladungserteilungdeskernsmacht,ist dersoge-
nannteDiffraktionsadius Ihn bestimmtmanmit Hilfe einerkastenbrmigenLadungserteilungder
totalenLadungQ:

-1
4
pE=Q<;R3) r<R: 0, r>R (4.10)
Ihr Formfaktorlasstsichleichtberechnener emibt sichzu
FR(q) = 3Q31(qR) (4.11)
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j1 ist die sprarischeBesselfunktionDer Radius R wird so gewahlt, dassdie ersteNullstelle des
tatsachlichenFormfaktorsgy, mit der erstenNullstelle desmodelliertenFormfaktorsiibereinstimmt.
Diesist derFall wenn R gy mit dererstenNullstelle zy von j; (r) UbereinstimmtDarausergibt sich
derDiffraktionsradius

Rgms = iL'O/QO- (4-12)

4.2.3 Die Oberflachendicke

Die Hohe deserstenExtremumsdes Formfaktors enttalt Informationeniiber den Grad der Aus-

schmierunglerKerndichtein seinerRandzoneDieseEigenschaftiesKernsbeschreibmangenvohn-

lich durcheineObsenable,die manals Oberflichendike bezeichnetUm sie zu erhaltenyemleicht
mandentatsachlichenFormfaktor mit dem LadungsformiktoreinerkastenbrmigenVerteiIungpr,

die mit einerGaussfunktionpg derBreite o gefaltetist. Der Formfaktor derausdiesemFaltungspro-
zesgesultierendemichteverteilungist dasProduktder einzelnerFormfaktoren:

o’ (a) = FE (@) Fg (9) = FR(g) exp(—30°¢%). (4.13)

Der Parametew wird so bestimmt,dassder tatsichlicheFormfaktor und th;"’(q) am erstenExtre-

mumge von FX(g) Ubereinstimmerfur R verwendemandenobeneingetihrtenDiffraktionsradius.
Der Parametew ist die Oberfichendick, eremgibt sichaus

o= l\/Q In (M) (4.14)

ge Fen(qe)

Hierbei berechnetich ge zu z¢/ Ryms, WObei ze der x-Wert des erstenExtremumsder Funktion
Ji(z)/z ist.

4.3 Obsewablenzur Beschreibung der Deformation desKerns

Zur Charakterisierungler DichteverteilungdesKernsbzw seinerDeformationkdnnensplérische
Multipolmomenteherangezogewerdenlhr Erwartungswertim GrundzustandeskernsmachtAus-
sagerilberdie DeformationdesKerns.Die Multipolmomentekdnnenauchfiir Neutronerund Proto-
nengetrenntberechnetverden,um z.B. Polarisationséékte zu erkennen.

Die spharischerMultipolmomenteQ);,,, bzw. die relatven Momenteg,;,,, sinddefiniertdurch

Qi = / & 2 1Y (6, 0)p(3) (4.15)
bzw
47
;Blm = m le- (416)

A bezeichnetlie totale NukleonenzahtesKerns,durchR = 1.2 A'Y/3 fm wird der Kernradius
angehert.Der Vorteil der Beschreibbng desKernsmit Hilfe derrelatven Momentebestehtdarin,
dassbei ihnendie Skalierungder sprarischenMultipolmomentemit A herausgerechnetird. Dies
ermbglicht naherungsweiseas Vergleichenvon Deformationenvon Kernenmit unterschiedlicher
Masse.
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Die wichtigstenMultipolmomentedie zur Beschreibing von Kernenin axialerSymmetriebero-
tigt werden,sind dasQuadrupolmoment)y, dasOktupolmoment) s, sovie dasHexadekupolmo-
mentQo:

QR = %\/g/d?’zp(f) (22° —1?), (4.17)

7
Q3 = %\/;/d?’x p(Z) (22% — 3r?)z, (4.18)
Quo = %\/g/d?’a; p(Z) (82" — 242%r% 4 3r*). (4.19)

DasQuadrupolmomentharakterisiergenerelldie DeformationdesKerns.Bei der Berechnungon
Spaltbarriererwird durcheine Zwangsbedingunguf Q4 der (semiklassischeyVeg desKernsvon
seinemGrundzustandis hin zur Trennungder FragmentebeschriebenDas Hexadekupolmoment
beschreibdensogenannteflals desKernsbei der Spaltungbzw. zusatzlich zu Q9o die Form sei-
ner Dichteverteilungim GrundzustandDas OktupolmomentcharakterisierKernformen,die nicht
reflektionsymmetriscBind (bestimmteKerneim Grundzustandzw asymmetrisch&paltpade).

4.4 Obsewnvablender Paarkraft

Die Paarkraftmachtsichin denSystematiknderBindungsengyie dadurchbemerkbardassdie Mas-
senfichederungeradeiKerneum einengewissenBetragA hdherliegt alsdie dergg-Kerne .Ursache
dafur ist die Enegie, die durchPaarungvon zwei Nukleonengevonnenwerdenkann.

Aus experimentellerDatenlassensich die Protonen-und Neutronen-Bagapsfolgendermal3eex-

trahierenMad8§:

Ap(Z) = —% E(Z+2)—4AE(Z+1)+6E(Z) —4E(Z - 1)+ E(Z - 2)|,
Ap(N) = —% E(N +2)—4E(N +1) +6E(N) —4E(N — 1) + E(N — 2)] :

Dabeiwird die NukleonenzahtlerandererNukleonensortalskonstantundgeradeangenommen.
Um denPaagapausnumerischemRechnungezu extrahierenyersuchiman,diesenauseinereinzi-
genRechnungu erhalten Dazuwird folgendeFormel[Ben97 verwendet:

2
A — 2ok WVk[Pr” (4.20)
D UkVk
Hier tragenim wesentlicherdie Zustindein der Naheder Fermienegie bei. Eineanderegebiauchli-
cheFormelist [Dob84]

A= w (4.21)
k "k



Kapitel 5

NumerischeMethoden

Wie obendiskutiert,ist dasnukleareVielkdrperproblemnin denangevandtenNaherungemicht mehr
analytischlosbar Um die geloppeltenGleichungenm Ortsraumzu ldsen,werdeneine Reihevon
numerischemMechnilenverwendetdie im Folgenderbesprochemverden.

5.1 Der gedampfte Gradientenschritt

Um die WellenfunktiondesKernszu bestimmengdie dem enegetischerMinimum und damit sei-
nemGrundzustanéntprichtwird dasVerfahrendesgedampftenGradientenschrittdsenutziBlu93,
Rei83, dasim Folgendererlautertwerdensoll.

Die Enegie desKernslasstsichals Funktionalder Einteilchenwellenfunkbnen ausdiicken:

A
E{|Ya)} = Z<¢a‘hAa|"/)a>- (5.2)

Aufgabeist nun,dasMinimum dieserEnegie im Raumder Wellenfunktionenzu bestimmenDort
verschwindetie Funktionalableitungler Enegie nachdenWellenfunktionen:

OF

= =TI hy|tp,) = 0. 5.2
Dabeibezeichnet
A

M=1-" [ta)(tal (5.3)
a=1

denProjektorauf unbesetzt€ustinde.Die Ideeist, sichin jedemlterationsschritt- ausgehendon
der n-ten Naherungder Wellenfunktionen— ein Stiick weiter in entggengesetzteRichtungzum
Gradienterin dermultidimensionalerEnegieflachezu bevegen:

ety = O[lwz) - wollhalys)]. (5.4)

Dabeisteuertder numerischdParameterr, die Schrittweite.Die in jedemIiterationsschrithotwen-
dige Orthonormierungder Wellenfunktionenwird durch den Operator® bezeichnetDazu wird
dasGram-Stimidtsdie-Orthonormierugs\erfahren verwendetBenutztmandie Vorschrift (5.4) in
obiger Form, so ist die Schrittweitefiir jede Wellenfunktionproportionalzu ihrer Enegie (diese
Abhangigleit entstehtdurchdie AnwendungdesEinteilchen-Hamilton-Operate auf die jeweilige
Wellenfunktion).Dadurchkorvergieren Zustandemit niedrigenEnegien langsameils solchemit
hoherenEnegieeigenwertenwasdie KonvemgenzdesgesamterSystemanachteiligbeeinfluRt.Um
dieserEffekt zu kurierenwird ein sogenanntebampfungsopeartor D eingefihrt, dervonderEner

!Der Projektoraufdie unbesetzteZustindewird der Ubersichtlichleit halberin seineDefinition mit aufgenommen.
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gie derjeweiligenWellenfunktionabhangt.Er ist definiertals

~ 1 N
D=2 1l. (5.5)

Eo14 L

Er enthalt einenweiterennumerischerParameter Ey. T' bezeichnetlen Operatorder kinetischen
Enegie (die potentielleEnegie wird zustandsunaliimgg durch E, approximiert).Nun werdenZu-
standehthererEnegie langsamegedmpft, was zu einer gleichmaligenKonvergenz des Systems
fuhrt. DasVerfahrenliest sichkomplettals

ety = O[lw2) - Dhaly?)- (5.6)

Eswird iteratv unterjeweiliger Aktualisierungder Naherungeriiir die Wellenfunktionerangaven-
det,bis Korvergenzerzieltwird.

5.2 Konvergenzkriterien

Um die Korvergenzder Rechnungzu Giberpiifen steheneinige Grolzenzur Verfugung.Ein sehrdi-
rekterTestauf Konvemenzist die EnegieanderungA E derBerechnungvahrendeinerlteration.Um
einfrihzeitigesAbbrecherderRechnunglurchkurzzeitigekleine Enegieanderungezu vermeiden,
wird AFE tberdie jeweils zehnletztenlterationengemittelt.Die Varianz,definiertals

o = (9|2 |w) - (| Alw), (5.7)

ist ein direktesMal fir die Qualitat der Losungund kann als zusatzlichesKriterium eingesetzt
werden. Sie wird genaudann Null, wenn der optimale Satz an Wellenfunktionenin der Slater
Determinantegefunderist.

In jedemFall kanndie maximaleAnzahl an Iterationenvorgegebenwerden,nachder dasPro-
grammunablangigvondenKorvergenzkriterierdie Rechnundeendersoll. Oft hilft in dieserFallen
eineModifikation dernumerischerParameterum die Konvergenzzu erreicherbzw. zu verbessern.

5.3 Zwangsbedingungen

5.3.1 Die Implementation

Nicht immerist manandenGrundzusindenvon KerneninteressiertEine interessanté&nwendung
der Mean-Field-Modelleist die Berechnungvon SpaltbarrierenDa die BerechnungganzerPoten-
zialenegieflachenim Allgemeinensehrviel Rechenzeiberbtigt, beschankt mansich meistensauf
SchnittedurchdieseFlachen Dazuwird ein Paramete(eine Spaltloordinate)oerbtigt, derdenWeg
desKernsbis zu seinerSpaltungbeschreibtDies wird in selbstlonsistenterModellenerreicht,in-
demderErwartungswerdesQuadrupolmomentetesk ernesinerZwangsbedingungnterlet wird.
Man suchtnun unterEinhaltungdieserZwangsbedingungachder enegetischginstigsterLdsung
fur die WellenfunktiondesKerns.Dieswird auchhierdurchden(modifizierten)gedampftenGradien-
tenschrittgelbst. Die hoherenMultipolmomente die durchdie SymmetrierdesProblemszugelassen
sind, konnensichfrei einstellenund nehmerautomatiscidie Wertean, die dieserLdsungzu (lokal)
minimalerEnegie entsprechen.

Die Zwangsbedingungealisiertmandurch EinflhrungeineszusatzlichenTermsin denHamilton-
OperatordesProblemanit Hilfe derMethodederLagrange-Multiplikatore:

Hyi —  Hpye= Huoo — XQ). (5.8)
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Der Lagrange-Multiplikator ist die Steigungder Potenzialengjieflache also
OB _
0Q

Die Zwangsbedinguntiegt dabeiauf demErwartungswert) desOperators) in derWellenfunktion

desKerns:Q = (). Wahrendder Iterationenwird jeweils (¢)) berechnetind die A entsprechend

angepasshisdie Zwangsbedingungrfillt ist. DabeientsprichtderOperator) meistenginemMul-
tipoloperatorz.B. demQuadrupoloperator

Y (5.9)

Qoo = 22° — 12 (5.10)

Auf dieseWeisektnnenauchmehrereZwangsbedingungegleichzeitigangevandtwerden.
Die Realisierungler ZwangsbedingungeschiehtlurchAusfiihrungeinesTestsarittes

at2) = O|[92) = Dlha + A~ Q). (5.11)
Solangedie Zwangsbedingungochnichterfillt ist unddamitA nochnichtseinenenddiltigen Wert
erreichthat,andertsichder Erwartungswert/on ( in demTestschritum

A

A
8Q =Y (Wi QI = Y (R QL. (5.12)
a=1

a=1
DieseAnderungsoll nunminimiertwerden.Dazuwird A korrigiertnach
0Q
€ A n[)2]./m )
Za:1<¢a |Q |Ilpa> + do

Dabeiwurdendie numerischerParametee unddy eingefihrt. Im Gradientenschrittvird daszusatz-
liche Potenziab ) - () addiert,wobei

. Q"-Q

Y -
D=1 (VE|Q2YE) + do
ist (hierbeiwird der Parametelcy eingefihrt, und Q™ bezeichnetlen Erwartungswerim n-tenlte-
rationsschritt) DiesesZusatz-Potenziadomgt fir eineweitereAnnaherungdesErwartungswertesan

dengewiinschtenhert.
DerkompletteGradientenschritinit Zwangsbedingungst nun

[+t = O[[g2) — Dlha + (g1 +63) - Q)I)- (5.15)

GroRerenumerischeStabilitat wird erreichtwennmanin (5.15) nicht die Wellenfunktionerausder
vorherigeniteration,sonderrausdemTestschritbenutzt.

Ani1 = An — (5.13)

(5.14)

5.3.2 Zwangsbedingungermit Multipolmomenten

Nebender schonobenerwahntenZwangsbedingunguf das Quadrupolmomensind noch andere
Multipolmomenteals Zwangsbedingungenteressant.
Ebenglls wichtig ist der OperatordesHexadekupolmoments

Qo = 82" — 242°r% + 314 (5.16)
undbeiasymmetrischeKernformender OperatordesOktupolmomentes

Q30 = 22° — 3212, (5.17)
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In numerischermiRechnungeiist eine DampfungdieserOperatorerir groReAbstindevom Zentrum
desKernsnotwendig,dasichdie Nukleonenin unphysikalischefPotenzialtaschesammelrkdnnen
undandenGitterranddrangen Dazuwerdendie Multipoloperatorermit einerFermifunktionmulti-
pliziert:

1
1+exp (%)

>

Quedmpft (5.18)

Die Parameterx und~y bezeichnemabeiDampfungsradiusind Breite desAbfalls. Dabeigeschieht
die Wahl derParameteso,dassderneueOperatomder Zwangsbedingungraktischnurinnerhalbdes
Kernswie der Multipoloperatorwirkt und auf3erhalldesKernsraschauf Null abfallt. Hier ist der
Kernradiusals der Abstanddefiniert,bei demdie Dichtegerade% dermaximalenDichtedesKerns
betfagt[Rut94].

In [Kud0Q ReiD] wird eineMethodebeschriebenyie die notwendigestarle DampfungderMul-
tipoloperatorerumgangemwerdenkann.Dazufiihrt manZwangsbedingungesin, derenfunktionale
Form zu einemasymptotischinearenVerhaltenin z fuhrt, wahrendsie fur kleine Abstandewie
Multipoloperatorerwirken. ErsteTestrechnungehabenbis jetzt zu keinerdeutlichenVerbesserung
gegeriilberdengedampftenMultipoloperatorergefuhrt [Bue984.

5.3.3 Diskussionder Methode

"/

~
—~ qa

Abbildung 5.1: Die AbbildungzeigtschematiscleinetypischePotenzialenajieflachealsContourplotiberder

Quadrupolmomer(q) - Hexadekupolmomer(h)- Ebene Schwachgestrichelist derSpaltphdeinerRechnung
mit Quadrupolmomerru sehenstarker gestrichelist derPfadentlangdesSpaltphidesingezeichneDer un-

terePfad,derzur g-Achsefiihrt, kennzeichnetineweitereM 6glichkeit desSpaltpfidesNach([Flo73, Rin8(

Abbildung5.1zeigt(schematisclindstarkiibertriebenginePotenzialengjieflachein derS8y— 5,
(g-h) Ebeneals KontourdarstellungMan erkenntschwachgestricheltden Pfad, deneine Rechnung
mit Quadrupolconstraintehmerwiirde.Dieserentstehtdurchjeweils lokale MinimierungdesHexa-
dekupolmomentandderhdherenMultipolmomentebeifestgehaltener@uadrupolert. DieserPfad
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entsprichim allgemeinemichtdemPfad,derdemGradienterfolgt unddemquasiklassische8palt-
pfadentsprichtLetztererist fett gestrichelieingezeichnetGrundzustandind Sattelpunksindjedoch
BestandteibeiderPfade.Lauft der Spaltpad parallelzur 35-Achse,so sind die Pfadeidentisch.Je
weitersichderPfadin §4-Richtungbewnegt, umsogrolierwerdendie Abweichungenlin diesenFallen
entsprichtg, immerwenigereinergeeigneterspaltloordinate.ln denmeistenFallenjedochsollten
der Mean-Field-P&d und der Pfad, der dem Gradienterfolgt, relativ gut Ubereinstimmenln Aus-
nahmeéllen kanndertatsichlicheSpaltpad einenganzanderenVeg nehmenlLetztendlichkdnnen
die Massenparametedie zur Berechnungvon Durchgangswahrscheinlickeiten unerisslichsind,
dasBild nochandern.Diese Moglichkeit ist durch den unterenWeg angedeutetder zu negativen
Hexadekupolmomentefiihrt.

Untersuchungemit der makroslkopisch-mikrokopischen Methodevon PeterMoller et al. be-
rechnenvollstandige Potentialengjieflachenin bis zu 5-dimensionalerMultipolraumen[Moe0d.
DieseModelle habenjedocheinenlimitierten Deformationsraunund esist nicht von vorne herein
klar, wie sichdie Ergebnisséei einerVemoRerungdesDeformationsraumedndernwiirden.

In vielenFallenist die BerlicksichtigungzusatzlicherFreiheitsgradén denRechnungerssenti-
ell. Soverschwinderoftmalssymmetrischéarrierenbei der Erweiterungauf reflektionsasymmetri-
scheKernformenWeiterhinkdnnenauchtriaxiale Kernformenaxialsymmetrisch®arrierenverrin-
gernbzw Minima miteinandewerbindenunddamitauchdenSpaltpad qualitaty verandern.

5.3.4 Andere Arten von Zwangsbedingungen

Fur einige Anwendungererweistsich die Verwendungvon Multipolmomentenals nicht geeignet.
Dies betrifft zum Beispiel extrem asymmetrisché& ernlonfigurationenoder die Fragenachmole-
kularenZustindenvon Atomkernen.Diese Fragestellundhat durch experimentelleErgebnissezur
(kalten)Dreifachspaltungon 252Cf [Ram9§ neuednteressénenorgerufen.

SolcheProblemdassersichmit zwei andererzwangsbedingungemehandelngemDichtecons-
traint [Cus83 unddemFourierconstaint [Kud0d.

5.4 Die Programme

5.4.1 Die Mean-Field-Programme

M. BenderundK. Rutzentwickeltenim Rahmerihrer DissertationefiBen97, Rut99 ein Programm-
paketin der SpracheC++, dasdie Berechnungron Atomkernenim RahmendesRMF-FR-Modells
(Programme nf xd) unddesSHF-Modells(Programménf xd) in x=1, 2 und3 dimensionalefkon-
figurationererlaubt.Dabeiwerdendie numerischeiRoutinenvon denProgrammemgeteilt. Die RMF-
FR-Programmeverdenim RahmerdieserArbeit um die CodierungdesPunktlopplungsmodés er
weitert. Dies ist aufgrunddes modularenund objektorientiertenAufbausder r nf xd-Programme
einfachzu bewerkstelligen.

Die gelkoppeltenBewegungsgleichungewerdenim Ortsraumauf einemnumerischerGitter gelost,
auf demalle Felderund Wellenfunktionerrepiasentiertwerden.Die numerischerAbleitungenwer
den dabeidurch Transformationin den Impulsraumund anschlielend®atrizenmultiplikatione
durchgefihrt. Berechnungeron Kernensindin sprarischeraxialer, triaxialer Symmetrieundauch
- ohneEinschankungen dreidimensionamoglich. Die drastischeErhbhungvon Rechenzeiund
Speicherbedanhit zunehmendeffrreiheitsgradesovie die zu erwartendenSymmetriendesKerns
legenjeweils die zu wahlendeSymmetrieund damitdaszu benutzend®rogramnfest.

Bei beidenProgrammerist eineVielzahlvon Parameterdtzenwahlbarbzw. auseinerexternenDatei
einlesbar
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Zur Behandlungder Paarkraftstehenebenélls einige Verfahrenzur Verfigung: constantgap,con-
stantstrenghtfilling approximationj-Kraft-Pairing, dichteabhngigesPairing und Lipkin-Nogami
Pairing (siehedazudie Diskussionm Kapitel 3) sindim Programmintegriert.

DasProgramnr nf 1d (fir Rechnungeiin spharischerSymmetrie)kanndabeizur Berechnung
von KernenoderausdemnachfolgendbeschriebeneRitprogrammausgeruferwerden,wobeiesin
diesemFall eineReihevon Obserablerf ausgibt.Der Aufruf kannaufzwei Arten geschehen:

e rnfld F < infile >: DasProgrammstopptnachder Rechnungwobeiesvorherdie Obser
vablenherausschreibt.

e rnfld f < infile >: DasProgramminitialisiert denSignalhandlergehtschlaferundwartet
auf Signale die eszur Rechnungpderzur Terminierungauffordern.

IstmannichtaneinerAnpassungon Kopplungsknstantennteressiersonderrausschlie3lictander
BerechnungineskKerns,sowird dasProgramneinfachdurch

e rnfld < infile > aufgerufen.

5.4.2 DasProgramm zur Berechnungvon Kernmaterie

Im RahmerdieserArbeit entstanddasProgramnt enuna? zur Berechnungon symmetrischeund
asymmetrischeunendlicherKernmaterie Als Parameterdtze konnenentwederdie Satzeausden
Mean-Field-ProgrammeverwendetwverdenoderauseinerDatei eingeleserwerden.Die Zustands-
gleichungkanndabeifiir symmetrisch&ernmateriereineNeutronenmateriederfur ein beliebiges
Protonen/Neutronerrhaltnis berechnetverden.Zusatzlich werdenEnegie, Grundzustandsdichte,
Kompressibiliat, effektive Masseund der Asymmetrie—Kefizient berechnetDie Berechnungen
sindfir daslineareundnichtlineareRMF-FR-Modellsawie fur dasRMF-PC-Modellimplementiert.

r enurma kannauchim Zusammenhanmitf i t i t (siehenachsterAbschnitt)zum Anfitten von den
Modellenan Kernmateridbenutztwerden.Dazusind folgendeFitstratgienimplementiert:

e EOS'-Datenvon Rechnungenon Malfliet etal. [Boe94a Boe94k).
¢ EOS-Datervon Rechnungewon Brockmannund Machleit[Mac85 Mac89.

e EOS-DaterderRMF-FR-KraftNL-Z [Rei89.

5.4.3 DasFitprogramm

DasProgramnt i t i t ° wurde zur Anpassung/on Modellparameterentwickelt. Dabeiwurde die
Schnittstellezu anderenProgrammerso allgemeinprogrammiertdassseineAnwendungnicht auf
Problemeausder Kernstrukturbeschanktist. Der Aufruf desProgrammsgdasdie Modellrechnun-
genmacht,kanndabeitbereinenf or k() -Aufruf gescheheder bei geeignetePraparierungles
ProgrammsiiberKommunikationmit Hilfe von Signalengehen.DasAnpasserder Kopplungskn-
stantervon Kernmodellenbei demin jedemSchritteinigeKernemit denneuenParameterrberech-
netwerdenmiissenijstin trivialer Parallelisierungibertragbaauf mehrereProzessoreand/oderein
lokalesNetzwerk.Dies ist eine mdgliche ErweiterungdesProgrammsDie implementierterAlgo-
rithmensindim Kapitel 6 beschrieben.

%DiessindBindungsenagie, rms-RadiusDiffraktionsradiusind Oberfachendick.
3vonrelativistic nuclearmatter(englisch)= relatvistischeKernmaterie
“Equationof State(englisch)= Zustandsgleichung

Svonfit it (englisch)= fitte es
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5.4.4 DasPerl-Skript zum Testeneiner Parameteranpassung

Um einenerstenEindruckvon der Giite einesneuenParametersatzeas bekommen,wurde die Be-
rechnungeinigerKerneund die Darstellungder darausextrahiertenObserablenmit Hilfe desPerl-
Skriptest est _t he_fit. pl automatisiert.

Der Testumfal3tefolgendeObsenrablen:

¢ Bindungsengjien, Diffraktionsradierund Oberflichendickn der8 kanonischerikerné,

Zustandsgleichuntjir symmetrisch& ernmaterie,

Bindungsenajien von Isotopen-undlsotonenktten,

Separationsengien in Isotopen-undlsotonenktten,

Die Spaltbarriereron 24°Puund

Spin-Bahn-Aufspaltungevon ausgevahltenKernen.

DadurchkannnacheinerAnpassungler Parametejeweils ein ersterEindruckvon derBeschreiing
derunterschiedliche®@bserablenunddamitvon der GltederneuerKraft gevonnenwerden.

®Gemeintsinddie Kerne die zur Anpassungion NL-Z dienten[Ruf8g].
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Kapitel 6

DasFitten der Modell-Parameter

"Niemandweisswirklich, wie das x2-GelndeaussiehtWer sagt, er weisses, irrt oder
lugt.
(P-G. Reinhard)

"F ittenist Voodoo."
(M. Bender)

6.1 Globaleversuslokale Optimierung

Im FolgendersollendiesebeidenBegriffe definiertwerden,wie siein dieserArbeit verwendetwver-
den:

¢ Globale Optimierung Mit beliebigenbzw. speziellenAnfangsbedingunge die vor dem ei-
gentlichenFit ermitteltwerdenkdnnen soll dasglobaleOptimumgefundenverden.

¢ LokaleOptimierung Ausgehendson den Anfangsbedingungesoll dasnachstgelgeneOpti-
mumgefundenwerden.

Lokale Optimierungwird meistengdurchsogenannt®ownhill-Algorithmendurchgefihrt. Die ein-
fachsterdavon sind die Gittersude bzw. der Gradientenslaritt (sieheunten).Im Vemleich zur glo-
balenOptimierungsind sie deutlichschnelleraberstarkabhangigvon dem StartpunktGlobaleOp-
timierungsichertweitgehenddlasAuffindendesglobalenOptimums,ist daflir aberoftmalserheblich
langsamerda meistensder gesamteParameterraundurchsuchtwird. GeeignetevVerfahrenhierfir
sindz.B. simulatedannealingund genetisbie Algorithmen

6.2 Die PhilosphiedesFittens

DasZiel Parameteranpassuigf meistensdenoptimalenSatzan Parameterritir ein gegebenes$ro-
blem zu finden.Dabeimussdefiniertwerden,welche EigenschafteinenoptimalenParametersatz
kennzeichnenOft verstehtmandarunter—im Zusammenhanmit physikalischerModellen— einen
Satzan Parameternder dem Modell die bestndgliche Vorhersagekraftiir Obserablenbietet, die
nicht BestandteilerAnpassungsprozedsmd. DieserSatzkorrespondierin denallermeisteriallen
mit demglobalenOptimum.Allein ausdiesemGrundsindglobaleOptimierungenwie sieim obigen
Abschnittdefiniert sind, wiinschenswertn der Praxis,wo dasErreichendiesesZiels nicht immer
mit hundert-prozentigeBicherheiterreichtwerdenkann,wird mandennochversuchenihm sonah
wie moglich zu kommen.Man sagt,Numerik sei mehrKunstals Wissenschaftdiestrifft nochviel
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mehrauf dasFittenvon kompliziertennichtlinearerModellenzu. Auch wennesin Verdffentlichun-
gen,in denensolcheFits durchgeiihrt werden,kaumausfihrlich beschriebemnwird, stecktin einer
AnpassunginesParametersatzesel empirischesSammelnvon Informationenund Erfahrung.

Die Zielvorgabe,moglichst einenoptimalenSatzfur dasModell zu finden, fihrt im Rahmen
dieserArbeit zu TestsdiverserAlgorithmen, mit derenHilfe letztendlichein zufriedenstellendelr-
gebniserreichtwerdenkonnte.

6.3 Die Methode kleinster mittler er Quadrate

Um denoptimalenSatzder Kopplungsknstanta zu bestimmenwird im RahmendieserArbeit die

Methodeder kleinstenQuadratgleastmeansquaes verwendetDabeidefiniertmandie Funktion
2

x* durch

2 = ( Z;:alc_Otiexpt)2 6.1
=1

Siehangtindirektvon denParametermlurchdie berechnete®bserablenab,diein dasy? eingehen.
Die AO* bezeichnemlie Fehlerbzw. Unsicherheitemer Obsenablen.Siewerdenexternvorgegeben
undentsprecheim Allgemeinender Toleranz,die mandemModell fir die gegebenerDbserablen
zugestehtSiesindoft gro3eralsdie experimentellerJnsicherheitensoliegt derexperimentellé=eh-
ler derBindungsengjienbeinureinigenkeV, wahrendoeimAnpassemerModellparametemeistens
ein Fehlervon 0.2% desexperimentellenVertesangesetzwvird. Die x2-Funktionsoll minimiertwer-
den,dasMinimum korrespondiertlann(hoffentlich) zu demSatzderoptimalenModellparameter
In einerVerdffentlichungvon P. Moller undR. Nix [MoeD] wird fur nukleareMassenformeleine
Methodevorgeschlagenmit derenHilfe die Modellparametegleichzeitigmit den Modellfehlern
selbstlonsistentbestimmtwerdenkonnen.Bei der Ubertragungauf ein x2 in dasunterschiedliche
Obsenableneingehenmussdiesesverfahreneventuellneuformuliert werden.

6.4 Klassifizierung von Fitalgorithmen

Fitalgorithmenassersichgemafihrer VorgehensweisaachfolgendemSchemdlassifizieren:

e Rechenbasiert¥erfahren:Hierzu getbren Gradientenslritt, Gittersude Powells Methode
Levenbeg-Marguadt-Methoa, BevingtonCurvedStep.

e Zufallsbasierteverfahren:SimulatedAnnealing Evolutionspogramme Genetisbhe Algorith-
men.

Wir wollen nunzuerstdie rechenbasiertenschlieRendie zufallsbasierterVerfahrendie in dieser
Arbeit getestetind zur Anwendunggebrachiverden besprechen.

6.5 Die Vorstellung der Fitalgorithmen

6.5.1 Der Gradientenschritt

Wie derNameschonsagt,spieltbei diesemVerfahrender GradienteineentscheidendRolle,d.h.die
RichtungdesstarkstenAnstiegesin dervon denParameterrabliangigeny?-Flache:

n 9 2_'
=Y Fa (6.2)
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Hierbeibezeichnet; die RichtungdesParameters.;. DasVerfahrenkannauf verschieden&Veisen
eingesetzwverden.Eine Moglichkeit ist, denGradienterin jedemlterationsschritheuzu berechnen.
Schwachstellenveist diesesVerfahrenin der unmittelbarenJmgelung desMinimums auf. Da der
Gradientbei der Annaherungan dasMinimum immer kleiner wird, nahertsich dasVerfahrendem
exaktenMinimum asymptotischBei kleinenSchrittweitenwird derBedarfanRechenzeisehrhoch,
so dassdas Verfahrenineffizient arbeitet. GroRe Schrittweitenverhinderndagegen die genauelo-
kalisationdes Minimums. Eine weitere Moglichkeit ist, jedemberechneterGradientensolangezu
folgen, bis sich dasy? nicht weiter vermindert.Erstdannwird der Gradientneuberechnetind der
schnellstrdgliche Abstieg in der y2-Landschaftgevahlt, was aberin vielen Fallen ineffektiv sein
kann.

Aus denobengenannterGrindenwird in dernahenUmgelung desvermeintlichenMinimums
eineandereMethodeverwendetdie im nachsterAbschnittreferiertwird.

6.5.2 Die quadratischeModellierung der Umgelung desMinimums

Die quadratisch&ntwicklungderx2-Hyperfiacheum dasMinimum x3 lasstsichnotierenals

n

X ~XO+Z 30, 06 ; + = ZZ 821()9(2] da;day. (6.3)

Dabeissind die Ableitungenvon x? an der Stelle zu nehmenan der dasx? definiertist'. Die Ge-
samtheiderParameter; (¢ = 1, ..., n) bezeichnemvir alsParameter&nfigurationK . Die Matrix A,
derenElementeadefiniertsindals
1 82X2
Qii = —— X%
N 0a;0a;

(6.4)

ist die Hesseschdatrix. Sie wird auchals Kriimmungsmatribezeichnetda sie ein MalR fur die
Krimmungder x2-Hyperficheist.

Wir wendennundie MethodederkleinstenQuadratean und minimiereny? ausGleichung(6.3)
beZiglich derParameterariationenda;, um derenoptimalenWertezu erhalten Aus dieserVariation
emibt sich

2 m 2
a(a;;k) _ axo +]2::1 62;50% ] =0, k= 1,...,m (6.5)
b, — i (Jajaze) =0, k= 1,..,m. (6.6)
Dabeisinddie by, definiertals
by, = ;‘;2‘2 (6.7)

Die obigeGleichungkannauchals Matrix-Gleichungnotiertwerden:
B = daA. (6.8)

Im folgendenbetrachterwir zwei miteinanderverwandteVerfahren,die die parabolischeentwick-
lung verwenden.

!Dieswird durchdenindex 0 gekennzeichnet.
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6.5.3 Die Levenberg-Marquardt-Methode

DieseMethodebestehtausderVerbindungder zwei obengeschildertemlgorithmen.in gro3erEnt-
fernungvom Minimum ist der Gradientenabstipeine effektive Methode,sich schnelldem Ziel zu
nahern.Wie obenbeschriebernretenProbleman der NahedesMinimums auf, dasichder Gradient
asymptotischder Null nahertund dasPogrammmmerlangsameauf dasExtremumhinkriecht.Die
Levenbeg-Marquardt-Metbde benutztdeshallin dernaheredJmgehlungdesgesuchtemMinimums
die parabolisch&ntwicklungderUmgelung.Mit Hilfe einesParameters wird zwischendenbeiden
Extremengewechselt.
Die Diagonalelementder Krimmungsmatrixverdenmit demFaktor (1 + X\) multipliziert, d.h.

a;’j = aij-(l—i-/\) fur j =k,
aéj = ajj fur j #k. (6.9)

Dadurchkann zwischenden beidenVerfahrenumgeschaltetverden.Fir kleine A emibt sich die

Methodeder parabolischerEntwicklung der x2-Hyperfache.lst A sehrgro3, dominierendie Dia-

gonalelementelie Matrix, und wir erhaltenim Wesentlicherden Gradientenabstie Im Folgenden
wollenwir die MethodeprazisiereA:

Wahle eine Starkonfiguration K.
e Berechned?(K).
e Beginnemit A = 0.001.
e Berechnemit demaktuellenWertfir A 6K undy?(K + 6K).

e Fallsx?(K+0K) > x?(K) ist,erhbhe\ umdenFaktor10undwiederholedenvorhegegange-
nenSchritt.Falls x?(K + §K) > x?(K), vermindere\ umdenFaktor10,setzeK = K + 6K
3 undgehezuriick zumvorherigenSchritt.

Fur jedelterationkannesnotwendigsein,die Parameterschrittéa; unddie ElementederMatrizena;;
undb; etlicheMale neuzu berechnenym A zu optimieren WenndasProgrammnsichdemMinimum
nahert,wird A kleinerunddasMinimum innerhalbwenigerlterationererreicht.

6.5.4 Der Bevington-Curved-Step

Die Bevington-Cuned-Step-Methde bestehtausder Levenbeg-Marquardt-Methde mit einemzu-
satzlichenVersuchsschrittm ParameterraumDabeiwird mit Hilfe von drei bekannterPositionen
im Parameterraurdie UmgelungdesMinimumsdurcheineparabolisché&orm beschriebenyndder
zumgeringsteny? korrespondiererelPunktdieserModellierunginterpoliert. An dieserStellewird
dastatsachlichey? ermittelt.

DieseMethodeder Interpolationerweistsich in den praktischenAnpassungemls sehreffektiv
undwird deshallfir die enddiltigen Minimierungenim ParameterraummerwendetAls zusatzliches
Ergebniszur optimalenParameterembinationliefert derAlgorithmusGrolendie eineAussagdiber
die Eindeutigleit und Genauigkit der Parameteerlauben.

2Wir haltenunsdabeiandie Beschreilingin [Bev92].
®Diesist natirlich im Sinneder Programmierungu verstehennicht als mathematisch&leichung.
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6.5.5 Unkorrelierte und Korr elierte Fehler

Um die Genauigkit bzw. Unsicherheiterder angepassteRarameterinsclatzenzu kbnnen,ist es
sinnvoll, die unkorreliertenundkorreliertenFehlerzu betrachtenBeide Arten von Fehlernbeschrei-
ben die maximale Variation der Parametgrbei der sich x2 nur um Eins andert.Die Levenbeg-
Marquardt-Methoddiefert dieseFehlerautomatischDie unkorreliertenFehler die definiert sind
als

5102 = afl’ (610)

k43

bezeichnertie erlaubtenAnderungereinesParametersyobei die ilbrigenParametemicht variiert
werdendurfen.
Die korreliertenFehlersinddie DiagonalelementderinvertiertenKrimmungsmatrix:

Ap; = (a™ V)i (6.11)

Sie gebendie erlaubtenVvariationeneinesParameterainter gleichzeitigerlaubterRejustierungder
andererParametewieder Bei Modellen,bei denereinigeder Parameteuntereinandestarle Korre-
lationenaufweisensinddie korreliertenFehleroft deutlichgroRerals die unkorrelierter.

6.5.6 Die Gittersuche

Diesist ein sehreinfachesVerfahrenzur Sucheder Minima von x? im ParameterraunEs kannfol-
gendermasserusammengefdtwerden:

Wabhle Startwerte fir die Parameter ag und Schrittweiten da; fur jeden Parameter und be-
rechney? mit dieser Startkonfiguration.

Iterier e bis zur maximalen Anzahl an Iterationen oder bis Konvergenzerreicht ist:

Mache einenDurchlauf fur alle Parameter a;:

e InkrementiereParameter;; um +da; undberechne¢?, wobeidasVorzeichersogevahltwird
daRy? abnimmt.

e WiederholeobigenSchritt solange pis x? wiederansteigt.Dies bedeutetdassein Tal durch-
schrittenwird.

e Benutzedie letztendrei Werte des Parametersy; (die dasMinimum einschlie3enund die
zugetirigenWertevon x2, um dasMinimum derParabel die durchdiesedrei Punktegeht,zu
interpolieren:Seienp:, po, p3 die drei letztenWertevon a; und x?, x3, x3 die dazugebrigen
Wertevon x?2, soemibt sichderneueWertvona; zu

2.2 2. .2
X3 X3~ X2"X2
a; =p3 — da; - +0.5]. (6.12)
! ! (x%-x%—2x%-x%+x§-x§

e Wennsichx? nichtmehrminimierenlasstyerminderedie Schrittweiten.

Die Gittersucheist einfach zu implementiererund zeichnetsich dadurchaus, dasskeine kompli-
ziertenBerechnungemlurchzutihrensind. Der grof3teNachteiltritt auf, wenndie Parameteuunter
einanderstarkkorreliert sind (sieheAbbildung 6.1). In diesemFall kanndie Minimierungin einer
ParameteiRichtungdie in denandererzerstren. Weiterhinhat der Algorithmuskein Wissenuber
die RichtungdesstarkstenAbstiggs, wie er durchdenGradientergegebenist. Dementsprechenidt
die Gittersuchdn diesenFallensehrlangsam.

“Die Kopplungsknstanterder Mean-Field-ModellebesitzerdieseEigenschaft.
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Abbildung 6.1: VeranschaulichunderAbhangigkeitdesy? vonzwei Parameteriix- undy-Achsein willk tirli-
chenEinheiten).Der treppenbrmige LinienzugbeschreibdenWeg, dender Gittersuche-Algorithmugehen
wirde.

6.5.7 Die Methode nach Powell

Powells MethodekuriertdenNachteilderGittersuchéeikorreliertenParameternDiesgelingtdurch
Einfuhrungsogenanntekonjugierter Richtungen Sie sind so definiert,dasseine Minimierung ent-
lang einersolchenkonjugiertenRichtungnicht die vorausggangenMinimierungenzersbrt. Dieser
Algorithmusbestehtlementsprechermuszwei Bestandteilen:

e EinemAlgorithmus,derausgehengon einemPunktP und einerRichtungs denParameten
sobestimmt,dassdasy?(P + i) ein Minimum annimmt.

e EinerRoutine dieiterativ die konjugiertenRichtungerbestimmt.

Das KonzeptkonjugierterRichtungensoll nun formalisiertwerden.Das x? unseresProblems
kannin derNaheeinesPunktes'in eine TaylorReiheentwickelt werdengeraf

2= | = 2 aX2 1 82X2
x“ (P + %) = x*(p) +;a—xixi+§izjmximj+..., (6.13)
waswir bisin quadratisch®©rdnunganrahernkdnnendurch
c—b-F+i7 A7, (6.14)
wobei
ci=x2p), b:=-Vxly Aij= aijg; |- (6.15)

Die Matrix A ist unsbereitsobenbegegnet,esist die Hessesch#atrix. In obigerNaherungberech-
nenwir denGradienterzu

Vyl=A-%—b. (6.16)
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Bei Bewegungin einerRichtungd ist die AnderungdesGradienterdemzufolge
5(Vx?) = A- (62). (6.17)

Wennwir unsnunin einer Richtunga zu einemMinimum bewegt habenund in der Richtung v
fortschreiterwollen, ohnedie Minimierungin Richtunga zu zerstren,mussdie AnderungdesGra-
dientensenkrechizu # sein.Darausemibt sich

0=a-6(Vx*) =i -A-7. (6.18)

Gilt dieseBedingungsind# und konjugierteRichtungen.
Powells urspiinglichesRezepizur Minimierung einerFunktiony? lautetwie folgt:

¢ InitialisiereeineMengevon Richtungeni; alsBasisektoreni; =¢;, i =1,...,n.
e lterieredie folgendenSchritte,bis x? nicht mehrabnimmt:

— Speicheralie Startpositionalspyg.

— Furi = 1,...,n: bewege p;_1 zum Minimum entlangder Richtung; und nennediesen
Punktp;.

— Furi =1,...,n: dj41 — U.
— Setzep,, — po — Un.
— Bewegep,, zumMinimum entlangderRichtungi,, undnennediesenPunkt.

Der Algorithmus (der quadratischkonvergiert °) kannin dieserForm leider nicht fur numerische
Rechnungewerwendetverden,daer ein ProblemverursachtDurch dasErsetzervon @; durchdie
Richtungp,, — py tendiertdasVerfahrenzur Erschafung von linearablangigenRichtungendie nur
einenUnterraumdesgesamterzur VerflgungstehenderParameterraumesufspannenAus diesem
Grundmussesfir praktischeAnwendungemmodifiziert werden.Eine mogliche Art der Modifizie-
rung,die aufPowell zurickgehtundim Fitprogrammimplementierist, soll hier besprochemverden.

Quadratischekonvergenz wird zugunstenandererStratgyien aufgeyeben.Dies kann durchaus
sinnvoll sein,wenndie zu minimierendeg~unktionin weitenBereicherschlechtdurcheinequadrati-
scheForm angerhertwerdenkann.

Pawells Ideeist, weiterhinp,, — py als neueRichtungzu akzeptierenZusatzlich wird aberdie
Richtung,in derdie zu fittendeFunktionim vorherigenlterationsschritum dengrof3tenBetragab-
nahm,verworfen. Auf dereinenSeiteerscheintlasnicht sinnvoll zu sein,dennim voranggangenen
Iterationsschrithat sich dieseRichtungals erfolgreichstenerausgestellAuf derandererSeitewird
wahrscheinlichein gro3erTeil der neu hinzuzufigendenRichtungeine Komponentén die alte er-
folgreicheRichtungbesitzen Sie zu verwerfenhilft dasEntsteherlinear abtangigerRichtungerzu
vermeiden.

DiesesKonzeptwird nochverfeinert,um Situationengerechtzu werden,in denenesbesseiist, die
erfolgreichsteRichtungnicht zu verwerfen Wir definieren

X =x°(@0): xn=x"(@), xa=x"(2Pn— Po)- (6.19)

x2 isteinin derarvisiertenneuerRichtungextrapolierterPunkt.Mit Ay? bezeichnemir denBetrag
desgroRtenAbfalls der y2-FunktionentlangeinergevissenRichtungim aktuellenlterationsschritt.
UnterfolgenderBedingungersollendie altenRichtungerbeibehalterwerden:

e x2 > x2: Die Richtunggy, — o fuhrt nichtmehrzumErfolg.

°D.h. nacheinerim Vorausbestimmbaremnzahlvon Iterationenwird dasMinimum einerquadratischefrorm exakt
erreicht.
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o 2(x2 —2x2+3)[(xE —x2) — Ax?)? > (x2 — x2)?Ax?: EntwedemarderAbstieg entlangder
mittlerenRichtungnichtprimardurchdenAbstieg entlangeinereinzelnerRichtungverursacht,
oderesexistiert entlangder mittlerenRichtungeine starle zweite Ableitung und wir befinden
unsNaheanihrem Minimum.

6.5.8 Bemerkungenzu dendir ekten Methoden

Alle obenbesprocheneMethodenwerdenim RahmendieserArbeit ausgiebiggetesteundin Op-
timierungender Mean-FieldParameterangavendet.Dabeierweistsich der Bevington-Cuned-Step
als Uberragendeffektiv im Vemleich zur Gittersucheund der Methodenach Pawell. Wahrenddie
Gittersuchebei Problememit starkkorreliertenParameterrineffektiv ist, bleibt die Pavell-Routine
oft schonnacheinigenlterationenm Parameterraursteclen, d.h. die Bestimmungderkonjugierten
Richtungererweistsichin denvorliegenderProblemstellungealsnichtbesondergeeignetDeshalb
findenbeideMethodenbei denspaterenParameteranpassungkaine Verwendung.

6.5.9 Monte-Carlo basierte Methoden

Unter Monte-CarleVerfahrenverstehtmanim AllgemeinenVerfahren,bei denen(Pseudo)-Zlls-
zahleneineRolle spielen.

Die Erzeugungvon Zufallszahlen

Die Erzeugungron Zufallszahlemmit Hilfe einesComputersst einnicht-trivialesProblem Alle Pro-
zessegdie im Computerablaufensind nicht-zufillig und Systemedie weil3esRauschererzeugen,
kénnennicht immer angeloppelt werden.Ein oft einggangeneiKompromillist, gar keine echten
Zufallszahlerzu erzeugensondernsogenannt®seudo-ZufallszahleliesewerdennacheinerRe-
cheworschrift,ausgehengon einemStartparametegdersogenannteseed), berechnetDie gleiche
seedflihrt so stetszur gleichenSequenzason Zufallszahlen.Fir unterschiedlichd’roduktionshufe
ist es deshalbnotwendig,eine andereseedzu verwenden Oft wird dafur die aktuelle Systemzeit
benutzt. Andererseitkonnenbei Testhufendie seedund damitverbundendie Pseudozu#liszahlen
gewollt unverandertbleiben,um denEinflussandereParameterauf die Ergebnissezu studieren.

Die meistenPseudozuliszahlenGenegatoren erzeugerZahlenmit gleichmaBigerVerteilungin
einemgewissenintenall. Oft ist manaberan (Pseudo)-Zudllszahleninteressiertdie eineranderen
Verteilunggehorchenz.B. der Gausserteilung.Gerader dieseVerteilunggibt esein Verfahren—
die Box-Miller MethodgBev92] —mit desserHilfe auszweiZufallszahlendie einergleichformigen
Statistik gehorchenzwei gausserteilte Zufallszahlengevonnenwerdenkdnnen.Wennr; und ry
die beidenzufallszahlenausder gleichformigenVerteilungsind, so emgebensich g; und g,, die der
Gausserteilunggerilgen,durch

g1 = +/—2Inrycos(27ry),
g2 = +/—2lnrsin(27r)). (6.20)

Im Allgemeinenkannfur beliebigeVerteilungsfunktionendenendie Zufallszahlengeriigensollen,

die sogenannt®ejection-Methodeerwendetverden[Thi99].

AnschlieBendverdendie unterschiedlicheMonte-Carlo-basierteMerfahrendiskutiert.

Senglisch,Saat
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EinfachesSampling

DiesesVerfahrenwahlt pro IterationinnerhalbvorgegebeneiSchrankn Zufallswertefiir die Parame-
ter und berechnety?. DiesesVerfahrenkannsinnvoll genutztwerden,wenn manwenige Anhalts-
punktefir geeignetesStartwertehat. Mit steigendeAnzahlvon Parameterrund damitsteigendeDi-
mensiondesParameterraumwird allerdingsauchdie Wahrscheinlich&it deutlichkleiner, sinnvolle
Startwertezu finden.

Simulated Annealing

Diesesverfahrenwird erfolgreichaufdasbeltihmteTravelling-Salesma®roblemangewendesiehe
z.B.[Num88]. Der Algorithmusist vergleichsweiseeinfach zu implementierenDas Monte-Carlo-
Verfahrenist durch Prozessén der Festlorperphysikinspiriert. Lasstman einenerhitztenKristall
abkiihlen,kanndie resultierendeStruktur starkvon dem Abkiihlungsprozesabrangen.Wird rasch
abgekihlt, kannderKristall in einemZustandgefrierendernicht demGrundzustanéntsprichtBei
langsameAbkiihlungdaggenhaberdie einzelnerMolekile geriigendZeit sichsoanzuordnendass
zujedemZeitpunktderenegetischglnstigsteZustanderreichtwird. Dementsprechengefindetsich
derKiristall am EndedesAbkihlensim GrundzustandDie Essenzierbeiist langsame#\bkihlen,
dasdenAtomenzu jedemZeitpunktdie Gelegenheitzur Neuordnunggibt. DieseStratejie wird bei
simulatedannealingumgesetzt.

SchnellesAbkiihlen kann mit rechenbasierte@ptimierungsmethodewerglichen werden.Der re-
chenbasiertélgorithmus gehtstetsdenWeg, der x? minimiert. Der EndpunktdiesesMinimierens
ist zwar immer ein lokalesMinimum, abernicht zwangsweisalasglobale.Um dieseszu erreichen,
mussder Algorithmusauchdie Mdglichkeit habenWege zu gehendie auslokalenMinima wieder
herausfihren,dafir aberauchfir dieseZeit x? wiederernbhen.Diesleistetsimulatedannealing Die
Vorgehensweiskannwie folgt zusammengetstwerden:

Initialisier e eine Starkonfiguration mit Variationen Av; der Parameter, die exteme Temperatur
T sowie die Abk Uhlungswvorschrift. Wiederhole die folgendenSchritte bis das Abbruchkriteri-
um erfillt ist:

e Erzeugedurch Variationder Parametemusder KonfigurationK mit korrespondiereram x?
eineneueKonfigurationK,. Berechnedaszugetirige x3.

e Berechney = exp(—(x3 — x2)/T). Fur ¢ > 1 wird die neueKonfigurationakzeptiertFalls
g < 1, Uberpiife, ob die Konfigurationdennochakzeptierwird (sieheunten).

e Aktualisieredie Temperatuff'.

Die Abkiihlungsprozedust dabeimeistensxternvorgebenundhangtnicht von der Qualitt der
erreichtenLdsungerah EskodnnenauchMechanismerbenutztwerden,die in Wechselirkung mit
denTestbsungerstehenz.B. kanndasSystemwiederaufgeheiziverden’, wenndasProgrammin
einemlokalenMinimum festzustec&n scheint.

Im Folgenderbeschreibemwir dasKriterium zur Akzeptanavon Konfigurationenm Falleq < 1.
Falls g kleineralsEinsist, wird eineZufallszahlzwischenNull und Einserzeugtlst diesekleinerals
q, wird die Konfigurationakzeptiertandernélls wir sieabgelehnt.

"EskannauchdasAbkuihlenverlangsamtverden.
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Die Erzeugungneuer Konfigurationen

Ausgehendron einerKonfigurationK wird in demobendamgestelltenAlgorithmuseineneueKon-
figuration erzeugt.Dazuwerdenalle Parameteder Elternkonfigurationmodifiziert. Dies kann auf
zweiverschiedenérten geschehen:

e Bestimmungeinergleichrmig verteiltenZufallszahlim Bereich—Aw;, +Awv; undihrer Ad-
dition zum AusgangswertiesParameters.

e BestimmungeinergausserteiltenZufallszahlauseinerum Null zentriertenGausserteilung,
wobeiin diesemFall Av; die Breite der Gausserteilungdarstellt. Auch hier wird dieseZahl
zumAusgangswertlesParameteraddiert.

Die ModifikationdereinzelnerParameteentsprichdemMutationsoperatoin genetischerlgo-
rithmen.In ihnenwird allerdingszufallsbedingfir jedenParameteeinzelnentschiedembermutiert
werdensoll odernicht. Da einegleichzeitigeMutation bzw. Modifikation aller Parameterinsbeson-
derebei groRenKorrelationerzwischenihnen, zu einerdrastischeverschlechterungesy? fithren
kann,stellt die Art der Mutationenin genetischemlgorithmeneineweitereMoglichkeit dar, simu-
lated annealingdurchzutihren.Die gaussbrmige VerteilungentsprichteherdemVorbild der Natur,
bei derdie Wahrscheinliché&it fir kleine Mutationengrof3erist, alsfir grof3e.DieseForm der Muta-
tionenerweistsichin dendurchgeiihrtenRechnungerals vorteilhaft gegeriiberder gleichformigen
Verteilung.

Diffusion Monte Carlo mit Simulated Annealing (DMC+SA)

Diesesin fi tit implementierteVerfahrenkombiniert Technilen auseinfachenDiffusion-Monte-
Carlo-Algorithmen [Thi99] mit simulatedannealing Bei diesemkombiniertenAlgorithmus wird
nicht ein einziger Parametergktor verandert,sonderneine ganzePopulationaus Laufern Beson-
derserfolgreicheLaufer konnenzufallsbedingtzur Gelurt von neuenLaufernfiuhren, Laufer mit
geringeremnkErfolg kbnnensterben Es werdenalsoin jederlterationzwei Schrittedurchgeiihrt: Im
Diffusionsshbritt wird perZufall fur jedenL aufereineneueKonfigurationerzeugtlm darauffolgen-
denVerzweigungssuitt wird Gberpiift, ob derLauferAusgangspunkiiir neueL auferwerdenkann.
Bewertetwird diesmit der FitnessdesL aufers,einer Funktion,die von demzugetldrigen x?, einer
Schrittweitedr und eineriteratv angepasste@rundzustandsergie® E; abhangt. Die Anpassung
von Ey verlauftin derin denRechnungezu dieserArbeit aufrechteinfacheWeise:ist die Populati-
onzuklein, wird Ey vergrossertum die Wahrscheinliché&it fir die Gelurt neuerLauferzu erhbhen.
Beim ErreichendesMaximumsder PopulationsgiRewird E, wiederiteratv verringert.BeidePro-
zessenverdenexponentiellgesteuertlim Laufe derlterationenpendeltsich so einePopulationsdil3e
ein, die zwischenEinsunddemerlaubterMaximumliegt.

Der AlgorithmuslasstsichauffolgendeArt formalisieren:

Initialisier e eine Startkonfiguration. Wiederhole die folgendenSchritte, bis das Abbruchkri-
terium erfllt ist:

e WahleeinenLauferundbestimmelr ihn die neuePositionim Parameterraum.

¢ BerechneseineFitnessy = exp(—A7[E — Ey|). Dabeiist A7 ein numerischeParameterder
fur jedenParametederKonfigurationK unterschiedliclyenvahltwird.

®Der Begriff Grundzustandsergie, der hier auchfirr den Parameterverwendetwird, entstammitDiffusion-Monte-
Carlo-RechnungerBei atomphysikalischeRechnungemntsprichtEy geradeder Grundzustandsergie desSystems.
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e Firg > 1 iiberlebderLaufer Uberpiife, ob neuel aufergeborerwerden BestimmeKonfigu-
rationenfir die Kinder ausgehendon der Elternlonfiguration.Falls ¢ < 1, Uberpiife ob der
Lauferliberlebtoderstirbt.

e AktualisiereEy in Abhangigleit von derPopulationsgif3e.

DasKriterium zum UberleberdesL aufersist aquivalentzum Kriterium der AkzeptanzeinerKonfi-
gurationbei simulatedannealing

Diesesverfahreneignetsichhenorragendzu einertrivialenParallelisierungDadie einzelner_aufer
vollig unablangigvoneinandedurchdenParameterraupropagierenlassersiesichaufverschiede-
neProzesseerteilen,die aufverschiedeneRrozessorenderauchaufunterschiedliche@omputern
in einemlokalenNetzwerklaufenkdnnen Bei der Gelurt neuer_auferauseinerElternlonfiguration
kénnendie Kinder sofort auf freie Resourcerverteilt werden.Auf dieseWeiselieRensich Popula-
tionenvon mehrererhundertLaufernpropagierenMit Paketenwie PVM oderMPI kdnntemandie
Parallelisierungrealisieren.Sie konnteim Rahmender Arbeit nicht mehrdurchgeiihrt werden,ist
abereininteressantegukunftsprojekt.

EineweitereModifikation desVerfahrenskanndarinbestehendassder SchrittdesL aufersnichtaus-
schlieBlichzufallsbasiertvonstattergeht. EventuellkdonnenseinebisherigenKonfigurationen(und/
oder die der andererL aufer) dazubenutztwerden,seineUmgehung im Parameterraunzu model-
lierenunddadurchsinnvolle Kriterien fur denwahrscheinlichertrfolg seinesnachsterSchritteszu
erstellen.

6.6 Teststudien

6.6.1 Eine einfacheTestfunktion

Die FunktionsweisalesDMC+SA Algorithmuswird anhandder Pade Approximationan die Ex-
ponentialfunktiondagestellt.Im Intenall [0, 10] soll die Funktion f(z) = exp(—z) durchdie 2-
ParameteiFunktiong(z) = (1 + a - z)/(1 + b - x) angefittetwerden.Das x? ist dabeidefiniert
durch

10
> (f () ;g(:vi))2 (6.21)

i=0 g

und hat ein eindeutigesMinimum. Die Wahl der A; ist dabeifur dasErgebnisnicht wichtig. Der

DMC+SA-Fit wurde fur iiber500 Iterationenmit einer maximalenAnzahl von 10 Lauferndurch-

gefuhrt. In Abbildung 6.2 ist dieserTestlaufdokumentiertMan erkenntdie groRenFluktuationen
von x2 wahrendder ersten100 Iterationen danachwerdendie Fluktuationengeringer Diesist eine

Folge desexpontiellenAbklingensder TemperaturNach200 Iterationenbestehtie Populationnur

nochauseinemLaufer dadie andererlauferaufgrundihresgeringenErfolgesgestorbersind. Dies

fuhrt zu einerErhbhungder Grundzustandserge E,, daraudolgt dannabderca.240.Iterationdie

Gelurtvon neuen_aufern.Ab diesemZeitpunktwird die Grundzustands-Ergie Ey wiedergesenkt.
Die SteuerunglerGrundzustandserge verlauftexponentiellMan erkenntbeidiesemrestlaufdeut-
lich, dassder Algorithmusgrof3eParameterbereich@urchquertehedie Lauferzu denenddiltigen

undeindeutigeroptimalenParameterrkorvergieren.

6.6.2 Endliche Kerne

Im diesemAbschnittsoll eine DMC+SA-Fitprozeduifiir dasPunktlopplungsmodé mit der NHM-
Fitstratgie (sieheAbschnitt6.7.1)besprochemwerden DieseFitstratgie wird weiteruntenvorgstellt.
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Abbildung 6.2: Von obennachuntensind zu sehen:x?, die Werte der beidenParameteder Pade-Naherung,
die Temperatuunddie Grundzustands-Engie.
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An dieserStelleist die genaueAuswahl der Obserablennichtwichtig. In Figur 6.3ist ein Lauf Uber
5000Iterationerdagestellt.Die maximalePopulationsdi3ebetiagt4 Laufer Die Parametesinddie

Kopplungsbknstanterdesin Kapitel 2 vorgestellterPunktlopplungsmodedl. Esist fiir jedenParame-
ter sowie dasy? jeweils der Minimal- und Maximalwert dagestellt.Die ersten1000Iterationensind

gepiégt von starken Fluktuationendes x2. Die Grundzustandsergie zeigtimmer dannErhohun-

genwennwegenMisserfolgsL aufergestorbersind,um die Wahrscheinlich&it fur die Gelurt neuer
Lauferzu erlbhen.Man erkenntauchhier, wie gro3eBereichedes Parameterraumdurchidmmt

werden.Zusatzlich dazukann manden Einflul3 von Parameterérrelationenauf die Wege im Para-
meterraunmerkennen.Die grof3tenKorrelationenbestehernier zwischenas und ay, welchegerade
durchihre Summedie GroRedesKern-Potenzialsnddurchihre Differenzdie Spin-Bahn-Krafsteu-
ern. Figur 6.4 zeigtfiur die Parameterxs und oy fir die ersten3000 Iterationender Simulationdie

einzelnenPunkte,die zu denLaufernkorrespondierenDies verdeutlichtdie Streuungder Parame-
terldsungenm ParameterraunParameter@rrelationeruntersuchemvir ausfihrlichim Kapitel 7.

6.7 Die Fitstrategien

6.7.1 Endliche Kerne

Um ein Punktlopplungsmodeltur Beschreiling von endlicherKernenzu erstellenmiisserdie Ob-

senablen,diein daszu minimierendey? eingehenausihnengevonnenwerden Die bulk properties
von symmetrischeunendlicherKernmateriegeriigennicht, um alle Kopplungsknstanterfixieren

zukodnnenWir besprecheim folgenderewei Fitstrategien dieim RahmerdieserArbeit verwendet
werden.Unter einer Fitstratgie versteherwir die Auswahl der gevahltenObserablensowie ihre

relative Gewichtungim totaleny?.

Fitstrategie NHM

DieseFitstratgie entsprichtdemVerfahren,dasin [Nik92] verwendetwurde,um die Kraft PC-LA
zufitten.

Tabelle6.1zeigtdie gavahltenObsenablenundKerne DieseFitstratgie wurdeim Rahmerdie-
serArbeit fir die explorativen Fits mit DMC+SA benutzt.Die geringeAnzahlan zu berechnenden
KernengarantierteinegeringeRechendaugpro IterationsschrittAuf derandererSeiteist die Wahl
der Obsenablengeeignet einenerstenkEindruck von der Qualitat einer Parameter&nfigurationzu
liefern. Ein geringesy? ist gawissermaferine notwendige(leider keine hinreichendeBedingung
fur eineguteKonfiguration Die Spin-Bahn-Aufspaltungetdie bei diesemSatzvon Obsenablenan-
gepasstverden hangeniberdie funktionaleForm desSpin-Bahn-Potenziais denRMF-Modellen
vonderKombinationly, — Vs ah Diesist beieinererstenExplorationim Parameterraumutzlich, da
starle KorrelationerewischendenParametermesskalarerund desvektoriellenPotenzialdestehen
(unterschiedliché&ombinationerergebenstetsdasK ern-Potenzialon ~ 50 MeV). Die Spin-Bahn-
Aufspaltungeriesterdie absoluteGroRederPotenzialegenauerdie GrolRederSummehrer Betrage.

Fitstrategie NL-Z2

DieseMethodewurdebereitserfolgreichvon Prof. Reinhardverwendetum die RMF-FR-Kraft NL-

Z2 [Ben99 anzupasserts werdenObsenable von 17 (semi)-magischeiKernenin denFit einbe-
zogen.Dazu gehiren Bindungsengien, rms-Radiender LadungsdichteDiffraktionsradienOber

flachendickn und Pairing-Gaps Eine genaueAufstellung der gevahltenObserablenzeigt Tabelle
6.2.

Ggyerniber alterenFitstratgien enthalt die neueStratgie mehrlsotopevon Zinn und Bleikernen,
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Abbildung 6.3: Die oberenGrapherzeigenfir jedenParameterdesPunktlopplungsmodellslenminimalen
und maximalenParameterwertnnerhalbder Population.Unten sind das x? savie TemperaturAnzahl der
Lauferund Grundzustandsengie als FunktionderIterationsnummeaufgetragen.
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Abbildung 6.4: Durchdie Populatiorangenommen®/erteder Parameters unday, die korrespondierenden
x2-Wertesawie die PopulationsgiReund die Temperatur

Obserable Fehler 60 8sr 208pp
Ep 0.15% + + +
reh 02% + + +
e 50% + + +
€ 50% + + +

Tabelle 6.1: Obsenablenund gewahlte Unsicherheiten(Fehler) AO fur den Satzan Obsenablen, der in
DMC+SA-Explorationenzur Anpassungder neuenPunktlopplungskraftverwendetwird. Eg kennzeichnet
die Bindungsenagie, S ist derrms-Radiusder Ladungsdichtesf, undell sinddie Proton-undNeutron-Spin-
Bahn-AufspaltungerEin + kennzeichneObsenablen,die in dastotale y? eingehenExperimentelléVerte
sindnachzuleseim [Nik92].

savie mehrsemimagisch&erne,die die Kraft im IsovektorKanal bessefixieren.

Die Paarkraftsarken sind Teil desParametergktorsundwerdensimultanmit denMean-Field-Rra-
meternangepassDie relevantenObsenablendafur sinddie Pairing-GapsSiewerdenim Programm
gemaf

A = ok WOk [k [

S, ueon (6.22)



80 DasFittender Modell-Parameter

T s BB BRODEE R

O OO0 Z2Z N NG & & 3 a & 5 & o =

Obserable Fehler 2 & ¥ 8 8 8 &8 = = & 8 & 2 ¥ 8§ & W
E 02% + + + + + + + + + + + + + + — + +
Rgms 0.5% + + + - + + + - + + 4+ - - - - + -
o 1.5% + + + - - -+ - - - - - - - - o+ -
réh. 05% — + + + + 4+ + — 4+ — 4+ — — — + + +
Ap 0.05MeV - — — — — — — — — — — — 4+ 4+ — - -
Anp 0.05MeV - — — — — — — — + + 4+ — — — — — -

Tabelle6.2: Obsenablenund genvahlteUnsicherheiterfFehler)AO fur denSatzan Obsenablen,derzur An-
passungler neuenPunktlopplungskraferwendetwird. Rgms ist der DiffraktionsradiusySh derrms-Radius
derLadungsdichteg die Oberfichendickund A, und A, sinddie Proton-undNeutron-Riiring-GapsEin +
kennzeichne©bserablen,die in dastotaley? eingehen.

berechnetDie Anpassungler Paarkraftsarken verhalt sich orthogonakzu der Anpassungler Mean-
Field-Parameterd.h. die Anpassungder Paarkraftsarken wird im Wesentlicherdurch die Pairing-
Gaps,welcheTeil derFitdatensind, verursachtDies auf3ertsichauchin der Tatsachedasssichbei
denPaarkraftsarken— im Gegensatzu denMean-Field-Rrametern- die korreliertenund unkorre-
lierten Fehlerkaumunterscheiden.



Kapitel 7

DasPunktkopplungsmodell:
Parametersatze

7.1 Kr afte mit weicher Zustandsgleichungin symmetrischer Kernma-
terie

PunktlopplungsmodeditendierenywennsieanObsenrablenvon endlicherKernerangepasswierden,
zueinerKompressibiliitin Kernmaterieron K ~ 210 oderhdher Diesbetrifft sovohl relativistische
Modellealsauchein nichtrelatvistisches Punktlopplungsmodél dasSkyrme-Hartree-Bck-Modell.
Esistinteressantu sehenwelcheKombinationnichtlineareParametedesPunktiopplungsmodedi
dag@en zu einerweichenZustandsgleichunfihrt. Aus diesemGrundwird dasModell fur sym-
metrischeKernmaterig(Parameteras, av, 8s, vs, yv) an Punkteder Zustandsgleichungon NL-Z
(K = 170 MeV) einmalmit v, (ParametersatklL-SV) und einmalohne~y, (ParametersatkiL-S)
angepassDie Punkteder Zustandsgleichungon NL-Z, die in denFit eingehensindin Abbildung
7.1 zu sehenSie sind im Dichtefenstepp = 0.013 — 0.299 [fm 3] ausga/ahlt. Die Parameterdes
RMF-PC-Modellsverdenmit derLevenbeg-Marquardt-Méetode angepassDie bulk propertiessind
in Tabelle7.1zusammengestellMan erkenntandenWertendeutlich,dassderFit mit derKraft NL-
SV eineZustandsgleichungrzeugtat, die deutlichnaherandervon NL-Z liegt alsdie von NL-S.
NL-S sagtfur die Kompressibiliat und die Bindungsengie deutlich zu kleine Werte voraus.Die
Sattigungsdichtébesitzteinen Wert, der weit tiber dem von herkbmmlichenRMF-Modellenliegt.
Ein Blick auf Abbildung 7.1 zeigtden Grundfur dieseungevohnliche Eigenschafivon NL-S: Die
Zustandsgleichungon NL-S schmigt sichim Bereichvon p ~ 0.15 [fm~3] sehrschlechtan die
Datenpunktean, wahrenddie Punktefir kleinereund gro3ereDichten gut angepasstverden.Of-
fensichtlichkanndie Krummungder Zustandsgleichungon NL-Z schlechtwidemgegebenwerden.
Interessanterweisebesondersveil in diesemBereichkeineFitpunkteliegen— verhalt sichNL-S fir
hoheDichtensehrahnlichwie NL-Z.

Der Fit von NL-SV andie Datenpunkteson NL-Z gelingtdeutlichbesserdie Krimmungder Zu-
standsgleichungird relatv genauwreproduziertSieistim Bereichder Sattigungsdichtetwasgrofer
wasim Vergleichmit NL-Z zu eineretwasgroRererBindungsenayie undKompressibiliitfiihrt. Die
PotenzialaderverschiedeneKrafte sind in Abbildung 7.2 daigestellt. Man erkennt,dassdiesesehr
genaumit denPotenzialemlerKraft NL-Z UibereinstimmenGroRereAbweichungerergebensichnur
fur hdhereDichten.Der VerlaufdesvektoriellenPotenzialsveichtnurfir NL-SV voneinemlinearen
Verhalterab,dadieseParametersatzinennichtlinearensoskalaivektorielen Termbesitzt.Der kor-
respondierendParameteryy hateinennegativen Wert. Diesfiihrt zu einemweichererverhaltenals
demlinearen.Die ParametederbeidenSatzesindin Tabelle7.2 aufgelistet Die nichtlinearenPara-
metervon NL-S sindsehrgrol3,waszu einerextremweichenZustandsgleichunfilthrt. Der Parameter

81
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NL-Z | NL-S | NL-SV
po [fm=3] 0.151 | 0.177| 0.153
E/A[MeV] | —16.18 | -15.31| -16.69
m*/m 0.583| 0.52| 0.57
K [MeV] 173| 130| 192

Tabelle 7.1: Grundzustandseigenschafteon Kernmateriefir die betrachteterKrafte. Dabeibezeichnejpg
die Grundzustandsdicht&; /A die Bindungsenegie pro Nukleon,m* /m die effektive Masseund K die Kom-
pressibilitt.

30 T T T T T T T T T T T T T T Pl /I
— NL-Z
. RMF-PC NL-S .

————— RMF-PC NL-SV i/

0.0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
plfm’ ]

Abbildung 7.1: Die Abbildungzeigtdie Zustandsgleichungeron NL-Z und denzwei angepassteRMF-PC
Kraften,sawie die im Fit verwendeteatenpunkte.

~s ist bei NL-SV nurnochhalbsogro3wie beiNL-S. Der Grunddafur ist vy, dessemegativer Wert
eineweicheZustandsgleichungit kleinerenWertenvon s ermbglicht. Dastotale y? von NL-SV
ist deutlichniedrigeralsdasvon NL-S, wasdie obigeDiskussionunterstitzt.

Fits anendlicheKernemit diesenWertenzu initialisierensind nicht erfolgreich.Der Fitalgorith-
musendetoft in Bereichenmit sehrgroRenWertenfiir x2. Eine kleine Anderungder Parameteiin
diesenBereichenfiihrt zu intermedaren Parameter&tzen,die bei einzelnenKernennicht zu einer
korvergentenLdsungfihren.Dies kannals Anzeichengedeutewerden,dassdasPunktlopplungs-
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Abbildung 7.2: Die Abbildung zeigt die vektoriellen(oben)und skalaren(unten)Potenzialevon NL-Z und
denzweiangepassteRMF-PCKraften.

modell zur Beschreilong endlicherKerneeine hohe Kompressibiliait berotigt (sieheauchdie Dis-
kussionzur Kernmaterienveiter unten).Weiterhinscheintder Parametery, einewichtige Rolle fur
die Dichteablangigleit desModells,auchim Bereichder Sattigungsdichtezu spielen.

7.2 Kr afte fur endlicheKerne

7.2.1 Die Kraft PC-LA

Mit PC-LAwird derParametersataezeichnetgerin [Nik92] alsoptimalerSatzverdffentlichtwurde.
Er wurdenachder NHM-Fitstratagie gefittet,nachdentfits mit einergroRerenzahl an Kernenund
Obsenablennur unbefriedigendeergebnissegeliefert hatten.Die Autoren fandeneine Reihevon
lokalenMinima, von denerkeinesalsoptimalbzw. bevorzugtcharakterisienverdenkonnte.Deshalb
wurdedie Auswahl der Kerneauf die obendiskutierteneingeschinkt. Es egabsich eineKraft, die
hierim folgendenPC-LA bezeichnetvird (LA stehtfir LosAlamos.

Die Kraft PC-LA wird beidennumerischertrgebnissestetsalsReferenzkrafmituntersuchtsodass
einedetailierteDiskussionihrer Eigenschafteaufspaterverschobemvird (Kapitel 8). Hier sollennur
die wichtigstenPunkteaufgeahlt werden die eineVerbesserung/iiinschenswerhachten:

e Ein seltsamed/erhaltender Zustandsgleichungon Kernmateriedasdurchdie nichtlinearen
Parametehenorgerufenwird undeinedaraudolgendelnstabilitat desModellsfir groReDich-



84 DasPunktlopplungsmodé Parameterdtze

NL-S NL-SV

M[MeV] 938.9| 938.9
aglfm?] | -16.3636| -16.3949
Bs[fm?] 49.005| 34.0137
ys[fm8] | -214.168| -127.164
ay[fm?] | 10.4637| 10.9889
v /[fm8] 0.0 | -10.3037

% 441 380

Tabelle 7.2: Die Parameteder in diesemAbschnittdiskutiertenKrafte. Die letzte Zeile enthalt dasausdem
Fit resultierendeotale y 2.

ten.
¢ Schlechtereproduktiorder Spin-Bahn-Aufspaltungeim bekannterkKernen.

e Verletzungder ForderungnachNatirlichkeit der Parameteibei dennichtlinearenKopplungs-
konstanten.

Als ersteKonsisteniaberpiifung wurdeein Fit mit denParameterrerKraft PC-LA initialisiert und
mit demBevington-Cuned-StepgestartetDer Parametergktor zeigtenur eineminimale Variation,
bevor Korvemgenzerreichtwurde.DiesesErgebniszeigt,dassmit denimplementierterProgrammen
das(lokale) Minimum ausder Arbeit [Nik92] reproduziertverdenkann.

7.2.2 Die ersteneueKraft: PC-Fx

DieseKraft war die erstein FrankfurtgefitteteKraft (F stehtfur Frankfur), die in denobenauf-

gezahltenPunkteneinedrastisché/erbesserunfrachte Die Kraft entstandzurachstdurcheine An-

passunglesnichtlinearenPunktlopplungsmodéd an die Zustandsgleichungon Kernmateriewie

sievondemRMF-ParametersatiiL-Z vorhegesagtvird. DieserFit wurdejedochvorzeitigbeendet,
da nur geeigneteStartwertefur die linearenund nichtlinearenParametemgefundenwerdensollten.

Davon ausgehenavurdedasModell mit der NHM-Fitstratayie gefittet.Die Paarkraftsarken wurden
mit einerNaherungsformehus[Rut99 unterVerwendungler effektiven Massem* in unendlicher
symmetrischeKernmateriebestimmit:

*

m *

m

Vo=~ (5122037 )MeV - fm?, V= — (484 - 238" ) MeV - im”. (7.1)

m m

DieseKraft stellte bereitseine erheblicheVerbesserungegeriiber PC-LA dar Der enddiltige Fit
sollteaberausfolgendenGriindenmit der Fitstratgjie von NL-Z2 durchgeiihrt werden:

e Die NL-Z2-Stratgie erhalt einedeutlichgroRereMengean Kernenund Obsenrablen.Zusatz-
lich zur NHM-Strategie werdenauch Diffraktionsradienund Oberfichendickn angepasst,
dafur jedochkeine Spin-Bahn-Aufspaltungen.

e DurchVemleichmit der ReferenzkraffNL-Z2 kannder Einflul? der Fitstratgie sowie die Be-
deutungderendlichenReichweitestudiertwerden.

e Die Paarkraftsarken kbnnensimultanmit denParameterrangepasstierden.
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7.2.3 DieKraft PC-F1

Die Kraft PC-Flist das Resultateiner umfangreichenParameteneploration und dem darauffol-
gendemFit mit der Bevington-Cuned-Step-Prozed. Wie obenbereitsdiskutiert,erweistsich eine
Kombinationvon Monte-Carlo-\érfahrenmit rechenbasierteMethodenals sehreffektiv. Fur die
Parameteneplorationwurde aufgrundder hoherenGeschwindigkit die NHM-Strategie verwendet.
Eswurden,ausgehendon PC-Fx, mehrmalsPopulationenvon bis zu 4 Laufernauf die Reiseim
Parameterraungeschickt.Es wurde sehrlangsamexponentiellabgekihlt bei einer Starttemperatur
vonT = 1000 und einemAbkuhlfaktor von 0.999. Bei hinreichendgeringerTemperatumvurde —
ausgehendon denParametedsungerder Laufer— die NHM-Stratagie mit Bevington-Cuned-Step
verwendetFihrte dies zum Erfolg, d.h. zu einerweiterendeutlichenVerringerungdes x?, wurde
erneutein Fit durchgefihrt, diesmalabermit der NL-Z2-Stratgyie und Bevington-Cuned-Step.

Wie manin Fig 6.3 erkenntkann,werdendurchDMC+SA grof3eParameterbereichgurchgemmt,
so dassdasAuffinden der relevantenMinima sehrwahrscheinlichist. Diese Prozedurkann damit
auchprinzipiell dasmanuelleAuspiobieren der StartwerteersetzenSie wird durchdie vorherigen
Explorationermotiviert, die einesehrhiigeligeStrukturder x? Flachezum Vorscheingebrachhat-
ten.

Kopplungsknstante Wert | Dimension| nichtkorrelierterFehler| korrelierterFehler
as -14.9357 fm? 0.00040 0.12
Bs 22.994 fm® 0.0048 1.1
Ys -66.7657 fm8 0.047 9.5
ds -0.6346 fm?* 0.0013 0.14
ay 10.0979 fm? 0.00037 0.12
W -8.918 fm?® 0.039 4.9
v -0.1807 fm? 0.0011 0.14
aTy 1.350 fm? 0.016 0.15
o1V -0.063 fm* 0.040 1.07
Ve —-321 MeV fm? 4.1 6.4
N —308 | MeV fm3 3.6 7.2

Tabelle 7.3: Die Kraft PC-F1.Zu jederKopplungsknstantesind die korrespondierendennkorreliertenund
korreliertenFehleranggebenDastotalex? ist 99.1, x5, = 2.11,x3; = 2.75.

Im Vegleichzu PC-FxhatPC-FlalszusatzlichenFreiheitsgraainenAbleitungsternin deriso-
vektoriellenVektordichtemit demParametebty . Die HinzunahmeadiesesTermsgibt demisovektori-
ellenKanalder Wechsekirkung die gleicheFlexibilit at wie denisoskalarerKanalen,undbehandelt
sie,von denNichtlineariitenabgeseherauf gleichemNiveau.Der korrelierteFehlerdiesesTerms
machtihn jedochmit demWertNull vertraglich,sodassdieseErweiterungnichtgenauixiert werden
konnte.

Mit derKraft PC-F1hatdasPunktlopplungsmodéleine Qualitat, die mit denRMF- und SHF-
Modellenvergleichbarist. DieseBehauptungwird bei der Diskussionder numerischerkErgebnisse
untermauertinddokumentierverden. Dasy? desFits betigt99.1, dasy? von NL-Z2 ist 132,
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Zur BewertungderKraftekonnennebendemtotaleny? nochzweiweitereZahlenhinzugezogen
werden:dasy?® pro Datenpunktxz, savie dasx? pro Freiheitsgradengl. degreeof freedom),x;.
Die Zahl der Datenpunktdst die Anzahl an Obsenrablen,die in die Anpassungler Parameterein-
gehenDie AnzahlderFreiheitsgraderrechnesich ausder Anzahlder Datenpunkteabziglich der
Anzahlderim Fit variiertenParameterWir werdenalle drei Wertefur die einzelnerKrafteangeben.

7.2.4 Die gefittetenPaarkraftstarken

Die Paarkraftsarken fur PC-F1lwurdenwarenddesFits der Modell-Parametetbestimmt,inre Werte
sind
Vp = —321 MeV-fm3, V;=-308 MeV -fm3.

7.2.5 Bescheibung der angefittetenKerne mit PC-F1

In Abbildung 7.3 sind fur die Krafte PC-F1und zum Vergleich NL-Z2 die prozentualerehlerder
gefittetenObserablengezeigt.Auf der rechtenSeitesind die Uberjeweils alle Obserableneiner
GruppegemitteltenFehlerzu sehenDie Kraft NL-Z2 hatbei denBindungsengyien einendeutlich
kleinerenFehleralsdie Kraft PC-F1lundbleibtinnerhalbdesbeider Anpassungeforderteri-ehlers.
Die Kerne*®Caund®®Ni verursachedie groRtenSchwierigleitenbei beidenKraften.RMF-PC+PC-
F1zeigtbeidenrms-undDiffraktionsradierdeutlichbesser&rgebnisseDie FehlerbeiNL-Z2 tiber
schreitendie beim Fit geforderteGenauigkit. Die Oberfichendickn werdenbei NL-Z2 mit etwas
besserefGenauigkit reproduziertals bei PC-F1.DieseObserable verursachbei denbetrachteten
Kraftensawie generellbei RMF Modellendie groitenSchwierigleiten: Oberfachendickn werden
tendenzielunterschtzt, wobeider Grunddafur nochunklarist.

7.2.6 Parameterkorrelationenin PC-F1

Wie wir in Tabelle7.3 gesehetmabenpesitzerdie ParametederKraft PC-F1grof3ekorrelierteFeh-
ler, die oft eineGroRenordnungroRersindals die nichtkorreliertenFehler Grindedafur sindgrof3e
KorrelationerewischendeneinzelnenParameternin diesemAbschnittwollen wir einigezwischen
jeweils zwei Parametermbetrachteh DasErgebnisdieserBetrachtungekannin zukiinftigenAnpas-
sungenvon Parameteriverwendetverden.

Die wichtigsteKorrelationim PunktlopplungsmodelbestehtzwischendenParameternxs und ay,
die mit dendazugebrigenTermendengrotenBeitragzumKern-Potenzialiefern:

Vkern = asps + aypy = 50 MeV. (7.2)

Wir wertenim Folgendendastotale x? von unterschiedlicheiKombinationerder zwei jeweils be-

trachteterParameterausund stellenesmit Hilfe einerGrauskalalar Die Variationender Parameter
in Abbildung 7.4 (sawie denfolgendenAbbildungen)sind entsprechendhrer korreliertenFehler
gewvahlt. Man erkennt eine deutlich lineare Kombinationder Parametemit mehrerenBergen und

TalernentlangeinerDiagonalen DieseKorrelationist verstindlich,da sich ein Kern-Potenzial/on

~ 50 MeV durchverschieden&ombinationenvon as und ay realisierenasst.Allerdings deuten
die Erhohungenin x? fir gawvisseKombinationerdaraufhin, dassdieseRealisatiomicht mit allen

Kombinationergleich gut gelingt. Sensitv auf die Summeder beidenParameteist dasSpin-Bahn-
Potenziallnnerhalbder korreliertenFehlerzeigensich dadurchjedochkeinegrof3enAuswirkungen
aufdasy?.

Die ubrigenParametewerdenbei diesenRechnungemicht variiert.
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Abbildung 7.3: Prozentualédbweichungerder berechnete®bsenablenvon denexperimentellerDatenfir

die Krafte PC-F1(volle Rauten)JundNL-Z2 (Quadrate)von obennachuntensind Bindungsenagie, Diffrak-

tionsradiusOberfchendick undrms-RadiusufgetragenDie Grafikenrechtszeigenjeweils dengemittelten
Fehler
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Abbildung 7.4: Parameterkrrelationzwischenas und ay. Aufgetragenist in der Grauskaladastotale x2.
Werte grof3erals 155 sind weiss.Die Parameterkmbinationder Kraft PC-F1entsprichtder Mitte der Abbil-
dung.

Noch etwasanderesvird durchAbbildung 7.4 deutlich: esexistierenverschiedendokale Mini-
ma, dereny? sichkaumunterscheidetGenaudieseProblematikhattezu den StudienausKapitel 6
gefuhrt.

R. J.FurnstahundMitarbeiterschlagervor, bei ParameteranpassungemdenneuenParametern

Qsymme= as + av, (7-3)

Qdifferenz = Qs — Qv (7-4)

UberzugeherymdieserKorrelationerRechnungutragenFur97, Fur9g. DemProblemderlokalen
Minima kanndadurchallerdingsnicht Rechnunggetragenwerden.Die Korrelationerewischenden
Parameterndie vor denAbleitungstermemerisoskalarskalarenund vektoriellenDichte stehen(ds
undéy) sindin Abbildung7.5zusehenSiesindfastidentischmit denerderParameterys unday, die
wir obenuntersuchhabenAls Erklarungdafur kannwiederumdasArgumentherangezogewerden,
dassdasmittlere Kern-Potenziahur sensitv auf die Summeder beidenAnteile ausskalaremund
vektoriellemPotenzialst. Interessanist hierbei,dassdiesgenaus@uf die OberfchedesAtomkerns
zutrifft, fur die die Ableitungstermadie gro3tenBeitrageliefern.

Abbildung 7.6 zeigt die Korrelationenzwischenden zwei nichtlinearenParameternis und ~s.
Auch hier ist eine lineare Korrelation zu erkennen.Dieseist abernicht auf den ganzenBereich,
derdurchdie korreliertenFehleraufgespannist, ausgedehnDasbedeutetdasshier Korrelationen
mit andererParametermwichtig sind, wahrenddie KorrelationerderbeidenisoskalaredinearenPa-
rameterweitgehendunablangig davon sind. Die Parameter&rrelationeninnerhalbder korrelierten
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Abbildung 7.5: Parameterkrrelationzwischends unddy . Aufgetrageristin der Grauskaladastotalexy?. Die
Parameterkmbinationder Kraft PC-Flentsprichtder Mitte der Abbildung.

Fehlerfur die Kombinationems und ds savie ay unddy sindin Abbildung 7.7 zu sehenBei die-

serKombinationder Parametesiehtman,dassein eindeutigesvlinimum existiertundKorrelationen
kaumvorhandersind. Mit andereriorten: Fir einengegebenerParametersatgibt es genaueine
Kombinationder Parameteins und ds und ey und dy, die dasy? minimiert, d.h. esist ein starler

ZusammenhangwischerbeidenKopplungsknstanta festzustellenim Falle derParametedesvek-

toriellen Kanalsder Wechselirkung ist diesbesonderinteressantgasich éy deutlichvon demzu

erwartendenWertausder EntwicklungdesPropagatorslesw-Mesonsunterscheidet.

7.3 Parametersatzefir die erweiterten RMF-PC Modelle

7.3.1 Ein linearer Term in der isovektoriellen skalaren Dichte: PC-F2

Tabelle7.4zeigtdasErgebnisdesFits desneuerParametersatzeasit derErweiterungm isovektoriel-
len skalarerKanal,wodurchderzusatzlicheParameters eingefihrt wird. Die Kopplungsknstante
ist positv, wasden physikalischerErwartungenwiderspricht,da dieszu einemrepulsiven skalaren
Mesonkorrespondieremviirde.Die Summeder beidenisovektoriellenParameteientsprichtin etwa
demWertvon aty beiderKraft PC-F1.DerWertvon éty ist gegeriiberPC-F1lvergroRert.Weiterhin
sind die korreliertenund unkorreliertenFehlerkleiner gewvorden.Im Vemgleich zu PC-F1lwurde x?
um 0.6% vermindert.Zusatzliche Fitversucheergabenauchnegative Werte fir ats, wobeiin Be-
zugaufdie Beschreibing von ObsenablenkeinenennenswertebinterschiedederVerbesserungen
festzustellerwaren.
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Abbildung 7.6: Parameterkrrelationzwischen3s und-s. Aufgetragerist in der Grauskalalastotaley?. Die
Parameterkmbinationder Kraft PC-FlentsprichiderMitte der Abbildung.

7.3.2 Ein nichtlinearer Term in der isovektoriellen-vektoriellen Dichte: PC-F3

Tabelle7.5 zeigtdasResultatder ParameteranpassuminesParametersatzesit einemzusatzlichen
nichtlinearenTerm der isovektoriell-vektoridlen Dichte. Der zugeldrige Parametelist vry. Dieser
ParametebesitztgrolReunkorrelierteundkorrelierteFehler DerkorrelierteFehlerist mit Wertenvon
~y1v groRerodergleich Null vertraglich. Zusatzlich dazuhabensich die Fehlervon é1y vergroert.
Eswird deutlich,dassdieserzusatzliche Freiheitsgrachicht zufriedenstellendixiert werdenkann.
Dasx? dieserKraft ist nur um 0.3% kleiner als dasvon PC-F1.Der TestdieserKraft ergibt keine
nennenswert¥erbesserungegeriiberPC-F1.

Die Ergebnissaler letztenbeidenAbschnittemachendeutlich,dassdie Erweiterungerdesiso-
vektoriellenKanalsdesPunktlopplungsmodedl mit der hier verwendeterristratgie nicht sinnvoll
bewerkstelligtwerdenkdnnen.Aber geradedieserAspektder RMF-Modelle gibt uns noch einige
Ratselauf. Soist bishernochungekhrt, warum der Asymmetrie-koefizient in symmetrischeun-
endlicherKernmateriem Gegensatzu denmeistenSkyrme-KraftengroRerauséllt alsim Tropfen-
modell.

7.3.3 Ein Satzmit vier Ableitungstermen: PC-F4

Zuletzt studierenwir einenSatzvon Kopplungsknstantenin demdie achtlinearenParameteios,
ds, av, Oy, aTs, 07s, aty und éty enthaltensind. Die Propagatorendie zu demo—, w—, p— und
d-Mesongeloren, werdenalle bis zur gleichenOrdnungentwiclelt. Der ausdem Fit resultierende
ParametersatPC-F4istin Tabelle7.6 zu sehenDie Kraft besitzteinennegatven Wert fur ats, was
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Abbildung 7.7: Parameterkrrelationzwischenas undds (links) sowie ey unddy (rechts).Aufgetrageristin
derGrauskalalastotaley. Die ParameterkmbinationderKraft PC-Flentsprichider Mitte der Abbildung.

Kopplungsknstante Wert | Dimension| nichtkorrelierterFehler| korrelierterFehler
as -14.9359 fm? 0.00028 0.12
Bs 22.9875 fm?® 0.0036 1.1
vs -66.928 fm® 0.035 8.9
Js -0.6304 fm* 0.0017 0.12
ay 10.0986 fm? 0.00029 0.13
W -8.790 fm?® 0.029 4.5
dv -0.1847 fm* 0.0032 0.13
aTts 0.091 fm? 0.014 2.2
aty 1.262 fm? 0.013 2.0
o1V -0.09 fm? 0.02 0.34
Ve —321 | MeV fm? 2.8 5.2
N —308 | MeVfm3 2.5 4.1

Tabelle 7.4: Die Parameterdes SatzesPC-F2 mit einem zusatzlichenlinearenTerm in der isovektoriellen
skalarerDichte. Dastotalex” ist 98.5, x5; = 2.10,x3 = 2.80.

einemattraktiven Potenzialentspricht.Die Summears + aTy ist = 1.3, dasentsprichtdem Wert
von a1y in derKraft PC-F1.Es zeigtsich, dassdieserWert zwar durchdie Obserablen,an die die
Kopplungsknstanterangepasswerden bestimmtist, nichtaberdie Aufteilung aufdenskalarerund
vektoriellenKanal. Aufgrund der groRenkorreliertenFehlersind alle isovektoriellenParametemis
auf ary mit Null vertraglich, d.h. alle Erweiterungergegeriiber PC-F1sind nur sehrlosebestimmt
bzw. nichtwirklich relevant.
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Kopplungsknstante Wert | Dimension| nichtkorrelierterFehler| korrelierterFehler
as -14.9358 fm? 0.00038 0.15
Bs 22.9928 fmd 0.0046 1.22
Ys -66.8052 fm8 0.0454 11.3
Js -0.6337 fm?* 0.0013 0.15
ay 10.098 fm? 0.00036 0.17
W -8.903 fm8 0.038 54
dv -0.1819 fm?* 0.0013 0.15
aTty 1.382 fm? 0.016 0.10
YTV -124.6 fm8 70.6 225.2
oTv -0.06 fm* 0.07 0.25
Ve —-321 MeV fm? 4.4 55
N —308 | MeV fm?3 3.8 4.0

Tabelle 7.5: Die Kopplungslonstantervon PC-F3mit der nichtlinearenErweiterungim IsovektorVektor
Kanal.Dastotalex? ist 98.8,x% = 2.10,x3 = 2.82.

Hier stehenwir vor eineminteressanteRatsel: Obwohl der isovektorielle Kanal in Standard-
RMF-Modellensehrunflexibel ist (die ganzeAbhangigleit stecktim p-Mesonbzw. in seinement-
wickelten Propagator)]assensich Erweiterungemicht fixieren. Versionendes RMF-FR-Modells,
welcheTensorlopplungenderVektormesonefNL-VT1) oderdass-Meson(NL§-20) enthaltenzei-
genim Gegensatzu StandardkiftenkeineVerbesserungefRut99?.

Die Losungkannin einerErweiterungderFistratgie bestehemahingehendjasamehrKernemit
groRemisospin(exotischeKerne)oderinformationeniberNeutronenmateribericksichtigtwerden.

Die obenprasentierteffarameterdtzemacherdeutlich,dassSatzemit mehralsneunParametern
mit dergegenvartigenFitstratgie nichtbzw. nursehrungenawangepassterdenkdonnen Bereitsity
derKraft PC-FLlist nicht genaufixiert. Aus diesemGrundwirde davon abgeseherRarameterdtze
mit nochmehrParameterrzu untersuchen.

7.3.4 Reduzierungder Parameter und Zusammenhangmit Walecka-artigen Model-
len

In unseremAnsatzfir dasPunktlopplungsmodelkorrespondierzu jedemTerm,au3erdenTermen
fur die freien Nukleonenund denelektromagnetischefermen eine Kopplungsknstante DieseSi-
tuationunterscheidesichvon dermit RMF-FR-Modellen Dort sind Fits nicht sensitv auf die Werte
derMasserdesp- unddesw-Mesons sodassdieseParametebereitsvor der Anpassundixiert wer-
denkodnnen(diesgeschiehimit Hilfe der Werte ausEin-Boson-Austausch-Potealen). Solcheine
Moglichkeit kannesbeim Punktlopplungsmodélauchgeben obwohl die unkorreliertenFehlerfir

%Diesistin Bezugaufdie Tensorlopplungdesp-Mesonsnteressaniaihr Beitragin Ein-Boson-Austausch-Potenzialen
deutlichdendervektoriellenKopplungiiberwigt [Eri88].
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Kopplungsknstante Wert | Dimension| nichtkorrelierterFehler| korrelierterFehler
as -14.9352 fm? 0.00043 0.15
Bs 22.9787 fm?® 0.0046 1.3
Ys -66.904 fm8 0.045 125
ds -0.6308 fm* 0.0013 0.15
ay 10.099 fm? 0.00036 0.15
W -8.836 fm® 0.038 5.95
dv -0.1843 fm* 0.0013 0.14
aTs -0.231 fm? 0.018 1.5
61s -0.170 fm? 0.070 1.4
atv 1.533 fm? 0.016 1.4
dtv 0.004 fm* 0.0701.4

Ve —-321 | MeV fm? 4.4 4.9
W -308 | MeV fm? 3.8 4.2

Tabelle7.6: Die Kopplungsknstantewvon PC-F4mit vier AbleitungstermenDastotaley? ist 98.2,X§t =2.09,
2 —
Xgr = 2.89.

die Kraft PC-FL1lin dieserHinsichtkeineklare Aussageermbglichen(der Parametedry ist nur sehr
ungenatbestimmt).Weiterhinemibt die Entwicklungder mesonischePropagatoreeinendirekten
ZusammenhangwischendenParameterrder4-Fermionen-&rmeund denkorrespondierenaeAb-
leitungstermenlm RMF-FR-Modellwird die Kopplungzwischendennukleonischembichtendurch
einenPropagatomit endlicherReichweitevermittelt. Dieserkannentwickelt werden.Die wichtig-
stenTermesind der nullreichweitigeTerm und ein Term mit Ableitungen.Im skalarenFall emgibt

sich
3 3 92
— a
/d'r‘ﬁs N /drpsmg-i-ApS
+

s (90 o gl 2
~ /d 7"<m—02,05 1 (Vps) ) - (7.5)
<z N
as Js

Dabeiwerdendie entsprechenddParametedesPunktlopplungsmodellgekennzeichnetDie umge-
kehrtenRelationerautenentsprechend

m?, = asg/ds, g?, = —oz%/és. (7.6)

Die Beziehungetiir dasw- unddasp-Mesonlauten

a = 25 by =t (7.7)
mw mUJ
2 2
g g

avv = 5, dv="4. (7.8)
m m
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In Tabelle7.7sinddie (gerundetenKopplungsknstanta dervier angepassteRarameterdtzesovie

Kopplungsknstante| WertvonNL-Z2 | PC-F1| PC-F2 | PC-F3| PC-F4
as [fm]? -16.451 -14.936| -14.936| -14.936| -14.935
ds [fm]* -2.634 -0.635 | -0.630 | -0.634 | -0.631
ay [fm]? 10.665 10.098 | 10.099 | 10.098 | 10.099
v [fm]* 6.826 -0.181 | -0.185 | -0.182 | -0.184
aty [fm]? 1.389 1.350 1.262 1.382 1.533
Sty [fm]4 0.093 -0.063 | -0.09 | -0.06 | 0.004
ars [fm]2 - - 0.091 - -0.231
dts [fm]* - - - - -0.170

Tabelle 7.7: Die ausNL-Z2 berechneteriParameterund die korrespondierendexerte der Parameteratze
PC-F1bis PC-F4.

die Werte,die manausderKraft NL-Z2 extrahierenkann,anggeben Die Wertefir die isoskalaren
linearenParametesindin rechtguterUbereinstimmungglie ausNL-Z2 sind vom Betragher etwas
groRer Ein Grunddafur kannsein,dassim RMF-PCdie nichtlinearenTermeexplizit in denPoten-
zialenauftauchef, und auf dieseWeisedie totalenPotenzialevergroRern:sie sind wichtig fir die
akkurateBeschreilong der Spin-Bahn-Aufspaltungeim endlichenKernen.In Kapitel 8 werdenwir
beiderDiskussiorvon symmetrischeunendlicheiKernmateriesehendassdie GroliederPotenziale
bei RMF-FR-und RMF-PC-Modelleriibereinstimmt.

Fur die Parameteder AbleitungstermesrgebensichdramatischdiskrepanzeniNur in derKraft
PC-F4stimmendie VorzeichenderisovektoriellenAbleitungs-Rrametemit denenderlinearenPa-
rameteruberein.Dabeimussman aberbedenken, dasssie aufgrundder gro3enkorreliertenFehler
mit Null vertraglich sind. Die Wertevon a1y bzw. atvy + aTts stimmenbei allen Kraften mit dem
WertausNL-Z2 uberein.Diesfuhrt beidiesenModellenzu dererhbhtenAsymmetrieeneyie.

Der Parameterdy hatin allen Kraften dasfalscheVorzeichen.Um sicherzugehemndassdies nicht
durchdennichtlinearenTermin derisoskalarerVektordichteverursachivird, wurdeein Fit mit yy
durchgeiihrt. DieserbrachteaberkeineVorzeicheanderungir dy .

Die freie Wahl der Parameteder Ableitungstermeerlaubtes, diverseEffekte in dieseParameterzu
absorbierenDennochkdnnteesin derZukunftmoglich sein,gewvisseParametepderRelationerzwi-
schenihnenvor demFit zu fixierenund physikalischzu motivieren,waseineReduktionder Zahl der
freien Parameterzufolge hatte. Andererseitgleutendie obendiskutiertenDiskrepanzerdaraufhin,
dassechteAbleitungstermeein wichtiger BestandteidesModellssind. In zukiinftigenUntersuchun-
genkannmanauchiuberein Hybridmodellnachden&n, welchessonvohl Mesonerals auchgenuine
Kontakt-und Ableitungstermeoeinhaltet.

Denstarlen KorrelationerzwischendenParameterr{besondergwischenars und aty kannin Zu-
kunft eventuell durch modifizierte AnpassungssrfahrenRechnunggetragerwerden.So werdenin
[Fur9g fur gewissePaarevon ParameterrderenSummeund ihre Differenzangepasststattbeide
ParameteeinzelnanzupassemieskanndenVorteil habendasskleine Modifikationendiesemeuen
Parametemnicht zu drastischerAnderungerin x2 fiihren.Das Problemder unterschiedlichetoka-
len Minima bleibt aberweiterhinbestehenDie ErforschungderrelevantenKorrelationerstellt somit

3Im RMF-FR-Modellstehersiein derKlein-Gordon-Gleichundir dass-Meson.
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einewichtige AufgabedernahenZukunftdar

7.3.5 Kr afte mit Coulomb-Austauschterm

In Abschnitt C des Anhangsfinden sich vier Punktlopplungskéfte und eine Kraft desRMF-FR-
Modells, bei denenwahrenddes Fits der Coulomb-Austauschterrbericksichtigtwird*. Die An-
passungerrfolgtenmit demBevington-Cuned-Step-¥érfaltren ausgehengon denParameteritzen
PC-F1bis PC-F4,der SatzdesRMF-FR-Modellswurdeausgehengton NL-Z2 angepasst.

Die xy-WertedereinzelnerPunktlopplungskéfte zeigennur geringeUnterschiedeworausfolgt, dass
die HinzunahmedesCoulomb-Kraftnichtsan der Unmoglichkeit andert,die Erweiterungenm iso-
vektoriellenKanalanzupassemie x? sindinsgesametwasschlechtefca4%) alsdasderRMF-PC-
Kraft PC-F1.Dies kannbedeutendasssich die gegenwartige Hartree-\érsionnicht so gut fiir diese
Studieneignet.Andererseitsvurdenzum AnpassertieserSatzedie Startwerteder Krafte PC-F1bis
PC-F4verwendetDie sehrhiigeligeStrukturder y2-Hyperfiachelegt nahe dassandereBereicheim
Parameterraursxistierenkdnnen die eineVerbesserunderKrafte ermbglichen.

DieseKrafte konnenfir zukiinftige Studienverwendetwverden,in denender EinflussdesCoulomb-
Austauschtermstudiertwerdensoll. SeineBeriicksichtigungn Modellen,die bisherfastausschliel3-
lich in derHartree-Naherungrerwendetverdenst nichtkonsistentTrotzdemkdnnenersteExplora-
tionengemachwerden,umdie prinzipiellenEffekte zu verstehenEr kannspaterkonsistenin einer
Hartree-lBck-VersiondesPunktlopplungsmoded verwendetverden.

“Dieserist bei dentiblichenKraftennicht vorhanden.
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Kapitel 8

TestsdesPunktk opplungsmodells

"Das alsowar desPudelsKern.”
(J.W. v. Goethe)

8.1 Testkriterien und Auswahlan Obsevablen

In diesemKapitel untersuchemvir dasVerhaltendesModells mit der Kraft PC—F1im Bereichder
experimentellbekannterKernefur eine Vielzahl an Obserablen.Dabeivemleichenwir essowohl
mit experimentellerDatenalsauchmit andererMean-Field-ModellenDadurchkdnnenverschiede-
ne Einsichtengewonnenwerden:einerseitdernenwir etwas tiberdie Qualitat desneuenModells,
andererseitkonnenwir ausVemleichenmit andererModellenauchetwasiiberdenZusammenhang
bestimmterEigenschaftemer Modelle mit ihrem Verhaltenfiir bestimmteKlassenan Obserablen
lernen.So kdnnenwir z.B. den EinflusseinerrelativistischenBeschreibngsweisegegerilber einer
nichtrelatvistischea untersuchenpder auchden Einflussvon Nullreichweite gegeriiber endlicher
Reichweite(wie bei den RMF-FR-Modellen)studieren.Die Situationin der Kernstrukurist noch
immer so, dassdie Modelle nicht alle Obserable gleichzeitigmit ahnlicherQualitat beschreiben
kdénnen Die Auswahl derObsenablenbei der Anpassungler Kopplungsbknstanterbestimmtdabei,
welcheObserablenmit guterQualitat beschriebemverdenkdnnen.Die VemleichezwischenRMF-
PC,RMF-FRund SHFkdnnenhelfen,denEinflussverschiedeneingredienzierder Modelle auf die
Beschreibngvon Obserablenzutesten.

Wir werdenhaupt&chlich VergleichezwischendenbeidenVariantendesRMF-Modells (RMF-FR
und RMF-PC) ziehen,in einigenFallen betrachterwir auchdie Vorhersagerdes Skyrme-Hartee-
Fock-Modells.Dazuverwenderwir die Skyrme-Krafte SkI3[Rei95 undSLy6 [Cha9]. SLy6 wurde
konstruiert,um Kernemit groRemisospinsowvie Neutronenmateribeschreibezu konnen.Ski3 be-
sitzteineSpin-Bahn-KraftderenisovektorielleEigenschafteanalogzu denerdesRMF-FR-Modells
sind. Systematisch&ntersuchungeder Unterschiederon SHF- und RMF-Modellenfindensichin
[Ben97, Rut99.

8.2 Symmetrische,unendliche Kernmaterie

In symmetrischerunendlicherKernmaterielassensich die Mean-Field-Gleichungedeutlich ver-
einfachen.Die nukleonischeWellenfunktionensind ebeneWellen und wir habenEntartungdurch
Spinundlsospinvorliegen.Der ZusammenhangwischenFermi-Impulskgr undtotalerDichteistim

97
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Fermi-Gas-Modelfyegebendurch

k d3
Po—ZZ/F u :ﬁk?ﬁ-

IsospinSpin

Fur die skalareDichte ergibt sich
m* 1
ps= Z/ d*k — = —m"(key/kE + m*?
IsospinSpin k? +m VE +m*? T
kF‘l‘ k2+m*2
m?n—— Y ). (8.1)

m*

Aufgrund der raumlichenHomogeniat desSystemsverschwinderalle Termemit Ableitungender
Dichten.Die Gleichungerfir die Potenzialdauten

Vs = asps+ Bsps+ vspl,
W = avpo+ e
Die BeitragederisovektoriellenDichte zum mittleren Potenziaverschwinderaufgrundder Gleich-

heit von Protonen-und Neutronendichte Durch die gegenseitigeAbhangigleit von skalarerDichte
undeffektiver Massedie sichschreiberasstals

m* = asps + Bsps + Ysps, (8.2)

mussdasSystenfir die jeweils vorgegebeneBaryondichtdteriertwerdenIm GegensatzumRMF-
FR-Modelltaucherhier, wie wir schongeseherabendie nichtlinearenTermeexplizit in dereffek-
tiven Masseauf.

Die Enegie pro Teilchenemgibt sichausderTj,-KomponentelesEnegie-Impuls-Ensorszu

/1.2 *2
3 * * x4 kF+ kF+m
E/A = 8k3 (kF\/kE-i-m 22k + m*?) = m** In

m*
—  30%— 5Bspd — Sysps + avpf + S
NebenSattigungsdichtaund Bindungsengjie am Sattigungspunkist nochdie Kompressibiliét ei-

ne wichtige Grof3e.Sie entsprichtder Kriimmungder Zustandsgleichungm Sattigungspunkund
berechnesichzu

202 E/A

K=9 ‘ .
P 0p?  lp=po

(8.3)

Siespielteinewichtige Rolle bei Dichtefluktuationenwie sie z.B. bei Riesenresonanzexuftreten.
Der Asymmetrieloefiizient a4 lasstsichberechnemls[Rut99

k2
ay = (7': + %a%vpo> ‘ : (8.4)
6

/kg + m*2 P=po

Er stehtim Zusammenhanmit der Symmetrieengie im Tropfenmodell.

Tabelle8.1 zeigtfur die Krafte die Eigenschaftewon symmetrischerunendlicheiKernmaterie.
Die relatvistischenKrafte produzierereinehthereBindungseneyie und geringereDichte am Satti-
gungspunktals die Skyrme-Krafte. InteressanterweiseommendiesebeidenObserablenauchfir
NL3 grofllerherausalssieim Fit vorgeberwurden.Die RMF-ModellefavorisierendemnachgrofRere
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PC-F1| PC-LA | NL-Z2 | NL3 | SLy6| SkiI3
po (fm=3) 0.151 | 0.148| 0.151| 0.148| 0.159| 0.158
E/A (MeV) | —16.17 | -16.126| -16.07| -16.24| -15.90 | -15.96
m*/m 0.61| 0575| 0.583| 0.595| 0.690| 0.577
K (MeV) 270 264| 172| 272| 230| 258
as (MeV) 37.8| 37.194| 39.0| 37.4| 320| 348

Tabelle 8.1: Eigenschaftervon symmetrischeunendlicherKernmateriefiir die betrachteterkKrafte. po und
E /A bezeichnerlie Sattigungsdichteind Bindungsenagie pro Teilchen,m* /m ist dasVerhaltnisvon effek-
tiver Massezu freier Masse K ist die Kompressibilittunda, der Asymmetrieloefiizient.

Werte.Dieseaunterschiedlich&/erhalten daskein Effekt der Reichweiteist (RMF-FRundRMF-PC
verhaltersichin diesemHinsichtsehrahnlich),ist nochunverstandenDie Kompressibiliit kommtbei

denPunktlopplungsmodedin automatischielatv hochherausDer Wertist dennochrealistischeals
dervonNL-Z2 henorgesagtaVert,derdenheutealsrealistischeingestufteVertvon K =~ 240 MeV

deutlichunterschtzt. NL3 produzierteineKompressibiliéit von ahnlicherGrofe,allerdingswar hier
die AnnahmeK = 250 MeV BestandteildesFits. Die Tendenzzu einer Kompressibili&t groRer
alsx 240MeV scheinteineallgemeineEigenschafter Punktlopplungsmodét zu sein.Soerhalten
auchFurnstahlet al. [Fur9g8 Wertein dieserGroRenordnung@dernochhdhereWerte,abrangigvon

derAnzahlundArt derverwendeteTermeim AnsatzdesModells.

Der Asymmetrie-koefizient a4 liegt bei den RMF-Modellen systematiscthdher als bei den
Skyrme-Kraften.Diesessystematisch¥erhaltenist bishernochnicht gekfart. Der Wert desSkyrme-
Hartree-lBck-Modellsliegt naheramallgemeinakzeptiertenWertvon =~ 30 MeV.

In Abbildung 8.1 sind die Zustandsgleichungowie die effektive Masseder Nukleonenund der
Verlauf der isoskalarernPotenzialeeingezeichnetMan erkenntdeutlich den seltsamenverlauf der
Zustandsgleichungjir die alte PunktlopplungskraftPC-LA. Er fiihrt zu einemDichte-Isomelin der
ZustandsgleichungndlasstdasModell fiir DichtengroRerals p ~ 0.375fm 3 instabilwerden.Der
Grunddafur lasstsich an denPotenzialererkennen.lhr Verlaufist nicht monotonals Funktionder
Dichte, sondernihre SteigungverandertdasVorzeichen so dasssie beidebei p ~ 0.375fm=3 den
Wert Null erreichenGenauab diesemPunktexistierenkeine Losungerfir die Zustandsgleichung.
Die Ursachaliesedichte-Isomersst ein ArtefaktdernichtlinearerParametedesModellsundsollte
nichtalsphysikalisché/orhersagénterpretiertwerden.

Der nichtlineareTermin derisovektoriellen-ektoiiellen Dichte bei PC-F1fiihrt zu einemwei-
cherenVerlaufals bei denRMF-FR-Kraften.Im RMF-FR-Modellkannsolchein Verlauf, derauch
durchResultateson DBHF-Rechnungenmotiviert wird [Sug94, durcheine Selbstwechsalirkung
desw-Mesonserreichtwerden Wahrenddiesedie VorhersagekraitiesRMF-FR-Modellsnicht stark
verbessertfiihrt die Nichtlinearitit beim Punktlopplungsmodelzu einer sichtbarenvVerbesserung
(siehe[Nik92]). Grund dafur kann die unterschiedlichéParametrisierungler mittleren Felderals
Funktionder Dichte sein.RMF-FR-Krafte mit nichtlinearenyektoriellenTermenproduziererweni-
gersteifeZustandsgleichungeais Modelle ohnedieseArt von Selbstwechselirkung desw-Mesons
[Rut99. Die weichereZustandsgleichungon PC-F1lasstsich auchmit derim Verhaltnis zu den
RMF-FR-Kraften etwas groRereneffektiven Massein Verbindungbringen,siehe[Bog83, Rut99.

Die Coulombkraftwird in Rechnungerzu Kernmaterienicht beriicksichtigt,da sie aufgrundihrer groRen(mathema-
tischsogarunendlichenReichweiteeinenunendlichgrol3enEnegiebeitradiefern wirde.
’DBHF = Dirac-BriicknerHartree-fock
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Abbildung 8.1: Die linke Abbildungzeigtdie Enegie pro TeilchenalsFunktionderBaryonendichtéir die an-
gegebenerKrafte. Auf derrechtenSeitesinddie effektive Masse(obereFigur) unddie Mean-FieldPotenziale
gezeichnefuntereFigur).

Die Abhangigleit desskalarenPotenzials/on der skalarerDichte entsprichteinerPotenzreihenent-
wicklung in der skalarenDichte.Im RMF-FR-Modellwird die Selbstwechselirkung im Feld und
nichtin derDichte eingefihrt, waszu einemganzlichandererVerhalterfuhrt.

Die bulk propertiesstimmentrotz dieserganzunterschiedliche®ichteablngigleiten sehrgut
Uberein.Dennochfiihrt die SteigungdesPotenzialsals Funktion der Dichte im Bereichdes Satti-
gungspunktezu einemNachteilder Kraft PC-LA, der u. a. bei der Beschreibng von Spin-Bahn-
Aufspaltungerin endlicherKernensichtbamwird. Diesbildeteineinteressant8riicke zwischerdem
idealisiertenSystemder Kernmateriaund endlichenKernen,anderenBeschreibing manschlief3lich
mit Hilfe dieserModelleinteressiertst.

Die effektive Masseist bei denRMF-Modellenmit 0.58 < m*/m < 0.61 tendenziellgeringer
als bei denmeistenSkyrme-Kraften. Hierbei mussman aberbeachtendassin denRMF-Modellen

3Zudemwird hierin jedemlterationsschrittie Mesonenfeldgleichungebst.
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die effektive Massevom Impuls abrangtgermaR[Ben99

m*(kr) _ \/(m*(O))Q N (k_F)2 (8.5)

m m m

Meistenswird als effektive Massegeradem*(0) bezeichnetDabeiwird ein typischerlmpuls von
k; = 1.35/fm angenommergrhalt manausobigerGleichungdenAusdruck

*

mo_ \/(""T(O))2 +0.08. (8.6)

m

Esistersichtlich,dasssichderWertfir die effektive Massesrhbhtundnaherandie WertederSkyrme-
Krafteheranlommt.

8.3 Neutronenmaterie

E/A [MeV]

1

0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
pn [FM]

Abbildung 8.2: Die Enegie pro Teilchenals Funktionder Dichtefiir reineNeuronenmaterie.

NebenKernmaterigst auchdie Untersuchungon reinerNeutronenmaterigteressantBei die-
semSystemverhindertim AllgemeinendasPauli-Prinzipdie ExistenzeinesgelundenerZustandes.
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TrotzdemexistierengelundeneSystemedie haupt&chlichaus(wennauchnicht reiner)Neutronen-
materiezu besteherscheinenNeutronensterrie DieseSystemesind gravitativ getunden.Der hohe
Gravitationsdruckfuihrt zu demAuftretendesinversens-Zerfalls, bei demsich Protonerzusammen
mit Elektronenund Neutrinosin Neutronenverwandeln.Ist auchder Fermi-Druckder Neutronereu
schwach(bzw exakter:der Druck derdurchdasPauli-Prinzipfir Quarksverursachtvird), sokolla-
biert dasSystem gsbildet sicheineSingulariitin derRaumzeitDieseObijekte fir die esHinweise
ausastronomischeBeobachtungegibt, werdenalsschwarzelL dcher bezeichnet.

Die Formelnvon symmetrischeKernmaterigandernsich an zwei Punkten:Die Beziehungzwi-
schenFermi-lImpulsund Dichte andertsich, da die Entartungnur noch durch den Spin zustande
kommt. Protonerund Neutronenverdenseparabetrachtet:

1 3
Pp/n = ﬁkF- (8.7)

Zusatzlich dazuverschwindenicht mehrdie QuelledesisavektoriellenMesonsbzw. die isovekto-
riell-vektorielle Dichte. Auf dieseWeiseenstehtein Beitragder Symmetrieengjie zur Enegie des
Systems:

Esym = %aTVP'QrV - (8.8)

Dain Kernmaterierechnungaricht die Coulomb-Enegie bericksichtigtwird, liefern die Formeln
fur reineNeutronen-oderProtonenmateridie gleichenResultate.

Quasi-aperimentelleDatenzur Zustandsgleichungon Neutronenmaterisind aus[Fri81] entnom-
men.Im Folgenderwollenwir die VorhersagederverschiedeneMean-Field-Modelldericksichti-
gen.Figur 8.2 zeigtdie Enegie pro Teilchenals FunktionderNeutronendichtéir die Krafte PC-F1,
PC-LA, NL-Z2, NL3 unddie Skyrme-KraftSLy6. Die relativistischenKraftefachernm Bereichder
Dichtevon p = 0.01 — 0.09 fm~2 auf, sind aberin ihrem Verlauf sehrahnlich. PC-LA produziert
die groRtenEnegien. Wir erkennenein gemeinsame¥erhaltender RMF-FR-und RMF-PC-Kiafte.
Es weicht systematisclvon der Vorhersagaler Skyrme-Kraft SLy6 und den Datenaus|[Fri81] ah

Die Zustandsgleichungon SLy6 liegt sehrnahean denDaten.Auch die Tendenzentsprichtihrem
Verlauf. Es mussallerdingsbeachtetwerden,dassdie Kraft SLy6 besondersm Hinblick auf die
Beschreibing neutronenreichesystemeerstelltwurde.

Der Punktlopplungsansatkuriert alsonicht die Schwierigkiten, die bei der Beschreibing von
Neutronenmaterienit relatvistischenMean-Field-ModellerenstehenVielleicht kannsie abergera-
dedeshallzukiinftig zur FixierungisovektoriellerFreiheitsgradeieserModelle verwendetwverden,
siehedazuauchdie Diskussionin Kapitel 6.

8.4 Kernmaterie mit beliebiger Asymmetrie

Die Verallgemeinerun@uf beliebigeAsymmetriedesProtonen-und Neutronererhaltnisesist nun
einfach: Aus der Protonenfzw Neutronendichte, /, mussendie zugetdrigen Fermi-Impulseein-
zelnberechnetverden:

KM = (3.072 - ) /. (8.9)

GleichermalRemussdie skalareDichtefur Protonerund Neutronerseparaberechnewerden:

o/ / M LK e
92 F F m
Szp;] [k +m*2 27'('2

“Dies entspnchtememsehrelnfachenModeII einesNeutronensterndMan mussin realistischerBeschreibngendie
Elektronensawie die ExistenzanderemdglicherMateriezushndebericksichtigen(Quarkmaterieseltsaméviaterieusw).

kp/n
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%)
p/n . /.p/n .
m*?1n kF/ + kF/ +m 2.

m*

(8.10)

Die Einteilchenengien der Protonerund Neutronerergebenzusammemit demBeitragder Ener
gie desmittleren Feldes(ebensowie bei Neutronenmaterigibt esauchhier wieder einenBeitrag
desp-Mesonsbzw. im Fall desRMF-PC-Modellsder isovektoriell-vektoriellen Dichte) die Ener
gie pro Teilchen.Abbildungen8.3 zeigendie Zustandsgleichungls Graustufen-Darstellungn der
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Abbildung 8.3: Bindungseneagie (damestelltin der Grauskalajn asymmetrischeKernmateridr die Krafte
PC-F1,PC-LA, NL3 undNL-Z2.

p — (N — Z)/A Ebene Die Symmetrieder Darstellungerriihrt daher dassin diesenRechnungen
die Coulombkraft,die die ProtonengegeniberdenNeutronenauszeichnemviirde, unbeticksichtigt
bleibt. Am starkstenfallt der UnterschiedzwischendenZustandsgleichungéiir PC-F1,NL-Z2 und
NL3 undderfir die Kraft PC-LA auf. Man erkenntdeutlichdenSattelpunkin derp — (N — Z) /A
EbenederzudemzweitenMinimum in derZustandsgleichunigorrespondiertlm Gegensatzu PC-
F1undNL3 istdasOvalbeiderKraft NL-Z2 starker zu hohererDichtenhin ausgedehnftiir kleinere
Dichtenahnelnsichdie Zustandsgleichungemeht

Um die Unterschiedan denKraftengenauerzu sehensind untenSchnittein dieseEbenebei
verschiedenefVertenfir p und (N — Z)/A gelegt. Abbildung 8.4 zeigt die Bindungseneyie pro
Nukleonals FunktiondesVerhaltnissesder Neutronenzur Gesamtdichteron 0.5 bis 1.0in Schrit-
ten von 0.1 (das Verhaltnis von 1.0 entsprichtreiner Neutronenmaterie)rir symmetrischekern-
materiestimmenalle Krafte am Punktder Sattigungsdichtdiberein(sieheauch obige Diskussion
zu denbulk propertie. DieserPunkt,an demsich alle Kurven schneidengleitet mit steigendem
Neutron/Protovertaltnis zu kleinerenDichten.PC-LA zeigtdeutlichdie ExistenzeineszweitenMi-
nimumsin derZustandsgleichunglieseanomaleStruktuP ist auchnochbeireinerNeutronenmaterie
sichtbar Die Punktlopplungskraf PC-F1besitztbei hohenDichtendie weichsteZustandsgleichung.

SEsgibt Modelle,in denerein Dichteisomeiin Kernmaterieauftritt. Diesgeschiehtlannjedochdurcheinestrukturelle
Veranderung/on Kernmateriewie z.B. Pion-KondensationSiehez.B. [Eri88], S.175f.
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Abbildung 8.4: Die Bindungsenagie als Funktion der Gesamtdichteder Nukleonen bei Neutronen-
/Gesamtdichteerhéltnissernvon (von untennachoben)0.5,0.6,0.7,0.8, 0.9, 1.0.

Dies verdeutlicht,dasssich kein direkter Zusammenhangwischender Kompressibiliit und dem
Verhalterbei hohenDichtenherstellenasst.

In Abbildung 8.5 sind Schnittebei festerNukleonengesamtdichtalgelegt. Aufgetragerist je-
weils die Bindungsengjie pro Teilchenals Funktionvon (N — Z) /A. Die Zustandsgleichungtimmt
bei Sattigungsdichtén Richtungder Asymmetriebei allenKraftennahezuexakt tiberein.Der Grund
dafur ist, dassdie im Fit enthaltenerKernebzw. ObsenrablendieseAbhangigleit am starkstenfest-
legen.In Kernmaterieverschwinderzusatzlichdazudie raumlichenAbleitungender Mesonenfelder
so dassdie funktionale Abhangigleit desisovektoriellen-ektoriellen Potenzialsvon der Isovektor
VektorDichtein beidenModellenidentischist:

Vv o< prv. (8.11)

Unterschiedesrgebensich bei geringererund hoherenDichten. Obwohl die Krimmungerder Kur-
venweitestgehendlentischsind, egebensichdoch,besonderém BereichsymmetrischeKernma-
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Abbildung 8.5: Die Bindungsenagie als Funktion des Neutron-/Gesamtdichteérhéltnissesei jeweiliger
Sattigungsdichteder Krafte und halber viertel und doppelterSattigungsdichterzon PC-F1und NL-Z2 (von

untennachoben).

terie, Differenzenim Betragder Bindungsengjie. Der groReWert von =~ 15 MeV bei PC-LA fur
doppelteSattigungsdichtelihrt von demzweitenMinimum in seinerZustandsgleichundieseRe-
sultatezeigen dasszur genauereBestimmunglerDichteablangigleit derZustandsgleichungerne
mit groRemlsospin(exotischeKerne)bzw. Datenvon Neutronenmateriberotigt werden Erstdann
kdnnenauchzusatzliche Freiheitenim isovektoriellen Kanal der effektiven Wechsekirkung adju-

stiertwerdeR.

®Dieshaberwir bereitsbei der Diskussionder Krafte PC-F2bis PC-F4gesehen.
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8.5 EnergetischeObsewvablen

Die experimentellam genauestermermessen®bsenablevon Atomkernenist inre Masseund damit
auchihre Bindungsengjie. Die experimentellenFehlersind von der GroRenordnungeiniger keV
und somitweit geringeralsdie Prazision,die manvon denMean-Field-Modellerfordernkann.Aus
diesemGrundwird denModellenbeider Anpassungler Kopplungsknstantereinedeutlichgrof3ere
Fehlertoleranzugaviesen sieist in unserentfall 0.2% desexperimentellenNertes.

8.5.1 Spharische Rechnungen

Die Rechnungein sprarischerSymmetriedie in diesemAbschnittdiskutiertwerdensollen,betref-
fen einfach- oderdoppelt-magisch&erne,bei denenein spharischerGrundzustandvahrscheinlich
oderexperimentellbekanntist. DasVorhandenseieinermagischerZahl garantierim Allgemeinen
nicht die sptarischeForm. Dies ist in den Rechnungerein Effekt der Selbstlonsistenz:Protonen
und Neutronerbeeinflussemich gegenseitigwodurchdie nichtmagischéNukleonensortelenKern
zu einerendlichenDeformationertreibenkann (oder umgelehrt die magischeNukleonensortalie
Spharizitat desKernsgewahrleistet).Die experimentellenDaten stammenaus[Aud95]. Abb. 8.6
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Abbildung 8.6: Relative Fehlerder berechneteBindungsenagien zu denexperimentellenNertenfir Isoto-
penlettenausRechnungeim spharischerSymmetrie.

zeigtverschiedentsotopenkttenunddenprozentualerrehlerder Bindungsenayie E genafd

_ Emt — Bept.

oF
Eexpt.

(8.12)
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Globalbetrachtetliegenalle Kraftefur die meisterKerneinnerhalbeinesFehlersvon 0.4% (oftmals
ist er nochkleiner und entsprichtder von den FitkernengefordertenGenauigkit). Die einzelnen
Krafte habenmehr Problemebei der Beschreiling von leichtenKerne.Der Grund dafur ist, dass
der Effekt von Grundzustandsirelationen, der durch die NaherungunablangigerTeilchen(bzw
von Quasiteilchenm BCS-Formalismusyernachhssigtwird, beikleinerenKernenstarker zu Buche
schigtalsbei schwererKernenwo dasBild einesmittlerenPotenzialangemessenerscheint.

Die Fehlerin denBindungsengien sindim Allgemeinenin denbetrachteterKettennicht kon-
stantsonderrhangenvon derjeweils andererNukleonenzahhb: hier auRerrsich Fehlerim isovek-
toriellenKanalderModelle.

Eine weitereinteressant®eobachtundasstsich an denZinn-IsotopenmachenDer qualitative
VerlaufderFehlerkureistbeiPC-FlundNL-Z2 savie NL3 undPC-LA ahnlich.Der Grunddafur ist,
dasdeiPC-F1lundNL-Z2 funf Zinn-Isotopam Fit bericksichtigtwurdenwahrendoeiNL3 dreiund
bei PC-LA kein einzigerZinn-Kern Verwendunganden.Die Krimmungder Kurve ist ein Resultat
der Vernachhssigungvon Grundzustandskrdationen [ReiPR]. Die Spitzenin denKurven zeigen
eine Ubersckitzungder Schalendekte. Man siehthier sehrdeutlich, wie die Fitstratgie, genauer
die Auswahl an Kernenund Obsenablen,dasVerhaltendasModells beeinflu3t.Die beidenKrafte
PC-FlundNL-Z2 sindauchjene,die bei denZinn-Isotopersowie fastallenbetrachtetetKernendie
geringsterf-ehleraufweisenDie VerbesserunginesModells kannalsoimmerauf mindestengwei
Arten gescheherie starkmiteinandemwechseblirken:

¢ Einfuhrung/Modifikationvon Termenund
o Modifikation/Erweiterungler Fitstratgie.

Die Fehlerin denlsotonenktten(sieheAbbildung 8.7) sind insgesamgroRerals bei denlsotopen.
Bei erstererist die BalancezwischenCoulomb-Enegie und Symmetrieengjie besondergntschei-
dend.Die groRRerenFehlerund dasVerhaltenaller Krafte zeigen,dassdasRMF-FR/PCModell hier
noch eine Schwachehat, die noch nicht genauverstanderist. Die etwas schlechtererErgebnisse
von PC-F1im Vemleich zu NL-Z2 zeigen,dassdieseSchwacheim Punktlopplungsmodelstarkere
Auswirkungerzeigt .

Systematischentersuchungenu denParameterim IsovektorKanaldereffektivenWechselvir-
kung konnenvielleicht dariber AufschluRgebenwarumz. B. der Asymmetrie-koefiizient deutlich
groflerist als der desLiquid-Drop-Modellsund der von den meistenSkyrme-Kraften. Zusatzliche
Termein diesemKanal filhrenjedoch,wie wir obenbereitsgeseherhaben,bei Beibehaltungder
Fitstratgie zu keiner nennenswerteWerbesserungesModells. Die Grofdenordnungler Fehler(in
fastallen Fallenkleinerals 1%) zeigtaber dalRdie Modelle dieseObsenable mit einerakzeptablen
Genauigkit beschreiben.

8.5.2 Deformierte Rechnungen

Wir werfeneinenBlick auf Bindungsengien fur die schwerstemgg-Kerne,bei denendie Masseex-
perimentellbekanntist. Wir betrachterspezielldie Kernemit Protonenzahlety = 98 — 108. Diese
Kerne die starkprolatdeformiertsind (fiir NobeliumwurdeexperimentelleineGrundzustandsdefor
mationvon B, = 0.27 + 0.02 [Rei99 Lei99] ermittelt), erfordernaxialsymmetrisché&kechnungen
(fUr die Kernewerdenreflektionssymmetrischeormenangenommen).

In Abb. 8.8sinddie AbweichungerderBindungsengjienvondenexperimentelleertenin Pro-
zentang@eben Weiterhinsind die Grundzustandsdeforationen eingezeichnetDie Abweichungen

"Hier kbnnteeine genaueUntersuchungler Coulomb-Kraftin RMF-Modellenniitzlich sein.Im Gegensatzu SHF-
Modellenwird der Austauschternmicht bericksichtigt.
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Abbildung 8.7: Relative Fehlerder berechnete®indungsenagien zu denexperimentellenVertenfir Isoto-
nenlettenausRechnungeim spharischerSymmetrie.
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Abbildung 8.8: Relative Abweichungervon berechneteindungseneagien zu den experimentellenVerten
(oben)und GrundzustandsdeformatiomderKerne(unten).

sind in der gleichenGroRenordnungvie die der leichterenKerne,was ein ausgezeichnetdesul-
tat darstellt(wir sind mindesten26 Ladungszahleentferntvon denschwersterkKernen,denBlei-

Isotope die Bestandteider Fitprozedursind).Im Detail emgebensichwiederUnterschiedewischen
denKraften,die sichim wesentlicherin den Steigungerder Kurven au3ernDies sind Auswirkun-
genderMangelderModelleim isovektoriellenKanal. Interessanterweisgnd die Kernenur mit der
RMF-FR-KraftNL3 fir die kleinerenNeutronenzahleiibertunden wahrenddie andererKraftenzu

kleine Bindungsengyien vorhersagenDie Kraft PC-F1zeigt trotz identischerfFitstratgie nicht so
gute Ergebnissawie die Kraft NL-Z2. DiesenBefundkonntenwir bereitsan denleichterenKernen
festmachenDer Grunddafur, derin denunterschiedlichefarametrisierungeder effektiven Wech-
selvirkung liegenmuss bedarfnocheinesgenauerStudiums.

NL-Z2 beschreibsystematisclyroRereDeformationerals die andererdrei Mean-Field-Kafte.
Hier gibt eseinenZusammenhangur Oberfchenengie von NL-Z2. Sieist niedrigeralsdie von
NL3 [Rut99.

Das Symbolmit Fehlerballen fir denKern?**No bezeichnetlie gemessen&rundzustandsde-
formationsowvie die experimentelleUnsicherheitAlle Krafte UberschtzendiesenWert, wobei die
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Vorhersageron NL3 und PC-LA nochinnerhalbdesexperimentellerehlerdiegen.Der maximale
Fehlerin denVorhersageist 13% fir die Kraft NL-Z2, wasnochakzeptabeist.

8.6 Observablender Schalenstruktur

8.6.1 Separationsenegien

Im Folgendernwollen wir flir Isotopen-und Isotonenkttendie Vorhersagemer Modelle fir Zwei-
Protonen-und Zwei-Neutronen-Separatiomsagien untersuchenwir zeigensie hier fir spharische
Rechnungervon Kettenauslsotopenund Isotonen(siehe Abbildungen8.9 und 8.10). Der Ver
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Abbildung 8.9: 2-ProtonerSeparationsengienfur die angebenefsotopenletten.

lauf der Kurven ist fur alle Krafte ahnlich. Der Sprungder Zwei-Neutronen-Separatiogisagien
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Abbildung 8.10:2-NeutronerSeparationsengeinfiir die angebeneitsotonenletten.

beimUberschreitevon Schalenabsctisserwird von der PunktlopplungskrafiPC-LA amstarksten
Uberschtzt. Die Kraft NL-Z2 liegt denDatenin denmeistenFallenamnachstenAlle Kraftezeigen
die Tendenzuzu groRenSpringenin denSeparationsengien. Esist zu erwarten,dassdiesereffekt
zu einemgrofRenTeil durchdie Beriicksichtigungvon Grundzustandskrelaionen kuriert werden
kann.

Bei denKalzium-undNickel-Isotoperist ein deutlicherAbfall der Separationsengien beiderNeu-
tronenzahlV = 40 zu sehendersichnichtin denexperimentellerDatenmanifestiert DieserEffekt
findet seinenGrundvermutlichin denfehlendenGrundzustandskrelaionender Modelle, z.B. be-
sitzendie Kerne®Ni und °Ni sehrweichePotenzialtichen,so dasseine Beimischungvon Vibra-
tionszushandeneinengroRenkEinflusshabenkann.Insbesonderbei denNickelisotopenfacherndie
FehlerunterdenverschiedeneKraftennachdemSchalenabschluBei N = 50 sehrstarkauf.
Interessanterweiserkennenwir in denBlei-Isotoperbei N = 184 einenSprungin denSeparations-
enegien.DiesemagischeNeutronenzahfauchtbeideniiberschwereklementerfir Protonenzahlen
kleinerals Z = 120 auf (siehedazudaskommendeKapitel 9). DieserSchalenabschlufieichnesich
alsobereitsansatzweisbei denbekannterKernenah Allerdingsist er hier mit derZwei-Neutronen-
Dripline geloppelt.

Die Separationsengien in der N = 126 Isotonenktte werdendeutlichund systematiscivon allen
Kraftenluberschtzt. Daskorrespondierinit densystematischeRehlernin denBindungsenaiender
N =126 Isotonenktte.

Zwei-Nukleonen-Separationszgien werdenvon dengetesteteodellenin denmeistenFallenzu-
friedenstellendeschriebersietendiererzum Ubersckitzender Spriingeder Separationsengien an

87u Z = 120 korrespondiertlie magischeéNeutronenzahlV = 172.
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SchalenabsctissenEslasstsichkein systematischddnterschiedzwischendemRMF-FR-unddem
RMF-PC-Modellerkennen.

8.6.2 Spin-Bahn-Aufspaltungen
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Abbildung 8.11: Prozentualédbweichungerder Spin-Bahn-Aufspaltungewnon denexperimentelleriVerten
fur drei Protonenzuginde(links) undvier Neutronenzuginde(rechts).

Eine wichtige Obsenable, die mit der Schalenstruktuder Kernezusammendingt, ist die Auf-
spaltungvon Enegieniveausaufgrundder Spin-Bahn-Véchselirkung. Dieseist beirelativistischen
Modellen intrinsischerBestandteildes Formalismus wahrendsie in der SHF-Methodevon Hand
und unter Einflhrungeinesoder mehrererParameteinzugefigt werdenmuss.Es ist ausmehre-
ren Grindeninteressantdiese Obsenable zu untersuchenEinerseitsist das Spin-Bahn-Potenzial
an der Kernoberfaichegepeaktd.h. in einemBereichgrol3erSteigungenn der Dichte. Hier kann
getestetwerden,ob die Gradiententermém PunktlopplungsmodéldiesemVerhaltenausreichend
Rechnungragen.Andererseitkannim VemgleichRMF-FR zu RMF-PCuntersuchtverden,ob end-
liche Reichweite(oderformalerausgedickt, eine Faltungder Dichten)fir eine erfolgreicheSpin-
Bahn-Wechselirkung notwendigist und wie sensitv die konkreteDichteablngigleit desModells
in BezugaufdieseObserableist. Um diesenFragemachzugeheretrachtemwir fir dreiKerneVor-
hersagerund experimentelleDatenfir drei Protonenzugindeund vier Neutronenzugindein Abb.
8.11.DieseZustindehabersichin friiherenUntersuchungefRut99 alsstabilgegeriiberPolarisati-
onsefektenerwiesen.

Wir sehersofort, dasssichdie drei Krafte PC-F1,NL3 undNL-Z2, mit geringenUnterschiedeim

Detail, sehrahnlichverhalten:sie erlaubenreine Beschreilong der experimentellerDateninnerhalb
von ca.20%. AusderReihefallt die Kraft PC-LA. Beiihr sinddie Fehleroftmalsmehralsdoppeltso
groR.Die Kraft PC-F1stelltin dieserHinsichteineVerbesserungdar Der Grundfir diesesverhal-
tenwurdebereitsim AbschnittKernmaterieerwahntundwird mit Abbildung8.12verdeutlicht.Das
Verhalterder Mean-Field-Potenzialeinddamitauchdereffektiven Masse)in Abhangigleit von der
Nukleonendichteinterscheidesichfir PC-LA deutlichvon denandererKraften:die effektive Masse
nimmt als Funktionder Dichte fur grof3ereDichtenlangsameru. Darausresultiertein Spin-Bahn-
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Abbildung 8.12: Das Spin-BahnPotenzial(oben)und die effektive Masse(unten)der Neutronenim Kern
208Ppfir vier RMF Krafte.

Potenzial,dasbei groRerenRadiengepeaktund tiefer ist. Die anderendrei Krafte stimmenexakt
Ubereinbe4iglich desPeak-Radiusleine Unterschiedergebensichnurin derTiefe.
Offensichtlichist fur die akkurateBeschreing von Spin-Bahn-Aufspaltungedie Dichteab-
hangigleit desModells essentiell Wir kdnnendarausfolgern, dassfur eine zufriedenstellend®e-
schreilung von Spin-Bahn-Aufspaltungem relatvistischenMean-Field-Modellemicht die Reich-
weiteentscheidenibt, sonderrdie ParametrisierungermittlerenPotenzialels FunktionderDichte.
Dies ist auchwichtig in Hinblick auf die Untersuchungewon Spin-Bahn-Aufspaltungemit
Skyrme-Kraften[Ben97, Rut99g. Die Krafte Ski3 und Ski4 mit gegeniiberStandard-Sgrme-Kraften
erweiterterbzw. modifiziertenSpin-Bahn-€rmensawie die Standard-KrafSkM* produziererdeut-
lich groRereFehler(bis zu 80% fur den2d-Protonen-Zustanish '32Sn mit der Kraft Ski4). Daraus
ist ersichtlich,dassdie Parametrisierungedes RMF-Modellsin dieserHinsicht denuntersuchten
Skyrme-Kraftentiberlegensind. Offensichtlicheignetsich derrelativistischeFormalismusund seine
intrinsischeBeschreilong desSpinfreiheitsgradegon Fermionerbesserur Beschreibing der Spin-
Bahn-Aufspaltungertier sind Verbesserungetier Skyrme-Krafte winschenswert.

8.6.3 Einteilchenspektren

In diesemAbschnittwerdendie Einteilchenspektremon zwei ausgavahltenKernen 32Snund?°pb,
betrachtetDabeiwerdendie VorhersagedereinzelnerModelle untereinandeand— sowveit moglich
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— mit demExperimentverglichen.Da essichin beidenFallenum doppeltmagisch&ernehandelt,
konnendie Rechnungein splrarischerSymmetrieausgefinrt werden.n realistischerefechnungen
mussteder Einflussvon Korrelationerauf die Einteilchenengien bericksichtigtwerden.Wir neh-
menhierfiur denVemleichdereinzelnerKrafteuntereinandean,dassliesebeidenhieruntersuchten
KraftenundModellenin etwa gleichgrof3sind.Figur 8.13zeigtdie EinteilchenspektrederProtonen
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Abbildung 8.13:EinteilchenspektrederProtoner(links) undNeutroner(rechts)von 2°8 Pbfiir die vier ange-
gebenerKrafteausRechnungeim spharischefSymmetrieZum Vergleichsinddie experimentellerDatenmit
denzugeldrigenQuantenzahleringetragen.
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Abbildung 8.14:EinteilchenspektrederProtoner(links) undNeutroner(rechts)von 32Snfiir die vier ange-
gebenerKrafteausRechnungeim spharischerSymmetrieZum Vergleichsinddie experimentellerDatenmit
denzugeldrigenQuantenzahleringetragen.

undNeutronersawie —sowveit vorhandenr- experimentelléVertezumVergleich.Obwohl die Niveau-
reihenfolgederProtonerbeiallenKraftenibereinstimmtergebersichUnterschiedén derGroReder
Spin-Bahn-Aufspaltungesowie derrelatvenLageeinigerNiveauszueinandemDie Kraft PC—LAlie-

fert, wie manaufgrundobigerDiskussiorerwartenkann,die groRtenSpin-Bahn-Aufspaltungeies
erkenntmanz.B. anden2f-Teilchen-bzw. den2d-Lochzusnden.Die Aufspaltungerder ibrigen
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drei Krafte stimmengut Giberein.Die Krafte NL—Z2 und PC—F1verhaltensich fur einige Niveaus
gleich und deutlichandersals die Krafte NL3 und PC—LA: So sind bei den Protonendie Niveaus
1h11/2~ und 1i13/2~ enepgetischdeutlichhther wahrenddie 2f5/2~ und 3p3/2~ Niveausent-
schiedemiedrigerliegen.Diesedlbereinstimmend®erhalten asstsichwahrscheinlichauf denEin-

flussderidentischerfFitstratgie zurickfuhren.Der Vergleich mit denexperimentellerDatenzeigt,

dasddie Niveaureihenfolgeichtig reproduziertvird, dassallerdingsdie Abstandeder Zustindestark
uberschtztwerden.n dieserHinsichtstimmtauchdie Gruppierungder Niveausnicht,der1h9/2 -

Zustandiegt im Verhaltnis zu denenepgetischhtherenZustinderzu niedrig.

Im NeutronenspektrurtauchengrosserdJnterschiedauf, die Kraft NL3 sagtz.B. einefalsche
Reihenfolgederi13/2*- und2f5/2~ -Zustindevoraus Bei allenKraftenliegt der2f5/2~ -Zustand
im Spektrunmeuniedrig.Wie beidenNeutronerwerdendie AbstandezwischerdeneinzelnerzZustn-
dendeutlichtiberschtzt. Bei denLochzusandenreproduzierfNL3 alseinzigeKraft die Reihenfolge
der1411/2%- und2¢9/2"-Zustinde die bei NL-Z2 quasienegetischentartetsind.

In Abbildung 8.14 sind fur die vier RMF-Krafte die Einteilchennveausder Protonenund Neu-
tronendesKerns'3?Sndaigestellt.Wo verfiigbarsind die experimentellerDateneingezeichneDie
Niveaudichteder Einteilchenzustndewird auchhier von allen Kraften Uiberschtzt. Die enegeti-
scheEntartungder Protonenzuginde3/2* und 11/2~ wird nur von denKraftenNL3 und PC-LA
reproduziert.Bei den Neutronenstimmenalle Krafte in Bezugauf die Reihenfolgeder einzelnen
Zustandeliberein,die absolutenEnegien werdenallerdingsnicht korrekt wiedegegeben.Insbe-
sonderedie enegetischeQuasientartungler drei Zustinde1/2%,3/2%,11/2~ wird von keinerder
Mean-Field-KaftewiedegegebenDer7/2~-Lochzustandvird vondenKraftenenegetischzuhoch
angesetztwaszu einemetwaszu grosserSchalengagorrespondiertDies unterstizt die Diskussi-
onin Abschnitt8.6.1,in derwir geseherhaben dasssich die Ubersckitzungin den2-Neutronen-
Separationsengien niederscligt.

ZusammerdssendkanngesagtverdendasszumTeil erheblicheDifferenzerewischerdenexpe-
rimentellenDatenund den Ergebnisserder Mean-Field-RechnungemestehenDies betrifft sowvohl
die absoluterEnegien der Einteilchenzugtndeals auchihre Reihenfolgegm Spektrumlm Fall von
ug-Kernenkanndasdazufiihren,dassdie Konfigurationmit minimalerEnegie nicht denexperimen-
tell bekannterSpindesKerngrundzustanddminhaltef[Rut99).

8.7 Observablender Dichteverteilung

8.7.1 Radienund Oberflachendicken

Weitereexperimentellzugangliche GrolRenvon Atomkernensind der rms-Radiusder Ladungser
teilung, der Diffraktionsradiussawie die Oberfichendick. Diesesindin Abbildung 8.15fur Zinn-
Isotope(links) undin fur Blei-Isotope(rechts)dagestellt.

Die rms-Radierder Zinn-Isotopewerdenvon allenKraftengut beschrieberDie Kurvenverlau-
fen glattund ohnesichtbareSchalend&kte. Bei denBlei-Isotopenfallt NL-Z2 als einzigeKraft aus
derRolle undsagtzu grof3eRadienvorher Hier ist ein Schalendekt bei N = 126 sichtbar

Die Diffraktionsradierwerdenfiir beidelsotopenkttenvon allenKraftenuberschtzt,dasPunkt-
kopplungsmodeilmit PC-F1lliegtin beidenFallenamdichtesterandenDaten.Bei denZinn-Isotopen
Uberschtzt die Punktlopplungskrt PC-LA die Radienam meisten,wahrendbei Blei NL-Z2 die
groRtenFehleraufweist.Bei denBlei-Isotopenist wiederein Schalend&kt bei der Neutronenzahl
N =126 zusehen.

RMF-Modelletendiererim Allgemeinenzu zu kleinenOberfichendickn, wennkeinelnforma-
tionenuibersie in denFit einflieBen(siehez.B. die Kraft NL3). Die Resultatefir NL-Z2 und PC-
F1 zeigen,dasssich durch dasAnpassenvon Oberfachendickn eine etwas besseredBeschreiong
dieserObserablenerreichenlasst.Die Zinn-lsotopezeigeneinendeutlichenSchalendékt bei der
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Abbildung 8.15: rms-Radien(oben), Diffraktionsradien(Mitte) und Oberfachendicken (unten)fur Zinn-
(links) und Blei-Isotope(rechts).Die Radienwurdendurchden Term A'/3 geteilt, um den Trend mit der
Nukleonenanzahierauszunehmen.
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magischemeutronenzahN = 82. Bei denBlei-Isotopenist der Schalendékt mehrausgaaschen.
RMF-PC+PC-LAzeigtabderNeutronenzahN = 150 einenTrendzu kleinerenOberfichendickn,
die abderNeutronenzahN = 170 wiederansteigenkin Grunddafur kanndie Wahl dernichtlinea-
renParameteunddamitdie Art der Dichteparametrisierunggin.

8.7.2 Dichteprofile

In Figur 8.16 betrachterwir fir zwei ausgevahlte Kernedie vorhegesagterBaryonendichtenAn
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Abbildung 8.16:Baryonendichtenler Kerne*®Caund!°°SnausRechnungein spharischelSymmetrie.

dieserStelleentdeckenwir einenEffekt derkiirzerenReichweitebzw. fehlenderfaltungderDichten
im PunktlopplungsmodeliDie Dichtefluktuationerm InnernderKernesindfir die RMF-FR-Krafte
starker ausgepigtalsfir die RMF-PC-Krafte (essind zwei Grupperzu unterscheiden)crunddafir
ist die fehlendeFaltung.Die mittlerenPotenzialdozw. FeldermiissereineweicheFunktionderDich-
te sein.Im Punktlopplungsmodelkanndiesanalogzu Hartree-Bck mit Skyrme-Kraftennur durch
weicheDichtenerreichtwerdenlm RMF-FRkonnenFluktuationerin derDichtedurchdie Faltungen
ggylattetundausgeschmiextrerden Die GrolRederFluktuationervonca.1 — 2 fm entsprichigerade
der Reichweiteder effektiven MesonendesRMF-FR-Modells.Die BetrachtunglieserObsenablen
und der Vergleich mit gemesseneformfaktorenkann helfen zu entscheidenyelcherder beiden
RMF-Variantenin dieserHinsichtder Vorzugzu gebenist. Aber geradedieseSchalenoszillationen
werdenstark durch Grundzustandskreldionen beeinfluRt.Sie miissenerstbessewerstanderwer-
den,bevor eineEntscheidungiberdie Bedeutungron endlicherReichweitegetrofen werdenkann.

8.8 Deformationseigenschaften

8.8.1 Deformationsenergien von Magnesium-Isotopen

Um die Deformationseigenschah desPunktlopplungsmodéd mit denender RMF-Maodelle mit
Mesonenaustausatergleichenzu kdnnen betrachterwir die Potenzialengiieflachen von Magnesi-
um-IsotopenDie Rechnungemindin axialer Symmetriedurchgefihrt unterEinhaltungder Reflek-
tionssymmetrieSie sind fur die vier in dieserArbeit beticksichtigenRMF-Kraftein Abb. 8.17 zu
sehen.
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N=14 N=16

N=18

Abbildung 8.17: Potenzialengjieflacherfiir Magnesium-Isotopegerechnein axialerSymmetriefur reflekti-
onssymmetrischEernformenDie Kurvensindjeweils auf die Eneigie dessprarischerPunktesnormiert.

Die VorhersagederunterschiedlicheRarametrisierungennterscheidesichnurim Detail. Alle
Krafte sagerfur die magischerMagnesium-IsotopéV = 8 bzw. N = 20) spharischeKernevoraus,
wobeiaberbesondersm Falle N = 8 die Potenzialengieflachesehrweichist, sodasddie kollektive
WellenfunktiondesKernsubereinenweiten Deformationsbereiclausgeschmiergeinwird. In den
wenigsterFallenexistierendeutlichausgebildet@rolateoderoblateMinima, undesist zu vermuten,
dassdie PotenzialenghieflachenauchweichbeZiglich triaxialer Freiheitsgradaind. In denmeisten
Fallenwird der Kernaufgrundder Nullpunktsenagie nichtin einemder flachenMinima lokalisiert
sein.Wie in [Ben97 gezeigtwird, wird der Gradder Auspiagungder Minima auchdeutlichdurch
die Wahl desPairing-Rezepteseinflusstim Gegensatzu dichteabhngigemd-Kraft-Pairing bzw.
Lipkin-NagamtiPairing [Lip60, Lip61, Nog69 produziertdasé-Kraft Pairing die tiefstenMinima.
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Abbildung 8.18:Die Spaltbarriere/on 24°Puin axialsymmetrischeandreflektionsasymmetrischétechnun-
genfur die anggebenerkrafte.

8.8.2 Die Spaltbarrierevon ?*°Pu

Zur Untersuchungler DeformationseigenschaftelesModellsfur schwereKerneist eshilfreich, die
Spaltbarrierevon 24°Pu zu betrachter(Abb. 8.18).Die Krafte stimmenbeziglich der experimentel-
len GrundzustandsdeformatialesKernsexakt iiberein.Die ersteBarrierewird mit ca.1 — 2 MeV
Uberschtzt.UntersuchungefRut99 habergezeigtdasdie BericksichtigungriaxialerKernformen
die Barrierenochum etwa diesenBetragvermindert.Eine zusatzliche Verminderungentstehidurch
die Berucksichtigungder Nullpunktseneagien [Rei79].

Hinter der erstenBarrieretretenreflektionsasymmetrischi€ernformenauf. Alle Krafte reproduzie-
rendie doppelldckrige SpaltbarriereGroReUnterschiedgibt esbeZiglich derEnegie desisomeren
Zustandssowie desserDeformationund auchbeziglich der Strukturder Potenzialengieflachean
dieserStelle, die sich auf kollektive Anregungenin diesemMinimum auswirkt[Fle0]]. Die Ener
gie desisomerenMinimums wird von allen Kraftenunterschtzt. BesondersNL-Z2 produzierteine
deutlichzu geringeEnegie. Dashangtmit der Oberfachenengie derKrafte zusammenkKrafte mit
hohererOberflichenspannungageneine hthereEnegie fir dasisomereMinimum vorher Null-
punktsenagien der Vibration konnendie Vorhersageron NL3 noch knappan die experimentellen
Datenbringen,aberdie andererKrafte unterschtzendie enegetische_agedeslisomersdeutlich.
Die Parametrisierungler Dichteabkingigleit desPunktlopplungsmodéd erweistsichdemnachals
geeignefir die Beschreibing deformiertetrKerneundvon Spaltbarrieren.
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8.8.3 Grundzustandsdebrmationen leichter und schwerer Kerne

Die von T. Corneliusim RahmenseinerDiplomarbeitdurchgefihrten Rechnungerzur Fragenach
der Existenzdesshell quentiing in Zinn- und Blei-Isotopenwurdenvon ihm fur die Kraft PC-F1
wiederholtund sollen hier dokumentiertwerden.Eine ausfihrliche Diskussionder Ergebnisseder
UbrigenMean-Field-Kafte findetsichin [Cor0(. Die Abbildungen8.19und8.20zeigendenVer
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Abbildung 8.19: Die 2-ProtonerGapsfir Blei-IsotopeausdeformierterRechnungen.

lauf derZwei-Protonen-Gapfir drei RMF-Krafteund zwei Skyrme-Krafte.In beidenFallenerkennt
man,dassalle Mean-Field-Rrametrisierungein derLagesind,denTrendder experimentellerDa-
tenqualitatv wiederzugebernGeradebei denZinn-Isotopereeigtsichjedochin der Mitte derKette
eine deutlicheAbweichung.Diese Diskrepanzlasstsich aberzu einemgrof3enTeil durchdie Re-
levanz der Grundzustandskrdationen erklaren[Fle01]. Die Kraft PC-F1verhalt sich bei beiden
Kettenahnlichwie NL-Z2. Der Grunddafur liegt in der sehrahnlichenBeschreilong der Schalen-
struktur Rechnungeim spharischeiSymmetriekonnendenexperimentellefrendnichtwiedegeben
[Cor0Q. DieslasstdenSchlusszu, dasssichin denexperimentellerDatenein Deformationsdékt
aulert.Die Schalenstruktuder magischerKernebzw ihre Magizitat bleibt von der Neutronenzabhl
weitestgehendnbeeinflusst.

Die Deformationsengien unddie korrespondiererah Grundzustandsdefmationenderzu Zinn
bzw. Blei benachbarteKerne(essinddie nachstergg-Kernegemeint)sindin denAbb. 8.21und8.22
dagestellt. Hier entdeclen wir eine Obsenrable, bei der sich das Punktlopplungsmodelideutlich
andersverhalt alsdasRMF-FR-Modell:essagtin demmeistenFallen Deformationsengien vorhey
die systematischgrossersind als die der RMF-FR-RarametrisierungerDie Vorhersagendiegenin
etwazwischendenerderRMF-FR-undderSHF-Krafte.Die So-Werteallerdingsstimmensehrgenau
mit denanderenvorhersageiiberein.
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Abbildung 8.20: Die 2-Protonen-GapHir Zinn-IsotopeausRechnungelin axialerSymmetrie.
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Abbildung 8.21: Deformationsengien(oben)und Grundzustandsdeformatioméunten)fir Blei-Isotopeaus
deformierterRechnungen.
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Abbildung 8.22: Deformationsengien(oben)und Grundzustandsdeformatien(unten)fiir Zinn-lsotopeaus

deformierterRechnungen.



Kapitel 9

Extrapolationen zu Uberschweten
Elementen

9.1 Die Extrapolationsfahigkeit desModells

Die EinsctatzungdesExtrapolationsgrnbgers desin dieserArbeit weiterentwiclelten Punktlopp-

lungsmodellsnussaufdesserverhalterim BereichderexperimentelbekannterKerneberuhenDie-

sesVerhaltenwurdein denvoranggangenerKapitelnaustihrlich beschrieberDort habenwir gese-
hen,dassdasPunktlopplungsmodeleine Qualitat erreichthat, die vergleichbarmit denherlkommli-

chenMean-Field-Modellenst. DasRMF-PC-ModellkannSpin-Bahn-Aufspaltungeso gut wie das
RMF-FR-ModellbeschreiberAufgrundderhohenNiveaudichtén Uberschwereilementerist dies
bei Vorhersageron magischerzahlenbesondersvichtig.

9.2 Uberschwek Elemente

Eineimmernochhochaktuellaundfaszinierendé-ragestellungn der Kernstrukturist, ob die Natur
die ExistenziiberschwereKerneernbglicht [Rei00, Arm00]. DieseKerneverdanlenihre Existenz
ausschlieRlicldenSchalendekten,daKerneab Z > 100 nicht mehrdurchdie Oberfchenengiie

stabilisiertwerdenkdnnen.Die Barriere des Tropfenmodellsverschwindetfir diesehohenKern-

ladungszahlenSchalendekte konntenzu einer Insel schalenstabilisiezt tiberschwereElemente
fuhren,umgebervon BereicherschwacherelStabilitt.

In denJahrenl995-98gelangdie Synthesevon Kernenmit denProtonenzahlel = 110 — 112
[Hof95, Ghi95 Hof96, Laz96h Hof98]. ExperimentglingererDatumsm FLNR, JINR, Dubnaunter
der Leitung von Prof. Oganessiafiiihrtenzur Synthesevon Elementermit Z = 114 und Z = 116
[Oga99. Aus Berkeley wurdedie SynthesalesElementsZ = 118 gemelde{Nin99]. Die Veroffent-
lichungdazuwurdejedochvor kurzemvon denAutorenzuriickgezogenDer Grunddafur warendrei
Experimenten GANIL, ander GSI und RIKEN sowie die WiederholungdesExperimentsn Ber-
keley, bei denenkein Elementmit der Protonenzah¥ = 118 synthetisierwerdenkonnte.Zudem
fuhrte eineerneuteAnalyseder OriginaldatenausBerkely ausdem Jahr1999zu dem Schluf3,dass
die Zerfallsdatennicht genuinerBestandteilder Datensind. Zusatzlich dazustandenzur erneuten
Analysenichtalle Datenzur Verfligung,sodasskeineverlasslichadJntersuchungnoglich war.

Dies zeigt besondergleutlich auf, dassdie Experimentein Dubnaeine unablangige Besttigung
berttigen.Daskodnntez.B. durchdenEinsatzchemischeMethodengeschehen.
Die hohenWirkungsquerschrtié der Kernemit Z > 114 sind dem Trendgegenkufig, der ausEx-
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perimenterander GSl folgtl. Andererseitkonnendie Experimenteauf dasErreichender Auslaufer
derInselderuberschwereKernehindeuten.

Durch die relatv hohenLebenszeiterder schwersterbekannterElementescheintauchdie Suche
nachiiberschwereernenin derNaturwiederein interessanteBrojektzu sein[Itk01].

9.2.1 Frihere Rechnungen

Die erstenVorhersagernzur SchalenstruktuiéiberschwereElementeverwendeterdasphanomenolo-
gischeSchalenmodellGre95. Um LebenszeitegegeriiberspontaneSpaltungabzuschtzen wurde
die SchalenkrrekturMethode verwende{Str67, Str6g, beiderdie Enegie desKernsin Abhangig-
keit von derDeformationalsdie SummederEnegie desTropfenmodellainddensogenannteScha-
lenkorrekturenberechnetird. Letzterebeinhaltenguantenmechanisché&ffekte, die denKernvon
einemFlussigleitstropfenunterscheiderSie werdenauseinemmikroskopischenModell extrahiert.
DiesesKonzeptwird als makroslopisch-mikroskojche{macsmic)-Methode bezeichnet.

Die erstenVorhersagenvurdenim NilssonModell von W. Greinerund U. Mosel et al. [M0os66,
Mos68 Mos69 Gru69 Gru7] sowie S. G. Nilssonetal. [Nil68, Nil69] durchgeiihrt. Diesefriihen
Extrapolationerdeuteterauf ein Zentrumder Stablilitat beidemKernZ = 114, N = 184 hin.

SpatereRechnungemit der mac-mic-Methodddie Schalenkrrekturenwurdenmit demYuka-
wa-Einteilchenmodelbestimmt)Bol72, Fis7J besktigtendieseErgebnisse.

Zur BerechnungganzerPotentialengyieflachen von Kernenwurde dasZwei-Zentren-Schalen-
modellentwiclelt [Sch7Q Mos71, Mar72). DieseFlacherzeigen’kalte Taler”, die besondergiinsti-
genProjektil-und-Rmget-Kombinaionenfir die FusiondesKernsentsprecherDie Berechnungler
Potentialengjieflachensawvie derkollektiven Massenparameterlaubtedie Vorhersageron Lebens-
zeitenbediglich spontanepaltungKle92b, Sch93.

Rechnungemit Hilfe desfinite-range-liquid-drop-(FRDM)-Modells von P. Moller undJ. R. Nix
[M6192] liefertendie grotenSchalendektefir denKernZ = 114, N = 178.

Die erstenselbstlonsistente Rechnungerzu Uberschwerelitlementergehenzuriick bis in die
siebzigerdahreBei74]. M. Beineretal. flihrtenSkyrme-Hartree-Bck-Rechnungemit der Skyrme-
Kraft SllI durch.Anhandder Einteilchenspektremurdendie magischerzahlenZ = 114,126,138
und N = 178,184,228 identifiziert. Die SpaltbarrieralesKernsZ = 114, N = 184 wurdeselbst-
konsistentzu 7 MeV berechnetder GrundzustandieskK ernskamals spharischheraus.

Rechnungelim RahmerdesrelativistischenHFB-Formalismusvon G. Lalazissiset al. [Lal964d]
mit dem ParametersatdL-SH und der Gogry-Kraft als PaarkraftwurdenKerneim BereichZ =
100 — 114 und N = 146 — 190 berechnetMagischeSchalenabsctifseergabensichfur die Proto-
nenzahlerZ = 106, 114, fur die Neutronererhieltendie AutorenN = 160, 166, 184.

Mit der SHF-Methode den Parameterdtzen SKP [Dob84] und SLy7 [Cha9], sawie einer é-
Kraft als Paarkraftwurden1996von S. Cwiok etal. Rechnungezu Giberschwereiernenin axialer
Symmetrieverdffentlicht [Cwi96]. Die vorhegesagtemmagischerzahlenwarenZ = 114,126 und
N = 184,228. Die SpaltbarrierelesKerns®'°126 wurdeunterEinbeziehungriaxialerFreiheitsgrade
gerechnetDie Barrierenldheergabsichzu 12 MeV (SkP)bzw 9 MeV (SLy7).

In Frankfurtwurdenvon K. Rutzetal. mit einergroRenAuswahl anKraftenim RMF-FR Modell
und mit der SHF-Methodespharischeliberschwer& erne,und, damit verbunden,doppelt-magische
Systemeuntersuch{Rut97]. Die Vorhersagaler magischerZahlenerwiessich als sensitv auf die
gewvahlteParametrisierungWahrenddie Vorhersageuer Skyrme-Krafte die magischerZahlenZ =
114, 120, 126 und N = 184 ergabensagterrelatvistischeKrafte Z = 120 und N = 172, 184 vorher
In einerspaterenStudievon M. Benderetal. [Ben99 konntendie unterschiedlicheWorhersagemuf
die Eigenschafterder Spin-Bahn-Kraftin denverschiedeneiodellenund Kraften zurickgefihrt

1Sogelangesbishernicht, ElementZ = 113 herzustellen.
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werden.RelatvistischeModelle sind in dieserHinsicht den getesteterSkyrme-Kraften tberlgyen.
Die Konsequendarausst, dassder doppelt-magischdajberschwerdlern,im Gegensatzu alteren
Vorhersagen].20Protonerund 172 Neutronerhaberkonnte.

EineStudiein axialerSymmetrig Bue983 untersuchtém Bereichvon Z = 100— 120 deformier
te Schalenabschifse Grundzustandsdeformatien und Abscratzungerfiir Lebenszeiteigegeriiber
a-Zerfall mit einigenrelatvistischenund Skyrme-Kraften. WahrendbeideModelle dendeformier
ten Schalenabschludsei N = 162 bes#tigen,sagemur die Skyrme-Krafte Z = 108 als magische
Protonenzahborher RelativistischeModelle emgeben ablangigvon der ParametrisierungZ = 104
bzw Z = 106.

WeitereUntersuchungenu iberschwereKernenumfasserersteStudienzu Potenzialenergieft
chen[Ben9§ sowie zu Schalenkrrekturen[Kru00, Ben01.

Die Deformationsenegien iberschwereElementam BereichdesTalsder8-Stabilitat mit 100 <
Z <128 und150 < N < 218 im RahmerdesHFB-Formalismuswvurdenin [Ber96, Ber0] vorge-
stellt.

Im Folgendenwollen wir mit Hilfe desPunktlopplungsmoddd zwei AspektediesesThemen-
gebietsbeleuchtendie FragenachmagischerZzahlenund die Stabilitatsabschtzurg der Kernege-
geriiberspontaneSpaltung.

Dabeisind einerseitdie EigenschafterdieserKerneinteressantAndererseitdst ein Vermleich der
VorhersageudereinzelnerKrafte moglich,umherauszufinderwelcheEigenschaftederModellezu
bestimmterErgebnisseriiihren.Drei Studien[Rut97, Bue98a Ben99 habengezeigt,dassdie Vor-
hersageriur Schalenabsctitsestarkvon dergevahltenParametrisierungbtangen.Da PC-Flund
NL-Z2 aufgleicheWeisegefittetwurden kannzudemdie Rolle derendlichenReichweiteuntersucht
werden.

9.2.2 Schalenstruktur
Signaturenfur Schalenabschisse

Die Zwei-Protonenbzw Zwei-Neutronen-Gapslie wir hier betrachtemwollen, sinduntergewnissen
Ums@&ndennur bedingtgeeignetspharischeSchalenabsctissezu identifizieren.Dies ist dannder
Fall, wenndie benachbarteikerne,derenGrundzustandsergeen in die Formel fur 4>, eingehen,
deformiertsind. Untersuchungeim [Cor0( zeigen,dassdie gemessenédbnahmeder Schalengaps
in Blei- und Zinn-Isotopennicht auf ein Verschwinderder sptarischenSchalenabsctissezuriick-
zufuhrenist sonderrauf Deformationsdékte.

In denuntendiskutiertenFallen sind sie als Kennzeicheriur spharischebzw. deformierteSchalen-
abschilissegeeignet,da in spharischenRechnungemach Definition kein Einflu von Deformati-
onsefektenauftauchtIn dendeformiertenRechnungersind die Trendsder Kerneals Funktionder
Deformation(mit Ausnahmeder spharischenSchalenabschése)glatt.

SpharischeRechnungen

In spharischerSymmetriewurde ein gro3esGebietiiberschwereKernemit denvier in dieserAr-
beit betrachteterKraftengerechnetAbb. 9.1 zeigt dieseKarte fur die Krafte NL-Z2, NL3, PC-F1
undPC-LA. Die magischeProtonenzah¥ = 120 erscheinfir die erstendrei dergenannterKrafte,
ebensdie magischeNeutronenzahlV = 172 und, etwasschwacherund fur kleinereProtonenzah-
len, N = 184. Dabeiist der Neutronenabschludsei der Kraft PC-F1am schwachstenrealisiert.
Die Schalenstruktubei der Kraft PC-LA ist nicht so deutlich ausgepigt. Man erkennt schwache
Anzeichenvon Schalenabschifserbei Z = 114 und Z = 120. Bei denNeutronerist praktischkei-
ne Schalenstruktuerkennbar Ein Effekt der Schalenstruktyerin selbstlnsistente Rechnungen
zum Vorscheintretenkann,ist in der Abbildung schon zu erkennen Die Magizitat einer Schaleist
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Abbildung 9.1: Zwei-Protonen-Gapsnd Zwei-Neutronen-Gap® spharischenRechnungeritr die Krafte
PC-F1,NL-Z2, NL3 undPC-LA (von obennachunten).

nichtunablangigvonderjeweilsandererNukleonensortesonderrkorreliertmit inr im Allgemeinen.
Sowird derzu Z = 120 korrespondiererelZwei-Protonen-Gapir hoheNeutronenzahledeutlich
geringerals bei Neutronenzahlenm N = 172. Der genau€eVerlaufist dabeivon Kraft zu Kraft
verschieden.

Die Vorhersager¥ = 120 und N = 172, die auchdie Existenzeinesdoppelt-magischeKerns
beinhalten finden sich geradebei den Kraften, bei denendie Spin-Bahn-Aufspaltungemit guter
Genauigkit (ca.20%) beschriebemverden.Die Kraft PC-LA, die dieseAufspaltungernn bekannten
Kernenstarkiiberschtzt, zeigtnebenZ = 120 auchZ = 114 alsSchalenabschluss,beidegedoch
sehrschwachausgepigt. Die Vorhersage”Z = 114 trifft nochaufdie Skryme-KraftSkl4 zu[?], eine
Kraft, die ebenélls zu einerdeutlichenUberscktzungder Spin-Bahn-Aufspaltungefiihrt. Daraus
konnte schonin einer Verdffentlichung[Ben99 gefolgertwerden,dassdieseVorhersagemit (zu)
groRenEnegiedifferenzenn denAufspaltungerder Einteilchennieauseinhegeht.

So konnenwir schlieRendassdie Vorhersagealer magischerZahlenZ = 120 und N = 172
die zuwerlassigstast. RMF-PC+PC-Flbesttigt die vorausggangenerRechnungemit denRMF-
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FR-Modellen.Die endlicheReichweitescheintkeineodernur eineuntegeordneteRolle zu spielen.
Fur die Entwicklungder Skyrme-Krafte bedeutetlies,dassModifikationenan der Spin-Bahn-Kraft
und/oderder Dichteabkngigkeit notwendigsind. Der doppelt-magisché&ern 292120,,, zeigt ein

016 1
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0.02 ¢

0.0

-10 5 0
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Abbildung 9.2: Dichte Profil der BaryonendichtelesKerns2°2120 fur die RMF Krafte PC—F1und NL-Z2
sawie die Skyrme-Krafte SkI3 und Skl4.

interessante¥erhaltender Baryondichteals Funktion desRadius[Bue97, Ben99. Abb. 9.2 zeigt
diesfur vier Mean-Field-Kafte. Man erkennt, dassauchdasPunktlopplungsmodelbiesenAbfall
der Dichte im InnerendesKernsvorhersagtDer Dichteverlauf der RMF-PC Kraft ist weicherals
derder RMF-FR-RarametrisierungDieserEffekt der fehlendenFaltungist auchbei leichterenKer-
nensichtbar(siehedasKapitel 8). Auch die Skyrme-Krafte sageneine Strukturvoraus,die manals
"Semi-Blasen-Strukturbezeichnerkann.Diesist ein Effekt, dernurin selbstlonsistenteModellen
auftreterkann,in diekeineAnnahmerilberPotenziabzw die DichteverteilungdesKernseinflieRen.
DieseuntypischeDichteverteilunghangtunmittelbarmit dem Einteilchenspektrunader Neutro-
nenzusammerwiele derZustindein derNahederFermienegie besitzerhoheBahndrehimpulsend
liefern deshalbden gro3tenBeitrag zur Gesamtdichtdei endlichemRadius[Ben99. Bei Isotopen
mit mehrNeutronenwird dieserDichte-Efekt geringer verursachdurch den Beitragvon Neutro-
nenzusindenmit kleinerenBahndrehimpulserdie ihrengrof3tenBeitragzur Kerndichtein derNahe
desKerninnerriefern. Abbildung 9.3 zeigtfur Protonerund NeutronerdasEinteilchenspektrurim
Bereichder Fermienegie. Der SchalenabschluBei der Protonenzah¥ = 120 ist bei allenKraften
deutlicherkennbarDie Spin-BahnAufspaltungderbeiden2 f-Zustindeder Protonerist bei PC—LA
grof3erals bei denubrigenRMF-Kraften: diesist ein Effekt, denwir schonvon der Untersuchung
der Spin-Bahn-Aufspaltungebei bekannterKernenkennen.Die 3p-Zustindesind aul3erbei PC—
LA fastentartet Eslasstsich keinesignifikanteAufspaltungder Zustindeerkennen.Ursachedafur
ist der funktionaleVerlauf des Spin-Bahn-Potenzialslasaufgrundder Dichteverteilungfur kleine
Radienpositives Vorzeicherbesitzt,so dassZustinde,die hauptéchlich bei kleinemRadiuslokali-
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Abbildung 9.3: AusschnittedesEinteilchenspektrumder Protonen(links) und Neutronenrechts)desKerns
292120 ausRechnungein spharischerSymmetrie.

siertsind, keine Aufspaltungerfahrenkdnnen.Die Reihenfolgeund weitestgehendlie Enegie der
Einteilchennieausder Protonerstimmenfir alle Krafte Gberein.

Bei denNeutronenergebensich etwas groliereUnterschiedein einigenFallen ergibt sich eine
unterschiedliché&keihenfolgeder Niveaus(z.B. die der2¢g9/2"- und 1515/2 -Zustindebei PC-LA
oderdie 3d-Zustindebei denRMF-FR-Kraften).Der Grundfir die geringeAufspaltungder beiden
Zustndeliegt wiederin derDichteverteilungdesKerns.Bei PC—-LA liegt der2¢7/2*-Zustanddeut-
lich hoherals bei deniibrigenRMF-Kraften,so dassder zu dem N = 172 gelorendeGapkleiner
ausélit.
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Abbildung 9.4: AusschnittedesEinteilchenspektrumder Protonen(links) und Neutronenrechts)desKerns
298114 ausRechnungein spharischerSymmetrie.

Wir wollen unsdie SpektrendesKerns??114,54 betrachter{sieheAbbildung9.4). DieserKern
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wird von einerVielzahlanmakroslopisch-mikrokopischen Modelle savie demSHF-Modellmit der
Skyrme-Kraft Skl4 als doppelt-magiscivorhegesagtDie GroRedesGaps,der zu der Protonenzahl
114 korrespondierthangtsensitv von der GroReder Aufspaltungder 2 f-Niveausdurch die Spin-
Bahn-Kraftah Dieseist in allen Fallen nicht besondergrol3,bei PC—LA ist sie am starksten,was
sichbereitsbei der Untersuchungler 2-Protonen-Gaperkennenliel3. Der groReGapzwischendem
1h9/2~ - unddem1413/2*-Zustandkorrespondierzur Protonenzah¥ = 92.

Bei denNeutronenergebensich Unterschieden der Niveaureihenfolgdei den1;15/2~- und
2¢9/2*-Zustinden Die zu der magischerNeutronenzahlV = 184 getbrendeL iicke im Spektrum
ist beidenPunktlopplungskéften kleineralsbeidenRMF-FR-Kraften,derSchalenabschlutiitt hier
nicht sobetontauf. Diesliegt andenangehobenedd- und4s-Zustnden.

Insgesamieigt sich bei dentiberschwereiKernenim Vergleich mit demRMF-FR-Modelleine
schwachereSchalenstruktuim Neutronenspektrurder RMF-PC-Krafte. Die spektralernterschie-
de der Modelle, die bei bekannterKernenkaum auftreten,verstirken sich hier im Bereichgrol3er
NiveaudichtenEsmussnochgenawerstandenverdenauswelchenEigenschaftenlerModelledie-
seDifferenzerheriihren.

Deformierte Rechnungen

Kernemit Protonenzahlemon Z > 98 habenwohldefinierteprolateKernformen Experimentellist
die Existenzder magischerNeutronenzahlV = 162 besttigt, und fur die magischeProtonenzahl
Z = 108 gibt esHinweise[Laz9§]. Dies entspécheder Existenzeinesdoppelt-magischedefor
miertenKerns.DiesenBereich der Nuklidkarte wollen wir mit Hilfe der Kraft PC-F1betrachten.
Untersuchungemit NL-Z2 undNL3 findensichin [Bue98a Rut99. VoranggangenesStudienzei-
gen,dassauchdie VorhersageleformierterSchalenabsctissevon der jeweiligen Parametrisierung
ablangt.NL3 sagtZ = 106 als magischeProtonenzahVorher wahrenddiesefir NL-Z2 Z = 104
ist. BeideKrafte zeigeneinenAbschlussei N = 162. Skyrme-Krafte favorisierendie Protonenzahl
Z = 108. Auchsiebesttigendie N = 162 Neutronenschale.

Abb. 9.5 zeigt dasErgebnisder Rechnungemit PC-F1.Man erkenntauchhier die deformierten
Schalenabschésebei Z = 104 und N = 162 in Ubereinstimmungnit NL-Z2. Dies zeigt wie-
der deutlichden Einflussder Fitstratgjie auf die Vorhersagermer Modelle. Es ist nochnicht ganz
klar, warumdie relatvistischenModelle fur die deformierterKernevon denexperimentellerDaten
abweichendé/orhersagemmachenwahrenddie Vorhersagerler magischerZahlenmit Hilfe von
Skyrme-Kraftenin Einklangmit denMessungersind.

Abbildung 9.6 zeigtfur die gerechneteKernedie 35- und 8,-DeformationenDer globaleTrendder
DeformationerentsprichtdemTrend,denalle in [Bue983 untersuchteiRMF-FR-und SHF-Krafte
zeigenKKerneamuntererlinken RanddesuntersuchteiGebietesveisendie groRtenprolatenGrund-
zustandsdeformationevon 8, =~ 0.25 — 0.3 auf, wahrenddie Deformationemnmit steigendem?z
und N abnehmenlm oberenGebiet(Protonenzahler: 120) tretensplarischeKernformenauf, die
durchdenEinflussder spharischenSchalenabsctifsezustandé&kommen.Im Gegensatzzu Vorher
sagender RMF-FR-Modelleist hier aberdie sprarischeForm sehrstarkauf die Kernemit Z = 120
konzentriertein gro3erBereichspharischerKerneexistiert fir Elementem Bereichder magischen
NeutronenzahN = 184.

In denHexadekupoldeformatiam erkenntmaneinenVorzeichenwechselvahrendlie Kernemit den
groftenQuadrupoldeformationguositive 84-Wertehaben(diamanternfrmige Dichteverteilung),ha-
bendie Kerneim BereichZ = 114 negative Hexadekupoldeformatiten wasihneneinefasshnliche
Form gibt. Auchin dieserHinsichtstimmendie Ergebnissezon RMF-PC+PC-FImit denenanderer
Mean-Field-Rrametrisierungeuberein.

2Einige von ihnensagerjedocheinenschwachenSchalenabschlugsei N = 150 vorher wahrenddasExperimentauf
N = 152 hindeutet.
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Abbildung 9.5: 2-Protonen-Gapgéunten)und 2-Neutronen-Gapében)in axialsymmetrischemnd reflekti-
onssymmetrischeRechnungefir die Kraft PC-F1.
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9.2.3 Spaltbarrieren

Im Folgenderwollen wir die VorhersagemesPunktlopplungsmodedl zu Spaltbarriererder Uber
schwererKerneuntersucherDazubetrachterwir die Potenzialengjieflachendesin RMF-Modellen
doppelt-magischeKerns??2120,7, unddesklassischeriiberschwereiernsmit 114 Protonerund
184 Neutronen.

Der doppelt-magischeK ern 292120, 7,

DieserKern sollte durch seinezwei Schalenabsctitseeine hohe Schalenkrrektur besitzen,und
damitgegeriiberseinenNachbarkrnenstarkstabilisiertwerden Da alle derhier untersuchte®RMF-
Modellein Bezugauf seinedoppelteMagizitat (wobeidie Auspragungder Neutronenschalfir PC-
F1 undfur PC-LA die AusptagungbeiderSchalersehrschwachist) Ubereinstimmerist esinteres-
sant,die verschiedeneModellein Hinblick aufihre Vorhersagerzur Stabilitat desKernsgegeniber
spontanepaltungzu testen Dazuuntersuchemvir seineSpaltbarriereglie in axialerSymmetriebei
Brechungder ReflektionssymmetridesKernsgerechnetvurde. Abbildung 9.7 zeigt die Ergebnis-
sederRechnungenEsist auchder symmetrischd>fad daigestellt,er korrespondierzu der hdheren
zweitenBarriere.Bis auf die Kraft PC-LA sageralle Krafte ein ausgepigtessplrarischedMinimum
im Kkollektiven Potenzialorher Die Vorhersagezur Barrierenldhe enthaltereine Unsicherheivvon
ca.2 MeV. DasRMF-PC-Modelltendiertdabeimit beidenParameterdtzenzu kleinerenBarrierenals
dieRMF-FR-Krafte.PC-F1zeigthier zusatzlichdeutlichereStrukturerin derBarriere Esexistiertim
reflektionsasymmetrischédtall keinezweiteBarriere.Eineca.2 MeV hoheBarriereerscheinthurin
denRechnungemit Reflektionssymmetriedier hatdaszweite Minimum geringereEnegie alsder
GrundzustandiesKerns.Besondersawusgepigt ist diesfir die Krafte desPunktlopplungsmodds.
Dain allen Modellendie Coulomb-Kraftgleich behandelwird, deutetdies auf eineim Verhaltnis
zumRMF-FR-ModellgeringereOberfichenengjie desRMF-PC-Modellshin.
TrotzderUnterschiedén derkonkreterBarrierenstruktuverlauftdersymmetrisch&paltpadfiralle
Krafte sehrahnlichin der 8y — 3,-Ebene Die OktupoldeformationederasymmetrischeRechnun-
genunterscheidesichdeutlichim Bereich,in demasymmetrisch®eformationerrelevantwerden,
beihdherenQuadrupoldeformatiamn verlaufendie Pfadewiedersehrahnlich.
InteressanterweissagenSkyrme-Krafte fir diesenKernund auchfir benachbart&ernedieseBe-
reichsder Nuklidkarte systematisctnohereBarrierenvoraus[Ben97, Rut99 Bue01l, unabtangig
davon, welche magischerZahlendieseKrafte vorhersagenGenerellsind die Schalenkrrekturen
[Ben01, Kru0Q] bei Skyrme-Kraften hoherals bei RMF-ParametrisierungerDiese systematischen
Unterschiedeniissemochgenawerstandenverden.

Der klassischeliberschwere Kern 2981144

Vorhersagemphanomenologischegchalenmodellend mikroskopisch-makroskdpcher Modelle sa-
gendasZentrumder Stabiliat iberschwereKernefir dasElement??8114,g4 vorher DieserKern
wird von denRMF-Kraftennur als einfach magischvorhegesagt(die NeutronenzahlV = 184 ist
fur Protonenzahlekleinerals Z = 120 in diesemModell magischwennauchnichtin sodeutlicher
Auspragungwie die NeutronenzahlV = 172). SeineSpaltbarrierdst aberinteressanin Hinblick
auffrihereVorhersagesowie aufdie Unterschiedén deneinzelnerKraften.Abb. 9.8 zeigtdie Vor-
hersageriiir seineBarrierein axialerSymmetrieund unterBrechungder Reflektionssymmetriéder
symmetrischéfadist auchgezeigtundkorrespondierzu denjeweils htherenzweitenBarrieren).
Ahnlich wie bereitsbeim Kern 292120,7, erhaltenwir bei Beriicksichtigungasymmetrischer

Kernformennur eine Barriere.Alle Krafte bis auf PC-LA sagenein deutlichesspharischesMini-
mum vorher Die Spaltbarrierdst etwas niedrigerals bei demdoppelt-magischeKandidatenDie
Vorhersagemwirkenhieraberrechteinheitlich:die DifferenzerewischerdenVorhersagewuerKrafte



9.2 Uberschweré&Elemente 133

Z=120, N=172

Abbildung 9.7: Symmetrischaind asymmetrisch&paltbarrierer{oben),3,-Deformationfir densymmetri-
schenSpaltpad (mitte) und 83-Deformationfiir denasymmetrischeBpaltpad (unten).
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Z=114, N=184

Abbildung 9.8: Symmetrischaind asymmetrisch&paltbarrierer{oben),3,-Deformationfur densymmetri-
schenSpaltpad (mitte) und 83-Deformationfiir denasymmetrischeBpaltpad (unten).
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fur die Barrierenldhe bevegen sich im Bereichvon knappeinemMeV bei NL3, NL-Z2, PC-F1.
DasResultatvon PC-LA weichtdeutlichdavon ah PC-LA sagtfir diesenKern eineoblateGestalt
vorherund die axiale Barriereist wenigerals 2 MeV hoch.Auf der prolatenSeitebeobachtenvir,
dassder reflektionssymmetrischégsomereZustandeine Enegie unterhalbder desGrundzustandes
besitzt.Diese Enegie liegt bei den Punktlopplungskaften noch niedrigerals bei den Kraften des
RMF-FR-Modells Bis aufkleine Unterschiedéei 55 ~ 0.9 verlaufendie Pfadein dengy — 85- und
B> — Bs-Ebenerwiedersehrahnlich.

DasPunktlopplungsmodel{mit derKraft PC-F1)verhalt sichbeideniiberschwereilementerahn-
lich wie dasRMF-FR-Modell: Die Vorhersagerder magischerZahlenstimmeniberein,und die
SpaltbarrieremlertiberschwereKernesindim Vegleichzu Skyrme-Kraftensehmiedrig,sogamoch
etwasniedrigerals die desRMF-FR-Modells.Die sehrniedrigeLage desreflektionssymmetrischen
Isomersdeutetauf einegeringeOberfichenengjie hin.

Die systematischebinterschieddeziglich deraxialenBarrierentbhenzwischendenRMF- und
SHF-Modellendeutenauf einensignifikantenUnterschiedn denModellenhin, der bisherbei be-
kanntenKernennicht so starkin Erscheinunggetretenist. Hier sind in Zukunft Untersuchungen
notwendig.Punkte die untersuchtverdenmiissensind z.B. die Behandlungler Coulomb-Kraft,of-
feneFragernzudenbulk propertiesvon Kernmateriesavie die Schalenstruktuder Kernebetrefende
Eigenschaften.
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Kapitel 10

QCD Scaling

10.1 Der Zusammenhangvon effektiven Modellen mit der Quanten-
chromodynamik

Effektive Modelle, wie dasin dieserArbeit diskutiertePunktlopplungsmode]lversucherim Nie-
derenggielimesdie starle Wechsealirkung sowie Vielkdrperefekte zu simulieren.Ein Zusammen-
hangzwischender fundamentalerTheorie der starlen Wechseblirkung — der Quantenchromody-
namik (QCD)! — und den effektiven Theorienin der Kernstrukturlasstsich iiber die der QCD zu-
grundeliegenderSymmetrierherstellenDie ChiraleSymmetrie welchebeschriebemvird durchdie
SU(2) ® SU(2) Symmetrigruppe,ist hierbeiwesentlich.Sie sogt fur die Erhaltungder axialen
Stromeundist exakt geggebenim Falle von masselose@uarks(Termemit Massererhalternicht die
chiraleSymmetrie).

StephenWeinbeg fihrte die Chirale Sbrungstheoriglengl. Chiral Perturbation Theorie(CPT)) in
die Kernphysikein [Wei79, Wei9(. Unter Anwendungder chiralen Symmetrieentwiclkelte er die
Nukleon-NukleonWechselirkung nachOrdnungervon typischemimpuls/Enegieskala.Diesfuhr
te zu einer systematischetnterdiickung der Wechselirkung mehrererNukleonen.Mit anderen
Worten,die formal unendlicheReiheist physikalischbegrenzt.

10.2 Naive DimensionaleAnalyse
UnterBenutzungzweierSkalenwird die Lagrangedichtemgeschrieben:
e fr =92.5MeV (PionZerfallskonstante)
e A = 1GeV(QCD Massenskala)

DerWertfir die Massenskalannauchandergewnahltwerdenjn [Wei9( wird dazuz.B. die Masse
desp-MesonsverwendetSie entsprichteinerimpuls-Cutof Skalaund charakterisiertlie Massens-
kala der Physikjenseitsvon Goldstone-Bosonerburch den Impuls-Cutof wird damit Physik, die
auf kurzreichweitigerSkalenrelevantist, vernachhssigt.Sie wird letztendlichim Ansatzbzw den
Kopplungsknstanterabsorbiert.

Die Rgyeln, die zu derskaliertenLagrangedichtélihren,konnennach[Ser97 folgendermassefor-
muliertwerden:

1. Beruicksichtigefur jedesstarkwechselirkendeFeldeinenFaktor1/ f.

'Die QCDist nochGegenstandntensier experimentellefTests.
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2. Multipliziere allesmit demFaktor f2A2.
3. Multipliziere mit Faktorenl /A um die Dimension[Massé* zu erhalten.

4. Beruicksichtigeangemessengbzahlfaktoren(wie z.B. 1/n! fur ®", & bezeichnetiabeigene-
rischeinFeld.).

DieseRegelnlassersichnach[Man84] wie folgt interpretieren:
Regel 1 besagtdassdie Amplitude zur ProduktioneinesstarkwechselirkendesElementarsystems
proportionalist zur Amplitude, ein GoldstoneBosonzu emittieren.Die Regel 2 resultiertausder
Formvon Massetermefiir nicht-GoldstondBosonenFr einisoskalares-skalasé-eldlasstsichder
Masseternschreiberals

%mgqbQ:%fﬁAQT—;?—;- (10.1)
Dabeiwird mg von der gleichenGrofRenordnungangenommerwie A. DiesenFaktor erhaltenal-
le Termeder skaliertenLagrangedichteDarausfolgt, dassTermehdhererOrdnungund Termemit
Ableitungender FeldergegeruberdenfuhrenderMasse-€rmenum Potenzervon 1/A unterdiickt
werden.Dies st ein Effekt, desserJrsachedasAusintgrieren der Physikjenseitsder SkalaA ist.
Aus diesemGrundeberbtigt mannochdie Regel 3. Regel 4 wird in [Fur9q diskutiert.

10.3 Die skalierte Lagrange-Dichte

Wie obengeschildertkonnenwir nachManoharund Geogi [Man84] die Komponenterinergene-
rischenLagrangedichtevie folgt skalieren:

L o —Cimn [}é—ml[%]m [a“z\m“]” F2A2, (10.2)

In diesemAusdrucksind keine Dirac-Matrizenund IsospinMatrizen bericksichtigt.Der Zahlerim
dritten Bruch ist so zu lesen,dassan dieser Stelle entwederdie Masseoder Ableitungenstehen

kdnnen.
Die Giltigkeit derchiralenSymmetriefordertnun

A=1l+n—2>0. (10.3)

Diesbedeutetdasswir eineReihenentwicklungn 1/A durchiihren(estauchemur negative Poten-
zenvon A auf)undsomiteinengeeignetertntwicklungsparametdraben.

10.4 Die skalierten Parameter

Aus obennotierterForm ergebensich unmittelbardie Umrechnungsformelfiir die urspkinglichen
ParameterDie AnnahmederNatirlichkeit dieserParameteist, dasgdie skalierterParameteron der
Ordnungl sind.Um ein quantitatv strengegefasste«riterium zu habenwollenwir einenSatzvon
Kopplungsbknstanterals natirlich bezeichnermywenn

¢ die AbsolutbetadgedereinzelnerskaliertenParameters 1 sindund

e dasVerhaltnisvon grof3temzu kleinstemWertkleinerodergleich 10 ist.
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Bei derKraft PC-LA [Nik92] sind alle Parametemnatirlich bis auf densehrgeringenWert von ars
unddenzu grolRenWertenvon vts und vy . Die Summeder beidenletztenParametewiederumist
natrlich. In derOriginalarbeitNik92] wurdedarausgeschlosserdasshre Differenzin der Anpas-
sungderParametenichtrichtig angepasswerdenkonnte.
Auf derandererSeitehabenwir obengesehengassdie nichtlinearerParametebei PC-LA in einem
etwasseltsameminimum der x2-Landschaftiegen.Insofernist nichtklar, inwieweit die Wertedie-
serParametein dery2-MinimierungeinesignifikanteAnderungerhalterhattenkénnen.
In Tabelle10.1seherwir die urspkinglichenParameteider neuenKrafte PC-F1bis PC-F4mit ih-
renDimensionerunddie skaliertenWerte.Die Werte(die absolutenVerteund nichtdasVorzeichen
sindentscheidendyon PC-F1streuerumdenWert 1, die gro3steAbweichungfindetsichbeivys. Das
Verhaltnis desgroRstenWerteszum kleinstenWert betiagt 8.92 und erfillt damit unsereDefinition
von Natiirlichkeit. Dasx? pro Freiheitsgradst fur diesenSatzan Kopplungsknstanteram gering-
stenundzeigt,dassdieseKraft die Kraft mit dergrof3tenphysikalischerRelevanzist.
Die Kraft PC-F2 die einenzusatzlichenisovektoriellenskalareriTermmit demParametetyts enthalt,
besitztein Verhaltnis von 67.5 zwischengroRtemund kleinstemWert. Der Grunddaflr ist der sehr
kleine Wert diesesneuenParametersDiesesErgebnisuntersiitzt gevissermallemlie geringeRolle
desd-Mesonsin Ein-Boson-Austausch-Potaalen (eshatnach[Mac8€ die Masse983 MeV und
eineKopplungsknstantém Bereichvon 2). Damitist PC-F2nicht natirlich.
Die Kraft PC-F3wurde gegerilber der Kraft PC-F1 mit einemnichtlinearenTermin der isovek-
toriell-vektoriellen Dichte erweitert. Der dazukorrespondierered Parameteryry ist sehrgrofl3 und
unnatirlich, waszu demgrofRenVertaltnisvon 264.7flihrt.
Die Kraft PC-F4,die vier lineare 4-Fermionen-&rme und 4 Ableitungstermeenttélt, besitztein
Verhaltnis von 103.8und erfiillt damit nicht unsereAnforderungeran Natiirlichkeit einesParame-
tersatzesDiese Wechselirkung sollte allerdingsin zukiinftigen Untersuchungemveiterentwiclelt
werden,daihr Isovektorkanaleine grof3eFlexibilit at besitzt.Um die zusatzlichenFreiheitsgradeu
fixieren, mussdazuallerdings,wie wir in Kapitel 6 geseherhatten,die Auswahl der Obserablen
erweitertbzw, verandertwerden.

Wir habermit demParametersat? C-F1dasZiel, ausschlief3licmatirliche Kopplungsknstanta
zu habenegrreicht.

10.5 Schlufblgerungen

Die Werteder skaliertenParameterfir die neueKraft PC-F1demonstrierendassQCD Scalingfir
dasPunktlopplungsmodelgilt. Dies bildet eineBriicke zwischender Theorieder starlken Wechsel-
wirkung, der Quantenchromodynamikind effektiven Modellenfur Kernstrukur derenAufgabees
ist, denNiederenagielimesderQCD zu modelliererbzw. zu beschreiberDie EntwicklungderNN-
Wechsalirkungin einePotenzreih@rscheingeeignetzur Parametrisierunglereffektiven Nukleon-
NukleonKraft.

Auf derandererSeitesolltenin dieserEntwicklungalle bis zu einergewissenOrdnungvorkom-
mendenTermenatirliche ParametehabenParameterdie naheNull sind,deuteraufeineSymmetrie
hin. Falls keine solcheSymmetrieexistiert (d.h. nicht, dasssie nur nicht bekanntist), bedeutetas,
dassnochkeine Stratgie gefundenist, die denWert dieserKopplungsknstanterangemessefest-
legt. Weiterhinsollte derEinflussvon TermenhdhererOrdnungin der Entwicklungunterdiickt sein.
Untersuchungemon Furnstahletal. deutenauchgenaudarauthin.

Noch eine weitereinteressant&onsequenzmibt sich ausobiger Analyse.Die Parameterder
effektiven Mean-Field-ModelleabsorbieremebendenkurzreichweitigerKorrelationerund denin-
nerenFreiheitsgradederNukleonervernachissigteVielkorperefekte savie die vernachéissigteva-
kuumpolarisationAus diesemGrund ist von vorne hereinnicht zu erwarten,dassdie Kopplungs-



140 QCD Scaling

Parameter | ¢;,(PC—F1) | ¢;,(PC—F2) | ¢;(PC— F3) | ¢ (PC— F4) | Ordnungin A
as -1.641 -1.641 -1.641 -1.641 | A°
Bs 1.443 1.443 1.443 1.442 At
vs -2.695 -2.701 -2.696 -2.700 | A2
s -1.061 -1.054 -1.060 -1.055 | A2
ars - 0.040 - -0.101 | A°
Yrs - - - - A2
ors - - - -1.134 | A2
ay 1.109 1.109 1.109 1.109 A°
v -0.360 -0.355 -0.359 -0.357 | A2
oy -0.302 -0.309 -0.304 -0.308 | A2
ary 0.593 0.555 0.607 0.674 A°
YTV —~ - -80.470 - A2
oy -0.422 -0.612 -0.404 0.026 A2
#cin 9 10 10 11
# natirlich 9 9 9 9
|max /|min| 8.92 67.5 264.7 103.8
X3 2.75 2.80 2.82 2.89

Tabelle 10.1: SkalierteKopplungslonstanterfur die vier Parameteratze PC-F1bis PC-F4 desPunktkopp-
lungsmodells.

konstanterin der naiven dimensionalerAnalysenatirliche WerteannehmenDie Natilrlichkeitsfor
derungist aber wie wir geseherhaben bei PC-Flerfilllt. Diesist ein interessante&rgebnis,das
auf einenmdglichenZusammenhangwischenden Modellenfir Kernstrukturund denenfiir NN-
Streuungm Vakuumhindeutet.



Zusammenfassung

In dieserArbeit wurdeein relatvistischesPunktlopplungsmodelund seineAnwendbarkit auf Pro-
blemein derKernstrukturphysikintersuchtDer Ansatzist in derKernstrukturphysikechtneu.Aus
diesemGrundwar esein wichtigesZiel festzustellenwie gut sichdasModell zur Beschreibingvon
Grundzusindenvon Kerneneignet.Wahrendsich Modelle wie dasRelatiistic-Mean-Field-Modé!|
mit MesonenaustauscimdHartree-Bck-Rechnungemit Skyrme-Kraftenin vielendetailliertenUn-
tersuchungemevahrthabenmusstediesfir dasrelatvistischePunktlopplungsmodelerstgezeigt
werden.

Als ersterSchritt war eine sogfaltige Anpassungier KopplungsknstantendesModells erfor
derlich. Um moglichsteinenoptimalenSatzan Parameterrzu erhalten wurdenverschieden®pti-
mierungserfahrengetesteund angevandt. Die Parameteder effektiven Mean-Field-Modellesind
untereinandestark korreliert. Zusammemit der Nichtlinearitit der Modelle fiihrt dieseTatsache
auf die Existenzvieler lokaler Minima der zu minimierendeny?-Funktion, was eine flexible An-
passungsmethodafordert.Als besondersruchtbarerwiessich eine Kombinationausder Methode
Bevington-Curved-Stemit demMonte-Carlo-Algorithmusimulatedannealing

Durchdie AnpassunglerKraft PC-FlanexperimentelleDatenin einemy?-Fit ist esgelungen,
mit demPunktlopplungsmodéleineVorhersagekraftu erreichengdie deretabliertelRMF-FR-und
SHF-Modellegleicht. Diesist nicht selbsterstindlich,dadie Modelle einedeutlichunterschiedliche
Dichteablangigleit der Potenzialébesitzen Weiterhinhabenwir gesehengassdie Anpassungspro-
zedurderParameteeinekomplizierteAufgabedarstelltund nochin mancheHinsichtausgearbeitet
undverbessenverdenkann.

DasPunktlopplungsmodé mit derKraft PC-Flverhalt sichfur viele Obsenablensehrahnlich
wie dasRMF-FR-Modell.Diesbetrifft die Beschreilingderbulk propertiesvonsymmetrischeKern-
materie,NeutronenmaterieBindungsengjien, Spin-Bahn-AufspaltungerObsenablendesnuklea-
ren Formfaktors,Deformationseigenschaft von Magnesium-Isotoperdie Spaltbarrierevon 24°Pu
sawie die Vorhersagealer Schalenstruktuvon GilberschwereiitlementenDabeiwerdenaberinsbe-
sondereRadienbesserbeschrieberals mit den RMF-FR-Kraften. Oberfachendickn werden,im
Einklangmit demRMF-FR-Modell,alszu klein vorhegesagt.

DeutlicheUnterschieddretenbei Deformationsengien einiger Kerneauf (sie sind gro3erals
beimRMF-FR-Modellundoft kleineralsdie von demSHF-Modellvorhegesagtenyawie beiDich-
tefluktuationerin Kernen.Die vektoriellenDichtender Nukleonenoszillierennicht so starkwie die
desRMF-Modellsmit Mesonenaustauscivasauf die fehlendeFaltungder nukleonischemichten
zurickgefihrt werdenkann.

Im Vergleich zum Skyrme-Hartree-Bck-Modell egebensich deutlicheUnterschiedén der Be-
schreilung von symmetrischeiernmaterieund NeutronenmaterieRelatvistische Modelle sagen
eine hohereSattigungsdichtaind Bindungseneyie vorher Die vorhegesagteAsymmetrienagie ist
deutlichgrof3erals die Werte desSHF- bzw. Liquid-Drop-Modells.Die Beschreiling von Neutro-
nenmateriaveichtstarkvon modernerRechnungeifFri81] unddenVorhersagenon Hartree-ock-
Rechnungemit der Skyrme-KraftSLy6 ah

Die Vorhersagerzu Uberschwereternenstimmenin Bezugauf magischeZahlenmit anderen
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relativistischenModelle Uiberein:Der doppelt-magischejberschwerd ern besitztZ = 120 Proto-
nenund N = 172 Neutronenlm Einklangmit andererselbstlonsistente Vorhersagerzeigt seine
Baryonendichteine Semi-BlasenstruktubDie Spaltbarrieremer Kerne?*?120 und?%8114 sindvon
ahnlicherGrolRenordnungvie die von andereruntersuchterRMF-Kraften.Die Lage desisomeren
Zustandesm symmetrischerspaltpfd liegt beim RMF-PC-Modellsehrtief, wasauf eine geringe
Oberflaichenengie schlielRenasst.Die deutlichenUnterschiedezu den Vorhersagermvon Hartree-
Fock-Rechnungemit Skyrme-Kraftenzeigen,dasssich gewisseEigenschaftemer Modelle beson-
dersstarkbeiiiberschwere&lementerauswirlen. Uberschwer&lementesindein sensitves Testfeld
far die Modelle. Hier bedarfesdringendeiUntersuchungerym langerfristigzuverlassigevVorhersa-
genmacherzu konnen.

Besondersn denRechnungemwon Bindungsengjien in Isotopen-und Isotonenlettensowie fir
Neutronenmaterigeigt dasPunktlopplungsmodé Schwachenim isovektoriellenKanal der effek-
tiven Wechsalirkung, die denendes RMF-FR-Modellsahneln.Dies besttigt den Verdacht,dass
dieserKanalmodifiziertwerdenmuss DeshalbwvurdenmehrerévarianterdesRMF-PC-Modellanit
Erweiterungenim isovektoriellenKanal getestetEin interessantekrgebnisder Untersuchungeau
denerweitertenParameterdtzendesPunktlopplungsmoddd ist, dasssich eine Anpassungusatzli-
cherTermeim isovektoriellenKanal der Wechsalirkung mit denin dieserArbeit verwendetertit-
stratgiennichtbewerkstelligenasst. Andererseitzeigendie Modellegeraden dieserHinsichtnoch
unverstanden&chwachen Dies zeigt,dassin der Zukunft eine Erweiterungder Fitstrateie wichtig
wird. Kernemit groRemlsospinund z.B. Neutronenmateri&dnntenhier Verwendungdinden.Neue
experimentelleDatenzu exotischenKernenwerdenhierbeivon groBemNutzensein.

Untersuchungerzur Natirlichkeit der angepassteKopplungsknstantermit Hilfe der naiven
dimensionalerAnalyse habengezeigt,dassdie Kraft PC-F1diesesKriterium erfullt. Dies ist be-
sonderdnteressantda bei dieserKraft alle Kopplungsknstanta frei im Fit variierbarwaren.Die
KopplungsknstanterdesModellsbzw die korrespondierenaeTermeabsorbierermuchVielkorper
effekte,weshalbesinteressanist, dassdieseKriterium anwendbaist. Parametergtzefir erweiterte
Punktlopplungsmoded erfullen bishernicht dasKriterium der Natirlichkeit, wasnocheinmalihre
ungetiigendeFixierungsnbglichkeit in denverwendeterfritstratgien unterstreicht.

Die StrukturdesrelativistischenPunktlopplungsmodedl ermbglicht es,die Austauschterméer
4-, 6- und 8-Fermionen-&rmeals direkte TermeumzuschreiberDieseMdglichkeit ebnetdenWeg
fur relatvistischeHartree-lck-Rechnungeifiir endlicheKerne,die numerischkaum aufwendiger
sind als die Rechnungemit der Hartree-\érsiondesModells. Dabeibedirfen die Ableitungsterme
gesonderteBehandlungAllerdings mussdazuauchder Modellansatzrneutiiberdachtverden:das
Pionbzw die dazukorrespondierereh TermesolltenBestandteitieser~ormulierungseinunddurch
die Austauschterm8eitragezu denmittlerenPotenzialeniefern.

Relatvistische Hartree-Bck-Rechnungemit dem Punktlopplungsmodellwerdenes ermigli-
chen,denZusammenhangwischerrelatvistischenundnichtrelatvistischen Hartree-eck-Modellen
systematisclund im Detail zu studieren L angerfristigkdnnendieseStudienzu einer quantitatven
VerbesserunderModelleunddamiteinhegehendzuihremklarenVerstindnisfiihren.

Die mikroskopischeund selbstlonsistenteBeschreibing von Atomkernenist einefaszinierende
undspannendélerausforderungsie anzunehmemwar Ziel und AufgabedieserArbeit.



Anhang A

Die Bewegungsgleichungem
verschiedenerSymmetrien

In denfolgendenbeidenAbschnittenwollen wir die BewegungsgleichungedesPunktlopplungs-
modellsin spharischerund axialer Symmetriedarstellen Bewegungsgleichungefir dentriaxalen
Fall und ohne Symmetriebeschnkungfindensich z.B in [Rut99. Da dasRMF-PC-Modellkeine
expliziten mesonischelffrreiheitsgradeenttalt, ist esaureichenddie Gleichungerfir die nukleoni-
scherWellenfunktionerzu betrachtenWeiterhindiskutiererwir ausschlief3liclzeitumlehrinvariane
Systeme.

A.1 Spharische Symmetrie

Die Dirac-Spinoren

S

=@ =1 " (A1)
¥;

lassensich, ausgedickt durch Kugellkoordinaten(r, 8, ¢) in einenRadial- und einenWinkelanteil

aufspalten:

i) = iz PP (00 (A2)
()i (6,6)

Wie wir gleichsehenwerden sindalle Potenzialedie auf die Radialteileder Wellenfunktionerwir-

ken, reell, so dasssie reell gavahlt werdenkdnnen.Der vollstandige Satzvon Quantenzahlerger
durchi charakterisierwird, ist [n;, k;, m;]. Wahrendn; als AnzahlderradialenKnoteninterpretiert
werdenkann,ergebensichdie beidenandererQuantenzahledurchdie Eigenwertgleichungen

Ky = —riap; (A.3)

Labi = ma;. (A.4)
Dabeiist K = v, (2§.E+ 1) derSpin—BahrOperato,r§ derSpin-Operatotnd.J, die z-Komponente
desGesamtdrehimpul§operato}’s: f+§/2, welchersichausdemSpin-OperatounddemOperator

desBahndrehimpuIseE zusammersetzt.
Die orthonormalerKugelspinoreny ., sinddefiniertals

Xem =Y (%jlm —mymyss) Vim—m,(6,0) Xm,- (A.5)

ms::t%
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1 0
Dabeiwurdendie Einheitsspinorerx+_ = undyx 1 = definiert.Der Zusammen-
2 2

1

hangzwischender Quantenzahk und denendesBahndrehimpulsesnd desGesamtdrehimpulses,
undj, ist

i=lsl =3 l=it3f (A6)
Aus demUberlappintgral fiir zwei Dirac-Spinoren

<¢Z|I¢)]> = 6'%’% (STnz'mj(S‘fi’fj47'r / ’l" dr Zgbnmm njK;T; (A'7)

0

(% bezeichneProtonenbzw. Neutronenzuahde)erglbtS|chd|e Normierungfur dieradialenAnteile
derWellenfunktionerzu gleichems und:

4mr /0 r2dr Y B bhinr = Onin;- (A.8)
n

Die radialennukleonischerDichten(vektorielleund skalareDichte) emgebensich zut

pu(r) = Y (2ji+1) > $1(r)el(r),
1 n
ps(r) = D (2 +1) > nel(r)gl(r). (A.9)

Y n
DasskalarePotenziall’s und dasvektorielle Potenzialli,? hangennur von der Radialloordinater
ah Siebesteheiim RMF-PC-ModellausPotenzemndAbleitungernvon (A.9). NachTransformation
deskinetischenTermsauf Kugelloordinate{Rut99 erhalt manschlieflichdie Gleichungerfir die
zwei Radialteileder Dirac-Spinorer(n = +/-)

( —n(0r + %) + %fﬁ,) ¢Z-_n(7') + (nm +nVs(r) + VV(T)>¢?(7") = eiqﬁg. (A.10)

A.2 Axiale Symmetrie

Bei Rechnungern axialer Symmetrieist esvon Vorteil, Zylinderkoordinaten(z, p, ¢) einzuiihren.
DerGesamtdrehimpulist hier keineguteQuantenzahinehr aberdie z-Komponente/, desGesamt-
drehimpulsoperatongertauschimit demHamiltonoperator:

Jbi = mip. (A.11)
EineweitereQuantenzahéntstehtiurchdenParitatsoperatoi:
Py = mitp;. (A.12)

Von denWellenfunktionerasstsichein nurvom Winkel ¢ abtangigerTeil abspalten:

<
~——

Ilpi(zapa ¢) = (¢ga(z7pa ¢)) = (A13)
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D, (22 ) €xp (z(mi +1)9)
Pairing wird hierbeivernachéissigt,die Summenaufeniiberalle besetzterZustinde.
%Diesgilt nafirlich firr dieisoskalarenundisovektoriellenPotenziale.
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Fur die einzelnerSpinorlomponentererhaltenwir die Eigenwertgleichungen
S o
Lo = (mi = )" (A.14)

Die z-ProjektionderersterunddrittenKomponentaveichtvonderderandererbeidenkomponenten
um 1 ah Aus demUberlappintgral von zwei Dirac-Spinorerin axialerSymmetrie,

o o
<¢i|¢j>:5mimj57riﬂj5mj2”/ dZ/O pdp Z memimirs (03 2) O iz (P, 2), (A1)
- n,0

emgibt sich die Normierungsbedingunfjir dennur von z und p abkangigenTeil der Wellenfunktion
mit gleichenQuantenzahlem, w, 7:

o0 o0
or [ a /0 000 3 Br (0 DB i (0,2) = brimy- (A.16)
- 1,0

Wie schonin Kapitel 2 erwahnt,muf3im Falle von zeitumlehrinvarianta Systemerjeweils nur einer
der Partnef berechnetverden.Der dazukonjugierteZustandkann darausdurch Anwendungdes
Zeitumlkehroperatorberechnewerden.

Die skalareundvektorielle Dichte schreibersichin axialerSymmetrieals

ps = Zznqszna* ;70,

i no
Vo= Y Y eI (A.17)
i no
Die Diracgleichundgr diereelleng” lautet
o171 —y—o “no
n [8,, + o(m; + 5);]@- +no0,¢ +
+ [nm Vst |8l — oV T = gl (A.18)

3Dazukannmanz.B. denZustandmit positiver Gesamtdrehimpulsprojektiomahlen.
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Anhang B

Fierz-Transformationen

B.1 Fierz-Transformationen fir Isospinoren

Die Fierz-TransformationemliesesAbschnittesgeltenfir in allen Indicestotal symmetrisierteAus-
driicke. Fur nicht symmetrisierteAusdiicke konnenZusatztermeuftretendie bei dertotalenSym-
metrisierungverschwindeh.

B.1.1 4-Fermionen-Terme

Im Isospinraumgibt esfir 4 Fermionengenauzwei Kombinationendie einenSkalarim Isoraum
bilden,namlich(1,1) und(7, 7). Die Fierz-Transformationesind

> " (Do) (@atba) = 5 o s(atba) (WBatp) + 5 X 5(BaTba) (BaT1hs) (B.1)
o,f

und
D (haTthp) (YsTha) = 334 5(Batba) WBp1hp) — 5 3 5($aTta) (PTehs). (B.2)
o,f

B.1.2 6-Fermionen-Terme

Wir betrachterhier und im nachstenAbschnittnur die Transformationermer isoskalaiskalaren6-
bzw 8-Fermionen-&rme.

> (athp) (Wpty) (Prtha) = X
a,Byy
+ 1.

By (Watha) (Dahs) (Yy1hy)
8o/ (PaTVa) ($p705) (1hy97)-

B.1.3 8-Fermionen-Terme

D (Yathp) (Bsthy) Yy ts) Wstha) = § e s Baths) (Wpthy) (yths) (hsvba)

a,B,7,0
+ % Za,ﬂq,&(";oﬂpa) ("Z/ﬂpﬁ) ("Z’y%‘p’y) (7557?7#6)
T § Yool (BaTa) (WsThp)|[(%y Tihy) (b 7405)]-

!Dieswurdeim VerlaufdieserArbeit nicht explizit untersucht.
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148 Fierz-Transformationen

B.2 Fierz-Transformationen fur Dirac-Spinoren

B.2.1 4-Fermionen-Terme

Die Transformationesindaus[Nac8g enthommenAls Basiselementkommendie folgendenBili-
nearformenn Frage:

o S:(P192)(P33ha)

o Vi (h1yuth2) 3y ehs)

o T: (Yrouwib) (P30 1s)

o At (P1yu7°ha) ($37"y°1ha)
o P:(17°92) b3y 1hs)

Die Koefiizientenc;; der Transformation

Li(P1,a, b3, p2) = Y (1,2, 3, 1ba), (B.3)
J
wobeii,j =S,V, T, A, Pgilt, sindin TabelleB.1 notiert.

if| S|V T A P

1 1 1 1 1
S|-z|~1|"8| 1 |1
Vi-1] 10| 5|1
T|-3| 0|3 | 0]-3
Al 1| 3]0 L]

1] 1 1 1 1
Pl-2] 2z |~-8]|"1| "1

TabelleB.1: Koeffizientenc;; derFierz-Transformationefiir 4-Fermionen-&rme.

B.2.2 6-Fermionen-Terme

Die Koeffizientenund Basiselementéiir die Transformatiorder 6-Fermionen-&rmesind in tabel-
larischerForm fir denskalarenFall anggeben[Mar01]. Die Dirac-Strukturendie sichin denein-
zelnenSummanderzwischendenWellenfunktionerbefinden sindjeweils durchein ® voneinander
getrenntHier sowie im Fall von 8 Fermionerbeziehersich die Transformationemuf total symme-
trisierte Ausdiiicke.

B.2.3 8-Fermionen-Terme

Die BasiselementandKoefizientensindfur denskalarend-Fermionen-&rmin tabellarischeForm
anggebenMar01].
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Term Koefizient
19191 =
17 Q75 =
1®7,®9" >
1@ 757 ® 157" ~1%
1®0u, ®at =
Y ® V5Yw @ Y50 —%i
Y5 @ Oy ® Ys0H 2

Tabelle B.2: Koeffizientenfur die Fierz-Transformationdes skalarentotal symmetrisierter6-Fermionen-
Terms.
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Term Koefizient

1111
11®75®75
191 Q®v, ®~*

1®1Q77, 7"
181®0,, @
1®’)’5®0’uu®’)’50’“”

1® v, ¥ ® Y501
V5@ V5D 75 @5
V5 @75 @ Y @ Y

Rl e Bl R ol Gleo Rles oo Koo Yleo B

Y5 ® Y5 ® V5V @ Y57*
Y5 @ V5 @ O @ oM

—

Y5 ® Yy ® V5Yy ® o

B
Tu @Y @7 ®7” L
Y @ M ® Y57, ® V57" -3
Yu ® 7 ®Y5Yu ® 157" 1
MY ® oy ® 3
7/\®7“®0W®0’\” _%
Y5 ¥u ® V57" @ Y570 @ ¥577” L
Y57A @ V57 @ O ® THY _éf;_4
VA ® 157 ® 0y @ N L
O ® oM @ 0) @ ™ e
UuV@UAU(gUAK@UuH _6L4

Tabelle B.3: Koeffizientenfur die Fierz-Transformationdes skalarentotal symmetrisierter8-Fermionen-
Terms.



Anhang C

Parametersatze mit
Coulomb-Austauschtermin
Slater-Naherung

Die TabelleC.1 zeigteinenSatzmit Coulomb-Austauschternaler ausgehendon der Kraft NL-Z2

angepaRivurde.Dastotaley? dieseParametersatzederhier NL-ZWCEX?! genanntvird, ist 128.6.
Die korrespondiereneRaarkraftsarken sind V, = —332 MeV fm3, V, = —321 MeV fmq. In Ta-
belleC.2sindvier Kraftefiir dasPunktlopplungsmodél PC-F1WCEXbis PC-FAWCEXaufgelistet.
Ausgangsbasifiir dieseParameteiAnpassungemvarendie Krafte PC-F1bis PC-F4.Die totaleny?

dieserParametergtzesind 102.8,102.5,102.9und 102.5.

IWCEX: With ColoumbEXchange
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152 Parameterdtzemit Coulomb-Austauschterin SlaterNaherung
NL-ZWCEX
M[MeV] 938.9
me[MeV] 493.184
my,[MeV] 780.0
m,[MeV] 763.0
9o 10.1369
G 12.9094
9 4.46933
bo[fm~1] -13.7561
bs -41.2837
c3 0.000

Tabelle C.1: Der SatzNL-ZWCEX. Die Massender w- und p-Mesonenwurde bei diesemSatz nicht ge-

fittet sondernauf den anggebenerWert fixiert. Die Paarkraftsarken sind V, = —332 MeV fm3, 1}, =

—321 MeV fm3.
Parameter| PC-FIWCEX| PC-F2WCEX| PC-F3WCEX| PC-FAWCEX| Dimension
as -14.9343 -14.9340 -14.9345 -14.9341 fm?
Bs 23.0033 23.0029 23.0040 23.0036 fmd
s -66.768 -66.815 -66.7336 -66.7803 fm?
ds -0.6382 -0.6359 -0.6375 -0.6333 fm*
ay 10.0995 10.0998 10.0992 10.0995 fm?
W -8.836 -8.847 -8.854 -8.849 fm?®
dv -0.1811 -0.1829 -0.1823 -0.1856 fm*
aTs 0.0 -0.121 0.0 -0.118 fm?
0Ts 0.0 0.0 0.0 -0.0984 fm*
artv 1.330 1.432 1.369 1.4313 fm?
YTV 0.0 0.0 -131.9 0.0 fm?®
otV -0.081 -0.088 -0.058 0.016 fm*
Ve —321 -321 -322 -321| MeV fm?
W -309 -309 -309 -309 | MeV fm?

Tabelle C.2: Die Kopplungslkonstantewon PC-F1WCEXbis PC-F4AWCEX Die totaleny? sind102.8,102.5,

102.9,102.5.
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