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Einleitung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit zwei funktionalen Grenzwertsétzen fiir skalierte
Linienzéhlprozesse von anzestralen Selektionsgraphen. Dazu betrachten wir zwei Modelle
aus der mathematischen Populationsgenetik.

Ein bekanntes Modell der Populationsgenetik ist das Moran-Modell mit konstanter
Populationsgrofie N in kontinuierlicher Zeit. Kingman untersuchte die Genealogie einer
Stichprobe aus der Population und fithrte dazu 1982 den Kingman-Koaleszenten ein (siehe
[Kin]). Der anzestrale Selektionsgraph ist eine Erweiterung von Krone und Neuhauser
um auch die Genealogie in Modellen mit Mutation und Selektion zu beschreiben (siehe
[KN)).

Wir betrachten in dieser Arbeit zuerst das Moran-Modell mit gerichteter Selektion mit
konstanter Populationsgrofie IV in kontinuierlicher Zeit. Es gibt zwei Typen von Indivi-
duen: die Bevorzugten und die Gewdhnlichen. Dabei haben die bevorzugten Individuen
einen Fitnessvorteil s, so dass ein bevorzugtes Individuum in Erwartung approximativ
1+ s Kinder bekommt bevor es selbst durch ein anderes Individuum ersetzt wird.

In unserem Fall betrachten wir moderate Selektion, hier gilt fiir den Fitnessvorteil sy
der bevorzugten Individuen, dass (sy)n>1 eine Folge ist mit

N M1 < sy <N  firein 1ne (0, %) .

Im ersten Kapitel werden zunéchst das Moran-Modell mit Selektion und eine zugehorige
graphische Darstellung vorgestellt. Mit Hilfe dieser Darstellung wird dann der anzestrale
Selektionsgraph im Moran-Modell geméafl Krone und Neuhauser ([KN]) eingefithrt. Den
zugehorigen Linienzéhlprozess des Moran anzestralen Selektionsgraphen bezeichnen wir
als MASP (Moran ancestral selection process). Die Hauptaussage dieser Abschlussarbeit,
Theorem 1, besagt, dass der MASP mit einer passenden Skalierung fiir N — oo in Ver-
teilung gegen einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess konvergiert. Den Beweis von Theorem 1
fiihren wir in Kapitel 2. Dazu zeigen wir zunéchst, dass ein eindeutiges Martingalproblem
vorliegt, die Compact Containment Condition erfiillt ist und die Folge der Generatoren
gleichméfig konvergiert. Damit lasst sich mit einem in [Ker] bereitgestellten Satz die
Konvergenz der Prozesse zeigen. Am Ende von Kapitel 2 betrachten wir kurz die Félle
sy = sund sy = § mit s,a € (0,00). Wihrend wir in Abschnitt 2.5 zeigen, dass der
zuvor bewiesene funktionale Grenzwertsatz auch im Fall der starken Selektion (sy = s)



seine Giiltigkeit behélt, gilt das im Fall der schwachen Selektion (sy = £-) nicht (siehe
Abschnitt 2.6). In [PP] untersuchen Pokalyuk und Pfaffelhuber ebenfalls den Fall sy = .
In Abschnitt 2.6 beweisen wir, dass der skalierte MASP in diesem Fall in Verteilung
gegen den Linienzéhlprozess konvergiert, der in [PP] betrachtet wird.

Das zweite betrachtete Modell ist das Cannings-Modell in diskreter Zeit. Bei diesem
handelt es sich um eine Verallgemeinerung des Wright-Fisher-Modells (siehe Abschnitt
3.3 aus [Ewe]). Im Cannings-Modell ist die Populationsgréie N konstant und die Kinder-
zahlvektoren sind unabhéngig und austauschbar verteilt.

Wir betrachten im Cannings-Modell ebenfalls die gerichtete Selektion. Wir fiithren in
dieser Arbeit geméafl [BGPW] im Cannings-Modell die gerichtete Selektion in Abschnitt
1.4 ein. Dabei sind die Kinderzahlvektoren austauschbar gemischt multinomialverteilt.
Fiir die Einfiihrung verwenden wir die graphische Reprasentation, die von Boenkost,
Gonzalez Casanova, Pokalyuk und Wakolbinger in [BGPW] eingefiihrt wurde. Diese fiihrt
zur Definition des anzestralen Selektionsgraphen im Cannings-Modell und des zugehorigen
Linienzéhlprozesses, der CASP (Cannings ancestral selection process) genannt wird. Der
CASP beruht auf Ideen von [KN] und [GS] als Analogon zum MASP. In [BGPW] wurde
ein Coupling des CASPs und des MASPs fiir den Fall

N7 <y < NTET fiiwein pe (0,)
konstruiert. Das verwenden wir in Abschnitt 3.1 um Theorem 2 zu beweisen, das besagt,

dass auch der CASP mit einer entsprechenden Skalierung in Verteilung gegen einen
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess fiir N — oo konvergiert. Im Anschluss wird in Abschnitt 3.3

der Fall N™3 < sy < N~277 fiir ein n € (0, §) betrachtet.
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Kapitel 1

Grundlagen und Resultate

1.1 Moran-Modell mit Selektion

Wir betrachten ein Moran-Modell mit zwei Typen (gewohnlich und bevorzugt) mit kon-
stanter Populationsgréfie IV und gerichteter Selektion der Stérke sy in kontinuierlicher
Zeit. Dabei haben Individuuen des bevorzugten Typs einen Fitnessvorteil bei der Repro-
duktion gegeniiber Individuuen des gewdhnlichen Typs. Bei einer Reproduktion wird ein
zufillig gewéhltes Individuum durch ein Individuum des Typs der Mutter ersetzt. Dabei
seien die Raten wie in [BGPW] folgendermaflen gegeben:

+ Jedes Individuum reproduziert sich mit der konstanten Rate 3 fiir v > 0.

e Die Individuen mit Fitnessvorteil reproduzieren sich zusédtzlich mit der Rate
SN, also mit Gesamtrate % + sy

Dabei sei (sy)n>1 eine Folge mit
N1 < gy <N fur ein nE (0, %)
Das Moran-Modell ldsst sich nach [KN] folgendermafien darstellen.

Bemerkung 1.1 ([KN, S.213]). Fiir jedes Paar (z,y) € {1,2,...,N}? mit z # y
betrachtet man einen Poisson’schen Punktprozess auf R mit Rate % (% + sn). Dabei
bezeichne {W;)"¥ : n > 1} die Punkte des jeweiligen Poisson-Prozesses. Sei {V;Y : n > 1}
eine Folge von unabhéngigen uniform auf [0, 1] verteilten Zufallsvariablen. Zu den Zeiten
WY wird ein Pfeil von x nach y gezeichnet. Falls V7Y < 1 (3 + sN)fl, wird der
zugehorige Pfeil als neutraler Pfeil bezeichnet. Ansonsten wird er selektiver Pfeil genannt.
Das heifit, dass ein Individuum y von neutralen Pfeilen mit Rate 3 und von selektiven
Pfeilen mit Rate sy getroffen wird. Verfolgt man eine Linie vom bevorzugten Typ in
die Zukunft, dann steht ein ausgehender Pfeil fiir eine Geburt eines neuen Individuums
des selben Typs. Das getroffene Individuum stirbt und wird durch das neue Individuum
ersetzt. Falls die verfolgte Linie dagegen vom gewthnlichen Typ ist, geschieht das nur
bei ausgehenden neutralen Pfeilen.
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Die Konstruktion ist so gewéhlt, dass die verwendeten Poisson-Prozesse unabhingig von
der Typenkonfiguration sind.

Abbildung 1.1: Gewohnliche Individuen sind griin gefirbt und bevorzugte
Individuen sind rot gefarbt. Gestrichelte Pfeile stellen selektive Pfeile dar
und die durchgezogenen Pfeile sind neutrale Pfeile. Der unterste Pfeil
ist damit ein neutraler Pfeil ausgehend vom Individuum 1 und trifft das
Individuum 2, das zu diesem Zeitpunkt den bevorzugten Typ hat. Das
Individuum 2 stirbt und wird durch ein Individuum des gewohnlichen
Typs ersetzt. Der Pfeil, der von Linie 4 zu 3 zeigt, ist ein selektiver Pfeil.
Da das Individuum 4 aber den gewohnlichen Typ hat, wird der Pfeil
nicht verfolgt.

Definition 1.2 (vgl. [KN, S.211)). Sei (ZN)i>0 der Zihlprozess, der die Anzahl der
gewéhnlichen Individuen zur Zeit t zihlt. Fir k =0,1,...,N hat er die Ubergangsraten:

r(k,k+1) = 2k2E und
(1

r(k,k—1) = (3 +sn) kNG fir1 <k <N.

In der obigen Abbildung betrachteten wir die Anzahl der gewohnlichen Individuen vor-
warts in der Zeit und die Anfangskonfiguration war bekannt. Anstatt das Vorwérstbild
zu betrachten, kann man auch die Ahnenlinien der Individuen rickwarts in der Zeit
betrachten und die Vorfahren von endlichen Stichproben einer Population bei unbekann-
ter Anfangskonfiguration untersuchen. Fiir das Moran-Modell ohne Selektion (sy = 0)
kann die zeitskalierte Genealogie einer endlichen Stichprobe der Grofle n fir N — oo
durch den Kingman-Koaleszenten beschrieben werden, der 1982 von Kingman eingefiihrt
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wurde (siehe [Kin]). Krone und Neuhauser konstruierten dazu analog den anzestralen
Selektionsgraphen im Moran-Modell mit Selektion.

Definition 1.3 ([BGPW, Abschnitt 2.4]). Sei (B} )i>o der Zihlprozess, der die poten-
tiellen Ahnen einer Stichprobe zur Zeit t zahlt. Er entsteht aus dem Moran-Graphen
indem man die Ahnenlinien zurickverfolgt. Neutrale Pfeile werden von der Spitze zum
Schaft begangen. Dabei kommt es gegebenenfalls zu Verschmelzungen der verbliebenen
Ahnenlinien. Bet selektiven Pfeilen werden hereinkommende und weiterfiihrende Linien
als potentielle Ahnenlinien verfolgt. Das kann zu einer Verzweigung einer verbliebenen
Linie fiihren. (B} )>0 wird Moran ancestral selection process (MASP) genannt.

Abbildung 1.2: Die blau gefarbten Ahnenlinien werden zuriickverfolgt.
Zunéchst werden die Linien 2 und 3 verfolgt. Dann wird die Ahnenlinie
2 von einem neutralen Pfeil getroffen und verschmilzt im Zuge dessen
mit der Ahnenlinie 3. Linie 3 wird anschlielend von einem selektiven
Pfeil getroffen. Da die Typenkonfiguration unbekannt ist, miissen an
dieser Stelle beide Ahnenlinie weiterverfolgt werden.

Damit ist der MASP (B});>0 ein Markov-Sprungprozess mit Raten

r(k,k+1) = ksy =% und

Pk —1) = g(’é)

fir k € [N]:={1,2,...,N}.
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Bemerkung 1.4 ([BGPW, Abschnitt 2.4]). Zwischen (BY),>o und (Z}");>0 besteht eine
starke pfadweise Dualitdt. Aus der graphischen Darstellung folgt, dass eine Stichprobe
J C [N] genau dann nur aus gewohnlichen Individuen besteht, wenn alle potentiellen
Vorfahren der gezogenen Individuen gewohnlich sind.

Proposition 1.5. Die Gleichgewichtsverteilung des MASPs entspricht der Binomialver-

teilung mit Parametern N und py = 252;1_\;7 bedingt darauf gréfier 0 zu sein.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass die Reversibilitatsbedingung
m(k)r(k,k+1)=n(k+ 1)r(k+1,k) (1.1)

fir k € [N] erfillt ist.

Sei X ~ Binomial(N, 25213]Ym> Dann folgt fiur k € [V]

P(X > 0|X = k) P(X = k)
P(X > 0)
P(X = k)
P(X > 0)
()pk (1 = py)NF
1—(1—pn)V

Wir setzten in die rechte Seite von (1.1) w(k+1) = P(X = k4 1|X > 0) ein und erhalten

()P (A=) (k1
1—(1—pyn)N N\ 2

:J%%u—mW*N—k(L_) ol
1-(1—pn)¥N k4 1PNU 7PN N
N—k 2sy (1 25N >_1’y

=P(X =k|X >0)k—— -
( | ) N 2sy+7 2sy + 7y

P(X =k|X >0) =

P(X =k+1|X >0)r(k+1,k) =

17 (B+1)k

2

N—-k 1 v )—1
P(X =k|X >0)k
( | Yk N 28N+’}/(28N+’)/ 7

—k

N
=P(X = k|X > 0)ksy
=P(X = k|X > 0)r(k,k+ 1).

Das heifit 7(k) = P(X = k|X > 0) erfiillt die Reversibilitdtsbedingung und damit folgt
die Behauptung, da die Gleichgewichtsverteilung eindeutig ist. O
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1.2 Funktionaler Grenzwertsatz fiir den Moran-ASP

Kommen wir nun zum ersten funktionalen Grenzwertsatz, der in dieser Arbeit bewiesen
wird.

Sei (BY )t>0 der im vorherigen Abschnitt eingefithrte MASP. Wir betrachten den skalierten
Prozess B":

~ ~ st\ilt — UN
BN = (BY) S - fiir 7> 0 (1.2)
0<t<T oN
0<t<T
mit
25N
=N d 1.3
N =5 un (1.3)
2 2
0% = N (1 - S’N) N. (1.4)
2sN + 25N+

Es gelte weiterhin
N1 < gy < N7 fiir ein ne (0,%).

Wir zeigen, dass dieser Prozess im Grenzwert N — oo gegen einen Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess konvergiert. Wir stellen zunéchst den Satz fiir das Moran-Modell vor.

Theorem 1. Sei Y = (Y;)o<i<r ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (also eine Losung der
stochastischen Differentialgleichung (1.10)) mit Parametern 6 = 1 und o = \/2, sowie

Yo 4 u € P(R). Konvergiere Bév in Verteilung gegen . Dann gilt fiir jedes T > 0
BN “L Y fiir N — oo in Dg([0,T)).

Dabei sei Dr([0,T]) fiir T > 0 der Raum der cadlag Funktionen, die von [0,7] nach R
abbilden.

Der Beweis des Theorems beruht auf einem Satz aus [Ker|. Dazu werfen wir in Abschnitt
1.3 einen Blick auf Martingalprobleme und Generatoren.

Bei der Definition von BY wurden py und oy geméB (1.3) und (1.4) gewihlt, da nach
Proposition 1.5 die Gleichgewichtsverteilung des MASPs der Binomialverteilung mit

Parametern N und py = 232;]17’ bedingt darauf grofler als 0 zu sein, entspricht.

Fiir den Fall N7 < sy < N7 fiir 5 € (0, 3) verwenden wir dann auch die Notation

sv=N""  mit gp<by<l-u,
wobei wir das Subskript N bei by aus Griinden der Ubersichtlichkeit weglassen. Es gilt

2N7b N—oo

=— — 0 d
PN IN-D 1~ un
o 2N17b N—oo
UN = 2N_b+7 — OQ.
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Da Npp divergiert, kann die Poissonapproximation hier nicht angewendet werden.

Fiir sy = s mit s € (0, 00) gilt

2s q
= un
PN %+~
2
UN = N2
25 + 7y

Fiir sy = § mit a € (0,00) erhalten wir

— 0 und
PN = ¥ AN
2 Niio 2
uN = —
Rty v
Damit konvergiert die Binomialverteilung mit Parametern N und py = Zofffy ~ gegen die

Poissonverteilung mit Parameter 22,
Bei moderater und starker Selektion divergiert puy und bei schwacher Selektion bleibt
pN beschrankt.

In Abschnitt 2.5 beweisen wir das folgende Korollar fiir den Fall der starken Selektion.
Korollar 1.6. Die Giiltigkeit von Theorem 1 bleibt fiir sy = s mit s € (0,00) bestehen.

Fiir den Fall der schwachen Selektion (sy = §;) filhren wir einen weiteren Prozess ein.
Sei Z = (Zi),>( der Linienzihlprozess aus [PP] mit Wertebereich N und Sprungraten

r(k,k+1)=ak und

r(k,k—1)= 7(5)

fir £ € N. Nach [PP] ist die Gleichgewichtsverteilung von K gegeben durch die Poisson-
verteilung mit Parameter 270‘ bedingt darauf gréfler als 0 zu sein.

In Abschnitt 2.6 fithren wir den Beweis des folgenden Korollars.

Korollar 1.7. Sei sy = & mit a € (0,00) und sei Zy 4 1 € P(N). Konvergiere BY in
Verteilung gegen . Dann gilt

d .. .
(B%t)ogtg 5 (Z)oerer fiir N = oo in Dy([0, ).
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1.3 Martingalprobleme und Generatoren

In diesem Abschnitt fithren wir zunédchst Generatoren und Martingalprobleme ein, um
anschlieflend einen Satz aus [Ker| vorzustellen. Diesen Satz verwenden wir, um Theorem
1 und Korollar 1.7 zu beweisen.

Sei S ein separabler metrischer Raum. Im Folgenden bezeichnen wir mit My (.S) den
Raum der messbaren beschriankten Funktionen von S nach R und mit C;(S) den Raum
der stetigen beschrankten Funktionen.

Sei Y ein S-wertiger Markovprozess. Fiir f € My(S) definieren wir fiir y € S
P'f(y) = (P'f) (y) = B, [F(¥2)].
(Pt)t>0 wird die zu Y gehorige Halbgruppe genannt ([Ker, S.46]).

Definition 1.8 ([KW, 5.139]). Sei F = (F3),5 eine Filtration und Y ein F-Markovprozess
mit Ubergangshalbgruppe (P') und Werten im metrischen Raum S. Dann heif$t Y Feller-

prozess, falls fiir jede stetige, beschrinkte Funktion g : S — R auch Plg stetig ist fiir alle
t>0.

Definition 1.9 ([KW, S.141]). Der Generator (infinitesimale Erzeuger) der Halbgruppe
P = (P");>0 eines Fellerprozesses ist der lineare Operator G : D — Cy(S) mit Definiti-
onsbereich

p={reas)

: lim% (Ptf — f) existiert im Sinne der punktweisen,
t—0

beschrinkten Konvergenz}

und Werten

firyeS.

Dabei sagen wir, dass g; fiir £ — 0 punktweise beschrankt gegen g konvergiert, falls ein
¢ > 0 existiert, so dass |g:(y)| < ¢ und g:(y) — g(y) fir alle y.

Definition 1.10 ([Ker, S.27]). Sei S ein separabler metrischer Raum.

i.) Sei'Y ein stochastischer Prozess mit Pfaden in Dg[0,00) und P ein W-Maf (beides
auf einem gemeinsamen Ereignisfeld). Man sagt, dass (Y,P) das Martingalproblem
(G, D) lost, falls fir alle f € D

t
f(n)—/ocfmms,tzo

(unter P) ein Martingal beziiglich der von'Y induzierten Filtrierung ist.
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ii.) Ein Martingalproblem (G, D) heifst eindeutig, wenn fir je zwei Lisungen (Y,P) und
(?,f”) mit Yo % Yy gilt: V 2 V.

iti.) FEin Martingalproblem (G, D) heifit wohlgestellt, falls es eindeutig ist und fir jedes
W-Maf$ € P(S) eine Losung mit Anfangsverteilung p existiert.

Damit kénnen wir den folgenden Satz vorstellen mit dem wir Theorem 1 in Kapitel 2
beweisen.

Satz 1.11 ([Ker, Satz 2.8, Bemerkung S.40]). Sei S vollstindig und sei G : D — Cp(.S)
linear. Fir N € N seien Sy C S Borelmengen, Dy = {f |sy: f € D},

Gy : Dy — My(Sy) linear und (YN, PN) seien Losungen der Martingalprobleme
(GN,Dn). Es gelte mit fn := f |sy:

i.) Das Martingalproblem (G, D) ist eindeutig,
it.) D(K) st dicht in Cy(K) fir alle kompakten K C (S) mit D(K) :={f |k: f € D},

iii.) lim  sup |Gf(y) — Gnfn(y)| =0 fir alle kompakten K C S und f € D,
N—oo yesynK

iv.) fir alle e,t > 0 existiere ein kompaktes K C S, so dass fiir alle N

PN (VN € K fiiralle s <t) > 1--. (1.5)

Konvergiert Y3 in Verteilung gegen ein p € P(S), so konvergiert (Y™, PV) in Verteilung
gegen eine Losung (Y,P) des Martingalproblems (G, D) mit Anfangsverteilung .

Insbesondere reicht es bei diesem Theorem aus, dass die Compact Containment Condition
(1.5) erfillt ist anstatt der tiblichen Forderung nach Straffheit.

1.4 Cannings-Modelle nach [BGPW]

Bevor wir den zweiten funktionalen Grenzwertsatz vorstellen, fithren wir zunéchst ein
weiteres Modell ein. Eine Verallgemeinerung des Wright-Fisher-Modells wurde von
Cannings eingefithrt (siehe [Can]). Es wird wieder eine Population mit konstanter
GroBle N betrachtet, diesmal mit diskreten nicht tiberlappenden Generationen. Nach
[Ewe, Abschnitt 3.3] sind die Kinderzahlvektoren v = (v1,v9,...,vy) mit v; € Ny fiir
i=1,...,N und Zf\ill/i = N austauschbar. Das heifit fiir alle Permutationen © € Sy
gilt: £ (v1,v9,...,un) =L (yﬂ(l), Vr(2)s s I/ﬂ.(N)). Insbesondere folgt damit, dass alle v;
Erwartungswert 1 haben.

Der folgende Teil dieses Abschnitts beruht auf [BGPW]. Wir schréanken uns auf die Teil-
klasse der Cannings-Modelle ein, deren Nachkommensverteilung v austauschbar gemischt
multinomialverteilt ist. Dabei ist v gegeben # multinomialverteilt mit Parametern N
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und #. Der Gewichtsvektor # = (Wi, Ws,...,Wy) ist ein austauschbares zufélliges
N —Tupel mit Wertebereich

N
Ay = {(:El,xg,...,x]v):aji ZO,inzl}.
i=1

Im Wright-Fisher-Modell gilt # = (%, %, e %) mit Wahrscheinlichkeit 1.

Auf Grund dieser Einschrinkung lassen sich die Beziehungen zwischen den Genera-
tionen folgendermaflen graphisch darstellen. Alle Individuen einer Generation werden
nummeriert mit 1,..., N. Dazu bezeichnen wir mit (i, g) das Individuum i € [N] in
Generation g. Seien nun ”//(9), g € Z unabhéngig und identisch verteilte Kopien von
W . Jedem Individuum (j, g) wird seine Mutter (V{; 4,9 — 1) aus der Generation g — 1
zugewiirfelt gemaf der Zufallsvariable V(; ;) mit

IP(V(jjg) =i W(Q—U) =Wl qjef{1,2,... N}

2

Gegeben # 971 seien die Zufallsvariablen V{;,9) unabhéngig fiir alle g € Z. Auf Grund der

Austauschbarkeit von (Wl(g_l), ey W](Vg_l)) sind die Zufallsvariablen V(1 g),..., V(n g
uniform verteilt auf {1,2,..., N}.

Abbildung 1.3: In diesem Beispiel ist NV = 5 und der Kinder-
zahlvektor ist gegeben durch v = (2,0,2,1,0).

Wie im Abschnitt zuvor mochten wir auch hier gerichtete Selektion einfithren. Dabei
betrachten wir wieder zwei Typen: die selektiv bevorzugten und die gewo6hnlichen In-
dividuen. Jedes Individuum erbt den Typ seiner Mutter. Dazu wird das Gewicht W;
der gewohnlichen Miitter angepasst. Fiir ein gewohnliches Individuum (7, g) aus der
Miittergeneration reduziert sich das Gewicht zu V[N/l := (1 — sy)W;. Die Gewichte von
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bevorzugten Individuen bleiben unveréndert: V[N/z = W;.

Fiir die graphische Darstellung wird nun die folgende Konstruktion aus [BGPW] einge-
fihrt.

Zunichst seien %9~ und die Typen der Individuen (i,g — 1) aus Generation g — 1
gegeben. Mit Hilfe von unabhéngigen uniform auf dem Einheitsquadrat verteilten Zufalls-
variablen wird jedem Individuum (j, g) eine Mutter aus der Generation g — 1 zugewiesen.
Dazu wird das Einheitsquadrat horizontal in N und vertikal in zwei Intervalle unterteilt.
Die horizontalen Intervalle sind [0,1 — sy] und (1 — sy, 1]. Die vertikalen Intervalle

haben die Langen Wl(g _1), Wz(g _1), e W](Vg . m Folgenden werden diese Intervalle mit
fl(g_l), fz(g_l), ce JJS;J_D bezeichnet. Sei
P91 .= {i € [N]: (i,g — 1) ist selektiv bevorzugt}
und sei
€91 .= {i € [N]: (i,g — 1) ist gewhnlich}.
Dazu definieren wir

ro=D.— |J 0,x79 "0 |J [0,1-sn] x5,
i€ B(9—1) icg(9—1)
Fiir die Zuweisung der Miitter wird die folgende Definition benétigt.
Definition 1.12 ([BGPW, Definition 4.1]). Sei U%9Y) U092 firj e [N] und g € Z

eine Folge von unabhdngigen uniform auf [0,1] x [0,1] verteilten Zufallsvariablen. Es
bezeichne

Y(jrg) = min {1 : UG e T,

Dann gibt es, gegeben B9~ ¢9=D w91 fast sicher ein eindeutiges Vijg) € [N], s0
dass U970:9) ¢ [0, 1] x fé.g(;;;. Das Individuum (V; 4y, — 1) aus der Miittergeneration

wird dann als Mutter von (j,g) definiert.
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND RESULTATE

1 T
|
|
: o UU:9:2)
|
|
|
o [7Uh9:1) J:
|
77777777 |
j2(9—1) :
77777777 |
‘ﬂl(g_l) i
o — @@ @ ____ I
0 1—sn 1

Abbildung 1.4: In diesem Beispiel ist N = 7, ¢ = {1,2,3,4},
A9V = {5,6,7} und 4(j, g) = 2.

Da (j,g) den Typ seiner Mutter erbt, gilt

{(J, g) ist gewdhnlich} := {V[; ) ist gewShnlich}.

7,9)

Per Konstruktion gilt fast sicher

[Vigo) ist gewdhnlich} = { UG9969) e (0,1 —5y)x  |J #0708 (16)
ieg(9—1)
Damit erhélt man iterativ jeweils die Typenkonfiguration der néchsten Generation, in
dem wir fir g € Z

€91 .= {j € [N]: (j,g) ist gewdhnlich}.

definieren.

Bisher haben wir angenommen, dass die Typenkonfiguration in der Miittergenerati-
on bekannt ist. Im Moran-Graphen mit Selektion wissen wir beim Zuriickverfolgen der
Ahnenlinien nicht, ob die selektiven Pfeile verwendet werden diirfen. Fiir das Cannings-
Modell wird nun ebenfalls die Konstruktion erweitert fiir den Fall, dass die Typenkon-
figuration der vorherigen Miittergeneration nicht bekannt ist. Das heiflt insbesondere,
dass €91, 291 und T zuvor nicht bekannt sind. # 9~ sei weiterhin bekannt
und wir mochten nun die potentiellen Miitter der Individuen aus der Tochtergeneration
bestimmen.

11



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND RESULTATE

Definition 1.13 ([BGPW, Definition 4.3.i]). Wir definieren fiir festes j € [N] und g € Z
G(j,9) = min{l UG €10,1 - sy] x [0, 1]}

FEin Individuum (i,g — 1) wird potentielle Mutter von (j,g) genannt, falls

Uah) e [0, 1] x Ji(g_l) firl < G(j,9). Iteratives Vorgehen fihrt zur Definition der
Menge ;243’9) der Menge der potentiellen Vorfahren von (j,g) in der Generation g —m,
m > 1 mit " = {(j,9)}.

1 T
|
: o [J7:9:2)
|
|
|
|
|
° U(jvg’l) :
77777777 |
f;gfl) o [J7:9:3) i
******** ]
|
fl(g_l) :
o N ) |
0 1-— SN 1

Abbildung 1.5: Wie in der Abbildung zuvor ist N =7,

¢l = {1,2,3,4}, B9 = {5,6,7} und v(j,g) = 2. Ein weiterer
Punkt wurde ergénzt. Fiir ihn gilt, dass U093 = y69.6G9) Damit
besteht @71(3 :9) (die Menge der potentiellen Miitter von j) aus
(2,9g—1),(4,9 — 1) und (6,9 — 1).

Definition 1.14 ([BGPW, Definition 4.3.ii]). Seien j € [N] und g € Z fest. Fiir eine
Menge J C [N] und fiir m > 0 sei die Menge der potentiellen Vorfahren von J x {g} in
Generation g —m gegeben durch dﬂgj’g) = U ,52%,7(;’9).

JjeJ
Analog zur Definition des MASPs definieren wir den CASP.
Definition 1.15 ([BGPW, Abschnitt 2.3]). Sei AY = (AN),,>0 der Prozess, der die
Anzahl potentieller Vorfahren in Generation g — m einer Stichprobe aus Generation g

zihlt. Dieser Prozess wird Cannings ancestral selection process (CASP) mit Parametern
N, L(W) und sn genannt.

12



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND RESULTATE

Der CASP (AN),,>0 ist ein {1,..., N }-wertiger Markov-Prozess, dessen Ubergiinge sich
aus Verzweigungen und Verschmelzungen zusammensetzten.

e Verzweigung: Seien el unabhéngige geometrisch verteilte Zufallsvariablen mit
Parameter 1 — sy. Gegeben A% = a ergibt der Verzweigungschritt die Summe
H = Z?ZIG(Z). Damit ist H negativ binomialverteilt mit Parametern a und 1 — sy
mit Wertebereich {a,a +1,...}.

o Verschmelzung: Zuerst wird ein % entsprechende der Verteilung £(%#') gewéhlt.
Gegeben # und H aus dem Verzweigungsschritt, werden H Kugeln unabhéngig
in N Boxen verteilt, wobei W; die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine Kugel in Box
i € {1,2,...,N} landet. AY | ist dann verteilt wie die Anzahl der nicht leeren
Boxen.

Bemerkung 1.16 ([BGPW, Bemerkung 4.5.i]). Sei g € Z und J € [N] fest.
A9 = ‘dn(Lj ’g)‘ entspricht der Anzahl der potentiellen Vorfahren von J x {g} in

Generation g — m. Der Prozess Aﬁ;]’g) = ’.527”(;7’9)’, m = 0,1,... ist ein CASP mit
Parametern N, Z(#') und sn.

1.5 Funktionaler Grenzwertsatz fiir den Cannings-ASP

Analog zum skalierten MASP stellen wir auch fiir den skalierten CASP einen funktionalen
Grenzwertsatz auf. Mit einer passenden Skalierung und weiteren Annahmen konvergiert
auch der skalierte CASP gegen einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit den gleichen

Parametern wie der skalierte MASP. Fiir den Beweis verwenden wir ein Coupling fiir
den MASP und den CASP aus [BGPW]. Dafiir werden die folgenden Annahmen benétigt.

Sei # = (W1, Wa,...,Wx) ein austauschbares zufilliges N-Tupel von Wahrscheinlich-
keitsgewichten mit Wertebereich Ay = {(xl, Ty, xN) 2 >0, Zf\io T, = 1}.
Fiir p? > 1 gelte

2

E [WE] = % + O(N73) und (1.7)
E|[W}| = (N~ (1.8)

Sei AN = (Agv )t>0 ein CASP mit Parametern N, Z(#) und sy. Fiir die Folge (sy)n>1
gelte B

N < gy < N5 fiir ein ne (O, %) . (1.9)

Wir betrachten den skalierten Prozess A%:

- . ANfl —UN
AV = (&) - (W”) fiir T > 0
0<t<T ON
0<t<T

13



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND RESULTATE

mit
= 2N und
. 25N + p?
2 2
0% = N (1 _ sN2) N
2sy +p 2sy +p

Mit dieser Skalierung kénnen wir den folgenden Satz fiir den CASP aufstellen.

Theorem 2. Sei Y = (Y)o<i<r ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit Parametern § =1

und o = /2, sowie Y 4 1 € P(R). Seien (1.7)-(1.9) erfillt. Konvergiere AY in Verteilung
gegen . Dann gilt fiir jedes T > 0

AN Ly fiir N — 0o in Dg([0,T)).

Wir werden zuerst den Grenzwertsatz fiir den skalierten MASP beweisen. Fiir dem Beweis
von Theorem 2 verwenden wir, dass nach dem folgenden Lemma ein Coupling des CASPs

und des MASPs fiir N7 < sy < N~377 mit einem n € (0, %) existiert.

Lemma 1.17 ([BGPW, Lemma 5.9]). Sei 0 <& < 2. Dann existiert ein Coupling des
MASPs (BY)i>0 und des CASPs (AY);>0, so dass fiir alle gemeinsamen Startwerte ko
mit 1 < ko < N'70F€ gilt:

P(l4Y - BY| <1, e {0,...,N"*}) =1 -0o(1).

Dabei ist die Konstante in dem Landau O uniform in kg.

1.6 Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

In beiden Grenzwertséitzen (Theorem 1 und Theorem 2) konvergiert der jeweils betrachtete
Prozess in Verteilung gegen einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess. Wir fithren ihn in diesem
Abschnitt ein.

Definition 1.18 ([KS, Beispiel 6.8]). Seien 0,0 > 0 konstant und sei (Wi)i>o eine
standard Brownsche Bewegung. Ein stochastischer Prozess (Y:)i>o0, der die stochastische
Differentialgleichung

dY, = —0Y;dt + odW, (1.10)

lost, heifit Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.

14



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND RESULTATE

Simulation von zwei OU-Prozessen

2 4 6 8
\

-2 0

4
|

-6

Zeit
Abbildung 1.6: Die Abbildung zeigt zwei Ornstein-Uhlenbeck-Pfade mit
Parametern 6 = 1, 0 = v/2 und mit Startwert 8 bzw. -5.

Im weiteren Verlauf benttigen wir auch den infinitesimalen Generator des Ornstein-
Uhlenbeck-Prozesses. Wir bezeichnen mit C*(R) fiir k € N den Raum der k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger.

Lemma 1.19. Der Generator G eines Ornstein- Uhlenbeck-Prozesses mit Parametern
0 >0 und o > 0 ist gegeben durch

Gf(x) = —bzf'(x) + % f"(x)
mit f € C2(R).

Beweis. Sei f € C2(R) und sei Y ein Ornstein-Uhlenbeck Prozess mit Parametern 6 und
o. Mit der It6-Formel folgt

f0) = 50 = [ Fvaavie s [ oan, (111

Per Definition 16st Y die stochastische Differentialgleichung dY; = —0Yidt + odW;.
Einsetzten in (1.11) ergibt

t t t
f(¥) = f(Yo) :/0 o*f’(Ys)dWS—/O enf'(n)der%/O o f"(Ys)ds. (1.12)
Insbesondere ist damit

t t t
f(Y) = £(Y) + /0 OV, f'(Ya)ds — 3 /0 o2 (Y,)ds = /0 o ' (Y2)dW,

15



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND RESULTATE

ein Martingal mit Erwartungswert 0. Damit folgt

t t
B 50 - S0 = ~E [ [ ovor(vaas| + B[ [ o5 (v)as)

0 0
Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz erhalten wir

LB [f(V2)] = f(2)) = —0xf'(2) + G f"(x) fir t — 0.

16



Kapitel 2

Moran-Modell:
Beweis von Theorem 1

In diesem Kapitel beweisen wir den funktionalen Grenzwertsatz fiir den skalierten
MASP, der in Definition 1.3 eingefithrt wurde. Dazu werden zunéchst die bendtigten
Bedingungen fiir die Anwendung des Satzes 1.11 gepriift. Zuerst wird gezeigt, dass
ein Martingalproblem vorliegt und dass dieses eindeutig ist. Danach kommen wir zum
Nachweis der gleichméfiigen Konvergenz des Generators. Anschliefend zeigen wir, dass
BY die Compact Containment Condition (1.5) erfiillt. Der Beweis von Theorem 1 wird
in Abschnitt 2.4 vervollstandigt. In den letzten beiden Abschnitten des Kapitels werden
die Félle sy = s und sy = 4 mit s, € (0,00) betrachtet. Wir befinden uns zunéchst in
dem Fall

N < gy < N7 fiir ein ne (0, %)
und verwenden dann auch die Notation: sy = IV —bN it n < by <1—mn, wobei wir das
Subskript N aus Griinden der Ubersichtlichkeit weglassen.
2.1 Martingalproblem

Wir zeigen zunéchst, dass (Y, P) das Martingalproblem (G, C3(R)) 16st.

Lemma 2.1. Sei Y ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit Parametern 6 = 1 und o = /2.
Dann lost (Y,P) das Martingalproblem (G,C3(R)) mit Gf(x) = —xf'(z) + f"(x) fir
f eC3R).

Beweis. Sei f € C2(R). Mit (1.12) folgt

500 = £ = [ VEFaws - [Vip s+ [ 5 vds
= [Varaaw.+ [ arvias
0 0

17



KAPITEL 2. MORAN-MODELL: BEWEIS VON THEOREM 1

Also erhalten wir

£ - [ G (vyds = f) + [ VaF v,

Auf der rechten Seite der Gleichung steht ein Martingal und somit folgt die Behauptung.
O

Als nichstes wird gezeigt, dass dieses Martingalproblem auch eindeutig ist. Analog zu
[RWb] betrachten wir dazu die stochastische Differentialgleichung

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th

mit b: R - R, 0 : R — R und mit einer standard Brownschen Bewegung W. Bei dem
folgenden Lemma handelt es sich sich um ein Resultat von Stroock und Varadhan, dass
hier fiir den eindimensionalen Fall angepasst wurde.

Lemma 2.2 ([RWb, Theorem 24.1, Kapitel 5]). Angenommen a : R — R>q und
b:R — R sind messbar und es gelte

i.) a ist stetig,
ii.) a(x) > 0 fir alle x € R und
iii.) es existiert ein K > 0, so dass fir alle x € R

la()] < K(1+22) und [b(a)| < K(1+ ).

Dann ist das Martingalproblem (G, D) mit Generator

df 4> f ,
GIw) = b@) D (@) + La@) TL (@) mit a() = o*() und J € D
wohl gestellt.

Damit lésst sich folgendes Korollar zur Eindeutigkeit zeigen.

Korollar 2.3. Das Martingalproblem (G,C3(R)) mit Generator
Gf(z) = —xf'(z) + f"(z) besitzt eine eindeutige Losung.

Beweis. Fiir b(z) = —z, o(x) = 2 und a(z) = 2 stimmt der Generator mit dem aus
Lemma 2.2 iiberein. Die Funktionen a und b sind messbar und a erfiillt offensichtlich die
Bedingungen i.) und ii.) aus Lemma 2.2. Mit K = 2 ist auch die Bedingung iii.) fiir alle
x € R erfillt, denn

la()] = 2 < 2(1 +2%) und [b()| = | — 2| < 2(1 + |2]).

Somit folgt aus Lemma 2.2, dass das Martingalproblem wohl gestellt ist und damit
insbesondere eindeutig ist. O
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KAPITEL 2. MORAN-MODELL: BEWEIS VON THEOREM 1

Nun zeigen wir, dass auch (BY,P") Lésungen der Martingalprobleme (G, Dy) sind mit
SN = {1_“N 2UN N_“N} und Dy = {f\SN fe CE’(R)} Dazu wird zunéchst der

OoN ' ON ON

Generator G bestimmt.

Die Raten des MASPs (B,fv)t>0 fir k € [N] sind gegeben durch

r(k,k+1) =ksy ™% und

r(k,k—l)z%(i).

Damit ergeben sich die Raten von

fiir x € Sy als

7 (ﬂs,x + %) = (zon + MN)iNf(M]Q\#“N) und
- 1\ TON + UN
r(a:,:n—UN)—S;N< 9 >

Mit diesen Raten lasst sich der Generator bestimmen.

Lemma 2.4. Der Generator von BY ist fir f € C.(R) gegeben durch
Onflo) =7 (o + %) (Fa+ ) = @) +7 (w0 = 55) (F (o - ) - F(@)
fir z € Sn.
Beweis. Per Definition gilt fiur x € Sy
B, [f(BY) - f(2)] = ti(w, 2+ 1) (Fla+ %) - [(@)
7w, — 1) (fla = &) = f(@) +o(t) fitr t — 0.
Damit folgt

lim
t—0

=i(me+ L) (Fa+ L) = @) +7(wo-2) (F(o—- &) - @)

o~
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KAPITEL 2. MORAN-MODELL: BEWEIS VON THEOREM 1

Lemma 2.5. (EN,IP’N) lost das Martingalproblem ((N?N,DN).

Beweis. Mit [KW, Satz 5.5] folgt, dass fiir alle x € Sy
t
BN) — f(z —/ G BN) ds
7 (BY) = f@) = | Guf (BY)

mit f € Dy ein Martingal ist. Damit 16st (EN ,PY) das Martingalproblem
(Gn,Dn). O

2.2 Konvergenz der Generatorenfolge

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass die gleichméflige Konvergenz des Generators
innerhalb kompakter Intervalle K C R erfiillt ist.

Proposition 2.6. Sei (~}N : Dy — My(Sn) der Generator von BN und sei
G : C3(R) — Cy(R) der Generator eines Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses Y mit Parametern
0 =1 und o = V2. Dann gilt fir alle f € C?(R) und alle kompakten K C R mit

f=1r ’SN

lim  sup ‘éNfN(CUN) - Gf(fEN)’ =0.

N—o0 rNESNNK

Beweis. Der Generator Gy ist gemaf Lemma 1.19 gegeben durch

Gnf(ay) =7 (wN,OCN + %) (fN (UCN + %) - f(wN)>
+7 (xN7iUN - ﬁ) (fN (SCN - %) - f(ﬂTN)> :
Wir formen zunéchst die beiden Raten um, die in Abschnitt 2.1 bestimmt wurden

7 (SUN, TN+ %) = (zyon + py) TEnon i)

2
= aNoN +pN — F 4+ O ()

28N

Mit py = 2sN+y

N und weiteren Umformungen folgt fiir die andere Rate

. 1\ INON + UN
T(JCN,Q?N_W)SI\?N< 9 )

= ﬁ <2xNUN,LLN + N?\/ + O(,U«N))

= geowhN 2znvon + pv + O(1))

2
23N7+'nyUN + 28]3+’7MN +O<1)
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Mit Hilfe von jeweils einer Taylorentwicklung zweiter Ordnung erhalten wir
v (o 24) = o) = e Silow) + gl Filan) + 0 () und

v (o = ) = flaw) = = £ (o) + gl filon) + 0 ()

3
ON

o) + g i) +0 ()
.

_7fN xN)+20-2 N(zN) O(

= #f]lv(x]\/) ((1 - 28N+’Y) INON + (1 25N+'Y) HN = !va)

Somit lisst sich Gy folgendermaflen schreiben

S\H

GnIn(en) = (wNUN+uN— + O (2ap) )(

2
+ (23N’Y+’YxNO—N+ 2SN+’Y/'LN+O )

A/~

=4
~—
~

+ 5oz [h(@) ((1 + gt ) evoN + (1 + 3ok ) BN — Ava)
(D)
+0 () TO (%) o)

Umformungen von (I) ergeben

2 2 2
_ 2y _ " _ BN _ 2sy—v Iy BN
(1 23N+'Y) INON + (1 25N+'Y) HN =N = 2y PNON TN =N

(I1) lasst sich vereinfachen zu

2 B 2sn+2 2
(1 i) avow + (1 g ) iy = ' = 32w + 0 (o) + O (ﬁv)

Wir setzten nun diese Umformungen in (2.1) ein und erhalten

Gy fn(ay) = 3252 anfiv(en) + 3 B2 4 fi(an) + 0 () + 0 (5).
N—— N——

——1 —2 1

Da K kompakt ist, existiert ein A > 0, so dass K C [—\, A]. Damit folgt

lim sup ‘éNfN(«TN) —Gf(zn)

N%OOxNESNﬁK
_ 2sN— ! 12sN+2y uN 1" 1 UN
= Jm s (32 +1) anf/(an) + (2 oty iy 1) fen) +0 (&) +0(5)
< i 25N=7 4 1| A 12sNy+2y by O O (BN

Ngnoo acNESSI\lfJVE)[ AA] 25N+ * ’ at 2 258ty UN e+ ( ) T ( N )
—0 (2.2)
mit ¢y, co > 0. O
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An dieser Stelle ist es wichtig zu bemerken, dass in (2.2) b € (0,1) verwendet wurde.

Im Gegensatz zum Fall sy = § mit a € (0,00) konvergiert der Generator Gy zwar
mit sy = s mit s € (0,00) gegen den gleichen Grenzwert, der Beweis benotigt aber

Anpassungen (siehe Proposition 2.12).

2.3 Compact Containment Condition

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass die Compact Containment Condition (1.5) erfiillt

ist.

Proposition 2.7. Es gelte P5y it Py,. Fiir alle €', T > 0 gibt es ein kompaktes K C R,
0

so dass fiir alle N > 1

]P’(Eiv € K fir alleth) >1—¢
gilt.

Um diese Proposition zu beweisen, werden wir zunéchst zwei weitere Lemmata aufstellen.
Sei T' > 0. Fiir den Beweis suchen wir ein A € R0, so dass die Ungleichung fiir K = [—A, A]
erfiillt ist. Per Definition von B gilt

P(BY ¢ [-AAVE<T) =P (BNo & lun — Aow, un + don] ¥ < T)

:P< sup |BN — pn| > )\UN> .
te[0,TNP]
Die Idee besteht daraus diese Wahrscheinlichkeit mit Hilfe eines Prozesses mit sym-
metrischen Sprungraten nach oben abzuschétzen. Fiir diesen Prozess lasst sich dann
leicht eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Spriinge im
Intervall [0, TN?] gréBer als ein m € N sind, bestimmen. Betrachtet man diesen Prozess
anschlieflend nur an den Sprungzeitpunkten, so ldsst er sich als die symmetrische Irrfahrt
auf Z auffassen.

BN

Dazu wird ein weiterer Prozess BY = (Bt mit Eév 4 BY definiert.

)ogth

Die Sprungrate von BY soll in jedem Punkt in [un — Ao, iy + Aon] mindestens
so hoch wie die Sprungrate von B sein. BY soll keinen Drift zur Mitte haben. Dazu
maximieren wir fiir k € [N] N [uny — Aoy, uny + Aon]

r(k b+ 1) +r(k k- 1) = (stNk—k N ]vv<];>>

Fiir N grofl genug entspricht (2.3), aufgefasst als Funktion in k, einer nach oben geoffneten
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Parabel. Das Minimum wird dabei fiir £ < 0 angenommen.

Dementsprechend wird die Summe der Raten maximal fiir k € [uy — Aoy, uny + Aon] in
k= UN + Ao N-

Deshalb setzten wir die Raten von BY fiir k € [N] als

Flk,k+1) =7k, k—1)
N—-—pn—Aon

7
= %SN(,HN + )\O'N)# + ﬁ(ﬁu\f + Xon)(un + Aoy — 1).

Dieser Prozess wird verwendet, um
IP’(E;N ¢ [\ AVt < T) :]P( sup |BN — pun| > AUN)
te[0,TN?]

nach oben abzuschétzen.

Per Konstruktion ist die Sprungrate von BY in jedem Punkt mindestens so gro wie die
Sprungrate von BY und BY hat im Gegensatz zu B keinen Drift zur Mitte. Damit
folgt

P( sup \BgN — pun| > )\UN> < ]P’( sup ]étN — pn| > )\JN> )
te[0,TNY] te[0,TN?]

Mit Hilfe des Ereignisses

INm = {Anzahl der Spriinge von BY in [0, TN?] < m} ,
kénnen wir die obige Wahrscheinlichkeit weiter abschétzen

]P’( sup |BYN — un| > )\UN>
te[0,TN?]

<P ( sup  |BY — un| > doy | JN7m> +P (vam) . (2.4)
t€[0,TNY]
InP (Supte[O,T Nb]\BtN —un| > Xon | J N,m> wird darauf bedingt, dass BY im Intervall

[0, TN b} maximal m Spriinge hat. Wir konnen diese Wahrscheinlichkeit nach oben
abschétzen indem wir den Prozess nur an den ersten m Sprungstellen betrachten. Sei
nun 7; der Zeitpunkt des i-ten Sprungs von B fiir ¢ € N. Damit gilt

P sup [BN —pun| > dow | INm | <P | sup ]ég —un| > Xon |- (2.5)
+€[0,TNY] 1<i<m
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Aus (2.4) und (2.5) folgt

P (E’tN ¢ [-AAVE< T) <P ( sup |BY — pn| > Aow) +P (J]%,m) : (2.6)
1<i<m
0 (I1)

Im Folgenden werden () und (1) mit Hilfe von zwei Lemmata jeweils einzeln abgeschétzt.
Wir beginnen mit (/1) und damit der Wahrscheinlichkeit, dass mehr als m Spriinge im
Intervall [0, TN?] stattfinden.

Lemma 2.8. Fir N grofi genug und m = K% + 5) TNI*bW mit € > 0 gilt

P (J]C\;m) < exp (—cTleb)
mit ¢ = c(e) > 0.
Beweis. Sei m = [( ) Nl_ﬂ mit € > 0 und sei E; ~ exp(/3) mit
B =r(kk+1)+7(kk—1). Es gilt

m
P(Jm) =P <Z B < TNb> . (2.7)
i=1
Um die folgenden Rechnungen zu vereinfachen, wird 8 zunéchst nach oben abgeschétzt.

B =7rlk,k+1)+7(k,k—1)

= SN (MN—F)\UN)N_“NiN_)\UN-Fﬁ(MN-F)\JN) (,U,N—i-/\UN—l)
—b 2 o
=N <(1+28N’}:0—'7))\0'N+(1+281\7+’Y>MN_+O( NﬂN))
—— ———

—2

Die letzte Gleichheit wurde bereits in der Rechnung fiir den Generator im Beweis von
Proposition 2.6 gezeigt. Die héchste Ordnung fiir N — oo hat dabei N~° (1 + m) LN -
Fir N grofl genug gilt deshalb

B<NTINT (14 0(1) = AINTP(1+0(1)) < EN'Z. (2.8)

Sei E; ~ exp(1). Damit ist /" E! ~ Gamma(m, 1).
Mit (2.8) erhalten wir

m m
P (Z E; < TNb> =P (ZE < ﬁTNb>

i=1 i=1
m

<P (Z < 8TN'- b)
1=1
m

SP(ZEZ - 8+7z—: > :
1=1
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An dieser Stelle sieht man, warum wir m = K§ ) TN l_bw gewahlt haben. Auf der
linken Seite der Ungleichung 31" E} < o°— + m steht nun eine Gamma(m, 1)-verteilte
Zufallsvariable und auf der rechten Seite Steht vor m ein Faktor der kleiner als 1 ist.

Somit lésst sich die Chernoff-Schranke (Lemma A.1) fir gammaverteilte Zufallsvariablen
anwenden.

(ZE’ ) <o (-m (g —1-In(g%:)))

(
(3TN0 4 (B4 TN 4 (2 46) TN ()
(
(

= ep (e (3 6)In (522)) TNI) 29)

Sei ¢(g) := —e — (% + 8) In (84?75). Wir zeigen, dass ¢(g) > 0 fiir ¢ > 0.

—e— (S4e)m (L) >0 (2.10)
— e+ (B4e)m(E) < (B+e)m(E+e)
= %ln(%)+(1+1n(%))6<%ln(%—f—s)—l—ln(%—i—e)s.
=:hi(¢g) =:ha(e)
Es gilt
h1(0) = ha(0),
K (5):1+ln( ).

By(e) = giz 4+ (S 4e) + g =14+ (2 +¢).
Fiir alle € > 0 folgt also k] (e) < hb(g) und damit auch hy(g) < ha(g), da hi(0) = h2(0).
Somit ist die Ungleichung (2.10) fiir alle £ > 0 erfillt.

Zusammen mit (2.7) und (2.9) folgt die Behauptung. O

Nun betrachten wir (I) aus (2.6) und leiten eine obere Schranke fiir
P (sup1§i§m|Bg — uN| > )\UN) her.

Lemma 2.9. Sei § € (0,1), A > 0 und Ao > 0 mit P(BY € [, \o]) > 1 — 6 fiir alle
N > 1. Dann gilt fiir e > 0 und m = K% +€) Tlebl

h(e)T + A3

e

IP’( sup |BY —MNIZA0N> <

1<i<m

mit h(g) >0
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Die Hauptidee des Beweises besteht darin den Prozess als eine symmetrische Irrfahrt
aufzufassen indem wir ihn nur an den Sprungzeitpunkten betrachten. Dabei sind die
folgende Ungleichung von Doob fiir Submartingale und das darauf folgende Lemma fiir
Submartingale hilfreich.

Lemma 2.10 ([RWa, Theorem I1.52.1]). Sei (Z;)ien ein nicht-negatives Submartingal,
dann gilt fir alle c >0 undn € N

cP (max Zi > c> < E[Z,].

1<i<n

Lemma 2.11 ([RWa, Lemma I1.52.2]). Sei M ein Martingal und f eine konvexe Funktion
mit E[|f(M,)|] < oo fiir alle n. Dann ist f(M) ein Submartingal.

Beweis von Lemma 2.9. Per Definition gilt E(Z)\/ 4 BY = un + B{¥on. Betrachtet man
(ETZ. — i N) 0 dann erhélt man eine einfache symmetrische Irrfahrt (S;);>0, deren Start-
; >

wert wie Eév oy verteilt ist, denn die Raten von B fiir einen Sprung nach oben und die
Raten fiir einen Sprung nach unten sind identisch.

Das heit S; £ BY on + Yh_y Zx mit P(Z = 1) = P(Z, = —1) = 1 und Zj, und Z; sind
unabhéngig fiir k # j.

Damit gilt

IE”( sup |B — puN| > )\UN> =P <1I<II%X |S;i| > )\JN> . (2.11)

1<i<m

Die Voraussetzung fiir den Startwert BO besagt, dass fiir alle § € (0,1) ein kompaktes
Ko = [~ o, o] existiert, so dass P(B)' € Kg) > 1 — 4 fiir alle N > 1. Damit folgt

P ( max [S;| > )\UN) <P ( max 1Si| > Aon | BY € K()) —|—]P’(§év ¢ Kg)
1<i<m
§P<lr<nax 1Sil > Xon | BY €K0> +90
= ( max (5;)2 > X20% | BY e K0> + 4. (2.12)
Die letzte Umformung (2.12) erlaubt uns Lemma 2.11 anzuwenden. (.5;);>0 ist unter der

bedingten Verteilung ein Martingal beziiglich der natiirlichen Filtration und die Funktion
f:R = R mit f(z) = 2? ist konvex. Es gilt

E [53

EéVeKO] = Z Z;Zy, + 2B} O‘NZZk—I— (BY¥)?0

7,k=1

NEKQ]

Da Zy und Z; fiir k # j unabhingig und identisch verteilt sind mit E[Z;] = 0 und
E[Z?] = 1 und Z;, und B}’ ebenfalls unabhingig fiir alle k& € N sind, folgt fiir alle i € N
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E [SE

~ ~ 2 ~
BY Ko] = iE[Z?] +E {(B{)V) ‘B{)V € Ko} o <i+ Mok (2.13)

Nach Lemma 2.11 ist (Si)zzzo ein Submartingal. Somit lésst sich nun Lemma 2.10 anwen-

den.

E[Sq | B)' € Ko
N2,

P(maX(Si)QZ/\QUJZV|§(])V€K0)—|—5§ +4

1<i<m
Zusammen mit (2.13) erhalten wir

- A2
N2> 22,2 | BN o _m 0
P 502 Ko I B € fo) < s5lp 540

Wir setzten m = [(% + 5) TNl_bW ein und erhalten

(3]

2227 (sizs) N

h(e)T + A2
ST

A

2+

P(max (SZ-)QZ)\ZJ?V|§(J)VEKO>+5: +

1<i<m
)

mit h(e) = % (% +e+ 1) (2 4 7)2. Daraus folgt mit (2.11) und (2.12) die Behauptung. [

Mit Hilfe der gerade gezeigten Lemmata kénnen wir im Folgenden die Compact Contain-
ment Condition beweisen.

Beweis von Proposition 2.7. Nach (2.6) gilt fiir A € R>q

P(BY ¢ [-AN¥s <T) <P ( sup |BY — un| > AUN> + P(J5 ) (2.14)

1<i<m

Im Folgenden wird gezeigt, dass € > 0 und X > 0 existieren, so dass fiir alle & > 0, die
beiden Ungleichungen

!/
IP’( sup |Bg—,uN| > )\UN) <%

1<i<m

und

m\

P(JNm) < (2.15)

|

erfillt sind.
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Sei m = [(% + 5) TNl_bW. Nach Lemma 2.8 existiert ein € > 0, so dass

P(JNm) < exp (*C(E)TNH’) (2.16)
mit ¢(e) > 0. Daraus folgt, dass (2.15) fiir N grof} genug erfiillt ist.

Nach der Voraussetzung gilt Pgw = Py, . Somit ist {P§N |N > 1} straff und es existiert
0 0
fiir alle § € (0,1) ein kompaktes Ky = [—\o, o], so dass

P(BY e Ko) >1-14
fiir alle N > 1. Das heit wir koénnen fiir 6 € (0, %l) ein Ao wéhlen, so dass
P(BY € [~Xo, Ao]) > 1 0.

Mit Lemma 2.9 folgt

P( sup |BY — un| = dow
1<i<m

Daher reicht es A > 0 zu wahlen, so dass

h(e)T + N2 !
@AQO+5<‘; (2.17)

mit § € (0, %l)
Die Wahl von A hdngt somit nicht von N ab und A = aV/T fiir eine Konstante a > 0.

Mit dieser Wahl von A und ¢ folgt

1<i<m

~ (2.6) ~
P(BY ¢ [-ANVs <T) < IP< sup |BY — un| > )\O’N> +P(J5 )

(2.16) & (2.17) ¢/ ¢/
< 5 + B
=
Mit K = [—), A] folgt die Behauptung. O

2.4 Beweis von Theorem 1

In diesem Abschnitt vervollstdndigen wir den Beweis von Theorem 1. Fiir die Anwendung
des Satzes 1.11 miissen die folgenden Bedingungen mit fy := f |g, erfiillt sein:

i.) Das Martingalproblem (G, D) ist eindeutig,
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ii.) D(K) ist dicht in Cp(K) fur alle kompakten K C S mit D(K) :={f |x: f € D},

iii.) lim sup |Gnfn(y) — Gf(y)| =0 fiir alle kompakten K C S und f € D,
N—o0 yeSNNK

iv.) fiir alle €,¢ > 0 existiere ein kompaktes K C S, so dass fiir alle N

PN (VN € K firalle s <) > 11— . (2.18)

Mit Hilfe der vorherigen Abschnitte zeigen wir, dass die Bedingungen erfiillt sind.

Beweis von Theorem 1. Sei GG der Generator des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses Y mit
Parametern § = 1 und ¢ = v/2. Zusitzlich zu den Bedingungen i.)-iv.) wird in Satz 1.11
gefordert, dass S vollstindig ist und G : D — C(S). Mit der Wahl S = R und D = C3(R)
ist das erfiillt.

Der Wertebereich von BY ist gegeben durch Sy = {1;?\’, 2;]’?, ey N;{\’,‘N} an. Nach

Lemma 2.5 16st (BY, PY) das Martingalproblem (G, Dy) mit Dy = {f’SN fe CS(R)}

Nun gehen wir zu den Bedingungen i.)-iv.) iiber.

i.) Nach Korollar 2.3 ist das Martingalproblem (G,C3(R)) eindeutig.
ii.) Fiir alle kompakten K C R ist C2(K) dicht in Cy(K).

iii.) Nach Proposition 2.6 gilt fiir alle f € C2(R) und kompakte K C R

lim sup ‘éNfN(wN)—Gf(xN)’ =0.

N—oo cNESNNK

iv.) Proposition 2.7 besagt, dass die Compact Containment Condition erfiillt ist.

Somit folgt mit Satz 1.11 die Behauptung. O

2.5 Starke Selektion

Zuvor wurde der Fall betrachtet, dass die Folge sy die Ungleichung
NI <y <NTT O firein e (0,5)

erfiillt. In diesem Abschnitt widmen wir uns dem Fall sy = s mit s € (0, 00) und beweisen
Korollar 1.6.

Korollar 1.6 beweisen wir mit Hilfe des Beweises von Theorem 1. Beim Betrachten der
Martingalprobleme und dem Beweis der Compact Containment Condition kénnen wir
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ohne Anderungen b = 0 einsetzen. Allerdings benétigt der Beweis der gleichméiBigen
Konvergenz des Generators Anderungen, da im Beweis der Proposition 2.6 b # 0 verwendet
wurde.

Proposition 2.12. Sei sy = s, Gy : Dy — My(Sn) der Generator von BN und sei
G : C3(R) — Cy(R) der Generator eines Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses Y mit Parametern
0 =1 und o = /2. Dann gilt fir alle f € C3(R) und kompakten K C R mit fn = f lsy

lim  sup ‘éNfN(xN) - Gf(iﬁN)’ =0.

N—o0 rcNESNNK

Beweis. Mit sy = s sind uy und oN gegeben durch

2s
25+

9 2s (1 2s )N
oy = —
N o5+~ 25 + 7y

Der Generator Gy ist nach Lemma 2.4 fiir zy € Sn gegeben durch

und

UN =

Gufn(an) = f(anon + 25) (Iv(en + 25) = fvlen))
+ ey an — &) (Inley - 25) - fvlen)).
Wir formen wieder zunichst die Raten um, die in Abschnitt 2.1 bestimmt wurden
(N, TN + %) = (xyonN + /LN)—N_(IN]%N+MN)
:$N0N+MN—WTNM—%+O(1).

Fiir die andere Rate erhalten wir mit den gleichen Umformungen wie im Beweis der
Proposition 2.6

1y INON +UNY _ 2
Fan,on = 55) = 3N7N< 2 > - 2sjrvaUN + 2317/“\’ +O(D).

Mit einer Taylorentwicklung von f erhalten wir
GNfn(zN)
— (:CNUN +uN — WWN”’N - % + (’)(1)) (Clef]’V(xN) + ﬁf]’\/,(x]v) +0 (%))
+ (mimon + Qslw“N +0(1) <—($Vf1/v(93N) + 5oz fR(an) + 0O (01%))
()
+ %%ff(/(ﬂfN) <(1 + 23217) TNON + (1 + ﬁ) LN — > +0 ( ) (2.19)

(1)
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Wir betrachten (1) und (/I) zunéchst getrennt voneinander. (I) lasst sich folgendermafien
umformen

2y ol 2ENONUN 13 25—y I 2uN 13
(1 - 23+’y) TNON + (1 - 25+’y) UN = 5N TN T 2 INON TN T TN INON N

_ (2s=y _ 2un
- (23+'y N ) TNON
4s

_ (25— _
- (28+v 2s+7) INON

= —ITNON.

Nun kommen wir zu (I7). Mit £5- = 23% folgt
N

2
2 3 2542 H
(14 g25) exon + (14 ) i = 5 = 52w = Y + O(ow)

N
_ [ 2542y 25+~ 2s  2s+7 2
2s+y v 25+y vy
= 20%;.

Das Einsetzen der Umformungen von (I) und (II) in (2.19) ergibt

Gnfn(en) = —on fi(zn) + f(en) + O (%) :
Damit folgt

lim  sup ’éNfN(l'N) —Gf(fUN)‘

N—oo g neSyNK

= ]\}im sup |(—1‘N + xN)f'(xN) +(1- 1)f”($N)| + 0O (%)
—0 znyeSNNK

=0.

Damit lasst sich nun Korollar 1.6 beweisen.

Beweis von Korollar 1.6. Der Beweis kann aus dem Beweis des Theorems 1 im Fall
N~ < 55 < N™7 mit einem 7 € (0, 1) iibernommen werden. Die einzige notwendige
Anderung ist der Beweis der gleichmiifigen Konvergenz des Generators des skalierten
MASPs innerhalb kompakter Intervalle K C R. O

2.6 Schwache Selektion

AbschlieBend méchten wir den Fall sy = § mit a € (0, 00) betrachten. Wir beweisen in

diesem Abschnitt mit Hilfe von Satz 1.11 das Korollar 1.7. Wir wenden den Satz analog
zum Fall der moderaten Selektion an.
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Die Sprungraten von (B]]\\;t)0<t<T sind fiir k € [N] gegeben durch

Fkk+1)=ak®¥%E  und

—k
N
r(k,k—1)= 7(5)

Fiir den Linienzéhlprozess Z = (Z;)o<t<7 gilt fir k € N

r(k,k+1) =ak und

r(k,k—1) —fy<];>.

Beweis von Korollar 1.7. (B]J\\;t)po ist ein [IN]-wertiger Markovprozess. Analog zum Be-

weis von Theorem 1 wenden wir Satz 1.11 an und zeigen, dass (Z;)j<;<p und (B]]\\;t)0<t<T

die Bedingungen von Satz 1.11 erfiillen.

Sei D = C.(N), Dy = {f][N] :fe D} und sei Gy : Dy — My([N]) der Generator von

(B]J\\;t)t>0. Der Zustandsraum von (B]]\\fft)»

der Generator G der Q-Matrix und fiir f € Dy und k € [N] gilt

o ist ebenfalls abzéhlbar. Damit entspricht

Gwa>=cm“xkaﬂk+1>—fu»y+v<§>nﬂk—lw—fw».
Mit [KW, Satz 5.5] folgt, dass fiir alle 2 € [V],
FBX) - 1@) ~ [ Gur(BY,)ds

mit f € Dy ein Martingal ist. Damit 16st ((B]]\\,ft)tm PN > das Martingalproblem
(Gn,Dn). -

Zusétzlich dazu zeigen wir, dass die Bedingungen 1i.)-iv.) von Satz 1.11 ebenfalls erfiillt
sind.

i.) Der Zustandsraum von Z ist abzéhlbar, somit entspricht sein Generator G der Q-Matrix.
Fir f € C.(N) und k € N gilt

Gf(k) = ak(f(k+1) = f(k)) +7<2

ﬂ(ﬂk—n—fw».

Das Martingalproblem (G, D) ist nach [KW, Satz 5.5] und [KW, Satz 5.7] eindeutig.
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ii.) Fur alle kompakten K C N ist C.(K) dicht in Cp(K).

iii.) Sei K C N kompakt, dann existiert ein A > 0, so dass K C [A]. Damit folgt fiir
J €Dn

lim sup [Gnf(k)—Gf(k)|
= lim sup

N—=00 ke[NInK
— k k
m, sup (ak% - ak) (f(k=1)— f(k)) + <7 <2) — 7<2>> (f(k+1)— f(k))‘

< lim  sup a% |f(k+1)— f(k)|
N=00 ke[N]N[A]

=0.

iv.) Fir den Nachweis der Compact Containment Condition fithren wir einen weiteren
Prozess ein. Sei (X¢)i>0 ein Yule-Prozess mit Sprungraten r(k,k + 1) = ok fir k € N

und Xo £ BY. Fiir alle k € [N] gilt r(k, k + 1) > #(k, k + 1). Daraus folgt fiir A € N und
alle N > 1

P| sup BN, >A| <P[ sup X; >\ =P(Xp>\).
te€[0,T] te[0,T]

Nach [KW, Satz 5.1] explodiert (X;):>0 fast sicher nicht. Daraus folgt, dass fiir alle ¢ > 0
und 7" > 0 ein A € N existiert, so dass

P(XT > A) <eE.

Da (B]]\\,[t>t>0 per Definition nur Werte grofler als 0 annehmen kann, existiert somit fiir
allee >0und T > 0 ein A € N, so dass fiir alle N > 1

P(BY, € [\ firalle t <T) > 1. (2.20)

gilt.
Somit ist Bedingung iv.) erfiillt.

Mit Satz 1.11 folgt

N d . .
(BNJOSST——+(ZngSTfhrAf—)aanleﬂQIﬂ)
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Kapitel 3

Cannings-Modell: Zwei Beweise
von Theorem 2 und ein Ausblick

In diesem Kapitel wird zuerst der funktionale Grenzwertsatz fiir den skalierten CASP

(Theorem 2) fur % < b < 1 bewiesen. Dabei handelt es sich um ein Teilregime der

moderaten schwachen Selektion. Der Fall % < b < 1 wird als Regime der moderaten
schwachen Selektion bezeichnet. Fiir den Beweis verwenden wir ein Coupling aus [BGPW]|
und den funktionalen Grenzwertsatz fiir den skalierten MASP (Theorem 1). In Abschnitt
3.2 betrachten wir den Ansatz, ein Korollar aus [Ker] anstelle des Couplings anzuwenden,
um Theorem 2 zu beweisen. Der Fall b < % wird in Abschnitt 3.3 betrachtet.

Wir treffen zunéchst analog zu [BGPW] und Abschnitt 1.5 die folgenden Annahmen.
Sei AN = <A£V>t>0 ein CASP mit Parametern N, Z(#) und sy = N ~°¥ mit

%_,_nngSl—n fir ein 176(0,%):

wobei wir das Subskript N bei by aus Griinden der Ubersichtlichkeit weglassen.
Dabei sei # = (W1, Wa, ..., Wy) ein austauschbares zufélliges N-Tupel von Wahrschein-

lichkeitsgewichten mit Wertebereich Ay = {(xl, xo, ..., xN) x>0, fo\io €T = 1}.
Fiir p? > 1 gelte

E (Wi = L5 +ow?)
und
E|[WP| = O(N?).

Wir betrachten den skalierten Prozess A%

AN, — UN
IN _ (4N _ lsx't)
AN = (At >ogth = (UN ) (3.1)
0<t<T
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mit
= 2N und
. 25N + p?
2 2
0% = N (1 _ sN2) N
2sy +p 2sy +p

3.1 Beweis von Theorem 2

Zu den zuvor gewihlten Parametern verwenden wir nun das Coupling aus [BGPW]
(Lemma 1.17). Damit kénnen wir den funktionalen Grenzwertsatz fiir den skalierten
CASP beweisen.

Beweis von Theorem 2. Sei 0 < ¢ < 4. Aus Lemma 1.17 folgt, dass ein Coupling des
MASPs (B} )i>0 und des CASPs (A} );>o existiert, so dass fiir alle gemeinsamen Start-
werte ko = ko(NN) mit 1 < kg < Ni-bte o = p>und T > 0

P(l14Y - BN <1, € {0,...,TN"}) =1 - o(1) (3.2)

gilt.
Die linke Seite von (3.2) lasst sich schreiben als

P(|A,{V—Bivl <1,Vte {0,...,TNb})
:IP’( g(ﬁv,Vte{o,;b,...,T})

Mit sy = N~ erhalten wir aus (3.1)

AN BN —
+Nb KN By HN
oN oN

N
AN o Ath*MN
t - ON

und aus (1.2)
SN BNb_NN
B - UVT.

Damit folgt, dass ein Coupling fiir die skalierten Prozesse (EtN Jo<t<T und (ji\f o<t<T
existiert, so dass

P(14Y - BN < L vt € [0,T]) =1 - o(1). (3.3)
Nach Theorem 1 gilt
BN L ¥ fiir N = oo in Dg([0,T)). (3.4)

Mit (3.3) und (3.4) folgt die Behauptung. O
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3.2 Ein weiterer Blick auf den Fall b > %
Wir bleiben zunéchst weiterhin in dem Fall
%—l—nﬁbﬁl—n fiir ein 776(0,%).

Der Beweis des Couplings (Lemma 1.17), das wir im Beweis von Theorem 2 verwendet
haben, beruht auf den Ubergangswahrscheinlichkeiten des MASPs und des CASPs. In
diesem Abschnitt untersuchen wir mit Lemma 3.1 zuerst die Ubergangswahrscheinlich-
keiten des CASPs. Wir betrachten ebenfalls den zugehorigen Beweis aus [BGPW] als
Vorbereitung fiir weitere Abschitzungen in Abschnitt 3.3. Mit Hilfe der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten erklaren wir anschlieffend, warum b > % eine untere Schranke fir das
Coupling bildet. Danach betrachten wir einen weiteren Beweisansatz fiir Theorem 2. Er
besteht daraus ein Korollar aus [Ker| anzuwenden.

Lemma 3.1 ([BGPW, Lemma 5.1]). Sei 0 < ¢ < &. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
des CASPs (AN),>0 sind fiir k < N*7°%¢ gegeben durch

N

P(A%+1=k|Aq]x=k):1—ksN—<§>p2+(9(k4N2+k28?v)
P(A%+1:k+l|A7Nn:k;):k3N+O<k4N_2+k28%V)
)

N
(14N —k > 2] AN =k) = O (KN "2+ k25 ) .

P(Apry =k =140 =k) = (’“)”2 +0 (KN4 k25

Beweis. Die Uberginge des CASPs setzen sich aus einem Verzweigungs- und einem
Verschmelzungsschritt zusammen (siehe Abschnitt 1.4). Wir beginnen zunéichst mit k
Individuen und dem Verzweigungsschritt. Jedes Individuum liefert eine geometrisch
verteilte Anzahl an Kugeln mit Parameter 1 — sy.

Sei k € N und seien GV unabhéingig und geometrisch verteilt mit Parameter 1 — sy.
Dann ist Zé?zlG(j) negativ binomialverteilt mit Parametern k£ und 1 — sy.

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass man bei k£ Individuen im Verzweigungsschritt k
Kugeln erhélt, gegeben durch

k
P (Z Gl = k;) =(1—sn)"=1—ksy +O(k*s%).
j=1

k + 1 Kugeln erhalt man mit Wahrscheinlichkeit

k
P (Z GY) =k + 1) = (k: ﬁ 1) (1—sy)fsy = k(1 —sy)Fsy = ksy + O(k%s%).
j=1
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Subtrahiert man die obigen Wahrscheinlichkeiten von 1, erhédlt man die Wahrscheinlichkeit
fiir mindestens k + 2 Kugeln

k
P (Z GY >k + 2) = O(kK*s%).

=1

Nun betrachten wir den Verschmelzungsschritt. Dazu benétigen wir die Wahrscheinlich-
keiten, dass ein Individuum mehrmals als Mutter ausgewéhlt wird.

Mit ¢y bezeichnen wir die Paarverschmelzungswahrscheinlichkeit. Mit der Austauschbar-
keit der W; folgt

N 2
_E|S" w2 =2 L oN2). 3.5
Analog ldsst sich dy, die Wahrscheinlichkeit fiir eine Dreifachkollision, bestimmen
N
dy =E [Z Wf] =O(N7?). (3.6)
i=1

Sei E}, o das Ereignis, dass die Anzahl der potentiellen Ahnen nach dem Verschmelzen
hochstens k£ — 2 betrigt bei k¥ Kugeln nach der Verzweigung. Bei diesem Ereignis gibt
es entweder mindestens zwei Zweierkollisionen oder mindestens eine Dreierkollision. Mit

(3.5) und (3.6) folgt

P(Ej2) < (Z) ]’\’,42 +0 ((’;) N—2> + O(K*N73) = O(k*N ). (3.7)

Um die Wahrscheinlichkeit fiir genau eine Kollision mit Hilfe der Second Moment Methode
abzuschétzen, betrachten wir die Zufallsvariable

X = Z ZXi,j mit Xij = 1 und j kollidieren} -

Mit (3.5) folgt

37



KAPITEL 3. CANNINGS-MODELL: ZWEI BEWEISE VON THEOREM 2 UND EIN
AUSBLICK

Mit Hilfe von (3.5) und (3.6) erhalten wir

k k 2
E[X* =E (ZZXM)

i=1j>i

- <§> (?\j + O(N_2)> + 0O (k3IE[X1,2X273]) +0 <k4E[X1’2X3’4])

- (S)’]O\j +O(N"2) + 0 (KN72)

= (g) é’é +0 (KN72).

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siche Lemma A.2) folgt

k

Bxp (%) 0N 2
02 5k =g roqns ~ (o) (7007

Zusammen mit (3.7) fithrt das bei & Kugeln vor der Verschmelzung zu

P(X=0)=1- (g)?\j + O(K*N~2)

N
P(X >2) = O(k'N72).

P(X =1)= (g) L O(K'N7?)

Nun betrachten wir den Verzweigungs- und Verschmelzungsschritt zusammen.
Die obigen Rechnungen verwenden wir, indem wir auf verschiedene Ausgéinge von

Am
H=Y GO
j=1

bedingen. Damit lasst sich die Wahrscheinlichkeit fiir k41 potentielle Ahnen in Generation
g — (m + 1) bei k potentiellen Ahnen in Generation g — m berechnen.
P (AN =k+1]AN =k)
=P (AN, =k+1[AN =k H=k)P(H=Fk|A) =k)
+P (AN =k 41| AN =k H=k+1)P(H=k+1]A) =
+P (AN =k 1| AN =k H>k+2)P(H>k+2] AN =

o+ (1 - (’f : 1);5_ e (m—z)) (ksw + 0 (23)) + 0 (1233

= ksn + O (K'N72 4+ K25},
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Bei k — 1 potentielle Ahnen in Generation g — (m + 1) bei k potentiellen Ahnen in
Generation g — m gehen wir analog vor.

P(AN . =k—1] AN =k)
=P (AN = k-1 A =k, H=k)P(H=1k| A =k)
+P (AN =k 1| AN =k, H>k+1)P(H>k+1] AN =)

()5 -owr) -t o o)
+0 (k4N_2) O(ksn)

ki 2
_ <2> % +0 (k4N’2 T k3sNN*1)

Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens 2 potentielle Ahnen mehr, ldsst sich durch den
Verzweigungsschritt abschétzen. In diesem Fall muss H mindestens den Wert k + 2
annehmen.

P (AN, > k+2] AN =)
=P (AN k42| AN =k H>k+2)P(H>k+2| A =k)
2(9(,1{:25?\7)

Bei dem Ereignis, dass es mindestens 2 potentielle Ahnen weniger sind, muss X mindestens
den Wert 2 annehmen. Damit folgt

P(AN <k—2] AN =k)=0(KN?).
0

Mit Hilfe des vorherigen Lemmas 3.1 bestimmen wir die Raten des skalierten CASPs AN
und erkldren anschlieend die Schranke b > %

_ _ _ . 11
Sei 0 < £ < L. Die Raten sind fiir x € Sy = { 268 2=iw  Noun | oip 0 < N2 —3bte
6 on ' on ’ ON

gegeben durch:

T (x,az + %) = N? [(CCO’N +un)sy +O ((a:aN + un)?s% + (zon + ,uN)4N’2)}

sn=N—b
N=N zon + N + O (N2—3b) (3.8)
und
_ TON + N\ PP _
r(m,m—%) = Nb l( 5 )N+(’)<(xJN+uN)23?V+(:UJN+MN)4N 2)]
sN=N"P PQ TON + BN 2-3b
= O(N . 3.9
L) e (v) @9
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Die Summe der Raten des skalierten CASPs mit Spriingen, die betragsméfig gréfer als
% sind, ergibt

Z 7(z,i) = N°O ((:EO’N + un)?s% + (zon + MN)4N—2)
i€Sn\{o— ;- ot )

=0 (N2—3”) . (3.10)

Mit Hilfe der Raten begriinden wir in der folgenden Bemerkung die Schranke b > %

Bemerkung 3.2. Fir k € Sy, die sich im Attraktionszentrum des CASPs befinden, gilt
r(k,k4+1) =~ r(k,k—1). Die Gleichgewichtsverteilung sollte um dieses Attraktionszentrum
konzentriert sein. Mit Lemma 3.1 folgt

k\ p?
2
k~N S—;V
p
Also fir k = N 2;% heben sich der Drift nach oben und unten ungefiahr auf. Deshalb

betrachten wir die Region um ae, := N 2. Nach Lemma 3.1 gilt
q P

P (]A7Nn+1 —aeg| > 2| AN = aeq) =0 (a‘elq]\f*2 + azqs?\;) .

Diese Wahrscheinlichkeit lasst sich durch die Wahrscheinlichkeit, dass es zwei Zweierkolli-
sionen gibt, nach unten abschétzen. Damit folgt mit einer Konstante ¢ > 0

P (’Ar]\ri-i-l —aeg| 2 2| A = aeq) = C<aiq> %
Das heifit
P (’AanH —aeq| > 2| AN = aeq) =0 (a‘équ2 + azqs?\;) .
Wir betrachten das Intervall [0, TN b]. Die Wahrscheinlichkeit, dass es in jeder Generation

in diesem Intervall maximal einen Sprung der Grofle 1 gibt, ldsst sich approximieren
durch

S Nl
win

(et s d)™ = {0 ey 111

oIty o

Das heifit, im Fall b < % miissen auch Spriinge, die grofler als 1 sind, betrachtet werden.

Das folgende Korollar verwenden wir fiir einen weiteren Beweisansatz von Theorem 2.
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Korollar 3.3 ([Ker, Korollar 2.9, Bemerkung S.41]). Sei S vollstindig und sei

G : D — Cy(S) linear. Fiir N € N seien Sy C S Borelmengen, Z" = (ZN (k))i>0 eine
Folge von Markov’schen Ketten mit Werten in Sy und Ubergangswahrscheinlichkeiten
Pn(z, B). Schlieflich sei (mn)n>1 eine divergente Folge positiver Zahlen. Es gelte mit

In=flsy
i.) Das Martingalproblem (G, D) ist eindeutig,
ii.) D(K) ist dicht in Cy,(K) fiir alle kompakten K C S,

iti.) lim  sup |Gf(y) —mn (Pnfn(y) — f(y))| =0 fir alle f € D und alle kompak-
NHOOyGSNﬂK

ten K C S,

iv.) fir alle e,t > 0 gibt es ein kompaktes K C S, so dass fir alle N

PN (Z;NEKfu'r allesgtmN> >1—c.

Falls dann die Verteilungen von Zév gegen ein W-Maf$ 1 konvergieren, so konvergieren
die durch

YN = ZN (|mnt]), t >0

gegebenen Prozesse YN in Verteilung gegen eine Losung des Martingalproblems (G, D)
mit Anfangsverteilung .

Analog zum Beweis der gleichméfiigen Konvergenz des Generators des skalierten MASPs
(Proposition 2.6) ldsst sich zeigen, dass der skalierte CASP die Bedingung iii.) von
Korollar 3.3 erfiillt.

Proposition 3.4. Seien Py(z, B) die Ubergangswahrscheinlichkeiten von AN und sei
G : C3(R) = Cy(R) der Generator eines Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses Y mit Parametern
0 =1 und o = /2. Dann gilt fiir alle f € C2(R) und kompakten K C R mit fx = f |sy

lim sup N (Pyfu(an) — f(zn) = Gflan)| = 0.

N—o0 rNESNNK

Beweis. Sei f € C2(R). Mit (3.8) und (3.9) folgt

G fv(an) = N* (Px f(aw) = fu(en)
=7 (OCN,QJN + %) (fN(wN + 55 - fN(ﬂ?N))
+7 (HSN,JCN - %) (fN(ﬂCN — o) - fN(JU))
+ > Fan, 1) (fn (i) — fn(en)) .- (3.11)

iESN\{Z‘N—ﬁ,INJr#}
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Zunachst betrachten wir die Raten getrennt voneinander. Nach (3.9) gilt

2
f(x,x—i) _ P (:cUN—FMN) +O(N2_3b).

2

Analog zum Beweis der Proposition 2.6 ldsst sich zeigen, dass sich das vereinfachen ldsst
zZu

2

2 2
T (w, x — i) Ll'NO’N + py 4+ O(1) + O(N?273).

. P
oN/) sy + p? 25N + p?

Da f beschréinkt ist, existiert ein ¢ > 0, so dass
In(i) — fn(zn) < cfir alle i € Sy\ {:17 - %,x + %} .
Zusammen mit (3.10) folgt daraus

> Fen, i) (fn() — fn(an)

iESN\{xN—ﬁaxN—i—#}

<c Z 7(zn, 1)

iESN\{IN—$7 xN'i‘ﬁ}

= O(N?73).
Mit zwei Taylorentwicklungen und dem Einsetzten der vereinfachten Raten erhalten wir
C:’g\‘;‘)fN(xN) = (znoN + uN) (Uivfj’v(a:N) + ﬁf]’\';(a:]v) +0 (%))
+ (s2monon + gl + OW) (=41 @n) + 7 £ an) + 0 (1))
+ O(N?730)
o) (1= 52 o + (1 ) )
()

t gl fRe(an) (14 525 ) v + O () + O(N*), (3.12)

2
205

Fir (1) gilt

o 2p? . p? _ 2sy—p? &
(1 Tvﬂ,z) TNoN + (1 o2 ) PN = G5yt TNON + N

Das Einsetzen der Umformungen von (I) in (3.12) ergibt

~(A) _ 2sn—p? / 1 2sny+2p° %
GV (o) = B35 oy fion) + 3 552 2 (o) + O
N / N—— \ N/
——1 —2 =1

U‘fVN> +0 (#) + O(N273),
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Da K kompakt ist, existiert ein A > 0, so dass K C [—\, A]. Damit folgt

lim sup ‘Nb (Pnfn(y) — fn(y)) — Gf(QUN)‘

N—oo rNESNNK
_ 2s ! 12s +2p UN "
= lim  sup ( NP l)fo (SUN)+( ” o )f (z )’
2 2 N
N—oo zyeSvnK Zsnte Zentp? N

+O(UNN)+O( L) + 0 (n2)

<1\}f10%1ves?f[ o gsN+p2 +1))\Cl+ ;2;%12; w1,
—i—(’)( )+0( )+(’)(N2 Bb)
=0

mit c1,c2 > 0. .

Die obige Rechnung fiir den skalierten CASP fiir % + 71 <b<1—n mit einem 7 € (0, %)
ist dhnlich zur Rechnung aus Proposition 2.6 fiir den skalierten MASP. Anstatt nun
noch die weiteren Bedingungen von Korollar 3.3 zu priifen, mochten wir den Fall b < %
betrachten.

3.3 Ausblick auf den Fall b < %

Wir betrachten abschliefend auch den Fall b < %, in dem wir das Coupling (Lemma
1.17) nicht verwenden koénnen, da das Coupling nur fiir b > % konstruiert wurde. Wir
untersuchen im Folgenden den Fall

%—F??Sbﬁl—ﬁ mit einem 776(0,@-

Wir begriinden zunichst, warum % eine natiirliche untere Schranke fiir b bildet. An-
schlieflend zeigen wir auf, warum die Anwendung des Korollars 3.3 im Fall b < % mit
Schwierigkeiten verbunden ist.

Bemerkung 3.5. Wir betrachten den Verzweigungsschritt. Wie in Bemerkung 3.2
betrachten wir auch hier die Region um a., = N=4 258 genauer. Wir berechnen die
erwartete Anzahl der Kugeln, die wir im Verzwelgungsschrltt zusétzlich zu aeq erhalten,
wenn AY = a,.

Seien GU) fiir j € N geometrisch verteilt mit Parameter 1 — sy, dann ist Zaeq GU)
negativ binomialverteilt mit Parametern a., und 1 — sy. Es gilt

E ZG(j) - aeq] = 1a—esqN ~ Ceg

j=1
= aeq(sn + 0(sn))
o (N2).
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Fiir N — oo konvergiert die erwartete Anzahl zusétzlicher Kugeln im Verzweigungsschritt
fir b > % gegen 0 und und fiir b < % divergiert sie. Das heifit, dass die Analyse der
Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir b < % schwierig ist, weswegen b > % eine natiirliche
untere Schranke ist.

Wir verwenden die folgende Proposition um zu erkldren, warum die Anwendung des
Korollars 3.3 im Fall b < % mit Schwierigkeiten verbunden ist.

Proposition 3.6. Sei 0 < e < é. Fiir festes h € N und x € Sy mit © < N2—3bte gilt
S et ) = © (WA
i>h

Beweis. Wir beweisen zuerst die Abschiatzung nach oben analog zu [BGPW, Lemma
6.1]. Zunéchst betrachten wir den Verzweigungsschritt des (unskalierten) CASPs. Sei
wie zuvor GU) unabhéngig und geometrisch verteilt mit Parameter 1 — sy. Sei k € N,
k' =k+ h und Sy ~ Binom(k',1 — sy). Es gilt

k
P (Z GY >k + h) < P(Sp < k).
j=1

Mit Hilfe der Chernoff-Schranke fiir binomialverteilte Zufallsvariablen, a = %, p=1—sy
und I(a) = aln(3) + (1 - a) ln(t—;) folgt

P(Sy < ak’) < exp(—k'I(a))

=0 (K'sk). (3.13)
Wie zuvor setzten wir H = Z?;N”IG(j) und verwenden (3.13) um P (A% L >k+h|AY = k:)
nach oben abzuschétzen
P(AN > k+h| AN =k)
=P (AN >kt h | AN =k H>k+h)P(H>k+h|A) =)
=P (AN > k+h| AN =k H > k+h)O (k')
=0 (khs}]b) .

Diese Wahrscheinlichkeit schitzen wir nun nach unten ab. Wir verwenden, dass H gegeben
A,]X = k negativ binomialverteilt ist mit Parametern k£ und 1 — sy. Damit folgt
k+h—1
P(H—mhA%—k)—( Z | )(1—3N)ks7v—e(khs’;v). (3.14)
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Im Beweis von Lemma 3.1 wurde gezeigt, dass

k+h

P(AﬁH:mh\A%:k,H:mh):1—< ;

>]p\j+(’)(k4N2) (3.15)
gilt.
Mit (3.14) und (3.15) folgt

P(AN > k+h| A =k)

>P (AN >kt h H=k+h|AY=Fk)

=P (AN =k+h| AN =k H=k+h)P(H=k+h|A) =k)

_ k+h)p° 42 h h
- <1—< ; >N+O(k N72) | e (ktsk)
=0 (k%;{,) .
Aus der oberen und unteren Schranke folgt fiir die Raten des (unskalierten) CASPs AY
Sorlkk+i) =0 (ks
i>h
Damit erhalten wir fiir die Raten des skalierten CASPs AV
= ) __ arh h—hb_h \ _ h—(2h—1)b
Zr(w,xﬁ—a)—]\/@(N sN>—@(N ( )>.
i>h
O
Nach der vorherigen Proposition gilt fiir x € Sy mit x < N 3735+ yund fiir festes h € N
ZF (x, T+ ﬁ) =06 (Nh_(Qh_l)b) .
i>h
Damit diese Summe fiir N — oo gegen Null konvergiert, muss
h—(2h—-1)b<0
h

51"

erfiillt sein. Es gilt h

1
— — fur h — oo.
2h —1 2

Wenn man die gleichméflige Konvergenz des Generators zeigen méchte und dabei die
Spriinge bis zu der Grofle A — 1 betrachtet, erhédlt man durch die Summe der Raten der
Spriinge, die mindestens die Gréfie h € N haben, den Fehlerterm © (N h*(%*l)b). Dieser
konvergiert fiir ﬁ < b gegen 0. Fiir den Fall h = 3 und damit betrachtete Spriinge

bis zur Grofle 2 lésst sich die gleichméBige Konvergenz des Generators fiir b > % zeigen
und damit die Schranke b > % verbessern. Eine Anwendung des Korollars 3.3 bei einer
SprunggroBenschranke h — 1 > 2 (samt damit verbunderer abermaliger Verbesserung der
unteren Schranke fiir den Exponenten b) scheint allerdings nur schwer (wenn tiberhaupt)
machbar.
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Anhang A

Hilfreiche Aussagen

Hier werden zwei hilfreiche Aussagen aufgefiihrt, die zuvor verwendet wurden. Die
erste Ungleichung ist auch als Chernoff-Ungleichung fiir gammaverteilte Zufallsvariablen
bekannt und die Zweite folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Lemma A.1 ([Jan, Theorem 5.1.iii]). Sei S ~ Gamma(k,1), dann gilt
fira<1

P(S < (lk) < e—k‘(a—l—ln(a))'

Lemma A.2. Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable mit endlicher Varianz, dann gilt

&=

[X]°

P(X >0) > X7

&=

Beweis. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

E[X]* = E[X1{xs0))” < EIX?)E[(L{x>0))?] = E[X?] P(X > 0).
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