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Zusammenfassung

Atmosphérische Schwerewellen spielen eine wichtige Rolle fiir die Zirkulation der mittle-
ren Atmosphére, die wiederum die Troposphére auf saisonalen und lingeren Zeitskalen
beeinflusst, und stellen somit ein Schliisselelement fiir das Wetter- und Klimageschehen
dar. Eine adiquate Beschreibung des Lebenszyklus atmosphérischer Schwerewellen in
den operationellen Modellen zur Wettervorhersage und Klimasimulation ist daher sehr
wiinschenswert. Um zu einer verbesserten mathematischen Darstellung der Schwerewel-
lendynamik in den Modellen beizutragen, wurden in den vergangenen Jahren zahlreiche
numerische Studien durchgefithrt. Wenngleich auch viele der ablaufenden Prozesse ge-
genwirtig gut verstanden sind, stellt die Wechselwirkung zwischen den mesoskaligen
Schwerewellen und den synoptischskaligen Prozessen aufgrund der hohen Komplexitét
der Stromung weiterhin eine besondere Herausforderung fiir die Erforschung der Schwe-
rewellenaktivitdt dar und erfordert oftmals hochaufgeltste numerische Simulationen iiber
groe Modelldoménen. Folglich ist es wichtig, dass die angewendeten numerischen Ver-
fahren effizient sind und moglichst idealisierte, aber dennoch atmosphérenahnliche Sze-
narien simulieren.

In dieser Arbeit wird ein effizientes numerisches Verfahren zur Modellierung der Dynamik
interner Schwerewellen sowie deren Einfluss auf die Zirkulation der mittleren Atmosphére
entwickelt. Dabei wird die Diskretisierung des pseudo-inkompressiblen Finite-Volumen-
Modells auf einem versetzten Gitter von Rieper et al. (2013), welches der Einfachheit hal-
ber Schallwellen aus der Dynamik herausfiltert und zur Untersuchung adiabatischer At-
mosphérenprozesse auf der f-Ebene entwickelt wurde, im wesentlichen durch zwei Kom-
ponenten erweitert: 1) die Anwendung eines semi-impliziten Zeitschrittverfahrens auf
die Bewegungsgleichungen zur Integration der Auftriebs- und Corioliseffekte und 2) die
Beriicksichtigung einer Heizung durch einen thermischen Relaxationsansatz, welcher in
der Troposphére ein baroklin instabiles Stromungsprofil erzeugt und eine zeitabhéingige
Dynamik des Hintergrundzustands zulésst.

Zur Uberpriifung der korrekten Implementierung der Erweiterungen werden eine Rei-
he von atmosphérischen Standardteststudien durchgefiihrt, welche die Konvergenzei-
genschaften sowie die Effizienz des Verfahrens validieren. Dariiber hinaus zeigen die
Testfalle, dass die Ergebnisse des Modells mit anderen vertffentlichten Arbeiten sehr
gut iibereinstimmen. Schliefilich wird als Anwendungstestfall eine mesoskalige Simula-
tion barokliner Instabilitdt in der Troposphére durchgefiihrt, welche ferner die darin
enthaltene kleinskalige Wellenaktivitit sowie deren Einfluss auf die mittlere Atmosphére
modelliert. Die abschlielende Betrachung der zonal und zeitlich gemittelten Felder zeigt

die erwartete Zonalwindumkehr in der Hohe.
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Kapitel 1
Einleitung

We are at the very beginning of time for the human race.
1t is not unreasonable that we grapple with problems.

But there are tens of thousands of years in the future.

Our responsibility is to do what we can, learn what we can,
improve the solutions, and pass them on.

— Richard P. Feynman

1.1 Motivation

Interne Schwerewellen (engl.: internal gravity waves) sind kleinskalige Oszillationen me-
teorologischer Parameter wie die Dichte, Temperatur und Windgeschwindigkeit, welche
im Zusammenspiel mit der Schwerkraft durch vertikale Auslenkung innerhalb stabiler
Schichtungsverhéltnisse entstehen (Holton, 2004) und einen mafigeblichen Einfluss auf
die atmosphirische und ozeanische Dynamik! haben (Holton, 1982, 1983; Holton et al.,
1995; Fritts und Alexander, 2003; Kim et al., 2003).

Eine Vielzahl atmosphérischer Schwerewellen entstehen in der Troposphire (Kim et al.,
2003) und transportieren ihren Impuls und ihre Energie anschliefend sowohl horizontal
als auch vertikal (Hines, 1974) in die mittlere Atmosphére, welche wiederum die Tro-
posphire auf saisonalen und ldngeren Zeitskalen beeinflusst (z.B. Baldwin et al., 2001;
Scaife et al., 2012; Kidston et al., 2015; Baldwin et al., 2021; Martin et al., 2021). Schwe-

rewellen werden allgemein in zwei Kategorien? unterteilt: Zum einen in orographische

!Der Fokus der vorliegenden Arbeit liegt auf der Atmosphirendynamik.
2Eine Ubersicht iiber die wichtigsten Anregungsmechanismen von Schwerewellen liefert beispiels-
weise die Arbeit von Fritts und Alexander (2003).
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Schwerewellen, welche durch die Uberstrémung von Gebirgen entstehen (McFarlane,
1989). Zum anderen in nicht-orographische Schwerewellen, welche hiufig durch konvek-
tive Vorgénge angeregt (Song und Chun, 2008) oder in atmosphirischen Strahlstromen
und Wetterfronten (sog. Jet-Front Systeme) spontan emittiert werden (Plougonven und
Zhang, 2014).

Aufgrund der mit der Hohe abnehmenden Dichte wichst die Amplitude der Wellen
wihrend der vertikalen Ausbreitung exponentiell an, bis diese schliefSlich brechen und
ihren Impuls und Energie in der Hohe deponieren. Auf diese Weise beeinflussen sie
mafgeblichen die grofiriumige Zirkulation und Variabilitdt in der mittleren Atmosphére
(z.B. Fritts, 1989; Fritts und Alexander, 2003; Boéloni et al., 2016) und stellen somit
ein Schliisselelement fiir das Wetter- und Klimageschehen dar (z.B. Holton et al., 1995;
Plougonven und Zhang, 2014). Unter anderem beeinflussen Schwerewellen die meridio-
nale Temperaturverteilung in der mittleren Atmosphére (Fritts und Alexander, 2003),
die Brewer Dobson Zirkulation und damit auch den atmosphérischen Spurenstofftrans-
port (Alexander und Rosenlof, 1996). Die Beriicksichtigung der Schwerewellendynamik
in der numerischen Wettervorhersage und Klimamodellierung ist daher von wesentlicher
Bedeutung (McLandress, 1998).

Aufgrund der Kleinskaligkeit der Schwerewellen und ihrer komplexen Erzeugungsme-
chanismen, welche ein breites rdumliches und zeitliches Spektrum umfassen, ist es in
den derzeit verfiigbaren Wetter- und Klimamodellen jedoch nicht moglich, das gesam-
te Schwerewellenspektrum explizit darzustellen (Kim et al., 2003). Daher miissen die-
se durch geeignete Subgitterskalenparametrisierungen® berticksichtigt werden. Wéhrend
in den letzten Jahrenzehnten physikalisch basierte Parametrisierungen orographischer
und durch Konvektion erzeugter Schwerewellen entwickelt wurden (z.B. Palmer et al.,
1986; McFarlane, 1989; Song und Chun, 2008; Kim et al., 2013), stellt die derzeit noch
stromungsunabhéngige und stark angepasste Beschreibung der spontanen Schwerewel-
lenaktivitét (z.B. de la Cdmara und Lott, 2013), welche in Jet-Front Systemen beobachtet
wird, innerhalb der Modelle weiterhin einen grofien Unsicherheitsfaktor dar (Amiramjadi
et al., 2020). Es ist daher notwendig, ein genaueres physikalisches Verstdndnis des Le-
benszyklus (von der Entstehung bis zur Dissipation) sowie den entsprechenden Einfluss
dieser Wellen auf die grofiskalige Stromung zu erlangen (z.B. Plougonven und Zhang,
2014, und Referenzen darin).

Zur Untersuchung der Charakteristiken von Schwerewellen werden unterschiedliche Me-

thodiken verwendet. Einerseits werden atmosphérische Messungen (z.B. Strelnikova et al.,

3Die Arbeit von Kim et al. (2003) liefert eine gute Ubersicht iiber Schwerewellenparametrisierun-
gen in Wetter- und Klimamodellen.
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2021) und Laborexperimente (z.B. Rodda et al., 2020) durchgefiihrt, welche andererseits
durch theoretische Studien (z.B. Schlutow und Wahlén, 2020) und numerische Simula-
tionen (z.B. Hien et al., 2018) ergénzt werden. Aufgrund der zahlreichen Details ist es
jedoch in beiden Féllen schwierig, die verschiedenen ablaufenden dynamischen Prozesse
ausreichend zu unterscheiden, weshalb sich numerische Studien idealisierter Szenarien,
die eine Hierarchie von Modellen mit zunehmender Komplexitdt verwenden, in diesem
Zusammenhang als besonders geeignet herausstellen (Held, 2005).

Eine besondere Herausforderung zur Erforschung der Schwerewellendynamik stellt die
Wechselwirkung zwischen den mesoskaligen Schwerewellen und der synoptischskaligen
Stromung dar (z.B. Fritts und Alexander, 2003), welche oftmals hochaufgeléste nume-
rische Simulationen iiber grofle Modelldoménen erfordern. Beispielsweise wurden zur
niheren Untersuchung der spontanen Abstrahlung interner Schwerewellen bereits in
zahlreichen Arbeiten (z.B. O’Sullivan und Dunkerton, 1995; Zhang, 2004; Viidez und
Dritschel, 2006; Wang und Zhang, 2007; Plougonven und Snyder, 2007; de la Cdmara und
Lott, 2013; Borchert et al., 2014; Kim et al., 2016; Hien et al., 2018; Polichtchouk und
Scott, 2020) idealisierte barokline Wellen und die dazugehérigen atmosphérenéhnlichen
Jet-Front Systeme modelliert.

Viele dieser Studien betrachten jedoch lediglich das Anfangswertproblem der Storung
einer baroklin instabilen grofiskaligen Stromung, so dass die Schwerewellenaktivitdten
sowie deren Quellregionen eine Abhéngigkeit von den gewéhlten Anfangsbedingungen
der Simulationen aufweisen. Beispielsweise fanden Plougonven und Snyder (2007) durch
einen Vergleich von Simulationen zweier deutlich unterschiedlicher barokliner Lebens-
zyklen heraus, dass Schwerewellenaktivititen in unterschiedlichen Quellregionen zu er-
kennen sind, denen moglicherweise unterschiedliche Anregungsmechanismen zugrunde
liegen. Auflerdem beobachteten Wang und Zhang (2007) in mesoskaligen Simulationen
unterschiedlicher idealisierter barokliner Lebenszyklen eine Abh#ngigkeit der Schwere-
wellencharakteristiken von der Baroklinitit der grofiskaligen Strémung. Eine Option um
dieser Problematik entgegen zu treten bieten numerische Simulationen mehrfacher baro-
kliner Lebenszyklen, bei denen die barokline Instabilitdt mit Hilfe einer Heizung, welche
die Wirkung der Sonnenstrahlung nachahmt, wiederholt neu aufgebaut wird.

Eine weitere Problematik stellt die Separation des Schwerewellenanteils von der gesamten
Stromung dar. Da notwendigerweise nicht alle mesoskaligen Stromungen als Schwerewel-
len interpretiert werden koénnen, ist diese fiir eine moéglichst préizise Analyse der Quellen
und Charakteristiken der Schwerewellen sowie deren Wechselwirkung mit der grofiska-
ligen, baroklinen Strémung von zentraler Bedeutung (Vanneste, 2013; Plougonven und

Zhang, 2014). Wenn auch eine exakte Aufspaltung der Stromung in einen unbalancier-



1.2. STAND DER WISSENSCHAFT

ten Anteil, der das Schwerewellensignal enthélt, und einen verbleibenden balancierten
Anteil mathematisch nicht moglich ist (Vanneste, 2013), finden sich in zahlreichen Ar-
beiten verschiedenste Anséitze von unterschiedlicher Komplexitit dazu, welche sich iiber
einfache, gleitende Volumenmittel (z.B. Borchert et al., 2014) und lineare Analysen (z.B.
Hien et al., 2018) bis hin zu Gleichgewichtsbeziehungen hoherer Ordnung erstrecken (z.B.
McIntyre und Norton, 2000). Nichtsdestotrotz scheint eine moglichst eindeutige Zerle-
gung womoglich nur durch ein integrales Modell realisierbar, welches alle betroffenen
Hohen umfasst?. Dariiber hinaus scheint es fiir eine moglichst einfache Aufspaltung der
Stromung von Vorteil zu sein, die Nidherung einer tangentialen f-Ebene (der Coriolispa-
rameter f ist konstant) und somit eine vereinfachte Modellgeometrie anzunehmen, da
diese im Vergleich zu einer realistischen Atmosphére eine deutlich geringere Anzahl an
Freiheitsgraden besitzt (Achatz et al., 2017).

Folglich sind idealisierte Simulationen der Atmosphérendynamik iiber lange Zeitraume
und grofle Modelldoménen auf der f-Ebene, welche dennoch den gesamten Lebenszy-
klus von Schwerewellen (von deren Entstehung bis hin zur Dissipation) beinhalten und
dariiber hinaus effizient sind, sehr wiinschenswert um die Unsicherheiten weiter zu redu-
zieren. In den nachfolgenden Abschnitten wird zuniichst eine Ubersicht iiber numerische
Simulationsverfahren aus der Literatur gegeben, bevor eine ndhere Erlduterung iiber das

Ziel dieser Arbeit sowie deren Strukturierung vorgenommen wird.

1.2 Stand der Wissenschaft

Die Modellierung atmosphiérischer Stromungen (Cullen, 2007; Durran, 2010) unter Ver-
wendung der vollkompressiblen, nichthydrostatischen Bewegungsgleichungen (Holton,
2004) stellt angesichts des breiten rdaumlichen und zeitlichen Spektrums der atmosphé-
rischen Prozesse (Klein, 2010) noch immer eine grofe Herausforderung und einen hohen
numerischen Aufwand dar. Trotz der stetig zunehmenden Rechenleistung der Computer
bleibt es in Bezug auf die Effizienz der numerischen Modelle vorteilhaft, Schallwellen
aus der Dynamik herauszufiltern (Marras et al., 2016). Einerseits wird deren Einfluss
auf die atmosphérische Stromung als vernachléssigbar angesehen, andererseits liegen
diese auflerhalb des Fokus der vorliegenden Arbeit. In diesem Zusammenhang stellt sich
die numerische Approximation schallwellen-gefilterter Gleichungssysteme (Durran, 2008;
Klein, 2009) als geeignet heraus, welche im Vergleich zu den vollkompressiblen Modellen
in der numerischen Integration grofiere Zeitschrittweiten zulassen und somit eine effizi-

entere Modellierung atmosphérischer Prozesse (Achatz et al., 2010), wie beispielsweise

4 Ahnliche Uberlegungen gelten auch fiir andere Anregungsmechanismen von Schwerewellen.
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die Dynamik von internen Schwerewellen (Fritts und Alexander, 2003), erméglichen.
Eine Methode zur Filterungen von Schallwellen bietet die Boussinesq-Ndherung (Bous-
sinesq, 1903). Dabei wird fiir atmosphérische Prozesse, deren Skalen deutlich kleiner
sind als die Skalenhohe der Atmosphére, eine ndherungsweise konstante Referenzdichte
angenommen. Die Dichte muss somit nicht mehr prognostiziert werden und ihre progno-
stische Gleichung wird stattdessen durch eine diagnostische Divergenzbedingung fiir das
Windfeld ersetzt. Ein Nachteil dieser Ndherung ist jedoch, dass die Dichteabnahme mit
der Hohe in der realen Atmosphére und somit das dichtebedingte Wachstum der Ampli-
tude von Schwerewellen vernachléssigt wird (Achatz et al., 2010). Dadurch kann deren
Einfluss auf die grofirdumige Zirkulation in der mittleren Atmosphire (Holton et al.,
1995; Fritts und Alexander, 2003) nicht ausreichend reproduziert werden.

Im Gegensatz dazu stellen die anelastischen Gleichungen (Batchelor, 1953; Ogura und
Phillips, 1962) und die pseudo-inkompressiblen Gleichungen (Durran, 1989) zwei weite-
re schallfreie Gleichungssysteme dar. Ahnlich zu den Boussinesq-Gleichungen beinhalten
diese jeweils eine diagnostische Divergenzbedingung, beriicksichtigen jedoch die Dich-
teabnahme der Referenzatmosphére mit der Hohe und kénnen somit das Amplituden-
wachstum der Schwerewellen beschreiben, weshalb diese allgemein besser fiir die Analyse
der Schwerewellendynamik geeignet sind®. In der Literatur sind bereits eine Vielzahl von
Untersuchungen zur Niitzlichkeit dieser Gleichungssysteme vorhanden, wie beispielswei-
se die Arbeiten von Bannon (1996); Davies et al. (2003); Smolarkiewicz und Dérnbrack
(2008); Klein (2009); Klein et al. (2010) und Achatz et al. (2010). So dokumentieren
Smolarkiewicz und Dérnbrack (2008) die Anwendbarkeit der pseudo-inkompressiblen
Gleichungssysteme zur Simulation barokliner Wellen. Aufierdem zeigen Klein (2009)
und Achatz et al. (2010), dass die pseudo-inkompressiblen Gleichungen in fithrender
Ordnung der Mach-Zahl mit den vollkompressiblen Gleichungen konsistent sind und im
Unterschied zu den anelastischen Gleichungen auch in einer Atmosphére mit variierender
Schichtung giiltig sind und bestéitigten somit die Eignung der pseudo-inkompressiblen
Gleichungen zur Untersuchung der Multiskalen-Dynamik interner Schwerewellen.
Weiterhin konnen zur Steigerung der Effizienz der numerischen Modelle unter anderem5
split-explizite (z.B. Klemp und Wilhelmson, 1978), voll-implizite (z.B. Reisner et al.,
2005) oder semi-implizite (z.B. Tapp und White, 1976) Zeitintegrationsverfahren ver-
wendet werden, welche im Vergleich zu voll-expliziten Diskretisierungsmethoden nicht

durch Stabilitétskriterien in Abhéngigkeit der schnellen Prozesse beschrénkt sind. So ist

5Siehe beispielsweise Achatz et al. (2010) und Klein et al. (2010) zum Giiltigkeitsbereich dieser
schallwellen-gefilterter Ndherungen.

SEine gute Ubersicht iiber aktuelle Zeitintegrationsschemata in Wetter- und Klimamodellen bieten
Mengaldo et al. (2019).
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beispielsweise die Zeitschrittweite expliziter Modelle der vollkompressiblen Gleichungen
durch die Geschwindigkeit der Schallwellen begrenzt (Courant et al., 1928), wihrend die
Lénge des Zeitschritts in pseudo-inkompressiblen Modellen zur Vermeidung von nume-
rischen Instabilitéiten oft durch die kleinskaligen Schwingungen von Schwerewellen be-
grenzt wird (Rieper et al., 2013). Voll-implizite Methoden kénnen hingegen auch unter
Anwendung sehr grofler Zeitschrittweiten, welche das Courant-Friedrich-Levy Kriteri-
um”’ iiberwinden kénnen, numerisch stabil bleiben, erfordern jedoch meist einen hohen
Rechenaufwand (Mengaldo et al., 2019). Im Rahmen split-expliziter Verfahren werden
die rechten Seiten der Bewegungsgleichungen in langsame und schnelle Prozesse separiert
und jeweils auf unterschiedlichen Zeitebenen integriert. Ein Nachteil dieser Methodik ist
allerdings, dass zur Stabilisierung der implementierten Schemata héufig eine zusétzliche
Dampfung benstigt wird (Skamarock und Klemp, 1992; Jebens et al., 2009). Auf &hnliche
Weise werden im Rahmen semi-impliziter Zeitschrittverfahren die schnellen Prozesse von
den langsamen getrennt, jedoch werden dabei erstere implizit gelost, wahrend letztere
mit einer expliziten Methode integriert werden. Zur Vereinfachung der Diskretisierung
wird das Gleichungssystems dabei hiufig mit Hilfe von Storgréfien, welche die Abwei-
chung von einer Referenzatmosphére angeben, formuliert (Restelli und Giraldo, 2009;
Smolarkiewicz et al., 2014, 2019). Semi-implizite Verfahren ermoglichen somit unter An-
wendung von groflen Zeitschrittweiten stabile Simulationen auf sehr weitrdumigen Mo-
dellgebieten und iiber lange Zeitraume hinweg und stellen eine bewéihrte Methodik zur
Steigerung der numerischen Effizienz von Modellen dar (Smolarkiewicz und Margolin,
1997; Bonaventura, 2000; Giraldo et al., 2013; Benacchio et al., 2014; Benacchio und
Klein, 2019). Zu beachten ist allerdings, dass die gesteigerte Effizienz zu Lasten einer
Verlangsamung der schnellsten Wellen geht (Simmons et al., 1978), weshalb diese bei
der Anwendung semi-impliziter Verfahren lediglich einen zu vernachlissighbaren Beitrag

leisten sollten.

1.3 Ziel der Arbeit

Ziel der vorliegenden Arbeit ist 1) unter Vernachlissigung von Schallwellen, 2) Beriick-
sichtigung einer Wiarmequelle und 3) durch Anwendung eines semi-impliziten Zeitschrit-
tintegrationsschemas die Entwicklung eines moglichst einfachen, jedoch atmosphéren-

dhnlichen numerischen Algorithmus fiir die effiziente Modellierung der Dynamik interner

Schwerewellen sowie deren Einfluss auf die Zirkulation der mittleren Atmosphére.

"Durch das Courant-Friedrich-Levy Kriterium (Courant et al., 1928) wird ein Zusammenhang zwi-
schen der maximal moglichen Zeitschrittweite At, der rdumlichen Auflésung Az und der Advektions-
geschwindigkeit u hergestellt, d.h. (| u | At/Axz) < 1.
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In der Arbeit von Rieper et al. (2013) wurde zur Untersuchung der Dynamik atmo-
sphérischer Schwerewellen - von der Entstehung der Wellen, {iber deren sukzessives Am-
plitudenwachstum bis hin zur Brechung und Dissipation - auf der f-Ebene ein pseudo-
inkompressibles Finite-Volumen-Modell mit implizitem Turbulenzmodell (engl.: pseudo-
incompressible flow solver with implicit turbulence model, PincFloit) auf einem versetzten
Gitter entwickelt, welches das schallfreie Gleichungssystem von Durran (1989) 1ost. Pinc-
Floit wurde anschlieBend zur Entwicklung und Validierung geeigneter Strategien zur Pa-
rametrisierung subgitterskaliger Schwerewellen genutzt, wie beispielsweise die Arbeiten
von Boloni et al. (2016) und Wei et al. (2019) dokumentieren. Allerdings wurde dabei
nicht das volle Potenzial des Modells ausgeschopft. Zum einen konnten in den bisherigen
Anwendungen lediglich adiabatische Prozesse modelliert werden, zum anderen wurde
die Effizienz des Modells durch die Verwendung eines expliziten Runge-Kutta Verfah-
rens dritter Ordnung, welches unter anderem eine Stabilitdtsbedingung in Abhéngigkeit
der Oszillationen von Schwerewellen benotigt, beschriankt.

An die vorherigen Abschnitte anschlieBend wird in der vorliegenden Arbeit pincFloit

(Rieper et al., 2013) durch zwei wesentliche Komponenten erweitert:

1. Zur Steigerung der Effizienz wird ein semi-implizites Zeitschrittverfahren zur In-
tegration der Auftriebs- und Coriolisterme implementiert. Dessen Diskretisierung
basiert auf den Methoden von Smolarkiewicz und Margolin (1997) und Benacchio

und Klein (2019), wird jedoch auf das versetzte Gitter angepasst.

2. Zur Beriicksichtigung von Austauschprozessen externer Wirmequellen wird das
pseudo-inkompressible Modell mit Hilfe einer Methodik zum Einbezug diabati-
scher Effekte, die vor einigen Jahren basierend auf den Arbeiten von Almgren et al.
(2006, 2008) in der Studie von O’Neill und Klein (2014) entwickelt wurde, erwei-
tert. Anders als in der Arbeit von Durran (1989), wird dabei zur Kompensation
der Heizeffekte eine zeitliche Variation der hydrostatischen Hintergrundstrémung

zugelassen.

Der Einfachheit halber wird das erweiterte Modell im Folgenden als PincFlow bezeich-
net®.

Zur Validierung der Implementierung von pincFlow werden anschliefend eine Reihe zwei-
dimensionaler atmosphérischer Standardtestfille durchgefiihrt, wobei insbesondere die
Genauigkeitsordnung und Stabilitét des Verfahrens untersucht wird. Auflerdem werden
die Modellresultate anhand von Ergebnissen aus der Literatur verifiziert und die Leis-

tungsfiahigkeit von pincFlow wird durch Vergleich der Ergebnisse mit Resultaten einer

8In dieser Arbeit wird auBerdem die Verwendung des impliziten Turbulenzmodells aufgegeben.
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expliziten Zeitintegration bewertet. Im Anschluss daran wird, basierend auf der Konfigu-
ration von Held und Suarez (1994), ein erster drei-dimensionaler Anwendungstestfall zur
Modellierung der idealisierten Dynamik barokliner Wellen in den mittleren Breiten iiber
mehrere Monate durchgefiihrt. Dabei werden die Modellgleichungen zur Erzeugung eines
baroklin instabilen Strémungsprofils in der Troposphére durch eine thermische Relaxa-
tion zu einem konstanten zonal-symmetrischen sowie geostrophisch und hydrostatisch
balancierten Gleichgewichtszustand ergénzt und es werden, wie von Smolarkiewicz et al.
(2001) und Prusa et al. (2008) beschrieben, die rechten Seiten der Differentialgleichun-
gen als Abweichung dieses Zustandes formuliert, da andererseits durch die rdumliche
numerische Diskretisierung der Felder auf dem versetzten Modellgitter die geostrophisch

balancierte Jetstromung nicht ausreichend représentiert werden kann.

1.4 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist folgendermaflen gegliedert: Im nachfolgenden Kapitel 2 werden zun#chst
die physikalischen und mathematischen Grundlagen vorgestellt. Dies beinhaltet die all-
gemeinen Navier-Stokes-Gleichungen und eine Herleitung der schallfreien pseudo-inkom-
pressiblen Nédherung sowie die Entwicklung des zeitabhéngigen Hintergrundzustandes.
Im Anschluss daran wird das numerische Modell pincFlow detailliert vorgestellt. Ein
besonderes Augenmerk liegt dabei auf der Behandlung des numerischen Zeitintegrati-
onsverfahrens sowie der rdumlichen numerischen Diskretisierung. Anschliefend werden
in Kapitel 3 eine Reihe zwei-dimensionaler atmosphérischer Standardtestfille simuliert,
welche pincFlow auf seine Funktionsweise hin iiberpriifen. Zuerst wird in 3.1 das semi-
implizite Zeitintegrationsverfahren mit konstantem Hintergrundzustand untersucht, wo-
bei insbesondere dessen numerisches Konvergenzverhalten sowie Stabilitdt und Effizienz
evaluiert wird. Auf dieser Basis erfolgt anschlieend in Kapitel 3.2 die Auswertung der
Entwicklung des zeitabhingigen Hintergrundzustandes anhand diabatischer Testfalle.
Ferner wird in Kapitel 4 die Stationaritdt des Modells iiberpriift, bevor die Simulati-
onsergebnisse eines drei-dimensionalen Anwendungstestfalls barokliner Instabilitidt vor-
gestellt werden. In Kapitel 5 wird abschliefflend eine Zusammenfassung und Diskussion

der Ergebnisse gegeben.



Kapitel 2

Das Modell

It would be possible to describe everything scientifically,

but it would make no sense; it would be without meaning,

as if you described a Beethoven symphony as a variation of wave pressure.
— Albert Einstein

In diesem Kapitel wird ein numerisches Verfahren zur effizienten und stabilen Modellie-
rung diabatischer Atmosphérenprozesse entwickelt. Dazu werden zunéchst die kompres-
siblen Gleichungen, welche zur Beschreibung der Wellenausbreitung in der trockenen
Atmosphére verwendet werden, die schallfreie pseudo-inkompressible Néherung sowie
die zeitliche Entwicklung des hydrostatischen Hintergrundzustandes dargestellt. Im An-
schluss wird das semi-implizite Modell PincFlow, welches auf dem pseudo-inkompressiblen
Finite-Volumen Verfahren von Rieper et al. (2013) basiert, hergeleitet. Die Ausarbeitung
ist hier im Wesentlichen an die Arbeiten von Smolarkiewicz und Margolin (1997); Be-
nacchio und Klein (2019) und O’Neill und Klein (2014) angelehnt.

2.1 Die kompressiblen Gleichungen

Zur mathematischen Beschreibung der Stromung der trockenen Atmosphére werden die
Navier-Stokes-Gleichungen verwendet (Holton, 2004). Da der Fokus dieser Arbeit auf
extratropischen Wetterphdnomenen liegt, wird zur Beschreibung der diabatischen Dy-
namik, ohne Einschrankung der Allgemeinheit, die Kriitmmung der Erdoberfliche ver-
nachléssigt sowie einfachheitshalber die Approximation einer Tangentialebene mit kon-
stantem Coriolisparameter f getroffen. Dariiber hinaus werden molekulare Viskositét

und Diffusion vernachléssigt.
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Unter diesen Voraussetzungen lauten die prognostischen Gleichungen mit dem FEffekt

einer Volumenheizung @ in kartesischen Koordinaten auf der f-Ebene

dp
9p . — 2.1
5 V() =0, (2.1)
)
SEH V- (vopy) = —Vp— fe. x pu— pge., (22)
apb po
97 . = 2.
ot + (p6v) cpTQ’ (23)

wobei z, y und z jeweils die zonale, meridionale und vertikale Richtung und ¢ die Zeit

bezeichen. Ferner gilt die ideale Gasgleichung
p = pRT. (2.4)

Dabei sind u = (u,v)” und w die Horizontal- und Vertikalkomponenten des Geschwin-

digkeitsfeldes v und die Variablen p, T und

0:T< P > ! (2.5)
DPref

beschreiben jeweils die Dichte, die Temperatur sowie die potentielle Temperatur. Die

Parameter ¢, und ¢, = ¢, — R bezeichnen die spezifische Wérmekapazitéten trockener
Luft bei konstantem Druck p mit dem konstanten Referenzdruck p,.; und konstantem
Volumen V', R stellt die spezifische Gaskonstante fiir trockene Luft dar und v = ¢,/c,
ist der konstante Isentropenexponent. Dariiber hinaus beschreibt g die Schwerebeschleu-
nigung, e, bezeichnet den vertikalen Einheitsvektor, o kennzeichnet das Tensorprodukt
und x ist das Kreuzprodukt.

Das Gleichungssystem! (2.1) - (2.4) stellt im adiabatischen Fall (Q = 0) ein geschlos-
senes System dar und formuliert mathematisch die physikalischen Prinzipien der Mas-
senerhaltung eines kompressiblen Luftteilchens durch die Kontinuitétsgleichung (2.1),
der Impulserhaltung durch (2.2) sowie der Erhaltung der potentiellen Temperatur fiir
adiabatische Prozesse (vgl. 2.3).

Die kompressiblen Bewegungsgleichungen bieten sicherlich einen Ansatz zur vollsténdigen
Beschreibung atmosphérischer Prozesse in dynamischen Modellen. Angesichts der kom-
plexen Wechselwirkungprozesse zwischen unterschiedlichen rdumlichen und zeitlichen

Wellenskalen, stellt dies jedoch, trotz der stetig zunehmenden Computerrechenleistung,

!Eine ausfiihrliche Behandlung der Grundgleichungen der Atmosphirendynamik findet sich bei-
spielsweise in Holton (2004).
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einen hohen numerischen Aufwand dar (Marras et al., 2016). Da der Einfluss von Schall-
wellen auf die atmosphérische Stromung als Vernachlissighbar angesehen wird und in
dieser Arbeit nicht von Interesse ist, ist es daher numerisch vorzuziehen, Schallwellen
aus den Gleichungen zu filtern? (z.B. Klein, 2011, und Referenzen darin). Eine hilfrei-
che Vereinfachung der kompressiblen Gleichungen bietet dazu die pseudo-inkompressible

Néherung (Durran, 1989), welche im folgenden Abschnitt diskutiert werden soll.

2.2 Die pseudo-inkompressible Niherung

Zur Herleitung der pseudo-inkompressiblen Gleichungen® wird zunichst der dimensions-

T R R R
7r::<p>p:< p@)v (2.6)
0 DPref Pref

eingefiihrt, sodass auf der rechten Seite der Impulsgleichung (2.2)

lose Exnerdruck

Vp = c,p0Vr (2.7)

gilt (vgl. z.B. Benacchio et al., 2014). Das grundlegende Konzept der pseudo-inkompres-
siblen N&herung stammt von Durran (1989). Zur Herleitung der schallfreien Naherung
zerlegt der Autor zunéchst die thermodynamischen Groflen in ein hydrostatisches Hin-
tergrundprofil und eine Abweichung davon, wobei ersteres nur von der Hohe abhéngt.
Wie von Almgren (2000) und Almgren et al. (2006) gezeigt, ist ein Nachteil dieses Ansat-
zes jedoch, dass durch die Annahme eines zeitunabhingigen Hintergrundzustandes die
Dynamik diabatischer Prozesse nicht prizise genug simuliert werden kann, da unter an-
derem die thermische Expansion aufgrund der Heizeffekte nicht ausreichend représentiert
wird. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die Approximation zu erweitern und neben der
Hohenabhéngigkeit auch eine zeitliche Entwicklung des hydrostatischen Hintergrundzu-
standes zuzulassen (Almgren, 2000; Almgren et al., 2006, 2008; O’Neill und Klein, 2014),
welche die Effekte einer Volumenheizung kompensiert. Beispielsweise wurde in der Studie
von Almgren (2000) gezeigt, dass die Losung der pseudo-imkompressiblen Gleichungen
mit zeitabhidngigem Hintergrund im Grenzfall einer geringen Heizrate gegen die Losung

der kompressiblen Gleichungen konvergiert.

?Dies erlaubt die Verwendung deutlich lingerer numerischer Zeitintegrationsschritte (Achatz et al.,
2010).

3Die Beschreibung der Herleitung orientiert sich hierbei hauptsichlich an den Arbeiten von Durran
(1989, 2008); Benacchio et al. (2014) und O’Neill (2015).
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2.2. DIE PSEUDO-INKOMPRESSIBLE NAHERUNG

Somit werden die thermodynamischen Felder ¢ = (7, p, 0, p) zerlegt in

¢ = d(z,t) +6¢(x,y,2,1), (2.8)

wobei angenommen wird, dass die Abweichungen vom zeitabhingigen Hintergrundzu-
stand klein sind, d.h. |07 < T (bzw. |dp| < P) und

o _ 0p _
0= —cppﬁg —Pg =5 = PY (2.9)

ist (vgl. z.B. O’Neill, 2015). Die Zustandsgleichung (2.6) kann nun mit (2.8) und durch

Taylorentwicklung bis zur ersten Ordnung fiir die Storgrofie o7 als

1 Pref cv 1 Pref ,_ cy 1 Pref _cv o %)
PG R TR T =gt S

1 Pref __cu Cy OT * Cy 0T
~ — 1 — | = 1 -
HRWR<+R7T) p<+R7r

approximiert werden, wobei die Variable p* die sogenannte Pseudo-Dichte definiert, fiir

R R
7= ( R p*9> v ( R p9> (2.11)
Dref DPref

angenommen wird, so dass die Abhéngigkeit der Dichte vom Druck auf dessen Hin-

(2.10)

welche

tergrundprofil begrenzt ist und somit unter Vernachlédssigung der Druckfluktuationen
auf die Dichte zur Filterung der Schallwellen beitrigt (Durran, 2008). Weiterhin gilt das
Prinzip der Massenerhaltung fiir p*, so dass sich schliellich unter Anwendung der Defini-
tion fiir p* (und somit Vernachlissigung der Druckfluktuationen) aus den kompressiblen

Gleichungen mit der massengewichteten potentiellen Temperatur
P=p0=p0=P (2.12)

die pseudo-inkompressiblen Gleichungen

op*
(p*v) = 2.1
o TV (V) =0, (2.13)
8gtv + V- (vop'v)=—cp"0Vm — fe. x p'u—p’ge., (2.14)
*0 *
000 G (prov) = P9, (2.15)

ot cpT



KAPITEL 2. DAS MODELL

13

ergeben, wobei Gleichung (2.15) mit (2.12) zu einer diagnostischen Divergenzbedingung

fiir das Geschwindigkeitsfeld umgeformt werden kann:

V-(Fv):pQ orP oP

e T T (2.16)

Der Parameter S gibt einen diabatischen Heizungsterm an. Im Weiteren wird bei der
Notation der Pseudo-Dichte aus Griinden der Ubersichtlichkeit der hochgestellte Stern

weggelassen, d.h. es wird p* = p gesetzt.

2.3 Die zeitliche Entwicklung der Hintergrundatmosphére

Im vorherigen Abschnitt wurde die pseudo-inkompressible Naherung vorgestellt, welche
durch die Vernachldssigung von Druckfluktuationen in der Dichte Schallwellen aus der
Dynamik filtert, sich aber aufgrund des hohenabhéngigen Dichteprofils weiterhin fiir die
Beschreibung von Schwerewellen eignet. Im Gegensatz zu Durran (1989) wurde dabei
zur préziseren Beschreibung diabatischer Prozesse eine zeitabhéngige Hintergrundatmo-
sphére beriicksichtigt (z.B. Almgren, 2000; Almgren et al., 2006; O’Neill und Klein,
2014), deren zeitliche Entwicklung im Folgenden hergeleitet wird. Die Ausarbeitung ori-
entiert sich im Wesentlichen an der Arbeit von O’Neill und Klein (2014).

Zunichst wird das Geschwindigkeitsfeld in ein horizontal gemitteltes* vertikales Wind-
profil und eine Abweichung davon, welche die verbleibende lokale Dynamik bestimmt,
zerlegt (Almgren et al., 2006, 2008; O’Neill und Klein, 2014)

v = (w)(z,t)e, + dv(x,y, z,t). (2.17)

Dabei wird angenommen, dass die Anderungsraten des vertikalen Flusses aufgrund der

Heizung vollstindig durch (w) beriicksichtigt werden, sodass

/ (0v-e,)dA=0 (2.18)
Qn

gilt, wobei der Parameter Qy einen zweidimensionalen Raum beschreibt und dA das
zugehorende Flichenmaf bezeichnet (Almgren et al., 2006).

Unter der zusétzlichen Annahme von horizontal periodischen Randbedingungen, kann
mittels der Berechnung des horizontalen Mittelwertes von (2.16) eine prognostische Glei-

chung fiir den Hintergrund der Form

4Der horizontale Mittelwert wird in dieser Arbeit durch die spitzen Klammern gekennzeichnet, d.h.

¢y = (fQH dA) o Jor,, ()dA.
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2.3. DIE ZEITLICHE ENTWICKLUNG DER HINTERGRUNDATMOSPHARE

oP  9P(uw)

o g, =S (2.19)

abgeleitet werden (O’Neill und Klein, 2014). Folglich muss die Divergenzbedingung

V- [P(v—(w)]=5-(S) (2.20)

gelten® (vgl. 2.16). In Anlehnung an O’Neill und Klein (2014) wird nun zur Herleitung
einer diagnostischen Gleichung fiir (w) zunéchst mit Hilfe der Zustandsgleichung (2.11)

1
P=ph =70 = el zimn = Pref (p> ! (2.21)
DPref

P iiber p ausgedriickt, so dass mit der vertikalen materiellen Ableitung

D ]
= =g twg; (2.22)

die prognostische Gleichung (2.19) zu

0
o= (i a)
8PDp 2 o{w)
8p Dt 0z

=P <1Dp + 8<w>)
vp Dt 0z

umgeformt werden kann. Die Gleichung (2.23) bestimmt das Verhéltnis zwischen der

(2.23)

vertikalen Anderungsrate von (w) zusammen mit der vertikalen materiellen Ableitung
des Hintergrunddrucks und der horizontal gemittelten Heizungsrate. Weiterhin wird an-
genommen, dass die Hintergrunddichte die Kontinuitdtsgleichung erfiillt (vgl. O’Neill
und Klein, 2014), d.h.
dp  Op{w
9p | Oplw)

=0. 2.24
ot 0z 0 ( )

Vertikale Integration des hydrostatischen Gleichgewichts (2.9) bis zum oberen Rand

z = H der betrachteten Doméne

®Die Gleichung (2.20) erhilt man durch Subtraktion der Gleichung (2.28) von (2.16).
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H
T — / A, 1), (2.25)

wobei p'? = p(H,t) und anschlieBende Anwendung der vertikalen materiellen Ablei-
tung (2.22) liefert somit unter Beriicksichtigung eines undurchléssigen, festen Deckels
am oberen Rand der Modelldoméne (sogenannte solid-wall Randbedingung, (w)!P = 0,
vgl. Abschnitt 2.4.4) das Ergebnis (vgl. Gleichung (17) in O’Neill und Klein, 2014)

9p'?  Dp(z,t) _ /H , Op(#,t) _
7R el I i AL
— — top _ —= - (2'26)
= g [((w))' = p(z,t)(w) (2,1)] + glw) (2, t)p(z, 1)
=0,
so dass sich aus (2.23)
Ow) _(S) 1 0p™F
0z P Ap Ot (2.27)
ergibt. Schlielich errechnet sich daraus zusammen mit
_ H 5 (S)
top dz=-
opr _ o 425 (2.28)

=7
ot I dzk
das vertikale Geschwindigkeitsprofil (vgl. Gleichung (19) in O’Neill und Klein, 2014)

(w)(2, ) = /0 T4y (f} - ;agzop> . (2.29)

Abschlielend wird noch kurz der alternative Ansatz (analog zu Almgren et al., 2008)
skizziert, die Hintergrunddichte durch die Zerlegung in ein zeitlich konstantes Profil und
das horizontale Mittel der gesamten Dichte, d.h. p(z,t) = ps(2) + (p)(z,t), ausdriicken,
sodass man iiber die horizontal gemittelte Kontinuitétsgleichung

dp _ 9{p) d{pw)

ot ot 0z (2:30)
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sowie die Zerlegung p = p+ p’ und w = (w) +w' fiir die Hintergrunddichte eine progno-
stische Gleichung der Form (anstelle von Gleichung 2.24)

op  optw) , l/u)
ot 0z 0z

=0 (2.31)

erhélt, welche Gleichung (29) in Almgren et al. (2008) entspricht. Aus dieser ergibt sich

zusammen mit der vertikalen materiellen Ableitung der Gleichung (2.25) sowie (2.23)

Ow) _ 98,y _ 18) , glow) 1 0P (2.32)

0z p P v P Ot

woraus schliefilich zusammen mit (anstelle von Gleichung 2.28)

H —98, ((S w
optor Jo dze o7 (%+7g<%>>

= = (2.33)
ot fOH dzef%z%
ein vertikales Geschwindigkeitsprofil der Form (anstelle von Gleichung 2.29)
z 5., Htop
(w)(z,t) = / de'e” %) <<S> 4 glow) 1 9p ) (2.34)
0 p o P ot

errechnet werden kann. Jedoch fiihrte eine Implementierung dieses Ansatzes in das nu-
merische Verfahren (vgl. den nachfolgenden Abschnitt) zu keinen zufriedenstellenden Er-
gebnissen. Insbesondere konnte bereits nach wenigen Zeitschritten beobachtet werden,
dass das Modell divergiert und folglich abbricht, weshalb im Weiteren die Methodik von
O’Neill und Klein (2014) verwendet wird.

2.4 Das numerische Modell

You never change things by fighting the existing reality.
To change something, build a new model that makes the existing model obsolete.
— Richard Buckminster Fuller

In den vorherigen Abschnitten wurden die pseudo-inkompressiblen Grundgleichungen,
welche zur schallfreien Approximation diabatischer Atmosphéirenprozesse dienen, darge-
stellt. Anders als in Durran (1989) wurde dabei, basierend auf der Arbeit von O’Neill und
Klein (2014), eine zeitliche Entwicklung des Hintergrundzustandes zugelassen, welche zur
Kompensation der Heizeffekte dient und somit eine prézisere Beschreibung der Dyna-

mik durch die genédherten Gleichungen ermdoglicht. Eine Moglichkeit zur numerischen
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Modellierung atmosphérischer Dynamik unter Anwendung der pseudo-inkompressiblen
Gleichungen bietet das Finite-Volumen-Verfahren® von Rieper et al. (2013). Allerdings
beriicksichtigt das Modell bisher nur adiabatische Prozesse. Dariiber hinaus erweist es
sich aufgrund der Verwendung eines expliziten Verfahrens zur zeitlichen Integration der
Auftriebs- und Coriolisterme fiir Simulationen iiber lange Zeitrdume und grofie Mo-
delldoménen als ineffizient. In den nachfolgenden Abschnitten wird dargestellt, wie das
Modell in dieser Arbeit erweitert wird, um schliefSlich effizient den Lebenszyklus atmo-

sphérischer Schwerewellendynamik modellieren zu kénnen.
2.4.1 Die Grundgleichungen des Modells

Das numerische Modell PincFlow 16st die pseudo-inkompressiblen Gleichungen mit ei-
nem Finite-Volumen-Verfahren auf der f-Ebene (Rieper et al., 2013). IThre Formulierung
beinhaltet die Kontinuitétsgleichung (2.13), die horizontalen und vertikalen Implusglei-
chungen (2.14), die prognostische Gleichung fiir die massengewichtete-potentielle Tem-
peratur der Hintergrundatmosphére (2.20) sowie eine Divergenzbedingung fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld (2.19), mithilfe derer Schallwellen aus der Dynamik herausgefiltert

werden. Zusammengefasst lauten die Gleichungen in Anwesenheit einer Heizung

dp B

5 TV (v) =0, (2.35)
38ptv + V- (vopv)=—c,PVr — fe, X pu— pge,, (2.36)

OP  OP(w)

9P, P _ s, (257

V- [P(v— )] =8—(S), (2.38)

wobei (w) iiber (2.28) und (2.29) berechnet wird. Wie im weiteren Verlauf noch néher
erlautert wird, wird das Exnerdruckfeld dabei (wie gewohnlich bei schallfreien bzw. in-
kompressiblen Modellen) nicht mit Hilfe der Zustandsgleichung (vgl. 2.6) berechnet,
sondern ergibt sich implizit durch Losen der diagnostischen Gleichung (2.38), sodass
Schallwellen aus der Dynamik herausgefiltert werden’.

Dariiber hinaus lohnt es sich an dieser Stelle die Aquivalenz der Kontinuititsgleichung
und der Advektion der potentiellen Temperatur im pseudo-inkompressiblen Modell her-
vorzuheben (vgl. Klein, 2009).

n dieser Arbeit wird die implizite Turbulenzparametrisierung, welche in der original Implemen-
tierung von Rieper et al. (2013) verwendet wurde, aufgegeben, weshalb das Modell hier in PincFlow
(anstelle von PincFloit) umbenannt wird.

"Eine detaillierte Beschreibung, wie der Exnerdruck mit Hilfe der prognostizierten Felder bestimmt
wird, findet sich in Abschnitt 2.4.5 (vgl. auch Gleichung 2.107).
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Insbesondere gilt in Abwesenheit einer Heizung V- (Pv) = 0, sodass mit (2.12) aus (2.35)

die Gleichung
0 (1 1

folgt. Ferner ist zu beachten, dass das Modell in der originalen Implementierung von
Rieper et al. (2013) lediglich zur Simulation adiabatischer Prozesse konzipiert wurde,
d.h. ohne Heizungsterm (S = 0) und somit OP/dt = 0. Da in dieser Arbeit jedoch als
erster Anwendungstestfall die Dynamik diabatischer Prozesse, welche mit der sponta-
nen Schwerewellenabstrahlung in Jet-Front Systemen in Verbindung gebracht werden,
simuliert wird (vgl. Kapitel 4), ist das Gleichungssystem dahingehend modifiziert, dass
Heizprozesse mit einbezogen werden — beispielsweise durch eine thermische Relaxation
auf einen vorgegebenen Anfangszustand, welcher ein baroklin instabiles Temperaturprofil
verursacht (vgl. z.B. Held und Suarez, 1994; Hien et al., 2018, und Abschnitt 2.4.4).

2.4.2 Grenzschicht und Schwammschicht

Dariiber hinaus wird das Gleichungssystem durch eine Rayleigh-Dampfung der Ge-
schwindigkeitsfelder erweitert, welche im Bereich der Grenzschicht eine Approximation
der Reibung sowie des turbulenten Transports darstellt und am Oberrand der Modell-
doméne als absorbierende Schicht (sogenannte Schwammschicht) zur Vermeidung von

Reflexionen dient. Die Dédmpfungsterme der Form

Opv

5 +.o= o —ay(2)p(v = veg), (2.40)

wobei ay = (ay, au, ) die hohenabhingigen Koeffizienten der drei Impulskomponen-
ten bezeichnen, relaxieren die Stromung auf ein vorgegebenes, horizontales Geschwin-
digkeitsfeld ve, = (ueq,0,0)7, welches das geostrophische Gleichgewicht erfiillt (vegl.
Abschnitt 2.4.3). Fiir die Definition der Dampfungsschicht am unteren Rand der Mo-
delldoméne werden die Koeffizienten analog zum Profil von Held und Suarez (1994)
bestimmt, d.h.

1 _
Oy = Oy = T—bmax <0, (ii Z:) und o, = 0. (2.41)
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Abbildung 2.1: Gezeigt sind der meridionale Verlauf der Relaxationszeit am Boden (rot, vgl.
2.49) und die meridionale Modifikation von A#, (blau, vgl. 2.46).

Hierbei gibt o3 die Ausdehnung der durchmischten Grenzschicht mit einer Dampfungszeit
von 7, an und o = 7/~ bezeichnet den normierten Druck der Hintergrundatmo-
sphére, welcher am Boden den Wert 1 annimmt und mit der Héhe verschwindet. Im
Unterschied dazu gilt am Oberrand der Modelldoméne (Klemp und Lilly, 1978)

Oy = Oy = Qg = azzxsinz (QZ:ZZS ) , falls zy<z<H. (2.42)
S

Dabei kennzeichnet z; die Hohe, in der die Schwammschicht beginnt, und ;. gibt
(zusammen mit der Grofle des Zeitschritts At) die maximale Stérke der Dampfung am

oberen Modellrand an.

2.4.3 Zeitunabhingiger Gleichgewichtszustand
Der Gleichgewichtszustand wird in dieser Arbeit, dhnlich wie in der Studie von Held und

Suarez (1994), basierend auf einem vordefinierten Temperaturfeld

AY.
Toqly, 2) = max {TS, [9ref —Adys(y) — =52 i 1log(7req)] weq} (2.43)

konstruiert, wobei T und 0,5 jeweils die stratosphérische Referenztemperatur und die
potentielle Temperatur am Boden in der tropischen Troposphére bezeichnen. Weiterhin
gibt A, die troposphérische Differenz der potentiellen Temperatur zwischen den Tropen
und Polen an und A6, quantifiziert die Schichtung in der Troposphére. Auf diese Weise
ist das Temperaturfeld in der Troposphére baroklin, wiahrend es in grofleren Hohen
konstant bleibt. Aus (2.43) wird das Exnerdruck- und das potentielle Temperaturfeld
durch Integration des hydrostatischen Gleichgewichts
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OTeq g

- Comit G, = =4 2.44
0z cpleq T ey (244)
bestimmt, unterdessen 7.(29) = 1 angenommen wird. Zu beachten ist, dass dariiber

hinaus in der Schwammschicht eine Reduktion von 7., der Form

T+ (meq — )cos? (%W) ; falls z <z <z AR (2.45)

Teq = u
T, falls 2 > z, + 25%=,

und eine entsprechende Korrekur von 6., iiber 0meq/0z in (2.44) vorgenommen wird.
Durch diese Mafinahme sollen numerische Instabilitéiten am oberen Rand des Modellge-
biets, welche im Zuge der Untersuchungen zu dieser Arbeit beobachet wurden, vermieden
werden. Um auferdem der Entstehung kleinskaliger, konvektiver Effekte (vor allem im
Bereich der seitlichen Modellbegrenzungen) entgegenzuwirken wird, anders als in der
Studie von Held und Suarez (1994), eine konstante statische Stabilitéit angenommen
(Williams, 2006). Ferner wird eine vergleichsweise schmale barokline Zone verwendet,
welche sich durch Modifikation des horizontalen potentiellen Temperaturgradienten Ag,
in Abh#ingigkeit der Breite definiert und fiir die gilt (vgl. Abbildung 2.1)

1, falls y < ys — 6-7'2”,
gin2 <gy—(y56jijet/2)> , falls ys — % <y<ys+ 6@“,
s(y) =40, falls g, + 24 <y <y, — 2L, (2.46)
sin” (gyi(yn(s;iimnv , falls y, — % <y<yn+ %,
1, falls y >y, + 2.

Die Langenskala d;¢; bezeichnet hierbei die Breite der beiden Strahlstréme, deren Lage
innerhalb der Modelldomine, welche eine meridionale Ausdehnung von L, aufweist,
sodass —L,/2 < y < L,/2 gilt, jeweils iiber y, s = +L,/4 angegeben ist. SchlieSlich
wird das Geschwindigkeitfeld mit Hilfe des geostrophischen Gleichgewichts tiber

1 OTteq

?cpeeqa—y und  Veg = Weq =0 (2.47)

Ueq = —

bestimmt.
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2.4.4 Heizung, Randbedingungen und Parameterwerte

Zur Erzeugung eines baroklin instabilen Temperaturprofils (Hien et al., 2018) wird die

Volumenheizung durch den Newton’schen Relaxationsansatz

P10 —Oeq(y, 2)]

5= 7(y, 2)

: (2.48)

approximiert. Hierbei wird &hnlich zu Held und Suarez (1994) ein meridionaler und

hohenabhéngiger Verlauf der Relaxationszeit in der Form

e = Lt (1 - 1) max (o il “b) ) (2.49)

"1—o0y

gew#hlt, wobei (vgl. Abbildung 2.1)

(0, falls y < ys — %ﬁt,
cos? (%‘y_(ysétim/i)) , falls y, — 6j26t <y<ys+ 6j25ta
c(y) =31, falls gy + 2 <y < gy, — 22t (2.50)
cos (gy_(y%;tjetm) , falls y, — (S]'Tet <y<yn+ 6‘7;7
0, falls y >y, + 6”'2‘”.

Die Parameter 7, und 75 geben jeweils die maximale und minimale Relaxationszeit an,
sodass im Zentrum der Modelldoméne eine schwache Relaxation herrscht, wiahrend die
Relaxation an den seitlichen Réandern stiarker ausgeprégt ist.

Dartiber hinaus sei noch kurz auf den zwischenzeitlichen Versuch eingegangen, anstelle
des oben gewiihlten Ansatzes (2.48), die barokline Instabilitidt mit Hilfe eines Relaxation-
terms in der Kontinuitits- und Impulsgleichung zu modellieren (und den Hintergrundzu-
stand entsprechend konstant zu halten), wobei ein meridionales Relaxationsprofil &hnlich
zu Gleichung (2.27) in Hien (2018) verwendet wurde. Durch diesen Ansatz konnten zwar
wiederholte barokline Wellenzyklen simuliert werden, jedoch traten in einigen Féllen
unphysikalische Artefakte an den Réndern auf, die eine Abhéngigkeit zur gewihlten Re-
laxationszeitskala aufwiesen und so die Dynamik der Strémung signifikant beeinflussten
(nicht gezeigt). Daher wird letztendlich eine physikalisch basiertere Parametrisierung der

Wairmestrahlung durch einen thermischen Relaxationsansatz gewihlt.
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Tabelle 2.1: Zusammenfassung der physikalischen Parameterwerte in dieser Arbeit.

Coriolisparameter f: 1 x107%s7T
Schwerebeschleunigung g: 9.81ms 2
Referenzdichte p,.s: 1 x 10° Pa
Gaskonstante trockener Luft R: 287 JK 1 kg™!
spezifische Warmekapazitit c,: 1004 JK~ kg™t
Isentropenexponent ~: 14

Unterrand der Schwammschicht z,: 100 km

max. Ddmpfungskonstante a,qz: 1
Dampfungszeitkonstante 7: 1 Tag

max. Relaxationszeit 7,: 40 Tage

min. Relaxationszeit 7s: 4 Tage

Dicke Grenzschicht oy: 0.7

zonale Linge L,: 4200 km
meridionale Linge L,: 16 800 km
Modellhohe H: 150 km
Bodenhohe zg: Okm
potentielle Referenztemperatur 0,.: 315K

stratosphérische Referenztemperatur 7: 200K
troposphérische Temperaturdifferenz Af,: 20K

meridionale Temperaturdifferenz AT): 30K
Breite der Jets djes: 4200 km
Hohe der Troposphére zy,.: 11 km

Im physikalischen Raum werden, zur Vermeidung der Entwicklung moglicher Grenz-
schichtinstabilitéiten an den seitlichen Réndern des Modellgebietes (Hien et al., 2018),
periodische Randbedingungen an den horizontalen Réndern verwendet, wihrend am
oberen sowie unteren Rand der Doméne jeweils ein undurchléssiger, fester Deckel ange-
nommen wird, sodass die Abweichungen [u—u,| dort verschwindende Normalgeschwin-
digkeiten besitzen und sogenannte free-slip Bedingungen erfiillen. Dariiber hinaus wird
der vertikale Gradient der Abweichungen des Exnerdrucks von 7., sowie der Dichtefluk-
tuationen an den vertikalen Réndern vernachléssigt.

Ferner sind in Tabelle 2.1 die physikalischen Parameterwerte zusammengefasst, welche,

soweit nicht anders angegeben, in dieser Arbeit verwendet werden.
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2.4.5 Zeitintegrationsschema

Wahl des Zeitschrittes

Die originale Implementierung von Rieper et al. (2013) verwendet als Zeitintegrations-
schema ein explizites Runge-Kutta Verfahren dritter Ordnung nach Williamson (1980),
welches ausgehend vom Zustand des aktuellen Zeitschrittes n den Zustand einer Varia-

blen des niichsten Zeitschrittes ¢"*! = (pv, p) in drei Schritten® berechnet:

o= 6"+ ot (251)
n _ n P op"
e = Oy T At 5 BzAt—at : (2.52)
ol AP
n+l _ n *k *

wobei die Parameter o; = {1/3,15/16,8/15} und 3; = {0,—5/9,—153/128} Gewich-
tungsfaktoren bezeichnen.

Die Linge des Zeitschrittes At wird dabei mit Hilfe verschiedener Stabilitatskriterien
variiert und wird insbesondere zur Vermeidung von numerischen Instabilitdten aufgrund
kleinskaliger Oszillationen von Schwerewellen durch eine Zeitschrittweite, die proportio-
nal zur inversen Brunt-Vaisala Frequenz (vgl. 2.64) ist, begrenzt (Rieper et al., 2013).
FEin wesentlicher Nachteil eines solchen expliziten Zeitschrittverfahrens ist jedoch, dass
das Modell bei der Durchfiihrung von Simulationen iiber lange Zeitrdume und grofie
Modelldoménen, beispielsweise zur Modellierung idealisierter barokliner Lebenszyklen,
zunehmend teuer und zeitaufwendig wird. Aus diesem Grund wird in der vorliegen-
den Arbeit ein semi-implizites Verfahren zur Integration der Auftriebs-, Coriolis- sowie
Druckgradiententerme in PincFlow implementiert, welches basierend auf der Methodik
von Smolarkiewicz und Margolin (1997) konstruiert wurde und sich an dem zeitlichen
Diskretisierungsschema, das in Benacchio und Klein (2019) sowohl fiir vollkompressible,
pseudo-inkompressible als auch hydrostatische Gleichungssysteme entwickelt wurde, ori-
entiert. Die Autoren zeigten anhand einer Reihe atmosphérischer Standardtestfille, dass
das semi-implizite Verfahren stabil mit groflen Zeitschrittweiten rechnen kann, die einzig
durch das Courant-Friedrich-Levy (CFL, Courant et al., 1928) Kriterium v beschrinkt

sind:

(2.54)

Atopr, = v min ( Ax Ay Az > ,

) M
’ Umaz ‘ | Umaz | | Wmazx |

8Zu beachten ist, dass jeder dieser Schritte drei Teilschritten beinhaltet: einen Pridiktorschritt,
das Losen einer elliptischen Gleichung fiir den Druck (die aus der Divergenzbedingung folgt) und einen
Korrekturschritt (vgl. Rieper et al., 2013).



24

2.4. DAS NUMERISCHE MODELL

wobei beispielsweise Upq, = max | v | und Az, Ay, und Az jeweils die zonalen, meri-
dionalen und vertikalen Seitenléingen einer Gitterzelle bezeichnen (vgl. Abschnitt 2.4.6).
Da die Modellvariablen in PincFlow allerdings, anders als in dem verwendeten Modell
von Benacchio und Klein (2019), auf einem versetzten Gitter angeordnet sind (vgl. Ab-
schnitt 2.4.6 zur detaillierten Beschreibung der rdumlichen numerischen Diskretisierung),
wird die Implementierung des semi-impliziten Zeitschrittverfahrens in dieser Arbeit ent-
sprechend angepasst. Dariiber hinaus werden zur Beriicksichtigung der zeitlichen Ent-
wicklung des Hintergrundzustandes numerische Aspekte von O’Neill und Klein (2014)

miteinbezogen. Im Folgenden wird das semi-implizite Verfahren skizziert.

Hilfsvariable

Damit das numerische Modell stabil mit groien Zeitschrittweiten rechnen kann, werden
die thermodynamischen Gréflen zur Implementierung des semi-impliziten Zeitschrittver-
fahrens zunéchst, dhnlich wie in der Studie von Benacchio und Klein (2019), in einen
ruhenden, hydrostatischen Referenzzustand und eine Abweichung davon zerlegt. Eine
analoge Vorgehensweise findet sich beispielsweise auch in den Arbeiten von Restelli und
Giraldo (2009); Smolarkiewicz et al. (2014) und Smolarkiewicz et al. (2019).

Damit kann eine zusétzliche prognostische Gleichung fiir eine Storgrofle hergeleitet wer-

den, welche den Auftrieb reprisentiert. Zunichst wird dazu die inverse potentielle Tem-

peratur
I p

=== 2.55
X=5=% (2.55)

definiert, sodass die rechte Seite der vertikalen Impulsgleichung (2.36) die Form

—( Orm

_P - 2.56
(Cp 5, T x9> (2.56)

annimmt. Desweiteren wird der Referenzzustand, welcher im Folgenden durch den Index
() gekennzeichnet ist, {iber eine zeitunabhéngige, horizontal homogene sowie hydrosta-

tische Referenzatmosphére, die sich in Ruhe befindet, definiert, d.h.

dm,
0= Gy, X9 (2.57)

und es gilt
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X' =x—xr(2), (2.58)
7 =7 —m(2) (2.59)

(vgl. Gleichungen (7) und (8) in Benacchio und Klein, 2019). Die rechte Seite der verti-

kalen Impulsgleichung kann damit zu

/

— on — on' —_Oor
-P (Cpaz + Xg) =—-P (cpaz + X/g) = —cpPg —pg (2.60)

umgeformt werden, wobei fiir die Dichtefluktuation

— ., —(1 1 P
P =P (- =) =p—p— 2.61
p = Px <9 > P (2.61)

gilt, und innerhalb der horizontalen Impulsgleichungen kann unter Verwendung des ho-

rizontalen Nabla-Operators Vj
—Cpﬁvhﬂ' = —chVhw’ (2.62)

geschrieben werden. Dariiber hinaus liefert die Kontinuitétsgleichung mit (2.55) und der

Zerlegung der inversen potentiellen Temperatur (2.58)

0= 2 [P (u+X)] 4V [Py (1 + X))

ot
h _ 2.63)
ory’ -, OP _ — dy, (
= ot +V-(va)—|-xr a-’-v-(Pv) —i—Pde,
woraus sich mit (2.16) und der Brunt-Vaisala-Frequenz der Referenzatmosphire
g db,
N?== 2.64
07- dZ Y ( )
eine prognostische Hilfsgleichung fiir die Dichtefluktuationen ergibt
op’ , Pr P pr oo
o +V-(p'v) P +wPTg ( )

Zu beachten ist, dass die Referenzatmosphire im Allgemeinen nicht mit der Hinter-
grundatmosphére {ibereinstimmt (auch wenn sie relativ d&hnlich sein sollten), d.h. (+), #

(™), und daher zeitunabhéngig bleibt.
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Dariiber hinaus wurde der Versuch unternommen, eine alternative Aufspaltung der Form
p = p(z,t) + p’ (anstelle von 2.58) vorzunehmen, woraus sich eine prognostische Hilfs-

gleichung fiir die Dichtefluktuationen der Form

W)=V () - 7 (2.66)
__v. <;Pv> + o) (2.67)
-1 (s (s + ag@) + 22 (2.68)
= 55— (8) + (w — {w)) N2 (2.69)

ergibt. Nach Implementierung dieser Methodik stellte sich jedoch heraus, dass das Mo-
dell nach einiger Zeit eine instabile Schichtung entwickelt (d.h. 90(z,t)/0z < 0, sodass
auch N?(z,t) < 0) und letztendlich zu einem Abbruch des semi-impliziten Zeitschritt-
verfahrens fiihrt, da (wie in Abschnitt 2.4.5 noch ersichtlich wird) N = v/N2 im Nenner
der Modellgleichungen auftritt. Daher wird im Weiteren die Zerlegung der Form (2.58)
verwendet, welche N? konstant hélt und somit stabil bleibt.

Diabatische pseudo-inkompressible Modellgleichungen

Zusammengefasst lauten die diabatischen pseudo-inkompressiblen Grundgleichungen des

semi-impliziten Modells PincFlow

%:1 + V- (vopu) = —¢,PV;m’ — fe, x pu—aup(u—ue), (2.70)
698,017;0 +V-(vopw) = —cpPaZ/ —p'g — awpw, (2.71)
?9? +V-(pv) =0, (2.72)
%’;’Jrv' (p'v) = _ZS+M£ZN2’ (2.73)
aaf + a];iw = (9), (2.74)

V- [P(v—(w)e.)] = S —(S). (2.75)

Es ist offensichtlich, dass die prognostische Gleichung fiir die Dichtefluktuationen (2.73)
redundant ist, insbesondere da die Storgrofle jeweils am Ende eines Zeitschrittes mit
der vollen Variable synchronisiert wird, sodass Inkonsistenzen, die sich aus der Verwen-

dung unterschiedlicher Gleichungen fiir die Dichte und ihre Stérungen ergeben kénnten,
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unmittelbar vermieden werden (vgl. Benacchio und Klein, 2019). Jedoch ist zu beach-
ten, dass die semi-implizite Behandlung des Gravitationsterms eine solche Zerlegung
erfordert, da — wie in den nachfolgenden Abschnitten noch niher erkennbar wird — die
Advektion der potentiellen Temperatur der Referenzatmosphére dabei hiufig separat zu
deren Storgrofie gehandhabt wird (vgl. auch Abschnitt 3.a.2 in Benacchio und Klein,
2019). Insbesondere wird die Advektion der potentiellen Temperatur der Referenzatmo-
sphére als Teil eines linearen Operators behandelt, welcher die schnellen Wellenmoden
reprisentiert und als solcher eine zentrale rdumliche Diskretisierung (vgl. Abschnitt und
2.4.6) sowie die Trapezregel® in der Zeit beinhaltet. Eine Behandlung der Advektion des
gesamten potentiellen Temperaturfeldes mittels dieser Diskretisierung wiirde zu unphysi-
kalischen Oszillationen fithren. Um sicherzustellen, dass solche Oszillationen unterdriickt
werden, wird daher die Advektion der potentiellen Temperaturfluktuationen durch ein
explizites Aufwind-Schema zweiter Ordnung diskretisiert (vgl. Abschnitt 2.4.6). Aller-
dings iiberwiegt in vielen Anwendungen der Anteil der Advektion des Referenzanteils
der potentiellen Temperatur, sodass durch die zentrale Diskretisierung weiterhin un-
erwiinschte Oszillationen auftreten kénnen. Aus diesem Grund wird die Advektion des
gesamten Feldes der potentiellen Temperatur durch ein explizites Aufwind-Schema zwei-
ter Ordnung behandelt und bestimmt die Entwicklung iiber einen vollen Zeitschritt,
wahrend die prognostizierten Fluktuationen lediglich zur Konstruktion der advektiven
Fliisse sowie der pseudo-inkompressiblen Divergenzbedingung innerhalb der Teilschritte
des semi-impliziten Verfahrens verwendet werden (Schmid et al., 2021).

Bevor im néichsten Abschnitt das semi-implizite Zeitschrittverfahren zur Lésung des obi-
gen Gleichungssystems (2.70) — (2.75) présentiert wird, werden noch kurz zur besseren
Ubersicht, basierend auf der Notation von Smolarkiewicz et al. (2014) und Benacchio
und Klein (2019), die Primérvariablen in dem Vektor

U= (pv,p,p) (2.76)

gebiindelt und die prognostischen Gleichungen (2.70) - (2.73) jeweils in Fluss- und Quell-

terme'® aufgeteilt:

%‘f + V- (vol)=Q(¥,P,x). (2.77)

9Fine Erlduterung der Trapzeregel kann beispielsweise in Dahmen und Reusken (2006) nachgelesen
werden.

10Als Quellterme Q(¥, P, 7’) werden hier die Terme auf der rechten Seite der Gleichungen (2.70) -
(2.73) bezeichnet.
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Semi-implizites Zeitschrittverfahren

Das Grundkonzept der semi-impliziten Methode besteht darin, die Advektion mit einem
expliziten Verfahren zeitlich zu integrieren, wihrend zur zeitlichen Integration der ver-
bleibenden Quellterme implizite und explizite Euler-Verfahren verwendet werden. Mit
Hilfe des Letztgenannten wird auch unter Verwendung von (w) aus (2.28) und (2.29) die
zeitliche Entwicklung des Hintergrundzustandes (vgl. 2.74) berechnet, wohingegen die
Fluktuationen des Exnerdrucks durch das Losen einer elliptischen Gleichung diagnosti-
ziert werden, sodass die Divergenzbedingung (2.75) erfiillt bleibt. Da das implementierte
Verfahren sehr #hnlich zu dem semi-impliziten Schema Benacchio und Klein (2019) ist,
werden im folgenden lediglich die zentralen Schritte sowie Unterschiede dazu skizziert.
Eine detaillierte Erlduterung zum stukturellen Aufbau des semi-impliziten Verfahrens
kann in Smolarkiewicz und Margolin (1997) und Benacchio und Klein (2019) nachgele-

sen werden.

Der Algorithmus zur zeitlichen Diskretisierung iiber einen vollen Zeitschritt t® — ¢"+!

lautet:

e Schritt 1: Explizite Integration!! der linken Seite in (2.77) iiber %
U = g 4 ASY2 ( (Pyv)"), (2.78)

wobei der Operator A ein nicht-lineares Aufwind-Schema zur linearen Advektion
von U/P'2 mit vorgegebenem Trigerfluss Pv bezeichnet (Benacchio und Klein,
2019), welches in Abschnitt 2.4.6 néher erldutert wird.

e Schritt 2: Explizites Euler-Verfahren zur Integration des Hintergrundzustandes
(vgl. O’Neill und Klein (2014)) iiber 4t

2
?+1/2 _P g <(P<w>)k+1/2 B (P<w>)Z—1/2> <S>n (279)
2 Az
mit
PN _ Ealin. ((9)/P)y 2.80
( ot ) Sk (/p)y 0

min

" Als explizites Integrationsschema wird in dieser Arbeit das Runge-Kutta Verfahren dritter Ord-
nung nach Williamson (1980) (vgl. 2.51 - 2.53) verwendet.

1271 beachten ist, dass hier die inverse potentiellen Temperatur advehiert wird und nicht die Dich-
te, welche eine Erhaltungsgrofe ist.
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wn-a{ £ [(D0-GLEDT e

k'=kmin

und implizite Integration der rechten Seiten in (2.77) iiber %

\I/n+1/2 — ‘I/# + %Q(\II”+1/27?+1/2’ 7T/n+1/2). (282)

Zu beachten ist, dass die Dichte aufgrund des Prinzips der Massenerhaltung in
(2.82) konstant gehalten wird (vgl. 2.72 und 2.77). Dariiber hinaus fithrt die
Beriicksichtigung der Heizung dazu, dass der horizontal gemittelte Vertikalwind
(w) (und folglich auch die Heizrate (S)) nicht verschwindet und sich die Hin-
tergrundatmosphére zeitlich entwickelt, welche iiber (2.79) beriicksichtigt wird
und analog zu O’Neill und Klein (2014) unter Anwendung eines expliziten Euler-
Verfahrens berechnet wird. Dabei kennzeichnen die Indizes (:)y+1/2 jeweils die
vertikale Position der unteren und oberen Rénder einer skalaren Gitterzelle und
Zhpin = A2/2 bzw. 2z, = H — Az/2 (vgl. die rdumliche numerische Diskreti-
sierung in Abschnitt 2.4.6). Des Weiteren beinhaltet die implizite Zeitintegration
der linearen Terme auf der rechten Seiten in (2.82) drei Teilschritte, welche im
nachfolgenden Abschnitt 2.4.5 noch detaillierter dargelegt werden: Unter Verwen-
dung der Exnerdruckfluktuationen aus dem vorherigen Zeitschritt werden zunéchst
in einem Pradiktorschritt die zeitliche Entwicklung der Winde sowie der Dichte-
fluktuationen (oder genauer gesagt des Auftriebsfeldes) bestimmt. Im Anschluss
daran wird eine elliptische Gleichung geldst, woraus die Fluktuationen des Exner-
drucks 77+1/2 diagnostiziert werden, welche schlielich in einem Korrekurschritt
zur Aktualisierung der Felder U™1/2 verwendet werden. Dies gewihrleistet, dass
die Stromung auch weiterhin die Divergenzbedingung (2.75) erfiillt.

Schritt 3: Explizites Euler-Verfahren zur Integration der rechten Seiten in (2.77)

iiber %

At — m
U= QU P ). (2.83)



30

2.4. DAS NUMERISCHE MODELL

e Schritt 4: Explizite Integration der linken Seite in (2.77) iiber At (analog zu 2.78)

U= g g A (\IJ (Pv)”“/?) . (2.84)

e Schritt 5: Explizites Euler-Verfahren zur Integration des Hintergrundzustandes
itber At (analog zu (2.79) mit (2.80) und (2.81))

(Plw))i L)z — (Plw)ily)s

PnJrl _ Fn _ At k+1/2 k-1/2 } S n-+1/2 2.85
- syl (2
und implizite Integration der rechten Seiten in (2.77) iiber 4! (analog zu 2.82)
n+1 % At n+1 pnrtl _m+1
U= 9 Qe P e, (2.86)

Zu beachten ist, dass im Rahmen des expliziten Verfahrens in (2.83) im Gegensatz
zu dem impliziten Euler-Verfahren in (2.82) und (2.86) die diagnostische Anpas-
sung der Fluktuationen des Exnerdrucks sowie der Korrekturschritt vernachléssigt

wird.

e Schritt 6 bzw. 0: Synchronisation der Dichtefluktuation

PTL+1
Al et = (2.87)
T

p

Weiterhin ist zu beriicksichtigen, dass die obige Kombination aus einem expliziten Euler-
Verfahren (2.83) zu Beginn und einem impliziten Euler-Verfahren (2.86) am Ende der

Trapezregel'3

entspricht, welche formal eine Genauigkeit zweiter Ordnung besitzt und
symplektisch'? ist. Durch die letzt genannte Eigenschaft wird sichergestellt, dass die
schnellsten Oszillationen beziiglich der betrachteten Zeitskalen, die durch die linearen
Terme der Bewegungsgleichungen (ohne Rayleigh-Démpfung) auftreten, beriicksichtigt
werden. Die Verschachtelung der beiden Schritte (2.83 und 2.86) mit dem Advektions-
schema (2.84) ist dabei nichts anderes als die Anwendung der Trapezregel entlang einer
Lagrange-Losungstrajektorie (vgl. Smolarkiewicz und Margolin, 1997; Benacchio und

Klein, 2019, fiir eine detailliertere Erlduterung).

13Eine Erlduterung der Trapzeregel kann beispielsweise in Dahmen und Reusken (2006) nachgelesen
werden.

“Eine Definition zur Symplektizitit sowie nihere Erliuterungen iiber symplektische Integratoren
findet sich beispielsweise in Leimkuhler und Reich (2004) und Hairer et al. (2006).
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Dariiber hinaus gibt es einen weiteren zentralen Punkt, welcher bei der Verwendung
der Trapezregel zur numerischen Losung schallfreier Gleichungssyteme mit einbezo-
gen werden muss. In Folge der Trapezregel werden bei der zeitlichen Integration der
Impulsgleichung innerhalb des expliziten Euler-Schritts (2.83) Exnerdruckfluktuationen
beriicksichtigt, welche vom vorherigen Zeitschritt abhéingen, d.h. 7. Wenn diese nun
jedoch um das Inkrement 7 vom exakten Druckfeld zum Zeitpunkt ¢ abweichen, muss,
um weiterhin zu gewéhrleisten, dass die Stromung die Divergenzbedingung (2.75) erfiillt,
der daraus implizierte Divergenzfehler im Schritt (2.86) korrigiert werden. Die Losung
zum Zeitpunkt t" ! weicht infolgedessen um —ém von der exakten Losung ab und fiihrt
in den nachfolgenden Zeitschritten zu einer sténdige Oszillation von £d7 um die korrekte
Losung. Zur Vermeidung dieses Sachverhalts gibt es verschiedene Ansétze: Zum einen
kann eine Mittelung der Felder der Exnerdruckfluktuationen zwischen zwei Zeitschritten
(t" und t"*1) vorgenommen werden, um zur Zeit t"+1/2 ein Druckfeld zu erhalten, wel-
ches frei von Oszillationen ist. Zum anderen kann 7*+1/2 aus (2.82) anstelle von 7’ in
Schritt (2.83) verwendet werden, wie in der Studie von Chew et al. (2021) gezeigt. Eine
dritte Moglichkeit, welche in dieser Arbeit verwendet wird, stellt die Behandlung des
Druckfeldes im Rahmen des Korrekturschritts {iber einen vollen Zeitschritt in (2.86) an-
statt iiber einen halben Zeitschritt dar und wird im folgenden Abschnitt 2.4.5 (vgl. auch
weitere Ausfithrungen unter Gleichung 2.108) néher erldutert. Diese Methodik fiihrt zwar
dazu, dass die numerische Genauigkeitsordnung der Exnerdruckfluktuationen formal re-
duziert wird, allerdings bleibt die Genauigkeit zweiter Ordnung der restlichen Felder

erhalten (vgl. die Ergebnisse der Modellvalidierung in Kapitel 3).

Implizite Integration der rechten Seiten unter Beriicksichtigung der Diver-

genzfreiheit

Die zeitliche Integration der rechten Seiten in (2.77) wird jeweils unter Anwendung ei-
nes expliziten Euler-Verfahrens (vgl. 2.83) sowie zwei impliziten Euler-Verfahren (vgl.
2.82 und 2.86) realisiert. Wie bereits im vorherigen Abschnitt kurz erlédutert, setzt sich
das implizite Losungsverfahren dabei aus einem Prédiktorschritt, einer diagnostischen
Aktualisierung der Exnerdruckfluktuationen und schliellich einem Korrekturschritt, wel-
cher sicher stellt, dass die Divergenzbedingung weiterhin erfiillt bleibt, zusammen. Im
Folgenden werden die grundlegenden Aspekte dieser Teilschritte in (2.82) und (2.86)
niher ausgefiihrt.

Es wird zunéchst, unter Vernachlissigung der Flussterme, die Variable p bei der impli-
ziten Integration von (2.70), (2.71) und (2.73) konstant gehalten, was daraus resultiert,
dass aufgrund der Massenerhaltung die rechte Seite der Kontinuitétsgleichung (2.72)
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gleich Null gesetzt ist (Benacchio und Klein, 2019). Aulerdem werden die Variablen P
und S als gegeben angenommen (diese werden in (2.79) bzw. (2.85) integriert und dann
in (2.82) bzw. (2.86) festgehalten). Zur besseren Verstdndlichkeit werden diese Variablen
im Folgenden durch den hochgestellte Index (-)° gekennzeichnet (analog wie in Abschnitt
3.c.1 in Benacchio und Klein, 2019) und die prognostischen Gleichungen (2.70), (2.71)
und (2.73) in der Form

0 1
SR —c,— V' — fe, x u+tbe, — ay(v—ve) (2.88)
ot X°
ov’
-7 XT‘gSo . M&N2 (289)
at po XO

zusammengefasst, wobei b = b’ = —gp’/p°® den Auftrieb bezeichnet.

Als néchstes werden die Gleichungen unter Anwendung der Methodik aus den Arbeiten
von Smolarkiewicz et al. (2001) und Prusa et al. (2008) umgeformt, da durch die ver-
wendete raumliche numerische Diskretisierung der rechten Seiten in (2.88) und (2.89)
auf dem versetzten Modellgitter (vgl. Abschnitt 2.4.6 fiir Details) das geostrophische
und hydrostatische Gleichgewicht nicht ausreichend représentiert werden kann (siehe
Anhang A fiir Details). Dazu wird ein zeitunabhéngiger Gleichgewichtszustand mit ei-
nem rein horizontalen Windfeld (weq, = 0) definiert, fiir den ein Gleichgewicht zwischen
Druckgradientkraft, Corioliskraft und Auftriebskraft herrscht:

1

0= —cpx—vﬂ;q — fe. X ug + b€, (2.90)
eq

0=V (Pegveq)- (2.91)

Die Subtraktion der Bedingung (2.90) von (2.88) fithrt auf die modifizierte Impulsglei-
chung

—

ov 0 1 1 .
V_9V_ —cpfOVfr' — CP(o) V’/Téq — fe, xu+be, —ayv, (2.92)
X X

at ot
wobei 1[) = 1) —1)¢q die Abweichung der Felder ¥ vom anfiénglichen Gleichgewichtszustand
angibt.
Die implizite Zeitdiskretisierung zur Integration der Gleichungen (2.89) und (2.92) lautet

somit
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W = 4" — At | cp—
XO

" =" — At |cp—
X

" =" — At | ep—
X

Bl,n+1 — Bl,n + At |:X7“Ogso
p

1 0ﬁ/,n+1 /1\ aﬂ.é,g+1
ox X° Ox

1 oatn+l 71\ ot

OWT -l-cp(o)ﬂeq + fatt 4+ "t
Y X

1 8ﬁ./,n+1 N 1 87[.27;1-&-1

p———F—+cp| — | ——

P o Oz P Xo 0z

dy

_ o tXr N2:|
XO

o f@ﬂ—&-l +au,&n+1] 7

71n+1 ~n+1
—b + QW ] ,

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

Hierbei miissen die Fluktuationen des Exnerdrucks so bestimmt werden, dass die Winde

weiterhin die Divergenzbedingung (2.75) erfiillen. Aus diesem Grund wird 7

/n+1

in die

Exnerdruckfluktuationen aus dem vorherigen Zeitschritt und eine inkrementelle Abwei-

chung davon aufgespalten

sodass sich aus (2.93) - (2.96)

un+1 _ u*,n+1

,Un—i-l — ,U*,n—i-l

wn+1 —_ w*,n+1

b/,n—l—l _ b/*,n+1

ﬂ_/,n—i—l — 7T/m, + 57T/’n+1,

,n+1

Cpx [(1 + a At) =55 — 86¢

+ fAt

85¢ ,mn41

}

(1 + a,At)(1+ ozUAt)

(f At)

)

e [(1+ an A PGEE — A2t

(14 a, At)(1 + avAt)

c 1 86¢, ,n+1
Px° 0Oz

1+ ayAt + $E(NAE)?

/,n—+1
X” N 2Atcp L M%Z

1 + At + £ (NAE)?

(fAr)?

Y

)

zusammen mit 6¢’ = Atdn’ und
» (1+ apAt) [u" - Atcpf(} + At [@n - Atcpﬂ
e T e = (1+ cwAD) (1 + apAt) + (FAL)?
» (1+ ayAt) |67 — Ate) V| = AL [an — Ate, X |
v Tl (1 + ) (1 + apit) + (fAL)?

9

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)
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[w — Ate, } + At [b’” + Atx’“gso}

_— _ 2.104
v  Weq 1+ a At + X5(NAL)? ’ ( )
- — X N2A¢ [w” - AtcpZ] + (1 + apAt) (5”" + At%s())
el _p 2.105
eq 1+ oAt + 2 (NAL)? (2.105)
sowie —
X 1 97" 1\ Oneg
oL 1) Imeg 2.106
T o <x> O’ (2109

wobei z; jeweils eine der drei rdumlichen Koordinaten kennzeichnet, ergibt. Die Glei-
chungen (2.102) - (2.105) charakterisieren hierbei die zeitliche Entwicklung der Wind-
und Auftriebsfelder durch den Priadiktorschritt, welcher die Fluktuation des Exnerdrucks
aus dem vorherigen Zeitschritt beriicksichtigt. Zu beachten ist, dass durch die Subtrak-
tion eines vordefinierten Gleichgewichtszustandes von der rechten Seite der Impulsglei-
chung (vgl. 2.88 und 2.90) zumindest sichergestellt werden kann, dass innerhalb des
Pradiktorschrittes (2.102) - (2.105) diese vorgegebene Gleichgewichtsbeziehung in Ab-
wesenheit einer Heizung (d.h. S = (S) = 0 und (w) = 0) auch nach Anwendung der
rdumlichen Diskretisierung erfiillt bleibt. In dieser Arbeit wird der in Abschnitt 2.4.3
beschriebene Gleichgewichtszustand verwendet.

Weiterhin werden im Korrekturschritt (2.98) - (2.101) die aktualisierten Exnerdruckfluk-
tuationen verwendet. Sie werden durch das Losen einer elliptischen Gleichung diagnos-
tiziert, mit Hilfe derer weiterhin sichergestellt wird, dass die Stromung die Divergenz-
bedingung erfiillt. Die diagnostische Gleichung ergibt sich durch Einsetzen von (2.98) -
(2.100) in (2.75)

5 Cp [(1 +avAt)65¢ e+l n fAt(%qy n+1:|
ox (14 a, At)(1 4 a, At) + (fAL)?

ep D {(1 + o At) DT fAta‘*‘f""“}
(1 T a1+ avt) 1 (JAL)?

/,n+1
c 85¢
p p° 0z

(1+ awll) + 5(NAL)?

+
¥l

+
S
—T———

|
<

PP (w)en)| - (57— (5)°), (2.107)
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und wird iiber ein pridkonditioniertes, stabilisiertes Bikonjugierte-Gradienten-Verfahren
(engl.: Bi-Conjugate Gradient STABilised — BiCGSTAB, Van der Vorst (1992)) geldst.
Das iterative Verfahren stoppt, wenn entweder eine vorgegebene, maximale Anzahl an
Iterationen erreicht ist oder der mittlere quadratische Fehler zwischen den beiden Seiten
in Gleichung (2.107) den Wert

el [ o) gy )]
’ {682 P (! = ) }2 +(5° = (9)°) >1/2 (2.108)

unterschreitet, wobei €, eine relative Toleranzgrenze bezeichnet!®. Zu beachten ist, dass
die groBen, duBeren spitzen Klammern hierbei ein Volumenmittel angeben (und kein ho-
rizontales Mittel). Analog zu Benacchio und Klein (2019), wird in dieser Arbeit, solange
nicht anders angegeben, fiir das BICGSTAB-Verfahren eine relative Toleranzgrenze von
€p = 1078 gewiihlt (vgl. 2.108). Die Losung von (2.107) wird anschlieend zur Berech-
nung von (2.98) - (2.101) verwendet.

Abschlieend sei noch kurz auf die bereits in Abschnitt 2.4.5 erwidhnte unterschiedli-
che Behandlung der Druckkorrektur innerhalb der impliziten Euler-Schritte (2.82) und
(2.86) eingegangen. Dabei wird in (2.82) der Korrekturschritt in Ubereinstimmung mit
dem Pridiktorschritt iiber einen halben Zeitschritt berechnet, d.h. d¢' = (At/2)dn’, so
dass /" t1/2 = 7' £ 254’ / At. Dies unterscheidet sich jedoch von dem Korrekturschritt in
(2.86), innerhalb dessen die Druckkorrektur iiber einen vollen Zeitschritt berechnet wird,
d.h. §¢' = Atdr’ und somit 71 = 7' + §¢'/At, da die vorherige explizite Integration
in (2.83) ohne Korrekturschritt erfolgt.

2.4.6 Riumliche numerische Diskretisierung

Zur rdumlichen Diskretisierung der Gleichungen verwendet PincFlow eine Finite-Volumen
Approximation. Dabei wird die dreidimensionale Modelldoméne in gleichformige Gitter-
zellen mit dem Gittervolumen V = Az AyAz aufgeteilt, welche in zonaler, meridionaler
und vertikaler Richtung jeweils durch die Indizes ¢ = 1,...,N,, 7 = 1,...,N,, und
k = 1...,N, gekennzeichnet sind. Eine auf einem Gitterpunkt (4,7, k) definierte Zu-
standsgrofle ergibt sich demnach durch Mittelung iiber die zugehorige Gitterzelle, d.h.

es gilt beispielsweise

15Weiterfiihrende technische Aspekte zum Lésen der elliptischen Gleichung 2.107 sind in Anhang B
skizziert.
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Abbildung 2.2: Eine Gitterzelle von PincFlow inklusive versetzter Anordnung der Felder (ent-
sprechend eines C-Gitters). Aus Rieper et al. (2013).

n 1 n
pi,j,k ~ V/VP(%%ZJ )dV (2109)

Zur Erhchung der numerischen Stabilitdt werden die Modellvariablen auf einem ver-
setzten C-Gitter (Arakawa und Lamb, 1977) angeordnet (siche Abbildung 2.2). Dabei
werden die skalaren Felder in der Mitte einer Gitterzelle platziert (z.B. i, i), wihrend
die horizontalen und vertikalen Geschwindigkeiten auf den Réndern einer sogenannten
skalaren Gitterzelle festgelegt werden (d.h. u?, /2.0.k e 200 Wi /2). Somit sind
die Gitterzellen der Geschwindigkeitskomponenten jeweils um eine halbe Zelle in die

entsprechende Richtung versetzt.

Rekonstruktion, Flussdivergenzen und ridumliche Diskretisierung der rechten

Seiten

Zur Berechnung der advektiven Fliisse der jeweiligen Gitterzelle (vgl. die linken Seite
von (2.77)) wurde in der originalen Implementierung von Rieper et al. (2013) die von
Hickel et al. (2006) vorgestellte Adaptive Lokale Entfaltung (engl.: Adaptive Local Decon-
volution Method, ALDM ) verwendet, welche in unterschiedlichen Studien anhand von
Simulationen verschiedener geophysikalischer Probleme (siehe z.B. Hickel et al., 2006;
Remmler und Hickel, 2012, 2013; Rieper et al., 2013) verifiziert wurde. Allerdings beob-

achteten Remmler et al. (2015) durch Vergleiche mit direkten numerischen Simulationen
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in einigen Testfillen {iberméfig stark ausgeprigte, dissipative Effekte von ALDM.

Daher wird in dieser Arbeit zur Diskretisierung der Flussdivergenzen ein monotones
Aufwind-Schema zweiter Ordnung (engl.: Monotone Upwind Scheme for Conservation
Laws, MUSCL, VanLeer, 2006) genutzt. Analog zu Benacchio et al. (2014) und Benacchio
und Klein (2019), wird dabei zur Diskretisierung der Flussdivergenzen Pv als Trigerfluss

angenommen, sodass innerhalb der linken Seiten in (2.70) - (2.73)

(pv,p'v) = (Pvx,PvX), (2.110)
(vopv) = (Pvoxv) (2.111)

gilt (vgl. z.B. auch Klein, 2009; Smolarkiewicz et al., 2014, und darin angegebene Referen-
zen). Die Integration iiber eine Schrittweite At der Flussterme der Kontinuititsgleichung!®
(vgl. (2.78) und (2.84)) innerhalb eines Teilschritts des verwendeten Runge-Kutta Ver-
fahrens (vgl. Abschnitt 2.4.5 und 2.4.5) kann somit ausgedriickt werden als

n+1

Pijk — Pijr 1 e e
At Ag \TiH/24k i—1/2,5,k
1
Y Py
Ay (Ai,jﬂ/z,k - Ai,j—l/2,k>
1
pPsZ Pz
Az (Ai,j,k+1/2 N Ai,j,kq/z) ) (2.112)

wobei die advektiven Dichtefliisse durch ein Aufwind-Schema, z.B. in zonaler Richtung,

zusammen mit
Oy = 581 (ﬁku?ﬂ/z,j,k) (2.113)
iiber
A?fl/lj’k = (Fkui-l—l/zj,k)n [Uu,-+1/2,j,k>~<fj,k +(1 - Uui+1/2,j,k)>2iL+1,j,k] (2.114)

berechnet werden. Fiir die rekonstruierten Gréflen der inversen potentiellen Temperatur

an den Réndern einer skalaren Gitterzelle gilt dabei fiir den Fall, dass x;;r = Xi—1,jk

oder X; jk = Xit+1,j,k ist
~L ~R
Xijk = Xigk = Xijk (2.115)

und anderenfalls

16Dje Diskretisierung der Flussdivergenz der Dichtefluktuationen wird analog berechnet.
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1 Xﬂ Lik ™ X’P ”

"’L ,LJF ?J? Z?J’

Xijk = Xigk =31\ on o | (e = Xiam)s (2.116)
Xigk — Xi—1,j,k

1
~R _.n
Xi?jvk - XZ7]7k + 7"7 n _ n
Xit1,5k ~ Xijk

5 ) (Xi41,56 = Xivgik)s (2.117)

wobei 7 eine Limitierungsfunktion bezeichnet. Diese wird in numerischen Modellen héufig
zur Vermeidung von unphysikalischen Oszillationen, welche durch Unstetigkeiten oder
scharfe Gradienten in der Losung verursacht werden, verwendet (Klein, 2009). Zu beach-
ten ist jedoch, dass Limiterfunktionen lokal die Genauigkeit und das Konvergenzverhal-
ten der numerischen Methode beeintrichtigen konnen (Kadioglu et al., 2008; Klein, 2009)
und, wie in der Studie von Klein (2009) anhand eines Testfalls brechender Bergwellen
erldutert, einen nicht zu vernachléssigenden Freiheitsgrad innerhalb eines numerischen
Atmosphérenmodells darstellen. In dieser Arbeit wird ein Total-Variation-Diminishing
Limiter (Kemm, 2010) der Form

n(€) = max {0, min [2¢, (2 + €)/3,2]} (2.118)

verwendet. Eine Untersuchung iiber dessen Einfluss auf die Simulationsergebnisse ist in
Kapitel 3 zu finden.

Die Diskretisierung der advektiven Impulsfliisse wird in &hnlicher Weise berechnet. Dazu
werden zunéchst die horizonalen und vertikalen Impulse sowie das zugehorige Produkt
aus dem jeweiligen Geschwindigkeitsfeld und der inversen potentiellen Temperatur durch
lineare Interpolation der Skalarfelder auf die Rédnder einer skalaren Gitterzelle rekonstru-

iert. Beispielsweise ergibt sich fiir die zonalen Gréfien
n _n n n _ 1 n n 21
(PU)¢+1/2,j,k =Piv1/2,5kWi+1/25k  Pit1/25k = §(Pi,j,k + pz‘-i—l,j,k)v (2.119)
1
(X“)?+1/2,j,k :X?+1/2,j,ku?+1/2,j,k7 X?+1/2,j,k = i(XZj,k + Xit1k) (2.120)

und die advektiven Geschwindigkeiten im Zentrum einer Gitterzelle, z.B. in zonaler Rich-

tung, errechnen sich analog iiber

1
Ui gk = §(U?+1/2,j,k T Uy 95 5)- (2.121)
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Ahnlich zu (2.112) lautet damit die Diskretisierung der Impulsflussdivergenz, z.B. in

zonaler Richtung

+1
At T Kx H‘LJ kg, k
1
p UY pULY
Ay (Ai+1/2,j+1/2 k AZH/QJ 1/2, k)
1
Az (Afrlz/zj,kﬂ/z A7 o e 1/2> (2.122)
wobei der advektive zonale Impulsfluss iiber
Af?lﬁ - (Pkuz‘7j7k)” |:O‘ui (@)ﬁl/gd‘& +(1- g“i)(@i+1/2,j,k)Li| (2.123)

berechnet wird und die rekonstruierten Felder Yu sich jeweils durch Anwendung von
(2.115) - (2.117) auf xu (anstatt x) sowie einer Verschiebung des zonalen Index um 1/2
ergeben.

Weiterhin werden zur Berechnung der rdumlichen Ableitungen auf den rechten Seiten
n (2.88) - (2.89) zentrale Differenzen zweiter Ordnung verwendet. Zu beachten ist, dass
durch das verwendete C-Gitter die Fluktuation des Exnerdrucks im Zentrum einer Git-

terzelle definiert ist. Beispielsweise lautet die rdumliche Diskretisierung von (2.102)

n+1 *n+1

i+1/2,5k — Yit1/2,5k
Aty (&) [+ a,an @it o paposmet]
(5 ), [T+ )T+ % Jiv1/25k
(1 + kAL (1 + oy 4 AL) + (fAL)? ’

u

(2.124)

wobei die rdumlichen Approximationen der zonalen Ableitung der Exnerdruckfluktuation
durch

! 577 o’
<6§7T > i+1, jZ 4,5,k (2‘125)
T /) i+1/2,5.k €L

gegeben ist, wahrend fiir deren meridionale Ableitung

(8677’) (857r > <657r’>
dy z+1/2]k ij—1/2,k Ay i,5+1/2,k

/
<a ) + <857r > (2.126)
dy i+1,j—1/2,k dy i+1,j+1/2,k
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/ 67'('/ . — (577/ .
(8% ) _ Mgk — Ok (2.127)
dy i,5+1/2,k Ay

gilt. Abschliefend wird die rdumliche Diskretisierung der Poisson-Gleichung (2.107) an

den zentralen Gitterpunkten einer skalaren Gitterzelle ausgewertet

v. [Po(v*,n-‘rl _ <w>oez):| |i,j,k’ _(So _ <S>O)i,j,k
*n+1 *n+1 *,n+1 *,n+1

u. . —U. . V.. — V. .
:?o i+1/2,5,k i—1/2,5,k ?O i,j+1/2k i,j—1/2)k
k Ax R Ay
—o0 *,n+1 -0 *,n+1
Pk+1/2wi,J'7,Lk+1/2 - Pk’—l/?wi,ﬁkflﬂ
Az

(P<w>)2+1 o — (Pw))y_ o o

+ P 280 — (97, (2.128)

welche auflerdem analog fiir Terme innerhalb der eckigen Klammern in (2.108) gilt.

2.4.7 Zusammenfassung des numerischen Algorithmus

Abschliefend erfolgt eine stichpunktartige Ubersicht zum Lésen von (2.70) - (2.75):

e Initialisierung inkl. anfingliche Druckkorrektur zur gewihrleistung der Divergenzbedin-

gung (2.107) und Ausgabe der initialisierten Felder

o Zeitschleife

0. - Synchronisation der Dichtefluktuation (2.87)
1. - Rekonstruktion von p/P, p’ /P, pv/P (2.115-2.117)
- Berechnung der advektiven Fliisse (2.114 und 2.123)
- Explizite Integration der linken Seiten iiber At/2
2. - Explizite Integration von P iiber At/2 (2.79)
- Priidiktorschritt iiber At/2 (2.102-2.105)
- ggf. Anwendung eines Shapiro-Filters (Anhang C und Kapitel 4)
- Iteratives Losen der Poissongleichung (2.107)
- Korrekturschritt iiber At/2 (2.98-2.101)

3. - Explizite Integration der rechten Seiten iiber At/2 (2.83)
- ggf. Anwendung eines Shapiro-Filters

4.45. - Analoge Vorgehensweise zu 1. und 2. itber At

e finale Synchronisation der Dichtefluktuation, Postprocessing und Ausgabe der finalen Fel-
der



Kapitel 3
Die Modellvalidierung

The man of science has learned to believe in justification,
not by faith, but by verification.
— Thomas H. Huxley

In diesem Abschnitt wird das in Kapitel 2 vorgestellte numerische Verfahren anhand
einer Reihe idealisierter, atmosphérischer Modellsimulationen validiert. Dabei werden
neben dem numerischen Konvergenzverhalten und der Stabilitdt von PincFlow auch die
Ubereinstimmung mit Ergebnissen aus der Literatur und einem expliziten Zeitschrittver-
fahren tiberpriift. Aus Griinden der Einfachheit, aber ohne Einschriankung der Allgemein-
heit, beschrankt sich die Diskussion dabei auf zweidimensionale Testfille ohne analytisch
balancierten Gleichgewichtszustand (vgl. Abschnitt 2.4.3) und ohne Rayleigh-Dampfung
der Geschwindigkeitsfelder (vgl. 2.40).

Die Validierung wird in zwei Schritte unterteilt: In adiabatische und diabatische Testfalle.
Im ersten Schritt (vgl. Kapitel 3.1) werden, in Anlehnung an die Arbeiten von Rieper
et al. (2013); Benacchio (2014) und Benacchio und Klein (2019), unter Vernachléssigung
der Heizung die Genauigkeitsordnung sowie Effizienz von PincFlow mit semi-impliziten
Zeitschrittverfahren (PincFlow mit SI) verifiziert. In Abschnitt 3.1.1 wird die Advektion
eines rotierenden Wirbels (Kadioglu et al., 2008) betrachtet und die numerische Konver-
genz des Verfahrens iiberpriift. AnschlieBend wird in Abschnitt 3.1.2 anhand von Simu-
lationen unterschiedlicher ruhender Atmosphérenzustinde die Stabilitit von PincFlow
mit SI iiber lange Modellldufe mit einer grofien Anzahl an Zeitschritten validiert (Be-
nacchio, 2014). Zur Bewertung der Effizienz des semi-impliziten Zeitintegrationsschemas
wird in Abschnitt 3.1.3 der Testfall nicht-hydrostatischer Schwerewellen von Skamarock
und Klemp (1994) sowie dessen Erweiterung zur Simulation von groflerskaligen Konfi-

gurationen von Benacchio und Klein (2019) durchgefiihrt, wobei als Effizienzmafistab
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die Simulationsegebnisse von PincFlow mit explizitem Runge-Kutte Verfahren dritter
Ordnung (PincFlow mit RK3) dienen.

Im zweiten Schritt (vgl. Kapitel 3.2) werden, basierend auf der Arbeit von Benacchio und
Klein (2019) und Almgren et al. (2006), eine Reihe von Modellsimulationen diabatischer
Prozesse durchgefiihrt. Durch den Testfall einer kalten Blase in Abschnitt 3.2.1 wird
dabei zunichst die Implementierung der Heizung in Zusammenhang mit der entspre-
chenden Entwicklung der Referenzatmosphére validiert, wihrend in den Abschnitt 3.2.2
an drei Beispielen mit lokaler Heizung der Einfluss des zeitabhéngigen Hintergrundzu-

standes auf die Stromung néher beleuchtet wird.

3.1 Adiabatische Testfille

3.1.1 Glatter Wirbel
Modellkonfiguration

Zuerst wird ein Testfall durchgefiihrt, dessen exakte Losung bekannt ist und fiir den
g=0und f =0 gilt', so dass die Validierung der numerischen Behandlung der Advek-
tion im Mittelpunkt steht. Es wird ein achsensymmetrischer, gegen den Uhrzeigersinn
rotierender Wirbel? mit konstantem Radius R = 0.4m simuliert (Kadioglu et al., 2008),
welcher diagonal auf einer quadratischen Ebene der Ausdehnung (x,y) € [0,1]2 m? mit

der konstanten Stromung u. = v, = 1 ms~! advehiert wird, sodass
Ze(t) = xe(t =0) +uct und  ye(t) = ye(t = 0) + vct, (3.1)

wobel (z.(t),yc(t)) das Zentrum des Wirbels mit der Anfangsbedingung z.(0) = y.(0) =
0.5m angibt. Dariiber hinaus wird ein konstanter isothermer Referenzustand mit p, =
0.5kgm™3, p, = 101625 Pa und 7, = 706.098 K angenommen.

'Die Schwerebeschleunigung und der Coriolisparameter werden in (2.36) vernachlissigt.
2Die Beschreibung und Auswertung des Testfalls in dieser Arbeit basiert auf Benacchio (2014) und
Benacchio et al. (2014).
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Die Anfangsbedingungen der Dichte- und Horizontalengeschwindigkeitsfelder lauten mit
pe = 0.5kgm™3

pe +0.5(1 —7?)0 falls r <1,

p(z,y) =
Pe sonst
ue — 1024sin(¢)(1 — r)57%  falls r < 1,

ua,y) = { Uo7 EROE Y 52
Ue sonst
Ve 4 1024cos(¢) (1 — )00 falls r < 1,

v(z,y) =
Ve sonst

wobei die Koordinaten

_ — )2 2

o= arctanz — zz und 7= Vi xC>R+ =) (3.3)

jeweils den Azimutwinkel und den Radius des Wirbels bezeichnen. Das anfiangliche Ex-

nerdruckfeld errechnet sich daraus mit
p(r) = pe(r)pe(u + v7) (3.4)

und

pe(r) =1024%r 12[ LTI + 15 22 T 4 57 20 I 17 1

72 35 17 33 32 31
269 14 450 » 153 ;4 1564 ;510 ,, 204 |4
57 Tt TR T Tt T
1 12 510
- ﬂ(2210 pa)r'? + 23(85 pa)r't + ( 11 +3sz> 10
4 9 18 (3:5)
——(391+55pdl)r9+40(119+110pdl)r + (25— 44pg)r7
1 6 3
*§(269 462pdl)7' + 7( 9*132/)0”)7‘ + 6(19+165pdl)’r
6
— ST+ 110pa)r® + 25+ Upa)r? — 15 (14 2pa)r + o1+ 2pa)
sowie pg = (1 + 0.5(1 — r%)%)/p. iiber
(W)‘P(”)C]Z falls 7 <1
m(z,y) = Pres ’ (3.6)

0 sonst.
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Tabelle 3.1: Dichtemaximum des glatten, rotierenden Wirbels zu den Zeitpunkten t = 0, 1, 2s
fiir PincFlow mit SI jeweils mit (vgl. 2.118) und ohne (d.h. n = 1) Limiterfunktion.

Zeitpunkt [s] Limiterfunktion pya. [kg m™]

ja 0.9997

Os
nein 0.9997

. ja 0.9948
nein 0.9999

2 ja 0.9930
nein 0.9999

Die zweidimensionale Doméne wird mit 192 x 192 Gitterzellen diskretisiert, was einer
horizontalen Auflésung von Az = Ay ~ 5.21 x 1072 m entspricht, und die zeitliche Dis-
kretisierung ergibt sich iiber das CFL Kriterium (vgl. 2.54), wobei analog zu Benacchio
et al. (2014) v = 0.45 gesetzt ist, sodass At ~ 2.1 x 10735 ist. Ferner wird fiir das
BiCGSTAB-Verfahren eine relative Toleranzgrenze von €, = 10712 gewiihlt (vgl. 2.108).
Der vorliegende Testfall wird bis zum Integrationszeitpunkt ¢ = 2s simuliert, sodass der
Wirbel sich insgesamt zweimal diagonal iiber die gesamte Doméne fortbewegt (d.h. nach
jeder simulierten Sekunde befindet sich der Wirbel wieder an seiner Ausgangsposition).
Es werden zu den Zeitpunkten t = 1, 2s Ergebnisdaten der Variablenfelder ausgeschrie-
ben und der Druckléser (vgl. 2.107) benétigt durchschnittlich 110 Iterationen.

Zeitliche Entwicklung der prognostizierten Felder

In Abbildung 3.1 sind die Anfangsbedingungen von PincFlow mit SI sowie die Ergebnisse
zu den Zeitpunkten ¢ = 1, 2s dargestellt. Aulerdem sind die Differenzen der prognosti-
zierten Felder vom Anfangszustand abgebildet. Der Wirbel wird innerhalb einer Sekunde
diagonal iiber die gesamte Doméne advehiert, sodass die Felder auch nach einer Inte-
grationszeit von 2s noch die gleiche Anordnung haben, wobei die Dichte ein Maximum
im Zentrum der Doméne besitzt und die u- und v-Komponenten des Windfeldes jeweils
um 90° zueinander gedreht sind. Das Advektionsschema simuliert somit die Bewegung
des Wirbels mit der korrekten Geschwindigkeit (Benacchio, 2014). Bei genauerer Be-
trachtung der Plots ist allerdings zu erkennen, dass das Dichtemaximum im Zentrum
des Wirbels mit der Zeit (wenn auch nur geringfiigig) abnimmt (vgl. Tabelle 3.1).

Wie bereits in Abschnitt 2.4.6 angefiihrt, kann die Anwendung einer Limiterfunktion

(vgl. 2.118) lokal die Genauigkeit und das Konvergenzverhalten der numerischen Me-
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u [m/s] v [m/s]
1 11 1 1.1
0.9 0.9
0% 1 % 1
1 0.02 1 0.01 1 0.01
L
00 1 —0.02 00 =001 00 1 —0.01
1 0.02 1 0.01 1 0.01
:JE ‘AA@
2>
05 11 —0.02 0 1% -0.01 0 17 -0.01
x [m] x [m] X [m]

Abbildung 3.1: Vergleich der prognostizierten Felder fiir PincFlow mit SI, wobei innerhalb des
Advektionsschemas die Limiterfunktion (2.118) verwendet wird. Die schwarzen Linien zei-

gen jeweils die Dichtefelder (linke Spalte, Konturlinien zwischen [0.499, 1.0] kg m~2 mit ei-
nem Konturintervall von 0.05kgm~2) sowie die horizontalen Geschwindigkeitsfelder v und v
(mittlere und rechte Spalte, Konturlinien jeweils zwischen [0.89,1.1] m s™! mit einem Kon-
turintervall von 0.02ms™!) zu den Zeitpunkten ¢t = 0, 1, 2s (von oben nach unten). Farbig
gekennzeichnet sind die anfianglichen Felder (obere Zeile, vgl. 3.2), sowie die Differenzen der
prognostizierten Felder (zum Zeitpunkt ¢ = 1s und 2s) vom Anfangszustand (mittlere und
untere Zeile).
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v [m/s]
1 11 1 1.1
0.9 0.9
00 1 00 1
1 0.02 1 0.01 1 0.01
S E -
I
i
- 0 - 0 —
00 1-—0.02 0, 1-—0.01 0, 1-—0.01
1 0.02 1 0.01 1 0.01
(2 E
[y
o >
x [m] x [m] x [m]

Abbildung 3.2: Es sind die gleichen Gréfien wie in Abbildung 3.1 fiir PincFlow mit SI gezeigt,
jedoch ohne Limiterfunktion (d.h. n = 1).
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thode beeintriichtigen (Kadioglu et al., 2008; Klein, 2009). Zur n&heren Untersuchung
wird daher zusétzlich eine Simulation durchgefiihrt, bei welcher das Modell innerhalb
des Advektionsschemas keine Limiterfunktion (d.h. n = 1) verwendet. Die Ergebnisse
sind in Abbildung 3.2 dargestellt und zeigen ein recht konstant bleibendes Dichtemaxi-
mum. Dies unterstiitzt die Annahme, dass die oben beschriebene Abnahme des Dich-
temaximums sowie das Auftreten von lokalen Ungenauigkeiten auf die Limiterfunktion
zuriickzufithren ist, wenngleich auch grofiere Abweichungen zum Zeitpunkt ¢ = 2s im
Bereich der dufleren Konturen der Felder zu beobachten sind. Hochstwahrscheinlich kann
die Ursache dieser jedoch auf physischen Instabilitéiten, die sich nach der zweiten Runde

entwickeln, zuriickgefiihrt werden (Benacchio, 2014).
Empirische Konvergenzstudie in Bezug auf die Anfangsbedingungen

Dariiber hinaus sind zur Validierung des numerischen Konvergenzverhaltens von Pinc-
Flow mit SI in Abbildung 3.3 und Tabelle 3.2, analog zur Analyse von Benacchio (2014),
zusétzlich die relativen Fehler der diskreten Dichte- und Geschwindigkeitsfelder (¢ =
p,u,v) zum Zeitpunkt ¢ = 1s in Bezug auf die Anfangsbedingungen und in Abhéingigkeit
verschiedener Gitterauflosungen (mit N Gitterzellen) dargestellt, d.h.

_[on(t=15)—¢n{t=05) [k

R P ) 0

wobei in dieser Arbeit jeweils die Euklidische-Norm Lo und die Supremumsnorm L.

eines Vektors a = {a}

1
3
la 2= (Z | a |> und || & [oo=max; | a; | (3.8)
i
verwendet werden. Ferner ergeben sich die Konvergenzraten iiber

o (PN /2)
o (57 ) >

os(ON)

welche fiir PincFlow im Idealfall o, = 2 ergeben sollten® (vgl. Abschnitt 2.4.5 und
Abschnitt 2.4.6).

3Eine Konvergenzrate von 2 bedeutet eine quadratische Abnahme des relativen Fehlers bei Verdop-
pelung der Gitterauflosung.
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Tabelle 3.2: Vergleich der relativen Lo und L., Fehler zum Zeitpunkt ¢ = 1s in Bezug auf die
Anfangsbedingungen und die zugehorigen Konvergenzraten fiir den Testfall eines glatten Wir-
bels (Kadioglu et al., 2008), jeweils simuliert mit PincFlow mit ST mit (schwarz) bzw. ohne

(grau) Limiterfunktion in Abhéngigkeit verschiedener Gitterauflosungen (mit N Gitterzellen).

N €p o) €u ou € Oy

64 4.68 x 1073 1.29 x 10*? 1.57 x 10j3

1.14 x 1072 5.84 x 1073 6.06 x 1073

2.33x 1073 6.66 x 10~* 7.74 x 1074

I J6 5.16 x 1073 2.71 x 1073 2.92 x 1073
2 198 1.45x 1073  1.68 4.22 x 107% 1.61 4.72x10~* 1.73
296 x 1073 194 153x1073 193 1.69x 1072 1.83
192 7.86 x 10{% 1.57 230x107* 1.54 241 x 10*{1 1.69
1.38 x 1073 1.90 6.77 x 10~* 2.00 7.93 x10~* 1.88
N €p o €u o € Oy

64 7.14 x 1073 1.61 x 10_? 2.11 x 10ﬁ3

1.22 x 1072 7.81 x 1073 8.99 x 1073

06 3.48 x 10—.3 9.21 x 10—fl 9.60 x 10—‘4

I 5.21 x 1073 3.39 x 1073 421 x 1073
o0 198 213 %1072 1.74 6.03x107% 142 543 x107*% 1.96
2.89 x 1073 2.08 1.81x1073 211 247x1073 1.87
109 1.05 x 10—? 1.72 342x107% 1.43 2.89x 10—‘4 1.73
129 x 1073 2.02 7.58x107* 216 1.14x1073% 1.88
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mit Limiterfunktion

ohne Limiterfunktion

~3i0
Q
5 -25
>
]
=
[«}]
L
=
= 50
S
e L ® L
e L. o L.
-3.5 ‘ ‘ -35 ‘
6.5 7.0 75 6.5 7.0 75
—2.5
e |
=
S -3.0
)
=
()
[N
5
o
= -35
o L
o L.
6.5 7.0 75
-2.5
>
=
o
Z -3.0
)]
=
[«}]
L
5
S
-3.5
e L.
-35

6.5 7.0
logz N Punkte
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Abbildung 3.3: Dargestellt sind die relativen Ly und Lo Fehler (schwarze und blaue Punkte)
der Dichte- (obere Zeile) sowie u- (mittlere Zeile) und v-Winde (untere Zeile) zum Zeitpunkt
t = 1s in Bezug auf die Anfangsbedingungen sowie die Konvergenzraten 1 (grau-gestrichelte
Linie) und 2 (graue durchgezogene Linie) fiir den Testfall eines glatten Wirbels (Kadioglu

et al., 2008), jeweils simuliert mit PincFlow mit ST mit (linke Spalte) bzw. ohne (rechte Spal-

te) Limiterfunktion in Abhéngigkeit verschiedener Gitterauflosungen (mit N Gitterzellen).
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Ein Vergleich der Ergebnisse zwischen den Simulationen mit und ohne Limiterfunkti-
on unterstiitzen die oben genannten Beobachtungen der zweidimensionalen Felder, dass
im Testfall des betrachteten glatten Wirbels die Verwendung einer Limiterfunktion im
Advektionsschema zu einer geringeren Genauigkeit und einem suboptimalen Konver-
genzverhalten fithrt: Wéhrend die Ergebnisse der Modellldufe ohne Limiterfunktion die
erwartete Konvergenzrate von ~ 2 anzeigen, ergeben sich aus den Simulationen mit Li-
miterfunktion zu geringe Konvergenzraten, die im Bereich zwischen 1.42 < o4 < 1.96

liegen.
Empirische Konvergenzstudie in Bezug auf hochaufgeléste Simulationen

Zur weiteren Analyse des Konvergenzverhaltens wird auflerdem eine zweite Konvergenz-
untersuchung durchgefiihrt, bei der die relativen Fehler in Bezug auf das Ergebnis einer
hochaufgelosten Simulation zum Zeitpunkt ¢ = 1s berechnet werden (Benacchio, 2014).
Durch lineare Interpolation der hochaufgelosten Felder (768 x 768 bzw. 1024 x 1024) auf
die jeweils groberen Gitterauflosungen (64 x 64, 128 x 128, 256 x 256, 512 x 512 bzw.
96 x 96, 192 x 192, 384 x 384) ergeben sich die relativen Fehlermafie und Konvergenzraten
dabei analog zu (3.7) tiber

— || ¢N(t =1 S) - (binterpolie'rt(t =1 S) ||k
colon) = Tontt=15 I ’

k€ [2,00] (3.10)

und (3.9).

Die Resultate sind in Tabelle 3.3 sowie den Abbildungen 3.4 und 3.5 zusammengefasst.
Allgemein weisen die errechneten Lo und L., Fehler nur geringe Unterschiede auf und
entsprechen zum grofiten Teil den GréBenordnungen O(1074) — O(10~3). Auch wenn fiir
grobe Auflésungen zu niedrige Konvergenzraten im Bereich von 1.1 < o4 < 1.6 beob-
achtet werden konnen, werden in Simulationen mit hohen Auflésungen die erwarteten
Werte von 1.89 < 04 ~ 2 erreicht und bestétigen somit die Genauigkeit zweiter Ordnung

der prognostizierten Felder (Benacchio, 2014).
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Tabelle 3.3: Vergleich der relativen Ly und Lo, Fehler zum Zeitpunkt ¢ = 1s in Bezug auf die
Ergebnisse hochaufgeloster Simulationen mit 768 x 768 (obere Tabelle) bzw. 1024 x 1024 (un-
tere Tabelle) Gitterzellen und die zugehérigen Konvergenzraten fiir den Testfall eines glatten

Wirbels (Kadioglu et al., 2008), jeweils simuliert mit PincFlow mit SI mit (schwarz) und ohne
Limiterfunktion (grau) in Abhéngigkeit verschiedener Gitterauflssungen (mit N Gitterzellen).

N €p o € Ou €y Oy
96 7.89 x 1073 1.72 x 10—? 1.95 x 10f3
1.20 x 1072 3.96 x 1073 4.28 x 1073
I, 192 3.35 x 10*? 1.24 7.02 x 10j4 1.30 8.19 x 10f4 1.25
429x 1072 148 123x1073 1.69 1.37x1073 1.64
384 1.11 x 10*.3 1.59 231x107* 1.60 2.70 x 10~* 1.60
1.29 x 1072 1.73 330x107* 1.89 3.78x107* 1.86
N €p o €u Ou € Oy
06 8.34 x 10—,3 1.87 x 1073 2.06 x 1073
1.13 x 1072 4.75 x 1073 5.52 x 1073
I 199 3.42 x 10—‘3 1.27  7.60 x 10—'4 1.30 8.38 x 10—‘4 1.30
o 3.83x 1073 156 1.44x1073 1.72 1.66 x 1073 1.73
gy 123 % 10—‘3 1.60 2.51 x 10—% 1.60 2.72x107* 1.62
1.14 x 1073 1.75 387x107* 1.89 4.30x10™* 1.95
N €p o €u Ou €y Oy
64 1.29 x 10—‘2 2.92 x 10—'3 3.10 x 10-{”
2.22 x 1072 7.74 x 1073 8.14 x 1073
198 5.88 x 10—‘3 1.13 1.25 x 10{3 1.22 1.45 x 10—3 1.10
I 8.14x 1073 1.44 251 x1073 1.63 2.76 x 1073 1.56
2 056 250 x 1073 1.23 521 x107* 1.27 6.09x 107* 1.25
3.03x 1073 1.43 8.08x107* 1.63 9.15x107* 1.59
- 8.31 x 1(7)—%1 1.59 1.72 x 10—4 159 2.02 x 10—%1 1.59
9.35 x 107% 1.70 227 x107%* 1.83 262x107* 1.81
N €p o € Ou €y Oy
61 13T 1072 3.10 x 10j3 3.26 x 1073
2.21 x 1072 1.01 x 1073 1.11 x 1072
198 6.07 x 10*‘3 1.18 1.38 x 10j3 1.17 1.31 x 10{3 1.11
I 745 x 1073 156 2.90x 1072 1.79 3.45x 1073 1.69
o 958 2.52x 1073 1.27 5.66 x107* 1.28 6.17x107* 1.30
267 x1073 1.48 9.49x107* 1.61 1.07x1073 1.68
519 8.33 x 10*4 1.60 1.87x10* 1.60 2.03 x 10*4 1.60
831 x107* 1.68 263x107* 1.85 289x10"* 1.89
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Bezug auf das Ergebnis einer hochaufgelosten Simulation mit 768 x 768 Gitterzellen gezeigt.
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Abbildung 3.5: Es sind die gleichen Gréflen wie in Abbildung 3.4 fiir die relativen Fehler in

Bezug auf das Ergebnis einer hochaufgelosten Simulation mit 1024 x 1024 Gitterzellen gezeigt.
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3.1.2 Ruhende Atmosphire

Im zweiten Testfall? wird jeweils in einer Reihe von drei Simulationen mit unterschiedli-
chen Referenzzustinden eine Atmosphére, die sich in Ruhe befindet, initialisiert. Anhand
des Testfalls soll validiert werden, dass PincFlow mit SI auch bei Simulationen iiber lan-
ge Zeitraume, welche eine hohe Anzahl an Zeititerationen benotigen, stabil bleibt (d.h.
es gilt fiir alle Zeiten v = 0ms™!, p = p,(2), 7 = m,(2)) und somit keine kleinskaligen
Fluktuationen entwickelt, deren Gréflenordnung wesentlich oberhalb der Maschinenge-
nauigkeit liegen (Benacchio, 2014).

Im Speziellen werden die folgenden Referenzzustédnde betrachtet:

1. Neutral geschichtete Atmosphire (N = 0s™!):
Es wird angenommen, dass die potentielle Temperatur der Referenzatmosphére
konstant ist (f,.y = 300K), d.h. (vgl. z.B. Botta et al., 2004; Benacchio, 2014)

1
_ -1 =1
0r(2) = Ores »  P(2) = prey (1 - VTRHQ fz> B (3.11)

2. Homogene Atmosphiire (N = konst. = 0.018s71):
Es wird angenommen, dass die potentielle Temperatur der Referenzatmosphire
mit der Hohe variiert, wobei df,/dz > 0, N = 0.018s~! und Orer = 300K ist,
d.h. (vgl. z.B. Restelli und Giraldo, 2009; Skamarock und Klemp, 1994; Benacchio
et al., 2014)

2
0-(2) = Orepexp (Nz> ,
g
) (3.12)

_ -1 2 —N? F—1
P(Z):pref{l—l—fyfy NQ%H,«ef [exp( p z>—l]} .

3. Isotherme Atmosphire (N — N(z)):
Es wird angenommen, dass die Temperatur der Referenzatmosphére konstant ist
(Tref = 300K), d.h. (vgl. z.B. Rieper et al., 2013)

vy—1 zg — —2g
0-(z) =Tperexp | —— , P(z) = prerex . 3.13
@ =T () PO =pgen (). )

Zu beachten ist, dass in allen drei Féllen b = 0 gilt, weshalb die Problematik, dass durch

die verwendete rdumliche numerische Diskretisierung das geostrophische und hydrosta-

“Die Ausarbeitung orientiert sich an der Arbeit von Benacchio (2014).
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Abbildung 3.6: Gezeigt sind die zeitlichen Entwicklungen des absoluten Maximums der verti-
kalen Geschwindigkeitsfelder fiir die Modellldufe einer neutral geschichteten (blau), homogenen
(griin) und isothermen (rot) Atmosphére in Ruhe.

tische Gleichgewicht nicht ausreichend reprisentiert werden kann (vgl. Kapitel 2.4.5 und
Anhang A) in diesem Abschnitt keine Rolle spielt.

Dariiber hinaus wird jeweils eine quadratische Doméne der Grofie (z,z) € [—5,5]
[0,10] km? mit 80 x 80 Gitterzellen angenommen und es wird unter Verwendung eines
konstanten Zeitschritts® Atyiz = 1.9s (Benacchio, 2014) bis zum Integrationszeitpunkt
Tn = 864000s simuliert, sodass sich insgesamt 454737 Zeitschleifeniterationen ergeben.
Die Abbildung 3.6 zeigt die zeitliche Variation des absoluten Maximums des vertikalen
Geschwindigkeitsfeldes fiir die verschiedenen Modellldufe bis zum finalen Integrations-
zeitpunkt. Die Werte der Datentypen mit doppelter Genauigkeit wurden dabei jeweils
alle 3600 s in Exponentenschreibweise mit 4 Stellen nach dem Komma ausgeschrieben.
Insgesamt ist, unabhéngig vom betrachteten Referenzzustand, kein Anstieg der darge-
stellen Groflen zu erkennen. Die Groflenordnung der Fluktuationen bleiben auch nach
einer Vielzahl an simulierten Zeitschritten im Bereich der Maschinengenauigkeit und

verifizieren somit die Stabilitdt von PincFlow mit SI (Benacchio, 2014).

®Da in diesem Testfall v. = Oms~* gilt, wiirden sich iiber das CFL-Kriterium unendlich lange
Zeitschrittweiten ergeben.
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(a) SI, t =0s (b) SI, t = 3000
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Abbildung 3.7: Potentielle Temperaturstorungen fiir den Testfall nicht-hydrostatischer
Tragheitsschwerewellen von Skamarock und Klemp (1994) mit einer rdumlichen Aufldsung von
Az = Az = lkm fiir PincFlow mit SI (a und b), PincFlow mit RK3 (c) und deren Dif-
ferenz (d). In (a) kennzeichnen die Konturen Temperaturwerte zwischen [0.001,0.01] K mit
einem Konturintervall von 0.001 K, withrend diese in (b und c) jeweils [—0.003,0.003] K mit
einem Konturintervall 5 x 1074 K gegeben sind und in (d) gilt [-0.001,0.001] K mit einem

1 x 1074 K Intervall. Negative Werte sind durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

3.1.3 Tragheitsschwerewellen
Modellkonfiguration

Im dritten Testfall® werden, basierend auf den Arbeiten von Skamarock und Klemp
(1994) und Benacchio und Klein (2019), Tragheitsschwerewellen simuliert, welche sich
durch eine Atmosphire mit der konstanten Schichtung N = 0.01s~! (vgl. Fall Nr. 2 in
Abschnitt 3.1.2) und einem konstanten horizontalen Wind u = 20 ms~! ausbreiten. Eine

Storung der potentiellen Temperatur der Form

sin(mz/H)

91 =0.01 K]_ T [(3} - xO)/a]?:

(3.14)

wird anfinglich um zp = 100km zentriert, wobei a = 5km und H = 10km ist (vgl.
Abbildung 3.7a). Zur Simulation iiber die Laufzeit Ty dieses Testfalls wird eine zwei-
dimensionale Domine der Gréfe (x,2) € [0,zy] x [0, H] km? verwendet, welche auf
300 x 10 Gitterzellen diskretisiert wird, und es ist xy = 300km gesetzt. Dariiber hin-
aus wird der Coriolisterm (f = 0) vernachldssigt und zur Berechnung der Gréfie des
Zeitschrittes wird, analog zu Benacchio und Klein (2019), v = 0.9 (vgl. 2.54) festgelegt.

5Die Beschreibung und Ausarbeitung des Testfalls orientiert sich an Benacchio et al. (2014) und
Benacchio und Klein (2019).
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Tabelle 3.4: Vergleich der Maxima und Minima des horizontalen und vertikalen
Geschwindigkeits- [1072ms™! und 1073 ms™!] und potentiellen Temperaturfeldes

[1073 K] sowie der Exnerdruckfluktuationen [10~7] fiir den Testfall nicht-hydrostatischer
Tragheitsschwerewellen (Skamarock und Klemp, 1994), jeweils simuliert mit PincFlow mit ST
und PincFlow mit RK3, sowie Ergebnisse von Restelli und Giraldo (2009) (RG09) und Benac-
chio et al. (2014) (B14), wobei die Indizes FC und PI}‘p jeweils deren voll-kompressibles und
pseudo-inkompressibles Modell (dquivalent zum Modell von Durran, 1989) bezeichnen.

7 7 7 [ 7 7 7 7
Umaz Umin Winaz Winin, emax emm Tmaz Tmin

PincFlow mit SI 1.04 -1.04 256 =234 279 -149 951 —6.29
PincFlow mit RK3 1.05 —-1.06 262 —-237 282 —-151 964 —6.31

RG09 1.06 —-1.06 288 —-240 281 -151 911 -7.13

Bl4rc 1.0 —-1.06 274 —-2.26 281 —-153 7.75 =527

B14PItCP 1.06 —-1.06 2.65 —242 281 -—-153 118 —6.56
P

Uberblick der Modellergebnisse

Die Abbildungen 3.7a und b zeigen die anfingliche potentielle Temperaturstérung und
deren Feld zum finalen Integrationszeitpunkt T = 3000s, welches im Verlauf der Simu-
lation symmetrisch sowohl in positive als auch in negative x-Richtung propagiert, jedoch
aufgrund des Horizontalwindes, nicht um x( zentriert bleibt. Ein qualitativer Vergleich
des Feldes mit den Ergebnissen von Benacchio und Klein (2019) sowie Simulationen von
PincFlow mit RK3 (vgl. Abbildung 3.7c) zeigen insgesamt eine gute Ubereinstimmung.
Zusétzlich ist die Differenz der potentiellen Temperaturstorung zwischen PincFlow mit
ST und PincFlow mit RK3 in Abbildung 3.7d dargestellt, deren Wurzel der mittleren
Fehlerquadratsumme (engl.: root mean square error, RMSE) und maximale absolute
Abweichung jeweils 7.49 x 1075 K und 3.70 x 107* K betrigt. AuBerdem sind in Tabelle
3.4 die Maxima und Minima der simulierten Geschwindigkeits-, Temperatur- und Exner-
druckfluktuationen zum Zeitpunkt T zusammengefasst und entsprechen ebenfalls den
Resultaten aus der Literatur (Restelli und Giraldo, 2009; Benacchio et al., 2014).

Empirische Untersuchung der physikalischen Erhaltungsprinzipien

Zur Uberpriifung, dass PincFlow im adiabatischen Fall die physikalischen Prinzipien der
Massenerhaltung, der Impulserhaltung sowie der Erhaltung der potentiellen Temperatur
gewiihrleistet, werden weiterhin, analog zu Restelli und Giraldo (2009) und Benacchio
et al. (2014), die relativen Erhaltungsfehler
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Tabelle 3.5: Vergleich der relativen Fehler der Erhaltungsgrofien fiir den Testfall nicht-
hydrostatischer Trigheitsschwerewellen (Skamarock und Klemp, 1994), simuliert mit PincFlow
mit SI, mit Ergebnissen von Restelli und Giraldo (2009) (RG09) sowie Benacchio et al. (2014)
(B14, vgl. Tabelle 3.4 fiir die Bedeutung der Indizes).

C, Coou Cy
PincFlow mit SI  2.15x 1077 536 x 1079 4.16 x 1079
GR09 1.67x 107  2.6x107" -

Bldpc 1.15 x 1079  8.05 x 10~ -

Bldpjee, 6.77 x 10719 9.66 x 10719 -
(a) SI, t = 600005 (b) SI, t = 480000

0.005

0.002

z [km]

2000 4000 16 7] —0.001
% [km] x [1000 km]

Abbildung 3.8: Es sind jeweils die potentiellen Temperaturstérungen zum Zeitpunkt Ty

fir die Testfélle hydrostatischer (a, Az = 20km) und planetarer (b, Az = 160km)
Trigheitsschwerewellen (Benacchio und Klein, 2019) gezeigt. In (a) kennzeichnen die Kontu-
ren Temperaturwerte zwischen [—0.003,0.0035] K mit einem Konturintervall von 5 x 107* K,
wihrend diese in (b) iiber [—0.001,0.005] K mit einem Konturintervall 5 x 1074 K gegeben
sind. Negative Werte sind durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

o, — 1{o(In)) — (¢(to)) |
i [ ((t0)) |

berechnet, wobei (¢(t)) = [dV¢(t) jeweils das Volumenintegral der Dichte- und zona-
len Impuls- und potentiellen Temperaturfelder (¢ = p, pu, §) zum Zeitpunkt ¢ iiber die

(3.15)

betrachtete Doméne bezeichnet. Die Werte der berechneten Fehlermafle sind in Tabelle
3.5 zusammengefasst. Sie liegen in einem vergleichbaren Bereich zu Ergebnissen aus der
Literatur und bestiitigen mit Werten der GroBenordnung O(107?) die Einhaltung der
Erhaltungssitze durch PincFlow mit SI.

Effizienzstudie

Zur Quantifizierung der Effizienz von PincFlow mit SI, wird im néchsten Schritt der
oben betrachtete Testfall geméfB der Arbeit von Benacchio und Klein (2019) erweitert,
sodass einerseits mit f # 0, xxy = 6000 km und Ty = 60000s die Ausbreitung hydro-
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Tabelle 3.6: Vergleich der durchschnittlichen Lénge eines Zeitschrittes, der Modelllaufzeit so-
wie der durchschnittlichen Anzahl an Iterationen des Drucklosers fiir die drei Testfille iiber
Tragheitsschwerewellen (Skamarock und Klemp, 1994; Benacchio und Klein, 2019), jeweils si-
muliert mit PincFlow mit SI und PincFlow mit RK3.

tnls]  anlkm]  fls7'] Modell At[s]  Laufzeit [s] Iterationsanzahl
so0 g0 o Prerow i ST TS
19
o0 asoon o Pmerlow it SL TS 2 37

statischer Trigheitsschwerewellen betrachtet wird”. Andererseits ergibt sich mit f = 0,
xy = 48000 km und T = 480 000 s ein Testfall zur Simulation planetarer Schwerewellen.
In Abbildung 3.8 ist jeweils das Ergebnis der potentiellen Temperaturstérung zum Zeit-
punkt T gezeigt. Durch einen qualitativen Vergleich der Simulationsergebnisse mit den
Resultaten von Benacchio und Klein (2019) ist eine insgesamt gute Ubereinstimmung zu
erkennen, wenn auch in Abbildung 3.8a ein geringfiigig hoheres Maximum im Zentrum
der potentiellen Temperaturstorung zu erkennen ist. Dariiber hinaus weist PincFlow mit
SI fiir den Testfall planetarer Schwerewellen eine héhere Symmetrie auf.

8 von PincFlow mit ST werden nun die Modell-

Zur quantitativen Bewertung der Effizienz
laufzeiten, Langen der Zeitschritte sowie Anzahl der Iterationen des Drucklosers mit den
Resultaten von PincFlow mit RK3 (Tabelle 3.6) verglichen. Die Ergebnisse bestétigen
die hohe Effizienz des semi-impliziten Schemas fiir Simulationen iiber lange Zeitspan-
nen und grofle Modelldoménen: Fiir den betrachteten Testfall planetarer Schwerewellen
benétigt PincFlow mit ST im Vergleich zu PincFlow mit RK3 eine bis zu 10-mal kiirzere

Rechenzeit.

Empirische Konvergenzstudie
Weiterhin werden zur Analyse des numerischen Konvergenzverhaltens® von PincFlow mit

SI in Abhéngigkeit der Zeitschrittweite unterschiedliche Simulationen des oben beschrie-

" Analog zu Benacchio und Klein (2019) lautet der Coriolis-Term dabei unter Beriicksichtigung
eines konstanten Hintergrundwindes U = 20ms™': fe, x p(u — Ue).

8Wenngleich auch PincFlow in der Horizontalen eine parallelisierte Berechnung zulisst, liegt der
Fokus dieser Arbeit nicht auf dessen paralleler Effizienz, weshalb das Modell hierbei in serieller Weise
verwendet wird.

9Im Unterschied zum Testfall des glatten Wirbels (Abschnitt 3.1.1) kann hierbei die Umsetzung
der semi-impliziten Zeitintegration des Auftriebs gepriift werden.
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Abbildung 3.9: Dargestellt sind die relativen Lo und Lo, Fehler (schwarze und blaue Punk-
te) der Dichte— (links) sowie u — (mitte) und w — Winde (rechts) zum Zeitpunkt ¢ = 1s in
Bezug auf Losungen von PincFlow mit SI unter Anwendung einer konstanten Zeitschrittwei-
te At = 11s sowie die Konvergenzrate 2 (graue durchgezogene Linie) fiir den Testfall nicht-
hydrostatischer Schwerewellen (Skamarock und Klemp, 1994), jeweils simuliert mit PincFlow
mit ST und At = konst. = 88s, 44s und 22s.

benen nicht-hydrostatischen Testfalls (txy = 3000s, znx = 300km, f = 0) durchgefiihrt,
wobei das Verfahren nun konstante Zeitschrittweiten (jeweils At = 88s, 44s und 225)
verwendet. Analog zu Abschnitt 3.1.1 werden damit die relativen Fehler der prognosti-
schen Felder (p, u,w) in Bezug auf das Ergebnis einer Simulation mit A¢ = konst. = 11s
zum Zeitpunkt t = 1s berechnet. Die Resultate sind in Abbildung 3.9 zusammengefasst

und bestéatigen das erwartete Konvergenzverhalten zweiter Ordnung fiir At — 0Os.

3.2 Diabatische Testfille

3.2.1 Kalte Blase

Nachdem im vorherigen Abschnitt Simulationsergebnisse ausschliefilich adiabatischer
Testfille betrachtet wurden, wird als néchstes eine fallende kalte Blase (Straka et al.,
1993) innerhalb einer neutral geschichteten Atmosphire, welche sich anfinglich in Ru-
he befindet, simuliert'” (vgl. Fall Nr. 1 in Abschnitt 3.1.2). Hierbei werden die linken
Seiten der Impulsgleichungen durch Terme der Form —puV?v erginzt und es wird eine
schwache Heizung der Form S = puV?260 implementiert, wobei u = 75m?s~! ist (Straka
et al., 1993). Der betrachtete diabatische Testfall bietet somit eine erste Moglichkeit, die
Implementierung der Heizung zusammen mit der entsprechenden Dynamik des Hinter-
grundzustandes zu iiberpriifen.

Betrachtet wird eine Doméne der Ausdehnung (x, z) € [—25.6,25.6] x [0,6.4] km? und

9Die Beschreibung und Ausarbeitung des Testfalls orientiert sich an Benacchio und Klein (2019).
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die Blase wird horizontal zentriert durch eine Temperaturstérung der Form

T 0 K, falls > 1, (3.16)
—7.5[1+cos(mr)] K, falls r<1 '

) o

initialisiert, wobei z,, = 4km, 2., = 3km und z, = 2km ist. Die Simulationszeit betragt

mit Radius

900s und es wird, sofern nicht anders angegeben, eine Auflésung von Az = Az = 50m
verwendet. Ferner wird die Grofie des Zeitschrittes durch die horizontale Auflésung auf
eine maximale Schrittweite von At;,., = 4 s x Az/50 m festgesetzt (Benacchio und
Klein, 2019) und ansonsten durch das CFL-Kriterium mit v = 0.5 fortwiahrend berech-
net (Benacchio et al., 2014). Da die Anfangsgeschwindigkeit auf Null gesetzt ist, wiirden
sich ohne Begrenzung der Zeitschrittgrofie durch das CFL-Kriterium unendliche grofie
Schrittweiten ergeben. Aufgrund der Symmetrie des Testfalls werden im Folgenden nur
Ergebnisse innerhalb der Modelldémine [0,16] x [0,5] km? gezeigt (Benacchio et al.,
2014).

Die Abbildungen 3.10a, ¢, e, und b zeigen die zeitliche Entwicklung der potentiellen
Temperaturstorung. Da eine im Vergleich zum Hintergrundzustand kalte Blase initiali-
siert wird (a), fillt diese herunter und trifft auf den Boden (c), breitet sich dann ent-
lang des Bodens aus (e) und bildet schlieilich Wirbel (b) (Benacchio und Klein, 2019).
Zur Gegeniiberstellung ist zusétzlich das Ergebnis der potentiellen Temperaturstérung
von PincFlow mit RK3 zum finalen Integrationszeitpunkt abgebildet. Die durchschnitt-
liche Differenz (Abbildung 3.10f) beider Verfahren zum Zeitpunkt ¢ = 900s betrigt
1.7 x 107° K und die entsprechenden relativen Ly und L., Fehlermafie der potentiellen
Temperaturstérung ergeben jeweils 2.5 x 1073 und 1.3 x 1073, sodass sich insgesamt auf
eine gute Konformitéit zwischen den beiden Verfahren schlieflen l&sst.

Dariiber hinaus bestétigt die Betrachtung des horizontalen Querschnitts der potentiellen
Temperaturstorung in z = 1200 m Hohe zum Zeitpunkt ¢ = 900s fiir fiinf verschiede-
ne horizontale Auflosungen (jeweils 400 m, 200m, 100m, 50m und 25m, vgl. Abbil-
dung 3.11), dass PincFlow mit SI mit zunehmender rdumlicher Auflsung konvergiert
(Benacchio und Klein, 2019). Zu beachten ist hierbei, dass die geringfiigige Differenz
zwischen den Linien fiir 50m und 25m Auflésung (insbesondere um x = 13km) mit
hoher Wahrscheinlichkeit auf die verwendete Limiterfunktion (vgl. 2.118) im Advekti-
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Abbildung 3.10: Gezeigt sind die potentiellen Temperaturstorungen fiir den Testfall einer kal-
ten Blase von Straka et al. (1993) mit einer rdumlichen Auflsung von Az = Az = 50m von
PincFlow mit SI (a—c and e), PincFlow mit RK3 (d) und deren Differenz (f). In (a—e) kenn-
zeichnen die Konturen Temperaturwerte zwischen [—16.5,0.5] K mit einem Konturintervall
von 1K, wihrend diese in (f) [—0.09,0.03] K mit einem Konturintervall 0.005K gegeben sind.
Negative Werte sind durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.
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Abbildung 3.11: Horizontaler Querschnitt der potentiellen Temperaturstérung in z = 1200 m
Hohe zum Integrationszeitpunkt ¢ = 900s der Simulation einer fallenden kalten Blase von
PincFlow mit SI fiir die folgenden horizontalen Auflsungen: 400 m (schwarz), 200m (rot),
100m (blau), 50m (magenta) und 25m (griin).

onsschema zuriickgefithrt werden kann, welche lediglich lokal die Genauigkeitsordnung
des Verfahrens reduziert.

Des Weiteren wird, um die Bedeutung der von der Heizung benétigten zeitlichen Ent-
wicklung der Referenzatmosphére zu quantifizieren, jeweils die vorderste Position (d.h.
die horizontale Lage der 1K Isolinie der potentiellen Temperaturstérung) sowie die ma-
ximale Abweichung der potentiellen Temperatur zum finalen Integrationszeitpunkt ¢t =
900s mit Ergebnissen kompressibler Modelle aus der Literatur verglichen (Abbildung
3.12). Auch wenn der Vergleich zwischen dem in dieser Arbeit verwendeten pseudo-
inkompressiblen Modell mit Simulationen kompressibler Verfahren nicht vollkommen
addquat ist, zeigt PincFlow mit SI eine recht gute Ubereinstimmung, obwohl allge-
mein eine systematische Unter- bzw. Uberschiitzung der vordersten Position bzw. po-
tentiellen Temperaturstérung (jeweils um ~ 6 — 10% fiir die beiden héchsten gezeigten

Auflésungen) durch das pseudo-inkompressible Modell zu erkennen ist.
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Abbildung 3.12: Gezeigt sind jeweils die vorderste Position (d.h. die horizontale Lage des 1 K-
Wertes der potentiellen Temperaturstérung) (obere Abbildung) und die maximale Amplitude
der potentiellen Temperaturstérung (untere Abbildung) zum Zeitpunkt ¢ = 900s der Simu-
lationen einer fallenden kalten Blase von PincFlow mit SI (schwarz) sowie von PincFlow mit
RK3 (magenta). Auflerdem sind Ergebnisse kompressibler Modelle aus der Literatur markiert:
Straka et al. (1993) (Straka93, griin), Giraldo und Restelli (2008) (GRO08, orange), Benacchio
und Klein (2019) (BK19, gelb) und Melvin et al. (2019) (Melvin19, blau).
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Abbildung 3.13: Es sind die zonal gemittelten potentiellen Temperatur- und vertikalen Impuls-
profile zu den Zeitpunkten ¢ = 250, 500, 750, 1000s (farbverlauf von dunkelblau bis violett) fiir

PincFlow mit ST inkl. variierenden (durchgezogene Linien) sowie konstantem Hintergrundzu-
stand (gestrichelte Linien) gezeigt.

3.2.2 Heizschicht

Als zweites wird der Einfluss der zeitlichen Entwicklung der Hintergrundatmosphére in
Anwesenheit einer Heizschicht auf die Dynamik einer neutral geschichteten, ruhenden
Atmosphire untersucht!!. Es gelten die gleichen Anfangsbedingungen und Modellpa-
rameter wie im betrachteten Fall Nr. 1 in Abschnitt 3.1.2; jedoch wird nun iiber eine

Integrationszeit von 1000s eine Schicht in z, = 3km Ho6he beheizt. Diese hat, dhnlich
wie in Almgren et al. (2006), die Form

= s fo [- 2]} 19

wobei 79 = 1km und Sy = 0.235kg Km 3571,

Abbildung 3.13 zeigt die zeitliche Entwicklung der zonal gemittelten potentiellen Tempe-
ratur- sowie vertikalen Impulsprofile'?, welche jeweils durch PincFlow mit SI einschlief-
lich zeitlich variierender Hintergrundatmosphire, d.h. P — P(z,t), berechnet wurden.

AuBerdem sind Ergebnisse von PincFlow mit SI inklusive zeitlich konstantem Hinter-
grund (OP/0t = 0) gezeigt.

"Die Struktur des Testfalls basiert auf der Arbeit von Almgren et al. (2006).
2Dje horizontalen Winde bleiben in diesem Testfall konstant Null.
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Im Bereich der beheizten Schicht kann eine zu erwartende Zunahme der potentiellen
Temperatur beobachtet werden (Almgren et al., 2006). Aulerdem ist die Ausbildung ei-
nes entsprechenden Impulsflusses zu erkennen, wobei die Ubereinstimmung der vertikalen
Impulsfliisse beider Modellldufe so gut ist, dass diese kaum voneinander unterschieden
werden konnen. Im Gegensatz dazu weist ein Vergleich der potentiellen Temperaturpro-
file signifikante Unterschiede auf. Insbesondere zeigt das Modell mit zeitlich konstantem
Hintergrund eine unphysikalische Temperaturabnahme in Regionen oberhalb und un-
terhalb der Heizschicht, die in den Ergebnissen von PincFlow mit zeitabhéngigem Hin-
tergrund nicht zu erkennen sind. Dies unterstiitzt die Erkenntnis von Almgren (2000)
und Almgren et al. (2006), dass das pseudo-inkompressible Modell nicht in der Lage
ist, die Dynamik diabatischer Prozesse korrekt zu simulieren, solange eine zeitliche Va-
riation der Hintergrundatmosphére zur Bilanzierung der Heizeffekte (wie beispielsweise
thermische Expansion) vernachldssigt wird und bestétigt dariiber hinaus die korrekte

Implementierung der Heizung in PincFlow mit SI.

3.2.3 Lokale Heizblase

Nachdem im letzten Testfall die Dynamik einer horizontal homogen beheizten Schicht
simuliert wurde, ist es zusétzlich von Interesse, eine lokale Heizblase!® zu betracheten. Die
atmosphirische Reaktion wird somit hauptsichlich durch eine stédrkere lokale Heizung
anstelle einer horizontal gemittelten Erwérmung beeinflusst (Almgren et al., 2006). Es
wird der gleiche Atmosphérenzustand wie im vorherigen Testfall 3.2.2 initialisiert (vgl.
Fall Nr. 1 in Abschnitt 3.1.2), allerdings wird nun eine horizontal zentrierte Heizung in
Form einer Blase, d.h. (vgl. Mendez-Nunez und Carroll, 1994)

Socos? (%r) , falls r <1,

S = (3.19)

0, sonst,

() () o

verwendet. Dabei gelten die selben Modellparameter sowie physikalische Parameterwer-
te wie in Abschnitt 3.2.2, die Heizung wird jedoch bereits nach 250 s abgestellt. Durch

den vorliegenden Testfall soll evaluiert werden, dass die Simulationen von PincFlow mit

mit

13Die Struktur und Analyse des Testfalls orientiert sich an den Arbeiten von Mendez-Nunez und
Carroll (1994); Almgren et al. (2006) und Ullrich und Jablonowski (2011).
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Abbildung 3.14: Gezeigt ist die potentielle Temperatur (obere Zeile) und die vertikale Ge-
schwindigkeit (untere Zeile) zu den Zeitpunkten ¢ = 125, 250 und 375s (von links nach rechts)
fiir PincFlow mit ST (schwarz) und PincFlow mit RK3 (rot). In der oberen Zeile kennzeichnen
die Konturen Temperaturwerte zwischen [300,302] K mit einem Konturintervall von 1K, wobei
die graue Linie die Isentrope fiir § = 300 K angibt. In der unteren Zeile sind Geschwindigkeits-
konturen zwischen [—7,17] m s~! mit einem Intervall 1ms~! gegeben. Negative Werte sind
durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

ST inklusive eines zeitabhidngigen Hintergrundzustandes mit Ergebnissen eines expliziten
Verfahrens (PincFlow mit RK3) kompatibel sind.

Abbildung 3.14 zeigt die zeitliche Entwicklung der potentiellen Temperatur und des ver-
tikalen Geschwindigkeitsfeldes. Die lokale Heizblase verursacht eine positive Auslenkung
der potentiellen Temperatur sowie ein vertikales Windfeld, welches die Blase aufwirts
transportiert. Dariiber hinaus ist nach 375s eine Deformation der Blase durch Scherung
zu erkennen. In Abbildung 3.15 werden zusétzlich die Simulationsergebnisse verschie-
dener Auflésungen (Ax = Az = 250, 125, 62.5, 31.25m) von PincFlow mit SI und
PincFlow mit RK3 zum Integrationszeitpunkt 500s verglichen. Die gewéhlte konstante
Zeitschrittweite wurde dabei proportional zur Auflésung iiber At g, = 1.9 s X Az /125 m
variiert. Da bei dem betrachteten Testfall keine zusétzlichen Diffusionsterme (vgl. Ab-
schnitt 3.2.1) in die Modellgleichungen implementiert wurden, ist allgemein nicht zu
erwarten, dass die Losung mit zunehmender rédumlicher Auflsung konvergiert (Ull-
rich und Jablonowski, 2011). Allgemein sind in den Ergebnissen der Simulationen mit
hoheren Auflésungen kleinskaligere Stukturen zu erkennen, wie beispielsweise eine en-
gere Wicklung der seitlichten Enden der deformierten Heizblase, wéhrend in den grober
aufgelosten Simulationsergebnissen gitterskalige Oszillationen (vgl. die grauen Isentro-
pen) sichtbar sind (Ullrich und Jablonowski, 2011). Weiterhin zeigt ein Vergleich der
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10 Ax =250m 10 Ax =125 m 10 Ax =62.5m 1()Ax=31.25m

Abbildung 3.15: Es sind die gleichen Gréfien wie in Abbildung 3.14 zum Integrationszeitpunkt
t = 500s fiir Az = 250, 125, 62.5, 31.25m (von links nach rechts) dargestellt.

Ergebnisse der beiden Zeitschrittverfahren fiir alle betrachteten Auflésungen eine her-

vorragende Ubereinstimmung, was die Implementierung der Heizung evaluiert.

3.2.4 Heizschicht mit lokaler Heizblase

Abschlieflend werden, analog zu Almgren et al. (2006), die beiden vorangegangenen
Testfille kombiniert und basierend auf der Studie von Rieper et al. (2013) erweitert,
sodass ein realistischerer Atmosphérenzustand simuliert wird. Es wird eine neutral ge-
schichtete Troposphére mit konstanter potentieller Temperatur 6, = 300K und eine
isotherme Stratosphére mit konstanter Temperatur 73 angenommen, welche in zy. =

12km Ho6he durch eine Tropopause mit

R
Ty = 0, ( Ptr ) " und  pp = pres (92” > (3.21)
cpet,«

voneinander getrennt werden (Rieper et al., 2013). Das potentielle Temperaturprofil der

Stratosphére ist dabei iiber

0 = 04.exp [ (z — ztr)} (3.22)

Cplitr

definiert (Rieper et al., 2013). Zur Simulation dieses Testfalls wird eine Doméne der
GroBe (z,2) € [—5, 5] x [0, 25] km?, welche auf einem Gitter mit 80 x 200 Zellen diskreti-
siert wird, gewéhlt und die Integration wird bis zum Zeitpunkt ¢ = 1800s durchgefiihrt.
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Abbildung 3.16: Gezeigt ist die Zeitschrittweite in Abhéngigkeit der Zeitschleifeniteration fiir
den Testfall einer Heizschicht mit lokaler Heizblase fiir PincFlow mit SI.

Ferner wird, dhnlich wie in der Arbeit von Almgren et al. (2006), wihrend der ersten

250s eine Volumenheizung der Form

S0 {c052 (%r) + exp [—%} } , falls r <1,

S —
Sopexp [—%] , falls r > 1,

(3.23)

beriicksichtigt (vgl. auch die Parameter in 3.19 und 3.18), welche fiir spétere Zeitpunkte
gleich Null gesetzt wird. Da das CFL-Kriterium aufgrund der verschwindenden Anfangs-

geschwindigkeit unendlich grofle Zeitschrittweiten zulassen wiirde wird ferner
At = min(Atgw, Atcrr) (3.24)

berechnet, wobei Atgw = 1/N die Begrenzung der Zeitschrittweite aufgrund kleinskali-
ger Oszillationen von Schwerewellen beschreibt (Rieper et al., 2013). Dabei wird v < 1/6

t', sodass sich innerhalb der ersten beiden Integrationschritte Zeitschrittweiten

gesetz
von 44 s ergeben, wihrend am Ende der Integrationszeit At ~ 0.56 s verwendet wird (vgl.
Abbildung 3.16). Abbildung 3.17 zeigt Isolinien der potentiellen Temperatur und des
vertikalen Impulses zu den Zeitpunkten 600s, 1200s und 1800s Integrationszeit. Auf-
grund der Symmetrie des Testfalls zeigen die Diagramme nur Ergebnisse einer Hélfte
der Doméne und es sind zusétzlich die Lésungen von PincFlot mit SI unter Anwendung
einer konstanten Zeitschrittweite At = 0.2s abgebildet.

Infolge der Heizung ist zu erkennen, wie eine heifle Blase vertikal aufsteigt, sich verformt
und an der Tropopause Stérungen verursacht, die innerhalb der Stratosphére (schwe-

re)wellenartig nach oben propagieren (Rieper et al., 2013). Dariiber hinaus kann festge-

14Tm Zuge weiterer Untersuchungen dieses Testfalls hat sich ergeben, dass PincFlow mit SI mit
v < 1/6 die besten Ubereinstimmungen mit Ergebnissen des expliziten Modells (PincFlow mit RKS3)
liefert (nicht gezeigt).
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Abbildung 3.17: Gezeigt ist die potentielle Temperatur (obere Zeile) und der vertikale Impuls
(untere Zeile) zu den Zeitpunkten ¢ = 600, 1200 und 1800s (von links nach rechts) fiir Pinc-
Flow mat ST inkl. variablem Zeitschritt (vgl. 3.24, schwarz) und konstanter Zeitschrittweite
(At = 0.2, rot). In der oberen Zeile kennzeichnen die Konturen Temperaturwerte zwischen
[—15,7] K mit einem Konturintervall von 1K. In der unteren Zeile sind Konturen zwischen
[-0.2,0.32] kg m~2 s~! mit einem Intervall 0.02kgm~2s~! gegeben. Negative Werte sind
durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

Tabelle 3.7: Maxima und Minima der potentiellen Temperatur und des vertikalen Impulses fiir
den Testfall einer Heizschicht mit lokaler Heizblase zum Zeitpunkt ¢t = 1800 s fiir PincFlow mit
ST jeweils mit variabler (vgl. 3.24) und konstanter (At = 0.2s) Zeitschrittweite.

Omaz (K] Omin K] (pW)maz [k m~? S_l] (pw)min [kg m~? S_l]
At # konst. 9.75 -13.26 0.26 -0.09
At = konst. 9.34 -12.17 0.27 -0.09
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stellt werden, dass die Anwendung von variablen Zeitschrittweiten, welche fortwihrend
neu berechnet werden, keinen signifikanten Einfluss auf das Ergebnis haben: Die jeweils
gezeigten Doménenhélften stimmen qualitativ, abgesehen von sehr kleinen Diskrepan-
zen die auf die instabile Natur des Testfalls zuriickzufiihren sind, exzellent {iberein, was
zusétzlich quantitativ durch Vergleich der Maxima und Minima der abgebildeten Felder
in Tabelle 3.7 bestétigt wird.
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Kapitel 4

Anwendungstestfall: Idealisierte

barokline Lebenszyklen

Physics has found no straight lines.

Instead, the physical universe consists of only waves
undulating back and forth allowing for corrections and balance.
— Richard Buckminster Fuller

Die primére Motivation zur Entwicklung des semi-impliziten Finite-Volumen-Modells,
welches im vorherigen Kapitel anhand einer Reihe atmosphérischer Standardtestfille
umfangreich validiert wurde, war effizient die Dynamik interner Schwerewellen sowie
deren Einfluss auf die Zirkulation der mittleren Atmosphéire modellieren zu konnen.
Infolgedessen wird in diesem Kapitel als erster drei-dimensionaler Anwendungstestfall
von PincFlow eine relativ grob aufgeloste Simulation idealisierter barokliner Wellen-
aktivitdt in der Troposphére durchgefiihrt, welche die grundlegende Entwicklung der
atmosphérischen, synoptischskaligen Stromung in den mittleren Breiten widerspiegeln
soll und die darin enthaltene kleinskalige Wellenaktivitit sowie deren Ausbreitung in die
mittlere Atmosphiire modelliert!.

Die Modellierung erfolgt in zwei Schritten. In Abschnitt 4.1 wird zun#chst, basierend
auf der Arbeit von Held und Suarez (1994), eine stationére, rein zonale geostrophisch

balancierte Jetstromung initialisiert (vgl. Abschnitt 2.4.3) und iiber einen Zeitraum

! Allgemein ist zu beachten, dass anhand der durchgefiihrten Simulation lediglich die konzeptio-
nelle Anwendbarkeit von PincFlow zur idealisierten Modellierung atmosphérischer Schwerewellenakti-
vitdt verdeutlicht werden soll, wihrend weitere Anpassungen der Modellkonfiguration, Modellldufe mit
hoherer Auflosung sowie eine entsprechende Analyse der Dynamik zukiinftigen Studien vorbehalten
sind.

73
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von einer Woche integriert. Die Konfiguration dient zur Validierung der in dieser Ar-
beit verwendeten Strategie zur Gewihrleistung grundlegender Gleichgewichte (vgl. Ab-
schnitt 2.4.5 und Anhang A). Im Anschluss daran wird in Abschnitt 4.2 aus dem
anfiinglich balancierten Zustand durch eine schwache Temperaturstérung ein baroklin
instabiles Stromungsprofil angeregt (vgl. Kiihnlein et al., 2012; Schemm et al., 2013)
und die Dynamik troposphérischer, barokliner Wellen mit Hilfe eines Relaxationsansat-
zes als Warmequelle (vgl. Abschnitt 2.4.4 und Held und Suarez, 1994; Hien et al., 2018)

sowie die daraus hervorgehende kleinskalige Wellenaktivitét {iber 120 Tage modelliert.

4.1 Stationaritidt des Gleichgewichtszustandes

4.1.1 Modellkonfiguration

Bevor die Ergebnisse der Simulationen vorgestellt werden, soll hier noch kurz auf die
verwendete Modellkonfiguration eingegangen werden. PincFlow verwendet eine dreidi-
mensionale Modelldoméne der Ausdehnung (z,y,2) € [0, L] x [—Ly/2, L, /2] x [0, H],
innerhalb welcher der in Abschnitt 2.4.3 beschriebene, analytisch balancierte Gleichge-
wichtszustand initialisiert wird. Die anfanglichen Hintergrundfelder werden dabei iiber
das horizontale Mittel der anfinglichen Temperatur berechnet, d.h. es gilt T'(tg) = (Tr,)
und d7(tg)/dz = —g/c,0(to) mit O(to) = T(to)/7(to) (vel. Abschnitt 2.4.3). Alle weite-
ren gesetzten Parameterwerte sind in Tabelle 2.1 zu finden?.

Zu beachten ist, dass hierbei, im Unterschied zum vorherigen Kapitel 3, im Folgen-
den der in Abschnitt 2.4.3 vorgestellte analytisch balancierte Gleichgewichtszustand
(vgl. auch Abschnitt A) sowie die Rayleigh-Dampfung der Geschwindigkeitsfelder (vgl.
2.40) und Heizung (vgl. 2.48) in den Modellgleichungen beriicksichtigt werden. Ferner
wird keine Limiterfunktion innerhalb des Advektionsschemas verwendet und es wird in
dhnlicher Weise wie in der Arbeit von Held und Suarez (1994) zur Filterung unphysi-
kalischer, gitterskaliger Oszillationen ein Shapiro-Filter (Shapiro, 1970) achter Ordnung
in zonaler und meridionaler Richtung genutzt. Insbesondere wird dieser auf die Ab-
weichungen der prognostizierten Felder vom vordefinierten Gleichgewichtszustand, d.h.
[p—Peqls [P — peq+P(t0)], [V—Veq], angewendet. Eine genauere Erlduterung des implemen-
tierten Shapiro-Verfahrens ist in Anhang C zu finden, wiahrend dessen Funktionsweise in
Anhang D anhand des Testfalls eines brechenden Schwerewellenpakets néher beleuchtet

wird.

2Fiir die in Abschnitt 4.1.2 gezeigten Ergebnisse ist exemplarisch eine Dampfungskonstante von
Qmaz = 2 gesetzt.
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Abbildung 4.1: Anfiingliche, zonal gemittelte Dichte (farbig, [kg m~3]), zonale Windgeschwin-
digkeit (schwarze Konturen zwischen [—45,45] m s~! mit einem Konturintervall von 10ms™1),
potentielle Temperatur (graue Konturen im Bereich zwischen [3 x 102,10°] K) und Fluktuatio-
nen des Exnerdrucks (weile Konturen zwischen [0.009, 0.026] mit einem Konturintervall von
0.005) fiir den Anwendungstestfall idealisierter barokliner Lebenszyklen. Negative Werte sind
durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

4.1.2 Ergebnisse

Der stationiire, dreidimensionale Gleichgewichtszustand wird iiber eine Integrationszeit
von 604800s (= 7 Tage) simuliert, wobei im Idealfall erwartet wird, dass das Modell
den Anfangszustand iiber den betrachteten Zeitraum beibehélt (Jablonowski und Wil-
liamson, 2006). Es werden vier Simulationen mit jeweils unterschiedlichen horizontalen
Auflssungen (Az = Ay = 200m, 100m, 50m und 25m) und N, = 150 vertikale Git-
terpunkte durchgefiihrt, wobei zur Berechnung der zeitlichen Auflésung v = 1/6 gesetzt
ist.

Die anfénglichen, zonal gemittelten Felder der Dichte peq, der zonalen Windkomponente

/
€q

in Abbildung 4.1 dargestellt. Die thermodynamischen Felder weisen dabei aufgrund der

Ueq, der potentiellen Temperatur 0., sowie der Fluktuationen des Exnerdrucks 7, sind
periodische Randbedingungen in den beiden horizontalen Raumrichtungen eine Sym-
metrie beziiglich des meridionalen Zentrums der Doméne auf, wobei jeweils im Bereich
von L, /4 eine barokline Zone in den unteren Schichten zu erkennen ist3. Folglich zeigt
das zonale Windfeld zwei Zonaljets mit entgegengesetzten Windrichtungen, welche das
geostrophische und hydrostatische Gleichgewicht (vgl. auch 2.47) erfiillen und eine ab-
solute maximale zonale Windgeschwindigkeit von etwa 46ms~' in z ~ 11km Hohe

aufweisen.

30berhalb der Troposphére ist die anfingliche Strémung barotrop.



76

4.1. STATIONARITAT DES GLEICHGEWICHTSZUSTANDES

TOL, i s om0 i 0 5 5
10—1,
_3_
@ 07— ax=200
£ 1071 — Ax =100
4 107| — Ax =50
S 1079 Ax =25
10—11,
10713 —=——
1 2 3 4 5 6 7

Zeit [Tage]

Abbildung 4.2: Zeitlicher Verlauf von ugyse (vel. 4.1) fiir den Testfall eines stationiren
Gleichgewichtszustandes fiir die folgenden horizontalen Aufldsungen: 200 m (schwarz), 100 m
(braun), 50 m (rot) und 25m (gelb). Die durchgezogenen Linien zeigen Ergebnisse von Pinc-
Flow mit SI inkl. Subtraktion des anfinglichen Gleichgewichtszustandes in den prognostischen
Gleichungen (vgl. 2.92), wihrend die gestrichelte Linie Ergebnisse einer Simulation mit ’([J =1
in (2.92) abbildet.

Als nichstes ist zur quantitativen Uberpriifung der Stationaritét von PincFlow beziiglich

des oben dargestellten, anfdnglichen Gleichgewichtszustandes der zeitliche Verlauf von

urMSsE = \/ ([teg — u(t)]?) (4.1)

in Abbildung 4.2 dargestellt. Um dariiber hinaus die Notwendigkeit der Subtraktion eines
vordefinierten Gleichgewichtszustandes (vgl. Abschnitt 2.4.5 und Anhang A) deutlicher
zu skizzieren und die Auswirkungen auf die Ergebnisse von PincFlow zu beleuchten,
wenn diese Methodik vernachléssigt wird, sind aulerdem Ergebnisse einer Simulation
mit Az = Ay = 200m und Az = 1km gezeigt, bei der in (2.92) 1& = 1 gilt.

Waéhrend die Ergebnisse der Simulationen, bei denen eine Subtraktion des anfinglichen
Gleichgewichtszustandes in den prognostischen Gleichungen beriicksichtigt wird (vgl.
2.92), Werte im Bereich von GroBenordnungen kleiner O(10~? ms~!) aufweisen und so-
mit die Stationaritit von PincFlow bestéitigen, zeigen die Ergebnisse der Simulation
mit ¢ = ¢ in (2.92) ein deutlich gréBeres FehlermaB von ugpysp ~ 10ms~!. Eine
nihere Betrachtung der prognostizierten Geschwindigkeitsfelder ergibt auflerdem, dass
insbesondere das vertikale Geschwindigkeitsfeld im letzteren Fall bereits nach kurzer
Zeit unphysikalische, gitterskalige Stérungen (vorwiegend im Bereich der baroklinen Zo-

ne in Hohe der Tropopause) mit Amplituden von etwa 0.001 ms~! entwickelt, welche
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weiterhin kleinskalige, wellenartige Strukturen in groflere Hohen abstrahlen (nicht ge-
zeigt). Diese haben einen Einfluss auf die Dynamik der Stréomung und erkléren somit
die signifikante Abweichung vom anfinglichen Zustand. Im Unterschied dazu bleibt im
Fall ersterer Simulationen (inkl. Subtraktion des anfinglichen Gleichgewichtszustandes
in den prognostischen Gleichungen) w < 1072 ms~! fiir die betrachtete Integrationszeit
(nicht gezeigt). Zusammengefasst bestétigen die betrachteten Ergebnisse die Funktions-
weise der angewandten Strategie zur Gewéhrleistung grundlegender Gleichgewichte in
PincFlow.

4.2 Idealisierte barokline Lebenszyklen

Nachdem die Stationaritédt von PincFlow beziiglich des vordefinierten Gleichgewichts-
zustandes Gegenstand des vorherigen Abschnittes war, wird nun die Dynamik tro-
posphérischer, barokliner Wellen und insbesondere die daraus hervorgehende kleinskalige
Wellenaktivitiit betrachtet. Zunéchst wird ein Uberblick iiber die zeitliche Entwicklung
der Stromung gegeben, wobei insbesondere die gefilterte horizontale Geschwindigkeitsdi-
vergenz zur Detektion der kleinskaligen Wellenaktivitéit (z.B. O’Sullivan und Dunkerton,
1995; Polichtchouk und Scott, 2020) dient. AnschlieBend wird der Einfluss des semi-
impliziten Zeitintegrationsverfahrens auf die kleinskaligen Wellen untersucht. Schliellich
wird die Klimatologie der zonal gemittelten Felder gezeigt und der Effekt der kleinska-

ligen Wellen skizziert.

4.2.1 Modellkonfiguration

Der Anfangszustand entspricht der Modellkonfiguration? des vorherigen Abschnittes 4.1.1.

Allerdings wird zusétzlich zum Zeitpunkt ¢ = 0s, basierend auf den Arbeiten von
Kiihnlein et al. (2012) und Schemm et al. (2013), jeweils im zonalen und meridiona-
len Zentrum der Jets der nordlichen bzw. siidlichen Hemisphére in Héhe der Tropopause
(d.h. (z,y,2) = (Ls/2,+Ly/2,2,)) eine schwache positive bzw. negative Stérung der

Form

. +560cos?(0.5mr), falls r <1,
0 = (4.2)
0, sonst,

4Zur vereinfachten Beschreibung wird in den nachfolgenden Abschnitten die Hilfte der Modell-
domine, fiir welche y > 0km gilt (und zu Beginn der Simulation > 0ms™' aufweist) als nérdliche
Hemisphére bezeichnet, wihrend die negative meridionale Hélfe als siidliche Hemisphéire benannt wird.
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auf das potentielle Temperaturfeld addiert, wobei 66 = 0.3 K und

. <[<x5§/2>]+ o :Fézym]g E &zﬂ)r)”? w3

mit dz = dy = 10km und dz = 4km ist. Durch diese wird die Entwicklung eines baroklin

instabilen Stromungsprofils initiiert. Ferner wird die grofiskalige, barokline Wellenstruk-
tur mit Hilfe eines Relaxationsansatzes als Warmequelle (vgl. Abschnitt 2.4.4 und Held
und Suarez, 1994; Hien et al., 2018) modelliert. Insbesondere gewihrleistet die gewéhlte
zonale Ausdehnung der Simulationsdoméne (vgl. Tabelle 2.1), dass sie auf beiden He-
misphéiren jeweils genau eine Wellenldnge der baroklinen Wellen enthélt (Hien et al.,
2018). Dariiber hinaus stellen die verwendeten doppeltperiodischen horizontalen Rand-
bedingungen (siehe Abschnitt 2.4.4) sicher, dass ausschliefllich die interne Strémung als
Antrieb von Schwerewellen in Frage kommt (Hien et al., 2018).

Die Simulation wird iiber eine Integrationszeit von 10368 000s (= 120 Tage) durch-
gefiihrt, sodass wiederholte barokline Lebenszyklen in der Troposphéire modelliert wer-
den und der Einfluss der kleinskaligen Wellenaktivitdt auf die Dynamik der mittleren
Atmosphére ausreichend Zeit hat sich zu auszubilden. Die horizontale Auflésung betragt
dabei Ax = Ay = 50km und in der Vertikalen werden N, = 300 Gitterpunkte gesetzt.

AuBerdem gilt v = 1/6, woraus eine mittlere Zeitschrittweite von At ~ 111 s resultiert.

4.2.2 Ergebnisse
Barokline und kleinskalige Wellenaktivitit

In Abbildung 4.3 ist beispielhaft ein Uberblick iiber die Ergebnisse der potentiellen Tem-
peratur in z = 250 m Hohe sowie des horizontalen Windfeldes in der Hohe zy,- nach jeweils
60, 66, 72, 78, 84 und 90 Tagen in der nérdlichen Hemisphére dargestellt. Dariiber hinaus
ist die gefilterte horizontale Geschwindigkeitsdivergenz® in der Hohe z;, abgebildet. Ins-
besondere soll durch das potentielle Temperaturfeld die Struktur der baroklinen Wellen
verdeutlicht werden, wihrend die gefilterte horizontale Geschwindigkeitsdivergenz zur
Detektion der emittierten kleinskaligen Wellenpakete (z.B. O’Sullivan und Dunkerton,
1995; Polichtchouk und Scott, 2020) dient.

Die Ergebnisse des bodennahen potentiellen Temperaturfeldes zeigen exemplarisch nach
einer Integrationszeit von 60 Tagen (Abbildung 4.3a) eine anwachsende barokline Wel-
le, welche ihren Kipppunkt erreicht (Tag 66, Abbildung 4.3b) und anschliefend wieder

5Es wird ein horizontaler Fourierfilter auf Vj, - u angewendet, welcher Wellenliingen, die linger als
1000 km sind, herausfiltert.
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Abbildung 4.3: Horizontaler Querschnitt der potentiellen Temperatur [K] in z = 250 m Hohe
(schwarze Konturen), horizontales Geschwindigkeitsfeld [ms™!] in z = 11.25km Hohe (Pfeile)
und die gefilterte horizontale Geschwindigkeitsdivergenz [s~!] in z = 11.25km Héhe (farbig)
jeweils um 00:00 UTC an Tag 60, 66, 72, 78, 84 und 90. Das Konturintervall der Isentropen

betréigt jeweils 3 K.
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Abbildung 4.4: Zeitlicher Verlauf der Abweichung der TKE (schwarz, vgl. 4.4) und APE (rot,
vgl. 4.5) innerhalb der Troposphire der nérdlichen Hemisphére in Bezug auf ihre Werte zum
Zeitpunkt ¢t = 0s.

abflacht (Tag 72, Abbildung 4.3c), bevor sie sich erneut auftiirmt. Analog dazu zeigen
die Abbildungen 4.3d - 4.3f wiederholt eine Intensivierung, anschliefflendes Abklingen so-
wie ein erneutes Anwachsen der baroklinen Welle. Das horizontale Geschwindigkeitfeld
ist allgemein in zonaler Richtung ausgerichtet und weist eine Scherung des Zonalwindes
nordlich der baroklinen Welle auf. Dariiber hinaus kénnen durch die Querschnitte der
gefilterten Divergenz des Horizontalwindes kleinskalige Wellensignale beobachtet wer-
den, die héchstwahrscheinlich Schwerewellenpaketen zugeordnet werden kénnen.

Zur weiteren Charakterisierung der simulierten Stromungseigenschaften (insbesondere
des zeitlichen Verlaufs der baroklinen Wellenaktivitdt) werden im Folgenden die Zeitrei-
hen der rdumlich gemittelten Werte der Abweichung der kinetischen Energie (engl.: total
kinetic energy, TKE) und der verfiigbaren potentiellen Energie (engl.: available potential
energy, APE) der Grundstrémung, d.h. (vgl. z.B. Lorenz, 1955)

9 Ztr Ly/2 La 5 )
TKE = / dz/ d dz= || v ||%, 44
o [ [Ty (4.4

2 Ztr Ly/2 Lz ﬁ 9
APE=— - d d dz—L"p 4,
LoLyzr /0 o /0 y /0 Ton2” (4.5)

innerhalb der Troposphére der nérdlichen Hemisphére in Bezug auf ihre Werte zum Zeit-
punkt ¢ = 0s betrachtet. Die berechneten Zeitreihen sind in Abbildung 4.4 dargestellt.
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Tabelle 4.1: Vergleich der durchschnittlichen Lénge eines Zeitschrittes und der durchschnittli-
chen Anzahl an Iterationen des Drucklosers fiir den Anwendungstestfall idealisierter barokliner
Lebenszyklen, jeweils simuliert mit PincFlow mit SI mit variablen, langen Zeitschrittweiten,
PincFlow mit SI mit konstanten, kurzen Zeitschrittweiten und PincFlow mit RKS.

Modell At[s] Iterationsanzahl
PincFlow mit SI 140.26 74
PincFlow mit SI ~ 2.28 (= const.) 120

PincFlow mit RK3 2.28 6.3

Ein Anstieg der verfiigharen potentiellen Energie kann mit dem Amplitudenwachstum
der baroklinen Welle verkniipft werden, deren Anwachsen etwa nach 7 Tagen beginnt.
Die verfiighbare potentielle Energie wird anschlieend in kinetische Energie der baroklinen
Welle umgewandelt. Allgemein ist eine periodische Folge von Maxima und Minima (Hien,
2018) der verfiigbaren potentiellen Energie zu erkennen. Die kinetische Energie zeigt eine
ghnliche, jedoch deutlich geringer ausgeprigte Abfolge von Minima und Maxima, wobei
bis Tag 60 allgemein eine Abnahme zu erkennen ist, sodass die Maxima immer kleiner
werden (vgl. Hien, 2018). Danach nimmt die kinetische Energie einen Gleichgewichts-
zustand an, wihrend fiir die verfiigbare potentielle Energie weiterhin ein wiederholtes
Anwachsen und Abklingen der baroklinen Wellenaktivitéit in der Troposphére beobach-
tet werden kann.

Als niichstes lohnt es sich, den Einfluss des semi-impliziten Zeitschrittverfahrens (mit va-
riablen, langen Zeitschrittweiten) auf die kleinskaligen Stromungseigenschaften zu unter-
suchen. Dazu wird ein qualitativer Vergleich der kleinskaligen Wellen, welche anfinglich
durch die geostrophische Anpassung an die potentielle Temperaturstérung erzeugt wer-
den, mit dem Ergebnis von PincFlow mit SI unter Anwendung konstanter, kurzer
Zeitschrittweiten sowie einer Simulation von PincFlow mit RK3 vorgenommen. Eine
Ubersicht iiber die durchschnittliche Linge der verwendeten Zeitschrittweiten sowie An-
zahl an Iterationen des Drucklosers ist in Tabelle 4.1 zusammengefasst, wihrend Ab-
bildung 4.5 jeweils das zonal gemittelte vertikale Geschwindigkeitsfeld zum Zeitpunkt
t = 2.5h zeigt. Allgemein weisen die dargestellten Felder fiir die unterschiedlichen Simu-
lationen eine dhnliche Wellenstruktur auf und zeigen insbesondere in der Troposphére
sowie in Hohen, die deutlich unterhalb der Schwammschicht liegen, eine hervorragen-
de Ubereinstimmung. Die geringen Unterschiede direkt unterhalb der Schwammschicht,
die bei genauerer Betrachtung auffallen, kénnen héchstwahrscheinlich auf die Stérke der

Déampfung der Schwammschicht zuriickgefithrt werden, welche invers proportional zu der
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Abbildung 4.5: Gezeigt ist das zonal gemittelte vertikale Geschwindigkeitsfeld zum Zeitpunkt
t = 2.5h fiir PincFlow mit SI inkl. variablem Zeitschritt (obere Abbildung) und konstanter

Zeitschrittweite (At = 2.28 s, mittlere Abbildung) sowie fiir PincFlow mit RKS3 (untere Abbil-

dung). Die Einheit ist m s~1.

Zeitschrittweite skaliert und so einen nicht unbedeutenden Einfluss auf das Wellensignal

haben kann.

Zonal gemittelte Stréomung

Zur weiteren Auswertung der grof3- und kleinskaligen Stromungseigenschaften des vorlie-
genden Anwendungstestfalls barokliner Instabilitét, ist in Abbildung 4.6 beispielhaft der
vertikale Querschnitt (bei x = 2100km) der Abweichung des Vertikalwindes von dessen
zonalem Mittelwert zum finalen Integrationszeitpunkt (Tag 120) dargestellt. Die Abwei-
chung des zonal gemittelten vertikalen Geschwindigkeitsfeldes zeigt in den hheren Lagen
(z > 50km) vorwiegend kleinskalige, wellenartige Strukturen mit max | w’ |~ 0.3ms™ .
Dariiber hinaus deutet eine Zerlegung (mit Hilfe eines Fourierfilters) des dargestellten
vertikalen Geschwindigkeitsfelds in einen grofiskaligen Anteil (durch eines Uberstrich mit
hochgestelltem Index f gekennzeichnet) mit horizontalen Wellenléingen, die grofier als

1000 km sind, und eine kleinskalige Abweichung (durch * markiert) davon, d.h.

w =w! (4.6)
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Abbildung 4.6: Gezeigt ist der vertikale Querschnitt bei x = 2100km von w’ = w — (w) (obere

Abbildung), w’ und o' (vgl. 4.6, untere und mittlere Abbildung) an Tag 120 um 00:00 UTC.
Die Einheit ist m s~ 1.

darauf hin, dass ein Grofiteil der Fluktuationen héchstwahrscheinlich auf kleinskalige,
interne (Schwere-)Wellen zuriickgefiihrt werden kénnen, welche im Bereich der baro-
klinen Welle in der Troposphére emittiert wurden und anschlieBend aufwirts propa-
giert sind (vgl. Abbildung 4.6). Der verbleibende grofiskalige Anteil ist hierbei zwar
von vergleichbarer Gréflenordnung wie die kleinskaligen Wellen, kann jedoch mit grofler
Wahrscheinlichkeit durch die mesoskalige Modellauflésung erklart werden, welche im be-
trachteten Testfall allgemein zu grob gewahlt ist um Schwerewelleneffekte ausreichend
aufzulosen. Moglicherweise konnten daher die Effekte kleinskaliger Wellen in Simulatio-
nen mit hoheren Auflésungen eine vergleichweise gréflere Rolle spielen. Dariiber hinaus
konnte eine lokale barokline Instabilitdt im Bereich der Jets in der Hohe ebenfalls zu
dem grofiskaligen Anteil beitragen.

Als niichstes sind in Abbildung 4.7 die zonal und zeitlich gemittelten Felder® [u] und
[9/(c,0)0 /0] gezeigt. Diese erfiillen in guter Niherung das geostrophische und hydro-
statische Gleichgewicht fiir die Fluktuationen des Exnerdrucks (vgl. z.B. Achatz et al.,
2017)

5Die zeitliche und zonale Mittelung der Felder iiber die letzten 60 Tage der Simulation wird im
Folgenden durch die eckigen Klammern [-] gekennzeichnet.
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Abbildung 4.7: Es sind die zonal und iiber die Tage 60-120 zeitlich gemittelten Felder [u] (obe-
re Abbildung, [m s™']) und [g(c,0) 16’ /6] (untere Abbildung, [m~']) dargestellt.
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Abbildung 4.8: Es sind die zonal und iiber die Tage 60-120 zeitlich gemittelten Felder
[cp,0/f O’ /Oy| (obere Abbildung, [m s™']) und [07'/0z] (untere Abbildung, [m~']) darge-
stellt.
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Abbildung 4.9: Die obere Abbildung zeigt jeweils den zonalen und zeitlichen Mittelwert iiber
die Tage 60-120 von u (schwarze Konturen zwischen [—45,45] m s~! mit einem Konturintervall
von 10ms~1) und @ (farbig und graue Konturen im Bereich zwischen [3 x 10%,10°] K). In der
unteren Abbildung sind deren Abweichungen vom anféinglichen Gleichgewichtszustand, d.h.

[u] — ueq (schwarze Konturen wie oben) und [0] — 6., (farbig und weile Konturen im Bereich
zwischen [-103,10%] K). Negative Werte sind durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.
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|

(siehe auch Abbildung 4.8). Auflerdem ist gut erkennbar, dass die beiden zueinander
gespiegelten Hemisphéren statistisch eine Symmetrie entlang der Achse y = 0km auf-
weisen. Die marginalen Unterschiede, welche bei genauerer Betrachung auffallen, sind
héchstwahrscheinlich auf numerische Rundungsfehler sowie die begrenzte Anzahl der
ausgewerteten Datenpunkte zuriickzufithren. Infolgedessen konnte die in y-Richtung ge-
spiegelte Hilfe der Modelldoméne, welche durch die doppeltperiodischen Randbedin-
gungen in den beiden horizontalen Raumrichtungen zustande kommt, effizient nutzbar
gemacht werden, um beispielsweise mit ausgegebenen Simulationsdaten iiber 60 Tage
die Statistik einer Hemisphére iiber den doppelten Zeitraum zu analysieren.

Weiterhin zeigt Abbildung 4.9 den zeitlichen Mittelwert iiber die letzten 60 Tage (Tag
60-120) der Simulation des zonal gemittelten Zonalwindes und der zonal gemittelten po-
tentiellen Temperatur sowie jeweils deren Abweichung vom anfinglichen Gleichgewichts-
zustand. Der troposphérische, meridionale Gradient der potentiellen Temperatur ist im
Vergleich zum anfénglichen Feld 6., abgeschwicht und kann mit dem troposphérischen

Wiérmetransport durch die baroklinen Eddies in Verbindung gebracht werden. Auffillig
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ist auBlerdem ein Anstieg der potentiellen Temperatur direkt unterhalb der Schwamm-
schicht (bei y = 0km und z > 90 km) sowie eine Richtungsumkehr des Zonalwindes (bei
y~ £ 4.2km und 50km < z < 90 km).

Von besonderem Interesse ist, ob die beobachteten dynamischen Effekte in Zusammen-
hang mit Schwerewelleneffekten in der realen Atmosphére gebracht werden kénnen. Auch
wenn eine detaillierte Analyse dariiber auflerhalb des Rahmens der vorliegenden Arbeit
liegt und kiinftigen Studien vorbehalten bleibt, wird im Folgenden eine knappe Untersu-
chung der zonal und zeitlich gemittelten zonalen Impulsgleichung (vgl. 4.11) vorgenom-
men. Es wird angenommen, dass p ~ p ist und somit fiir die zonale Impulsgleichung”
(vgl. 2.70)

rzq%fm p§WW%}aUMM+h&] (4.8)

=

gilt, wobei der letzte Term auf der rechten Seite jeweils die Beitrége des Shapiro-Filters,
der Grenzschicht und der Schwammschicht zusammenfasst und als Residuum bezeich-
net wird. Im néchsten Schritt werden die Geschwindigkeitsfelder unter Anwendung eines
horizontalen Fourierfilters jeweils in einen grofiskaligen Anteil und eine kleinskalige Ab-

weichung davon aufgespalten, so dass sich

= e e
AR R

ergibt. Hierbei geben die letzten beiden Terme die Fliisse aufgrund von kleinskaligen
(Schwere-)Wellen an, wiahrend der zweite und dritte Term auf der rechten Seite der Glei-
chung (4.9) die Fliisse infolge der groiskaligen (Rossby-)Wellen kennzeichnen. Schlieflich

kann daraus mit dem residuellen Meridionalwind (vgl. z.B. Andrews et al., 1987)

W] =[] — ;i[”(fﬁ+w>} (4.10)

die transformierte Darstellung der Gleichung (4.9) hergeleitet werden

ot

=

lapu]zf[vf]*+;v-fcs+;[sz}-i-;v'}—KSa (4.11)

"Die eckigen Klammern [-] kennzeichnen weiterhin das zeitliche und zonale Mittel der Terme iiber
die letzten 60 Tage der Simulation.
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jeweils die Elissen-Palm-Fluss Divergenz infolge von grofiskaligen bzw. kleinskaligen Wel-
len bezeichnen (z.B. Holton, 2004).

In Abbildung 4.10 sind die jeweiligen Terme der Gleichung (4.11, d.h. gemittelt iiber die
letzten 60 Tage) dargestellt. Die Zeitableitung verschwindet dabei in guter Nadherung
(Abbildung 4.10a). Auflerdem zeigt die Auswertung, dass der Effekt der kleinskaligen
Wellen (Abbildung 4.10e) in etwa von gleicher Groflenordnung ist wie der Beitrag der
grofiskaligen Wellen (Abbildung 4.10c). Dariiber hinaus weist der Meridionalwind direkt
unterhalb der Schwammschicht relativ starke kleinskalige Strukturen auf (Abbildung
4.10b), welche moglicherweise als stehende Wellen interpretiert werden kénnen. Der ent-
sprechende Beitrag zum Coriolisterm wird grofitenteils durch das Residuum ausgegli-
chen® (Abbildung 4.10d). Weiterhin sind in Abbildung 4.11 die gleichen Terme wie in
Abbildung 4.10 gezeigt, jedoch wurde dabei eine leicht abweichende Aufspaltung der Fel-
der vorgenommen: In einen grofiskaligen Anteil mit horizontalen Wellenldngen, die grofier
als 3500 km sind (anstelle von 1000 km, analog zu Polichtchouk und Scott, 2020) und
eine kleinskalige Abweichung davon. Insbesondere sind direkt unterhalb der Schwamm-

schicht kaum noch kleinskalige Strukturen in f [Uf ]* zu erkennen.

Nichtsdestotrotz wird derzeit nach Modellkonfigurationen gesucht, die zu einer Verringe-
rung im residuell gemittelten Meridionalwind beitragen. Allgemein liegt die Vermutung
nahe, dass die Dampfungsstirke der Schwammschicht im vorliegenden Anwendungstest-
fall noch zu stark gewihlt ist und somit keine Absorption (sondern eher eine Reflexion)
der Wellen bei z = 100km stattfindet. Einen weiteren Einfluss auf die beobachteten
Strukturen konnte auflerdem die gewihlte Dampfungszeitskala des Shapiro-Filters ha-
ben und es kénnte von Vorteil sein den Shapiro-Filter zusétzlich in vertikaler Richtung
anzuwenden. Weiterhin konnte eine hohere vertikale Auflésung oder die Verwendung ei-
nes physikalischen Turbulenzmodells (anstelle des hier verwendeten Shapiro-Filters) zur

Parametrisierung subgitterskaliger Turbulenz notwendig sein, welche dazu beitréigt, dass

8Die Ergebnisse des erfolglosen Versuchs, die auftretenden Strukturen durch die Verwendung einer
Limiterfunktion innerhalb des Advektionsschemas zu gliatten sind in Anhang E zu finden.



88

4.2. IDEALISIERTE BAROKLINE LEBENSZYKLEN

100 10.0001 100 e <= 5 0.0001
a) e
£ 50 10.0000 50 10.0000
N
0Ly : 5 1-0.0001 ol ; 2 1-0.0001
100 _ _ 0.0001 100 o 4-0.0001
c) d) o =
£ so] 10.0000 50 10.0000
N
o == = 0.0001 0 0.0001
" ; g Lol g ; 3 O
100 — -0.0001 100 -0.0001
e) f)
£ sof 10.0000 50 10.0000
N
ol ; 5 1-0.0001 ol ; 2 1-0.0001
y [1000km] y [1000km]

Abbildung 4.10: Gezeigt sind jeweils die Terme der zonal und iiber die Tage 60-120 zeitlich
7f * J—
gemittelten zonalen Impulsgleichung (4.11): a) % {88’3: ], b) f [v/]7, ¢) %V - Fas, d) % [Fxf],

e) %V - Fks, f) die Summe der Terme auf der rechten Seite von (4.11). Die Einheit ist m s=2.

bereits unterhalb der Schwammschicht eine Brechung und Dissipation der kleinskaligen
(Schwere-)Wellen stattfindet. Die Wirksamkeit entsprechender Mafinahmen wird aktuell

untersucht.
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Abbildung 4.11: Es sind die gleichen Gréfien wie in Abbildung 4.10 gezeigt, jedoch unter An-
wendung eines Fourierfilters, welcher Wellenlidngen, die linger als 3500 km (anstatt 1000 km)
sind, herausfiltert.
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Kapitel 5
Zusammenfassung und Fazit

Nothing in life is to be feared, it is only to be understood.
Now is the time to understand more, so that we may fear less.

— Marie Curie

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war die Entwicklung, Validierung und Anwendung eines
numerischen Verfahrens fiir die effiziente Modellierung der Dynamik interner Schwerewel-
len sowie deren Finfluss auf die Zirkulation der mittleren Atmosphére. Ausgangspunkt
zur Implementierung war das pseudo-inkompressible Finite-Volumen-Modell auf einer
f-Ebene von Rieper et al. (2013), welches sich bereits zur Entwicklung und Evaluation
geeigneter Strategien zur Parametrisierung subgitterskaliger Schwerewellen bewéhrt hat
(Boloni et al., 2016; Wei et al., 2019). Durch eine Erweiterung des numerischen Verfah-
rens sollte die prizise und effiziente Simulation diabatischer Atmosphérenprozesse iiber

lange Zeitraume und sehr grofle Modelldomé#nen erméglicht werden.

Dazu wird zunéchst der theoretische Hintergrund erldutert, welcher die vollstdndige
Wellenausbreitung in einer Atmosphére mit variabler Dichte auf der f-Ebene beschreibt.
Insbesondere wird die Herleitung einer schallfreien Approximation, die pseudo-inkom-

pressiblen Gleichungen von Durran (1989), dargestellt. Die pseudo-inkompressible Néhe-
rung hat den Vorteil, dass diese im Unterschied zu anderen schallfreien Gleichungssys-
temen (wie beispielsweise die anelastischen Gleichungen) auch in einer Atmosphére mit
stérkerer Schichtung giiltig ist (Achatz et al., 2010) und dariiber hinaus im Vergleich
zu der vollkompressiblen Beschreibung durch die Filterung von Schallwellen eine effi-
zientere, jedoch in fithrender Ordnung der Mach-Zahl trotzdem konsistente Untersu-
chung der Dynamik interner Schwerewellen ermoglicht (Klein, 2009). Anschlieend wird

eine Erweiterung der pseudo-inkompressiblen Gleichungen zur Ergidnzung einer Volu-
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menheizung basierend auf der Arbeit von O’Neill und Klein (2014) hergeleitet. Durch
die Beriicksichtigung einer zeitlichen Entwicklung des Hintergrundzustandes, welche zur
Kompensation von Heizeffekten (wie beispielsweise thermische Expansion) dient, wird
dabei eine physikalisch genauere Beschreibung der diabatischen Dynamik ermdoglicht.
Die diabatischen pseudo-inkompressiblen Gleichungen werden numerisch durch das Finite-
Volumen-Modell PincFlow gelost, welches im Rahmen der vorliegenden Arbeit als direk-
te Erweiterung der Diskretisierung auf einem versetzten Gitter von Rieper et al. (2013)
konzipiert wird. Um diabatische Prozesse in einer trockenen Atmosphére préizise und
effizient simulieren zu konnen, wird das Modell, welches bisher lediglich die Simulation

adiabatischer Atmosphérenprozesse zulief3, durch zwei grundlegende Aspekte erweitert:

1. In Anlehnung an die Studie von O’Neill und Klein (2014) wird es durch eine

Waérmequelle inklusive zeitlicher Variation des Hintergrundzustandes erginzt.

2. Zur Steigerung der Effizienz des Modells wird es durch die Implementierung ei-
nes semi-impliziten Zeitschrittverfahrens zweiter Genauigkeitsordnung optimiert,
dessen Methodik auf den Studien von Smolarkiewicz und Margolin (1997) und
Benacchio und Klein (2019) basiert, jedoch — im Zuge dieser Arbeit nach bestem

Wissen und Gewissen — zum ersten Mal auf ein versetztes Gitter adaptiert wird.

Ferner wird die Verwendung des impliziten Turbulenzmodells aus der originalen Imple-
mentierung von Rieper et al. (2013) aufgegeben und zur Diskretisierung der advektiven
Fliisse ein MUSCL-Schema, wobei Pv als Trigerfluss angenommen wird, angewendet
(vgl. VanLeer, 2006; Klein, 2009; Benacchio et al., 2014; Benacchio und Klein, 2019).

Zur Uberpriifung des numerischen Verfahrens werden eine Reihe zweidimensionaler, at-
mosphérischer Standardtestfille durchgefiihrt. Insbesondere wird dabei die Leistungsfa-
higkeit von PincFlow durch Vergleich der Ergebnisse mit einem explitizen Verfahren
bewertet und anhand von Ergebnissen aus der Literatur verifiziert. Die Validierung wird
in zwei Abschnitte unterteilt. Der Fokus des ersten Teils der Modellvalidierung liegt
zunéchst auf der Uberpriifung der Genauigkeitsordnung, Stabilitit und Effizienz des
semi-impliziten Zeitschrittverfahrens, sodass lediglich adiabatische Testfille betrachtet
werden in denen die Hintergrundatmosphére nicht zeitabhéngig ist. Dazu werden die

folgenden Prozesse betrachtet:

e Durch die Advektion eines achsensymmetrischen, gegen den Uhrzeigersinn ro-
tierenden glatten Wirbels auf einer stark idealisierten, horizontalen Ebene (oh-

ne Schwerebeschleunigung und Coriolisterm) mit schwacher Stromung (Kadioglu
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et al., 2008; Benacchio, 2014) wird gezeigt, dass PincFlow (und im Besonderen
das Advektionsschema) in der Lage ist, die Strukturen der prognostizierten Felder
korrekt zu simulieren. Auflerdem wird dessen quadratische Konvergenz bestétigt.
Die dabei beobachteten zu geringen Konvergenzraten (< 2) konnen auf die ver-
wendete Limiterfunktion innerhalb des Advektionsschemas zuriickgefiihrt werden,

welche lokal Einfluss auf die Genauigkeitsordnung nehmen (Klein, 2009).

e Die Betrachtung der zeitlichen Entwicklung unterschiedlicher ruhender Atmosphé-
renzustinde (ein neutral geschichteter, ein homogener und ein isothermer Hinter-
grundzustand) bestétigt, dass PincFlow auch in Simulationen iiber lange Zeitraume,
welche eine hohe Anzahl an Zeitschleifeniterationen benétigen, stabil bleibt. Ins-
besondere entwickeln sich keine bemerkenswerten Geschwindigkeitsfluktuationen
(Benacchio, 2014).

e Durch den Testfall, bei welchem jeweils die Ausbreitung nicht-hydrostatischer,
hydrostatischer und planetarer Trigheitsschwerewellen in einer Atmosphére mit
konstanter Schichtung (Skamarock und Klemp, 1994; Benacchio und Klein, 2019)
simuliert wird, zeigt sich, dass PincFlow in der Lage ist, die physikalischen Er-
haltungsprinzipien einzuhalten. Auflerdem bestétigen die Resultate eine sehr gute
Ubereinstimmung des Verfahrens mit Ergebnissen aus Simulationen, welche ein
explizites Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung verwenden, sowie mit Modell-
resultaten aus der Literatur. Dariiber hinaus wird die hohe Effizienz des semi-
implizten Zeitschrittverfahrens dokumentiert: In Simulationen mit einer groben
Auflésungen von mehreren Kilometern und iiber lange Zeitrdume verwendet das
semi-implizite Schema im Unterschied zu dem Modell mit explizitem Integrations-
verfahren eine etwa 70-mal ldngere durchschnittliche Zeitschrittweite und benttigt

eine bis zu 10-mal kiirzere Rechenzeit.

Im zweiten Teil der Modellvalidierung werden die Ergebnisse diabatischer Testfélle (d.h.
die Implementierung einer Warmequelle inklusive zeitlich variablem Hintergrundzustand)

ausgewertet:

e Die Simulationsergebnisse der zeitlichen Entwicklung einer fallenden kalten Blase
innerhalb einer neutral geschichteten Atmosphére (Straka et al., 1993) validieren
die Implementierung einer schwachen Heizung zusammen mit der entsprechenden
Dynamik des Hintergrundzustandes und weisen eine hohe Konformitét mit Ergeb-

nissen kompressibler Modelle aus der Literatur auf.
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e Die Auswertung der Dynamik verschiedener Testfille anfinglich ruhender Atmo-
sphirenzustéinde mit unterschiedlichen grof- und kleinskaligen Heizeffekten (ba-
sierend auf Almgren et al., 2006; Rieper et al., 2013, d.h. in Anwesenheit ei-
ner Heizschicht, einer lokalen Heizblase bzw. einer Heizschicht mit lokaler Heiz-
blase) verifizieren die korrekte Modellierung diabatischer Atmosphérenprozesse
durch das semi-implizite Verfahren. Dariiber hinaus zeigen diese eine exzellente
Ubereinstimmung mit Ergebnissen eines explizitem Zeitschemas und dokumentie-
ren ferner, dass die semi-implizite Integration unter Verwendung langer, variabler

Zeitschrittweiten keinen signifikanten Einfluss auf die Resultate hat.

Abschlielend wird anhand eines drei-dimensionalen Anwendungstestfalls die Leistungs-
fahigkeit von PincFlow zur effizienten Modellierung idealisierter barokliner Wellenak-
tivitdt in der Troposphére sowie der daraus resultierenden kleinskaligen Welleneffekte
in der Hohe iiber lange Zeitrdume und auf groffen Modelldoménen untersucht. Beispiel-
haft wird dazu, basierend auf der Konfiguration von Held und Suarez (1994), ein zonal
symmetrischer geostrophisch und hydrostatisch balancierter Gleichgewichtszustand in-
itialisiert, welcher in der Troposphére eine barokline Schichtung aufweist, in der Hohe
jedoch barotrop ist. Zur Erzeugung eines baroklin instabilen Strémungsprofils in der Tro-
posphére wird zu Beginn der Simulation eine schwache Stérung auf das Temperaturfeld
addiert (Kiihnlein et al., 2012; Schemm et al., 2013) und die Modellgleichungen werden
durch eine Heizung in Form eines Relaxationsansatzes auf einen vorgegebenen geostro-
phisch und hydrostatisch balancierten Gleichgewichtszustand (Held und Suarez, 1994;
Hien et al., 2018) ergénzt. Die Verwendung von periodischen Randbedingungen in bei-
den horizontalen Raumrichtungen stellt dabei sicher, dass die beobachteten Effekte der
Wellenaktivitiit einzig durch die interne Dynamik beeinflusst werden (Hien et al., 2018).
Die Testsimulationen werden iiber einen Zeitraum von 120 Tagen durchgefiihrt und
verwenden eine horizontale Auflésung von 50 km. Dabei werden die rechten Seiten der
Differentialgleichungen als Abweichung von einem konstanten geostrophisch und hydro-
statisch balancierten Gleichgewichtszustand formuliert (Smolarkiewicz et al., 2001; Prusa
et al., 2008), um die balancierte Jetstromung durch die rdumliche numerische Diskreti-
sierung der Felder auf dem versetzten Modellgitter ausreichend zu représentieren. Zur
Vermeidung gitterskaliger Oszillationen wird iiberdies ein Shapiro-Filter achter Ordnung
verwendet (Shapiro, 1970). Die gewihlte Hohe der Modelldoméne mit einer Schwamm-
schicht oberhalb von 100 km Ho6he erméglicht es den kleinskaligen Wellen aufwiérts in
die anfianglich barotrope mittlere Atmosphére zu propagieren und somit moglicherweise

durch ihre Dissipation Einfluss auf diese zu nehmen.
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FEin qualitativer Vergleich der kleinskaligen Wellen, welche anfinglich durch die geostro-
phische Anpassung an die potentielle Temperaturstérung erzeugt werden mit Simulatio-
nergebnissen einer expliziten Zeitintegration, zeigt eine gute Ubereinstimmung, wenn-
gleich auch das semi-implizite Verfahren eine durchschnittlich 11-mal léngere Zeitschritt-
weite verwendet. Allgemein weisen die Ergebnisse barokline Wellenstrukturen in der
Troposphére auf, welche wiederholt Phasen des Wachstums, Umkippens und Zerfalls
durchlaufen. Auflerdem zeigt das gefilterte horizontale Divergenzsignal kleinskalige Wel-
lenstrukturen, welche hochstwahrscheinlich als spontan emittierte Schwerewellen, die von
synoptischen Strémung ausgehen, interpretiert werden kénnen. In der Héhe kann kleins-
kalige Wellenaktivitdt beobachtet werden, die teilweise auf die troposphérischen Schwe-
rewellen, welche aufwirts propagieren, zuriickgefithrt werden kann. Durch die Analyse
des zonal und zeitlich gemittelten potentiellen Temperatur- sowie zonalen Geschwindig-
keitsfeldes der letzten 60 Tage der Simulation kann ferner ein Effekt auf die Dynamik der
mittleren Atmosphére beobachtet werden, welcher insbesondere durch eine Richtungs-
umkehr des Zonalwindes charakterisiert ist und an den Einfluss von Schwerewellen auf
die atmosphérische Stréomung erinnert.

N#here Analysen zu den beobachteten Stromungseigenschaften liegen auflerhalb des Fo-
kus der vorliegenden Arbeit. Vorldufige Auswertungen der Eliassen-Palm-Fluss Diver-
genz deuten jedoch darauf hin, dass fiir den gezeigten Anwendungstestfall der Einfluss
infolge der kleinskaligen Wellen in etwa von gleicher Gréflenordnung ist wie der Beitrag
der grofiskaligen Wellen. Moglicherweise konnte der Effekt der kleinskaligen Strukturen
in Simulationen mit héherer Auflésung einen grofieren Anteil einnehmen. Dariiber hin-
aus ergeben weitere Analysen, dass am unteren Rand der Schwammschicht Reflexionen
stattfinden, die hochstwahrscheinlich durch eine zu stark gewéhlte Dampfungsstéirke der
Schwammschicht in der aktuellen Modellkonfigurtion verursacht sind. Weiterhin kénnte
es kiinftig von Vorteil sein, das Shapiro-Verfahren zur Filterung der gitterskaligen Wel-
lenaktivitat durch eine physikalische Turbulenzparametrisierung (beispielsweise ein dy-
namisches Smagorinsky-Modell, siche Germano et al., 1991; Lilly, 1992) zu ersetzen.
Weitere Untersuchungen und Mafinahmen zu einer méglichen Verbesserung der Modell-
konfiguration werden aktuell diskutiert und erste Testldufe dazu durchgefiihrt, bleiben
jedoch im Rahmen dieser Arbeit ungeklért.

Nichtsdestotrotz stimmen die in dieser Arbeit prisentierten Ergebnisse inklusive der
enormen Effizienzsteigerung durch das semi-implizite Zeitschrittverfahren zuversichtlich,
dass eine weitere Entwicklung und Anwendung des Modells einen wissenschaftlichen
Fortschritt zur Erforschung des Lebenszyklus von Schwerewellen bringt. Insbesondere

die sponante Schwerewellewellenabstrahlung im Bereich atmosphérischer Strahlstrome
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und Temperaturfronten sowie der Einfluss der emittierten Wellen auf die mittlere Atmo-
sphére konnte kiinftig mit Hilfe einer geeigneten Modellkonfiguration effizient modelliert
und analysiert werden. So konnte beispielsweise die statistische Symmetrie, welche die
gezeigte Modelldoméne in Bezug auf die Achse um y = 0km aufweist, unter speziellen
Konfigurationen effizient dazu genutzt werden, um mit ausgegebenen Simulationsdaten
iiber 60 Tage die Statistik einer Hemisphére iiber den doppelten Zeitraum zu analysieren.
Dariiber hinaus wére es im néchsten Schritt sinnvoll, zusétzlich eine Topographie in das
semi-implizite Modell zu implementieren, beispielsweise durch eine sogenannte Immersed
Boundary Methode, sodass PincFlow in Zukunft auch zur Modellierung orographischer

Schwerewellen verwendet werden kann.



Anhang A

Strategie zur Gewihrleistung

grundlegender Gleichgewichte

Ein wesentlicher Nachteil der in Kapitel 2.4.6 beschriebenen rdumlichen Diskretisierung
der Gleichungen durch die Verwendung zentraler Differenzen zweiter Ordnung auf dem
versetzten Gitter ist, dass in Abwesenheit einer Heizung (S = (S) = 0 und (w) = 0) das
geostrophische und hydrostatische Gleichgewichts nicht ausreichend reprasentiert werden
kann. Beispielsweise lautet der Pradiktorschritt des vertikalen Geschwindigkeitsfeldes
und der Auftriebsfluktuation (2.104) und (2.105) ohne Subtraktion eines vordefinierten
Gleichgewichtszustandes (und ohne Rayleigh-Démpfung)

w" — Ate, 6””"] + At [b”” + Atx—ggSO}
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Fiir den Fall eines hydrostatischen Gleichgewichts, wobei w = 0 gilt, und unter Ver-

nachléssigung der Heizung ergibt sich daraus jeweils
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folgt. Dementsprechend wére nur die Verwendung von linearen Auftriebsprofilen, wie
beispielsweise b, = By + Bizi (Bo, Bi = konstant), mdglich, was auf die linearen In-
terpolationen in (A.3) und (A.4) zuriickzufiihren ist, welche ein exaktes hydrostatisches
Gleichgewicht verhindern. Dies ist jedoch im Rahmen der meisten atmosphérischen An-
wendungsfille nicht praktikabel. Zu &hnlichen Erkenntnissen kann man gelangen, wenn
die Analyse fiir den Fall eines geostrophischen Gleichgewichts durchgefiihrt wird (nicht
gezeigt). Die lineare Interpolation der Geschwindigkeiten innerhalb des Coriolisterms
sowie der horizontalen Ableitung der Exnerdruckfluktuationen in (2.102) und (2.103)
verhindern dabei die Einhaltung des geostrophischen Gleichgewichts. Indem ein vorde-
finierter Gleichgewichtszustand von den Gleichungen subtrahiert wird (vgl. 2.90), kann
zumindest sichergestellt werden, dass diese vorgegebene Gleichgewichtsbeziehung in Ab-
wesenheit einer Heizung erfiillt bleibt. Eine genaue Beschreibung des in der vorliegenden
Arbeit verwendeteten analytischen Gleichgewichtszustandes zur Anwendung dieser Stra-
tegie wurde bereits in Abschnitt 2.4.3 gegeben. Dariiber hinaus findet sich eine Analyse
der Stationaritdt des Modells bzgl. des vordefinierten Gleichgewichtszustandes in Kapi-
tel 4.



Anhang B

Druckloser

In diesem Abschnitt werden einige technische Details zur Umsetzung des iterativen
BiCGSTAB-Verfahrens, welches zum Lésen der elliptischen Gleichung (2.107) in Pinc-
Flow verwendet wird, skizziert. Die Beschreibung basiert auf Anhang A in Schmid et al.
(2021).

Die nahezu exponentielle Hohenabh#ngigkeit von P und p wie auch die Proportionalitit
der fluktuierenden Geschwindigkeitsamplituden zur inversen Wurzel der Dichte der Re-
ferenzatmosphére in der unteren Atmosphére fiithrt zu einer vertikalen Abhéngigkeit der
rechten Seiten in (2.107) sowie der Koeffizienten auf deren linken Seite. Infolgedessen
wichtet das BiCGSTAB-Verfahrens die unteren Schichten der Modelldoméne zu stark,
sodass in einigen Modellliufen beobachtet werden konnte, dass das iterative Verfah-
ren nicht mehr konvergiert und letztendlich zu einem Abbruch des Modells fithrt. Zur
Vermeidung dieses Sachverhaltes (wobei jedoch weiterhin die Hohenabhéngigkeit der Ex-
nerdruckfluktuationen beriicksichtigt werden sollen), wird Gleichung (2.107) mit /p°/P
gewichtet, sodass gilt

Vo [P+ aan L (a4 fark (YEam)

Po
Pe 0x | p° (1 + a, At)(1 + a,At) + (fAL)?
D° 9 °~n 9 I
n Ve o | P 2 (1+ aut) 5, (‘1/57’?% “) — fatd <\]/57€7r +1)
Pe oy | e (14 auAt)(1+ aAt) + (fAL)?2
—0 9 (Vr° ~n
N Vp° 0 | P 2 9z (pf[i?f “)

Pe 9z | p° (14 awAt) + X (NAL)?

_ \;3? (V- [Pt = w)en)] - (5° = ()] (B0
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wobei 7 = d¢/cy\/p°/P° die reskalierten Exnerdruckinkremente kennzeichnen. Dariiber

hinaus kann die Gleichung (B.1) zusammengefasst werden als
Lp(7) + Lo(7) = b, (B.2)

sodass der Operator auf der linken Seite jeweils in einen horizontalen und vertikalen
Anteil aufgeteilt werden kann. Ersterer weist dabei eine dhnliche Struktur wie der ho-
rizontale Laplace-Operator auf. Um eine (schnellere) Konvergenz des verwendeten, ite-
rativen Algorithmus zu gewéhrleisten, wird ein Vorkonditionierer verwendet. Dieser 16st

das Hilfsgleichungssystem
—— = Lp(7) + Lo(7) = b, (B.3)

welches fiir 7 — oo gegen die gesuchte Losung konvergiert. Ferner skalieren die Ei-
genwerte der diskretisierten, horizontalen und vertikalen Anteile des Operators mit
1/(Az)? + 1/(Ay)? bzw. 1/(Az)2. Infolgedessen besitzt der vertikale Anteil im Fall,
dass (Az)? < (Ax)?+(Ay)? gilt weitaus grofere Eigenwerte (im Vergleich zum horizon-
talen Anteil des Operators), weshalb die Gleichung (B.3) am effizientesten semi-implizit
iiber

(1= AqL,) (F™) = (1+ AnLy) (7™) + Anb (B4)

gelost wird. In der vorliegenden Arbeit wird zur Losung des semi-impliziten Problems
(B.4) der Thomas-Algorithmus fiir tridiagonale Matrizen verwendet (Isaacson und Kel-
ler, 1966), wobei der Pseudo-Zeitschritt An so gewéihlt wird, dass sein Produkt mit dem

grofiten Eigenwert des horizontalen Operatoranteils kleiner als 1 ist. Genauer gesagt gilt

_ i
A= S B + 2 (B )

wobei 7 einen anpassbaren Parameter darstellt. Dariiber hinaus wird eine maximale An-
zahl an Pseudo-Zeitschritten M, d.h. die Anzahl der Iterationen des Vorkonditionierers,
festgelegt. Empirisch durchgefiihrte Testsimulationen zeigten, dass Werte im Bereich von
0.5 <y <08und 2 < M < 10 geeignet sind. Zeigt das vorkonditionierte BiCGStab-
Verfahren ein langsames Konvergenzverhalten, kann eine hohere Effizienz (d.h. eine ra-
schere Konvergenz) durch einen grofer gewédhlten Wert von M (d.h. M > 10) erreicht
werden.

Weiterfithrende Erlduterungen zu iterativen Methoden und deren Konvergenzverhalten
zum Losen linearer Gleichungssysteme sowie Vorkonditionierung findet sich beispielswei-
se in Van der Vorst (2003).



Anhang C

Shapiro Filter

Das Shapiro-Verfahren zur Filterung gitterskaliger Oszillationen wird innerhalb der semi-
impliziten Zeitschrittmethode in zonaler und meridionaler Richtung auf die prognosti-
zierten Dichte- und Geschwindigkeitsfelder angewendet und jeweils nach jedem der drei
Pridiktorschritte (vgl. den expliziten Schritt (2.83) und die beiden impliziten Schritte
(2.82) und (2.86) mit (2.102) - (2.105) in Abschnitt 2.4.5 und 2.4.5) eingebunden. Es

lautet

on — AT Nshapiro—1 . Nshapiro AN

¢i,j,k — Yi4.k + (_1) hap O shapiro (Sx + Sy) P 1,9,k (Cl)
mit den dimensionslosen Operatoren angewendet auf ¢; j x:

Setijr =

Sy@ijk =

(Dim1,jk + Dit14k — 20i k) 5 (C.2)

[ R N

(Dij—1k + Pijr1k — 20i k) - (C.3)

Dabei kennzeichnet gg die gefilterte Variable und ngpapiro = 8 gibt die Ordnung des Fil-
ters an. Ein Shapiro-Filter achter Ordnung dampft alle Komponenten mit Wellenlédngen
kleiner als vier Gitterzellen, filtert jedoch nicht die Wellen mit Wellenldngen groflier als
sechs Gitterzellen (Shapiro, 1975; Lauritzen et al., 2011). Eine Ubersicht und Diskussi-
on iiber die verschiedenen Ordnungen des Verfahrens findet sich aulerdem in Lauritzen
et al. (2011). Ferner gibt der Faktor apapiro die Stirke des Filters an und errechnet sich
iber agpapiro = min(1l, At/Tspapiro). Durch empirisch durchgefiihrte Testlaufe erwies sich

eine variierende Démpfungszeitskala von 7gp,qpiro = 10At als sinnvoll.
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Anhang D

Brechendes Schwerewellenpaket

Es wird die Ausbreitung eines vorgeschriebenen Schwerewellenpakets durch eine ruhende,
isotherme Atmosphére (vgl. Referenzustand Nr. 3 in Abschnitt 3.1.2) mit f = 0 betrach-
tet, welches ausgehend von einer bestimmten Hohe aufwérts propagiert und schliellich
bricht. Anhand des Testfalls soll einerseits die Funktionsweise des in dieser Arbeit ver-
wendeten Shapiro-Filters (Shapiro, 1970) achter Ordnung (vgl. Anhang C) demonstriert
werden, welcher hierbei in zonaler und meridionaler Richtung auf die prognostizierten
Felder (p, p/, v) angewendet wird. Andererseits soll verifiziert werden, dass PincFlow mit
SI in der Lage ist, brechende Schwerewellenpakete zu simulieren!.

Basierend auf Rieper et al. (2013) wird innerhalb eines zweidimensionalen Modellgebiets
der CGroBe (z,z) € [0,80]% km? ein Gauf’sches Schwerewellenpaket mit einer anfinglichen

hohenabhéngigen Wellenamplitude der Form

) N? ((z—zc)2+ (w—mc)2) (D.1)

b(x,z) = a%exp 5,2

gewihlt. Dabei beschreiben a = 0.9 die entdimensionalisierte Wellenamplitude (die Am-
plitude relativ zur Grenze der statischen Instabilitit) und ¢ = 5km die Breite des
Wellenpakets, welches zu Beginn um x,. = 2. = 20 km zentriert ist. Die Wellen besitzen
eine anfingliche horizontale und vertikale Wellenldnge von A, = A, = 4km, Wel-
lenzahlen der Grofie ko = (ko,mo) = (27/ Az, 27/ \5,) sowie die intrinsische Frequenz
b= —Nko/ || ko ||.

Die anfiénglichen Auftriebs-, Exnerdruck- sowie Geschwindigkeitsfelder werden aus den

Polarisationsbeziehungen linearer Schwerewellen berechnet? (vgl. D.51 — D.54), sodass

'Die Beschreibung und Analyse des Testfalls basiert auf Rieper et al. (2013).
2Eine Herleitung der Dispersions- und Polarisationsrelationen der grundlegenden Wellenmoden in
einer Atmosphére in Ruhe ist in Abschnitt D.1 dargestellt.
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Abbildung D.1: Potentielle Temperatur [K] zu den Zeitpunkten ¢ = 0, 10, 20, 30, 40 und
50 min (von links oben nach rechts unten) fiir PincFlow mit SI (ohne Shapiro-Filter). Das
Konturintervall der Isentropen betragt jeweils 50 K.

m()(:)A

u(z, z,tg) = k—omb sin (kox + moz) , (D.2)

w(z, z,tg) = —%IA} sin (kox +moz) , (D.3)

b(x,z,tg) = b cos (kox + mpz), (D.4)
) 1 R

m(x, z,t0) = o @ b sin (kox + moz) (D.5)

kg N2 cyf(2)

gilt (vgl. Rieper et al., 2013). Zur Simulation dieses Testfalls wird die Domé#ne mit
640 x 640 Gitterpunkten diskretisiert und die zeitliche Auflésung errechnet sich tiber
(2.54) mit v = 1/6. Abbildung D.1 zeigt die zeitliche Entwicklung des potentiellen
Temperaturfeldes simuliert mit PincFlow mit SI, jedoch ohne Anwendung des Shapiro-
Filters. Es ist deutlich zu erkennen wie das anfénglich vorgeschriebene Wellenpaket
aufwirts propagiert und dabei steilere Amplituden entwickelt (Rieper et al., 2013). Nach
40 min kann beobachtet werden, wie nicht-lineare Effekte auftreten und das Wellenpaket

schlieBlich bricht®. Durch die Brechung der Wellen werden anschlieBend immer kleine-

3Da der Fokus der Untersuchungen auf numerischen Aspekten des Modells liegt, wird hierbei,
dhnlich wie in Rieper et al. (2013), im Folgenden nicht néher auf die Charakteristiken der Turbulenz
eingegangen.
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Abbildung D.2: Es sind die gleichen Groéfien wie in Abbildung D.1 fiir PincFlow mit SI gezeigt,
jedoch unter Anwendung des Shapiro-Filters.

re rdumliche Skalen erzeugt, bis diese vergleichbar mit der Gréfle der Gitterauflésung
sind (vgl.  nach 50min bzw. 60min). Weiterhin sind in Abbildung D.2 Ergebnisse
von PincFlow mit SI unter Anwendung des implementierten Shapiro-Filters dargestellt.
Insbesondere ist zu beobachten, dass der Zeitpunkt des Wellenbrechens nicht durch den
Shapiro-Filter beeinflusst wird. Ferner lassen die Felder nach 40 min erkennen, wie durch
das implementierte Shapiro-Verfahren die gitterskaligen Oszillationen effektiv gedampft

werden und bestétigen somit dessen Funktionsweise.
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D.1. WELLENMODEN IN EINER ATMOSPHARE MIT VARIABLER DICHTE

D.1 Wellenmoden in einer Atmosphére mit variabler Dich-
te

Ausgangspunkt zur Herleitung der Dispersions- und Polarisationsrelationen der grundle-
genden Wellenmoden in einer ruhenden Atmosphére mit hhenabhingiger Dichte? bilden
die pseudo-inkompressiblen Gleichungen (vgl. 2.13 — 2.16) ohne Heizung und somit kon-

stantem Hintergrundzustand P — P(z), welche auch geschrieben werden konnen als

Dp
% + fe, x u= —¢,0Vrm — ge;, (D.7)
Do
D = 0, (D.8)
V- (pfv) =0, (D.9)
P =p=7p0. (D.10)

Weiterhin wird die Dynamik einer infinitesimal kleinen Abweichung von der zeitun-
abhéngigen, hydrostatischen Referenzatmosphére in Ruhe betrachet, d.h. die Zustand-
variablen werden in einen hohenabhingigen, grofiskaligen Anteil und eine kleinskalige

Abweichung davon zerlegt, sodass

v=vV, (D.11)
p=7(2)+p, (D.12)
7=7(z) + 7, (D.13)
0=0(z)+ ¢, (D.14)
wobei
or
cpeg =—g (D.15)

(vgl. Achatz et al., 2010). Es wird angenommen, dass die Storterme wesentlich kleiner
sind als die Referenzgréfien, welche in einer isothermen Atmosphire (7' = konst., N2 =

konst.) durch die exponentiellen Profile

“Die Ausarbeitung orientiert sich an der theoretischen Beschreibung in Achatz et al. (2010).
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o= () (D.16)
0 = Texp <_Z> (D.17)

definiert sind, wobei H = RT/g und Hy = Hc,/R jeweils die konstante Skalenhshe
der Dichte und die Skalenhthe der potentiellen Temperatur der Referenzatmosphére
bezeichnet. Im néchsten Schritt wird die Zerlegung in das Gleichungssystem (D.6) -
(D.10) eingesetzt und es werden alle nicht-linearen Terme der kleinskaligen Storgrofien

vernachlissigt, woraus sich mit b = b’ = g6’ /0

op'

SV (pv) =0, (D.18)
8V, / 7 / /
a5 + fe, xu' = —,0Vn + Ve, (D.19)
4 0 o
8(% - w’gz =0 gt + N?w' =0, (D.20)
V- (pov') =0, (D.21)
/ /
% - _96 (D.22)

ergibt. Im Anschluss daran wird eine Fourierentwicklung der kleinskaligen Felder durch-

gefiihrt
v/ {/eﬁ
1 o o0 o0 . - »
V= — / dk / di / dw elthatly=wt) bezi : (D.23)
o (2m)2 J—co —00 —00 P TR

wobei die GroBlen z die Fouriertransformierten bezeichnen und k = (k,I,m) sowie w
jeweils die Wellenzahlen und die Wellenfrequenz sind. Einsetzen der Entwicklung in das
Gleichungssystem (D.19) - (D.21) ergibt
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—iwt — [0 = —ike, T, (D.24)
—iwd + fu = —ile,Tpi, (D.25)
A | 1 d\ .
—iwb 4+ N%w =0, (D.27)
R 1 1 d) .
0 =iku +ilv + <H9 —3g dz) w. (D.28)

Da hierbei die Koeffizienten nicht mehr von z abhéngen, kénnen die Gleichungen zusétzlich

einer vertikalen Fouriertransformation unterzogen werden

o> <

1 & ,
= : / dm e"™* , (D.29)
(27‘()5 o0

M o <

>

wobei z die Fourieramplituden bezeichnen, sodass sich die linearisierten pseudo-inkompressiblen

Gleichungen (ohne Heizung) im Fourierraum ergeben

—iwl — [0 = —ike, T, (D.30)
—iwd + fa = —ilc, T, (D.31)
—iwih — b = (1;6 — % — zm) cpT#, (D.32)
—iwb 4+ N2 =0, (D.33)
0= —ika — ild — <1 L im> . (D.34)

Hy 2H

Weiterhin lautet das obige lineare Gleichungssystem in Matrix-Vektor Schreibweise

—iw  —f 0 0 ike, T i 0
[ —iw 0 0 ile, T p 0
0 0 —iw -1 <Hi9 - ﬁ — zm) cpT w|l=101], (D.35)
0 0 N? —iw 0 b 0
ik it (g —im) 0 0 # 0
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dessen Determinante verschwinden muss, um nicht-triviale Losungen zu erhalten. Dies

liefert die balancierte, geostrophische Mode mit der Eigenfrequenz
wg =0 (D.36)
sowie die beiden Schwerewellenmoden

N2k‘2 l2 2m2 L_L2
(W0 S0+ (dr =) (D.37)

2
Wew = ) ) ) 1 1 2 )
k —|—l +m +(ﬁ—ﬁ0>

welche die Frequenz der Schwerewelle mit ihren Wellenzahlen verkniipft und als Disper-
sionsrelation bezeichnet wird. Die Eigenvektoren der geostrophischen Mode erhilt man

nun durch einsetzen von (D.36) in (D.30) - (D.33), woraus sich die Beziehungen

—il

’&/ = 7(}pTﬁ'7 (D38)
i
= %cprr, (D.39)
W =0, (D.40)
b= — i—i—im cp 7 (D.41)
- \#, 2H Pt '

ergeben. Analog kénnen die Schwerewellenmoden berechnet werden. Dazu werden zunéichst

die Gleichungen (D.30) und (D.31) mit Fi4/w?;;; multipliziert, sodass sich durch Um-

formung die Beziehungen

kwsw + il f

0= e, T'7, (D.42
wow — 27 )
l —ikf —

P Lkl B, (D.43)
wow —

sowie aus (D.33) die Beziehung

L WSW 2
w=ism b (D.44)

herleiten lassen und folglich aus der Divergenzbeziehung (D.34) mit (D.44) die Beziehung
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o (i) Gt ) -
Cpl T =1 wgw(k}2—|—l2) w .

1 1 : 2 2
(m— ﬁﬂm) (Wi — f7),
— D) b (D.46)

ergibt. Des Weiteren fithrt das Einsetzen von (D.45) in (D.42) und (D.43) auf

(4 — ok +im) (hwsw +ilf)

P VLT b, (D.47)
TR —
0= N2(k2 + 12) ' (D-48)

Die Gleichungen (D.47), (D.48), (D.44) und (D.45) werden auch als Polarisationsbezie-
hungen bezeichnet und beschreiben die Amplitudenbeziehungen zwischen den verschie-
denen dynamischen Wellenfeldern. Zuletzt wird noch der hiufig auftretende Spezialfall
von Schwerewellen mit ausreichend groflen vertikalen Wellenzahlen betrachtet, so dass

1 1
|m|>>ﬁ und |m|>>F0 (D.49)

gilt, und folglich die Dispersionsrelation sowie die Polarisationsbeziehungen fiir Schwe-

rewellen durch

s NA(R*+1P)+ fPm?

Wsw = B 2imE (D.50)
und
i - 220, (0.51)
b= ijg;”&fglg];f >13, (D.52)
W = z“%vb (D.53)
e Th = —WA (D.54)

approximiert werden kénnen.



Anhang E

Idealisierte barokline

Lebenszyklen mit Limiterfunktion

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse des Modelllaufs zum Anwendungstestfall
idealisierter barokliner Lebenszyklen unter Anwendung einer Limiterfunktion innerhalb
des Advektionsschemas skizziert. Es wird die gleiche Modellkonfiguration wie in Ab-
schnitt 4.2 gewéhlt, jedoch inkl. der Limiterfunktion (2.118), halber Spongestirke aq, =
0.5 und Tgpapiro = const. = 1.5h (vgl. Held und Suarez, 1994). Auch wenn die zeitli-
che Entwicklung der grofiskaligen, baroklinen Wellen in der Troposphére sehr dhnliche
Strukturen aufweisen (nicht gezeigt) und allgemein in der Hohe glattere Strukturen als
in einer entsprechenden Rechnung ohne Limiterfunktion zu erkennen sind, entwickeln
sich (vorallem auf der siidlichen Hemisphére) unterhalb der Schwammschicht sehr hohe
Windgeschwindigkeiten! (vgl. Abbildung E.1). Uber den Ausléser dieser (wahrscheinlich
unphysikalischen Storung) kann derzeit lediglich spekuliert werden. Eine mogliche Ur-
sache konnte eine Symmetriebrechung, moglicherweise durch eine Ungenauigkeit bei der

Implementierung des Limiters im Modell, sein.

!Die Anwendung unterschiedlicher Limiterfunktionen ergab dhnliche Ergebnisse (nicht gezeigt).
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Abbildung E.1: Es sind die gleichen Grofien wie in Abbildung 4.1 an Tag 20 um 00:00UTC
fiir den Anwendungstestfall idealisierter barokliner Lebenszyklen mit Limiterfunktion ge-
zeigt, jedoch kennzeichnen die schwarze Konturen zonale Windgeschwindigkeiten zwischen
[~417.86,156.15] m s~! mit einem Konturintervall von 20ms~!. Negative Werte sind durch
gestrichelte Linien gekennzeichnet.
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