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1 Einleitung

Random split trees mit beschranktem Verzweigungsgrad wurden vor allem in [2] von
Luc Devroye untersucht. Allerdings sind auch random split trees mit unbeschranktem
Verzweigungsgrad niitzlich, wie Svante Janson in [1] aufzeigte. In dieser Arbeit wird daher
das Modell der random split trees mit unbeschréanktem Verzweigungsgrad aufbauend auf

beiden genannten Quellen genauer untersucht.

Definition 1 (random split trees).

Gegeben seien b € NTU{oo} und ein zufdlliger b-dimensionaler Wahrscheinlichkeitsvektor
S (also S = (S;)"_, € [0,1]" fir zuféllige S;, sodass X0_, S; = 1). S heifit der Split-Vektor-.
Set T der unendliche Baum mit Wurzel w, bei dem jeder Knoten genau b Kinder hat. Hier-
bei seien die Kinder jedes Knotens geordnet, sodass man fir jedes i € [b] vom i-ten Kind
eines Knoten reden kann. Ferner seien (S”)UGV(T) unabhdngige Kopien von S.

Zundchst betrachten wir alle Knoten von T als leer.

Nun werden die Knoten durch folgenden Prozess gefiillt:

1. Die Wurzel w wird gefiillt.

2. Der ndchste zu fiillende Knoten wird induktiv wie folgt bestimmit:

2.1 Setze v = w.

2.2 Solange v gefillt ist, ziehe ein zufdilliges Kind u von v, wobet das i-te Kind von v die
Wahrscheinlichkeit S habe gezogen zu werden, und setze v = u.

2.8 v wird gefillt (die Reihenfolge der gefiillten Knoten ist wichtig).

Nun ist der random split tree (T),), cn+ die Folge an Biumen, bei der fiir jedes n € Nt der

Baum T,, genau der von den ersten n gefillten Knoten induzierte Teilbaum von T ist.

Anmerkung 1.

1. In dieser Arbeit wird Ny verwendet, wenn betont werden soll, dass die 0 mit einge-
schlossen ist, NT, wenn betont werden soll, dass die 0 nicht mit eingeschlossen ist, und
N, wenn dies egal ist.

2. Wie auch in anderer Literatur ublich sei [n] eine Kurzschreibweise fir die Menge der

ersten n natirlichen Zahlen. Formal sei dies wie folgt definiert:
[n] ::{m€N+:m§n}

Insbesondere sei also [oo] :== NT.

Anmerkung 2.

Beliebiges (auch zufilliges und von S abhdngiges!) Permutieren der Eintrage des Split-
Vektors S fiihrt zu einem identisch verteilten random split tree, wenn man die Kinder
entweder ungeordnet betrachtet oder in Reihenfolge ihres Erscheinens neu sortiert, da in

diesem Fall die Reihenfolge der Komponenten von S keine Rolle spielt.



Ferner wird das Modell der random split trees mit folgendem Modell verglichen werden:

Definition 2 (preferential attachement trees).

Gegeben seien Gewichte (wk)keN0 mit wy, € RS fiir alle k € Ny und wo > 0.

Dann entsteht der preferential attachment tree (By,), o+ induktiv:

By ist der Baum, der nur aus der Wurzel besteht.

Gegeben B, entsteht B,.1 indem ein zufdlliger Knoten v € V(B,) ausgewdhlt und ein
never Knoten an v als Kind angehdangt wird. Die Wahrscheinlichkeit einen bestimmten
Knotenv € V(B,,) zu wdhlen ist hierbei proportional zu wq, wobei d(v) der Ausgangsgrad

(also die Anzahl Kinder) von v in B, ist.

Anmerkung 3.

1. Nach Konstruktion gilt fir alle n € Nt dass B, C Bpy1 und T,y C Tyyq-

2. Fir die Gewichte (wy),cy, des preferential attachement trees gilt, dass eine lineare
Skalierung dieser mit einer festen positiven Konstante zu einem identisch verteiltem pre-
ferential attachment tree fiihrt, da die Gewichte nur proportional betrachtet werden.

3. Per Konstruktion ist der preferential attachement tree ein Markov-Prozess, da es zu

jedem Zeitpunkt nur relevant ist, wie der Baum gerade aussieht.

1.1 Hintergrund

In [2] fihrte Luc Devroye random split trees fiir b € Nt (also mit beschranktem Verzwei-

gungsgrad) ein, wobei er hierbei ein allgemeineres Modell aufbaute, welches allerdings tiber

den Umfang dieser Arbeit hinausgehen wiirde, und untersuchte die Verteilung der Tiefe

D,, des n-ten hinzugefiigten Knotens. Hierbei wies er in [2, Theorem 2] nach, dass fiir eine
D, _P 1

groBenverzerrte zufillige Wahl W aus den Komponenten von S gilt, dass ) o2 ]

sofern W °< 1. Zusitzlich wies er auch nach, dass D,, in diesem Fall mit entsprechender

Skalierung in Verteilung gegen eine Standard-Normalverteilung konvergiert.

In [I, Theorem 1.5] wies Svante Janson nach, dass preferential attachement trees, bei
denen wy, eine affin lineare Funktion in k ist (mit leichten Einschrankungen an die Para-
meter), genauso verteilt sind wie passende random split trees, wenn man die Reihenfolge
der Kinder ignoriert oder in der Reihenfolge des Erscheinens neu sortiert. Hierfiir ist es
allerdings nétig auch den Wert b = oo (also einen unbeschrinkten Verzweigungsgrad)

zuzulassen.



1.2 Inhalt der Arbeit

Folgendes Theorem ist eine dquivalente Ubersetzung und Umformulierung des von Svante

Janson in [I] gezeigten Theorems 1.5:

Theorem 1.

Seien o € R und € R, sodass entweder a > 0 oder ac-n+ 3 =0 fiir ein n € Nx,.

Sei (By,),en+ der preferential attachment tree mit wy, = (a - k4 ) V 0 fiir jedes k € Ny.
Sei (T,),en+ der random split tree mit b = oo und GEM(ﬁ, ﬁ) -verteiltem S (siehe
Definition @

Dann sind (By,),cn+ und (Ty,),cn+ identisch verteilt, wenn man die Kinder jeweils nach

der Rethenfolge des Erscheinens ordnet.

Anmerkung 4.
Wie auch in anderer Literatur tiblich, gilt folgende Notation fiir a,b € R:

a Vb :=max(a,b); a A'b:=min(a,b)

Anmerkung 5.

In [1] enthalt Theorem 1.5 noch folgende Aussagen:

1. Statt der GEM(C%B, J%ﬂ)-Verteilung, lasst sich auch die PD (CXO‘TB, C%@)-Verteilung
nutzen (siehe Definition[7).

2. Statt die Kinder nach der Reihenfolge des Erscheinens zu ordnen, kann man auch un-
geordnete Bdume betrachten.

Allerdings ist beides eine direkte Folgerung aus dieser Formulierung, da 1. nur eine Per-
mutation der Komponenten von S darstellt (vergleiche Anmerkung@ und 2. das Ergebnis
einer determinierten messbaren Abbildung von dem Raum der geordneten Bdume in den

Raum der ungeordneten Bdaume ist.

Ferner wird analog zu [1] der Fall o + [ = 0 bewusst weggelassen, da in diesem Fall

beide Baume determinierte Pfade der Linge n sind. Somit wird nur o+ 8 > 0 betrachtet.

In dieser Arbeit wird der Beweis aus [I] von Svante Janson fiir Theorem [1| aufgearbeitet.
Hierfiir wird das folgende Lemma benétigt, fiir welches im Gegensatz zur urspriinglich
eingereichten Arbeit ein kurzer Beweis vorgelegt wird, welcher von Professor Anton Wa-
kolbinger bei der Lektiire des urspriinglichen Beweises entdeckt wurde (fiir die Notation
siehe Definition [8):

Lemma 1.
Gegeben sei eine Polya(©,,0,)-Urne.
Dann existiert eine Beta(©,,0y)-verteilte Zufallsvariable Ry, sodass R, 7%0 R...



Ferner wird folgendes Theorem, welches eine Erweiterung von [2, Theorem 2] auf den Fall

b = oo ist, bewiesen:

Theorem 2.

Gegeben sei ein random split tree (1)), .+ mit b € NTU{oo} und Split-Vektor S. Sei D,
die Tiefe (also der Abstand zur Wurzel) des n-ten eingefiigten Knotens.

Sei W die grifenverzerrte Wahl aus S (also P (W = z|S) = X icpp).5,2a Si)-

Sei ferner E [ln2(W)} < 00 und

p:=—E[In(W)] > 0; o :=4/Var (In(I¥)) > 0.

Dann gilt:

Dn __In(n)
Tl T e £ N(0,1)

ln(n) n—o0
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Anmerkung 6.
Da die Notation sonst in einem spdteren Kapitel missverstindlich sein wirde, wird in

dieser Arbeit folgende Notation fiir Potenzen von Logarithmen verwendet:

In“(z) := (In(x))*

Insbesondere ist mit In~' () nicht die Umkehrfunktion, sondern ﬁ gemeint.

Anmerkung 7.

Dy _Po1 enthalten, welche allerdings

In [2, Theorem 2] ist zusdtzlich noch die Aussage e 2

von der obigen Formulierung bereits impliziert wird, da o h;f—?) € o(In(n)).

Anmerkung 8.

Die Bedingung o > 0 ist dquivalent dazu, dass W nicht Dirac-verteilt ist. W ist genau
dann Dirac-verteilt, wenn es ein k € Nt gibt, sodass S f.s. genau k nicht-0-Eintrige
hat, die alle mit % tbereinstimmen. Dies entspricht allerdings einem einfacheren Modell,
welches fir den Fall k = 2 in [6] unter dem Namen random symmetric digital search trees
untersucht wird. (Fir k > 2 sind hierbei dhnliche Resultate wie fiir k = 2 zu erwarten.)
Ferner ist die Bedingung p > 0 dquivalent dazu, dass P(W =1) < 1. Dies impliziert
insbesondere E[W] < 1, was spdter bendtigt wird.

Insbesondere impliziert o > 0 also p > 0.

Anmerkung 9.
Die Bedingung & [an(W)} < o0 ist offensichtlich nétig, damit p und o uberhaupt definiert
sind. Dies verlangt also, dass die Schwanzverteilung von W' Richtung 0 hinreichend schnell

abfillt.



Auf Grund von Anmerkung [0 wird zusatzlich noch folgendes Lemma gezeigt:

Lemma 2.
Sei W die groffienverzerrte Wahl aus einem GEM-verteiltem Wahrscheinlichkeitsvektor P.
Dann erfillt W die in Anmerkung[9 erwihnte Eigenschaft:

E [In*(W)] < oo

Theorem [T] und [2 implizieren zusammen mit Lemma [2] insbesondere, dass auch ein prefe-
rential attachment tree mit den in Theorem |1 gewéhlten Gewichten wy = (av- k + ) V 0
die in Theorem [2] beschriebene Eigenschaft beziiglich der Tiefe der neu hinzugefiigten
Knoten erfiillt. Dies ist allerdings wie in [I, Kapitel 5] erwdhnt eine bereits bekannte Aus-

sage.

Der Beweis von Lemma [2] fithrt auf natiirliche Weise zu folgendem Resultat:

Lemma 3.

Seien 0 < a <1 und a+ [ >0, dann gilt:

iﬁ a-j+8 1+8

SHioiejtf+l 1-a

Da dem Autor sonst nur ein nicht intuitiver Beweis dieser Aussage tiber die hypergeo-
metrische Funktion bekannt ist (was aufgrund der elementaren Struktur der Aussage

tiberrascht), erscheint diese von eigenstédndigem Interesse.



2 Definitionen

In diesem Kapitel werden Definitionen und Notationen aufgelistet, die im Laufe dieser
Arbeit haufiger gebraucht werden, wobei Notationen, die speziell fiir einzelne Beweise
verwendet werden, erst am Beginn der jeweiligen Unterkapitel eingefithrt werden, um den

Uberblick zu erleichtern.

Definition 3 (7).
Sei T ein gewurzelter Baum und v € V(T'). Dann ist T der Baum mit Wurzel v, welcher

aus v und allen Nachfahren von v in T besteht.

2.1 Die verwendeten Verteilungen

Definition 4 (Gamma-Verteilung).

Gegeben seien o > 0,3 > 0.

Falls a« > 0, dann ist die Gamma («, [3)-Verteilung die reellwertige Verteilung, welche
folgende Dichte hat:

f(x) = (@) xa_le_ﬂz]l{:wo}

Sonst (a =0) ist die Gamma («, B)-Verteilung die dy- Verteilung.

Anmerkung 10.
Die Gamma-Verteilung ist eine Verallgemeinerung der Fxponential-Verteilung, weil die
Summe von n unabhdngigen Exponential(\)-verteilten Zufallsvariablen Gamma (n, \)-

verteilt ist.

Definition 5 (Beta-Verteilung).
Gegeben seien o, f > 0 mit a+ 3 > 0. Seien ferner X1, Xo unabhdngige Zufallsvariablen,
wobei X1 Gamma (o, 1)-verteilt und Xo Gamma (8, 1)-verteilt se.

Dann ist die Beta(a, 8)-Verteilung die [0, 1]-wertige Verteilung von.:

XN
X, + X,

Anmerkung 11.
Statt Gamma (o, 1)- und Gamma (3, 1)-verteilten Zufallsvariablen, kann man bekanntlich
auch Gamma (o, 7)- und Gamma (B, ~)-verteilte Zufallsvariablen fir beliebiges v > 0 nut-

zen ohne etwas an der definierten Verteilung zu dndern.

Definition 6 (GEM-Verteilung).

Gegeben seien «, B € R, die die folgenden drei Eigenschaften erfillen:

1.)a<1 2.)a+5>0 3.)a>0 odera-n+ =0 fir einneNT,

Seien ferner (Zj);il unabhdngige Zufallsvariablen, sodass fir jedes j € N die Zufallsva-
riable Z; Beta(1 — o, (o - j + ) V 0)-verteilt ist.
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Dann ist die GEM («, 3)-Verteilung die Verteilung des folgenden zufilligen Wahrschein-
lichkeitsvektors:
i—1
P=(P)2, mit P,:=2-[][(1-2)
j=1
Definition 7 (PD-Verteilung).
Gegeben seien o, B € R, die die folgenden drei Figenschaften erfiillen:
1.)a<1 2)a+ >0 3.)a>0 oder a-n+ =0 fir einn € N*,
Sei ferner P = (P,)?2, GEM («, B)-verteilt und P der zufillige Wahrscheinlichkeitsvektor,
den man erhdlt, wenn man die (P;);°, der Grifie nach absteigend sortiert.
Dann ist die PD (., B)-Verteilung die Verteilung von P.

2.2 Polya-Urne

Die Polya-Urne ist ein wichtiges Modell in der Stochastik. Das elementare Modell startet
mit einer Urne in der sich eine einzelne rote und eine einzelne blaue Kugel befinden. Nun
wird nacheinander eine rein zufillige Kugel aus der Urne gezogen und diese zusammen
mit einer Kugel der identischen Farbe wieder in die Urne gelegt.

Anschaulich kann man sich dies durch folgendes Beispiel vorstellen:

Bei einer Sportart gibt es das rote und das blaue Team. Angenommen ein neuer Fan
wird immer durch einen bestehenden Fan angeworben und wird dann Fan der gleichen
Mannschaft. Wenn jetzt jede Mannschaft mit genau einem Fan startet, dann lésst sich die

Entwicklung der Anzahl an Fans beider Mannschaften durch eine Polya-Urne modellieren.

Fiir diese Arbeit wird aber ein allgemeineres Modell der Polya-Urne benotigt:

Definition 8 (Polya-Urne mit reellen Parametern).
Gegeben seien ©,,0, > 0, dann ist die Polya(©,,0,)-Urne der folgende stochastische

Prozess:

. _ 6y
e Roi= 5%

e [; sei Be(Ry)-verteilt.

o Gegeben I bis I, sei R, := @é:rZT;j:?f und 1,11 sei Be(R,)-verteilt.

Anmerkung 12.

Hierbei kann man sich R, als den relativen Anteil der roten Kugeln in der Urne nach
n-Zigen vorstellen, wihrend I,, die Indikatorvariable ist, ob im n-ten Zug eine rote Kugel
hinzugefiigt wurde. Allerdings startet man micht mehr unbedingt mit einer ganzzahligen

Anzahl an Kugeln.



3 Intuition und Ideen der Beweise

In diesem Kapitel werden die Ideen hinter den in dieser Arbeit vollzogenen Beweisen
dargelegt, um eine leichtere Nachvollziehbarkeit dieser zu ermoglichen. Dazu wird hier die
Reihenfolge der Argumente allerdings von der Reihenfolge der Argumente, wie sie in den

Beweisen in Kapitel [5| vorkommen, abweichen.

3.1 Idee hinter Lemma [1]

Die Idee dieses kiirzeren Beweises ist die Aussage von hinten aufzurollen:

Wir starten mit einer Beta (©,, ©;)-verteilten Zufallsvariable R.,. Ferner seien (U,), o+
unabhéngig uniform auf [0, 1] verteilte Zufallsvariablen.

Dann lésst sich zeigen, dass es sich mit I, := 1jy,<g.} um eine Polya(©,,O;)-Urne

handelt und auf Grund des Starken Gesetzes der groflen Zahlen R, 7L—SO>O R.

3.2 Idee hinter Theorem [1]

Um Theorem [I] zu zeigen, ist es praktisch den Entstehungsprozess des preferential at-
tachment trees umzuformulieren, um eine grofere Ahnlichkeit zum random split tree zu
schaffen. Sei hierfur V,,;; der Knoten aus V (B,), an den der (n + 1)-te Knoten im pre-
ferential attachment tree angehéngt wird (fiir n > 1, da die Wurzel als erster Knoten
keinem Knoten angehéngt wird).

Ferner wollen wir nun iterativ die Ereignisse {V,,4; € V (BY)} und {V,,;+; = v} fiir einige

der v € V (B,,) betrachten. Hierfiir sind folgende Voriiberlegungen wichtig:

Anmerkung 13.

1. Sei u die Wurzel von B,,. Dann ist {V,11 € V(B!)} = {Voy1 € V (B,)} das sichere
Ereignis.

2. Seiv € V (B,,) beliebig und seien (vi)?ivl) die Kinder vonv. Dann gilt {V,,+1 € V (BY)} =
Vi =0} U UL (Vi € V (B2}

Dies ermoglicht es die Wahl von V,,;; dhnlich wie beim random split tree auf folgende
Weise durchzufiihren:

1. Sei v := u (wie oben sei u die Wurzel von B,,).

2. Seien wieder (vi)?ivl) die Kinder von v. Entscheide nun, ob das Ereignis {V,+1 = v}
eintritt (mit passender Wahrscheinlichkeit). Wenn dies nicht eintritt, entscheide fir wel-
ches i € [d(v)] das Ereignis {V,, .1 € V (BY)} eintritt. (Dies kénnen wir auf Grund von
Anmerkung [13| so machen.)

3. Falls V,,.1 = v, so wurde V,,,; festgelegt und man ist hiermit fertig. Sonst sei ¢ so

gewéhlt, dass V.1 € V (BY), und es werde zu 2. gesprungen mit v := v;.



In Lemma [20] wird dies aufgegriffen und nachgewiesen, dass der preferential attachment
tree in dieser Betrachtungsweise nicht nur dem random split tree dhnelt, sondern im Fall

von Theorem [I| sogar wie einer verteilt ist.

Da sich zuséatzlich noch zeigen lasst, dass die relativen Gréflen der an der Wurzel hangen-
den Teilbdume in Verteilung gegen eine GEM-Verteilung konvergieren, lasst sich folgern,
dass der entsprechende Splitvektor hochstens eine (zuféllige) Permutation eines GEM-
verteilten Splitvektors ist, was mit Hilfe von Anmerkung [2] Theorem [I] liefert.

3.3 1Idee hinter Theorem 2|

Um D, 1 zu untersuchen, ist es zunachst wichtig folgende Idee zu verstehen:

In jedem Schritt, in dem ein Kind anhand des Splitvektors ausgewéhlt wird, findet eine
von den anderen Wahlen unabhéngige groflenverzerrte Wahl aus den Komponenten des
Splitvektors statt (bzw. aus der unabhéngigen Kopie von diesem fiir den entsprechenden
Knoten). Die Grofle dieser gewéhlten Komponente ist folglich eine unabhéngige Kopie von
W (entsprechend bezeichne Wy die Grofie der gewéhlten Komponente in Tiefe d — 1).
Hierbei stellen wir uns fiir jeden hinzugefiigten Knoten eine unendlich lange Folge von
Komponenten vor, die nach dem selben Schema wie beim random split tree gewahlt wer-
den, als wéren alle Knoten bereits gefiillt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass (gegeben W) ein anderer Durchlauf, der bis zu dem selben
Knoten gekommen ist, genau diese Komponente auch auswéhlt, ist per Definition des
random split trees genau die Grofle W, dieser Komponente.

Folglich ist (gegeben (W;)?_,) die Anzahl der Durchléufe unter den ersten n Durchlaufen,
die bis zur Tiefe d mit dem n + 1-sten Durchlauf iibereinstimmen, binomial-verteilt mit
p = [1%, W; (die verschiedenen Wahlen geschehen unabhéngig voneinander).

Nun sucht man nach der Tiefe, in der es keinen vorherigen Durchlauf mehr gibt, der bis
zu dieser Tiefe tibereinstimmte. (Hierbei muss man allerdings aufpassen, dass der erste
Durchlauf, der bei einem bestimmten Knoten ankommt, diesen fiillt, und dieser Durchlauf
somit eigentlich nicht weiter lduft. Allerdings lasst sich zeigen, dass dies vernachlassigbar
ist.)

Die Idee des Beweises besteht nun darin [, W; bzw. eigentlich 3%, In(W;) mit Hilfe
des Zentralen Grenzwertsatzes genauer zu untersuchen und zu analysieren, wann diese
Summe einen bestimmten Wert erreicht (also das Produkt hinreichend klein wird). Es
lasst sich dann feststellen, dass D, im Grenzwert fiir n — oo f.s. grofer ist als die Tiefe,
in der Hf-lzl W; den Wert % unterschreitet, aber auf der anderen Seite f.s. kleiner ist
als die Tiefe, in der [T, W; den Wert % unterschreitet. Da sich sogar nachweisen
lasst, dass diese beiden Unterschreitungstiefen die gewtinschte Eigenschaft haben, folgt so

Theorem P21

10



3.4 1Idee hinter Lemma [3

Der Trick hier ist es E[3°, P] fir GEM (a, §)-verteiltes P = (P;);2, zu berechnen.

Hierbei kann man zum einen mit ein wenig Rechenaufwand folgendes nachweisen:

oo 1—1 Oé,]‘i‘ﬂ
Ta-j+B+1

55

i=1j=
Zum anderen ist aber auch > ;2 F; Loy per Definition. Somit gilt insbesondere:

oco 1—1 05]_'_6
o a-j+6+1

i=1j=

Lemma |3| folgt dann direkt durch Multiplizieren beider Seiten der Gleichung mit 1+6

3.5 Idee hinter Lemma 2|

Die erste entscheidende Idee ist es hier, dass man fir GEM («, §)-verteiltes P = (F;);-,
mit Hilfe der Turm-Eigenschaft E [ln2(W)] Yy 2 E {Pi ln2(Pi)} umformen kann.

Ferner ldsst sich zeigen, dass sich x1In®(z) auf [0,1] fiir alle ¢ > 0 nach oben gegen ein
festes Vielfaches von x1~¢ abschitzen lasst, da 2@ fiip 2 — 0 gegen 0 geht.
Abschliefilend lasst sich E [111 (W)} <E [(P ) 6} < oo mit Hilfe von Lemma [3| nachrech-

nen, was bereits Lemma [2] impliziert.

11



4 Verwendete Aussagen

In diesem Kapitel werden allgemein bekannte Aussagen aufgelistet, die in dieser Arbeit

verwendet werden. Mit Namen bekannte Aussagen werden dabei nicht bewiesen:

Lemma 4 (Lemma von Borel-Cantelli).

Sei (Ay),ey eine Folge von Ereignissen, dann gilt:

ZP(AR)<OO=>Z]lAnf.<S.OO (1)

neN neN

Sind die Ereignisse zusdtzlich noch wenigstens paarweise unabhdngig, dann gilt zusatzlich:

S P(A) =c0= S 14 o (2)
neN neN

Lemma 5 (de Finetti’s Theorem).

Sei (Xy),en eine austauschbare reellwertige borelmessbare Folge von Zufallsvariablen.

Dann existiert eine Zufallsvariable Y, sodass (X,), oy gegeben Y f.s. w.i.v. ist.

Anmerkung 14.
Unter ,(X,)

ment vorstellen:

nen gegeben'Y fis. w.i.v. kann man sich folgendes zweistufiges Zufallsexperi-
1. Zuerst werde Y gezogen. Sei also' Y =y.

2. Danach werden Zufallsvariablen (Xn) . unabhdngig voneinander anhand der f.s. ein-
deutigen Verteilung X1|Y =y gezogen.

Dann sind die Folgen (Xy), oy und (X">neN identisch verteilt.

Lemma 6 (Starkes Gesetz der groen Zahlen).
Sei (X;),en eine Folge u.i.v. Zufallsvariablen mit E[|X,]] < oo, dann gilt:

?7 )Q S.
Lisi X foy iy

n n—oo

Anmerkung 15.
Fliir (X;),en gegeben Y f.s. w.iv. (statt (X;),.y w.i.v.) gilt analog:

@7 )Q .S.
Lei=1 f_> E[X1|Y]
n n—oo

Lemma 7.

Gegeben sei ein random split tree mit Splitvektor S = (Sj)?zl. Sei T7 der Teilbaum von
T, der aus dem j-ten Kind der Wurzel und allen seinen Nachfahren besteht.

Sei Vj,, der relative Anteil der Knoten in T7 an den ersten n gefillten Knoten.

Dann gilt:



Bewess.

Betrachte A;,, := {Der n-te gefiillte Knoten liegt in 77}. Dann gilt V},, = %ILAV und
ferner 14,, = 0 (die Wurzel wird als erstes gefiillt) sowie, dass die 14, , fiir n > 2 gegeben
S unabhéngig und Be(S;)-verteilt sind. Folglich ldsst sich das Starke Gesetz der grofien
Zahlen anwenden (E HHAJG"H <1, E []lA].’n|S} =9;):
Vi o— zT’L:l ]]‘Aj,i _ Z:‘L:Z ]lAj,i _ n—1 . 2?12 ]lAjyi f_5>
Jn

n n n n—1 n-ooo

1-5;,=5,

Lemma 8 (Zentraler Grenzwertsatz).

Sei (X;);2, eine Folge von w.i.v. Zufallsvariablen mit E [X7] < co. Dann gilt:

P Xi—n-E[X
s X BRG] o) g
n-Var(X;) "%

Lemma 9 (Markov-Ungleichung).
Sei X >0 eine ZV mit E[X] <1 < oo und € > 0, dann gilt:

E[X]

P(X >¢) < <

o | =~

Lemma 10 (Chebyshev-Ungleichung).
Sei X eine ZV mit E[|X|*] < oo, Var(X) <1 < oo und € > 0, dann gilt:

< Var(X)

[
< —

P(X —ElX]| 22 < 2 <

Lemma 11 (Turm-Eigenschaft).
Seien X,Y Zufallsvariable mit E[|X|] < oo, dann gilt:

E[X] = E [E[X|Y]

Lemma 12 (Regel von de L’Hospital).
Sei ¢ € R. Seien ferner f,g differenzierbare Funktionen von (c,c + ¢) nach R fir ein

e > 0. Wenn nun zusdtzlich lim,. (f(z)) = lim,. (g(x)) € {—00,0, 00}, dann gilt:

lim (f(x)) = lim <f’(x)>
W \g@) " g

Sofern die rechte Seite wohldefiniert ist.

13



Lemma 13 (Dichte der Beta-Verteilung).
Seien o, 5 > 0, dann hat die Beta(a, 3)-Verteilung folgende Dichte:

a—1 1 — ,371]1 .
B(O&,ﬁ)x ( x) {z€(0,1)}

Wobei B(w, B) = % = Jren (1~ z)?~Ydx die Beta-Funktion ist.

Lemma 14.
Sei X Beta (v, B)-verteilt mit o, 3, ¢ > 0, dann gilt:

. _Blated) Tlatd-Tlats)
1 E[X] = B(a,8) T(a) T(atB+o)
o Bla,f+c¢) T(B+c)-T(a+p)
2.E[(1-X)] = B(a,f) T@B) T(a+B+c)
Beweis.
1
1 E [Xc] _ /Ie(o . ch(a 6)xa—1(1 — $)5—1d$
1 atc— -
= B0 fea )
Bm+0)_}%ﬁ%§
B(Oé,ﬁ) T I'(a)T(B)

T'(a+B)
_T(a+o)-T(a+p)
['(a) T'(a+5+c)

2 E[1-x)]= [ IR L o1 = 2

B(a, B)
B( 1 5 / )xa—l(l _ :E)B+c_1d$
BWﬁ+d:‘%%%?
B(a, ) g
T (B+c) T(a+p)
T'(B) - T(a+p+c)

14



5 Beweise

5.1 Beweis von Lemma [1]

Fiir dieses Unterkapitel gelten die folgenden Notationen:

e Wie in Definition [§| sei ©,., ©; > 0.

R, sei Beta (O, ©y)-verteilt.

Seien (Uy,),,cn+ unabhangig uniform auf [0, 1] verteilt.

Sei I, == 1y, <p.y fur alle n € N*.

. . oL . o ®T+ZZL:1 Iz L 67‘
Wie in Definition 8fsei Ry, := 5= und Ry := 5775

Lemma 15.
R gegeben Iy bis I, ist Beta (O, + > | I;, O, +n — X1, I;)-verteilt.

Beweis.

Die bedingte Dichte von R, gegeben I bis I, lasst sich wie folgt berechnen (fiir z € (0,1)):

B(e}»,eb)m@“l(l — ) i (1 — )ik

Jye) Myer—l(l — y)®—1. yzi=1li (1— y)”*zm iy
PO A (1 )P T L
ny(OJ) y@T+Zi=1 I; 71<1 . y>@b+n72i:1 I, 71dy
$@T+Z?=l I 71(1 _ x)@b+n—zzl=1 I —1

B(©, + X7 1i, Oy +n = 30)

Nach Lemma [13ist dies die Dichte der Beta (©, + Y1, ;, 0, +n — >, I;)-Verteilung.
U

Beweis von Lemma [1
L1 = 1y, <r..y gegeben I bis I, ist per Definition Bernoulli-verteilt. Ferner lasst sich

der Parameter mit Lemma [15| folgendermaflen nachrechnen:

o 97" + Z?:l Iz o

P(Liall, . 1) = B[l crapl i, 1] = B[Rl Iy, .. 1] = 6 6 tn

Folglich handelt es sich bei der obigen Konstruktion um eine Polya-Urne.

Ferner folgt aus dem Starken Gesetzt der groflen Zahlen direkt, dass R, Ti}—sgo R.. O

15



5.2 Beweis von Theorem

Fiir dieses Unterkapitel seien immer die Voraussetzungen aus Theorem [1| ohne explizite
Nennung gegeben.

Ferner gelten folgende Notationen:

« Sei V,,41 der Knoten aus V' (B,,), an den der (n + 1)-te Knoten angehangt wird (fur

n > 1, da die Wurzel als erster Knoten keinem Knoten angehéngt wird).
 Sei u die Wurzel von B, (stimmt fiir alle n iiberein).
e Sei K, :=d(u) die Anzahl der Kinder von v in B,,.

» Seien (vi)fi"l die Kinder von u in B,, in Reihenfolge ihres Erscheinens (die v; brauchen

n nicht als Index, da sie fiir alle n, fir die K,, > i ist, iibereinstimmen).
+ Das Gewicht einer Knotenmenge K C V' (B,,) sei w(K) := > ,cx w(v) 1= X e i Wa(v)-
« Das Gewicht eines Teilbaumes T' C B, sei w(T) := w (V(T)) = Xyev () Waw)-

Anmerkung 16.

1. Wie anfangs bereits erwdhnt, ist d(v) der Ausgangsgrad von v, also die Anzahl seiner
Kinder (in B, ). Da aus dem Kontext immer klar ist, auf welchen Baum sich d(v) bezieht,
wird zur Ubersichtlichkeit auf eine genauere Notation verzichtet.

2. Die Wahrscheinlichkeit, dass von B,, nach B,y der neue Knoten an einen Knoten aus

K C V (B,) angehingt wird, ist auf Grund der zu wq,) proportionalen Wahrscheinlichkeit
w(K)
w(Bn)

bei der Auswahl des Knotens genau

Lemma 16.
Setv eV (B,).
Dann gelten gegeben B,, folgende Gleichungen:

w(B,) = (a+p) n—a

w(By) = (a+p)- [V (B, —a

) _(@+8)- V(B -«
P(Viy €V (By)|Bn) = (a+pB) - n—a

Beweis.
B, hat genau n Knoten. Folglich ist 3¢y (p,)d(v) = n — 1, da auler der Wurzel jeder

Knoten Kind genau eines anderen Knotens ist. Somit lasst sich nachrechnen:

w(By) = Y wiw = Y, (a-d)+p) Za'( > d(v)>+n'5

veV(Bn) veV (Bn) vV (Bn)

= a-n—-1)+pn = (a+p) n—«

16



Analog folgt die zweite Aussage, da per Definition B} selbst ein (Teil-)Baum ist und genau
|V (B?)| Knoten hat.
Die letzte Aussage ergibt sich nun wie folgt aus Anmerkung [I6}

w(By) _ (a+p)- V(B -«

P (Vi € V(B))|Bn) = w (By) - (a+p) n—a«

Lemma 17.

f.s. oo fallsa >0
K, —
oo —g falls a < 0

Beweis.
Zunachst lasst sich festhalten, dass K, realisierungsweise monoton wachsend ist und so-

mit realisierungsweise der Limes existiert.

Fall 1: « > 0
Dann gilt analog zu Lemma, [16}
w(u) a-K,+f a-0+p B

1
PV =ulb) = By " avp n—a-@iBn_ @+h n

Dies bedeutet, dass sich die Folge (ﬂ{vn +1:“}>ZO:1 eintrags- und realisierungsweise nach
unten durch eine entsprechend gekoppelte Folge (X)), abschéitzen lasst, wobei die X,
unabhéngig und jeweils Be ((aﬁ 3 %)—Verteilt sind ((*)formale Definition der Kopplung
am Ende von Fall 1).

Somit gilt realisierungsweise:

n—1 n—1

K, = Z Lvipr=uy 2 Z Xi

i=1 i=1

Und ferner, da > 0:

3\*—‘

iP(Xi i

pt 04—1-5

Somit folgt mit dem Lemma von Borel-Cantelli , dass:
Jim, (Ko) > Jimy, (Z X)
Woraus direkt die Aussage fiir diesen Fall folgt.

(*) zur Vollstandigkeit hier die erwédhnte Kopplung der X,, an V,,,;:

17



Seien (Uy,),,cn+ unabhangig uniform([0, 1])-verteilte Zufallsvariablen mit der Eigenschaft,
dass {V,41 =u} = { n < %} (solche existieren bekanntlich, da beide Ereignisse
die identische Wahrscheinlichkeit haben).

Dann sei:

X, = ]l{Un< B8 .;}

=(a+B) n

Nun folgt aus ﬁ . % < W direkt:

Xn = ]I{Uns ont < ﬂ{U oriais V= Ly, =)

(a+5) n—a

Fall 2: a <0
Nach Voraussetzung ist [ := —g e N und w; = « - (—g) + B = 0. Somit kann f.s. kein
Knoten mehr als [ Kinder in B,, haben und es gilt insbesondere f.s. K,, <[ fiur allen € N*.
Folglich gilt auch lim, . K, < 1.
Angenommen: P (lim,_,, K, <) >0
Da K, fir n > 1 nur Werte aus NT annehmen kann, folgt, dass es ein m € [l — 1] gibt
mit:

P(T}i_)HOIOKn:m> >0

Sei Ny := min{n € N*: K,, =m}. Da K, fir n > 1 immer noch nur Werte aus N*
annchmen kann, gilt {lim, ., K, = m} C {Ny < co}. Somit folgt insbesondere:

P<N0<oo\ lim Kn:m):l

= 3ngeN: P(N0<n0\hmf< ) >0
= P<N0§n0'nlggoK”:m>']P<th )>0
= P<N0<n0/\th m)>0
= P(Kpy = Kpgr1 = Kpgro=...=m) >0

18



Andererseits gilt aber (fiir die gesamte Rechnung ist v < 0 im Hinterkopf zu behalten):

P(KnOZKnO+1:Kn0+2:...:m)
= P(Ky1=Kpyro=...=m|K,, =m) -P(K,, =m)
< P(Knpir = Kpgya = ... =m|y, =m H]P’ j+1 = m|K; =m)
J=no
= P(Viy1 #ulK;=m) = 1— ,
jqo (]+1 | J ) ]]10< (Oé+/8)']_a>
m<i—1 a~(l—1)+ﬁ> al+B=0 T ( —a )
< 11— , = 1— ,
- jgo< (a+p8) j—« jgo (a+p8) j—«
e —a 0 : 00 1
A () - e T
j=no( ‘7+a+,3 j=noj+0¢+/3 j:n01+a+,8 Jj
1 1 1

H] =ng (1 + Oé+6 5) Jj=no a+p 7
Dies ist ein Widerspruch.

Folglich ist P (limy_ye Ky < 1) = 0 und somit limp,_,ec Ky =2 1. O

Lemma 18.
Sein € Nt und v € V (B,), dann gilt:
.

1—00

v (Bis)

Beweis.
Dies lasst sich analog zum Fall 1 von Lemma [17] beweisen:
OFE sei n > 2 (sonst ist v = w und wir wiirden nach der Grofie des gesamten Baums

fragen, welche natiirlich gegen oo geht). Mit Lemma (16 gilt:

(a+8) [V (Bi) —a _ (a4 |V(Bi,) -0
P (Vewsn €V (Bros) Vo) = 5y g ) ma -~ ¥ B =T 5 3
: (a+8) 1-a
@B -1+ T8 n—1+J)
o} B 1

T (@+28) (n—1+j) a+28 n—1+j

+ Bs gilt ]V( n+3)’21,6>0undn—1—|—j21.

Dies bedeutet, dass sich die Folge ( {(Vsssrev(B nﬂ)})j:1 eintrags- und realisierungswei-
se nach unten durch eine entsprechend gekoppelte Folge (Xj);il abschatzen ldsst, wobei

die X; unabhéingig und jeweils Be( 25 L H.)—verteilt sind ((*)formale Definition der

Kopplung am Ende des Beweises).
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Somit gilt realisierungsweise:

v (Biw)| =

Z{mwﬂmm>2%

Und ferner, da g > 0:

;P(Xj_l)_;a‘f'Qﬁ n—l—i—j_mz a+28 m

=N

Somit folgt mit dem Lemma von Borel-Cantelli (2)) (die Grenzwerte existieren, da es sich

um monoton wachsende Folgen handelt):

lim (| (Br4)

1— 00

)>£JZX) o

(*) zur Vollstandigkeit hier die erwédhnte Kopplung der X; an V,,4;1:

Seien (U;) .+ unabhéngig uniform([0, 1])-verteilte Zufallsvariablen mit der Eigenschaft,
dass {Vn+j+1 eV (be H)} = {Uj < (aJ(fiL‘)/gffj)])L_a} (solche existieren bekanntlich, da
beide Ereignisse die identische Wahrscheinlichkeit haben).

Dann sei:

jeN

X, =1
{U”—a+2ﬁ n— 1+J}
8 1 (@B |V (Bry,)| = 1 e
Nun folgt aus o+98  no1E < R +]+)7 direkt:
< = _
X; = %mwwakﬂ&<wwwmw}ﬂme}
ST aFp) (nti)—a
m
Lemma 19. .
Sei N;p = w firi < K,, und N, ,, := 0 sonst.
Dann existiert eine GEM(Q—%, %ﬁ) -verteilte Zufallsvariable N = (N;);=,, sodass fir
alle 1 € NT gilt:
Niw I35 N,

n—o0

20



Bewess.

Da a+ >0, sind o := ﬁ und 5’ := O%B wohldefiniert und o/ + 8’ = 1.

Sei (B},),en+ der preferential attachment tree mit den Gewichten wj, = (o’ -k + ) vV 0.
Dann handelt es sich bei (B,),cy+ und (B}), o+ Dach Anmerkung 3| um identisch ver-
teilte preferential attachment trees, da wy = (o + ) - wy.

Also gentigt es die Aussage fir wy = (/- k+ ') vV 0 und GEM (¢/, B’)-verteiltes N zu

zeigen.

v()]|
V(5]

O

der Knoten des Teilbaumes mit Wurzel v; an allen Knoten, die weder u sind noch v; oder

Sei M;, = fir « < K, und M;, = 1 fur ¢ > K, der relative Anteil

Nachfahren von v; fiir irgendein j < 7 sind.

Nun wird der Grenzwert von M, fir n — oo untersucht:

Fall 1: o/ < 0 und i > -2
In diesem Fall folgt aus Lemma , dass K,, <i fs. fur alle n € N* und somit M;,, =1
f.s. fir alle n € N*. (Fir K,, < i folgt dies direkt aus der Definition von M;,, und fur
K, =1 gilt dies, weil dann 32/ [V (B)| = [V (BY)] )

Folglich konvergiert in diesem Fall M, ,, f.s. gegen 1, was sich auch als Beta (1 — o/, 0)-

verteilte Zufallsvariable betrachten lésst.

Fall 2: sonst

In diesem Fall folgt aus Lemma , dass es f.s. ein ny € Nt gibt, sodass K,, > ¢ fur alle
n > ng (ng hangt natirlich von der Realisierung ab). Sei ng kleinstmoglich gewéhlt hierfiir
(also der Zeitpunkt zu dem v; hinzugefiigt wird). Zu diesem Zeitpunkt sieht die Situation
wie folgt aus:

Es gilt K, =1, |V (beg) =1, w(u) = wk,, =a' i+ und w (B;’LB) =4

Lemma [18| liefert, dass By fiir n — oo f.s. unendlich gro wird. Dies impliziert insbeson-

dere, dass es f.s. unendlich viele Zeitpunkte gibt, zu denen ein Knoten hinzugefiigt wird,
der nicht Nachfahre von vy bis v;_; ist, was folgende Betrachtungsweise ermoglicht:

Sei (), en+ die Folge der Zeitpunkte nach ng zu denen ein Knoten hinzugefiigt wird, der
nicht Nachfahre von vy bis v;_; ist, mit ng <ny; < ... < ny < Ny - ... (Beim Betrachten
der Zeitpunkt bedingen wir also indirekt darauf, dass der neue Knoten in ein By’ mit
j > i fallt.)(Da es f.s. unendlich viele solche Zeitpunkte gibt, sei hierauf im Folgenden
immer implizit bedingt.)

Folglich ist ZJKZT‘{”

Bereich hinzugefiigt werden. Ferner ist M;,, = M, ,,, fir n,, <n < n,4, da zu By fiir

V ( :ifn)‘ =m + 1, da genau zu diesen Zeitpunkten Knoten in diesem

J <t hinzugefiigte Knoten nichts an M, ,, dndern.

Dementsprechend wird nun die Teilfolge (B,,,),,cn, untersucht:

Alle Nachfahren von v; seien rot und alle v; fiir j > 4 und alle ihre jeweiligen Nachfahren
blau gefarbt. Sei r,, die Anzahl an roten Knoten in B, und b, die Anzahl an blauen
V(By)| =rm+1, i |V (BR)| =m+1

Knoten in B, . Es ist also 7, + b,, = m,
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. — _rtmt+l  _ rmHl
und M’vnm T rmtbm+2 T mA4l”

Die Wahrscheinlichkeit, dass von B, , nach B, _, der neue Knoten rot ist, ist folglich:

. w (B,
P (Viis €V (Br,) [Bon) 2 > Ko (<B:;;)>+ w(u)
B (a/_i_ﬁl)‘V(B;’Lzm) — o

Z]I-{:"im ((a’—i—ﬂ’)-‘V( fﬁ;)‘—d) +o - K, +03
B 1-(rm+1)—d
S V(B )| = (K, = (i= 1) - o/ + o/ - K, +
B Tm+1—0a
S (m+1)-K,, d+(i-1)-a +a K, +05
rm+1—0a
m+1l+@G—1)-o+ 5
1—a +rpy,
l—a +ia + 5 +m

x1 Analoges Vorgehen zum Beweis von Lemma , wobei hier die By, fiir j < i ausge-
schlossen sind.

*2 Anwendung von Lemma [16]

Folglich lasst sich dieser Prozess als Polya(1l — o/, ia’ + f')-Urne mit R,, := %
betrachten (es gilt 1 — o’ = 4" > 0 und i’ + f’ > 0 nach Voraussetzung) und Lemma

liefert, dass es eine Beta (1 — o/, ia/ + 3')-verteilte Zufallsvariable R, gibt, sodass:

rm—l—l_l, 147,

lim M;, = lim = lim
m—o00 ’ m—oo m, 4+ 1 m—oo 1 4+ m
. 1—ao +7r,
= lim -
m—=oo | —of + i + ' +m
= lim R, 2 Ry
m—00

Folglich konvergiert auch M;,, f.s. gegen Ro, da M;,, = M, fir n, <n < ng41.

Aus beiden Féllen zusammen folgt also, dass es eine Beta (1 — o, (ia/ + ) V 0)-verteilte

Zufallsvariable M; gibt, sodass M, ,, Q M; fir n — oo.
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Es gilt >/

=n—1,daV (B, = (Uf:"lV( Z])) U {u} und somit folgt:

v (B7)

N = VB
EpELA GOy (Zﬁml\V(Bﬁj) ) v (By)
n =\ S V(B ) S v (B
=l m o vEBHl Yy,

« Teleskop-Produkt, wobei sich die untere Summationsgrenze jeweils immer um eins ver-
schiebt.

Somit konvergiert (N;,)i, f.s. gegen N = (N;)2, fiiv N; = [[,_; (1 — My) - M;. Fer-
ner ist N nach Definition [f] GEM (¢, §')-verteilt. O

Lemma 20.
Die Betrachtungsweise aus Kapitel des preferential attachment trees stimmt in Ver-

teilung mit einem random split tree fiir einen Splitvektor S tberein.

Beweis.

Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir den Schritt an der Wurzel (also mit v = u):

[ee]

Sei w,, jeweils der n-te hinzugefiigte Knoten (w ist also die Wurzel u). Ferner sei (U,,, ), —_,

eine Folge von Zufallsvariablen, die wie folgt konstruiert werde:

Fir alle n € N*: Wenn V,, = u, dann sei U, unabhéngig von allem bisherigen

et
uniform(|0, 1])-verteilt. Sonst sei U, ., = Uy,.

Also bekommt jeder an der Wurzel hingende Teilbaum eine uniform aus [0, 1] gewahlte
Bezeichnung und jeder Knoten in diesem Teilbaum erhalt diese Bezeichnung. Es sollte
klar sein, dass sich aus der Folge der (Uy, )., f.s. eindeutig rekonstruieren lésst, welcher
Knoten in welchem an der Wurzel hdangenden Teilbaum unterkommt (Das einzige Pro-
blem wére es, wenn zwei verschiedene Teilbdume die identische Bezeichnung bekommen
wiirden, was allerdings Wahrscheinlichkeit 0 hat; daher f.s.). Somit lasst sich auch der
Schritt an der Wurzel f.s. eindeutig hieraus rekonstruieren.

Nun wird nachgewiesen, dass die Folge der (U,,),—, austauschbar ist, um de Finetti’s
Theorem anwenden zu konnen. Hierflir ist zunéchst wichtig einzusehen, dass die Vertei-

lung von U, ., nicht von der Reihenfolge der U, fir ¢« < n abhangt, sondern nur von

et
den bisher aufgetretenen Werten und ihren Héufigkeiten, da es sich nach Anmerkung
bei dem preferential attachment tree um einen Markov-Prozess handelt und die Wahl der
Teilbdume somit lediglich von deren Grofie abhéngt. Folglich genitigt es zu zeigen, dass fiir
beliebiges festes m die ersten m der U, austauschbar sind (zur Erinnerung: Austausch-

barkeit verlangt nur, dass endliche Permutationen die Verteilung nicht verdndern).
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Zunachst lasst sich festhalten, dass die unabhéngigen uniformen Wahlen aus [0, 1] die
Austauschbarkeit nicht verhindern, da sie sogar u.i.v. sind. Also lassen sich hiervon m
Werte ,,auf Reserve® ziehen, aus welchen dann bei jedem neuen Kind der Wurzel ein Wert
ohne Zurticklegen gezogen wird (es werden hochstens m — 1 dieser Werte gebraucht).
Um die Notation zu vereinfachen nehmen wir fiir diese ,,Reservewerte® als Vertretung die
Zahlen {1,2,...,m} (also steht jede Zahl fiir einen vorher unabhéngig uniform aus [0, 1]
gezogenen Wert).

Dann lasst sich die Wahrscheinlichkeit fiir einen konkreten Ausgang wie folgt berechnen
(Seien i, € [m] fir 2 < n < m. Ferner sei h;,, := [{2 < j <n:i; =i} und h; := h;,, die
Anzahl an i, die gleich 7 sind.):

m—1
P (U, = 2, Uiy = i3+, Uy = i) = [ P (Ui = in1|[Uny = i, ., Uu, = i)
n=1

o el O‘mli"[zf . ﬂ{hinﬂ,nzo} + ((oz +B) - hipim — a) Ly >1}
1 (a+f)n-a

o IS 222 e, (05 (a+8) 5 — a)

i@+ p)n—a

in41,n

*1 Anwendung von Lemma [16| und der Tatsache, dass w(u) = « - K,, + 3, sowie, dass K,
der m Werte bereits gezogen wurden.

*2 Umsortierung der Faktoren im Zahler.

Hieran sieht man, dass die Reihenfolge der 7, keine Rolle spielt und somit die ersten

m der U,, austauschbar sind. Folglich ist die ganze Folge der U,, austauschbar.

Nun folgt aus de Finetti’s Theorem (Lemma, dass es eine Zufallsvariable Y gibt, sodass
gegeben Y die U, f.s. uw.i.v. sind. Da die Wurzel hochstens abzahlbar viele Kinder haben
kann, kann U, gegeben Y auch f.s. héchstens abzéahlbar viele verschiedene Werte anneh-
men. Folglich hat U,, gegeben Y f.s. eine diskrete Verteilung und die moglichen Werte
lassen sich mit ihren jeweiligen Treffwahrscheinlichkeiten aufzéhlen. Wenn man nun S*
als den Vektor dieser Treffwahrscheinlichkeiten nimmt und statt von Werten aus [0, 1]
wieder an die an v hangenden Teilbaume denkt, dann erhélt man genau den Prozess, der

beim random Split tree an der Wurzel durchlaufen wird.

Lemma [I§]liefert uns, dass jeder Teilbaum B}, f.s. unbeschrénkt grofi wird, was die analoge
Argumentation zu dem Vorgang an der Wurzel fir jeden beliebigen Knoten v € V (B,,)
zulésst (Teilfolge der in By fallenden Knoten betrachten und By, als eigenen Baum mit
Wurzel v sehen). Folglich handelt es sich hierbei insgesamt um einen random split tree,

wenn man als S eine unabhangige Kopie von S* nimmt. O
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Lemma 21.
Der Splitvektor S aus Lemma ist f.s. eine (eventuell zufdallige) Permutation eines

GEM(QLW, a‘%,@) -verteilten Vektors.

Beweis.
v(B2)]

n

b

Sei (SJ“)J = S“und N;,, =
Lemma[7] liefert, dass die relativen Teilbaumgrofien f.s. gegen die Komponenten des Split-
vektors konvergieren. Wichtig ist es hier einzusehen, dass die Reihenfolge der v; (also der
ersten Treffer der Teilbdume von 7T') nicht mit der Reihenfolge der Teilbdume in T tiber-
einstimmen muss. Hier findet also eine (von der Realisierung abhéngige) Permutation der
Reihenfolge statt. Also gilt:

Es existiert f.s. eine (von der Realisierung abhingige) Permutaion m von NT, sodass fir
jedes j € [b] die Folge Ny, fiir n — oo gegen S; konvergiert.

Aus Lemmawissen wir aber andererseits, dass [V; ,, fiir n — oo f.s. gegen N; konvergiert

fir einen GEM (ﬁ, O%ﬁ)—verteﬂten Vektor (N;);=,.

Folglich stimmen S* und (Nw(j)) - f.s. iberein und da S* eine unabhéngige Kopie von
]:

S ist, ist auch S f.s. eine (zuféllige) Permutation eines GEM (aLJrB’ C%ﬁ)—verteﬂten Vek-

tors. O

Beweis von Theorem [1.

Da es sich bei der Betrachtungsweise in Kapitel lediglich um eine Umformulierung des
preferential attachment trees handelt, folgt aus Lemma[20lund RI]auf Grund der Irrelevanz
von Permutierungen des Splitvektors (siehe Anmerkung [2)) bereits, dass (B,), o+ und
(T) e+ identisch verteilt sind, wenn man die Kinder jeweils nach der Reihenfolge des

Erscheinens ordnet. L]
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5.3 Beweis von Theorem

Fiir dieses Unterkapitel seien immer die Voraussetzungen aus Theorem [2] ohne explizite
Nennung gegeben. Zusétzlich sei an die in Anmerkung [6] erwidhnte Notation beziiglich
In"'(z) = @ erinnert.

Ferner gelten aufbauend auf der Intuition aus Kapitel folgende Notationen:

Sei W, die Grofle der Komponente von der entsprechenden unabhéngigen Kopie von S,
die in Tiefe d — 1 bei der Bestimmung des (n + 1)-ten zu fiillenden Knotens gewéhlt wird
(wobei diese Folge zur Vereinfachung fiir alle d € N weitergedacht werden soll). Folglich
ist W eine unabhéngige Kopie von W.

Sei Fy die Anzahl an Durchldufen unter den ersten n, die mit dem (n + 1)-ten bis Tiefe d
iibereinstimmen wiirden, aber vorher bereits einen Knoten gefiillt haben.

Sei Cy die Anzahl an Durchldufen unter den ersten n, die mit dem (n + 1)-ten bis Tiefe
d tibereinstimmen wiirden, wenn man vorzeitiges Fiillen von Knoten ignorieren wiirde.
Nach den in Kapitel ausgefithrten Voriiberlegungen ist C;, wenn man (VVi)f:l gegeben
hat, Binomial(n, Hf-l:l I/Vi)-verteilt. Zusatzlich ist die Anzahl an Durchlaufen unter den
ersten n, die wirklich mit dem (n 4 1)-ten bis Tiefe d tibereinstimmen, genau C; — F,; und
folglich ist D,,,1 = inf {d € NT : Cy — F; = 0}.

Abschliefend sei D, := inf {d eNt 14, W, < %} fiir (moglicherweise von n abhéangiges)
ceRT.

Anmerkung 17.

Da dies aus dem Kontext klar ist, wurde zur Ubersichtlichkeit oft auf eine zusdtzliche
Indizierung mit n bzw. n + 1 bei der Notation oben verzichtet. Trotzdem sei dieser In-
dex im Folgenden immer implizit vorhanden und bei den betrachteten Grenzwerten mit

berticksichtigt.

Lemma 22.
Sei f eine beliebige (deterministische oder von (Fy)., unabhingige) Funktion von NT
nach N*. Dann gilt:

P (Ffny > In(In(n))) — 0

Beweis.

Fy(ny ist die Anzahl an Durchldufen unter den ersten n, die mit dem (n + 1)-ten bis Tiefe
f(n) iibereinstimmen wiirden, aber vorher bereits einen Knoten gefiillt haben. Oder anders
formuliert: Die Anzahl an Durchlaufen, die einen Knoten auf dem Weg zum (n + 1)-ten
gefiillten Knoten vor Tiefe f(n) gefillt haben und bis Tiefe f(n) mit dem (n 4+ 1)-ten
Durchlauf iibereingestimmt héatten.

Also lasst sich fiir jeden gefiillten Knoten auf dem Pfad zum (n + 1)-ten gefiillten Knoten
vor Tiefe f(n) fragen, ob der Durchgang, der diesen gefiillt hat, bis Tiefe f(n) mit dem
(n + 1)-ten Durchlauf iibereingestimmt héatte. Sei [; fir 1 < i < f(n) also der Indikator,
ob der Durchlauf, der den Knoten in Tiefe f(n)—1i auf dem Pfad zum (n + 1)-ten gefiillten
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Knoten gefiillt hat, bis Tiefe f(n) mit dem (n + 1)-ten Durchlauf tibereingestimmt hétte.
Somit gilt insbesondere Fi, =y ™) I, und ferner, dass gegeben (W; )f ™) die (1; ); (1) unab-

hangig und jeweils Bernoulh(]’[;: fn W) -verteilt sind. Folglich lasst sich berechnen:

—i+1

f(n)

Z[] ZE *122;1@[1@[

E [Fym)] =

W]

f(n) f(n) » fn)  f(n)
e T w2 T Em
i=1 j=f(n)—i+1 i=1 j=f(n)—i+1
7 a1
< Z e —
;::1 Z]E R[] < 00

x1 Hier wird die Turm-Eigenschaft (Lemma angewendet.
*2 Die W; sind unabhangige Kopien von W.
%3 Nach Anmerkung [8ist E[X] < 1. Somit ist dies eine geometrische Reihe.

Und damit folgt mit Hilfe der Markov-Ungleichung (Lemma E[):

P (Ff(n) > ln(ln(n))) < lnl(_h]i[(v;;])) — 0

Anmerkung 18.
Lemma 22| gilt auch, solange Fyq und 1pm)=ay nicht positiv korreliert sind, da der Beweis

nur die Erwartungswerte betrachtet.

Lemma 23.

Bewess.

Zundchst lasst sich festhalten, dass aus der Definition von D, direkt folgt, dass
Dln 1(n

[T Wi < In(n)n und HDln(n) W; > % Somit folgen insbesondere folgende Un-
gleichungen:
ﬁlnfl(n) 1 1
{ D1n1<n):| n g <n ln(n) o ln(n) ( )
Dingey 1 In(n)
E [Oﬁln(n) *1] =n- H Wi>n- " = ln(n) (4)
i=1
bln(n) -1 Dln(n) -1
vir (G )= T (1= W) <Bfen, ) o
=1 i=1
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Somit lasst sich nachrechnen:

EC ) gty 1,
1 1 In(n) n—oe

P (
=P (Cﬁlnm) 1> Iy, —1>
P (

LP(DH1>ﬁme)2P(Cﬁ

Vv
—_
N——

INS

2. P (Dn+1 2 ﬁln(n)) =

P (Fﬁm(n) > ln(ln(n)))
Var (ODIn(n) _1)

g 1— 5 — Doy —1 = In(In(n))
(E |:Cﬁln(n) _1] — ln(ln(n))) ( )

. E [Cﬁln(") —1] — (FDln(n) > ln(ln(n)))
(E[Ch,,., 1] —In(in(n)))

In(n)

=1 (In(n) — ln(ln(n)))2 -F (Fﬁlnm) 12 ln(ln(n)))

i 1 S —P (FDln(n) L > ln(ln(n)))

( mW%J?ﬁﬁ)

2 1-0-0=1

n—oo

*0 Hier wird die Markov- bzw. Chebyshev-Ungleichung (Lemma @ und angewendet.
*1 Dyyq > ﬁln_1(n) ist nach den Voriiberlegungen zu Beginn dieses Unterkapitels dquiva-

lent zu C'x — F» > 1.
Dlnfl(n) Dlnfl(n) -

*2 Hier wird die Gegenwahrscheinlichkeit und die Subadditivitat verwendet.

*3 Zum Einen gilt In(In(n)) € o ( ln(n)). Zum Anderen lédsst sich Lemma [22| anwenden,
da Dy, nur von (W;);2, abhéngt und mit erhéhter Wahrscheinlichkeit nach kleineren
Werten von W; auftritt (siehe Anmerkung [18).

Nun folgt hieraus:
P (Dingny < Dt < Dyyrgy) = P (Dt = Diagy) = P (Dnys > Dyyory) —2 1-0=1

n—o0

]
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Lemma 24.

Sei [ eine deterministische Funktion von NT nach N* mit f(n) =2 0. Dann gilt:

T I (Wy) + f(n) - -5 N(0,1)
f(n) . 0.2 n—o00 )

Beweis.

Die (W,);2, sind u.i.v. und somit sind auch die (In (W,));~, w.i.v.. Ferner ist per Defi-
nition E [In (W,)] = —p und Var (In (Wy)) = o2 und zusitzlich gilt per Voraussetzung
E [an (Wd)} < 0o und somit folgt mit dem Zentralen Grenzwertsatz (Lemma |8) direkt:

S n(Wa)+n-p
— N
A /n . 02 n—00

Da f(n) eine Folge in N7 ist, welche fiir n — oo gegen oo geht, folgt hieraus direkt die

(0,1)

gefragte Aussage. O

Lemma 25.

1 £ — N(0,1)
In(n) n—00
Dln’1 n) fuiz
2. M £y Af0,1)
ln(n) n—00
O\ =3

Beweis.
Die Konvergenz in Verteilung ist bekanntlich &quivalent zur punktweisen Konvergenz
der Verteilungsfunktion. Hierfur lésst sich mit c¢(n) € {ln(n),ln_l(n)} und f(n) =

{x ey h;f—?) + m(;)J folgendes berechnen (u, 0 > 0):

Dcn_ln(n) X I |
F. 1n(n)<x):P ng :P(Dc(n)gxa— M_‘_M

D —
c(n)” In(n)
In(n) o
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Lemma (mit f(n) = f(n) = {x : 0\/@—1— IH(H”)J) liefert, dass der linke Term der
Ungleichung in Verteilung gegen die Standard-Normalverteilung konvergiert. Da die Ver-
teilungsfunktion der Standard-Normalverteilung stetig ist, ldsst sich der Grenzwert des
rechten Terms der Ungleichung separat berechnen und dann spater in die Verteilungs-

funktion der Standard-Normalverteilung einsetzen:

ln< (:)) + {x-a h;f?) + lnin)J I
Jim
. In(n) In(n) )
\/{x O\ =3 + m J o
. In(c(n)) —In(n) +x -0 hlin) + In(n)
= li_)rn
0'\/.1}"0' lnﬂ(g) + lnLn)
£ In (In(n)) vy
n (In(n
= Jimg, + -
. In(n) In(n) . In(n) In(n)
0\/xau3+u U\/xaug,-i—u
, T - lnLn)
=l 0+
\/J]'O’ 1115:‘?) _l_lnan)
1
= ILm x - n(n)
S x-0o ¥+ln(n)
. 1
=lm [z |———| =2
n—00 —Zx7 _ +1
\/ wln(n)

x1 Da sowohl Zéhler als auch Nenner fiir n — oo gegen oo konvergieren, ist das Abrunden

hier asymptotisch irrelevant.

*2 Es gilt In (In(n)) € o (1/111(77,)).

Durch Einsetzen folgt nun:

lim | F. e (7) | = FN(OJ)(:B)

n—oo Dc(n) T T
In(n)

30



Beweis von Theorem [2
Aus Lemma [23| wissen wir, dass P (ﬁln(n) < Dy < _Dlnfl(n)> = 1. Dies impliziert ins-
besondere:

(n) D ln(n) ‘D1 =y ln(n)

Dies impliziert insbesondere, dass fiir jedes © € R beide folgenden Ungleichungen gelten

(da sonst x als Gegenbeispiel fiir die obige Aussage genommen werden kénnte):

In(n 2 In(n
) Dy — L ) . Diy-1(m) — L :
1.lm |[P| ———F— <2z > lim | P <z
n—o00 ln(n) n—o00 ln(n)
T\ 7B w3
In(n - In(n
. Dn-‘rl - Et ) . Dln(n) - lg )
2. lim |P| ——F— <z < lim |P| ——F— <z
n—oo 1n(n) n—oo 1n(n)
T\ 7B w3

Nun folgt aus Lemma dass die obere und untere Schranke gegen die Verteilungsfunk-

tion der Standard-Normalverteilung konvergieren, was dies auch fiir den eingeschréankten

Dn+1_¥
3

Da die Konvergenz in Verteilung bekanntlich dquivalent zur punktweisen Konvergenz der

Term impliziert, welcher nichts anderes als die Verteilungsfunktion von ist.

Verteilungsfunktion ist, zeigt dies bereits die zu zeigende Aussage. O]
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5.4 Beweis von Lemma [3

Wie in Lemma [3]sei in diesem Unterkapitel 0 < a < 1 und o+ 3 > 0. Ferner sei P = (F))
GEM (o, f)-verteilt mit P; := Z; - [T'Z} (1 — Z;) fiir Beta (1 — a, (o - j + 3) V 0)-verteilte
Z; wie in Definition [6]

Lemma 26.

Sei ¢ > 0, dann gilt:

T(l—a+e)-T(B+1) H a-j+8

E[(P)i)C]:F(l—a)-F(ﬁ—{—l—Fc) ]1_[ j+B+c
Beweis.
E((P)]-E (Zz f1<1—z>) =E |z [0 -2)| 2E(2)7- [[El1- Z)°

l—a+ce) Tl-—ata-i+tf) AT(a-j+B+c) - T(l—at+a-j+p)
1—a)-F(1—oz+a-i+ﬁ+c F(a-j+p) TA—a+a-j+8+c¢)

EJ

l—a+e) T(a-(i—1)+8+1) ’1F(a-j+5+c)-F(a-(j—1)+5+1)
l—a) T(a-i—1)+B+c+1) jlr(a-(j—1)+6+c+1)-r(a-j+ﬁ)

(

(

(

(

(l—a+c¢) - T'(a-04+8+1) 1:[ (a-j+p+c)- T(a-j+5+1)
( =i

(

(

l—a)-T(a-0+B+c+1) ST (a-j+pB+c+1)-T(a-j+p)
1—oz—|—c)-1“(ﬁ+l)_i_1 a-j+ 3

l—a)-T'(B+1+¢) Lhmj+6+c

*1 Hier wird ausgenutzt, dass die Z; unabhangig sind.
*2 Lemma [I4] wird angewendet.
x3 Verschiebung der Faktoren im Produkt.

x4 Die Identitat (I(Jr)l) = ¢ wird verwendet. OJ

Beweis von Lemma [3.
Per Konstruktion gilt > =1 f.s.. Also gilt auch:

| =E[1] = E [iP] e [r)]

=1

*Zliru—aﬂ)- B+1) = a-j+p
i:lr(l_O‘)'F(B‘i‘l‘i‘l) S+ 41
*:Qil_a-ﬁ « j‘i‘ﬁ
Sh+l Sia-j+p+1
1+ oo 1—1 .
N ﬁzz: a-j+p
l—a Higa j+B+1
*1 Lemma 26 wird angewendet.
+2 Die Identitit "2t — 4 wird verwendet. O

I'(z)
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5.5 Beweis von Lemma 2|

Wie in Definition |§| (und damit Lemma [2]) seien in diesem Unterkapitel a, 8 € R, sodass
folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

ya<l1 2)a+52>0 3.) a>0oder a-n+ =0 fiir ein n € N*.

Ebenfalls wie in Definition [6] sei ferner P = (F;);°, hier GEM (a, 3)-verteilt mit:

P, = Z;-TI,2) (1 — Z;) fiir Beta (1 — , (o j + ) V 0)-verteilte Z;.

Zunachst kann man E {an(W)} mit Hilfe der Turm-Eigenschaft (Lemma wie folgt

umformen:
E [In*(W)| =E [E [In*(W)|P|] = E E P; lnz(Pi)] = iE [PiIn*(P))]

Wobei die iibliche Konvention 01n(0) = 01n*(0) = 0 gelte, da dies die stetige Fortsetzung

von zIn(x) bzw. zIn*(x) in der 0 ist. Damit geniigt es fiir Lemma |2 zu zeigen:
S E[PIn’(P)] < oo
i=1

Da der Beweis hierfiir fiir negative o anders funktioniert als fiir nichtnegative, werden

nun die Falle o < 0 und a > 0 jeweils separat abgearbeitet:

5.5.1 Fall: a <0

Beweis von Lemma [ fir o < 0.
In diesem Fall gibt es ein n € NT, sodass a-n + 8 = 0. Somit ist 7, £ 1 und damit
P, £ 0 fiir alle i > n. Folglich hat P f.s. hochstens n Eintrage, die # 0 sind. Also gilt:

n

> E [P (R)] = B[R]

i=1

Da lim, (m : 1112(:10)) = 0 und ferner x - In*(z) stetig auf (0, 1] ist, ist 2 - In?(x) auf (0, 1]
beschrinkt. Somit existiert ein k € RT sodass z - In*(z) < k fiir alle z € (0, 1]. Folglich
gilt:
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5.5.2 Fall: >0

Hier gilt insbesondere a-j+ 3 > 0 fiir alle j > 1, was die Z; schlicht Beta (1 — o, - j + [3)-
verteilt macht. Zundchst méchten wir aber - In®(z) durch '~ abschétzen:

Lemma 27.

Sei e > 0, dann gilt:

i & In*(z)
zl0 xl—a

=0

Beweis.
Durch wiederholtes Anwenden von der Regel von de L’Hospital (Lemma (die Stellen
sind jeweils mit % gekennzeichnet) folgt (OE: € < 1):

z-In’(z) . . In*(z) +2-2-In(z) - 2 In?(z) 4+ 2 - In(z)

lim——= =1 = li
if[ol rl-e %ﬂ)l (1—¢) -z iﬁ? (1—¢)- -z
... 2-In(x)-:+42.1 , 2-In(x) +2
= lim L L = lim
200 —e-(1—¢)-a==1 20 —e-(1—¢) -27¢
= lim = lim
20 e2-(1—g)-x=1  2l0g?2 - (1—¢g)-a¢
=0

Lemma 28.

Sei e > 0, dann gilt:
3o € (0,1) Vo € (0,20 : 2 - In*(z) < 2'~¢

Beweis.
Nach Lemma ist lim,)o ziri(x ) = (. Folglich gibt es ein x € (0,1), sodass fiir alle
z € (0, z] gilt:

Lemma 29.

Sei e > 0, dann gilt:
Jee RY Vo € (0,1] : 2 -In*(z) <c-2'°

Beweis.

Da lim,g (m . 1n2(x)> = 0 und ferner x - In*(z) stetig auf (0, 1] ist, ist 2 - In?(x) auf (0, 1]
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beschrénkt. Somit existiert ein & € RT, sodass x - In*(z) < k fiir alle = € (0, 1].

Ferner ist 2'~° monoton wachsend und echt positiv auf (0,1]. Sei nun x entsprechend

Lemma [28 und ¢ = xl—’ig V 1, dann gilt fiir x € (zo, 1]:

0
r-In*(z) <k<c-xic<c-a'F
Ferner gilt fiir x € (0, zo] nach Lemma 28

r-In*(z) <z f <c-alE

O
Lemma 30.
Seic>0 und & <1, dann gilt:
o o Il—a+c¢)-T(B+1) 142
E PZ = * C<
; (F)] 'l—a) - T'(B+14c) 1-2 >
Beweis.
S gl (l-—ate) T(E+1) 7 a-j+p
SRRt e 1l
i=1 i=1 —a)-T(f+1+c) ;Sja-j+B+c
_F(l—a—i—c)i“(ﬁ—i—l).f:ﬁ @.j48
'l—a) I'(B+1+c) 52 j+%+1
gru_a+@-rw+n_1+§<m)
Fl—a)- T'(B+14+c) 1-2
*1 Lemma [26] wird angewendet.
*2 Lemma [3| wird angewendet. O

Beweis von Lemma [ fir o > 0.
Zunéachst lasst sich >0, E {PZ- an(Pi)} wie folgt mit Hilfe von Lemma [29) abschétzen:

S E[RWAP)] <3 EE) - (R)] =c(0) LE[R)]

o 1— .. . o 2 .. . |
Wenn man nun ¢ = 5% wibhlt, gilt 1% = 1 j‘:% = 17 < 1 und man erhélt mit Lemma .

o0

B F(l—a+1-¢)-T(E+1) 1+
_6(5)’r(1—a)-r(5+1+1—a)'1—1%

< 00
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