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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht ausgewihlte Eigenschaften von , Prefe-
rential Attachment“-Graphen. Darunter verstehen wir eine Klasse komple-
xer zufilliger Graphen, die mit einer vorgegebenen Konfiguration gestartet
werden und anschlieffend mit jedem Zeitschritt um eine Ecke und m € N
Kanten wachsen. Die Wachstumsregeln sind so gestaltet, dass eine neue Ecke
ihre Kanten bevorzugt an Ecken sendet, die bereits mit vielen anderen Ecken
verbunden sind, woraus sich die Bezeichnung ,, Preferential Attachment® (PA)
ableitet.

Die Arbeit stellt zunédchst heuristisch die Eigenschaft der Skalenfreiheit von
PA-Modellen vor und bespricht anschliefend einen Beweis zu dieser The-
se. Weiter betrachten wir den Durchmesser von PA-Graphen und untersu-
chen das Verhalten bei Anwachsen des Graphen. Wir erkennen, dass der
Durchmesser bei wachsendem Graphen deutlich langsamer wéchst, was wir
als ,,Small-World“-Phédnomen bezeichnen. Die zentralen Aussagen und Be-
weise orientieren sich an den Arbeiten von Remco van der Hofstad, der die
bekannten PA-Modelle um einen Parameter § erweitert hat. Damit ist es
moglich, sowohl logarithmische als auch doppelt-logarithmische Schranken
fiir den Durchmesser zu erhalten.
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Einleitung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist eine Klasse von komplexen zufélligen
Graphen, die als ,, Preferential Attachment-Graphen“ bezeichnet werden (PA-
Graphen). Die zugrunde liegenden Modelle zeichnen sich dadurch aus, dass
sie mit einer vorgegebenen Konfiguration gestartet und dann mit jedem Zeit-
schritt um eine Ecke und m € N Kanten erweitert werden. Die Besonderheit
der Modelle besteht darin, dass eine neue Ecke ihre Kanten bevorzugt an
Ecken sendet, die bereits mit vielen anderen Ecken verbunden sind. Die vor-
gestellten Modelle liefern eine Erklarung fiir das Auftreten von Phénomenen,
die mit der Theorie der klassischen Erdés-Renyi-Graphen bisher nicht erklért
werden konnten, so z.B. dem ,,Small World“-Ph&nomen oder der Skalenfrei-
heit eines Netzwerks.

Barabasi und Albert haben eine einfache Version eines PA-Modells be-
reits in [BA99] vorgestellt. Bollobas et al. prizisierten das Modell und lie-
ferten in [BRSTOI1] einen Beweis fiir die Power Law-Eigenschaft der Grad-
folge. In [BR0O4] zeigen Bollobds und Riordan dann, dass der Durchmesser
der PA-Modelle asymptotisch log ¢/ log log t ist. Die vorliegende Diplomarbeit
orientiert sich an [Hof07] und [HHO§|. Darin werden die genannten Modelle
um einen Parameter 0 erweitert, wodurch der Exponent in der Gradfolge so
variiert werden kann, dass man sowohl logarithmische als auch doppelt loga-
rithmische Schranken fiir den Durchmesser erhalt.

Die hier besprochenen Modelle hat Remco van der Hofstad im Mai 2007
in [HHO7] vorgestellt. Eine iiberarbeitete Version wurde zwischenzeitlich in
»,The Annals of Applied Probability“ zur Veroffentlichung eingereicht (vgl.
[HHOS|). Das Verhalten des Durchmessers von PA-Graphen fiir ¢ — oo ist
noch nicht abschliefend beschrieben. Bei Abgabe der Diplomarbeit im Méarz
2009 wurde mit [DHHO09| eine weitere Arbeit vorgestellt, deren wesentliche
Resultate zu Beginn von Kapitel [3| wiedergegeben werden.

In dieser Arbeit befassen wir uns mit drei leicht unterschiedlichen Mo-
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dellen. Im ersten Kapitel werden die Modelle zunéchst definiert und ihre
Graphen beziiglich der wesentlichen Eigenschaften beschrieben. Wir geben
jeweils eine Ausgangskonfiguration an sowie Regeln, nach denen die Modelle
wachsen sollen. Alle drei Modelle folgen dem Prinzip des ,,preferential attach-
ment“. Die Wachstumsregeln bilden die Grundlage fiir die weiteren Beweise
und werden im Verlauf der Arbeit stédndig benutzt werden.

Im zweiten Kapitel erlautern wir den Begriff der Gradfolge eines PA-
Modells. Wir stellen eine Heuristik von Barabdsi und Albert vor, die zu der
Vermutung fithrt, dass die Gradfolge einer ,Power-Law®“ der Form c¢,,k™7
folgt. Wir definieren dann eine Wahrscheinlichkeitsverteilung {py},—, mit
eben dieser Eigenschaft und zeigen, dass die Gradfolge des PA-Modells sto-
chastisch gegen diese Folge konvergiert. Als Ergebnis des Kapitels kénnen
wir die Eigenschaft der Skalenfreiheit fiir das Modell verifizieren.

Im dritten Kapitel untersuchen wir die Modelle auf das Phénomen der
»,omall Worlds“. Die unterschiedlichen Aussagen des Kapitels gehen auf die
Variation des Exponenten 7 zuriick. Im ersten Abschnitt zeigen wir, dass
der Durchmesser des Graphen mit hoher Wahrscheinlichkeit nach oben be-
schriankt wird durch eine Konstante mal logt, falls 7 € (2,00). Im zweiten
Abschnitt wéhlen wir fiir § > 0 bzw. 7 € [3,00), dass der Durchmesser des
Graphen mit hoher Wahrscheinlichkeit nach unten beschrénkt wird durch
eine Konstante mal log)i tg 2. Im letzten Abschnitt setzen wir § € (—m,0) und
reduzieren den Exponenten der Gradfolge damit auf 7 € (2,3). In diesem
Fall und mit m > 2 kénnen wir eine doppelt logarithmische obere Schranke
des Durchmessers zeigen. D.h. der Durchmesser des Graphen wird mit hoher
Wahrscheinlichkeit nach oben beschrénkt durch eine Konstante mal log log t.

Im vierten Kapitel finden sich technische Lemmata und Beweise, die zu-
gunsten der Ubersicht nicht im Hauptteil untergebracht werden.

Notation: Fiir eine Folge von Ereignissen {E,},.,, schreiben wir dass E,
mit hoher Wahrscheinlichkeit eintritt, wenn lim, .., P(E;) = 1. Mit Be-
zug auf die iiberwiegend englischen Quellen der Arbeit benutzen hierfiir die
Abkiirzung whp (with high probability).

Des weiteren wird an mehreren Stellen auf die Gammafunktion verwie-
sen. Dabei sind die folgende Eigenschaften fiir uns von Bedeutung:
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Sei I': RY, — R mit t — [~ 2 ‘e "dx. Es gilt
I'(n+1)=n!firallen e N

L(t+1)=1tI'(¢) fir allet € R
L)
['(t—a)
Einen Beweis findet man z. B. in [AE99], S. 100ff.

v

=t*(1+0(1)) fir t = 00,a € R und t > a.

(0.0.1)
(0.0.2)

(0.0.3)



Kapitel 1
Definition der Modelle

Die Modelle, die wir untersuchen, liefern uns eine Folge von Graphen {G,,(t)},
die fiir ¢ > 1 oder t > 2 jeweils einen Graphen mit ¢ Ecken und mt Kan-
ten liefert, fiir ein gegebenes m € N. Wir betrachten drei Variationen von
PA-Modellen, die wir im folgenden mit (a), (b) und (c) bezeichnen. Ein we-
sentliches Unterscheidungsmerkmal ist dabei die Frage, ob eine Ecke mit
sich selbst verbundenen werden kann, und ob wir infolge dessen einen zusam-
menhédngenden Graphen erreichen oder nicht. Des weiteren unterscheiden wir
die Modelle darin, ob alle Kanten einer Ecke mit der gleichen Wahrscheinlich-
keit auf die vorhanden Ecken verteilt werden, oder ob sich die Wahrschein-
lichkeiten nach jeder der m Kanten &ndern sollen. Doch gehen wir nun in die
Details:

1.1 Das Barabasi-Albert-Modell

Das erste Modell mit dem wir uns beschéftigen, geht auf Barabasi und Albert
zuriick und wurde erstmals in [BA99] beschrieben. In unserem Fall wurde
das Modell von Remco van der Hofstad] um einen Parameter § erweitert,
den wir in spéteren Abschnitten noch néher beschreiben wollen. Wir wéhlen
zundchst m = 1 und konstruieren das Modell fiir allgemeines m anschlieflend.
Zum Zeitpunkt ¢ = 1 bestehe G1(1) aus einer einzelnen Ecke, die iiber eine
Kante mit sich selbst verbunden ist. Immer wenn eine Kante eine Ecke mit
sich selbst verbindet, wollen wir von einer Schlaufe sprechen.

Die Ecken des Graphen bezeichnen wir mit 1, 2, ..., so dass die Ecken von
G (t) durch die Menge {1,2,...,t} bezeichnet sind. Weiter bezeichnen wir

'Remco van der Hofstad, Eindhoven University of Technology, Department of Mathe-
matics and Computer Science



mit d;(t) den Grad einer Ecke 4, also die Anzahl von Kanten, die zu ¢ inzident
sind. Eine Schlaufe erh6he dabei den Grad einer Ecke um 2. Der Parameter
des Modells sei 6 > —1. Um von G4(t) zu G1(t + 1) zu gelangen, lassen wir
das Modell nun wie folgt wachsen. Fiir ¢ > ¢ beschreibe {t — i} das Ereignis,
dass sich die Ecke ¢ mit der Ecke ¢ verbinde. Wir fiigen nun eine Ecke ¢ 4 1
hinzu, von der eine neue Kante ausgeht. Das Ende dieser Kante soll sich mit
Wahrscheinlichkeit
B 1496
2+ 6)+ (1+0)
mit ¢ + 1 selbst verbinden (Schlaufe) und mit Wahrscheinlichkeit
: d;(t)+6 ,
P(t+1—i|G15(t) = , 1 =1,...,¢ 1.1.2
( G14(1)) t(2+0) + (1+0) (1.1.2)

mit einer der bestehenden Ecken des Graphen. Wegen > ._, (d;(t) + 6) =
t(2 + ¢) summieren sich diese Wahrscheinlichkeiten zu 1.

P(t + 1 — i|Gy4(t)) i=t4+1, (1.1.1)

Das Modell {G,,(t)}¢2, fiir m > 1 leiten wir wie folgt aus dem Modell
fiir m = 1 ab: Wir starten mit G;(mt) mit &' = £ und bezeichnen die Ecken
in Gy(mt) mit 1',..., (mt). Dann fassen wir die Ecken 1’,...,m’ in Gy(mt)
zu Ecke 1 in G,,(t) zusammen und fortlaufend die Ecken (m + 1), ..., (2m)’
in Gi(mt) als Ecke 2 in G,,(t). Allgemeiner gesagt: Die Ecken ((j — 1)m +
1),...,(jm) in G1(mt) bilden gerade die Ecke j in G, (). Bestehen nun fiir
i,7 € N Kanten zwischen einer der Ecken ((j —1)m+1)’,...,(jm) und einer
der Ecken ((i —1)m+1)’,..., (im)" setzen wir diese Kanten auch zwischen i
und j, was zu Schlaufen fithrt wenn 7 = j.

Alternativ kann man das Modell fiir m > 1 formulieren, wenn man auf
die einzelnen Kanten abstellt. Wir bezeichnen mit d;(e, t) den Grad der i-ten
Ecke, nachdem die e-te Kante von ¢t + 1 verbunden wurde. Wir starten mit
einer Ecke 1, die m Verbindungen zu sich selbst hat. Im Schritt von ¢ nach t+1
fiigt man eine neue Ecke mit m Kanten hinzu, wobei die Wahrscheinlichkeit,
dass die e-te Kante der Ecke t + 1 mit einer vorhandenen Ecke ¢ verbunden
wird, durch

dile—=1,t)+ ¢
(m+9)+ (e+0)
gegeben ist und die Wahrscheinlichkeit, dass die e-te Kante mit ¢ 4 1 selbst
verbunden wird, durch

P(t+1 = ilGern() = ; i=1,....t  (113)

. e+o :
Pt4+1—i|Gee1m(t)) = T o) (et d) =141 (1.1.4)
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Im Vergleich zu den nachfolgenden Modellen halten wir zwei Eigenschaf-
ten fest:

e Dieses Modell ordnet dem Ereignis, dass sich eine Ecke mit sich selbst
verbindet, eine Wahrscheinlichkeit gréfer Null zu, womit der entste-
henden Graph nicht notwendigerweise zusammenhéngend sein muss.

e Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Bindung an eine der vorhandene Ecken
andern sich mit jeder neuen Kante.

Wihlen wir 6 = 0 erhalten wir das urspriingliche Barabasi-Albert-Modell aus
[BRSTOI]. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir von diesem Modell als
Modell (a) sprechen.

1.2 Der zusammenhingende Graph

Das zweite Modell unterscheidet sich von Modell (a) dadurch, dass wir keine
Schlaufen erlauben wollen. Wir beginnen wiederum mit der Formulierung fiir
m = 1. Fiir t = 1 wére eine Schlaufe unumgénglich, weshalb wir das Modell
gleich fiir ¢t = 2 starten. G1(2) besteht aus den Ecken 1 und 2, die iiber zwei
Kanten miteinander verbunden sind. Fiir t > 2 definieren wir, bedingt auf
G1(t), die Wachstumsregel nach G;(t + 1) wie folgt. Fiir § > —1 sei
, di(t)+0
P(t+1 Gi(t) = —"——— =1,...,t. 1.2.1

(L= il ) = S g =L (12.1)

Auch hier nutzen wir das Modell fiir m = 1 um das Modell fiir m > 1 zu

formulieren, und zwar exakt so, wie wir es fiir Modell (a) gemacht haben.
Eine alternative Formulierung analog (1.1.3) lautet hier

t(m+0)

P(t+1 — i|Germ(t)) = i=1,....t. (1.2.2)

Die wesentlichen Eigenschaften sind hier:

e Das Modell liefert fiir alle m > 1 einen zusammenhéngenden Graphen,
denn wenn der Graph fiir m = 1 zusammenhéngend ist, dann auch der
fiir m > 1.

e Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Bindung an eine der vorhandene Ecken
andern sich mit jeder neuen Kante.



Im weiteren Verlauf der Arbeit sprechen wir von diesem Modell als Modell
(b).
5

Bemerkung: In den Modellen (a) und (b) fiir m > 1 haben wir §' = =
gerade so gewéhlt, dass in dem resultierenden Graphen G,,(t), den wir aus
den gruppierten Ecken von Gi(mt) konstruiert haben, die Endpunkte der
Kanten einer neuen Ecke gerade abhéingig vom Grad der vorhandenen Ecken
plus der Konstante ¢ gewéahlt wurden.

1.3 Unabhingige Kanten

Das dritte Modell beschreiben wir direkt fiir allgemeines m > 1. Bedingt auf
G (t) wihlen wir die Endpunkte der m Kanten von ¢+ 1 unabhéngig davon,
wieviele der m Kanten dieser Ecke wir schon verteilt haben. Wir beginnen mit
G (2) und den Ecken 1 und 2, die durch 2m Kanten miteinander verbunden
sind. Da die Endpunkte der Kanten unabhéngig ausgew#hlt werden, kénnen
wir die Definition von {G,,(t)},s, fiir m > 1 in einem Schritt angeben. Fiir
1<e<mist -

d;(t) +0

P(e-te Kante von ¢ + 1 ist verbunden mit i|G,,(t)) = {em o)
m

(1.3.1)

1 =1,...,t. Die wesentlichen Eigenschaften dieses Modells, das wir als Modell
(¢) bezeichnen wollen, sind:

e Das Modell liefert fiir alle m > 1 einen zusammenhéngenden Graphen.

e Fiir alle Kanten einer neuen Ecke sind die Wahrscheinlichkeiten, sich
an eine der bereits vorhandenen Ecke zu binden, gleich.

Bemerkung: Fiir m = 1 sind die Modelle (b) und (c) identisch.



Kapitel 2

Gradfolge und Skalenfreiheit

2.1 Die Gradfolge eines PA-Modells

Mit {pg(t)},e; bezeichnen wir im folgenden die Gradfolge eines PA-Modells.
Dabei beschreibt die Zufallsvariable py(t) fiir jedes £ € N die relative Anzahl
von Ecken, die zum Zeitpunkt ¢ gerade Grad k haben. Genauer definieren
wir

1 t
pr(t) = n Zl Lia; 6=k} - (2.1.1)

Barabasi und Albert haben 1999 durch Simulationen am Computer be-
reits darauf hingewiesen, dass die Verteilung der Grade einer ,,Power Law*
folgt (vgl. [BA99]). Abweichend zu Abschnitt |1.1| wurde dort definiert, dass
sich eine neue Ecke i + 1 mit der Wahrscheinlichkeit P(t + 1 — i|G,,(t)) =

Edic(lé)(t) mit einer bestehenden Ecke ¢ verbindet, was in unserem Modell der
@

Wachstumsregel (1.1.2)) fir § = 0 entspricht. In [BA99] betrachten die Au-
toren den Grad d; einer Ecke ¢ als stetige Funktion der Zeit, und erhalten
SO

od,; d; d;
L (2.1.2)
ot Zj d; 2t
da > i d;(t) = 2mt. Die Losung dieser Differentialgleichung ist
t.1
d;(t) = m(t—)‘z, (2.1.3)

wobei t; der Zeitpunkt sein soll, zu dem die Ecke ¢ hinzugefiigt wurde. Um-

formen liefert ) )
my_m (2.1.4)

P(di(t) > k)= P(t; <t 12 )= ok



wobei wir benutzt haben, dass die Ecken auf [0, ] gleichméfig hinzugefiigt
werden und somit fiir to < ¢ gilt, P(¢; < to) = t?o Differenzieren nach k liefert

dann
2m?

k3
Wir definieren nun fiir m > 1 und 6 > —m eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung {px}72, durch

P(di(t) = k) = (2.1.5)

_ @0k +0)0(m+2+ 0+ )
e Fm+0I(k+3+6+2) (2.1.6)

Zunichst ist zu zeigen, dass es sich bei {pg }7°; tatséchlich um eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf N handelt:
Beweis: Aus der Definition von py, folgt direkt, dass p, > 0 fiir alle £ € IN.
Weiter ist zu zeigen, dass Y .-, pr = 1. Mehrfaches Anwenden von ((0.0.2)
liefert

I'(k+a) 1 I'(k+a) Fk+1+a)
— - (2.1.7)
T(k+b) b—a—1\T(k—1+b) TL(k+0)
Nun setzen wir a =6, b=3+0 + % und erhalten fiir 1'
I(m+2+d+2) I'(k+9) 0
= me (24 — 2.1.8
Pr T(m +0) Fw+3+5+%)('+m) (2.18)
_ D(m+2+6+2) T'(k+0) _ T(k+1+0)
B T(m + 6) T(k+2+0+2) Dh+3+6+2))

Fiir £ < mist p, = 0, da jede Ecke mindestens m Kanten hat. Summieren
der Wahrscheinlichkeiten liefert uns eine Teleskopsumme, so dass

Zpk = Zpk

k>1 k>m
_<ﬂm+2+5+%)§: I'(k+6) D+ 1+9)
Pm+0) & T(k+2+0+5) Tk+3+d+7)
I(m+2+6+2
_ (m+2+0+7) I'(m +9) 1 (2.1.9)
L'(m+ ) I(m+2+04+2)

O

Wir diirfen also im folgenden von {p;},;-, als einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf N sprechen. Nun wollen wir iiberpriifen, ob die p auch als Ver-
teilung der Grade in einem P A-Modell geeignet sind. Dafiir iiberpriifen wir
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zunéchst, ob die heuristisch begriindete Power Law-Eigenschaft auf {pg},-,
zutrifft:

Wir beginnen mit dem vereinfachten Fall fiir 6 = 0. Dann konnen wir fiir alle
k > m rechnen, dass

2I(E)L(m +2)  2(k—1)!(m +1)!
L(k+3)T(m)  (k+2)/(m—1)!
2 1 2m?
_ Zmlmtl) w7 (2.1.10)
kE(k+1)(k+2) k3
Das heifit, die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig gewéahlte Ecke im P A-
Graphen Grad k£ hat, nimmt mit zunehmendem k polynomiell ab. Unsere
Heuristik scheint uns also auf den richtigen Weg zu bringen. Etwas allge-
meiner kénnen wir rechnen, wenn wir uns Eigenschaft (0.0.3) der Gamma-
Funktion zunutze machen. Wir wihlen ¢t = k460 und a = —7 = —(3+ 2).

Fiir £ — oo erhalten wir aus ([2.1.6))

Pk = Cm(kE+9)"7(1+0(1))
~ kT, (2.1.11)

wobel

) 2+ T (m+2+5+2)
—34 —>2 — m m/ (21.12
T 3+m> : und Cm D(m £0) ( )

Damit haben wir gezeigt, dass {py},., einem Potenzgesetz folgt. Wie der
Leser sicher schon vermutet, wird sich {py},-, im weiteren Verlauf als die
gesuchte Verteilung der Grade in einem PA-Modell herausstellen. Genauer
gesagt, werden wir im restlichen Teil des Kapitels zeigen, dass py(t) fir t — oo
stochastisch gegen p, konvergiert. Eine stiarkere Aussage ist

Theorem 1 (Gradfolge eines PA-Modells) Sei 6 > —m und m > 1. Dann
gibt es eine Konstante C' > 0, so dass firt — oo gilt:

P (ml?x I (t) — prl = Cy/ lngt> =o(1). (2.1.13)

Theorem [1]soll in zwei Schritten bewiesen werden. Zunéchst zeigen wir in
Abschnitt [2.2] dass die Gradfolge hinreichend dicht um ihren Erwartungswert
konzentriert ist, was die Aussage von Proposition [2.2.1]ist. Dort erhalten wir
als Zwischenergebnis

logt
P (mgx Ip(t) — Elpr(t)]] > C4/ T) = o(1). (2.1.14)

7



Anschliefiend zeigen wir in Abschnitt 2.3 dass der Erwartungswert der Grad-
folge fiir grofie ¢ nur wenig von der in (2.1.6)) definierten Verteilung abweicht,
also dass gleichméfBig fiir alle £k € N

% (2.1.15)

[Elpk(t)] — pu| <
2.2 Die Konzentration der Gradfolge

Im folgenden bezeichnen wir die Anzahl der Ecken vom Grad k zum Zeit-
punkt ¢ mit

t
P(t) = Z Lia,()=ky = tow(t). (2.2.1)
=1

Proposition 2.2.1 (Konzentration der Gradfolge) Sei § > —m und m > 1.
Dann gibt es ein C' > 0, so dass fiirt — oo

P (mkax |Pu(t) — E[P:(t)]| > C\/tlog t> = o(1). (2.2.2)
Die Aussage von Proposition ist also insbesondere, dass Py (t) whp nur
sehr wenig (genauer gesagt nicht mehr als C'v/tlogt) von seinem Erwartungs-

wert abweicht.

Beweis: Der maximale Grad einer Ecke ist m(t + 1). Wegen Py (t) = 0 fiir
k>m(t+1) gilt

P (ml?x |Pe(t) — E[P(t)]] > C\/tlogt)
=P ( max | Py(t) — E[P(t)]| > C\/tlogt)

kE<m(t+1)
m(t+1)
< > P(IR) — B[R] = C/Tlogt) (2.2.3)

Es ist also zu zeigen, dass es ein C' > 0 gibt, so dass fiir alle £ < ¢ gilt

P <|Pk(t) — E[P:(t)]] = C/tlog t) = o(t™1). (2.2.4)
Fiir n =0,...,t bezeichne
M, = E[Pu(1)|Gm(n)] (2.2.5)



die bedingte Erwartung der Anzahl von Ecken mit Grad k£ zum Zeitpunkt
t, unter der Bedingung G,,(n). Das heifit, wir betrachten einen Prozess, der
uns fiir eine festes ¢ die bedinge Erwartung von P (t) liefert, wobei sich die
Bedingung G,,(n) mit n = 1,2,...,t jeweils geméf der Entwicklung von G,,
dndert. Da der Graph G,,(n) vom Graphen G,,(n + 1) abgeleitet werden
kann, gilt mit der Turmeigenschaft fiir bedingte Erwartungswerte

E[My1|Gm(n)] = E[E[P(#)|Gm(n + 1)]|Gn(n)]
= E[R:(0)|Gm(n)]
= M,, wobein<t-—1. (2.2.6)

Damit erfiillt {M,}'_, die Anforderungen der bedingten Erwartungswerte
fiir Martingale. Der Prozess {Mn}izo ist ein Doobsches Martingal. Zudem
wird Py (t) beschrénkt durch die Gesamtzahl der Ecken zum Zeitpunkt ¢, also
Py(t) < t. Damit gilt

E[|M,|] = E[M,] = E[P,(t)] < t < . (2.2.7)

Als ersten Schritt zum Beweis von Proposition halten wir daher fest,
dass es sich bei dem Prozess {M,}'_, um ein Martingal beziiglich der von
{G,.(n)}, _, erzeugten Filtrierung handelt. Fiir M, ergibt sich

My = E[P(1)|Gn(0)] = E[P (1)) (2.2.8)

da der ,leere” Graph G,,(0) keine Bedingung darstellt. Zudem ist M; eben-
falls eindeutig bestimmt durch

My = E[P(t)|Gm(t)] = Pi(t), (2.2.9)

da Py(t) von G,,(t) festgelegt wird. Als zweiten wesentlichen Schritt zum
Beweis von Proposition kénnen wir nun berechnen

Pi(t) — E[P(t)] = M, — M,. (2.2.10)
Schritt drei erfordert zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 2.2.2 (Ungleichung von Azuma-Hoeffding) Sei {M,}' _, ein Mar-
tingal, so dass fir K, > 0 gilt

P[|M, — M,, 1| < K,] =1 fir allen > 1 (2.2.11)
und p = My = E[M,]. Dann gilt fir alle a > 0
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Einen Beweis findet man in [Hof07], Theorem 2.22.
Wir behaupten
\M, — M,_1| < 2m (2.2.13)

und betrachten dafiir

My~ My = E[B(0)[G(n)] — E[P(0)|Crn(n — )] (22.14)
= BE[PW)|Gn()] — Plt)|G(n — 1] (22.15)

Da G,,(n — 1) bekannt ist, kénnen sich neue Informationen in G,,(n) ledig-
lich auf die m Kanten beziehen, die mit der Ecke n hinzugekommen sind.
Mit dieser Information bilden wir dann den Erwartungswert der Gradfolge
beziiglich der {ibrigen Kanten, welche mit den Ecken n + 1, ...t hinzukom-
men. Einen Unterschied bei Kenntnis von G,,(n) im Gegensatz zu G,,,(n—1)
kann sich jedoch lediglich auf die m Kanten beziehen, die von der Ecke n
stammen. Diese Anzahl ist hochstens m, so dass die Verteilung der Grade
um hochsten 2m abweichen kann bei Kenntnis von G,,(n) statt G,,,(n — 1).

Damit haben wir (2.2.13) gezeigt.

Die Ungleichung von Azuma-Hoeffding liefert dann mit K,, = 2m, dass
fiir alle a > 0

P (|Pe(t) — B[Py(1)]] > a) < 2e"sm% (2.2.16)
also auch fiir a = C'/tlogt. Wihlen wir C? > 8m?, gilt

P (|P(t) — E[R(0)]] > C/tlogt) < 2¢785m —o(th).  (22.17)
|

2.3 Erwartungswert der Gradfolge

In diesem Abschnitt betrachten wir die erwartete Anzahl von Ecken in einem
PA-Graphen, die genau Grad k haben. Als Bezeichnung wéhlen wir

Py(t) == E[P(t)] (2.3.1)

mit & € N. Dabei soll gezeigt werden, dass P,(t) nur gering von pyt abweicht,
wobei pj, definiert ist wie in (2.1.6)). Diese Aussage macht die folgende Pro-
position:

Proposition 2.3.1 (Erwartungswert der Gradfolge): Sei 6 > —m und m >
1. Dann gibt es eine Konstante C' = C(0,m), so dass fir alle t > 1 und alle
k € N gilt,

10



Der Beweis von Proposition ldasst sich in zwei Teile gliedern, zum
einen fiir m = 1 und weiter fiir m > 1. Im folgenden wird nur der Beweis fiir
m = 1 besprochen. Den Beweis fiir m > 1 findet man in [Hof07], Abschnitt
8.5.2.

Beweis: Zunéchst leiten wir die Verteilung von pj, aus Abschitt her.
Wir kénnen schreiben

E[P(t + DG (8)] = Pu(t) + E[P(t + 1) — Pa(1)|G1(t)]. (2.3.3)

Bedingt auf G; gibt es vier Fille, fiir die Py (t+1)— Pi(t) # 0. Fiir diese unter-
schiedlichen Félle konnen wir aus der Wachstumsregel des PA-Graphen Ein-
trittswahrscheinlichkeiten festlegen, die anschlielend jeweils mit der Haufigkeit
der moglichen Félle im Graphen multipliziert werden. Als Ergebnis erhalten

wir den bedingten Erwartungswert auf der rechten Seite von ([2.3.3).

1. Wir betrachten eine zum Zeitpunkt ¢ bereits vorhandene Ecke i mit
Grad d;(t) = k — 1, die nun mit der Ecke ¢t + 1 verbunden wird. Py(t)
erhoht sich dann um eins. Nach (1.1.2)) ist die Wahrscheinlichkeit fiir

. L k—1+8
dieses Ereignis 1o+ +(170) "

2. Wir betrachten eine zum Zeitpunkt ¢ bereits vorhandene Ecke ¢ mit
Grad d;(t) = k, die nun mit der Ecke ¢ 4+ 1 verbunden wird. Py (t)
erhoht sich dann um eins. Nach (1.1.2)) ist die Wahrscheinlichkeit fiir
dieses Ereignis m.

3. Der Grad der zuletzt hinzugefiigten Ecke ist eins, d.h. P;(¢) erhoht sich
um eins. Das ist immer dann der Fall, wenn die Ecke ¢ 4+ 1 nicht mit
sich selbst verbunden wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis
- 146
st 1 — m

4. Der Grad der zuletzt hinzugefiigten Ecke ist zwei, d.h. die Ecke ¢ +
1 wurde mit sich selbst verbunden. In diesem Fall erhéht sich Py(t)

um eins. Nach (1.1.1)) ist die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis

146
t(2+0)+(1+9)
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Fassen wir nun diese Moglichkeiten zusammen, erhalten wir als Ausgangs-
gleichung, dass

k=146

24+ 80) + (1+9)
k+6

CH(240)+ (1+96)

E[P(t+1) — Pu(t)|G1(2)] Pr_1(1)

Py(t)

1+6
(2+6)+(1+0)
1+6
24+0)+ (L+0)

+ ﬂ{k:1}<1 — t

+ Liaiyg (2.3.4)

Dabei sei k > 1. Fir k£ = 0 setzen wir
Py(t) =0. (2.3.5)

Bilden wir nun den Erwartungswert fiir beide Seiten von ([2.3.4)), erhalten wir
fiir £ > 1 einen rekursiven Zusammenhang von Py (¢t + 1) und Py (), ndmlich

_ _ k—1+90
Pu(t+1) :Pk(t)+t(2+5>+(1+5)
e
t2+40)+ (1+0) @

1490
(24+9)+(1+9)
St 149

=240 + (1 +0)

P (1)

+ ﬂ{kzl}(l — t

(2.3.6)

Wir erinnern uns, dass Py (t) = E[tpy(t)] und wihlen nun pj, so, dass die
Rekursion aus ([2.3.6)) erfiillt ist, also

kE—1+40 k+0
= ——Pk1— —— Typ— 2.3.7
Dk 245 Dk—1 2+5Pk+ {k=1}> ( )
und per Definition py = 0. Gleichung ([2.3.7)) aufgelést nach p; ergibt:
k—149 249
= ——Dk_ — 1= 2.3.8
P 2 20 Ty 220 Y (23.8)

Zunichst 16sen wir (2.3.7) und zeigen, dass {px},;., mit der Verteilung aus
(2.1.6)) tibereinstimmt. Fiir £ = 1 und mit py = 0 erhalten wir

2496
3420

P = (2.3.9)

12



und weiter fir £ > 1
k—14+46

T k+2+2

Benutzt man (0.0.2)) in der Form ¢ = —Fg(t)l)

(k—14+0)(k—=2+0)---(1+9)
(kt2+20)(k+1+25)- (4120
D(k+8)  T(k—1496) I'(2+96)
0.0 T(k—1106) T(k—2+0)  T(1+9) 249
C(h+3+20) | T(kt2420) | T(5+20) 342§
D(k+2+26) ~ T(k+1+26) I'(4+26)

I'(k+6)'(4 4 20) 2+9

I'(4+20
L(k+3+25)(1+0) Fgmég

T'(k + 6)I'(3 + 26)
(1+6)T(k + 3+ 20)

o Pet. (2.3.10)

, kann man p;, schreiben als

= (2+9)g (2.3.11)

Damit stimmt {px}52; mit der in (2.1.6) definierten Verteilung tiberein.

Sei nun )
Zum Beweis von Proposition [2.3.1) im Fall m = 1 ist zu zeigen, dass es ein
C = C(9) gibt, so dass
max lex(t)] < C. (2.3.13)

Eine explizite Schranke C' wird dabei im weiteren Verlauf des Beweises be-
rechnet. Als Beweis fiihren wir eine Vollstandige Induktion in ¢. Dazu bedarf
es noch einer kurzen Vorbereitung:

13



Die Gleichung ([2.3.7) konnen wir wie folgt umschreiben

(L+t)p = tpx+ i (2.3.14)
k—1+0
2+0) + (1+9)

~~

I

= tp. + to_
Pk t( DPk—1

k+9
H2+06)+(149)

-~

1
1 t

tpr +1{k=1y

- 5+5‘;@+5%ﬂ1+@xk—1+®m1
1 : Hlk ) 2.3.15
B (2+(5—t(2+5)+(1+5))( + 6)pr, (2.3.15)

(. J/

v
da sich jeweils I und 111 sowie II und IV zu Null addieren. Zur Vereinfa-
chung definieren wir zwei Abkiirzungen

1 t
wlt) = (2+5_t(2+5)+(1+5))(k_1+5)pk_1
1 t
B (2+5_t@+5y+g+50(k+®m: (2.3.16)
1+0 1+6

W= —enm s rars ey rate oD

Fasst man nun die Gleichungen ([2.3.14]) und ({2.3.6)) zusammen, so ergibt sich

ex(t+1) = Pt +1)— (t+1)ps

k+0 k—1+0
= (1_az+®+¢1+®)5“”+t@+5y+a+5f“””
+ k(t) + (t). (2.3.18)

Durch Induktion in ¢ wollen wir zeigen, dass i (t) beschrénkt ist im Sinne
von . Wir starten den Induktionsanfang mit t = 1. Fiir t = 1 besteht
G1(1) aus einer Ecke mit einer Schlaufe. Folglich ist Py (1) gerade 1 fiir k = 2
und fiir alle anderen k& Null, also

Pi(1) = Tjegy. (2.3.19)
Da p, < 1, konnen wir abschétzen

len(1)] = |Pe(1) — pi| < max {Py(1),pp} < 1fiiralle k>1.  (2.3.20)
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Damit haben wir den Induktionsanfang maxy, [ex(1)| < C gezeigt. Wir fahren
fort mit dem Induktionsschritt t — t + 1. Zunéchst betrachten wir den Fall
k = 1. Wegen g¢(t) = Py(t) — po = 0 (vgl. und (2.3.7))), vereinfacht
sich zu

1496
t+1)=(1- t t t). 2.3.21
e+ ) = (1= gy ) a0+ w0 @, @32
Da % eine Wahrscheinlichkeit ist, muss gelten
1+0

b= t(2+0) + (149) = (2:3.22)

und folglich

1+6
(2+6)+(1+0)

il < (1 ) Ol + @]+ a0l 2329

Betrachtet man nun die ausfiihrlichen Schreibweisen zu ky(t) und (), also
(2.3.16]) und (2.3.17)), so sieht man nach kurzer Rechnung, dass es Konstanten
C, = C,(6) und C, = C,(6) gibt, so dass fiir alle & > 1 gilt

lkr(t)] < Co(t + 1)  und |y(t)] < CL (¢ + 1)1 (2.3.24)

Wiéihle zum Beispiel C, = 1 und C,; = sup; (k+8)pr = (14+0)p1 = ugﬂ#,

was nach kurzer Rechnung folgt, wenn man p; wie in (2.3.11)) einsetzt. Wir

setzen nun in Gleichung (2.3.23]) die Induktionsvoraussetzung (|2.3.13)) und
die Abschéatzungen aus ([2.3.24)) ein und erhalten

1+6 .
et + 1) < C (1 — t(2+5)+(1+5)) +(Cr + Cy)(t+1)
=C L+o C+(Co+CHE+1)71  (2.3.25)

246+ (1+9)
Als néchstes benutzen wir, dass ¢(2+6) + (1 + ) < (¢ +1)(2+0), so dass

B 144 .,
|81(t+1)| = C m(]—i—(@{%—(%)(t—l—l)
1490
< CO-— o2
< C—(t+1) <02+5 (C,.@+C’7))
< C (2.3.26)
falls 545
> — . ..
02 750t C) (2.3.27)
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Fiir k£ > 2 benutzen wir wieder die Abschitzung (2.3.18)). Fiir k < ¢(2+4§)+1
gilt
1 k+4é > 0.
t(2+6) + (1+90)
Daher wollen wir zunéchst annehmen, dass diese Anforderung an £ erfiillt

sei und betrachten den Fall k > ¢(2+ 9) + 2 spéter. Mit (2.3.18]) und (2.3.28)

erhalten wir dann fir £ > 2 und § > —1

(2.3.28)

k46 k—146
lt+1) < (1 CE RN 5)) O+ mrraro®
+ k() + ve(t). (2.3.29)

Wir benutzen nun wieder die Induktionsvoraussetzung maxy, |ex(¢)] < C und

die Abschétzungen fiir Cy; und C, aus (2.3.24) und erhalten
€k (t + 1)

k+0 kE—1+96 .
SC(I_t(2+6)+(1+6))+Ot(2+5)+(1+5)+(C“+Cv)(t+1)

) +(Ce + CH(E+ 1) (2.3.30)

1
:C(l_t(2+5)+(1+5)

Wegen t(2+9) 4+ (1 +9) < (t + 1)(2+ 6) ergibt sich daraus

1
< - -1
lex(t+ 1) < C (1 S +6)) C+(C.+C)(t+1)
C
J— — _1 _—
=C—(t+1) <2+5 (CH+CV))
< O, falls C > (24 0)(Cx + C,) gilt. (2.3.31)
Daher wéahlen wir
C=2+0)(Ci+Cy)max{1,(1+45)"}. (2.3.32)

Abschlieend betrachten wir den Fall k& > ¢(2 + §) + 2:

Fir § > —1ist k > t(2+9) +2 > t 4+ 2. Der maximale Grad einer Ecke in
G1(t+1) ist t+ 2, ndmlich genau dann, wenn alle Ecken mit der ersten Ecke
verbunden sind. Fiir & > ¢(2 + ) + 2 ist daher P(t + 1) = 0 und somit

len(t+1)| = |P(t4+1) = (t+ Dpp| = (t + Dpy, fiir k >t +2.  (2.3.33)
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Aus (2.1.11]) und (2.1.12)) erhalten wir fiir eine geeignetes C), und gleichméBig
firalle k >t +2und 0 > —1

B (2+%)F(m+2+5+%) _(349) 1
— C /{Z (3+9)
< Gyt +1)"6F), (2.3.34)

Weiter gilt
(1+t)pr < Cp(t+1)"C) =o((t+1)7Y). (2.3.35)

Damit folgt fiir C' > C, die Behauptung auch fiir & > ¢(2+0) + 2. Damit ist

(2.3.13) auch fiir t — ¢ 4+ 1 gezeigt und somit Proposition fir m =1
und § > —1 bewiesen. O

2.4 Beweis von Theorem [

Abschlielend setzen wir die Ergebnisse der vorherigen Abschnitte zum Beweis
von Theorem [1f zusammen. Proposition liefert uns, dass

max [E[Py(t)] - pyt] < C. (2.4.1)

Durch Einsetzen in Proposition [2.2.1] erhalten wir fiir t — oo

P (max]Pk( ) — pit| > C(1+ /tlogt ) = of (2.4.2)
und wegen py(t) = Pkt(t),
C
P (mgx lpk(t) — pr| > 7(1 + tlogt) = o(1). (2.4.3)

Gleichung ([2.4.3) impliziert die Aussage von Theorem .
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Kapitel 3

Durchmesser von PA-Modellen

Im vorherigen Kapitel haben wir uns mit der Verteilung der Grade in einem
PA-Graphen beschiftigt und dabei die Power Law-Eigenschaft py = ¢,,k™"
als wichtiges Resultat erhalten. Den Exponenten der Power Law 7 = 3 + %
konnen wir mit dem Parameter  so variieren, dass 7 € (2, 00) bzw. 7 € (2, 3).
Im folgenden definieren wir den Durchmesser eines Graphen G als

diam(G) = max {distg (7, 7)| distg (i, 7) < oo}, (3.0.1)
1,]€

wobei diste(7, j) den Abstand der Ecken 4, j € G bezeichne. In [DHH09] wer-
den zwei Vermutungen aufgestellt, die noch nicht bewiesen sind:

e Fiir m > 1 und 0 > 0 konvergiert %{:’f(t)) in Wahrscheinlichkeit
gegen eine positive Konstante.

e Fiir m > 2 und 6 € (—m,0) konvergiert % in Wahrscheinlich-
keit gegen eine positive Konstante.

Das folgenden Kapitel bespricht drei Beweise aus [HH08]. In Abschnitt
wird eine obere und in Abschnitt eine untere Schranke fiir die er-
ste Vermutung gezeigt. In Abschnitt wird dann eine obere Schranke fiir
die zweite Vermutung bewiesen. Fiir die letzten Ergebnisse vor Abgabe der
Arbeit sei auf [DHH09] verwiesen, worin zusétzlich zu den Resultaten hier
noch eine doppelt-logarithmische untere Schranke gezeigt wird, sowie eine
scharfere Schranke zu Theorem [3

3.1 Eine obere Schranke des Durchmessers

Im folgenden Abschnitt seien § € (—m, 00) bzw. 7 € (2,00) und damit der
allgemeinste Fall, den wir in diesem Kapitel betrachten wollen, denn fiir ein
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0 < —m wiirden wir in den Wachstumsregeln der Modelle aus Kapitel [I] keine
sinnvollen Wahrscheinlichkeiten erhalten.

Theorem 2 In den Modellen (b) und (c) seim > 1 und § > —m. Dann gibt
es ein C'=C(m,d) >0, so dass

P (diam(G,,(t)) > C'logt) = o(1), t— oo. (3.1.1)

Mit anderen Worten ist der Durchmesser von G,,(t) in den Modellen (b) und
(c¢) whp hochstens C'logt. Fiir Modell (a) ldsst sich der Beweis nicht fiihren,
da wir dort Schlaufen zugelassen haben und der Graph daher nicht notwen-
diger Weise zusammenhéngend sein muss.

Bewets: In Modell (c¢) und mit s; > s; schreiben wir s; — s;, wenn die
erste Kante von s; mit der Ecke s; verbunden ist. In Modell (b) schreiben
wir s; — s;, wenn in {G;(t)},5, die Ecke (s; — 1)m + 1 mit einer der
Ecken (s; — 1)m + 1,...,s;m verbunden ist. In Modell (a) ist der Graph
nicht notwendigerweise zusammenhéngend, womit dieser Beweis scheitert.

Fiir sy =8> s9 > ... > s, =1 und s; = (s1, 89, ..., S) schreiben wir
k—1
ES} = ﬂ {82‘ S 82‘4_1} ) (312)
i=1

Fiir eine Realisierung von G, (t) bezeichnet dist(s, 1) den eindeutigen Wert
von k, so dass s = §; — S9 —> ... — §,_1 — S = 1. Die Eindeutigkeit
von k resultiert daraus, dass wir das Ereignis s; — s; in beiden Modellen
jeweils fiir die erste Kante definiert haben. Mit dieser Definition hat jede
Ecke des Graphen einen eindeutigen Weg zur Ecke 1 mittels erster Kanten.
Dieses Ereignis beschreibt gerade Eg;. Es gilt

diam(G,,(t)) < 2 gllaxtdist(s, 1), (3.1.3)

-----

da der Abstand zwischen zwei beliebigen Punkten des Graphen geringer ist
als die rechte Seite von ({3.1.3). Nehmen wir nun an, dass es eine Konstante
C' gibt, so dass fiir jedes 1 < s <t und ¢ > 0 gilt

P(dist(s, 1) > C"log s) < s~ (49, (3.1.4)
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Dann impliziert (3.1.4) bereits Theorem [2| denn mit (3.1.3) und dist(s, 1) <
s, erhélt man fir C' = 2C'

BL13)
P(diam(G,(t)) > Clogt) < P (maict dist(s,1) > C'log t) (3.1.5)

1<s<

= IP( max dist(s,1)>C’logt)

C'logt<s<t

(s<) ' ,
< P max dist(s,1) > C'logs

C'logt<s<t

< Z P (dist(s, 1) > C"log s)

C'logt<s<t

(13.1.4)

=Y s = 0((logh) ) = o)
C'logt<s<t

fiir t — oo. Den restlichen Abschnitt wollen wir daher dem Beweis von

Gleichung (3.1.4) widmen. Haben wir die gezeigt, folgt wegen (3.1.5) auch
Theorem 2 Zum Beweis von (3.1.4) betrachten wir ein festes s und erhalten

mit der Boolschen Ungleichung

P (dist(s,1) > k) = P(U{dist(s,l):l})

>k

P (UUN G

>k $; =1

i yr (h {s; — sm}) . (3.1.6)

I>k & i=1

wobei wir mit §; alle geordneten Vektoren der Lénge [ bezeichnen, fiir die
s1 = s und s; = 1 ist. Wir behaupten nun

P(E;) =P (h {s; — 8i+1}) = ﬁ]P(si — Sit1)- (3.1.7)

Die Unabhéngigkeit beweisen wir mittels Induktion. Wegen der unterschied-
lichen Wachstumsregeln miissen wir die Modelle (b) und (c) separat betrach-
ten:
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Modell (c)

P (h {Si — 3i+1}> =E|P (h {Si I Si+1} |Gm(81 - 1))

=1

(3.1.8)

= [[h {si — siz1}t] P (51 — 52|Gpl(s1 — 1))] 5

(3.1.9)

da das Ereignis ﬂi;; {si — s;41} messbar ist beziiglich G,,(s; — 1) (d. h.
N5 {si — si11} € 0(Gyu(s1 — 1)). I[A] bezeichne dabei die Indikatorfunk-
tion fiir das Ereignis A. Weiter gilt nach der Wachstumsregel (1.3.1))

d52<81 — 1) + 5

P(s1 — $2|G(s1 — 1)) = @m+ (s — 1) (3.1.10)
Insbesondere erhalten wir
. d52(81 — 1) + (5
P(s; — s9) = E [(2m+5)(51—1)] ) (3.1.11)
Und somit
P (Q {Si — 3i+1}> E I[Q {Si — 3i+1}] (;i;i<il5;(iz —_i_ 51)

) ) (3.1.12)
(A dsy (51— 1) +0 ]
=P (g{sz — 3i+1}) E {(2771—1—(5)(31 _ 1)_ )

(3.1.13)

da die Zufallsvariable dg,(s; — 1) nur vom Verlauf des Graphen ab dem Zeit-
punkt s, abhéngt, also insbesondere von der Anzahl der Kanten die nach dem
Zeitpunkt sy mit der Ecke so verbunden wurden. Dies jedoch ist unabhéngig
vom Ereignis (.2} {s; — i1}, weches von den Kanten bis einschlielich
dem Zeitpunkt sy bestimmt wird. Zusammen mit erhalten wir

P (h {s; — SZ'_H}) =P(sg — s9)- P (h {si — si+1}> . (3.1.14)

=1 =2

Wiederholtes Anwenden liefert dann (3.1.7]).
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Modell (b) Gleichung gilt analog, da das Ereignis (._} {s; — Sit1}
auch in Modell (b) beziiglich G,,(s1 —1) messbar ist. Das Ereignis {s; — 2}
tritt genau dann ein, wenn in G (t) die Ecke m(s; —1)41 mit einer der Ecken
m(sy — 1)+ 1,...,msy verbunden ist. Nach der Wachstumsregel be-
tragt die Wahrscheinlichkeit dafiir

P(si — s|Gm(s1—1) = Y P(m(s; — 1) + 1 — k|Gy(m(s; — 1))
k=m(so—1)+1
— dp(m(sy — 1))+ ¢
). (2+6)(m(s; — 1))

k=m(sa—1)+1
(3.1.15)
und damit gilt insbesondere
e de(m(sy — 1))+ 6
P = [ | Shemten i 3.1.16
o) 2+ o)l — 1) 110

Wir wissen, dass diese Wahrscheinlichkeit nur von der Verteilung der Kanten
in G1(t) zum Zeitpunkt ms, abhéngt und daher unabhéngig von dem Ereignis
ﬂi;g {s;i — s;11} ist. Es folgt analog zur Schlussweise oben

P (h {s; — SZ-H}) =P(s; — s9)- P (h {s; — s,;H}) (3.1.17)

und durch wiederholtes Anwenden ({3.1.7)) fiir Modell (b).

Nachdem wir nun gezeigt haben, dass fiir ©+ = 1,...,k — 1 die Ereignisse
{si — si11} in Eg unabhéngig sind, wollen wir nun deren Wahrscheinlich-
keit abschétzen.

Lemma 3.1.1 In Modell (c) gilt fir alle s >t > 1 und mit a = 5" €
(0,1),
P(s — t) < 2% %(s—1)""" (3.1.18)
Mit s,t und a wie oben gilt fir Modell (b)
a 1 - a—1
Pls — ) <2 (t—14 ) (s—1)*" (3.1.19)
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Beweis: Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir Modell (c¢). Da nach Kon-
struktion von Modell (¢) die ersten beiden Ecken per Definition miteinander
verbunden sind, gilt fiir £ =1 und s = 2

P2-—1)=1<2° (3.1.20)

da a € (0,1). Fiir s > 2 gilt nach (3.1.11))

di(s—1)+0 ]
2m+d)(s—1)]

P(s —t)=E [ (3.1.21)

Fiir s > 2 und bedingt auf G,,(s — 1) beschreibt die Zufallsvariable
Xs,t = dt(S) — dt(S — 1) (3122)

gerade die zufillige Gradéanderung der Ecke ¢ im Zeitschritt von s — 1 nach s.
Wir kénnen X, durch m-maliges unabhéngiges Ausfiihren eines Bernoulli-
Experiments mit Eintrittswahrscheinlichkeit p gewinnen, wobei X ;, gegeben
di(s—1), binomialverteilt ist zum Parameter m mit Erfolgswahrscheinlichkeit

p= %. Klar ist E[X;;|d:(s — 1)] = mp und wir erhalten

E[d(s) + 6 — (dy(s — 1) + 6)|dy(s — 1)] = m(;ﬁf‘i‘é)l();_i). (3.1.23)
Zudem ist E[dy(s — 1)|ds(s — 1)] = dy(s — 1). Es folgt
E[d;(s) + dldi(s — 1)] = di(s — 1) + m(gd;fi};gf_%
= Eldy(s — 1) + 6|dy(s — 1)] (1 +t G Z)L(S — 1)) ,
(3.1.24)

und insbesondere E[d;(s) 4+ 0] > E[d;(s — 1) + §]. Wir zeigen nun induktiv

Bldy(s) + 6] < 2%(2m + 6) (321)“. (3.1.25)

Als Induktionsanfang wéhlen wir s = ¢. In diesem Fall ist die linke Seite von

(13.1.25)) nicht grofer als 2m+-9. Aus (3.1.23)) und der Induktionsvoraussetzung
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(3.1.25)) erhalten wir

EBld(s+1)+d] "= Eldi(s) + 4] (1 + m)

< 29(2m+0) (S;1>a (1+§)

<17
Somit reicht es zu zeigen, dass fiir alle x = s7! € [0,1] und a € (0,1) gilt
(1-2)°(1+az) <1 (3.1.27)

was man schnell sieht, wenn man fiir f : R — R, z — (1 — 2)%(1 + az) die
erste Ableitung und f(1) = 1 betrachtet. Tragen wir nun unsere Ergebnisse
zusammen, erhalten wir fiir alle s > ¢ > 1

iz E[di(s—1)+4] E [di(s) + 6]
Pe—10 =" Giioe-D = @mioeo0)
2¢(2m +6) (=2)°

Gmins_1 2t et (3.1.28)

und damit die Behauptung von Lemma fiir Modell (c).

Fiir Modell (b) beschranken wir uns zunéchst auf m = 1 und gehen analog
zum Beweis fiir Modell (c) vor. Aus der Wachstumsregel ([1.2.1)) erhalten wir

P(s — t|Gh(s — 1)) = % (3.1.29)

und insbesondere

(3.1.30)

P(s—>t)=E[dt(S_1>+5].

(2+0)(s—1)
Mithilfe einer Zufallsvariable X ; wie in (3.1.22)) erhalten wir auch hier

E[dy(s) + 6] = Eld,(s — 1) + 4] (1 + (3.1.31)

1
(249)(s— 1)) ’
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also insbesondere E[d;(s) + 0] > E[d(s — 1) + d] und weiter

s—1

Ed,(s) + 0] < 2°(2 + 6) ( ) mit s > 2, (3.1.32)

wobei m = 1 und a = 5+. Damit gilt (3.1.19) auch fiir Modell (b) mit m = 1.

246"

Fiir m > 1 gilt {s — t} genau dann, wenn in {G(¢)} die Ecke m(s—1)+
1 mit einer der Ecken m(t —1)+1,..., mt verbunden ist. Mit o’ = 1/(2+¢')
und § = % gilt dann

P(s — 1)

> Plm(s—1)+1— )

j=m(t—1)+1

(B-1.30) MOE [dj(m(s—1)) + ]
Z (240")(m(s—1))

j=m(t—1)+1

mt

130) E[dj(m(s—1)+ 1)+ ]
SD SR cr  CIFEY)

j=m(t—1)+1
/

B132) mt 29(2 4 §) (—m(§_1)>
<

- (24 8)(m(s—1))

j=m(t—1)+1

mit
= 27 3 m(s -1
j=m(t—1)+1
< 2%mm(t —1) 4+ 1] [m(s — 1)]¢ !

, 1\ ,
= 2 (t—1+— — 1)t 3.1.33
(t=1+2) G- (3,133
Wafs uns mit o' = ﬁ = 555 die Behauptung (3.1.19) aus Lemma m
liefert. O

Mit diesem Ergebnis konnen wir den Beweis von Theorem [2| fortsetzen.
Wir beschrinken uns hier darauf, den Beweis fiir Modell (c¢) ausfiihrlich zu
zeigen und skizzieren dann lediglich die wesentlichen Unterschiede beim Be-
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weis fiir Modell (b).

P (h {Si — 5i+1}> " ﬁP(Si — Si+1)

=1

B113)
< H2a51_f1(51 1)t
i=1
-1 a I-1
i —1 1
—  gall-1) Si
H Sit+1 H s;i— 1
-1
S 2a(l—1) (8 l)a_l H :
S; —
=2
-1
1
< 22 T - (3.1.34)
S; —

Ausgehend von Gleichung (3.1.6]) erhalten wir damit fiir sy = s und s; = 1

P(dist(s, 1) 071y et ZHS — (3.1.35)

>k s 1=2

wobei wir mit §; {iber alle geordneten Vektoren §; = (s1,...,s;) summieren,
d.h. iiber alle s, fiir die sy = s > s9 > ... > 5, = 1. Summieren wir dagegen
iiber alle ungeordneten Vektoren, fiir die lediglich gelten soll s; = s und
s; = 1 erhalten wir (I —2)! mal soviele (gleiche) Summanden. Bezeichnen wir
mit ¢; die ungeordneten Vektoren, reicht es, durch (I —2)! zu teilen, und es
gilt

2al 1)

P(dist(s,1) > k) < s Z = ZH P ¥ (3.1.36)

Summieren wir iiber alle Vektoren ¢;, anstatt nur iiber die mit unterschiedli-
chen Koordinaten erhalten wir

ZHSZ—1 (Z %) . (3.1.37)

lz2 u=1

Dies ist natiirlich eine obere Schranke der Summe aus (3.1.36|), so dass

-2
2a(l—1) s—1 1
P(dist(s, 1) > k) < 27" ) =] (Z - (3.1.38)

>k u=1
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s—1 1

Nun benutzen wir » '~ =

< 1+ log s und erhalten

“(1+1logs)) 2
-2

2
P(dist(s, 1) > k) < 25" ) (
1>k

Wenn wir den Zéhlindex der Summe anpassen, erhalten wir gerade die Ver-
teilungsfunktion einer poissonverteilten Zufallsvariable X mit Parameter A =
2%(1 +log s) an der Stelle X =k — 1, also

P(dist(s,1) > k) < 2s*°* Z (24(1 + log s))!

1>k—1 I
= 25" exp(2”(1 +logs))P(X >k —1)
= ¥ TIP(X > k- 1), (3.1.39)

wobei ¢ = 2exp(2*). Nach [JLR0O0] (Remark 2.5 und Remark 2.6) gilt fiir
eine poissonverteilte Zufallsvariable Y mit Erwartungswert A

2 4
P(Y > 5)\) =P(Y > E[Y] +4)) <exp <—/\i)\4)\) =7, (3.1.40)
3

Wihlen wir nun in (3.1.39) A = 2%(1 + log s), liefert das
P (dist(s,1) > 5-(2%(1 +logs) +1)) < cs'™P(X > 5))

_ 241
< egttoem

_ 24-2%(1+logs)
7

1+ae
1+4a

= CS
CS

2420 24.20
e 7 87

IA
R
+
o

cs (3.1.41)

wobei wir benutzt haben, dass 0 < a < 1 und € = % wéhlen. Damit haben

wir den letzten Schritt zum Beweis von Gleichung (3.1.4]) gezeigt und folglich
Theorem |2 fiir Modell (c) bewiesen. Der Beweis fiir Modell (b) unterscheidet

sich lediglich darin, dass wir in (3.1.34]) die Abschatzung (3.1.19)) aus Lemma
B.1.1] einsetzen. O

Bemerkung: Betrachten wir die Wachstumsregeln fiir die Modelle (a) und
(b), also (1.1.1)),(1.1.2) und ((1.2.1]), kénnen wir unmittelbar schlieflen, dass
(3.1.19) aus Lemma auch fiir Modell (a) gilt. Darauf werden wir im
folgenden Abschnitt beim Beweis von Lemma [3.2.2 noch zuriickkommen.
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3.2 Eine untere Schranke des Durchmessers

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, eine untere Schranke fiir den Durchmes-
ser eines PA-Graphen zu erhalten. Dabei untersuchen wir einen Pfad I' der
Lange [, der zwei Ecken sy und s; von G,,(t) miteinander verbindet. Fiir die
einzelnen Kanten von I' berechnen wir die Kantenwahrscheinlichkeiten und
werden damit die Wahrscheinlichkeit abschéitzen, dass ein solcher Pfad in
G, (t) existiert. Anschlieflend kénnen wir mit der Anzahl aller moglichen T’
der Lénge [ die mittlere Anzahl solcher Teilgraphen errechnen. Wir werden
feststellen, dass fiir [ < L = 10g(1§§'(+2110gt die mittlere Anzahl der Teilgraphen
gegen Null konvergiert fiir ¢ — oo. Daraus schliefen wir, dass der Durchmes-
ser des PA-Graphens mindestens Groflie L hat.

Theorem 3 In den Modellen (a) bis (¢) seien m > 1 und § > 0. Dann gilt
fiire >0 und t — o0,

logt
P ( di m (1 1-— =o0(1). 2.1
(G < (1= )0 ) = o) (3:2.0)
D. h. mit hoher Wahrscheinlichkeit ist der Durchmesser von G, (t) minde-
stens (1 — 5)10§i;t.

Fiir 6 = 0 wurde das Theorem bereits 2004 von Bollobas und Riordan
bewiesen (vgl. Theorem 1 in [BRO4]). In [HHO7] wird der Beweis auf § > 0
erweitert werden, was wir im folgenden vorstellen. Fiir Modell (c¢) bezeichne

{g(t.j)=s}, 1<j<m, (3.2.2)

das Ereignis, dass zum Zeitpunkt ¢ die j-te Kante der Ecke ¢ mit einer bereits
vorhandenen Ecke s verbunden ist. In den Modellen (a) und (b) bedeutet
dieses Ereignis, dass im Graphen G;(mt) die Kante der Ecke m(t — 1) + j
mit einer der Ecken m(s — 1) 4+ 1,...,ms verbunden ist. Aus der Definition
der PA-Modelle kénnen wir folgern, dass das Eintreten dieses Ereignisses
die Préferenz fiir die Ecke s erhoht und somit die Préaferenz der Ecken u
mit 1 < u < ¢, u # s relativ verringert. Intuitiv ldsst sich dieser Effekt
auch beschreiben, indem wir sagen, dass fiir s; # $o,71 # Jjo,t1 # to die
Ereignisse {g(t1,j1) = s1} und {g(t2,j2) = s2} negativ korreliert sind. Um
dies zu beweisen, beschreibe fiir ng, € N,ng > 1

E, = ﬂ{ £ © } (3.2.3)

das Ereignis, dass zum Zeitpunkt ¢; die j;-te Kante der Ecke ¢; mit der be-
reits vorhandenen Ecke s verbunden ist. Wir beginnen zunéchst mit dem
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Beweis, dass fiir jedes £ > 1 und alle méglichen tgs), jl-(s) die Ereignisse F fiir

unterschiedliche s negativ korreliert sind:

Lemma 3.2.1 Fliir unterschiedliche sy, sa, ..., Sk, gilt
k
P (ﬂ E> <[P E.). (3.2.4)
i=1 i=1

Beweis: Wir betrachten die Kanten im Graphen entsprechend der Reihen-
folge ihres Hinzufiigens und nummerieren sie von 1 bis mt¢. So konnen wir
einem Ereignis {g(t,j) = s} seine Kantennummer m(t — 1) 4+ j zuordnen. Im
folgenden fithren wir eine Vollstéandige Induktion in der h6chsten Kantennum-
mer e der Ereignisse F; durch. Die Induktionsvoraussetzung ist dabei, dass
fiir alle k£ und alle moglichen tgs),ji(s) gilt und maxi,s(tis) -1) —Q—ji(s) <e.

Induktionsstart: Wir starten die Induktion mit e = 1. Trivialer Weise
ist die Induktionsvoraussetzung hier erfiillt, da ﬂle E;, entweder leer ist oder
gerade aus einem Ereignis besteht.

Induktionsschritt: Um die Induktion fortzusetzen, nehmen wir an,
dass die Induktionsvoraussetzung fiir e — 1 erfiillt sei, also dass (3.2.4)) fiir
alle k£ und alle moglichen tl(s)yjfs) gelte, wobei maxi,s(t(s) —1)+ ji(s) <e-—1.

Ziel ist es nun, die Aussage so zu erweitern, dass gilt fiir alle k, alle
moglichen tl(s),ji(s) und maxi,s(tgs) -1)+ ji(s) <e.

Der Fall max; (" —1)+;* < e folgt direkt aus der Induktionsannahme.
Daher reicht es, maxivs(tgs) —1) —I—jfs) = e zu betrachten. Zunéchst stellen wir
fest, dass die Wahl von ¢t und j eindeutig ist, falls gelten soll m(t—1)+j = e.
In diesem Fall gibt es wiederum zwei Moglichkeiten: Entweder gibt es genau
eine Wahl fiir s und ¢, so dass £ = ¢ und ;¥ = j, oder es gibt
mindestens zwei solcher Moglichkeiten. Im zweiten Fall erhalten wir direkt
ﬂle Es, = 0, da die e-te Kante nur mit einer eindeutigen Ecke verbunden
sein kann. Hier ist folglich nichts zu zeigen. Wir untersuchen daher den Fall

ciner eindeutigen Ecke s und £\ = ¢ sowie j*) = j. Bezeichne

Ns

= () {0 =5} (3.2.5)
i=1:(t) 55 £ (8,9)

die Beschrankung des Ereignisses F auf die iibrigen Kanten. Dann kénnen

29



wir schreiben

(Esw ={ot.)=s}nEN [ E. (3.2.6)

i=1 1=1,si#s

Per Konstruktion ist die Kantennummer der Ereignisse in £ N ﬂle sits Ls,
hochstens e — 1. Also ist

k
P (ﬂ E) <E
=1

wobei P,_; die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir den Fall bezeichne, dass die
Kanten bis einschlielich (e — 1) gegeben sind. Wir betrachten zunéchst Mo-
dell (c), fiir das wir aus der Wachstumsregel erhalten, dass

IEN (] B Pealyglt.j)=s)|. (3.2.7)

i=1,8;#s

dy(t —1)+6

P._ t,j)=3s)= , 2.
wobel
d(t-1)=m+ >  Igt'j)=s (3.2.9)
(t,§'):t' <t—1
Als Zwischenschritt notieren wir
k k
m+ 0
P E, | <E I[E' N b,
((5) <2 |aataimgen N
Z(t/ i)t <t—1 Ig(t',j") = s -
E = I[E'N E.l|. (3.2.10

Jeder der Terme in hat eine Kantennummer strikt kleiner e und tritt
mit einer nichtnegativen multiplikantiven Konstante auf. Damit kénnen wir
die Induktionsvoraussetzung auf jeden einzelnen dieser Terme anwenden und
erhalten mit m +6 >0

i m+ 0 , i
P (QE> g 1)P(Es>i:1ls]i#sP(E8i>

Z(t’,j’):t’gt—l P({g(t',j") = s} N EY)
* @m+ o) —1) IIr
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Setzen wir die Terme nun wieder zusammen, erhalten wir

- k
} (Q E) =E [I[E;] (265:_5;()t+_51)] I P&, (3.2.12)

i=1:s;#s

was uns schliellich die Behauptung liefert, denn

ds(t—1)+9¢
(2m +0)(t — 1)}

= P(E,). (3.2.13)

s

E {I[E’]

Der Beweis des Lemmas fiir die Modelle (a) und (b) soll hier nicht weiter aus-
gefiithrt werden. Er unterscheidet sich lediglich darin, dass wir in (3.2.8]) die
alternativen Formulierungen ((1.1.3) und ([1.2.2)) benutzen und dann analog
fortfahren. O

Mit dem folgenden Lemma kénnen wir die Wahrscheinlichkeit der Ereig-
nisse E, abschitzen. Wir beschrianken uns dabei auf ny < 2:

Lemma 3.2.2 Fir die Modelle (a) bis (c) gibt es My, My € Ry, so dass
(i) fiir jedes 1 < j <m undt > s,

| M
P(g(t.)) =) < iy (3.2.14)

(i1) firty >ty > s, und alle 1 < jy, 5o < m gilt

M

P(g(t1,71) = t2,72) =8) < ————
(g(t1, J1) = s,9(t2, J2) = 5) < (tth)l—aSQa’

(3.2.15)

wobei wie bisher a = ST

Beweis: Fiir Modell (¢) kénnen wir aus Lemma direkt schlieflen, dass

P(g(t,j) = s) =P(g(t,5) = 1) = P(t — )
= 2a87a(t — 1>a71 < M1 e

(3.2.16)

s’
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sofern gegeben ist, dass My > 2%sup;5o(;747)'™* = 2. In den Modellen (a)
und (b) soll gelten, dass

m

P(g(t,j) = s) = ZP((m(t —D+j—ms—1)+1))

220 5—1 ) a(m<t—1)+j_1)(l*1
(2a< (8 - 1) + 1) (m(t —_ 1) +] _ 1)a—1

(t—1+ j;l)a—l pa—1
m1 S Ml_a
(S -1+ E)a 5@

= 2¢ (3.2.17)

was wir erreichen, wenn wir M; > 2m® wahlen.

Wir zeigen nun und beginnen mit Modell (c). Der Beweis fiir die
anderen Modelle verldauft dann dhnlich. Zunéchst leisten wir noch etwas Vor-
arbeit indem wir (3.1.23)) mehrfach auf E[(d(t; — 1) + 0)] anwenden. Wir

erhalten
a
1
ol (1+ %)
a a
1o 2)... (1
( +t1) ( +t2—2>

d
= E[(dy(t1) + 6)]?22 — 1;1:(62253 (3.2.18)

E[(ds(t2 — 1) +6)] = E[(ds(t2 — 2) +
]

= E[(ds(t1) +90)

I'(t1) o 1 und T'(ta—1+a)

L(t1+a) e (ta—DT(tz—1) t% = (vel.
(0.0.3))) und konnen mit einem geeigneten Mz > 0 die linke Seite von (3.2.15)
abschétzen durch

Im néachsten Schritt nutzen wir

]P<g<t17]1) 7g(t27.72> - 8)
=E[P(g(ti, j1) = s,9(t2, j2) = 5|Gm(ta — 1))]

B ds(ta — 1)+ 9
-t =1 (5 )|
B2.19) 1 [(te — 1+ a)['(ty)

= T D)@m 19) Tt~ D(h 4 a) = 9071) = sl(ds(fa) +0)

M g (119t 42) = s)(dultr) + ). (3.2.19)

ety
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Bleibt noch [ [I[g(t1,71) = s|(ds(t1) + 0)] zu berechnen:

E [Ig(t1, j1) = s](ds(t1) +6) | Gm(tx — 1)]
= E[Ig(t1,51) = slds(tr) = ds(tr = 1) | Gu(ta = 1)]
+E[Ig(t1, 1) = s](ds(t1 = 1) +6) | G (t1 — 1)]

ZE g(t1, 1) = slIlg(t1,5) = s| | Gm(ts = 1)]

+ (ds(ts — 1) + O)E [I[g(t1, j1) = 5] | Gm(t1 — 1)]
df(ti—1) 0 dy(ty —1) 406 >  (dy(t; —1)+6)?
“h-Dem+o) " (m —1) ((t1 “1)(2m+ 5)) = Dem+9)

dy(ty — 1)+ 6 (dy(t; — 1) +6)
=St -Dem+o) "t —DEm+o)

(3.2.20)

womit insbesondere gilt

Eld,(t, — 1) +6]  E[(dy(t; — 1) +6)?]
t—1)2m+0o) | (h—-1)(2m+0o)
(3.2.21)

E[Ilg(ts, 51) = s](ds(t2) +0)] <

Als néichstes benutzen wir eine Abschitzung des zweiten Moments der Grad-
folge. Zugunsten der Ubersicht haben wir das zugehdrige Lemma in
Kapitel {4 bewiesen. Danach gibt es eine Konstante M, > 0, so dass

E [(ds(t) 4 0)*] < My (f)za. (3.2.22)

S

Zusammen mit der Abschitzung von E[d,(t; — 1) 4 6] aus (3.1.25)) erhalten
wir damit aus (3.2.21)), dass

2¢(2m + 6) (122)" + mM, (1=
(t1 —1)(2m +9)

)2(1'

(3.2.23)

E[I[g(t1, j1) = s|(ds(t1) +9)] <

Sofern nétig passen wir M, entsprechend an und erhalten schliellich aus
(13.2.19))

o o M; mM, (b —1)\™
P(g(t1,51) = 5,9(t2,j2) = 5) < fagl-a [(tl —1)(2m +9) ( 5 ) ]

< My
— (tth)l—aSQ(z

(3.2.24)
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fiir ein My > 0 und damit die Behauptung. O

Im folgenden nennen wir einen Pfad I' = (80,81, ---,81)
tiberschneidungsfrei, wenn s; # s; fiir alle 1 < ¢ < 7 < [. Sei nun I' ein
iiberschneidungsfreier Pfad in G,,(t) bestehend aus den [ + 1 ungeordneten
Ecken s, s1,...,s. Da I' iiberschneidungsfrei ist, kénnen wir ihn als einen
Kombination von k Ereignissen der Form (3.2.14)) oder beschreiben.
Mit den beiden Lemmata und ldsst sich dann die Wahrscheinlich-
keit fiir die Existenz von I' in G,,(t) abschétzen:

Korollar 3.2.1 Sei I' = (sq, $1,---,5) ein dberschneidungsfreier Pfad der
Linge l. Es gilt

-1

1
P(T € Gu(t)) < (m?C) : 3.2.25
CeGnt) <O [l msisgee 0229
Bewetis: Da I iiberschneidungsfrei ist, konnen wir schreiben
{€G,} =Nk E, (3.2.26)

wobei wir die Ereignisse E, definieren wie in (3.2.3) mit ny, < 1,2. Es gilt
also entweder

Ey={g(t,j) = s} (3.2.27)
fiir t > s und ein 1 < 7 < m oder
Ey ={g(t1, 1) = g(t2, j2) = s} (3.2.28)

fiir t1,t0 > s und 1 < j1,J2 < m. Im ersten Fall konnen wir aus ((3.2.14))
schlieflen, dass

P(E) =Py(t.)) =) < 7o (3.2.29)
Aus (3.2.15)) folgt fiir den zweiten Fall
: . M,
P(Es) =P(g(t1,51) = 5,9(t2, j2) = 5) < (3.2.30)

— 4l—a_g4l—a q°
t7 "8y s

In beiden Féllen sind M;, ¢« = 1,2 Konstante. Lemma liefert dann
(3.2.25)) wobei sich der Faktor m? aus der Wahl von j € 1,2,...,m ergibt.
O

Im letzten Schritt bauen wir die Aussage des Korollars zu Theorem [3] aus.
Fiir natiirliche Zahlen j > 7 gilt

Lyt <1 (3.2.31)



genau dann, wenn a < % Aus der Definition a = folgt, dass dles gerade

2 +5
dann zutrifft, wenn 6 > 0 ist. Multiplizieren wir 3.2.31[) mit (ij)~ 7 erhalten

wir j%757¢ < (i) mit § > 0. Fiir (3.2.23) folgt dann

l
P(T € Gn(t) < (m*C)

%

1

1
vV 5252+1

Als letzten Schritt wollen wir nun zeigen, dass wir aus (3.2.32) mit § > 0

folgern konnen, dass

(3.2.32)

I
o

log(t — 1)
= 3.2.33
log(3C'm?logt) ( )
eine untere Schranke fiir den Durchmesser von G,,(t) ist. Wir betrachten
einen Pfad der Léange [, bestehend aus den Ecken sq, s;...,s;. Dann liefert
uns ((3.2.32)
-1 -1
1 Cm?)! 1
P(T € Gn(t) < (Cm?)' ] _ (em) 11— (3.2.34)
o VSiSiv1  /Sost T Si

Damit wird die mittlere Anzahl von Pfaden zwischen s = ¢t und s; =t —1
beschrankt durch

(Cm) 2)1 t—2 1 —1
S D D | RS DoEY

C
< (tTl) (logt)'~? (3.2.35)
wobei wir mit 1 < sy,...,5_1 < t — 2 iiber alle moglichen I' der Form

(t,s1,...,5._1,t—1) summiert haben. Fiir (2Cm?logt)! < t—1 oder dquivalent,
fiir

log(t — 1)
= Tog((2Cm2) log 1) (3.2.36)
ist
(tOT1> (logt)'~* <( )(logt) — 0. (3.2.37)

Fiir [ < L geht die mittlere Anzahl von Pfaden die ¢ und ¢ — 1 miteinander
verbinden also gegen Null. Mit der First-Moments-Method kénnen wir dann
schlieflen, dass auch die Wahrscheinlichkeit der Existenz von I' gegen Null
geht. Fiir [ > L dagegen ist ein solcher Graph whp vorhanden.

35



3.3 Doppelt logarithmische obere Schranke
des Durchmessers

In diesem Abschnitt haben wir den Parameter § des PA-Modells wiederum
leicht eingeschréankt. Im folgenden soll stets gelten, dass § € (—m,0). Theo-
rem (4] liefert uns dann eine doppelt-logarithmische obere Schranke fiir den
Durchmesser des Graphen.

Theorem 4 In den Modellen (a) bis (c) sei m > 2 und 6 € (—m,0). Dann
ist fiir jedes o > 3%7 und

4 4o

Cr —
¢ llog(T — 2)| + logm

(3.3.1)

der Durchmesser von G, (t) whp nach oben beschrinkt durch Cgloglogt mit
t — o0.

Der Beweis des Theorems gliedert sich in zwei Teile. Zunéchst geben wir in
Theorem [5] eine Schranke fiir den Durchmesser des Kerns eines PA-Graphen
an. Dabei verstehen wir unter dem Kern eines PA-Graphen diejenigen Ecken,
die mindestens einen Grad in Hohe einer bestimmten Potenz von log ¢t haben.
Im zweiten Schritt leiten wir in Theorem [6] dann eine obere Schranke fiir den
Abstand einer Ecke mit , kleinem* Grad und dem Kern des Graphen her. Im
weiteren Verlauf wird es zweckméBiger sein, Theorem W fiir 2¢ statt fiir ¢ zu
zeigen, was jedoch nichts an den Resultaten dndert.

3.3.1 Der Durchmesser des Kerns
Wir erinnern uns aus Abschnitt [2] dass

T=3+ i, (3.3.2)
m

so dass fiir —m < § < 0 folgt 7 € (2, 3). In diesem gesamten Abschnitt setzen
wir m > 2.

Zunéchst fithren wir einige neue Begriffe ein, die wir im Verlauf des Be-

weises brauchen werden: Fiir ¢ > == = —2 > 1 und ein PA-Modell mit

3—1 é
Graphen G,,(2t) bezeichne
Core; = {i € {1,2,...,t} : d;(t) > (logt)?}, (3.3.3)

den Kern des PA-Modells. Mit anderen Worten umfasst der Kern alle Ecken
des Graphen, die zum Zeitpunkt ¢ mindestens Grad (log¢)? haben. Fiir einen
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Graphen G mit der Eckenmenge {1,2,...,t} und einer gegebenen Kanten-
menge bezeichnen wir mit dg (7, j) die Liange des kiirzesten Wegs zwischen ¢
und j. Weiter sei fir A C {1,2,...,t}

diamy(A) = max dg) (i, j). (3.3.4)
ijeA
Dann bezeichnet diamy;(Core;) den Durchmesser des Kerns von G, (2t).

Bereits in Abschnitt haben wir mit dem Ausdruck dist(7,j) einen
Abstandsbegriff zwischen zwei Ecken ¢ und j eingefiihrt. Der wesentliche
Unterschied ist, dass wir mit dg(7, j) nun den kiirzesten Weg zwischen zwei
Ecken benutzen, wihrend wir bei dist(4, 7) strikt die erste Kante einer Ecke
benutzt haben. Fiir m = 1 gilt natiirlich dist(7, j) = dg(4, 7).

Mit dem folgenden Theorem konnen wir fir diamgy,(Core;) eine obere
Schranke angeben:

Theorem 5 (Der Durchmesser des Kerns) Sei m > 2. Fiir jedes o > ﬁ,
st whp
4loglogt

diamy; (Core;) < (1 + 0(1))m.

(3.3.5)

Den Beweis von Theorem [5| werden wir in zwei Schritte aufteilen, Propo-
sition |3.3.1| und Proposition Wir definieren den inneren Kern Inner,
des Graphen G durch

Inner; = {z € {1,2,. ..t} : di(t) >t (log t)—%} . (3.3.6)

Mit Proposition beweisen wir die Aussage, dass der Durchmesser des
inneren Kern whp nicht grofer ist als 10. Anschlieend untersuchen wir mit
Proposition den dufieren Kern Outer; des Graphen, gegeben durch
Outer; = Core; \ Inner;. Wir werden zeigen, dass der Abstand des dufleren
Kerns Outer; zum inneren Kern Inner; beschriankt wird durch eine Konstante
mal log log t. Dies liefert uns zudem das Ergebnis, dass auch der Durchmesser
des dufleren Kerns beschrinkt wird durch eine Konstante mal loglogt.

Proposition 3.3.1 (Der Durchmesser des inneren Kerns) Sei m > 2. Dann

gilt whp, dass

2(r—1)

— +6. 3.3.7
3—T * ( )

diamy; (Inner;) <
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Beweis: Zunichst fithren wir den Begriff der ¢-Verbindung zwischen einer
Ecke i € {1,2,...,t} und einer Menge von Ecken A C {1,2,...,t} ein: Sei
A eine Menge von Ecken und 7 eine einzelne Ecke. Wir bezeichnen eine Ecke
je{t+1,t+2,...,2t} als t-Verbindung zwischen ¢ und A, wenn eine der
ersten beiden Kanten von j inzident zu ¢ ist und die andere der ersten bei-
den Kanten von j inzident zu einer Ecke in A ist. Aus der Existenz einer
t-Verbindung zwischen ¢ und A kénnen wir schliefen, dass der Abstand zwi-
schen ¢ und A in G,,(2t) hochsten 2 ist.

Wir betrachten zunéchst Modell (¢) und darin eine Menge von Ecken
A und eine einzelne Ecke i die zum Zeitpunkt ¢ Grad d;(t) hat. Wir be-
rechnen nun bedingt auf G,,(¢) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Ecke j €
{t+1,t+2,...,2t} eine t-Verbindung fiir  und A bildet. Dafiir multiplizie-
ren wir die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Ecke aus A mit j ver-
bunden ist, mit der Wahrscheinlichkeit, dass 7 mit 7 verbunden ist. Schreiben
wir fiir ., di(t) = da(t), erhalten wir so

(da(t) + 0 [A])(di(t) + 0)
(2t(2m + 9))? ’

P(j ist eine t-Verbindung) = (3.3.8)
und dies unabhéngig davon, ober bereits eine andere Ecke im Graphen als
t-Verbindung fungiert oder nicht. Da der Grad einer Ecke immer mindestens
m betrigt, konnen wir schreiben d;(t) + 6 > m+ 0 > 0 fiir alle ¢ < ¢t. Wegen
0 < 0 erhalten wir

) > d(t) (1 + %) — 4™ 3.3

m

dy(t) + 6 = dy(t) (1+ o0

und folglich

) )
da(t) + 614 = S di(t) "2 > a2 (3.3.10)
€A m
Zur Abkiirzung setzen wir n = % > (. Als Ergebnis halten wir fest,

dass die Wahrscheinlichkeit, dass j € {t + 1,¢ + 2,...,2t} eine t-Verbindung
zwischen 7 und A bildet, mindestens

nda(t)di(t)

5 (3.3.11)

ist, unabhéngig davon, ob die anderen Ecken ¢-Verbindungen bilden oder
nicht. Wir untersuchen nun eine Teilmenge von Inner; der Gréfle ny = [\/ﬂ

und zeigen, dass diese whp einen beschrinkten Durchmesser hat. Nach (4.2.13))
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enthélt Inner, whp mindestens v/t Ecken. Wir bezeichnen die Menge der er-
sten L\/ﬂ Ecken von Inner; mit /. Aus koénnen wir nun schlieflen,
dass fiir 41,4 € I und j € {t + 1,t 4+ 2,...,2t}, die Wahrscheinlichkeit, dass
j eine t-Verbindung fiir i1, 75 ist, mindestens

1 1 _9
771;7‘—1 tT—l -
t2logt — (logt)?

DG (3.3.12)

betrigt, und zwar unabhéngig davon, ob bereits andere Ecken ¢-Verbindungen
sind oder nicht. Im folgenden benutzen wir ein Coupling und vergleichen
so die Menge I und alle moglichen Paare von Ecken von I, fiir die j €
{t+1,t+2,...,2t} eine t-Verbindung ist, mit einem multinomialen Gra-
phen H,,. H,, habe n; Ecken. Seine Kanten bestimmen wir wie folgt: Wir
nummerieren die e; = % ~ % Paare aus I beliebig von 1 bis e; und
betrachten sie als e; Zellen eines Multinomialexperiments mit ¢ Versuchen

und den Erfolgswahrscheinlichkeiten
pr = q fir 1 <k <e und pg =1 — esq. (3.3.13)
Die t Versuche stellen wir durch Zufallsvektoren
N; = (Nj1,Nja,...,Nj.,) 1<5<t, (3.3.14)
mit Verteilung
P(N;=1;,) =q¢ und P(N,; =0) =1 — e, (3.3.15)

dar, wobei wir mit 1; den i-ten Einheitsvektor der Léange e; bezeichnen und
mit 0 den Nullvektor. Falls nun die Zelle k£ des Multinomialexperiments nicht
leer ist, also falls Z;Zl N; > 0, dann zeichnen wir die Kante mit der Num-
mer k in den Graphen H,, ein. Ist die Zelle k dagegen leer, soll die Kante k in
H,, nicht vorhanden sein. Die 0-Zelle brauchen wir, um diejenigen Versuche
zu zahlen, die wir nicht den Zellen 1,2, ... e; zugerechnet haben.

Nach der Konstruktion von H,, und ist der Abstand von zwei
Ecken aus I in G,,(t) hochstens zwei mal so grof3, wie der Abstand der kor-
respondierenden Ecken in H,,. Nach Lemma [£.3] Kapitel ] ist der Durch-
messer von H,, hochstens so grofl wie der Durchmesser eines gleichmdjfsigen
Erdds-Rényi-Graphen G(n;, M;), mit n; Ecken und M; Kanten, wobei

M, = %et (1—(1—-aq)) (3.3.16)

gerade die mittlere Anzahl von Kanten in H,, ist. Mit |[JLROO], Kapitel
1.4, kann man schliefien, dass der gleichméfige Erd6s-Rényi-Graph G (n, M)
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asymptotisch &quivalent zu einem klassischen binomialen Erdos-Rényi-
Graphen mit G(ng, A;) ist, wobei wir die Kantenwahrscheinlichkeit A; de-

finieren durch )
1t

(1-(1—g))~ Slog 1 (3.3.17)

Im néchsten Schritt wollen wir zeigen, dass diam(G(n, p;)) whp beschrankt
ist durch Z=F + 1. Dafiir benutzen wir eine Aussage aus [Bol01] (Corollary
10.12), welche uns eine scharfe Schranke fiir den Durchmesser eines Erdés-
Rényi-Graphen liefert: Falls fiir einen Erdés-Rényi-Graphen G(n,p) und d €
N gilt, dass

)\t:

N | —

p'n®! —2logn — oo, (3.3.18)

und
p % — 2logn — —oo, (3.3.19)

dann ist whp diam(G(n,p)) = d.

In unserem Fall ist n = n;, = v/t und p = \;, woraus folgt, dass whp
% <d< % + 1. Wenn der Durchmesser von G(n, A;) whp durch % +1
beschrénkt wird, folgt wegen der ¢-Verbindungen, dass whp

diama, (1) < 2 <T —1y 1) . (3.3.20)

3—7

Zuletzt zeigen wir, dass die Wahrscheinlichkeit, dass es keine ¢-Verbindung
zwischen ¢ € Inner, \I und der Menge I gibt, lediglich klein ist. Mit hoher
Wahrscheinlichkeit ist

di(t) > Vtt=(logt)"2 und di(t) > t7 7 (logt) 2. (3.3.21)

Nach (3.3.11]) ist die Wahrscheinlichkeit, dass es keine t-Verbindung zwischen
7 und [ gibt, nach oben beschrankt durch

(1 MHOEOY < o (- O0)

t
= exp (—ntl_z) =o(t™) (3.3.22)

fiir 7 < 3. Wir haben somit gezeigt, dass es whp eine ¢-Verbindung zwischen
i und I gibt und daher der Abstand zwischen ¢ € Inner; \I und der Menge
I hochstens 2 betrégt. Zusammen mit erhalten wir die Behauptung
von Proposition [3.3.1] O
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Proposition 3.3.2 (Der Abstand zwischen d&ufferem und innerem Kern) Sei
m > 2. Mit hoher Wahrscheinlichkeit gilt, dass

2loglog
max  min dg,,on (i, j) o8 08 (3.3.23)

< —.
1€O0uter; j€Innery - |10g(7’ — 2)|

Anders formuliert sagt uns die Proposition, dass im Graphen G,,(2t) der in-
nere Kern Inner; von jeder Ecke des dufleren Kerns Outer; whp mit nicht

mehr als “2018(;’(313%;' Kanten erreicht werden kann.

Beweis: Der Beweis gliedert sich in drei Schritte. Zunéchst definieren wir
Mengen N'®)_ k € N, in denen wir Ecken mit einem Grad von mindestens uy,
zusammenfassen. Dabei sei ') = Inner;. AnschlieBend zeigen wir, dass man
bei geeigneter Wahl der u, whp nicht mehr als zwei Schritte benotigt, um
von N =1 nach N®) zu gelangen. AbschlieBend definieren wir ein k* € N,
so dass Outer, C N (k*), was schliellich zur Behauptung fithren wird.

Wir erinnern uns, dass wir definiert hatten

Outer, = Core, \ Inner, . (3.3.24)
Weiter setzen wir
N = Tnner, = {i : d;(t) > u;} (3.3.25)
wobei ) )
up =l =201 (logt) 2. (3.3.26)

Wir definieren nun rekursiv eine Folge ug, k& > 2, so dass fiir jede Ecke
i €{1,2,...,t} mit einem Grad von mindestens u; die Wahrscheinlichkeit,
dass es keine ¢t-Verbindung zwischen ¢ und der Menge

NED = L5 d(t) > up_y} (3.3.27)

gibt, bedingt auf G,,(t) lediglich sehr klein ist. Denn nach (3.3.22)) und Lem-
ma ist diese Wahrscheinlichkeit héchstens

PO sty i (D)
exXp <_77d./\/’()—(t)dl(t)> = exp (_an.dj(t)z b1 ]( ) k)

t t
3 Bt(up_1)> "
€20 o (—77 (s tl) “’“) . (3.3.28)
Definieren wir nun
up = Dlogt(up_1)" 2 (3.3.29)

41



ergibt sich daraus

Bt _ 2—1
exp (—77 (1 tl) uk) = exp (—nBDlogt)

=o(t™) (3.3.30)

wenn wir D > (nB)~! wihlen. Das folgende Lemma soll uns helfen w;, niher
zu bestimmen:

Lemma 3.3.3 (Bestimmung von wuy) Fiir jedes k € N ist

w, = D% (log )P+t (3.3.31)
wobel
1—(r—2)t 1— (=2t (7 —2)1!
ag 3 _r ) k 3 . 2 ) (3 3 3 )
(- 2)k-1
Cp = 1) (3.3.33)

Beweis: Wir bestimmen ay, b, und ¢ rekursiv. Fiir £ = 1 erhalten wir aus
(13.3.26))

1 1
CL1:O, blz—— Clzm.

3.3.34
27 ( )

Benutzen wir (3.3.29)), konnen wir ag, by und c; jeweils auf ihre Vorgénger
ap—1, b1 und ¢;_; zuriickfithren und erhalten

ap =1+ (7 =2)ap—1, =1+ (7—=2)bp—1, c=(7—2)ck1, (3.3.35)

was man schnell sieht, wenn man schreibt

u, = Dlog t(up—1)" >
= Dlog t(D™~1(log t)P—1¢%-1)7"2, (3.3.36)
Wiederholtes Anwenden von (3.3.35|) liefert schliefllich (3.3.32]). a

Lemma 3.3.4 (Konnektivitit zwischen N'*~Y und N'®) Seien m, k > 2.
Die Wahrscheinlichkeit, dass es ein i € N gibt, das in G,,(2t) einen Ab-
stand von mehr als zwei von N*~V hat, ist o(t™1).

42



Beweis: Nach Lemma [4.2] gilt mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als
1 0(t71)7

> di(t) > Btlug_)* . (3.3.37)

ieN(k=1)

Nehmen wir an, sei eingetreten. Mithilfe von konnen wir,
bedingt auf G,,(t), die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass es ein i € N®)
gibt, fiir dass es keine ¢-Verbindung zwischen i und N1 gibt. Mit der
Boolschen Ungleichung erhalten wir dann

teBluk T Tun — gomnBDlogt — (4= 1), (3.3.38)
wobei wir (3.3.29) benutzt haben und D > 2(nB)~! wihlen. O
Wir setzen nun den Beweis von Proposition fort. Wir setzen
loglogt
b= | s | (33.39)
[log(7 —2)|

Nach Lemma ist der Abstand zwischen AN/*") und Inner; hochstens 2k*.

Es ist also zu zeigen, dass
Outer; € N9 (3.3.40)
oder mit der Definition von Outer; (vgl. ) und N *7)
[i di(t) > (logt)"} C i di(t) > wpe} (3.3.41)

was gerade der Fall ist, wenn (logt)? > wuy. fiir alle o > 37% Nach Lemma

[3.3.3ist

up- = D™ (log )" . (3.3.42)
Fiir £* 4+ 1 rechnen wir
log
. _ 1— exp(—‘loogg(f_g;)l log(T — 2)) _ 1— 1olgt — 1
S 3—7T 3—7T 3—7T
log log ¢
ol m Pl 8T —2) 1ogm 1 e 1
S 2 3—7  2logt 3—71
Chesr = T (3.3.43)
2(t —1)logt
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Insbesondere ist ¢t = O(1) = (logt)°™, (logt)* = (logt)ﬁw(l) und
D% = (logt)°™ und damit

e = (log £)77 W fiir £ — oo. (3.3.44)

Wiihlen wir ¢ hinreichend groB, ist o > %= + o(1), womit wir Proposition
[3.3.2 bewiesen haben. O

Beweis: (Theorem [f) Wir filhren nun unsere Resultate zusammen zum
Beweis von Theorem [5| In Proposition haben wir gesehen, dass der
Durchmesser des inneren Kerns Inner; whp kleiner ist als 10, sofern o > ﬁ
Proposition liefert uns, dass whp jede Ecke des inneren Kerns Inner;
von jeder Ecke des dufleren Kerns Outer; mit nicht mehr als £* = ﬁolg(g:f%f'
Schritten erreicht werden kann. Insgesamt brauchen wir also whp in Core; =
Inner; U Outer; nicht mehr als 10 4+ 2k* Kanten um zwei beliebige Ecken des

Kerns Core; zu verbinden. Das ist die Aussage von Theorem [5] O

3.3.2 Die Verbindung von Kern und Peripherie

In diesem Abschnitt erweitern wir die Resultate aus dem vorherigen Ab-
schnitt und betrachten den Abstand zwischen den Ecken, die nicht im Kern
Core; liegen und dem Kern.

Theorem 6 (Die Verbindung von Kern und Peripherie) Sei m > 2. Fir

jedes o > 3_% ist der maximale Abstand zwischen einer beliebigen Ecke des
loglogt
logm *

Graphen und Core; in G,,,(2t) whp nach oben beschrinkt durch 2o

Wir beweisen Theorem [0] in zwei Schritten. Den ersten bildet Propositi-
on , nach der fiir zwei Ecken ¢, j € {1,2,...t} der Abstand dg,, (2 (7, 7)
beschréankt ist durch eine Konstante mal loglogt. Das heifit, diamg, (G, (t))
ist beschriankt durch eine Konstante mal loglogt. Der zweiten Schritt, Pro-
position [3.3.8] zeigt uns dann, dass der Abstand zwischen einer beliebigen
Ecke aus {t + 1,t + 2,...,2t} und einer beliebigen Ecke aus {1,2,...,¢} whp
beschrénkt ist durch eine andere Konstante mal loglogt.

Proposition 3.3.5 (Die Verbindung der Hélfte der Peripherie mit dem Kern)
Fiir jedes o > ﬁ ist whp der mazimale Abstand zwischen einer beliebi-

gen Ecke aus {1,2,...t} und Core; in G,,(2t) nach oben beschrinkt durch
loglogt
logm *

Beweis: Wir beginnen mit einer Ecke ¢ € {1,2,...,¢t} und wollen zeigen,
dass die Wahrscheinlichkeit, dass der Abstand zwischen ¢ und Core; mehr
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als C'loglogt ist, mit C' = ﬁ lediglich klein ist, genauer gesagt sogar nur

m’

o(t™1). Das beweist unsere Behauptung.

Wir erkunden die Nachbarschaft von ¢ wie folgt: Von ¢ ausgehend setzen
wir m > 2 Kanten. Von jeder der so erreichten m benachbarten Ecken set-
zen wir wieder jeweils m Kanten, jedoch nur zu Ecken, die wir bisher nicht
erkundet haben. So fahren wir fort. Den so gestarteten Prozess nennen wir
k-Erkundungsbaum, wenn die erkundeten Ecken einen Abstand von bis zu k
von der Ausgangsecke ¢ haben.

Sofern wir niemals zwei Kanten mit der gleichen Ecke verbinden, kénnen
wir in k Schritten m”* Ecken erreichen. Ziel ist es nun, den Baum soweit wach-
sen zu lassen, bis er mindestens eine Ecke aus Core; enthélt. Das Ereignis,
dass eine Kante zu einer Ecke fiihrt, die bereits Teil des Erkundungsbaums
ist, nennen wir Kollision. Mit steigenden k steigt auch die Wahrscheinlichkeit
einer Kollosion. Wie wir jedoch im folgenden zeigen werden, ist die Wahr-
scheinlichkeit gering, dass in dem k-Erkundungsbaum vor dem Erreichen des
Kerns eine Ecke gibt, die mehr als zwei Kollisionen hat.

Lemma 3.3.6 (Eine Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit mehrerer Kollisio-
nen) Seim > 2,6 € (-m,0), C = 7, | > 1, b € (0,1]. Wir wihlen
k < Cloglogt. Fiir jede Ecke i € {1,2,...,t} ist die Wahrscheinlichkeit,
dass der in i gestartete k-FErkundungsbaum mindestens [ Kollisionen hat, be-

vor er Core; U {j 7 < tb} erreicht, nach oben beschrinkt durch

(gt t*)' = (log 1) ™", (3.3.45)

fir > 0.

Beweis: Wir wihlen ¢ € {(tbw + 1, [tﬂ +2,... ,t} und betrachten sei-

nen k-Erkundungsbaum Z(k). Da wir alle Kanten des Baums erst nach dem
Zeitpunkt t* hinzugefiigt haben, ist der Nenner in den Wachstumsregeln der
Modelle (vgl. Abschnitte|1.1|bis mindestens t°. AuBerdem hat jede Ecke,
bevor der k-Erkundungsbaum Core, erreicht, einen Grad kleiner als (logt),
denn bei einem hoheren Grad wére ’];(k) N Core; # () und damit der Kern
bereits erreicht. Daher ist die Wahrscheinlichkeit fiir das im Lemma beschrie-
bene Ereignis fiir [ = 1 hochstens

dy(t)+96 (logt)® _ mF(logt)?
P (3.3.46)
veT® veT®
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wobei wir benutzt haben, dass § < 0 und )’];(k)’ < mF. Fiir allgemeines [
lautet die obere Schranke dann

(mk(lo_gt)a)l , (3.3.47)

tb

Wenn k = C'loglogt mit C' = @, erhalten wir schlieflich, dass m/* =

(logt)", was man leicht sieht, wenn man die Definition der allgemeinen Po-
tenz benutzt (siehe z.B. [AE02], S. 296). Somit gilt die Behauptung in Lemma
8.3.6] fiir d = 20. O

Im néchsten Schritt zeigen wir, dass whp { j:7 < tb} eine Teilmenge des
Kerns ist:

Lemma 3.3.7 (Frithe Ecken haben grofie Grade) Sei m > 1. Dann gibt es
ein b >0, so dass whp
mind;(t) > (logt)°, (3.3.48)
g<tb
fiir ein o > ﬁ Also gilt insbesondere whp {j 1g < tb} C Corey.

Wir verschieben den Beweis auf Abschnitt [£.4 und fahren gleich fort mit
dem Beweis von Proposition |3.3.5

Kombinieren wir nun die Lemmata B.3.6] und B.3.7 Wir berechnen die
Wahrscheinlichkeit, dass es ein ¢ € {1,2,...,t} gibt, fiir das der Erkun-
dungsbaum ’];(k) mindestens [ Kollisionen hat, bevor er auf den Kern trifft.
Mit der Boolschen Ungleichung gilt

t
D (logt)t7" = (log t)*"t " = o(1), (3.3.49)

=1

falls [ > % Wenn der k-Erkundungsbaum auf den Kern trifft, sind wir nach
Theorem [5| fertig. Trifft der k-Erkundungsbaum von einer Ecke i dagegen
nicht auf den Kern, hat aber auch weniger als [ Kollisionen, dann hat der
Baum mindestens m”*~! Ecken. Denn, wenn es hochstens | Kollisionen gibt,
erhalten wir die minimale Grofle des Baums indem wir die [ Ecken iden-
tifizieren und ihren Ursprung. Die Grofle des ,,belaubten” Baums ist dann
mindestens m*~".

Wenn k£ = C'loglogt mit C' = lo‘g’m ist die Anzahl der Ecken des Baums
mindestens (log¢)7+°("). Das gesamte Gewicht des Kerns ist nach min-
destens

> (di(t) + 6) > Bt(logt)""2). (3.3.50)

i€Corey
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Die Wahrscheinlichkeit, dass es keine ¢-Verbindung zwischen dem k-Erkun-
dungsbaum und dem Kern gibt, konnen wir mit (3.3.22)) nach oben abschétzen

durch (r2) o)
Bt(logt)~"=*)7(logt)?™°
exp (77 (log ) ; (log ) ) =o(t™), (3.3.51)
falls wir B hinreichend groB wiéhlen, da ¢ > z—. Damit ist der Beweis
komplett. O

Proposition 3.3.8 Seim > 2. Fir o > 3%7 ist der mazimale Abstand zwi-
schen jeder Ecke und Core, U{1,2,...t} in G,,(t) whp nach oben beschrinkt

durch ologlogt
logm -~

Beweis: Seik = L%ﬁgﬁ — 1. Wir lassen den k-Erkundungsbaum erneut

wachsen und zwar nun von den Ecken i € {t +1,t+2,...,2t}.

Nach Lemma |3.3.6| fiir b = 1 ist die Wahrscheinlichkeit, dass es eine Ecke
gibt, deren k-Erkundungsbaum mehr als [ = 2 Kollisionen enthélt, bevor er
auf eine Ecke aus der Menge Core, U{1,2,...,t} trifft, nach oben beschréinkt
durch t=2(logt)® fiir d; hinreichend groB. Sobald der k-Erkundungsbaum
eine Ecke aus Core,U{1,2,...,t} enthilt, benutzen wir Proposition [3.3.5]
und Theorem |5 und miissen nichts weiter zeigen. Falls dies nicht der Fall ist
und es mehr als zwei Kollisionen im Baum gibt, dann gibt es mindestens my, =
(m — 1)m*~! Ecken in {t + 1,¢ +22,...,2t} mit einem Abstand von genau

k zur Ursprungsecke des Baums. Wir bezeichnen diese Ecken mit 41, ..., %,

und den k-Erkundungsbaum mit ’];(k) . Wir kénnen schreiben
P <$§] € {1,2,...,my} sodassi; — {1,2,...,t} |’];(k)>

mp
-I[P (ij o (1,2, b iy (1,2, 1) Vs < j,?j’“) . (3.3.52)
j=1

Wir wissen, das unabhéingig davon, wie die Ecken in G,,(2t) verteilt sind, fiir
jedes s € {t +1,t+2,...,2t} gilt, dass

Yoo (dis) +0) _ 3oi,(dit) +9)
2m+d)s —  (2m+9)s

1
> 2. (3.3.53)

Das heiflt, fiir jede Ecke ¢; im Rand von ’Z;(k), ist die Wahrscheinlichkeit,

dass sie direkt mit {1,2,...,¢} verbunden ist, mindestens % . Als Ergebnis
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erhalten wir, dass gleichméflig fiir alle ¢,7 und j gilt

: : , 2m+ o)t 1

P(i;—» {1,2,... .t ]i, = {1,2,... #}V T0) o @mtot 1

(Zﬁg{’ et e {12 1Y < T >—(2m+6)2t 2
(3.3.54)

Damit erhalten wir, dass
P <§9j =1,...my, so dass i; < {1,2,...,t} 17;(’“) <9k (3.3.55)

Da my, = ™=L(log?)?, mit 0 = = > 1, ist 27™ = o(¢t"'). Damit liegt
whp jede Ecke i € {t+ 1,t+2,...,2t} in einem Abstand von k + 1 von
{1,2,...,t}. O

SchlieBlich fithren wir unsere bisherigen Ergebnisse zusammen und kom-
plettieren den Beweis zu Theorem [6}
Beweis: Proposition liefert uns, dass whp jede Ecke in G,,(2t) einen

maximalen Abstand von k£ + 1 = %J von Core; U{1,2,...,t} hat.
Weiter ist die Aussage von Proposition [3.3.5] dass whp jede Ecke der Menge
{1,2,...,t} hochstens einen Abstand von k 4+ 1 vom Kern Core; hat. Insge-
samt liegt also whp jede Ecke in G,,,(2t) in einem Abstand von 2(k + 1) vom

Kern. O

3.3.3 Beweis von Theorem [4

Nun miissen wir noch die Aussagen der Abschnitte [3.3.1] und [3.3.2] zusam-
menfiigen und kénnen den Beweis zu Theorem [4 abschlieflen. Wir behalten
im Gedéchtnis, dass alle Ereignisse des Abschnitts whp eintreten, also ihre
Wahrscheinlichkeit fiir t — oo gegen 1 geht.

Beweis: Nach Theorem [0 betrigt in G,,,(2t) der

e Abstand einer beliebigen Ecke zum Kern hochstens %‘sgt
Nach Theorem [l ist der
e Durchmesser des Kerns nach oben beschrankt durch ‘folg(g:ﬁgz;/'.

Wir koénnen beispielsweise zwei FEcken 7, j aus der Peripherie verbinden, indem

wir zunéichst von ¢ in maximal 271°81%6% Qchritten zum Kern springen, uns

logm
anschlieBend im Kern mit hochstens ﬁolg(g:f%;‘

Schritten zu einer geeigneten
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Ecke bewegen, von der aus wir schliellich wieder in % Schritten die
Ecke j erreichen. In der Summe benotigen wir nicht mehr als

B 4 n 4o
N llog(T —2)| logm

Co (3.3.56)

Schritte. Liegen ¢ oder j oder beide bereits im Kern, verkiirzt sich unser Weg
entsprechend. Damit ist Theorem 4| bewiesen. O
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Kapitel 4

Technische Beweise und
Lemmata

In diesem Kapitel sind die Beweise zu einigen technischen Lemmata zusam-
mengefasst, die der Ubersicht halber nicht in den jeweiligen Abschnitten des
Hauptteils untergebracht sind.

4.1 Das zweite Moment der Gradfolge

Lemma 4.1.1 Fiir My > 0 gilt

E [(dy(t) +6)°] < M, (f) N (4.1.1)

Beweis: Wir beginnen mit Modell (c¢). Wir kénnen E[(d,(t; + 1) + 6)?
rekursiv wie folgt berechnen:
E [(ds(t1 +1) 4 0)* | Gu(t1)]
= E [(ds(ts + 1) = ds(tr) + ds(t1) + 6)* | Gim(t1)]
=E [(ds(t1 +1) — ds(t1))* | G(t1)]
+2(ds(t1) + 0)E [(ds(t1 + 1) — ds(t1)) | G(t1)] + (ds(t1) + 6)?

2m(dy(ty) + 6)*

=E

+ (ds(ty) + 6)?

(Z I [g(tl,m) | Gonlt) | +

- ((C;SS)D - (é;fl;)f)z

o ((dotr) +0°\" | 2m(dy(t1) +0) )
+m ((2m+5)t1> - om0 + (ds(t1) +0)°. (4.1.2)
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Daraus erhalten wir nun

B[t + 1) +57) = (14 et 2V B (n) +0)
+ mu@ [(ds(t1) +6)*] . (4.1.3)

Zur Abkiirzung definieren wir

—E ; S 414
() = El(d(0) + ), S (L)
1
es(t1) = E[(ds(t1) +0)], =55 (4.1.5)
Benutzen wir nun (3.1.23) und (4.1.3)) ergibt sich daraus
es(t 4+ 1) = ey(t1)(1 + tﬁ) (4.1.6)
1

ala—b) 2a a
qs(ty +1) = <1 + # + —) qs(t1) + —es(t1). (4.1.7)

£2 t t

Im folgenden schreiben wir ¢s(t+1) = (14a(t))qs(t) +7s(t), wobei wir a(k) =

a(a—zw und 74(t) = %e,s(t) setzen. AnschlieBend wenden wir sukzessive
(4.1.7) an und erhalten
qs(t) = (1 +a(t —1))qs(t — 1) +ry(t—1)
t—1 t—1
= q.(s) [ [(1 + a(k +er [T @ +a@) (4.1.8)
k=s l=k+1
Da a(k) = 202 < 24 ynd g > b > 0 kénnen wir schreiben
t—1 -1 1y
1 k) < k), < —
[0+t < { S <o {2 |

Sexp{/si112—ad } (i:i)h (4.1.9)

Damit haben wir den ersten Summanden aus (4.1.8)) abgeschétzt. Mit (3.1.25])

1st

es(t) = E[d,(t) + 9] < 2*(2m +9) (t E 1)@

S

<M (-) (4.1.10)
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Wenden wir nun 1} auf [],Z k+1<1 +a(l)) an und setzen r,(t) = fe,(t),

erhalten wir fiir den zweiten Summanden

irs(/ﬂ) l:I (1+a(l)) 4%9 irs(k) (%) " < (t—1)% — 7"]5{:(2’5)

k=s I=k+1 k=s

Sa kl+a -
k=s

@EL10) 20 21 £\ 2
< aM— < Ms | - . 4.1.11
G 5(3) (111
Setzen wir nun in 8) die Ergebnisse aus (4.1.10]) und (4.1.11)) ein, erhalten

" a<an (i ) e () = (D) e

O

4.2 Ecken mit hohem Grad

Lemma 4.2.1 Seil =1[(t) — oo firt — oo and l(t) < uy. Dann gibt es eine
Konstante B > 0, so dass mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1—o(t™)
qilt
> di(t) > B> (4.2.1)
ixdi (1)1
Beweis: Sei P>(t) = #{i <t:d;(t) >} die Anzahl von Ecken zum Zeit-
punkt ¢, mit einem Grad von mindestens /. Dann kénnen wir schreiben

> dit) > 1Ps(t). (4.2.2)

i:d;(t)>1

Nun wollen wir P5;(t) untersuchen. In [DEHH99] finden wir fiir Modell (c)
verschiedene Aussagen zur Asymptotik von Ps;(t), die wir hier aufgreifen
wollen. Zudem geben wir Anmerkungen, wie sich die gleichen Aussagen fiir
die Modelle (a) und (b) zeigen lassen. Im ersten Schritt wird gezeigt, dass es
ein By gibt, so dass gleichméfig fiir alle [ gilt

P <|Pzz(t) —E[P@)]] = B1x/t10gt) =o(t™). (4.2.3)

Diese Aussage haben wir bereits mit Proposition [2.2.1] gezeigt. Hier erhalten
wir eine Abschétzung fiir die Konzentration der Anzahl von Ecken mit einem
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Grad von mindestens [. Der Beweis folgt einer Arbeit von Bollobas et al. (vgl.
[BRSTO01], Beweis von Theorem 1). Die Aussage gilt fiir alle Modelle (a) bis
(c). Im zweiten Schritt bezeichne

Pt) =#{i <t di(t) =1} (4.2.4)

die Anzahl der Ecken mit Grad [. Weiter sei p, gegeben durch

STk + 6T 5+46
w (kK +0)I(m +0+6) > m, (4.2.5)

P Dm0k +1+6+6) =

mit 6 = 2 + %. In Kapitel [2| hatten wir bereits py ~ k77 gezeigt fiir 7 = %,
was wir auch hier wieder benutzen wollen. Weiter wissen wir aus Proposition

fiir Modell (a), dass es eine Konstante By gibt, so dass

sup |E[P(t)] — tpi] < Bo. (4.2.6)

>1

Fiir Modell (¢) wird dies in [DEHH99| gezeigt. Fiir Modell (b) kann man den-
Beweis aus [Hof(7], Kapitel 8 entsprechend anpassen. Allgemeinere Resultate
dieser Art, mit einer schirferen Grenze fiir (4.2.6)) findet man auch in [HWOG].

Aus (4.2.3) haben wir gesehen, dass sich P>;(t) whp bis auf eine Diffe-
renz von Biy/tlogt an E [Ps,(t)] ndhert. Weiter folgt aus (4.2.6)), dass whp
E[P(t)] > tp, — By. Mit einer Wahrscheinlichkeit grofier 1 —o(t™1) gilt somit

Po(t) = E[Py(t)] — Biytlogt
> E([Psy,(t)] — E [Poay,w)] — Biv/tlogt
2l —1
> [tpy — Bs] — Biy/tlogt
=l
> Bstll™" — Byl, — By\/tlogt, (4.2.7)

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass p;, ~ [; 7. Nun wollen wir
ein I, finden, so dass Bstl; " deutlich grofer ist als Byl und Byjv/tlogt. Es
soll also zum einen gelten

tT >, (4.2.8)

. N 1 .
was wir umformen koénnen zu [; < t7, und weiter

ty ™7 > y/tlogt, (4.2.9)

23



1 1 .
was wir umformen konnen zu l; < t20-D (logt) 2¢-D. Fiir 7 > 2 ist % >

sy nd (log£) 75 > (log 1), weshalb

[NIES

I, <77 (logt) "% =y (4.2.10)

den Bedingungen geniigt. Bei dieser Wahl von [, sind Bsl; und in Bj+/tlogt
in (4.2.7) klein im Vergleich zu Bstl;~™ und fiir ein geeignetes B kénnen wir
schreiben, dass mit einer Wahrscheinlichkeit grofer 1 — o(¢t™!) gilt

Psy,(t) > Bt} " (4.2.11)

und mit (4.2.2) gilt mit einer Wahrscheinlichkeit grofier 1 — o(t1)

> di(t) > Bl (4.2.12)

Fiir I; wie in (4.2.10) und mit der Definition von Inner; wie in (3.3.6) aus
Abschnitt gilt dann whp

# Inner, = P, (t) > Btl}™™ > V1, (4.2.13)
was wir im Beweis zu Proposition benutzen werden. O

4.3 Der Durchmesser eines multinomialen Gra-
phen

Lemma 4.3.1 Sei H,, ein multinomialer Graph wie im Beweis zu Propositi-
on|3.53.1. Dann ist der Durchmesser von H,,, whp nach oben beschrdinkt durch
den Durchmesser eines gleichmdafSigen Erdos-Rényi-Graphen G, (ny, My), wo-
bei

1
M, = 56 (1—-(1—gq)"). (4.3.1)
Beweis: Es ist zu zeigen, dass die zuféllige Anzahl von Kanten M, die
deterministische Anzahl M; whp dominiert. Dies kann man aus der Cheby-
shevschen Ungleichung wie folgt schliefen:

Aus der Definition des multinomialen Graphen, und mit e; = me=l) g

M,, = i[ Hi N;; > 0}] . (4.3.2)
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Daraus folgt nach umfangreicher Rechnung und mithilfe einer Taylorentwick-
lung
E[M,,] =e/(1—(1- Qt)t) = 2M;, (4.3.3)

und
Var(Mnt) ~ tqtet ~ E [Mnt] = 2Mt7 (434)

so dass die Varianz von gleicher Ordnung ist wie das erste Moment. Wenden
wir nun die Chebyshevsche Ungleichung an, erhalten wir

P (M,, < M;) <P (|My, — E[M,,]| > M;)
Var(M,,) 4 Var(M,,)

<
TM E[M,,]”

0. (4.3.5)

4.4 Friihe Ecken haben grofle Grade

Im folgenden beweisen wir Lemma [3.3.7

Beweis: Wir untersuchen das Problem zunéchst fiir Modell (a). Die Erwei-
terung auf Modell (b) ist einfach und erfolgt gleich im Anschluss. Der Beweis
fiir Modell (c) ist etwas komplizierter.

Modell (a): Wir beginnen mit der Aussage fiir m = 1 und einem festen
0 > —1. Wir zeigen durch Induktion in j, dass fiir m = 1 und fiir alle t > ¢

P(d;(t) = j) < C T(t)T(i + 12)

"T(t+ 2T ()

(4.4.1)

wobei wir C; im Verlauf des Beweises néher bestimmen werden. Wir starten
mit j = 1 und berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass sich bis zu einem
beliebigen Zeitpunkt ¢ > ¢ keine weitere Ecke mit ¢ verbunden hat, also
P(d;(t) = 1). Die Wachstumsregel aus Kapitel [1| liefern uns fiir dieses
Ereignis

i 1+6
P(di(t) =1) = 8_1111 (1 T 240)(s—-1)+ (1+5))

_ H( s—1 >:F<t>r<z‘+;—i§> (1.4.2)

s—1+522 L(t+ $5)0(i)

s=1+1
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womit wir die Induktion gestartet haben, wenn wir C; = 1 setzen.

Um die Induktion zu entwickeln, sei s < t der letzte Zeitpunkt, zu dem
sich eine Ecke mit 7 verbunden hat. In dem Term den wir im néachsten Schritt
aufsummieren wollen bezeichnet

- (I) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Ecke i zum Zeitpunkt s — 1 gerade
Grad j — 1 hat,

- (IT) die Wahrscheinlichkeit, dass sich die neue Ecke s mit ¢ verbindet,

- (III) die Wahrscheinlichkeit, dass sich nach dem Zeitpunkt s keine wei-
tere Ecke mehr mit ¢ verbindet.

Insgesamt summieren wir von s = 7+ j — 1 bis ¢, also iiber alle Zeitpunkte
s, in denen die Ecke ¢ den Grad j erreichen kann. Wir erhalten

11D(d'( )=J)=
j—140

IP —1)=75-1)- P(d;(t d :
§: 1= l<2+®@—4y+1+5 ((t) = 7ldils) = 7)
s=itj—1 1) - (I11)
(a7
(4.4.3)
Mit der Induktionsvoraussetzung (4.4.1]) erhalten wir fiir (I)
I(s— DI + £2)
P(di(s—1)=j—-1) <0, Ea (4.4.4)
(s — 14 2)0(3)
Analog zu (4.4.2]) berechnen wir fiir (III)
t .
. . j+o
P(d;(t) = jldi(s) = ) = 1—
@ === 11 (1= g7 79)
_ li[ ¢—1-45\ _Tt— 5506+ 53)
s \d— 1 5s ) T+ 5T — &)
(4.4.5)
Nun setzen wir diese Ergebnisse in (4.4.3)) ein und erhalten
! I'(s—1)(i+ 1+5)
P(d(t) = j) < Z Cj_lr —— 245
TG L BN "
j—146 F(t—m)l“(s—kﬁ)
2+0)(s—D+1+d D+ I (s — 13)
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Wir nutzen als néchstes die Eigenschaft der Gamma-Funktion, dass fiir
alle x € RY gilt 2T'(z) = I'(z 4+ 1). Dann ist

r (s— 1+ ;%g) (240)(s—1)+(140)) = (2+0)T (s—|— ;%2) (4.4.7)

und wir erhalten

240 D@ T@E+453) 5 Ts—im)
(4.4.8)
Falls l+b,l+1+a>0und a — b+ 1 > 0, konnen wir rechnen
Eér@+a)_ 1 [(t+14+a) Tt+1+a)
L(s+b) a—-b+1| T[(t+0) Ll +0)

< 1 T({t+14a)
“a—-b+1 T(t+0)

(4.4.9)

Wenden wir nun 1) mit @ = —1, b = —1= | = i+ j — 1, so dass

a—b+1= % > (0, wenn j > 1, erhalten wir

P(di(t) = j) < Cj

jo140TE+EOTE-53) 1 T()
240 T() D+ Eire— o)

j—1+40TG+35) I
j—1  T() I+

Gleichung (4.4.10)) liefert dann die Induktionsvoraussetzung, wenn wir

=146

¢ 216

Oyt (4.4.11)
setzen. Damit ist der Beweis fiir Modell (a) komplett.

Modell (b): Fiir Modell (b) ist der Beweis &hnlich. Die Induktionssvor-
aussetzung lautet hier

L(t = 353)0()

TT(OD(i — L2y’

(4.4.12)
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wobei C; wiederum im Verlauf néher bestimmt wird. In Modell (b) liefert
uns die Wachstumsregel fiir t > ¢

t

1496
P(di(t) =1) = ]] (“W)

s=i+1
t 6 6 .
“ 11 (= 2 ) WA Gl 37 AU (4.4.13)
el s—1 T(6)(i — 339

womit wir die Induktion starten. Weiter ist

P(di(t) = jldi(s) = ) = [] <1_ %)

q=s+1

_ Tl E9T0) (4.4.14)

Lt (s — 55)

Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung (4.4.12)) in der Form P(d;(s —
1 e D(s—1—3E9T(4)
)_]_) ]11“31)(' ;ig)

- an und summieren iiber alle Zeitpunkte s,
in denen die Ecke ¢ den Grad j erreichen kann. Wir erhalten

D(s —1—33)0(0) j—1+0 Dt~ F5)I(s)

P(d;(t) = Z Cj1

(s - DD - 1) (s - D(@6) THN(s — 28
(4.4.15)

Dann ist

was uns mit C; =1 und C; = Cj,lj;:r‘s

die Behauptung liefert.

Modell (c): In den Beweisen zu den Modellen (a) und (b) haben wir das
Verhéltnis zwischen G,,(t) und G4 (¢) betrachtet, wodurch es ausreichend war,
den Fall m = 1 zu untersuchen. Fiir m = 1 konnte dort mit jedem Zeitschritt
hochstens eine neue Kante hinzugefiigt werden. Diese Strategie scheitert je-
doch bei Modell (c¢). Somit miissen wir unser Argument zunéchst anpassen.
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Wir wollen nun ein e;(t) definieren, so dass zum einen e;(t) < d;(t) und
des weiteren e;(t) mit jedem Zeitschritt hochstens um eins wachst. Wir defi-
nieren e;(t) rekursiv und beginnen mit e;(i) = d;(i) = m. Angenommen wir
hétten bereits gezeigt, dass d;(t) = e;(t) + r;(t), mit r;(¢) > 0, dann gehen
wir weiter nach ¢+ 1 indem wir e;(¢) genau dann um eins erhéhen, wenn die
erste Kante der Ecke ¢ + 1 mit der Ecke ¢ verbunden wird, was mit einer
Wahrscheinlichkeit von <%0 cintreten soll. Mit einer Wahrscheinlichkeit

(2m+8)t
von (2” sy bleibt ei(t + 1) = e;(t) und wir erhéhen r;(t) um eins. Fiir die
anderen m — 1 Kanten erhéhen wir 7;(¢) mit einer Wahrscheinlichkeit (‘éir(ﬁ:g;.

Etwas ungenau kénnte man sagen, dass wir den Grad der Ecke 7 in einen
, Grad der ersten Kanten“ und einen ,,Grad der restlichen m —1 Kanten* auf-
spalten, wobei wir ¢;(t) auch die m Kanten zugeschlagen haben, die von der
Ecke ¢ selbst ausgehen und zudem die Wahrscheinlichkeit fiir eine Erh6hung

von e;(t) mit gﬁfg; etwas kleiner ist.

Es gilt e;(t+1) < d;(t+1), falls e;(t) < d;(t), denn die Differenz zwischen
ei(t) und d;(t) ist gerade r;(t), das fiir wachsende ¢t monoton steigt. Aulerdem
wissen wir von e;(t+ 1), dass es entweder gleich e;(t) oder gleich e;(t) + 1 ist,
wobei letzteres mit der Wahrscheinlichkeit

j—1+6

o (4.4.17)

Ple;(t +1) = jlei(t) =j — 1) =

eintritt. Von nun an gehen wir &hnlich vor wie in den Beweisen zu den Mo-
dellen (a) und (b), jedoch betrachten wir nun die Zufallsvariable e;(¢). Die
Induktionsvoraussetzung lautet nun

o Tl EErG)
Plei(t) = ) < o s,

2m—+6

(4.4.18)

wobei C; auch hier im weiteren Verlauf bestimmt wird. Nach der Wachs-
tumsregel fiir e;(t) gilt fiir alle t > ¢

¢ m+ 9 t 5_1_2”:”_%
P(e;(t) =m) = H (1_ (2m+5)(3—1)> - _111 (5_—1>

Dt — 28)0() )
:F@W@—;%% (4.4.19)
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womit die Induktion gestartet ist wenn wir C,,, = 1 setzen. Weiter ist

e i TT (1 d+0 ) T - &)
P(ei(t) = jlei(s) = j) _qgl( (2m—|—5)(q—1)> B ()T(s — 23:—56).
(4.4.20)

Fiir j > m setzen wir die Induktion fort, indem wir die Induktionsvor-
aussetzung in der Form

IP(GZ'(S - 1) = j B 1) S er(s — 1)F<jm_+5m+6 )

(4.4.21)

einsetzen. Wir erhalten

P(e(t) =) <

¢ I(s—1-— 2”;;155 [(7) j—14+9 Lt — 2j7r:LJf6)
Z Cj-1 <F(S — )i — m+4 )) <(2m +0)(s — 1)) L()(s — ﬂ)

s=i+j—1 2m+90 2m+6
. . i+0 t m+9
— C, 13—1+5 L@ Tt~ 55 Z P(s —1—355%)
J— . m+J j+0
2m +0 F<Z - 2mﬁ-5) F(t) s=itj—1 F(S - 2g+5>

j—1446 TG) Dt—42%)

j—m D(i— 8 T()

=C; (4.4.22)
so dass wir nun C; bestimmen, indem wir fiir C,,, = 1 setzen und fiir alle
ji>m

Cj=149

C
J j_m

Ci_1. (4.4.23)

Wir erinnern uns, dass die Modelle (a) und (b) fiir allgemeines m > 1
aus dem Modell fir m = 1 konstruiert werden, indem wir §' = 6/m gesetzt
hatten und wir jeweils Gruppen von m Ecken betrachtet haben. Die Ecke ¢
in G,,(t) bestimmt sich dann aus den Ecken (i — 1)m + 1,...,im in G1(t).
Insbesondere ist der Grad einer Ecke ¢ in G,,,(¢) nach unten beschrénkt durch
den Grad der Ecke im in G (mt). Folglich diirfen wir fiir die Modelle (a) und
(b) die Resultate auf m < 1 erweitern, indem wir &' = < wihlen. Fiir alle
drei Modelle kénnen wir dann schreiben

I'(t —a)l(i + ag)

P(d;(t) = j) < C; , 4.4.24
mit j > m > 1 und ¢; > 0 fest. wobei fiir Modell (a)
m—+90
ay = 0 Ao — om & 5 (4425)
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und fiir (b) und (c)

m+ 0
= =0. 4.4.26
T om +9 2 ( )
Fiir alle drei Modelle gilt
C; <1<t (4.4.27)

fiir ein p > 1. Mit (4.4.24]) ist dann

P(di(t) < j) =Y P(di(t) =1)

LTt — a)T( + as)
= lz;l T(t T a2)T(i — ar)

LUt —a)l(i + ap)
=TT+ an)l(i—ar)

(4.4.28)

Nutzen wir Eigenschaft der Gammafunktion, erhalten wir fiir grofle ¢
und %

P(d;(t) < j) < jPt~(@rta2ljmtaz(] 4 o(1)). (4.4.29)

Nun fithren wir unsere Resultate zum Beweis von Lemma zusamimen.

: = aitay __ _m+d ; ;
Wir wéhlen 0 < b < Tto T = 3my03 und wenden die Boolsche Ungleichung

(BU) auf die Ecken i < ¥ an, so dass

P(3i < t*: di(t) < (logt)”) (BgU) > P(di(t) < (logt)°)

b

T(t — a1) ~— (i + a2)
F(i—al)

=1

< (log t)UPt*(ahLaz) Z jartaz
=1
(log?)” im0
— tblar+az+1)—(a1+az) Y

(4.4.30)

61



Literaturverzeichnis

[AE99]

[AE02]

[BA9Y]

[Bol01]

[BRO4]

[BRSTO1]

[DEHH99)

[DHHOY]

[Dur07]

[HHO7]

H. Amann and J. Escher. Analysis 1. Birkhduser Verlag, Berlin,
(1999).

H. Amann and J. Escher. Analysis I. Birkhduser Verlag, Berlin,
(2002).

A.-L. Barabési and R. Albert. Emergence of scaling in random
networks. Science, 286(5439):509-512, (1999).

B. Bollobas. Random Graphs, volume 73 of Cambridge Studies in
Advanced Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge,
(2001).

B. Bollobas and O. Riordan. The diameter of a scale-free random
graph. Combinatorica, 24(1):5-34, (2004).

B. Bollobas, O. Riordan, J. Spencer, and G. Tusnady. The degree
sequence of a scale-free random graph process. Random Structu-
res and Algorithms, 18(3):279-290, (2001).

M. Deijfen, H. van den Esker, R. van der Hofstad, and G. Hoog-
hiemstra. A preferential attachment model with random initial
degrees. Science, 286:509-512, (1999).

S. Dommers, R. van der Hofstad, and G. Hooghiemstra. Dia-
meters in preferential attachment models. (March 20, 2009).
http://www.win.tue.nl/~rhofstad/DiamPA_DHH_fin.pdf.

R. Durrett. Random graph dynamics. Cambridge University
Press, Cambridge, (2007).

R. van der Hofstad and G. Hooghiemstra. Diameters in pre-
ferential attachment models. Preprint, (May 11, 2007). http:
//www.win.tue.nl/~rhofstad/DiamPRATfin.pdf.

62


http://www.win.tue.nl/~rhofstad/DiamPA_DHH_fin.pdf
http://www.win.tue.nl/~rhofstad/DiamPRATfin.pdf
http://www.win.tue.nl/~rhofstad/DiamPRATfin.pdf

[HHO8]

[Hof07]

[HWO6]

[JLROO]

[K1e06]

R. van der Hofstad and G. Hooghiemstra. Diameters in prefe-
rential attachment models. Submitted to The Annals of App-
lied Probability, (April 25, 2008). http://arxiv.org/PS_cache/
arxiv/pdf/0705/0705.4153v1.pdf.

R. van der Hofstad. Random graphs and complex networks. Lec-
ture Notes. TU Eindhoven, (2007). http://www.win.tue.nl/
~rhofstad/NotesRGCN. pdf.

O. Hagberg and C. Wiuf. Convergence properties of the degree
distribution of some growing network models. Bull. Math. Biol.,
68:1275 — 1291, (2006).

S. Janson, T. Luczak, and A. Ruciniski. Random Graphs. Wiley-
Intersience Series in Discrete Mathematics and Optimization,
Wiley-Intersience, New York, (2000).

A. Klenke. Wahrscheinlichkeitstheorie, volume 1. Springer Ver-
lag, Berlin, (2006).

63


http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/0705/0705.4153v1.pdf
http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/0705/0705.4153v1.pdf
http://www.win.tue.nl/~rhofstad/NotesRGCN.pdf
http://www.win.tue.nl/~rhofstad/NotesRGCN.pdf

	Einleitung
	Definition der Modelle
	Das Barabási-Albert-Modell
	Der zusammenhängende Graph
	Unabhängige Kanten

	Gradfolge und Skalenfreiheit
	Die Gradfolge eines PA-Modells
	Die Konzentration der Gradfolge
	Erwartungswert der Gradfolge
	Beweis von Theorem 1

	Durchmesser von PA-Modellen
	Eine obere Schranke des Durchmessers
	Eine untere Schranke des Durchmessers
	Doppelt logarithmische obere Schranke des Durchmessers
	Der Durchmesser des Kerns
	Die Verbindung von Kern und Peripherie
	Beweis von Theorem 4


	Technische Beweise und Lemmata
	Das zweite Moment der Gradfolge
	Ecken mit hohem Grad
	Der Durchmesser eines multinomialen Graphen
	Frühe Ecken haben große Grade

	Literatur

