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Zur Theorie allgemeiner Zetafunctionen.

Von

Paur Epstew in Strassburg i/E.

In seiner berithmten Abhandlung iber die Anzahl der Primzahlen
unter einer gegebenen Grenze hat Riemann die Function ¢(s) tiber das
Convergenzgebiet der Reihe

1 1
() =14+ 5+

hinaus apalytisch fortgesetzt und damit fiir allgemeine complexe Werthe
von s definirt. Diese analytische Fortsetzung, die durch ein Integral mit
geschlossenem Integrationsweg bewirkt wird, findet ihren prégnantesten
Ausdruck in dem Satz, dass das Product

() €

bei der Vertauschung von s mit 1 — s sich wicht dndert, denn dieser Satz
fiilhrt direct die Function fiir solche Werthe, fiir die die Reihe nicht mehr
convergirt, auf die Functionswerthe innerhalb des Convergenzgebiets zuriick.

An diesen Theil der Riemann’schen Abhandlung haben eine Anzahl
von Arbeiten angekniipft¥), in denen fiir Functionen mit shnlichen und
allgemeineren Bildungsgesetzen entsprechende Functionaltheoreme abgeleitet
wurden, und diese Untersuchungen in einer bestimmten Richtung zu einem
gewissen Abschluss zu bringen, ist der Zweck der vorliegenden Arbeit. Den
Weg dazu hat Riemann selbst durch eine zweite Integraldarstellung der
Function £(s) gewiesen, in der eine einfach unendliche Thetakeihe mit der

* Vgl. Hurwitz, Einige Eigenschaften der Dirichlet'schen Functionen F'(s)
Zeitschr. f. Math. u, Phys. XXVII. — Lerch, Sur la fonction &(w, «, s), Acta Mathe-
matica XI. — Cahen, Sur la fonction £(s) de Riemann, Annales de 1'Ecole Normale
XI, 1894, — Lipschitz, Eigenschaften einer Gattung unendlicher Reihen, Crelle’s
Journal Bd. 106. — Mellin, Acta soc. scient. Fenn. Bd. 24.
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Charakteristik ,gl auftritt. Dem entsprechend existirt fiir die von Herrn

Lipschitz untersuchte Function — die allgemeinste bisher betrachtete
yZeta“function — eine Integraldarstellung mit Hiilfe einer einfach unend-
lichen Thetareihe mit beliebiger Charakteristik. Diesem Gedankengange
folgend definiren wir als allgemeine Zetafunction p* Ordnung eine p-fach
unendliche Reibe, welche in gleicher Weise eine Verallgemeinerung der
Riemann’schen ¢-function darstellt, wie die allgemeine Thetareihe p** Ord-
nung gegeniiber der elliptischen Thetareihe. Dass diese Erweiterung der
Zetafunctionen naturgemdiss ist, zeigt sich vor allem darin, dass sich der
oben angefiihrte Riemann’sche Satz iiber,die Function {(s) in tiberraschend
einfacher Weise auf die allgemeinste Zetafunction tibertragen lisst.

In diesem Zusammenhang treten auch die von Dirichlet in die
Analysis eingefithrten nach negativen Potenzen quadratischer Formen fort-
schreitenden Reihen als die einfachsten Zetafunctionen zweiter Ordnung auf.
Die Bestimmung der Functionswerthe fiir s =2 spielt bekanntlich eine
sehr wichtige Rolle in den Untersuchungen ,zur Theorie der elliptischen
Functionen®, welche die Reihe der Kronecker’schen Publicationen in
den Berliner Monatsberichten in so glénzender Weise beschliessen. Die
Resultate Kronecker’s auf neuem Wege abzuleiten und so weit als méglich
auf allgemeine Zetafunctionen auszudehnen ist die Aufgabe des zweiten
Theils der vorliegenden Arbeit. Dabei ist der Gang unserer Untersuchung
in gewisser Weise demjenigen Kronecker's entgegengesetzt; denn wihrend
Kronecker*) einen aus elliptischen Thetafunctionen zusammengesetzten
Ausdruck A(e, 7, w,, w,) construirt und dessen Logarithmus in eine
Dirichlet'sche Reihe tiberfilhrt, gehen wir von der Zetafunction aus find
gelangen allein durch Anwendung einer Transformation der zweifach un-
endlichen Thetareihe zu dem gewiinschten Ziel; diese Methode lisst sich
dann ihrem Wesen nach unmittelbar auf Zetafunctionen p** Ordnung
ibertragen.

§ 1 '
Ich bezeichne als Zetafunction 1. Ordnung mit der Charakteristik lg{

eine einwerthige Function der complexen Variablen s, welche fiir alle Werthe
von s, deren reeller Bestandtheil grésser als 1 ist, durch die Reihe
o )
9
@ . zZfi|o=-3
’ m=—=[(g+m?]?

e%m,mh

definirt wird.

*) Vgl. Zur Theorie der elliptischen Functionen I. Berliner Monatsberichte 1883.
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Darin bedeuten g, & reelle Zahlen, welche wir vorlaufig als micht

gamzzahlig annehmen, und die Potenzen im Nenner der Reihenglieder
mogen durch

[(g+ m)*]* = eoslotml (log | g+ m)] reell)

definirt sein.
Infolge der Relationen
o z| 3 o=-2z| Yo, Z|Zie =25,

g+1 —~ 27
2| © = e z]f] ), z|,4,|0=2]i|®
diirfen wir die Zahlen g, h auf positive Werthe zwischen 0 und 1 be-
schrinken.

Wir gewinnen eine Darstellung der Z-function durch ein bestimmtes
Integral, wenn wir in dem bekannten Integral

3 1152= #-leridy
n
0
% an Stelle von s, (g4 m)? an Stelle von # setzen, und nach Multi-

plication mit e?”™* {iber alle ganzzahligen Werthe von # summiren.
Wir erhalten dann

m=— o
0

Hier steht unter dem Integralzeichen eine einfach unendliche Thetareihe
mit dem Parameter 27, welche wir mit leichter Abéinderung der gewdhn-
lichen Schreibweise durch

ol

bezeichnen, sodass

' 2!' Zl l(s) ./:iz P 8‘ l(O 2).

Dieses bestimmte Integral verliert, ebenso wie die der Betrachtung zu
Grunde liegende Reihe, seine Giiltigkeit, sobald der reelle Theil von s
Kleiner als 1 wird. Spalten wir es aber — ebenso wie es Riemann bei
der Function £(s) gethan hat*) — in die beiden Theile

* Die Aehnlichkeit dieses Verfahrens mit der bekannten Behandlung der Gamma-
fonction’ darch Herrn Prym scheint noch nicht ausdruckhch hervorgehoben zu sein.
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1

ﬁz-z%—lﬂ’g!(O,z) +/’;lz-z%—18’,€’(0,z),

1
so existirt das erste Integral fiir jeden complexen Werth von s und stellt

eine ganze transcendente Function dieser Variablen dar.
Im zweiten Integral wenden wir auf die Thetareihe die lineare Trans-

3) an. Wir wollen diese Transformation, von der wir

noch wiederholt Gebrauch zu machen haben, aus leicht ersichtlichem
Grunde, als reciproke Transformation bezeichnen. KEs wird dann

® offj 00 =70l 5[0 ),

worin }/z mit dem positiven Vorzeichen zu nehmen ist.
Fithren wir dies in das obige Integral ein und setzen gleichzeitig -3—
an Stelle von 2, so erhalten wir

® ﬂ'%f(—2)Zlil(s)=ﬂz-z%"ﬂiil(0,z>

1—s
+ e‘“"”’:/dz.zT _lﬂ‘jg,(o, 2),

1

. 0
formation (_ 1

und diesen Ausdruck betrachten wir fiir alle nicht ganzzahligen Werthe
von g und k als Definition der Zetafunction 1. Ordmung bei unbeschrinkt
verinderlichem s.

Setzen wir 1 —s, k, — g an Stelle von s, g, h, so erhalten wir

1-

S 2] A a0 - [aedT ) 5, 0,0

1
w©

. 2ol e
+62”‘9’fd5-32 'a‘l_.il(o;/o%

1

da aber "
=9l _al9
{Eli
ist, so ergiebt sich die von Herrn Lipschitz gefundene Transformations-
gleichung

1~

O eamh-az‘é‘r'(g)zlg](s)w“'f‘fr(lgf)z!jg]a-s).
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§ 2.

Wir betrachten jetzt den Fall, dass eine der beiden Zahlen g, h gans-
zahlig ist; dabei geniigt es, in Folge der Relationen (2) des vorigen
Paragraphen sie gleich Null anzunehmen.

Sei also zundchst ~ =0 und ¢ nicht ganzzahlig. Dann ist

«©

z 2[- l l(s) ;lz,z”;"‘lge-m(ﬁmy

—0

oder mit Benutzung der Transformatlonsformel 5)

SO LHCEY APt

"'"1 5 -7 smim
+fd” Vi (“rze - )
0

worin der Accent beim zweiten Summenzeichen andeuten soll, dass das
Glied fiir m =0 aus der Summe wegzulassen ist. Wir erhalten hieraus

-4

a  a 2r z{ l(s)=-—-——-+fdz P a] ](o )

1
©

+fdzze'(a| |©,9) - )

1
als allgemeine Definition der Zetafunction fiir diesen Fall.
Ist dagegen g =0, so haben wir aus der Zetareihe das Glied fiir
m = 0 fortzulassen, also ist
2 cos 2nh
o 4

@ z|3|@= >

—® ( 2)2 n=1

2nzmb

und durch eine &hnliche Betrachtung wie oben finden wir

o
]

) W‘?r(g)zm(s)=-—§-+/dz.z%~x (a'zl(z)-—l)

-3

+faes T8 i



620 Paur EpstEm.

Jotzt ergiebt sich aber aus den Formeln (1) und (3) die Beziehung

@ FIrEzfo=7TrE)Z e

d. h. die Transformationsgleichung (7) des vorigen Paragraphen gilt auch
fiir ganzzahlige Werthe von g oder A.

Sind endlich beide Zahlen g, h Null, so haben wir die Riemann’sche
Function £(s), welche mit unseren Bezeichnungen in wesentlicher Ueber-
einstimmung mit Riemann durch den Ausdruck

2 B r (—;—) &(s) =

o0

R CHIOPESY

1

[

+/dz.leﬂ“(a|g|(o, H—1)

1
definirt ist.
Die bisherigen Entwicklungen lassen folgende Eigenschaften der
Zetafuunction erkennen:

Die Zetafunction 1. Ordnung Z | z l(s) ist — solange nicht % ganze Zahi

ist — gamze tramscendente Function von s.
Ist 7 ganze Zahl, so wird die Zetafunction nur fiir s =1 zur ersten
Ordnung unstetig und zwar ist in der Umgebung dieses Punktes

Z| I @=;=gte6+tab-1+- h ganze Zahl.

Die Function verschwindet fiir jede Chara.ktenstlk in den Punkten
§8=—2, —4, —6.

Frl:r s—O verschwmden die Zetafunctionen jeder Charakteristik ausser
denjenigen mit ganzzahligem g. Fiir diese ist

Zi%l 0) = — e‘”‘f’g" g ganze Zahl.

Das letzte folgt unmittelbar aus der Transformationsformel (1), wenn
man beiderseits mit s multiplicirt und zur Grenze s =0 tibergeht.

$ 3,

z) = Zawx,,x (Cun=1,)

p=1 y=1

Es sei
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eine quadratische Form von p Veréinderlichen, deren reeller Theil positiv
und deren Determinante von Null verschieden sei.

Eirsetzen wir darin die Veriinderlichen durch #, +y, (#=1,2, D),
so schreiben wir symbolisch

ole+y) =2 Do @+ @+

= 9(@) + o) + 2> D9,

Ferner seien g, g, - - g, M hy---h, reelle Zahlen, von denen wir
vorldufig voraussetzen, dass nicht gleichzeitig alle Zahlen der einen oder
der andern Reihe ganzzahlig sind. Wir bilden dann die p-fach unend-
liche Reihe

ﬂﬂi‘é;m# hy’
) 2 .. 2 e 77

™" g(g4m)®

worin die Summation tiber alle ganzzahligen Werthe der Indices m, von
— 00 bis 4 oo zu erstrecken ist. Dabei sind die Potenzen

H

o9+ m)% _ e—;f logg((9 + m)

durch die Festsetzung eindeutig deﬁnirt dass der imaginire Theil von
log ¢(g+m) zwischen — 1 und + = 5 liegen soll.

Die Convergens derart1ger Relhen lasst sich im Anschluss an dle
bedeutende Abhandlung von Eisenstein tiber die elliptischen Doppel-
producte (Crelle, Bd. 35) leicht entscheiden*). Eisenstein beweist darin
folgenden ' Satz:

Bildet man mit Hiilfe von p® reellen Constanten a,, (n,v=1,2,---p)
die linearen Verbindungen der Indices m m, - - - m,:

wy=a1m1+a’y2m2+ ‘+a By My U=12:p
und sind ¢ ¢; - - - ¢, weitere reelle Zahlen, so convergirt die p-fache Reihe
33 :

‘ mo my [ ta)+ @)t (0 +c>s]
sobald der reelle Theil von s grosser als p ist.

# Vgl. Kronecker, Zur Theorie der elliptischen Functionen XX, Berl, Sitzungs-
berichte 1890, 8. 104. Picard, Traité d’analyse Bd. I, 8. 269.

Mathematische Annalen. LVL 34
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Wir wenden auf die quadratische Form ¢(z 220#7%:1; eine

lineare Transformation mit reellen Coefficienten an, durch die der reelle Theil
derselben in eine Summe von Quadraten verwandelt wird. Sei dieselbe

Xy==ay1x1+a,u2w2+ ta ,up pl =1,2---p
9(2) = X+ Xi - -+ X + iw(X),
folglich s
p(m+9) = (w+6)* + (wa+6) + -+ + (w,+6,)" + 19 (w+0),

worin

go ist also

Wy = Gy My + Gug Mg+ -+ Uy, My,

D ist ab € =01 T 0usfs +- Tt 0.
ann ist aber

mod g(m+g) > (w;+¢)* + (wy+6)* + - - - + (w,+0¢,)°
und daraus ergiebt sich, dass unsere Reihe unter derselben Bedingung
convergirt, wie die Eisenstein’sche, also sobald der reelle Theil von s grisser
als p ist.
Wir diirfen also in dem so begrenzten Gebiet die Reihe (1) als Defi-
nition einer Function von s:

»

2”1.2

mp  @(m+g)

ansehen und bezeichnen sie als Zetafunction p* Ordnung mit der ,,Charakte-
ristik ;‘Z, und den ,,Moduln® ¢,

Es ergeben sich hieraus sofort die Relationen:

91 gs

@

- s
2

2| T O=Z| L e,
Z| L o=z Z::':,;

o BRIl e
25 * Cm@=ez) i” g C]

Fihren wir an Stelle der Indices m, m, - * M, neue Summatlons-
buchstaben n; #g - - - m, durch die lLineare Substltutlon ein:

® -—“1Mm1+“ﬂﬂmﬂ+ + ¢ 17 p (""51)2""1)),
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worin die « ganze Zahlen bedeuten, deren Determinante gleich 1 ist, so
erhalten wir folgende Transformationsformel fiir die Zetafunction:
Es ist

@ 2|3 =2 || @
wenn die Charakteristik der neuen Zetafunction durch die Formeln
» »
(4a) Gha =2 Cop G s hy, =2 e P,
%=1 %=1

und die neuen Moduln durch die Formeln

(4b) 0;&7 =2 2 “;M“}.v Cxa
% i

bestimmt werden. Darin bedeutet o}, die zu «,, gehorende Unterdeter-
minante der Determinante 2 ooy gy o0y, =1,

Es bildet also die Zetafunction im Sinne Kronecker’s eine Invariante
der durch die Gleichungen (4a) und (4b) definirten Aequivalenz.

§ 4.

Um die Zetafunction iiber den Convergenzbereich der p-fachen Reihe
hinaus fortzusetzen, stellen wir sie durch ein bestimmtes Integral dar,
und zwar erhalten wir ganz #hnlich wie in § 1 mit Hiilfe des dort an-
gefithrten Integrals (3) die Formel

€) n‘%r(—";)z IO
)< |y byoeby | o
-]
s —nzp((g+m)+3ni Smy b
——-/dz-z2 12---2«3 %"”.
™ m};

0

Hier steht unter dem Integralzeichen eine p-fach unendliche Thetareihe

mit den Moduln

Gy = —WC,, - &,
welche bei unserer Annahme iiber die quadratische Form ¢ innerhalb der
Integrationsgrenzen unter allen Umstéinden convergirt. Sie wiirde nach
der Schreibweise der Herren Krazer und Prym (Neue Grundlagen einer

Theorie der allgemeinen Thetafunctionen) mit

~2ai oyl
“

e g (0]0---{0),

g1 gB".g_p
hy by -y

84*
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zu bezeichnen sein. Um jedoch die Abhingigkeit von der Integrations-
variablen # hervortreten zu lassen, schreiben wir

—ﬂz(p((g+m))+2ni2m,uhﬂ
_ 91 92"'9
(2) 22‘3 # “a‘hl hz"‘hi (072")‘?
m, my
und haben dann
8 s
“Tr(3\7191 % - 57 el
% ?r(3)Z i O /dz S Ea (O
1
1
$
—_—1 gy,
+ fdz-22 @ 210, ¢
. f hl’“hp ( ? )(p)
]

worin das erste Integral fiir jeden complexen Werth von s giiltig bleibt.
Auf die Thetareihe im zweiten Integral wenden wir die reciproke Trans-
formation

0 Q.- 0 1 Q -+ 0
0 0--+ 00 1---0
0 0... 0 O 0.-.1
-1 0 0 0 0
0—1--- 0/ 0 0---0
0 0---—1] 0 0---0

an. Die Transformationsformel lautet¥):

-2 Egluh‘u
I

919 "9 e hl hz... h 1
@) @ 2| (0, 2), — | 2((0, 1) .
By by o ohy| N i —g — g0, ( ’ z)q,
Darin bedeutet A die Determinante der Form ¢:
(3a) ) A=2:!:011 Cag " Cppy

deren Quadratwurzel mit positivem reellen Bestandtheil anzunehmen ist,
und die Thetareihe auf der rechten Seite ist mit der zu ¢ reciproken
Form™**)

*) Vgl. Krazer und Prym a. a. O. 8. 88,
*) Nach der Bezeichnung von Herrn Frobenius.
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o) =S Stz
k4
zu bilden, worin “

(3 b) cl 1 8A

®y —Z acﬂv‘

Mit Hiilfe dieser Transformationsformel, welche natiirlich die Verall-
gemeinerung der von Riemann benutzten Cauchy’schen Formel

+® + ©

- -
e—zum = — e *
2 Vz Z

darstellt, erhalten wir jetzt, wenn wir noch in dem zweiten Integral oben
—:— an Stelle von 2 einfiihren:

L d

s 3
_3. _\9_ yl gp - . ?_1 yl ...gpl
L r(g)zhl._.hp (8)y '/.dzz 8h1.--hp 0, 2),
1
—sni Soh, o
+°¢ : /dz ze%‘_lﬂ By hP(O 2)
‘VZ o ._gl...._.gp Ly 3
1
oder

@ = 7r(2)z]s]0,- / B g8 S ST 2
1 ™ My

-8 gy b
P
2 —nt(b((h+m))—27ti2mﬂgﬂ

+ e——-———-—vg /;iz-zggl _12 Ze “
1 ™ "p

und diesen Ausdruck betrachten wir als Definition der allgemeinen Zeta-
function bei unbeschrinkt veriinderlichem s, solange mnicht gleichzeitig alle

Zahlen g oder » ganzzahlig sind.
Setzen wir p—S, hy, — gu, Cuv 80 Stelle von s, g,, hy, ¢4y (P=1,2,-~-P) ,

v=1,2,---p
80 erhalten wir mit Benutzung bekannter Determinantensitze die Formel

8
- 8 gl gz...g
6)] z * r(?)z hy hz"'h: (3)9’
-7 g[‘h"
e w - (p—s i hy hy--- b,
= VZ z r( 2 )Z —~ 9 __gz..-.—gp (p—s)d’)

deren Inhalt man auch durch den folgenden Satz ausdriicken kann:
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Der Ausdruck -
’”'ZWM -3 9 -9
Vae = x r(?s)zlh;...;;'(@tp
ist eime Invariante der Aequivalens
, =12,
(S5 Gus by €un) ~ (D=5, by — Guy Cuv)- :,b=1,2’..£
Es ldsst sich jetzt ganz dhnlich wie in § 2 zeigen, dass dieser Satz
fiir alle Werthe der reellen Zahlen g und % bestehen bleibt. Wir haben
nur wieder, falls alle Zahlen g oder % gleichzeitig ganze Zahlen sind, die
obige Integraldarstellung der Zetafunction so zu modificiren, dass die
Integrale fiir alle Werthe von s stetig bleiben. Dabei gentigt es, in Folge
der Relationen (3) des vorigen Paragraphen, die Zahlen g oder A gleich
Null anzunehmen. Wir erhalten dann fiir diese Félle folgende Integral-
darstellungen der Zetafunction:
1) Alle Zahlen &, - - - b, gleich Null.

@

L1
BUOEHOR m*fd“’ 2 Slemetom
1

my my

V__ dzzT—IZ 2

2) Alle Zahlen g, - - - g, gleich Null.

-2 2y ;= mQ(m)+ 275 Sy,
SUCLHCE f S 3
1 ™ "
’ R 2 — 75D (m+ )
T de & 2 26
1

8) Alle Zahlen g, ---g,, by - - - h, gleich Null.
T e . ;o
Z[0|@p=2 2 —
™o Ty g(m)?

R O L DAL
1

1 L
—_— 2 — 5D
+VZ dz-z E' E’ gD (m),

— b ((m)— SﬂzZm‘uy“
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Dabei deutet der Accent bei den Summenzeichen an, dass die Combination
my =0, my=0,.--m, =0 beim Summiren auszulassen ist.

Nach den vorausgegangenen Entwicklungen kénnen wir jetzt folgende
Eigenschaften der allgemeinen Zetafunction p** Ordnung feststellen:

Die Zetafunction Z Zl " (s) ist — solange nicht alle Zahlen kl"‘-‘hp
D

1
gleichzeitig ganze Zahlen sind — ganze tramscendente Function von s.

Sind alle Zahlen 7 ganze Zahlen, so wird die Zetafunction nur fiir
s =p zur ersten Ordnung unstetig und es ist in der Umgebung dieses
Punktes:

cee

zm(%v;:(?%) .£5+°°+"1(3“10)+~~.

Alle Zetafunctionen verschwinden in den Punkten s = —2, —4, —6-...
Fiir s =0 verschwinden die Zetafunctionen jeder Charakteristik, ausser
wenn alle Zahlen g gamee Zohlen sind. In diesem Falle ist

—27!?529M Ay

2 0)=—e I .

By h

Fiir specielle Charakteristiken kann identisches Verschwinden der Zetafunc-
tion eintreten, und zwar nicht nur fiir jeden Werth von s, sondern auch
fir alle beliebigen Werthe der Moduln ¢,,.

Wir begniigen uns, folgende Sitze anzufiihren:

Seien die Zahlen g ---g,, b ---h, entweder Null oder % und derart
gewihlt, dass

91"‘91»
P

4 D'g,h,=1mod 2,

so verschwindet die Zetafunction identisch beziiglich des Argumentes s
und der Moduln ¢,, und zwar in der Weise, dass immer zwei Glieder des
zur Definition der Zetafunction dienenden Reihenausdrucks sich gegemseitig
aufheben.

Die angegebenen Charakteristiken sind natiirlich diejenigen der wn-
graden Thetafunctionen, der obige Satz kann aber leicht ohne Zuhiilfe-
nahme der Lehre von den Thetafunctionen abgeleitet werden.

Eine nothwendige Erginzung dieses Satzes ist der folgende Satz:

Es giebt ausser den angefiihrten keine anderen aus rationalen Zahlen
gebildeten Charakteristiken von der Art, dass immer zwei oder mehr
Glieder des Reihenausdrucks einander aufheben.

z
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§ 5.
Wir wenden uns jetzt zu einer eingehenderen Betrachtung der Zeta-
functionen zweiter Ordnung, die wegen der schonen ibnen gewidmeten
Untersuchungen Kronecker’s*) ein besonderes Interesse beanspruchen

diirfen.
Kronecker beschiftigt sich nur mit Zetafunctionen, bei denen die
Zahlen g, und g, Null sind, und er 1ost die beiden folgenden Aufgaben:

Erstens bestimmt er den Werth von Z l;)h 22 ‘ (8), fir s = 2.

Zweitens bestimmt er die Constante ¢, in der Reihenentwicklung
00 2%
Z'O 0!(3)¢—m+00+01(5—2)+ ..,
Wir nehmen zundchst die zweite, einfachere, Aufgabe in Angriff.
Wir legen dabei in etwas veriinderter Bezeichnung der Zetafunction die
quadratische Form

@® @ = axz®+ 2bzy 4 cy®
zu Grunde mit der Determinante
@ A=ac—b.

Soll der reelle Theil dieser Form (bei reellen Variablen) positiv sein, so
muss sein*¥):
® @>0, ©>0,

@) () — () > 0.

Wir bezeichnen ferner mit @, und o, die Losungen der quadratischen
(leichung

also
) 0 =——+—— Wy = — ="

az® 4+ 2bz + ¢ =0,

Es lisst sich dann leicht zeigen, dass — bei unserer Voraussetzung iiber
die Form ¢ — die reellen Theile von im, und iw, entgegengesetzte Vor-

zeichen haben. Wir konnen also das Vorseichen von VA so festsetzen, dass
() (o) <0,  (i@) >0
ist. Es gentigt zu diesem Zweck, das Vorzeichen von /A so zu wihlen, dass

2N
(T >0
*) Kronecker, Zur Theorie der elliptischen Functionen. Berliner \Sitiungs-

berichte 1883—1890.
**) Wir bezeichnen mit (a) den reellen Theil einer Grosse a.
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wird. Dadurch wird dann auch
(%)>o.
Wir haben jetzt fiir die einfachste Zetafunction zweiter Ordnung

®) z[3ol0-3 3 1

s
my (am% -+ 2bm1m2 + cm%)z

die Integraldarstellung

M=z ‘2 l' | ’(s)¢=fdz-z%-1 (226‘”‘(“7"1’+2b%m¢+0%’)—1),
.

g,
0

Fiir die hier vorkommende zweifach unendliche Thetareihe, oder vielmehr
fiir die allgemeinere
® 8|8 %] (0,2,
=2 E’e“’"l“(mx+01)’+2b(ﬂh+yl)(m+az)+c(m,+va)=]+2ni(m,n,+m,;.,)
My My

leiten wir eine Transformationsformel ab. Schreiben wir niimlich

x_nzd
—nas [m1+91+ 2 (m+9z)] - ”—;—- (Mo + 9o + Srvitmyly + B7timy by
(Oz)‘p E E’e @
My my

91 9':
’

so konnen wir die Summe nach m, als Thetareihe erster Ordnung be-
trachten und haben dann mit Benutzung der in § 1 eingefiihrten Bezeichnung:

,&lil(o’ %) =2 g~ s tmkgp + 3mimh
4 " | b

0,2), _2 - mtartiminad, o\ gy 4 o (mg+ gg)

1

Es ist aber in Folge der in § 1 angegebenen reciproken Transformation

gl 9: (0,a%).

[
_zmg,h —37i — By (3 4 9,) h.
- 1
gl+ ( 2+gs) (0 aﬁ) V—-—— 'ﬁ' b (O) '1_.?;.)
i az —h— (m, +95) @
_ o 3mink 2 6— ; (my + b2 37i ._(m1+h1)(m,+g,) imy gy

und wir haben somit die folgende Transformation der zweifach unend-
lichen Thetareihe:

91 [/ l (0 z)q)

. . n
- e iminh 226‘;;("‘14"‘1)2"7(%4'9’2)‘—2ni-a—(ml+hl)(m,+g1)-2ﬂimly1+2nim‘hz.
Vaz

'
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Diese Thetareihe convergirt, ebenso wie die urspriingliche Reihe (8) fiir
alle positiven Werthe von 2.
Auf die in Formel (7) auftretende Thetareihe angewa.ndt ergiebt dies:

27 278_7,,(“,,‘124.21,",’1%_‘.“" )______ 21 e“';z—z‘mxg mg'z 2ﬂz—”hmz

my my

Spalten wir hier von der Reihe auf der rechten Seite zuerst die Glieder
ab, bei welchen m, = O, dann die, bei welchen m, = O ist, so erhalten wir

7 7
2’1 27 _nzzp((m))___ e"ZZm‘Q,]__i_ Z"e— a ™
Vaz az
my my Mg,
. b
2 2 e—;;mﬁ W-—Mtgmlma.
Vaz

worin die Accente andeuten, dass die Summationsbuchstaben nicht den
Werth Null annehmen diirfen.
Nun ist aber in Folge der in § 1 benutzten Transformationsformel

Vaz 26 az =26—nazmﬁ =1 + 226—mzzn2,
m n=1
folglich ist

[ b2
2Ze_m(am,znbmmwmz’)_1=223‘”“”’+ ———-—2_ 2; a "
o o - Vaz

n=1

2mid

2’7 2’7 e“';;mf "—'—a mlmz-
l/ H]

Dies fithren wir in Formel (7) ein und erhalten sogleich den Ausdruck:

223 ()4

a2

10) = (2 2|0 o @,

l

=1
FEET ST (- + B,

worin natiirlich {(s) die Riemann’sche Zetafunction bezeichnet und

(11) R==> "

«w
i s—1 ad_ . am?
mlmzﬁz,z“z‘"le'-;%’ .

]
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. . . AN . .
Fithren wir hier —mjz an Stelle von z als neue Integrationsvariable
ein, so wird

-]

Zaub
P S iy ME SR

™ (mi)

Die hier auftretenden Integrale sind von der Form

L

4
(13) /;lz-z“"e 7,

0

es ist aber vielleicht nicht iiberfliissig zu bémerken, dass der Integrations-
weg keineswegs die Axe der positiven reellen Zahlen ist, sondern eine

Gerade, die den Nullpmkt mit dem Punkt 2 verbindet. Damit die

Integrale existiren, muss der reelle Theil von % positiv sein, was jederzeit
erreichbar ist. Dann behalten aber die Integrale fiir jeden Werth von s
ihre Griltigkeit.

Die Integrale (13) lassen sich durch Bessel'sche Functionen aus-
driicken, was wir jedoch hier nicht weiter ausfilhren wollen. Vielmehr
benutzen wir eine schon von Kummer¥) angegebene Umformung, némlich

@ -

g b 20+1 o ,—2Vr
(14) dz.z%"1le 2 =_2____..__[ﬂ__e_.._.._./;z(z+zi) ) e—4th

I'(u-l——;—)

worin der reelle Theil von J/# positiv zu nehmen ist.
Hiermit erhalten wir:

0

oo

s—1 2mib en V4 s 441]/4
- Ty My e e [y My | - =1 - [mymg |2
HTe © “ '/‘dz-(zw)” ;

() ;

worin |m,m,| wie fiblich den absoluten Werth bezeichnet. Lésst man
hier m, und m, gesondert die Werthe von 1 bis co und von —1 bis
— oo durchlaufen, so zerfillt B in vier Doppelreihen, die man paarweise
zusammenfassen kann. Dabei treten, wie man sofort sieht, in den Ex-
ponenten vor den Integralen die oben eingefiihrten Losungen @, und o,
auf, und wenn wir

* Kummer, De integralibus quibusdam definitis. Crelle, Journal Bd. 17, 8. 232.
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(15) g = €4, gy = €~
setzen, so sind nach (5) die absoluten Werthe von g, und q, stets kleiner

als Eins.
Gehen wir jetzt auf Formel (10) zuriick, so erhalten wir folgenden

Ausdruck fiir unsere Zetafunction zweiter Ordnung:
s—1 s—1
E r( 2 )
8
"(3)
s+1_s L & 3 2 ________4”]/2”1 s
+ 2" sz_1<q§n1m+q§m&%ﬁ(z+zz)g 1o ™™

2 2
) F(%) m=1ny=1

a

(16) 2[3 o 9=+ 22 (3)

§6—1)

0

Hiermit kénnen wir aber die im Eingang des Paragraphen gestellte Auf-
gabe, den Anfang der Reihenentwicklung in der Umgebung des Punktes
s =2 zu finden, leicht 1dsen.

. . a 1 .
Fiir s =2 haben die Integrale den Werth Vs und die nach
ny; genommenen Summen lassen sich ausfiihren.
Ferner ist \
n
§@) =5
und es gelten in der Umgebung von s=2 die bekannten Reihenent-
wicklungen:
s—1
ay ® [ 8§—2 a
(@) -VaEl+Frog (D) +]
()
2
—s = Vall— (=) log 2 + -],
"(z)
1
g(s~1)=8_2 +?+"‘,
worin

y = 0571721566 - - -

die Euler'sche Constamte bedeutet.
Damit erhalten wir schliesslich aus (16) ithereinstimmend mit Herrn
Weber*) in der Umgebung von s = 2:

) Weber, Math. Annalen Bd. 33, §. 395. Vgl. Franel, Sur une formule
fondamentale de Kronecker. Math. Annalen Bd. 48. Bei Kronecker (Berl. Bitzungs-
berichte, 1889 8. 135) lautet — in unserer Schreibweise — das dritte Glied

T

Jz 8 (%)
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17 hm(l l(s)(p f(s 2))

== _~ 2”7 v _2_2 ' n — gar
V_+V—10 ( ) Vzlogg(l_Q§)(1 Q’g)-
oder mit Einfihrung der Function

7(0) = ql—l’fﬁ(l — ™)

(Zi I (s ) A(: 2)> i;‘y"l']/A (4A) _]“27% log 7(,;) n(—as).

Die Formel (16) liefert aber auch die Werthe der Zetafunckion fiir
s=14,6,-.., denn die Integrale auf der rechten Seite lassen sich fiir
diese Fille auswerthen. So erhalten wir

z|[0 0| @, =t 56O+ T [v@) + v @]+ @)+ 1@)

worin

® 2n
"I’(g) = : ; ,ns(lg_l__qsn)z:
n=1

X 2n
—_— ————-——q .
x@_zn:l n*(1—g*"

§ 6.
Nach den Entwicklungen des vorigen Paragraphen ldsst sich die ent-
sprechende Aufgabe fiir die Function

@ z|p 0 |@= 3 >
m

"2 (am? 4 2bm, my - cm3

2
2

unschwer erledigen. Wir diirfen dabei die Zahlen %, und 5, zwischen
Null und Eins annehmen.
. Auf die in der Integraldarstellung

w—%r(—g—)zm ;;,(s)q,-——'/;lz i l l(O,z)q,—-l)

0

“guftretende Thetareihe wenden wir die Transformationsformel (9) an und
erhalten ganz &hnlich wie oben
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00 _ s am2+2 A
ﬁlhlhgl(o’z)fﬁ—l—z o Marm? + 2mimyby
my

+ 1 22'6—%%“&—“:4 mz’—z’fjb (g + 8y my + 2 imy 2y
b4

Va-z my My

wobei in der ersten Summe der Werth m, =0, in der zweiten (Doppel-

summe) der Werth my; = O auszulassen ist.
Wir erhalten damit

2) x 2|' l

worin die Zetafunction erster Ordnung

oo~

m (m2) 2
auftritt und

R=1L 22 - ﬂ(ﬂhﬂx)mﬁmmﬁj/;lz ;;1‘ e—;”;(mxwl)’“ ?':Témﬁ*.
0
. . . A . . .
Hier filhren wir wieder ’—ta—mgz als neue Integrationsvariable ein und

wenden dann auf die Integrale die Kummer'sche Umformung (14) an
Dann erhalten wir

s—1 _27ib i ____1_/_‘
22'[(m1+k1)2] 5 T tmth)m, |y + By |+ 2img by
™y

275_

= 8
2r(2y m
a I‘(2)

@

s 491[14
21 - 'y + By
.‘/dz(z+z2)2 ' [+ amls.

0

R spaltet sich in sechs Summen, wenn wir zuerst die Glieder mit m, =0
fiir positive und negative Werthe von m, zusammenfassen und dann m,
und m, gesondert die Werthe von 1 bis co und — 1 bis — oo durch-
laufen lassen. Dabei treten wieder die Grissen

¢ = €', gy = €~
auf und ferner die Verbindungen
(3) h2 + hlwl = Uy,
hg + h1w2 = u'g
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und wir erhalten den folgenden Ausdruck, der der Formel (16) des vorigen
Paragraphen entspricht:

00 1 0
2[5, 5] ©p =523 |0
a?
+ DX [2 hi_1(esmnul+e—2ninuz) dﬁ(ﬁ-{—zz)_a'—le-

s

= 2
7 (2
a F(2)

+ 7 D -y~ (gimmetrinn 4 gimme2mins) [ do(ats

m=1n=1 0

anVd

— =7
7 ans

n=1 rd
® V_
s AnVd
2)_2'— 1 e_ @ ("1+h1)”2’

-4

3 ® s _4ﬂ|/2 _
+ 2 2 (nl__hl)a—l(qun,e—ﬂmzu,_{_ qgnln,eihtinzu,) dz(z—l—z?)? 16 7 ™ Iu)ﬂaz:| .

n=1n=1 0

Nehmen wir jetzt s =2, so ist

ST e —)
n=1

ferner lassen sich die Integrale und die nach %, genommenen Summen
auswerthen. Wir erhalten dann

Z|p | @p=22 -1+ )

‘_.’f_[log(l—~32”i“‘)(1'— —-Bﬂiu,)+2log(l_q?neEniul)(l_ggne—Sﬂiu,)
n=1

12
+210g(1— #ng=3min) (1 — gingini )}
n=1
Nun ist
log (1—e27i%) (1—e~3%%) = log (4 sin mu, sin wuy) -+ ¢ (Uy —ty)
und ’
Uy — thy = hy (0, — @) = 2ily @
also

0 0 P] 2 1 . ©
z!hl Py l (2)y= —;—’- (h?'*“g) - %IOg.? s1n7m1n(1—2qf”cos2ﬂm1+g§")

1

— ‘7’% log 2 sin %%H(l —2¢2" cos2muy+95")
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und hier kénnen wir durch

1 _®» ®
& (u, ) = 2qZH(1—-q2”) -sin nu”(l——?q?” cos 2mu + ¢**)
1 1

und

® g1 S _1
Jla-¢n=450,0° =g Bq@)
1 2m)?3

die elliptische Thetafunction einfihren und erhalten schliesslich, wenn wir
noch berticksichtigen, dass
17

log g; + log ¢, = wi(w, —wy) =— 2 *~
ist, die wichtige Kronecker’sche Formel:

00 2 7? 2% g By, 0,) F(ug, — @)
4) Z 2), =22 12 — 2% log (21) — - 1lo
) lhl hli( do= 5 hi 3YA 8 (27) va g@'(o,ml)%«‘r’(o,—w,)%',

oder in der Bezeichnung Kroneeker’s*):

Zl l (2)(p log A(hyy by, 0y, — @05).

Auch hier fithrt die Benutzung der Function 5(w) zu einem etwas ein-
facheren Awusdruck, némlich

0 _ 2., ® Dy, 0,) 8y, — @)
23, 3| @p="5 1 V18 TGy oy

§ 1.
Wir konnen die eben abgeleitete Formel von Kronecker dazu benutzen;
um den Werth der allgemeinen Zetafunction zweiter Ordnung Zlgi %: (8)g
im Punkte s=2 zu bestimmen, wenn die Zahlen g, und g, beliehige
rationale Zahlen sind. )
Wollen wir zuerst die entsprechende Aufgabe fiir die Zetafunction

erster Ordnung losen, so handelt es sich hier um die Bestimmung des
Functionswerthes fiir s = 1, also um die Reihe

Smhm
@ ZHIORDsent
wenn darin g rationale Zahl, also etwa
=1 (y<7)

ist. Wir konnen dabei » von Null verschieden annehmen. ~

*) Kronecker, Berliner Sitzungsberichte 1889, 8. 53.
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Wir gehen aus von

0 r 2@ikm .
©)) Z|h|(1)=2 elml = — 2 log (2 sin =h),

verstehen unter ¢ die s* Einhejtswurzel

27

3) —er,

unter » irgend eine ganze Zahl und haben dann offenbar

2' ¥ =) 2mikm =—29¢*7log 2sinx (h—{—%).

T m

Summiren wir hier nach » fiber ein vollstindiges Restesystem mod r, so
sind die Summen E ™7 simmtlich Null, ausser wenn m — p durch

theilbar ist. In diesem Falle haben sie den Werth ». Wir finden also

2ih(mr+y) ‘Y

mr gl

e
— e2nzlcyz

(1)=——229‘”7’10g2smm:(h+ )

r—1
woraus sich leicht ergiebt, weil 29"”’ =0 ist:
=0

7 r—1

(1) —_— 22 o~ ¢ +A7 Jog gin ——T— zh+) +v)

4

In shnlicher Weise behandeln wir jetzt die Zetafunction zweiter Ord-
nung fiir s=2. Ks seien .

9=

S
R

¥
g?.=',,._;

worin p, und p, ganze Zahlen sind, die wir kleiner als die ganze Zahl r
und wenigstens eine als von Null verschieden voraussetzen diirfen.

Wir setzen in der Formel (4) des vorigen Paragraphen fiir die Zeta-
function auf der linken Seite die Reihe und haben, wenn wieder », und »,
irgend welche ganze Zahlen bedeuten

’ RETCYETRN
E 9"1(7’51-1’1)4“"2(‘”‘2"72) .
Z am? 4+ 2bm m, + cmi
”y me

_ ” ‘ 292 »\2 2w
=0 M7trers) & (h’+~'r) '—-—~3V_10g2ﬂ:
& w4 e :1 o1 , co1) & (ug -+ % 7____"’1 o ,— Co,)]

21

B 172 o8 : 1 1
8 (0,00,)3 8 (0, — @5)8

Mathematische Annalen. LVL 36
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Hier summiren wir nach »;, und v, iiber vollstindige Restesysteme
mod » und erhalten fiir die linke Seite

N e
2708 (rmy + )by + 27 i(rmy + Vo) by . .
TzZZa(rm-}- 26 2b ;= Mkt k) Z ; ; (2)‘?
1+ 70+ 20(rmy +y,)(rmy+75) + (rmy +-7s) rhy i,
m oy

und haben somit nach einiger Ueberlegung folgende Ergebnisse:
1) Ist y, von Null verschieden, so ist 2@"‘272 =0, also

2

]
ror
® z|7 1 |®,
r—1 r—1
x — — U, + vy + v, @ W, N
S ﬁz E' o~ tithn (a+hz)n]0g,3(l_+._37_l_l’ “’1) @(Aiﬁr;"_ﬂa, ~m2),
7 ~0 v=0 '

2) Ist 9, =0, also jedenfalls », von Null verschieden, so ist

r—1
2 o~ =0, also

=0
e ) .
r 2%
onhZ b, hy @)y = o @hye,+¢y)
r—~1 r—1
oz -y Uy + 2, @, Py Uy + 7, 0, »,
VKZ(,Z:Q nlog o (BETAR4 L, 0) 0 (MR 4 2, o)),
Y =0 y=
worin

r—1
¢ = 5 1/19"7'171 == r
o h—1’

=1

7l
Cy = 1}29""’17’1 r 2’.9‘71
3—2 1 St 1 (mh_R
A e 1 (1)

Y=

Diese Formel lisst sich durch Ausfiihrung der nach », zu nehmenden
Summe vereinfachen. Es ist nimlich

r—1
(6) 11’3 (’M-!-%, m) = :((rwoz) S(ur, ro),
folglich

r—1 r—1

D Denloge (HEAn 4 2 p) =§ o-n1log & (u + 1,0, r),

Nn=0 =0 Y =0
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also haben wir schliesslich

71 0
(7) le h1

h1h

(2)y

ar <2h Cri-cg)——Zg‘vhlogﬁ(u1+vw1, r0,) & (Uy + vog, —r0,).

Die Formeln (5) und (7) lassen sich verificiren, indem man sie in die fiir
jedes s geltende Formel

r—1 r-1 h 5
2 2 e2ﬂt(ylh1+}'ahz)z h h r (s)([)— r Z { 2 |(S)¢
Nn=0 y,=0

einfiihrt und neben der Gleichung (6) noch die folgende:

r—1 = 1) (w 1) ”
H & (u+ Z;B’ m) — ir-lgmmin-1g o n@) (u, 'r)
v=0 n (7)
benutzt.
Die eben abgeleiteten Formeln sind ebenso wie die Formeln Kronecker’s
unsymmetrisch in den Constanten g, h, a, b, ¢ der Zetafunction. Es ergiebt
sich aber aus der Invariantennatur der Zetafunction ohne Weiteres, dass

diese Formeln ungefindert bleiben miissen gegeniiber der Aequivalenz:

(91 92 1y by a b ¢ @ @5 uy ) ~ (gy gy oy by ¢ b @ 0y 003 Uz up)

WO =
o VL VE_L b oE_1
1 ¢ ¢ oy’ 2 c c o, ’
r .
wy= hthoi=2, = h+ho=_1>
2 1

§ 8.

Die in den letzten Paragraphen gegebene Ableitung der Sitze Kronecker’s
tiber die Zetafunctionen zweiter Ordnung beruht auf einer bestimmten
Transformation der zweifach unendlichen Thetareihe. Wir kionnen diese
Methode ihrem Wesen nach unmittelbar auf Zetafunctionen hoherer Ord-
nung dbertragen, es geniligt dabei, wenn wir uns auf die einfachste

Charakteristik I ‘ beschrinken. Es handelt sich also um die Zeta-
function oo ,
® z)o 5| @p= 2 X,

. iy mp ¢«m))2

85*
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worin
2 2 Cuur MMy
pu=1 r=1
Wir wollen diese Function etwas einfacher durch
Z® (s)

bezeichnen und haben also nach § 4:

®)) u_';'r(—g—) Zm(S)‘P -—-——/dz i (2 26 nro(Em) _ 1 )

Von der hier auftretenden p-fach unendlichen Thetareihe giebt es eine
Reihe von p linearen Transformationen, die wir dhnlich wie in § 5 ableiten,
indem wir die Summe nach ¢ Summationsbuchstaben m, - - -m, zu einer
Thetareihe ¢** Ordnung zusammenfassen und auf sie die reciproke Trans-
formation (§ 4, Formel (3)) anwenden.

Die letzte Transformation in dieser Reihe ist natiirlich die reciproke
Transformation selbst. Man erhilt dann fiir die ¢ Transformation®)
folgendes System von Formeln:

Es bedeute A, die Determinante

(3) Aq =2 '.t 011 022 vt cqq
und es seil .
@ _ 1 94,
(4) "xz“zgz ¢,,’ A A=1,2,---¢
dann ist
_ 1 27tig () — Z gy (m) ~ 7.9y ()
(6) e N mep ) — - A S s ,
g %' i’ Aq 27 ;1’1 ;P’

worin VA, mit positiv reellem Theil zu nehmen ist und ferner

P(m) bilineare Form von m, m, - - - m,,
@, (m) quadratische Form von m, ---m o
. @s(m) quadratische Form von My py = * - My
Und zwar ist

2
(6) ¢((m))=2 Zdyvmymw wo d = :(tg[)t ®v?

u=1y= q+1
(7 @, (m) _22" @ 4
. a=1 v=

*) Es ist die Transformation T (@ nach der Terminologie der Herren Krazer
und Prym, (Newe Grundlagen ... 8, 86.) .



Zur Theorie allgemeiner Zetafunctionen. 641

8) @4(m 2 2’0}“,mﬂmw wo e,,=¢, ——2 ff} Cop Cave

pu=9+1v=g+1 =1 A=
Ich spalte jetzt die p-fache Reihe auf der rechten Seite von Formel (5),
indem ich zuerst m,,y, My g, My und dann m, - - - m, gleichzeitig Null
setze. Dann wird

k.
2-~2e—m¢«m»=____.1 r > > AN
™ Ty A 2 my

Z’ Z' e~ (n)

Met1 Mp
2 2” Mtw((m))-——¢1((m))—m%((m))
VA Z? m, m

worin die Accente bei der letzten Reihe andeuten, dass weder glelchzeltlg
my - - -m, noch m, . ---m, Null sein diirfen.

Hler ist aber oﬁ’enbar das erste (lied auf der rechten Seite in Folge
der in § 4 angewandten Transformationsformel

g 3 IS S

VA 52 ny my

© )= ey mm,

u=1v=1

und wenn wir jetzt auf (2) zuriickgehen, so ergiebt sich sofort:
2 _(3—4q
=? r( 2 )

va r(3)
wo jetzt

t
R ( ) E' Z’ es’tn/)((m))/dz 42 -1.6--;%(("'))—7!:%((7")),

(10) 2Oy =29(s);, + Z-9(s—q),, + R,,

7 ™

Diese Formel entspricht, wie man sieht, vollkommen der Formel (10) in
§ 5. Die Function Z*)(s), wird nur unstetig fiir s — p; diese Unstetigkeit
steckt in dem zweiten Glied auf der rechten Seite, wihrend die Unstetigkeit
des ersten Gliedes im Punkte ¢ durch das gleichzeitige Unstetigwerden

von I (8;q) aufgehoben wird. Es ist also R, ganse tramscendente Func-

tron von S.
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Wir stellen uns, wie im Falle p =2, die Aufgabe, das constante
Glied der Reihenentwicklung im Punkte p:

Fa
22

—— 4 ¢+ (s—p) + -
V—A-r('g) 8—p 0 1( p)

(11) Z(s), =

zu bestimmen. '
Wir nehmen die bisher unbestimmte ganze Zahl ¢ gleich p — 1 an.
Dann ist zunichst A, die zu c,, gehorende Unterdeterminante der Deter-

minante
A =2i Ci3Cap " "~ Cpps
also in der im § 4 benutzten Bezeichnung
By =cpp - B,
und aus einem bekannten Determinantensatz folgt

’ (¢ ’ ’
Cop~ Oy = CppGur — Gou* G-

Wenn wir jetzt mit f,_,(m) die lineare Form von m, - - - m

p—1°
p~1
(12) fyes(m) = D) dyum,
1

ferner mit ®,_,(m) die quadratische Form derselben Grossen:

-1 p~—1

®,_y(m E' E’ Clu Ty My

bezeichnen, so ergiebt sich aus (6), (7) und (8):

(13)

(14) w(m) = = 2 1)

py(m) = &,_, (m) — o~ f,_, (m)?
oder auch o
(15) gullm) = 221,
Wwo b
(16) , Dyy=CppPp1 — f7-1,
wihrend g,(m) sich einfach auf
(a7 Falm) = 22
reducirt. o

Die Formen f,_, und ®,_, sind mit der Reciproken CD((m)) der Form ¢
durch die Bez1ehung
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.(18) O(m) = cpm} + 2fp—1mp + Op_y
A
verbunden und —cﬂﬁi ist die Reciproke von
oo ot oot
(19) Fpoa(m) = D' Do, m,m,.
u=1 v=1

Die den Zetafunctionen zu Grunde liegende Form ¢ muss einen positiv
reellen Bestandtheil haben; dann ist aber auch der reelle Theil der ad-
jungirten Form @ positiv und es ergiebt sich daraus, dass die reellen
Theile von ¢p, und ®,_; positiv sind und auch

(@) * (Pp-1) — (fo-2)" >0
ist. Fithren wir jetzt noch die Wurzeln der gleich Null gesetzten rechten
Seite von (18) ein, nimlich

(20) o= fo—s LEVT:E, co(l’-l)_.__f}ﬂ—l iV,

- 7 7 ’—:—' - 7 )
pp Cpp Cpp Cpp

so haben die reellen Theile von ‘@{*~" und {e{P-V entgegengesetzte Vor-
zeichen und wenn wir das Vorzeichen von VA, , so wihlen, dass der

VA
reelle Theil von ——072—'—1 positiv ist, so ist stets
»p

(o~ <0, (fafr-9)>0.
Gehen wir jetzt auf Formel (10) zuriick, so ist zundichst im zweiten Glied
s~p+1

Z(#=D(s—q)y, = 2¢pp : §(s—p+1)

und daher
LS ()

R
2

£6—p+1) + 209,y + By,

und es ist jebazt

2
nm nd,.
P A

$ m, > —p+1
s " —ﬁﬂi—,lfp_l E—%i- G
R,_y~=—r - E’ E’ e wp da-z e ‘pp ‘pp®
’
l'(——é-) V cppA my mp °

worin beim Summiren sowobl m, = 0, als auch die Combination
m1=0-o-mp_1=0

auszuschliessen ist.
R,_; bohandeln wir jetzt ganz ahnlich, wie den entsprechenden Aus-

druck in § 5 und finden mit Hiilfe der dort angegebenen Kummer'schen
Umformung
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»
-2
g =p+2, i

Boi=g; 8\ (5—P
%pg ]/Zr(—é—)l'(—z——+1)
o 8—p+1_2”,im”fp_1-2nl/.mlmpl 3 s—p "ﬂdp_llmpi’
22 A,,_f e op ‘pp ﬁg(z+z9) e pp .
my, My rd

Nunmehr ergiebt sich aber fiir s =p, wenn wir die Reihenglieder mit
positiven und negativen Werthen des Summationsbuchstabens m,, gesondert
zusammenfassen

2
m? RS 1 { enine{®—Y) —2ninelP—D .
Rp—1= ——F_)_ E,... E’ E.h_(e e +e 2 ) .
2 <

V—A—r o] m My n=1

?
n? ’ 2m‘w§1°—1) 2 xia{p—)
=_—————logll-~ll (I—e )(1——6 ] )
VZr(%) e

Wir haben somit schliesslich aus (21) mit Benutzung bekannter Reihen-
entwicklungen, wenn wieder p die Euler'sche Constante bedeutet

)
. 2m? 1
A e S
?
2 ’ N - . -
=__Z(p-—-1)(p),¢p_1 +A— V.E.’;__.%))loglg. ; IZ (1__,32%0,:([@ 1)) (l*e"z"’wgp 1))’
. '
worin
N
A= x? _ 2 h
var@\" e T

Die Aufgabe ist also zuriickgefiihrt auf eine Zetafunction von niedrigerer
Ordnung und auf ein merkwiirdiges (p— 1) fach unendliches Product, welches

eine Verallgemeinerung der Function q"ilin(m) =n(1 — ¢*") darstellt.
Fiir p =2 erhalten wir unmittelbar das Kronecker'sche Resultat.

Strassburg i E., Januar 1902.
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