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Uber Elementarkettenbriiche, lineare Substitutionen
und indefinite binire quadratische Formen. II.

Von Herrn Paul Epstein in Frankfurt a. M.

Die im ersten Teil dieser Arbeit (dieses Journal Bd. 149, im fol-
genden kurz mit I bezeichnet) entwickelte Theorie der Elementarketten-
briiche hat zu einer Einteilung der unimodularen ganzzahligen Substitu-

tionen (;’f g) in grade und ungrade Substitutionen gefiihrt, die als vollstindig

gleichberechtigt zu der iiblichen Einteilung in eigentliche und uneigentliche
Substitutionen anzusehen ist. Diese doppelte Einteilung ermdoglicht es,
die drei Untergruppen vom Index 2 der Gruppe aller unimodularen ganz-
zahligen Substitutionen in einfacher Weise zu charakterisieren, namlich

Gruppe ¥ der eigentlichen Substitutionen (Modulgruppe)
»w B, graden ’s
» € ,, eigentlichen graden und uneigentlichen ungraden Sub-
stitutionen.

In der vorliegenden Arbeit wird nun der klassischen Theorie der
Reduktion der indefiniten bindren quadratischen Formen innerhalb der
Gruppe % die entsprechende Reduktionstheorie im Gebiete der Gruppe B
an die Seite gestellt. Sie ist gleichbedeutend mit der Theorie der perio-
dischen Elementarkettenbriiche.  Der Einteilung der Formen in Klassen
entspricht hier eine FEinteilung in ,,Stdmme* als Gesamtheiten von
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Formen, die mit einander grade-iquivalent sind. Den entgegengesetzten
Klassen entsprechen die reziproken Stimme, den ambigen Klassen die
involutorischen Stdémme. Es mag hier nur angedeutet sein, daB die
Einfiihrung des Inder der quadratischen Form eine einheitliche Be-
handlung der Reduktionstheorie fiir alle drei Gruppen %, % und € er-
moglicht.

Die Reduktion der definiten quadratischen Formen im Bereich der
Gruppe B bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten, wiirde aber auBerhalb
des Rahmens dieser Arbeit fallen. Sie wird am einfachsten mit Hilfe
des Fundamentalbereichs der Gruppe erledigt. Die entsprechende Aufgabe
fiir die Hauptkongruenzgruppe 2. Stufe, welche eine gemeinsame Untergruppe
der drei Gruppen %, B, € bildet, hat Kromecker*) durchgefithrt. Er be-
zeichnet zwei Formen, die durch eine Substitution dieser Untergruppe in-
einander transformiert werden konnen, als wollstindig aquivalent. Vom
gruppentheoretischen Standpunkt aus diirfte es gerechtfertigt erscheinen,
diese Bezeichnung fiir die Aquivalenz innerhalb der groffen gemeinsamen
Untergruppe von %, B, €, d. i. die Gruppe der eigentlichen graden Sub-
stitutionen vorzubehalten.

§ 1. Einer bindren quadratischen Form
ar®+ 2bzy + cy*= (a, b, ¢)
mit positiver nicht quadratischer Determinante
D =0b*—ac

und ganzzahligen Koeffizienten @, b, ¢ ordnen wir eine der beiden quadra-
tischen Irrationalzahlen

yD—b oder —yD—b
a a
zu und bezeichnen dementsprechend die Form durch
(a, b, ¢), oder (a,b,c)_,

so daB also der Form (a,b,c), die Irrationalzahl

*) Kronecker, Uber bilineare Formen mit vier Variabeln. Werke Bd. 2, S. 435.
Vgl. Stephen Smith, Sur les équations modulaires. Werke Bd. 2.
Journal fir Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2. 5
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(1.) = ﬂ/:%‘i’

eindeutig zugeordnet ist. Das Zeichen ¢= 4+ 1 heille der Index der Form
und der zugeordneten Irrationalzahl*). Die mit w konjugierte Zahl
:J;D_—é werde mit o’ bezeichnet.

Den Formen (a, b, ¢), und (—a, — b, — ¢)_, entspricht dieselbe Irra-

tionalzabl w. Unterscheidet man aber 8—1/%—-—13 und :—_eZ%_b, wobei

b®* — D=0 mod a ist, als zwei verschiedene ,,Formen‘¢ derselben Irrational-
zahl w, so entspricht einer gegebenen Irrationalzahl auch nur eine be-
stimmte quadratische Form.

Die Form (a, b, ¢), heit eine Form I. Art, wenn die zugeordnete
Irrationalzahl w =1 ist. Andernfalls, wenn w << 1 ist, heilt (a,b,c),
eine Form II. Art. Es ergeben sich leicht als Kennzeichen fiir jede der
beiden Arten:

_ I. Art.
Ist e >0 und a4+ b << VD, so ist (a,b,c), von der 1 g
() _ I Art.
b3 a < O b3l a + b % EV‘D’ i3] 2 (a, b’ c)l LR b2 II

So ist z. B. (5, —7,4), mit D =29 eine Form I. Art, dagegen (5, —7, 4)_
eine Form IIL Art. ,
Auf die einer Form (a, b, ¢), zugeordnete Irrationalzahl w wenden
wir den in I, § 3 angegebenen Algorithmus an und bilden die Reihe der
Irrationalzahlen '
1

W) = r——5, Wg = 77, w3=m,...

|o—1] |wg—1]
Thnen entspricht eine nicht abbrechende Kette wvon abgeleiteten Formen
(a5, b;, ¢;),,, die durch lineare Transformation aus der Form (a, b, c), her-

vorgehen.

*) Es bedeuten also (@, b, ¢), und (a, b, ¢)—, zwei verschiedene Formen oder,
wenn man will, die beiden ,Zweige“ derselben Form. Ihre zugeordneten Irrational-
zahlen sind konjugiert, deshalb heifen auch die Formen konjugiert.
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1

Ist w>>1, also (a,b,¢), eine Form I. Art, so ist Wy = .

Dies entspricht einer Transformation U = <; (1)> der Form (a, b, ¢),, und

es ist fiir die abgeleitete Form

(3.) ay=a+2b+c¢c, b=a+b, c¢=a.
Zur Bestimmung des Index & hat man
S S a _—eéVD—(@+b) eVD—b,
Y“o—1 ¢/D—a—b  a+2b+c a, ’
also ist
(4.) & = —¢&,
Ist w << 1, also (@, b, c), eine Form II. Art, so ist w, = 1—1——(», ent-

1 —

1 (1)> von (@,b,c),. Es wird also

sprechend einer Transformation V = (

fir die abgeleitete Form
(5.) a,=a+2b+c, v=—(@+Dd), ¢ =aq,

sVD+a+b_&VD—b
a+2b+c a

(6.) & =é&.

Ist hier w positiv, so ist w, =1, also (a,, by, ¢;), eine Form I. Art.

! jst, so ist der Index

und da w, =

Ist aber w negativ, so ist 0 << w, << 1, also (ay, by, C1)e, eine Form II. Art
und die daraus abgeleitete Form (a,, b, ¢s);, eine Form I. Art.  Wir
wollen, wenn nichts anderes bemerkt ist, immer w als positiv voraus-
setzen. Dann folgen niemals zwer Formen II. Art aufeinander, und wir
haben den Satz:

1. Auf eine Form I. Art folgt tmmer mittels. der Formeln (3.)
eine Form I. oder II. Art von entgegengesetziem Index, auf eine Form
II. Art folgt mittels der Formeln (5.) vmmer eine Form I. Art von gleichem
Indes.

Infolgedessen 1aBt sich die Kette der abgeleiteten Formen in ein-
zelne Abschnitte zerlegen. Jeder Abschnitt besteht aus einer oder meh-

reren Formen I. Art und eimer Form II. Art, mit welcher er endigt.
5#
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Nur wenn die Ausgangsform (a, b, ¢), schon eine Form II. Art ist, bildet
sie allein den ersten Abschnitt. Sonst bestehen samtliche Abschnitte
aus mindestens zwei Formen*). Die Formen in einem Abschnitt haben ab-
wechselnd positiven und negativen Index, die erste Form im Abschnitt,
die wir die Leitform nennen wollen, hat den gleichen Index wie die
letzte des vorangehenden Abschnitts. Die iibrigen Formen des Abschnitts
heilen Zwischenformen.

Irgend zwei Formen der Kette sind durch eine grade Substi-
- tution**) mit einander verkniipft, sie heillen grade - dquivalent. Da die
Fundamentalsubstitution U eine uneigentliche, V eine eigentliche Substi-
tution ist, so sind zweir Formen der Kette mit gleichem Index eigentlich
dquivalent, zwei Formen mit verschiedenem Index uneigentlich dquivalent.

In der Kette der aus (a,b,c), abgeleiteten Formen mdgen
a,3,7,... die Anzahlen der Formen in den einzelnen Abschnitten sein.
Dann besteht nach I, § 3 fir die der Form (a,b,c), zugeordnete Irrational-
zahl die Elementarkettenbruchentwicklung

(7.) w=E{e, B,y ..|.
Sind ?—a;'— die Niiheruhgsbriiche dieses G K. (E‘l =Ll&_1 , 80 ist

1
Yo 0’y 1

% T

(ye '-‘l:y.'~1>
die Substitution, die die Form (@, b, ¢) in die Form (a;, b;, ¢;) der Kette
iiberfithrt. Darin ist in der zweiten Spalte das positive oder negative
Vorzeichen zu wéhlen, je nachdem (a,, b, ¢;) eine Zwischenform oder eine
Leitform ist.

Die Indizes der Zwischenformen unter Beibehaltung des allerersten

Index und der Einteilung in Abschnitte sind offenbar entweder identisch
mit der Indewkette***) des €R. (7.) — sobald ndmlich die Ausgangsform
(a, b, ¢), negativen Index hat — oder sie werden zur Indexkette, wenn
man jeden Index umkehrt. Man hat also nach den Entwicklungen in

*) Ist  negativ, so bestehen die ersten beiden Abschnitte aus je einer Form
II. Art. '
** Vgl 1, § 4.
) Vgl 1, § 2.
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I, §2 durch die Indizes der Formen auch ohne weiteres die Charakte-
ristik und damit die gewdéhnliche Kettenbruchentwicklung von w.

1. Beispiel. Wir gehen von der Form (62, —95,145)_ aus. Ihre
Determinante ist D = 35, die zugeordnete Irrationalzahl

—V3b+ 9
62

also die Form von der I. Art. Wir bilden die Kette der abgeleiteten
Formen, indem wir jedesmal nach (2.) oder direkt durch Betrachtung der
zugeordneten Irrationalzahl die Art der Form bestimmen und dann die
Formeln (3.) oder (5.) anwenden:

—>1,

( 62,—95, 145)_ ( 5—10, 13), ( 13,—16, 17),
( 17,—33, 62), (— 2,— 5 5 (—2, —3, 13)_
( 13,—16, 17)_ (—7, 71, ;’_"2‘)‘_' ( 5, —5 —2),
(—2 3, 13)_ ( 5 0, —1), (—17 0, B)_
( 17, 1,—2), (—2, 5, 5)_ (—2 7, —17)._
( 17’_18, ), ( 13, 3, —2), ( 5, 5, —2),
(—2 —1, 17)_ ( 17,—16, 13), ( 13, —10, 5),
( 13 —3, —2), (—2, 1, 17)_ (—2 3 13)_

( 17,— 1, —2), (17, 1, —2),

Die beiden letzten Formen stimmen mit den beiden Formen im
zweiten Abschnitt iiberein, also wiederholen sich von hier ab die Formen,
die Kette ist pertodisch und wir haben fiir w den periodischen ER.

"—%fﬁé —©{3,2,3,243,42,3,...].
Aus der Indexkette ergibt sich die Charakteristik
-++—-—-++—-————— ++————— + + - usw.,

also ist der gewohnliche Kettenbruch fiir w:

[1,2,3,25,...]
Wiirden wir die Periode bereits mit dem zweiten Abschnitt beginnen

lassen, so wiirde ihr Ende in den zuletzt hingeschriebenen Abschnitt
hineinfallen, 80 daB immer das erste Element desselben zu einer Periode,
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die beiden andern zur néchsten Periode gehoren wiirden. Wir verschieben
deshalb den Beginn der Periode bis zu einem Abschnitt, der in der Kette
vollstindig wiederkehrt, so daB also die Periode immer aus vollstindigen
Abschnitten besteht.

Die aus den Formen (a,b,c), und (—a,—b, —c)_, abgeleiteten
Ketten haben offenbar dieselbe Gliederung. Es wird also nicht nur, so-
bald eine Form (a,b,c), sich wiederholt, eine Kette als periodisch er-
kannt, sondern auch, sobald in der Kette die Form (—a,—b,—c)_,
auftritt.

2. Beispiel. Die Form (330, — 767, 1782), mit der Determi-
nante D =229 ist von der ersten Art. Die Kette der abgeleiteten
Formen ist

(330, — 767, 1782),, (150, — 223, 330), (—22, 19, —6)_
(578, — 437, 330)_ ( 34, —73, 150)_ (10, —3,—22),
(34, — 141, 578)_ ( 38, —39, 34), (—18, 17, 10)_
(330, — 107, 34), (—6, —1, 38)_ ( 6,—11,—18),

( 30, —17, —6), (— 34, —5, 6)_

( 10, —23, 30), (—38, 39,—34)_
(—6, —13, 10)_ :

Die letzte Form entspricht der dritten Form des dritten Abschnitts.
Man erhilt also den periodischen €R.

V229 + 767 I
- =€|2,2,5,2,5,3,...].

Der gewéhnliche Kettenbruch fiir w wird

w=1[221,221,4,...].

Zwei solche Formen (a@,b,c), und (—a,—b, —¢)_, mogen symmetrische
Formen heiBlen; ihre zugehérigen Ketten bestehen aus paarweise symme-
trischen Formen und haben gleiche Gliederung. Sie sind im allgemeinen
verschieden und heilen dann symmetrische Ketten. Wenn, wie im obigen
Beispiel, je zwei symmetrische Formen derselben Kette angehoren, so heift
die Kette un sich symmetrisch. Es wird spiter zu untersuchen sein, unter
welcher Bedingung dies eintritt (s. u. Satz 23). .



Paul Epstein, Uber Elementarkettenbriiche. 11I. 39

§ 2. Wir unterscheiden zwei Arten von reduzierten Formen.
Eine Form (a, b, ¢),, bei der
(8.) w>1und 0 << <1
ist, heilt eine reduzierte Leitform.
Eine Form (a, b, ¢),, bei der
(9.) w>=>0 und 0w’ <0
ist, heilt eine reduzierte Zwischenform.
Fiir jede reduzierte Form ist also

w—ow = 26;/1) >0,
folglich
(10.) ae>0,
d. h.:

2. Bei jeder reduzierten Form stimmt das Vorzeichen von a mat
dem Index uberein.
Fiir eine reduzierte Leitform ist

s 2D r_ €
w+w——7>0, ww —-E>0,
also haben a und b verschiedene Vorzeichen, a wund ¢ gleiche Vorzeichen,
folglich ist b*= D + ac > D und
(11.) 6| >VD.
Ferner ist nach (8.)

— —b VD—b
S A

0<
mithin, da ae positiv ist,

0< —VD—be<as<VD—be,
und hieraus folgt

(12%) —VD<a+b<VD.
Mit (a, b, c), ist auch gleichzeitig (¢, b, a), eine reduzierte Leitform,
denn es gehoren zu ihr die Wurzeln w= ¢ VD‘;_b = %w = 57 >1 und

w = % < 1, aber positiv, folglich ist auch
(12%) —VD<b+c<VD.
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Aus (12%) und (12°.) ergibt sich
(13.) —2VD<a—c<2VD
‘und weiter durch Addition von (12%) und (12°.) und Quadrieren von (12%)
mit Riicksicht auf (10.)

(14.) —2VD <e(a+2b+¢)<O0.
Da D —t?, also auch D — (a + b)® durch « teilbar ist, so ist
(15) | < |D—(a+byl,
also, da D — (a + b)® positiv ist:
| <D
und ebenso
e < D.

Das Gleichheitszeichen kann hier nicht gleichzeitig bestehen, denn
ist a=D, so muB nach (156.) a4+ b=0, also b = — D sein, und dann
folgt ¢c=D—1. Es ist also immer ac << D? also b* << D*+ D, und hier-

aus ergibt sich
3] <D.

Wir haben damit den Satz:
3. Bei jeder reduzierten Lestform ist
(16.) la| <D, VD<|b|<D, |e|]<D.

Nimmt man zu diesen Ungleichungen noch eine der Ungleichungen
(12.), (18.), (14.) hinzu, so ist jede Form, deren Koeifizienten diese Un-
gleichungen befriedigen, wenn nur ¢ und ¢ gleiche, ¢ und b verschiedene
Vorzeichen haben, eine reduzierte Leitform. Noch einfacher ist eine redu-
zierte Leitform durch folgenden Satz gekennzeichnet:

4. Sind a und ¢ positiv und st a+ 2b4 ¢ megativ (mithin auch
b megativ), so ist (a,b, c) eine reduzierte Leitform von positivem Index*).

Beweis. Es ist ac=b"—D>0, also 0<< —VD—b und daher
0 <<w'. Fernerist a(a +2b+¢) = (a+ b —D<<0,also —VD<<a+b<<VD
und —VD—b<<a<<VD—b, folglich o’ <1 <<w. ‘

*) Der Satz ergibt sich auch sofort durch Betrachtung der Funktion
f(t) = att + 2bt + ¢, da f(0)>0, /(1) <O, ‘lim ’t(—:)}O sein soll.
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Ebenso ist eine Form mit negativen ¢ und ¢ und positivem Wert
von @+ 2b+ ¢ eine reduzierte Leitform von negativem Index.

Vor allem ergibt sich aus (16.):

5. Es gibt nur eine endliche Anzahl von reduzierten Leitformen der
Determinante D.

Um sie alle aufzustellen, nimmt man zunichst fiir b die negativen
der Ungleichung (16.) entsprechenden Zahlen und zerlegt jedesmal b* — D
auf alle moglichen Arten in zwei positive Faktoren ¢ und ¢, so dal
immer a + 2b+ ¢<<0 wird. So erhélt man die reduzierten Leitformen
(a,b,¢),, und einer jeden entspricht eine Leitform (—a, —b, —c)_.

So erhilt man z B. fir D = 16 die folgenden reduzierten Leit-
formen von positivem Index:
(1,—4,1)
(2,—5,5)(5,—5,2)
(3,—86,7) (7,—8,7) (7, —86, 3)
(6,—9,11) (11,—13, 14) (14,—15, 15) (15, — 15, 14) (14, — 13, 11) (11,—9, 6).
Diese bilden, wie man sieht, vier Perioden von benachbarten Formen*).

Fiir die abgeleitete Form einer reduzierten Leitform ist w, = w_ii >0
und w; = (_;g__,,i, << 0, also:

6. Auf eine reduzierte Leitform folgt immer eine reduzierte Zwi-
schenform.

*) Man kann allein auf die reduzierten Leitformen mit positivem Index eine
Reduktionstheorie innerhalb der Gruppe 9 der eigentlichen Substitutionen griinden.
Es treten darin Mdobsussche Kettenbriiche von der Art

1
g»(knkmks---)=kl_'k— 1
T ey —
auf, worin alle k; =2 sind. Ist (a,,b,, @) (4, by, @3) ... (an, by, a,) eine Periode be-
nachbarter reduzierter Formen, so ist k = — - + b‘-ﬂ, und fiir die groBere Losung

@ity
= VD————Q‘- der Gleichung @, 4- 2b,7 + @522 = 0 erhiilt man den rein periodischen

T

Ay

Kettenbruch
T= m(k“ kz’ o k", .-.).
Journal fir Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2. 6
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. ' . c
Bei einer solchen Form ist ww' = < 0, also haben a und c wver-

schiedene Vorzeichen, und dies zusammen mit Satz 2 ist notwendige und
hinreichende Bedingung fiir eine reduzierte Zwischenform.

Es ist also :
=D+ ac<D,
folglich

(17.) | < VD.

Hieraus folgt, daB es auch nur eine endliche Anzahl von reduzierten Zw:-
schenformen der Determinante D gubt.

Ist (a,b,c), eine reduzierte Zwischenform I. Art, also w > 1, so ist

fiir die abgeleitete Form w, = Jé_l ~0, w = (Tl-_—i << 0, also:

7. Auf eine reduzierte Zwischenform I. Art folgt wieder eine redu-
zierte Zwischenform.

Dies setzt sich fort, bis eine reduzierte Zwischenform II. Art

auftritt. Dann ist o' <O0<<w<<1, also fiir die abgeleitete Form
1 1
8. Auf eime reduzierte Zunschenform II. Art folgt eine reduzierte
Lestform.

< 1, aber positiv, also:

Sobald also in einer Kette abgeleiteter Formen eine reduzierte Form
erscheint, sind alle folgenden Formen reduziert. Ks gilt nun der folgende
Satz, der die Umkehrung von Satz 2 darstellt:

) 9. Wenn fir zwei aufeinanderfolgende Formen in demselben Ab-
schnitt das Vorzeichen des ersien Koeffizienten mit dem Index tibereinstimmi,
so sind die Formen reduziert.

Beweis. Die den Formen zugeordneten Irrationalzahlen sind

VD —be VD —b, ¢,
W= , W= — 11
as a, e,
Die Form (a, b, ¢), ist jedenfalls von der ersten Art, also ist & = —¢

und b, = a + b, folglich

VD —b,e,=VD + sb+ ca = —asw’ + ae
und

W, = ae
‘ alsl

(1—w).
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Da nun w; positiv ist und nach Voraussetzung auch a: und a,¢,
positiv sein sollen, so muB w’ <<1 sein. Da aber zugleich w >1 ist, so
ist (@, b, ¢), cine reduzierte Form.

Mit Hilfe dieses Satzes erkennt man bei der Bildung der Kette
ohne weiteres das Auftreten einer reduzierten Form, und dann braucht
man die Kennzeichen (2.) nicht mehr, um im weiteren Verlauf der Kette
zu sehen, von welcher Art die Formen sind und wo ein Abschnitt zu
Ende ist. Innerhalb eines Abschnitts haben die ersten Koeffizienten ab-
wechselnde Vorzeichen. Sobald dieses Vorzeichen bei zwei aufeinander-
folgenden Formen dasselbe bleibt, ist die erste dieser Formen eine redu-
zierte Zwischenform II. Art und schlieBt den Abschnitt. (Vergleiche die
obigen Beispiele.)

Eine Kette von reduzierten Formen ist aber nicht nur nach vor-
wirts, sondern auch nach riickwirts eindeutig bestimmt, d. h. es gibt
zu einer Form (a, b, c¢), der Kette nur eine bestimmte reduzierte Form
(a',b,¢'),, die ihr vorangeht. Ist (a, b, c), eine reduzierte Leitform, so ist

ad=¢, b=—b—c¢, ¢ =a+2b+c und & =c¢.

Ist (@, b, c), eine reduzierte Zwischenform, so ist

a=c, b =b—c, ¢=a—2b+c und &= —¢.

Sobald bei einer so berechneten Form die beiden dulleren Koeffi-
zienten gleiches Vorzeichen erhalten, ist die Form eine reduzierte Leitform,
sonst eine reduzierte Zwischenform.

Hieraus und aus der endlichen Anzahl der reduzierten Formen
schlieft man, daB alle reduzierten Formen einer Kette von der ersten ab
in derselben Reihenfolge wiederkehren, d. h. die Kette ist von da ab perio-
disch. Wir lassen die Periode immer mit dem Abschnitt beginnen, der
zuerst vollstindig wiederkehrt. Ihm konnen einige reduzierte Formen
vorhergehen; diese wiederholen sich im letzten Abschnitt der Periode.

Ihre Anzahl ist also sicher nicht gréBer, als der letzte Abschnitt der
Periode.

Es besteht nun der Satz:

10. Fiir jede Form (a,b,c), fikrt die Keite der abgeleiteten Formen
auf eine reduzierte Form.

6*
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Der Beweis gestaltet sich mit Hilfe des Satzes 8 am Schlu8l von I, § 3
sehr einfach. Wir bezeichnen die Form durch die konjugierten Irrational-
zahlen mit [w, w'], worin die erste Zahl immer die der Form zugeordnetc
Irrationalzahl bedeutet. Ist w <C 0, so sind von der ersten abgeleiteten
Form an alle w > 0, wir konnen also von vornherein w > 0 annehmen.
Ist dann @' << 0, so ist bereits (a, b, ¢), eine reduzierte Zwischenform. Es
sei also w0 und w’'>>0. Es liegt dann jede der beiden Zahlen in

einem der durch die N#herungsbriiche Be4r yon 6 0| =t= Kb—g-'—l be-
k
grenzten Intervalle I, = (-2 p"“), und zwar sei
Pe—1 Dr+1

w im Intervall I,, o’ im Intervall I,.

Es sind nun drei Fille zu unterscheiden:
a) Ist n<<m, so ist nach dem erwdhnten Satz w,>>1 und
0 << w, <1, also ist [w,, w,] eine reduzierte Leitform. Die €R.entwicklung

fir w 18t dann

w=¢{m+ l,lgl,ag,...ue',...},

und es ist darin ¢,=m+1—mn. Ist n=0, so ist bereits [w, '] eine
reduzierte Leitform, der €R. wird rein periodisch.

b) Ist n > m, so ist 0 << w,, << 1, w,, >1. Fiir die darauf folgende

Form ist dann w,,,, = 1 >1, 0, = i.:l

p— e <0, also ist [w,,,, @, 4]
eine reduzierte Zwischenform. Der €R. fiir w hat die Gestalt

w=E{m+ 1, i,'al, g, "'“e" e
und darin ist e, > 1.

c) Sind w und o' im gleichen Intervall, so liegen fiir alle Formen
des ersten Abschnitts die konjugierten Zahlen in gleichen Intervallen.
Ebenso werden in den darauf folgenden Abschnitten je zwei konju-
gierte Zahlen im gleichen Intervall liegen, sobald dies bei der ersten Form
des Abschnitts der Fall ist. Seien dies die % ersten Abschnitte mit
ay, @, ... a; Formen, dagegen seien bei der ersten Form des (k4 1) Ab-
schnitts die konjugierten Zahlen in verschiedenen Intervallen. Dann be-
ginnt sowohl fir w, wie fir «’ die €R.entwicklung mit €{a,, a,,...a,, ...}
Hieraus folgt aber, daB die Anzahl % endlich sein muf}, sonst wire w= o’
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Es liegen also schlieBlich die konjugierten Zahlen in verschiedenen Inter-
vallen, und man hat wieder Fall a) oder Fall b).

Beispiel. Wir haben oben fiir die Zahl Zggg; 7 den cs.

€{2,2,5,2,5,3, ...]
gefunden. Daraus schlieBt man, daB fiir die vier ersten Formen der Kette
je zwei konjugierte Zahlen im gleichen Intervall liegen, dagegen fiir die
erste Form des dritten Abschnitts: (150, —223, 330), die Zahl w im vierten,
@’ im zweiten Intervall In der Tat ist, um nur das letzte zu priifen:

V229 + 223 — V229 + 223
o 2B T AT 8 T leay Taad g
<189 <% und 1 << 50 < 4.

Zusammenfassend haben wir den Satz:

11. Fiir jede Form (a,b,c), wird die Keite der abgeleiteten Formen
und der €. fiir die zugehorige quadratische Irrationalitit w schlieflich perio-
disch. Ist die Form eine reduzierte Leitform, also v >1 und 0 < o’ <1,
so ist der €R. rein periodisch. Ist die Form eine reduzierte Zwischenform,
also w =0, o' <0, so geht der Periode nur ein Abschnitt voraus, der kleiner
ist, als der letate Abschnitt der Periode. In allen andern Fillen geht der
Periode entweder ein groflerer Abschnitt oder mehrere Abschnitte voraus.

Wie in der Lehre von den gewéhnlichen Kettenbriichen gilt auch
die Umkehrung dieses Satzes und kann mit &hnlichen Hilfsmitteln wie
dort bewiesen werden, worauf wir hier nicht weiter eingeben wollen.

Der periodische Teil der aus (a,b,c), abgeleiteten Kette moge die
reduzierte Ketie der Form heilen.

In jeder reduzierten Kette gibt es sicher reduzierte Zwischenformen.
Man kann aber fragen, ob es auch jedesmal reduzierte Leitformen gibt.
Enthilt die Kette keine reduzierte Leitform, so enthilt sie auch keine
reduzierte Zwischenform II. Art. Man sieht sogleich, daB dann alle redu-
zierten Formen dieselbe zugeordnete Zahl » haben miissen, und dieses
mull die Grenzzahl ¢ = K‘i’—;—% der Intervalle I, sein. Dies ergibt sich auch

aus der alsdann bestehenden Gleichung w = ;{——i. Die zugehérige Form

(ist (2,—1,—2),; ihre abgeleitete Form ist die zu ihr symmetrische zum
gleichen w gehorige Form (—2,1,2)_, und diese beiden Formen wechseln
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in der Kette miteinander ab. Der €. fiir die Zahl ¢ ist €¢{oc}, und
alle mit ¢ durch eine grade Substitution verkniipften Zahlen und nur
diese haben diesen €R. als vollstindigen Quotienten. Es besteht daher
der Satz:

12. Nur die zur Form (2,—1,—2), grade-dquivalenten Formen
haben die Eigenschaft, daf} tn shrer Kette keine reduzierte Leitform auftritt,
Die einer solchen Form zugeordnete Irrationalitit hat eine € SR.entwicklung
von der Gestalt

(18.) w=E¢la, B, ... u,c}.
Ist [w, '] = (@, b, ¢), eine reduzierte Leitform, so ist [%, (1—0] =(c, b, a),

ebenfalls eine reduzierte Leitform. Der €R. fiir w ist rein periodisch; die

Periode sei {e,3,...7] und der Naherungsbruch bis zum Schlufl der
Periode sei %‘ Dann ist nach I, §2

Piow— Py

Qo— @i’

w=Ele,fB..7|w] =

also
,’ __ P,‘ w'—P.-_l
Qo' — Qi’

1 _ . .
oder wenn — = g geschrieben wird:

w
Qi1 0— G

Piio—P;’
Hieraus folgt durch Umkehrung:
0 Piow— @ .
Pi 1w — Qi
Nun ist aber nach I, § 2, Formel (2.):
Py

p = €ln... pal; Q‘iiI:@{fr,._,ﬁ,a_l},

w

folglich ist
w=E€|r,... 3 a| 0],
d. h. i— hat die umgekehrte Periode wie w. Das gleiche gilt aber fiir jede

quadratische Irrationalzahl & Ist niémlich (a,b,c), die zugeordnete Form,
so gibt es, abgesehen von der in Satz 12 gefundenen Ausnahme, jedenfalls
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eine mit ihr grade-dquivalente reduzierte Leitform. Ihre zugeordnete Irra-
tionalzahl sei w, dann sind & und w durch eine grade Substitution

af
§=—'(76)w=A(w)
verkniipft, woraus sich zwischen é?:—lg und =1 die Beziehung
w
—_ 6 __ .
§=(31)o=B(@)
. . 01y .
ergibt. Es ist aber, wenn R = 1 0) ist:

B=RAR,
also auch B eine grade Substitution, und nun ergibt sich aus Satz 4 in

I, § 4, daB die €R. von & und @ von einer bestimmten Stelle an iiber-
einstimmen. Gehort aber (a,b,c), zu den in Satz 12 genannten Formen,

so ist § grade-iquivalent mit ¢= @21_1,§l mit tl—,, also auch mit — t17 Da

aber ——tl—, =1 ist, so haben & und %
Allgemein gilt also fiir jede quadratische Irrationalzahl w der Satz:

€ R.entwicklungen von der Form (18.).

13. Der E€R. fir :7 hat die umgekehrte Periode wie der fur w.
Ist die Irrationalzahl « der Form (e, b,¢), zugeordnet, so ist auf
Grund der Transformation ((1) (1)> die reziproke Zahl _la; der Form (e, b, a)_,

zugeordnet. Wir nennen die eine Form die reziproke Form der andern,
die ihnen zugeordneten reduzierten Ketten mdgen reziproke Ketten heiflen.
Ist (a,b,c), eine reduzierte Leitform, so ist ihre reziproke Form (¢, b, a)_,
keine reduzierte Form, weil ja das Vorzeichen von ¢ nicht mit dem Index
ibereinstimmt. Dagegen ist die reziproke Form einer reduzierten Zwischen-
form offenbar wiederum eine reduzierte Zwischenform; sie findet sich also
in der reziproken Kette vor, und umgekehrt sind nur in diesem Fall zwei
Ketten reziprok. Es besteht mithin der Satz:

14. Zwei reduzierte Ketten sind dann und nur dann reziprok, wenn
die reziproke Form einer Zwischenform der einen Keite in der andern Kette
vorkommt. Alsdann sind alle Zwischenformen der einen Kette die reziproken
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Formen der Zwischenformen der andern. Die Anzahl der Zwischenformen
st also in beiden Ketlen die gleiche.

Zwei reziproke Formen und iiberhaupt zwei durch eine ungrade
Substitution verkniipfte Formen sind ungrade-dquivalent.

§ 3. Auf Grund der Sitze 4 und 5 in I, § 4 kann nun der fol-
gende Satz ausgesprochen werden, der zusammen mit Satz 11 das Haupt-
ergebnis unserer Untersuchung darstellt:

16. Grade-dquivalente Formen haben dieselbe reduzierte Kette, un-
grade-dquivalente Formen haben reziproke reduzierte Ketten.

Allerdings konnen wir zunéchst nur schlieBen, da zu symmetrischen
Formen die gleiche €S.-Periode gehort, dall zwei grade-dquivalente Formen
entweder dieselbe oder symmetrische reduzierte Ketten besitzen (und ent-
sprechend fiir ungrade-dquivalente Formen), es wird sich aber zeigen, daB
der zweite Fall nicht moglich ist (s. u. Satz 21). Um die Darstellung nicht
zu unterbrechen, wollen wir zuvor einige wichtige neue Begriffe definieren.

Eine Gesamtheit von Formen, von denen jede mit jeder andern
grade-dquivalent ist, nennen wir einen Stamm. Jeder Stamm ist durch
seine reduzierte Kette charakterisiert. Zwei Stamme mit reziproken redu-
zierten Ketten heiBlen reziproke Stimme. Jede Form des einen Stammes
ist die reziproke Form einer Form des andern Stammes.

Es kann aber auch eine reduzierte Kette mat ihrer reziproken Kette
vdentisch sein. Eine solche Kette und den ihr entsprechenden Stamm
wollen wir nvolutorisch nennen. In einem involutorischen Stamm tritt
neben jeder Form (a, b, ¢), die reziproke Form (c, b, a)_, auf, und jede Form
ist mit jeder andern, also auch mit sich selbst sowohl grade- wie auch
ungrade - iquivalent. Es gilt aber auch offenbar das umgekehrte, némlich:

16. Ewne Form gehort 2u einem imvolutorischen Stamm, wenn es
ungrade Substitutionen g¢ibt, die die Form in sich selbst tberfiihren.

Neben den involutorischen Stimmen wollen wir noch zwei beson-
dere Arten von Stimmen betrachten. <Sie treten auf, sobald zwei konju-
gierte Formen dquivalent sind. Konjugierte Formen geh6ren zu konju-
gierten Stammen; jede Form des einen Stammes ist die konjugierte Form
einer Form des andern Stammes. Sind nun zwei konjugierte Formen
aquivalent, so sind ihre Stdmme entweder identisch oder rezeprok, je nach-
dem die Formen grade- oder ungrade-dquivalent sind.
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Ein Stamm, der mit seinem konjugierten Stamm identisch ist, heiBt
selbstkonjugiert. 'In ihm tritt also neben jeder Form (a, b, ¢), =[w, 0]
die konjugierte Form (a,b, ¢)_,= [«’, w] auf. Diese Formen kénnen nicht
gleichzeitig reduzierte Formen sein. Es ist aber zur Form [, w] die Form
[— o', —w]= (a, — b, ¢), grade-dquivalent, also gehdért auch sie zu dem
Stamm, und diese Form ist gleichzeitig mit (a, b, ¢), eine reduzierte Zwischen-
form. Es folgt also:

Betv einem selbstkonjugierten Stamm tritt in der reduzierten Kette neben
jeder reduzierten Zwischenform (a, b, c), auch die Form (a,—b,c), auf.

Sind zwei konjugierte Stdmme reziprok und ist (a,b,¢),= [0, 0]
irgend eine Form des einen Stammes, so gehort zum gleichen Stamm

die Konjugierte der reziproken Form (c, b, a)_,, d. h. die Form

(¢, b, a), = [wl,, 61;] Diese Form heifit die Umkehrung der Form (a, b, ¢),, und
ein Stamm, der zu seinem konjugierten Stamm reziprok ist, heit umkehrbar.
Ist (a, b, ¢), eine reduzierte Leitform, so ist auch die Umkehrung eine redu-
zierte Leitform, ist (a, b, c), eine reduzierte Zwischenform, so ist die zur

Umkehrung grade-aquivalente Form (¢, —b, a)_, = [— (—i—,, ———i;] ebenfalls eine

reduzierte Zwischenform, also folgt:

Bei einem umbkehrbaren Stamm tritt in der reduzierten Kette meben
jeder reduzierten Leitform thre Umkehrung, neben jeder reduzierten Zunischen-
form (a,b,c), die Form (¢, —b, a)_, auf.

Bezeichnen wir einen Stamm mit &, seinen reziproken Stamm mit
S, den konjugierten Stamm mit &', so ist der Stamm &:

involutorisch, wenn & = &,
selbstkonjugiert, ,, & =&,
umkehrbar, , &' =&

Dicsen drei besonderen Stimmen entsprechen besondere Eigen-
schaften der zugehérigen E€S&.entwicklungen. Bezeichnen wir kurz die
Perioden von zwei reziproken Irrationalzahlen als reziproke Perioden, so
ist ohne weiteres klar¥*):

*) Uber die Eigenschaften der involutorischen, selbstkonjugierten und umkehr-
baren €R. vgl. auch meine Arbeit ,,Uber Mobius-Kettenbriiche und Elementarkettenbriiche®,
Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 4281t

Journal fir Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2. 1
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17. Be: einem imvolutorischen Stamm st die Periode mit threr rezi-
proken Periode identisch.
Bei einem selbstkonjugierten Stamm ist o’ grade-éiquivalent mit o,

mithin auch‘% grade-dquivalent mit %)—, also folgt nach- Satz 13:

17°. Bei einem selbstkonjugierten Stamm 1ist die reziproke Periode
die Umkehrung der Periode.

Bei einem umkehrbaren Stamm ist ;1)-—, grade-dquivalent mit w, also

ergibt die Umkehrung der Periode bis auf eine Verschiebung wieder die-
selbe Periode, d. h. aber:

17°. Bev einem umkehrbaren Stamm besteht die Periode aus einem
oder zwei symmetrischen Teilen.

Fiir die Perioden der involutorischen und selbstkonjugierten Stamme
kann noch eine weitere Eigenschaft festgestellt werden. Es sei fiir irgend-
einen periodischen €R. n,, 71, —7:_,‘ die Periode; ihre Ldnge ist

A=+ gt oo+,
die Anzahl u der Abschnitte heile die Ordnung der Periode; sie ist gleich
der Anzahl der Trennungsstriche in der Indexkette der Periode, wenn
man den Trennungsstrich zwischen zwei Perioden immer zur vorangehenden
Periode rechnet. Die reziproke Periode habe die Linge 4’, die Ordnung .
Durch Betrachtung der Indexketten beider Perioden findet man ganz ent-
sprechend wie in I, § 2 die Beziehungen

l,—ll/’sl—ﬂ
A=21—3u
w=2ar—2u.

Aus ihnen ergibt sich sofort fiir die Anzaklen I und V' der redu-
zierten Leitformen und die Anzahlen z und 2’ der reduzierten Zwischen-
formen in zwes reziproken Stdmmen*):

z=2=1+1.

Bei den involutorischen und den selbstkonjugierten Stammen ist
M=y =pul =1 also folgt:

(19.) i=3u, z=2I.

18. Bei jedem involutorischen und jedem selbstkonjugierten Stamm
st die Ldinge der Periode das Dreifache der Ordnung und die Anzahl der

*) Es ist entweder I+ 2= 1,1= p oder (vgl. Satz19) | +2=24, | =2u
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reduzierten Zwischenformen doppelt so grof wie die Anzahl der reduzierten
Leitformen.

Diese Erscheinung tritt sehr haufig ein, z. B. bei jedem €R. fiir
eine Quadraiwurzel, denn die Form (1,0, — D), gehért zu einem selbst-
konjugierten Stamm. So ist

Ve=¢[2,2,4,3,...]; A=9, u=3
V7=6(2,2,22238,17,3,...|; A=21, u="1.

Die Periode des zweiten €R. setzt sich aus zwei symmetrischen
Teilen zusammen, weil der Stamm der Form (1, 0, —7), gleichzeitig selbst-
konjugiert und umkehrbar ist. Er ist dann auch zugleich involutorisch.

Eine einfache Periode des Stammes entspricht nicht in allen Fallen
einer einfachen Periode des €R., sondern es kommt vor, daBl sie zweil
Perioden des €R. entspricht, wenn namlich der Stamm neben jeder Form
(a, b, c), auch die Form (—a, —b, —c)_, enthalt, d. h. wenn er in sich
symmetrisch ist (vgl. das Beispiel 8. 38), Aus der Betrachtung der Index-
kette der reduzierten Formen ergibt sich sogleich:

19. Je nachdem in der Periode des €R. A — u grade oder ungrade
ist, st die Periode der Formen grade so lang oder doppelt so lang, wie die
Periode des €. Im zweiten Fall ist der Stamm in sich symmetrisch.

Es ist also nach (19.) ein nvolutorischer oder ein selbstkomjugierter
Stamm niemals in sich symmetrisch.

Die Sitze 17 sind nicht ohne weiteres umkehrbar in dem Sinne,
daB aus den dort angegebenen Eigenschaften der Perioden geschlossen
werden konnte, daB die Stdmme involutorisch, selbstkonjugiert oder um-
kehrbar seien. Wenn némlich in einem Stamm zu jeder Form (a,bd,c),
nicht die reziproke, sondern die zu dieser symmetrische Form (—c, —b, —a),
vorkomm$, so ist der Stamm nicht involutorisch, aber fiir die Periode des
€SR. gilt Satz 17* und 18. Einen solchen Stamm kann man scheinbar vn-
volutorisch nennen. Der reziproke Stamm ist dann auch scheinbar involu-
torisch, und die beiden Stdimme sind symmetrisch.

Ebenso ist ein Stamm scheinbar selbstkonjugiert, wenn zu jeder Form
(a, b, ¢), die zur konjugierten Form symmetrische Form (— a, —b, —¢),, und
scheinbar umkehrbar, wenn zu jeder Form (a, b, ¢), die Form (—¢, —b, —a)_,,
also auch die damit grade-édquivalente Form ( ¢, b, —a), in dem Stamm

7*
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auftritt. Fiir die Perioden der €R. gelten dann die Sdtze 17° und 17°.
Ein scheinbar selbstkonjugierter Stamm ist symmetrisch zu seinem konju-
gierten Stamm, bei einem scheinbar umkehrbaren Stamm ist der konju-
gierte Stamm symmetrisch zum reziproken Stamm.

Bezeichnet man den zu & symmetrischen Stamm mit &, so sind
"die genannten drei Arten von Stémmen kurz in folgender Weise charakterisiert :

scheinbar involutorisch: & = &,
‘ ,, selbstkonjugiert: & =&,
’ umkehrbar: &' =&,

Natiirlich darf ein solcher Stamm nicht in sich symmetrisch sein,
was nach dem oben Gesagten nur bei der letzten Art eintreten kann, sonst
ist der Stamm nicht nur scheinbar, sondern wirklich umkehrbar.

1. Beispiel. Die reduzierte Leitform (3, —7,4), mit D= 37 ge-
hért zu einem scheinbar involutorischen Stamm. Die reduzierte Kette ist*)

3,—17, 4 —4, 9,—11 11, —13, 12
—7,—4, 3 3, 5 —4 —3, —2, 11
—12, 11, —7 9, —8, 3 4, —5,—3

3,—1,—12 —4, 1, 9 —9 —1, 4
—11, 2, 3 7,—3, —4 —7, 10,—9

—3, 4, 1 4, 3,—7
I e S Rt

2. Beispiel. Die reduzierte Leitform (10, —8,3), mit D= 34 ge-
hort zu einem scheinbar umkehrbaren Stamm. Die reduzierte Kette ist

10, —8, 3 5,—8, 6 —11, 10, —6

—3, 2 10 —5,—3, 5 3, —1,—11
11, —1,—3 6 8_5 —1, 2 3
6, —10, 11 5 2,—6 — 3, 8—10

—3, —4, 6 35-7 5 3, 5 —3

—5 7,—3 —6,—4, 3 10,—8, 3
6, 2 —5 — :

*) Die Indizes der Formen sind weggelassen, da sie mit den Vorzeichen der
ersten Koeffizienten tibereinstimmen.
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Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen die scheinbar
involutorischen, selbstkonjugierten oder umkehrbaren Stimme auftreten.
Ein Stamm ist scheinbar involutorisch, wenn die symmetrischen
Formen (a, b, ¢), und (— a, — b, —¢)_, ungrade aquivalent sind. Wir wollen
also zunéchst iiberhaupt die Aquivalenz von symmetrischen Formen betrachten.
Wenn die Formen (a,b,c¢), und (—a, —b, —¢)_, dquivalent sind, so sind
sie wegen der ungleichen Indizes uneigentlich &quivalent, es ist also die
zugeordnete Irrationalzahl w sich selbst uneigentlich dquivalent:
=%—j—;—§; ol —fy=—1,
mithin »
a:2bic=y:0—a:—f.
Hieraus folgt:
20°. Ist der groBte gemeinsame Teiler o von a,2b, ¢ bereits Teiler
von a, b, ¢ und ist

D, =

’

AN

so ist zur Aquivalenz der Formen (a,b,c), und (—a, —b, —c)_, notwendig
und hinreichend, daf3 die Gleichung
(20%) 2 — Dyuf = —1
wn ganzen Zahlen losbar ist, und dann sind
b —c
) i Ao
= g—u, S=t+ _u
die Elemente der Substitution, die w in sich sélbst iiberfiihrt.
20°. Ist o der groBte gemeinsame Teiler von a, 2b, ¢ (aber nicht
von a, b, ¢), so ist jedenfalls o grade; ist dann*)
D, = 03];7)4,
so ist zur Agquivalenz von (a,b,c), und (—a, —b, —c)_, die Losbarkeit der
Gleichung
(20°.) £—Dyut =—4
notwendig und hinreichend, und die Substitution ist durch

*) Es kann nicht D, = 0 mod 4 sein, denn dann wire o schon gemeinsamer
Teiler von a, b, c.
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a=—%(t-—‘%u), [3=j6—6u

o) : ;

gegeben., Ist Gleichung (20°.) 18sbar, so ist es auch (20°.), wenn auch nicht
immer in relativ primen Zahlen ¢,u, und umgekehrt ist fiir jede nicht
durch 4 teilbare Determinante D,, fiir die (20°.) 16sbar ist, auch (20%.) losbar.
Nunmehr kénnen wir die zum vollstindigen Beweis des Satzes 15
notwendige Ergénzung geben, indem wir den folgenden Satz beweisen:
21. Zwei grade-dquivalente symmetrische Formen gehdoren immer zur
gleichen Kette.
Sei nédmlich (a, b, ¢), eine Form von der in Satz 20* betrachteten

Art, — wir diirfen sie als reduzierte Leitform annehmen — und sei die
Gleichung #* — Dyu?* = — 1 losbar, so ist*)
t— ¢ 7/ _ g /]
(22.) ° y
il u 4+ e—b U
o ¢

eine Substitution, dic (@, b, c), in die symmetrische Form iberfithrt. Sie
soll eine grade Substitution sein. Thr entspricht der €{. fiir die der Form
zugeordnete Irrationalzahl

_ _ P =P,
w=€|n, my..7, |0} = 00— O’
Darin ist 7, 7, .. 7, die Periode des 8., und die Substitution Zi’ ‘Z;'ﬂ)
)y T Wi—1
muB fiir ein bestimmtes Losungspaar ¢, 4 mit (22.) iibereinstimmen, also
eb ec
P]_zt‘—”;'u, P,____1=—0;’u
ea &b
Q= W Q;__1=—~t—;u

A ist die Lénge der Periode, und nach (6.) in I, §2 ist**)
PQ,_,—P_ Q= (— 1)+
oder
A -——l)olu,2 = (_ 1)7.—,4.

*) Man beachte, daB sa und &c positiv, eb negativ ist.
*¥) Fiir m in jener Formel ist hier # —1 zu setzen.
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Hieraus folgt aber, daB i — u wngrade sein muB, folglich ist nach
Satz 19 der Stamm in sich symmetrisch. Dies ist aber gleichbedeutend
mit Satz 21. Ganz entsprechend wird der Beweis gefithrt, wenn (e, b, ¢),
eine Form von der in Satz 20 betrachteten Art ist.

Damit ist der Fundamentalsatz 15 vollstéindig bewiesen.

Eine Form (a, b, ¢), wird zu einem scheinbar involutorischen Stamm
gehoren, wenn fiir sie die Substitution (21.) eine ungrade Substitution wird.
Solche Formen gibt es aber fiir jede der in Betracht kommenden Deter-
minanten, z, B. die Form (1,0, —D),, denn es besteht der Satz:

Sind t, w Losungen der Gleichung t* — Du®= —1, so st die Substi-

tution (; l;u) stets ungrade.
Es ergibt sich dies sofort aus dem in I, §4 bewiesenen Satz 11,

denn es ist (; Dtu ) grade-dquivalent mit der eigentlichen ungraden Substitution
t Du t —Du
GG D=G0

Wir konnen also den folgenden Satz aussprechen, wobei wir uns
der Einfachheit halber ohne wesentliche Beeintrachtigung der Allgemeinheit
auf primitive Formen und Stdmme beschrinken diirfen:

22. Scheinbar involutorische Stimme gibt es dann und nur dann,
wenn die Gleichung

(23.) £ —Dut=—1
o ganzen Zahlen losbar ist.

Jede Form einer solchen Determinante, welche nicht zu einem
scheinbar involutorischen Stamm gehort, ist mit ihrer symmetrischen Form
grade-dquivalent, also folgt nach Satz 21:

23. Alle micht scheinbar tnvolutorischen Stdmme etner Determinante,
fir die die Gleichung (23.) losbar ist, und nur diese, sind in sich symmetrisch.

Wollen wir nun das Auftreten von scheinbar selbstkonjugierten
oder scheinbar umkehrbaren Stdmmen untersuchen, so liegt der eine oder
der andere Fall vor, je nachdem die Formen (a,b,¢), und (—a, —b, —¢),
grade- oder ungrade-iquivalent und die Stémme nicht in sich symmetrisch
sind. Jedenfalls miissen also diese Formen oder die zugeordneten Irra-
tionalzahlen w und «' eigentlich dquivalent sein, d. h., wenn noch &’ durch

[ .
— ersetzt wird:
aw
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¢ _aw+f _ _
aw yw+ 9’ od —fy=1,

also
(24.) acw’+ (aff —cy)w—cd =0.
Ist zunéchst ¢ =0, so muB auch af—cy =0 und &=0, also

f=1,y=—1%nd a =—c sein. Die Substitution (_01 (1)) ist ungrade,
also folgt (mit a =m, b=mn):

24. Jeder Stamm, welcher eine Form (m,n,— m), enika“lt, ust wirk-
lich oder scheinbar wmkehrbar, je machdem er in sich symmetrisch st
oder nicht.

Ist aber a0, so folgt aus (24.)

(25.) a+d0=0 aff—cy=20be.

Die erste Gleichung zeigt, daf jede eigentliche Substitution, durch die
eme Form (a,b,0), i (—a,—b,—c), ibergeht, die Gestalt (y __ﬂa) hat.
Jede solche Substitution ist aber nach I, § 4, Satz 11 eine ungrade Sub-
stitution, also finden wir:

25. Es gibt keine scheinbar selbstkonjugierten Stimme.

Wir sind nun weiter in der Lage, sdmtliche scheinbar umkehrbare
Stémme anzugeben. Da d= —a ist, so ist
—By=d+1,
folglich miissen 3 und — y, die wir als positiv voraussetzen diirfen, Summen
von 2 Quadraten sein:.
: B=x+1, —y=pi+?
und da
—By =+ W) (W + %)= (ep + M) + (2v —dp) = + 1
sein soll, so muBl es mdglich sein, #, 4, u, ¥ so zu bestimmen, daB
U+ AV =—e
und
xv —Au =1
ist. Nach (25.) ist dann
a(r®+ 22+ 2b(xp + Av) + c(p® + 2?) =0,
also .
an® + 2bxpu + cu® = — (ar® + 2biy +cr?) =m
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Hieraus folgt aber:

Die Form (a, b, c¢), geht durch die eigentliche Substitution (; ::) wn die

Form (m,n, —m), vber, und darin ist
n=axh+ b(xv+ Au) + civ.

Es zeigt sich damit, daB Satz 24 bereits alle Méglichkeiten des
Auftretens von scheinbar umkehrbaren Stammen erschépft: Es muB also
jedenfalls die Determinante eine Summe wvon zwei Quadraten sein, und fiir
jede solche Determinante gibt es scheinbar umkehrbare Stimme; denn
wenn fiir eine derartige Determinante die Gleichung ¢* — Du® = — 1 nicht
16sbar ist, so gibt es keinen in sich symmetrischen Stamm, ist sie aber
losbar, so ist beispielsweise der scheinbar involutorische Stamm der Form
(1,0, — D), gleichzeitig scheinbar umkehrbar. Es folgt ferner aus Satz 23,
daB fir solche Determinanien, fir die die Gleichung t* — Du® = —1 losbar
tst, jeder scheinbar wmkehrbare Stamm gleichzeitig scheinbar involutorisch ist.

Die Einteilung der Formen in Stémme entspricht vollstindig der
Klasseneinteilung in der gewohnlichen Theorie, aber sie deckt sich nicht
mit ihr. Den reziproken Stdmmen entsprechen die entgegengesetzten
Klasmgn, den involutorischen Stémmen die ambigen Klassen, es kann aber
vorkommen, daB zwei reziproke Stdmme zusammen eine ambige Klasse
bilden oder da ein involutorischer Stamm zwei entgegengesetzte Klassen
umfaBt. So gibt es z B. fiir D =17 zwei reziproke Stimme mit den
reduzierten Ketten:

2,—5, 4 8,—9, 8
—4,—3, 2 —2,—1, 8
—8, 7,—4 4, —3,—2
2,—1,—8 —4, 1, 4
_8 1 2 2,—3,—4
—8,—1, 2
—4, 7,—8 S
o 34 8 98
4,—5, 2 '
—4,—1, 4
—2, 5 —4

Diese beiden Stdmme bilden zusammen eine ambige Klasse.
Journal fir Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2. 8
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Dagegen besteht fiir D =79 der folgende involutorische Stamm aus
zwei entgegengesetzten Klassen; alle Formen mit gleichem Index gehoren
zu einer Klasse:

6,—11, 17 —21, 25 —26 —18, 13,— 5

— 9 — 5 6 3, 4,—2I 3, — 5, —18

13, 14— 9 —10, 7, 3 25— 2, 3

6, 1, —13 7,— 3,—10 926, 27,—925

— 5 1, 6 — 9 4 7 3, 1,—26

15, 2,— 5 6,— 6,— 9 —21, 4, 3

=13, 1, 6 :

14,—17, 15 —10, 17,—21

— 5, — 3, 14 — 5 12,—13 3, 17,—10
6, 17,— 5

3, — 8— 5 7,—10, 3

—18,— 5, 3 15,—13, 6 10— 3. 7
— 5 2, 15

—25, 23,—18 4 3 5 — 9, 13,—10

3,— 2,—25 ’ ’ 7, 4, — 9

—26, 1, 3 3, —11, 14 PESSTR

— 5,— 8, 3 o
#

Allgemein gelten die folgenden Sitze:

26*. Zwer reziproke Stamme bilden eime ambige Klasse, wenn jede
Form sich selbst uneigentlich #quivalent ist, also wenn gleichzeitig mit
(@, b, ¢), auch die konjugierte Form (a, b, c)_, entweder im gleichen oder
im reziproken Stamm auftritt, d. h. wenn jeder Stamm entweder selbst-
konjugiert oder umkehrbar 1st.

26°.  Ein involutorischer Stamm bildet eine ambige Klasse, wenn er
selbstkonjugriert ist. Er ist damn gleichzeitig umkehrbar.

Es sei (a, b, ¢), eine etgentlich primitive Form. Alle Transformationen
der Form in sich werden erhalten durch

o t+bu cu
(26.) (ri ~\ _au t—-bu)’
worin ¢, 4 Losungen der Gleichung
#—Dut=1

bedeuten. Ist nun D=1 mod 4 oder D=2 mod 4 oder D=4 mod 8,
so mull notwendig u grade sein, also sind dann nach I, § 4, Satz 10 alle
Substitutionen (26.) grade Substitutionen, und es folgt:
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Ist D=1 mod 4 oder D=2 mod 4 oder D=4 mod 8, so gibt es
keine ungraden Tramsformationen einer eigentlich primitiven Form in sich.

Hieraus schlieBt man nach Satz 16:

27.  Eigentlich primitive involutorische Stdmme kann es nur fiir
D=0 mod 8 und D=3 mod 4 geben.

Ist aber (a,b,c), eine uneigentlich primitive Form, also o und ¢
grade Zahlen, dagegen b ungrade, so sind alle Transformationen der Form
in sich durch

- ttbu e
Ll o ﬁ 2 2
(27.) | (y D=\ a0
2 2
gegeben, und darin sind ¢, w Losungen der Gleichung
?— Dul= 4.
Hier ist D=1 mod 4. Sind ¢ und u grade, so ist die Substitution
grade. Sind ¢ und u ungrade, so muBl eine der Zahlen t+2b“ und t—;bu

grade, die andere ungrade sein, folglich sind g und -g ungrade und alle

Substitutionen (27.) sind wiederum nach I, § 4, Satz 10 grade. Daraus
folgt der Satz: : ’

28. Es ¢ibt keine uneigentlich primitiven tnvolutorischen Stdmme.

Wihrend es also fiir jede Determinante ambige Klassen gibt, treten
involutorische Stdmme ungleich seltener auf.

Zum SchluB geben wir eine Tafel aller primitiven Stémme bis
D =33. In der ersten Spalte stehen unter dem Wert der Determinante
die Anzahl der Stdmme und der Klassen. In der zweiten Spalte steht
als Vertreter eines jeden Stammes eine reduzierte Leitform. Nur fiir D =5
ist die letzte Form entsprechend Satz 12 keine Leitform. Je zwei rezi-
proke Stdmme sind durch eine geschweifte Klammer verbunden. 4, s oder
u bedeutet, daB der Stamm involutorisch, selbstkonjugiert oder umkehrbar,
(¢) oder (u), daB er scheinbar involutorisch oder scheinbar umkehrbar ist.
Ein wagrechter Strich zwischen den Formen einer Determinante scheidet
die eigentlich primitiven Stimme von den uneigentlich primitiven. Die
dritte Spalte enthélt die Periode des zu der Leitform gehorigen Elementar-
kettenbruchs.

8*
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Wie man sieht, sind alle Stdimme der Tafel entweder selbstkonju-
giert oder umkehrbar. Dies kommt daher, daB bis D =33 nur ambige
Klassen vorkommen. Mit D = 34 treten die ersten nicht ambigen Klassen
auf; ihnen entsprechen zwei reziproke Stimme mit den Leitformen
(6, —10, 11) (Periode 2, 2,2, 2, 2, 3,2, 3) und (11, — 12, 10) (Periode 8, 4) und
die beiden dazu symmetrischen Stdamme. Sie sind scheinbar umkehrbar,
aber nicht scheinbar involutorisch, weil fiir diese Determinante die
Gleichung #* — Du®= —1 nicht ldsbar ist. Bekanntlich sind es im ersten
Hundert nur die Determinanten 34, 37, 79, 82, fiir die nicht ambige Klassen
existieren *).

*) Gauf, Disqu. arithm. § 304. Nach der Tafel von Cayley (ds. Journ. Bd. 60)
wiirde noch D = 99 mit dem Typus IV, 2 hinzukommen, wihrend Gauff (Werke Bd. 2,
S. 475) den Typus IV, 1 angibt. Bei einem Vergleich der Cayleyschen Tafel mit
unserer ist zu beachten, daB dort alle Formen mit positivem Index zu versehen sind.
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D Leitform Periode D Leitform Periode
] 1,—2 2}- 13 —

TS S (), () [2,4 1,—4, 3}(1})s(u) 2,3,3,8,3,3
21—1, 2,—2 _ _ » S, 1 9y 3, 6, 8, O,
L | 121-1, 43 2.9.2,2.
3 1,--2, li.,s,u 2,5,2
2 2|—1, 2,—11,5s8u 2,—H, 6}u 2,3

6,—7, 6 4
b 1,—3 4}- .

rh 2,3,4,3
4 2 _1, 3,_4 (t)’ s’ (u) bl "

14 1a'_4a 2}3 2a33375a2

2’___3’ 2}»“ 2 4 2 29—4a } 2a533a3’2

27—1’—2 oo —-1’ 4’_2}3

—2, 4,—1
6 1,—3, 3}3 2,3,4
42| 3-8 1 4,3,2 15| 1,—4, 1isu 2,3,3,b,3,3,2
";’ g’_?l’}s 44|—1, 4—145,u
T T 9.—5, b s u 2,8,2,4,4
—2, b,—bi s u
7 1,—3, 214,s,u 2,3,7,3,2,22
22|—-1, 3,—21¢su
o i),s, () |2,3,3,3,4,3,3,3
8 | 1,—3, 14,su 2,3,b,3,2 42 -1, b5,—8 (82 ()
22(—1, 3,—114su
2,—5, 4 2,3,2,2
10| 1,—4 6}. =9, }u »3,2,
T 2,3,3,4,3,3 —
42|—-1, 4,—6 .5 (u) 23,3, 8,=9, 8 0
2 o (2622
y 4 18 | 1,—5, 7}3 2,3,3,3,4,3
42 7a 57 1. 3a4a 313’312
11 | 1,—4, 54,8u —1. B.—T7
292|—1 4-5isu 2,8,38,4,4,3,3,2,3 —7, 5’_1}3
12 1,—4, 4}3 2,3,3,4
42 4—4, 1 4,3,3,2 19 L —b. 6isu 2,3,3,3,4,2,2,8,2,
-1, 4’—4}5 292 L ' 2,4,3,3,3,2,5,b
—4, 4,-1 —1, 5,—61,su
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D Leitform Periode D Leitform Periode
20 | 1,—5, 5}s 2,8,3,3,4 29 | 1,—6, 7}@”“) 2,3,8,3,3,4,2,2,2,
42| 5,—5 1 4,38,8,3,2 42|—1, 6,—7)""7 4,3,3,3,3,2,6
-1, 5,—5}3
-5, b,—1
2,— 7,10 2,3,3
21 | 1,-5, 4}3 2,8,3,8,6,2,2 14,—13,10 3,4
8 4| 4,—b, 1 2,2,6,3,3,3,2
-1, _5,—4}S
4 B_1 30 | 1,—6, ﬁ}s 2,3,3,3,3,4
s o 10 59 3 84| 6,—6, 1 4,3,3,3,3,2
' Yy }u s Ay __1’ 6,—6]
10,—11, 10 5 6 61
— 6, 9,—10 v
10 11_10}“ 2,—6, 3}s 2,3,5,2
S 3,—6, 2 2,5,3,2
22| 1,—5, 3}8 2,3,3,3,6,2, 3,4,2 2 6-—3
42 3-b 1 2,4,3,2,5,3,3,3,2 _3 6’_2}8
-1, 5,—3}8 T
—3, b,—1
5 31 2.3,3,3,3,6,4,3,4,
2B\ b, 2isu (25335833101 6 sisu 6.3.3,3.3.2.2.2,
2 2 3,2,2 3,2
—1. b.—214.s5 u R 37233?3’233’2’2
y &R —1, 6,—b i,5,u
2 | 1,—b, 1lisu 2,3,8,3,b, 3,3,3,2
44|—1, b,—114,su 39 ‘
3’_6’ 4@’, s’u 2’ 7’ 2’ 2’2 2 2 1’—6’ 4 1;’ s’u 2,3,33373’7,3,3’3’
—3, 6,—44,5,u 3,2,2,2
m —1, 6,—4 i,s,u
p 1,—86, 10} . 2,8,3,3,3,4,3,3, ‘
4 2 _1’ 6,—10 (L)?Sﬁ(u) 3’3
2,—6, B\, . 33 | 1,—86, 3} 2,3,3,3,3,5,2
_o 6— 5}(’)’3’(“) 2,3,6,3,2,2 84| 3—6 1J° 2,5,3.3,3,3,2
—1, 6,—3
27 . 2,3,833,3,4,3,4 v }s
1__6 9 s ) Yy Yy Uy Yy Ey Yy . _—
99| L6 9%u8u 33332833 3, 6,—1
-1, 6,—9¢,5u
28 | 1,—6, e}s 2,3,3,3,3,4,4,2.3 4,— 17, 4}u 2,4,3,4,2
42| 8-—6, 1 3,2,4,4,3, 3,8,3,2 16,—17, 16 3,2,6,2,3
—1, 6,—8 — 4, 1,— 4}
|8, 6,-—1}8 —16, 17,—161"
|
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