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Formale Mehrkanal-Streutheorie

Eine Alternativ-Formulierung

Von GeraLp GRAWERT *
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und Joacuim PETZOLD

Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Heidelberg
(Z. Naturforschg. 15 a, 311—319 [1960] ; eingegangen am 23. Januar 1960)

An alternative formulation is presented of the formal theory of multi-channel scattering in non-
relativistic quantum mechanics. We start by defining spaces of state vectors, where two particles
either stay together or separate in the limit £ — + 00 (or —oo), when the state vector develops
in time by e~iH? (H is the complete HamiLtonian of the n-particle system). A channel is defined
as a space of state vectors with the following property: Developing in time by e~# H? they asympto-
tically describe a state of the n-particle system, where the particles are grouped in fragments.
Defining a HamiLtonian H./ for each channel, in which—compared to H —the interactions acting be-
tween particles from different fragments are missing, it is physically plausible that lim eiHyt e—iHt
exists for vectors ¥ in the channel. Having discussed the limit vectors (asymptotic states), the
S-matrix formalism can be introduced as usual. Finally the introduction of the exclusion principle

is discussed.

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit hat Jaucn?!
eine mathematisch strenge S-Matrix-Theorie fir die
Streuung eines Teilchens an einem dufleren Potential
gegeben. An die Spitze der formalen Theorie werden
zwei Postulate gestellt, denen das Streusystem ge-
niigen muf}, damit eine verniinftige S-Matrix exi-
stiert:

I. lim e

t—>+oo
baren HiLsert-Raumvektoren f.

II. Menge der f, = Menge der f_ = Unterraum
zum kontinuierlichen Spektrum des Hamirrox-
Operators H.

Dies bedeutet, da} in mathematisch strenger Weise

(fiir Wellenpakete!) die Existenz der MeLLErschen

Wellen-Operatoren gefordert wird, die (weniger

streng formuliert) die ebenen Wellen auf die Streu-

zustinde abbilden. Kuropa? ist der Nachweis ge-
lungen, dal} unter gewissen Voraussetzungen an das

Potential die Eigenschaften I und II beweisbar wer-

den.

In einer zweiten Arbeit hat Jauca 3 sich mit dem
mathematisch strengen Aufbau der Mehrkanal-Streu-
theorie befaflt, wiederum ausgehend von gewissen
Postulaten an das Streusystem (Verallgemeinerun-

iHt g=ilht f_ . existiert fiir alle normier-

* Jetzt am Institut fiir Theoretische Physik der Universitdt
Frankfurt/Main.

1 J. M. Jauch, Helv. Phys. Acta 31, 127 [1958].

2 S. T. Kuropa, Nuovo Cim. 12, 431 [1959]. Teilergebnisse
siehe bei J. M. Cooxk, J. Math. and Phys. 36, 81 [1957]
und bei J. M. Javca u. J.J.ZinNes, Nuovo Cim. 11, 553
[1959].

gen von I und II). Die Aufgabe, hinreichende Vor-
aussetzungen an die Wechselwirkungen zu finden,
unter denen diese Postulate entsprechend beweisbar
werden, ist ungleich schwieriger und bisher nicht
gelost 4!

Daher erscheint uns das Studium von Alternati-
ven zur Jaucuschen Formulierung der Mehrkanal-
Streutheorie sinnvoll. Die vorliegende Note soll eine
Alternativ-Formulierung geben, die auf die nicht-
relativistische Quantenmechanik eines Systems von
n Teilchen zugeschnitten ist ®.

Angenommen wird die Existenz eines HamirTon-
Operators fiir das n-Teilchen-Problem, der sich
schreiben 1a8t als Summe der kinetischen Energien
T; der n Teilchen plus Summe von Wechselwirkungs-
potentialen V;; zwischen zwei Teilchen plus Drei-
korperkraften usw.

He 3Tt 3Vt SVt oo . ()

=1 i<j=1 i,j,k

(Physikalisch sei bei den n Teilchen an Nukleonen
gedacht.)

Die zeitliche Entwicklung von Zusténden ist dann
(im ScuropINGER-Bild) durch e ?#? bestimmt. Phy-

3 J. M. Javucn, Helv. Phys. Acta 31, 661 [1958].

4 Teilergebnisse siehe bei M. N. Hack, Nuovo Cim. 13, 231
[1959].

5 Die Jaucusche Formulierung ist so gehalten, daB3 sie auch
in einer Quantenfeldtheorie anwendbar sein sollte. Wir
wollen jedoch nur den bezeichneten Fall betrachten und
fiir diesen eine Alternative zur Jaucuschen Diskussion
geben.
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sikalisch entwickeln sich gewisse Zustinde nun so,
daf} fir grofle Zeiten die n Teilchen auseinander-
laufende Gruppen von Atomkernen bilden. Diese
anschauliche Vorstellung soll im § 1 zunichst ma-
thematisch schirfer gefafit und zur Definition von
Kanilen herangezogen werden. Unter einem Kanal
wird in dieser Arbeit dann ein Unterraum von Zu-
stinden verstanden, die in der Zeitverinderlichkeit
e "t anschaulich eben ein asymptotisch auseinan-
derlaufendes System von bestimmten Atomkernen
beschreiben. Die n Teilchen seien (in den §§ 1—3)
zunichst als unterscheidbar gedacht.

Im § 2 werden dann die verallgemeinerten MoLLER-
Operatoren eingefiihrt, oder genauer, deren Her-
miTEsch konjugierte, weil wir die Zeitabhéngigkeit
e 'Ht (und nicht eine Abhingigkeit e~ fe?) als pri-
miar gegeben an die Spitze stellen. Der auf dieser
Grundlage sich ergebende S-Matrix-Formalismus
wird im § 3 skizziert. Die hier auftretenden Formeln
sind bekannt ®. An die Stelle einer einzigen S-Matrix
tritt in der Mehrkanal-Streutheorie ein Satz von
S-Matrizen, die je Ubergiinge zwischen zwei Kanilen
beschreiben 7.

Schliefilich soll der § 4 zeigen, daf} die Beriick-
sichtigung des PauLi-Prinzips ohne Schwierigkeiten
bei diesen formalen Uberlegungen durch eine nach-
trigliche Antisymmetrisierung erreicht werden kann.

1. Die Kanile

Es soll also von der physikalischen Gegebenheit
ausgegangen werden, daf} bei einem Streuvorgang
vor und nach der Reaktion die Nukleonen in gewis-
sen Gruppierungen, als Atomkerne, beobachtet wer-
den. Ein Zustand, der vor der Streung experimentell
hergestellt (bzw. nach der Streuung gemessen) wird,
ist dadurch zu charakterisieren, daf} asymptotisch
fir t— — o (bzw. t— + ) gewisse Nukleonen
(je als Kerne) zusammenbleiben.

Wir wollen deshalb mit einer mathematischen De-
finition des Zusammenbleibens und des Auseinander-
laufens zweier Teilchen beginnen. Zunichst seien
Projektions-Operatoren D% eingefiihrt durch 8

3 T Sy (2)
_ [Py Tas e een ty) fiir |1—1| SR,
| o fir [v;—1:| > R.

Der Ausdruck | D% e~ i#tW|2/| ¥ |* bedeutet
physikalisch die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢ die
beiden Teilchen j und % in einem Abstand kleiner
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als R zu finden, wenn zur Zeit Null der Zustand ¥
vorgelegen hat.

Wenn nun fiir alle R diese Wahrscheinlichkeit mit
wachsendem ¢ gegen Null geht, so bedeutet dies ein
Auseinanderlaufen der beiden Teilchen j und k bei
der zeitlichen Entwicklung des Zustandes ¥. Wir
fithren daher ein:

fn]i;c = Menge aller Vektoren ¥ des HiLperr-
Raums, fiir die lim || D% e iHt W) =0 (3)

t—>+oo

fiir alle R gilt.

Wenn dagegen ein Zusammenbleiben der Teilchen
jund % in der zeitlichen Entwicklung des Zustands ¥
vorliegen soll, so muf} auch bei beliebig grofien
Zeiten die Zustandsfunktion e i#? ¥ fiir groe Ab-
stinde der beiden Teilchen verschwinden. Wir de-
finieren:

Q)Tf,i = Menge aller ¥, fiir die gilt:

Zu jedem £>0 gibt es ein R(¢), so daB} fiir alle

t>0 (t<<0)

| DRge HE W || >1—¢) | P ist. (4)

Ohne Schwierigkeiten lafit sich zeigen, daf} die
beiden Mengen ¢ und 9t (und ebenso 27 und
Iy ) zwei zueinander orthogonale Unterrdume des
HiLserr-Raums § sind (Beweis siehe Anhang).

Von einer verniinftigen Definition der beiden Be-
griffe des Zusammenbleibens und Auseinanderlau-
fens wird man folgende Relationen erwarten:

a) Wenn die Teilchen j und % einerseits sowie k
und [ andererseits zusammenbleiben, dann mul}
ein Zustand vorliegen, in dem auch j und [ zu-
sammenbleiben.

b) Wenn j und % zusammenbleiben, dagegen k& und
[ auseinanderlaufen, dann missen auch j und !
auseinanderlaufen. In der Tat lassen sich fir die
beiden in (2) und (3) definierten Unterraume
zeigen (siehe Anhang):

Mjz N Miz ¢ My

Mz NN c N .

Physikalisch plausibel ist es nun anzunehmen,
daf} durch Superposition von Zustinden aus I}

und aus N — oder auch aus N, und aus Nj; —
bereits alle moglichen Zustinde des Streusystems

(5a,b)

6 Siehe Javen (l.c.'?) u. H. Exstery, Phys. Rev. 101, 880
[1956].

7 Vgl. dazu die ausfiihrliche Diskussion bei Ekstery, 1. c. 8.

8 Die Spinvariablen sind in dieser Definitionsformel unter-
driickt worden.
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gegeben sind. Oder anders formuliert: Eine physi-
kalisch sinnvolle Theorie der Streuvorginge wird
sich wohl nur dann aufbauen lassen, wenn das Ge-
nannte gilt. Wir wollen daher fordern

Es gilt 9% BN = Hfiir alle Paare j, k. (I)

Der weitere Vorgang, der zur Definition der Kanile
fithrt, also der Zustande, die asymptotisch auseinan-
der laufende Kerne beschreiben, liegt nach dem Vor-
hergehenden auf der Hand.

Aus den n Teilchen sei zunichst eine Teilmenge
von k Teilchen F = {i;.is,...,i}, herausgegriffen.
Ein Zustand Y, in dem asymptotisch fiir — + o
(bzw. — ) die Teilchen in einem ,,Fragment“ bei-
einander bleiben, mufl ein Zustand sein, in dem
jedes Teilchenpaar i.,7, asymptotisch zusammen
bleibt. Er muf} also im Durchschnitt aller E)Jei,i,
liegen. Wegen (5a) konnen wir fir den Raum
M5 aller Zustinde ¥ schreiben

My = M, "ML N -0 M, (6)

Werden die n Teilchen in [ verschiedene Gruppen F
aufgeteilt und fragen wir nach Zustidnden, in denen
asymptotisch die Teilchen jeder der Gruppen jeweils
zusammen bleiben, so ist jetzt der Durchschnitt der
MZ, zu bilden. Zu diesem Durchschnitt gehdren
neben Zustdnden, in denen asymptotisch z.B. die
beiden Fragmente F; und F, auseinander laufen,
aber auch Zustinde, bei denen F; und F, asympto-
tisch zusammen bleiben.

Als Kanal S?f sei daher schlieBlich definiert

l
ﬁf:{n imﬁ}n{mﬁf,,}

i=1 hou

(7)

wo A bzw. u jeweils ein Teilchen aus F; bzw. F.
(A=F ) ist und y eine Abkiirzung fiir die Gruppie-
rung der n Nukleonen in Fragmenten F; ist.

Beachten wir zur Interpretation die Relation (5b),
so ergibt sich: Ein Kanal & (bzw. &) ist ein
Unterraum von Zustinden des HiLBerr-Raums, in
denen das System mit der zeitlichen Entwicklung nach
e tHt asymptotisch fiir t—+ o (bzw. t— — )
l auseinanderlaufende Gruppen von Nukleonen
F,, ..., F; bildet.

Nach Konstruktion stehen Kanile zu verschiede-

9 Diese Forderung liegt auch nahe, wenn man an die Situa-
tion in der Theorie der Streuung eines Teilchens an einem
festen Potential und die in diesem Fall iibliche Einfiih-
rung der Mpirer-Matrix denkt. Siehe z.B. Javcm ! 23,
Forderung (II) bedeutet nichts anderes als eine Verallge-
meinerung der Forderung nach Existenz der MeLLEr-
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nen y (aber mit gleichem Index + oder —) ortho-
gonal zueinander. Mit Hilfe der Relationen (I) 1aBt
sich ferner zeigen, dal} jeder Zustand sich als eine
Superposition von Zustinden aus den Kanilen &,
(und ebenso von Zustinden aus den &,7) schreiben

14aBt. Das heif3t

Yoff=9, (8)
b
die Kanale mit dem Index 4+ (und ebenso mit —)
bilden ein vollstindiges System von Teilriumen des
Hiert-Raums. Ubrigens sind (I) und (8) dqui-
valent. (Beweis im Anhang.) Statt I konnten wir
also auch die Vollstandigkeit der Kanale fordern.
Die physikalische Fragestellung nach Streuwahr-
scheinlichkeiten ist jetzt wie folgt zu formulieren:
Gegeben ein Zustand ¥ aus einem Kanal &,7, der
also fiir sehr kleine Zeiten (t—— o) die experi-
mentell hergestellte Situation beschreibt. Mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit liegt dieser Zustand in ir-
gendeinem Kanal &,?

2. Asymptotische Zustdnde

Betrachten wir einen Zustand ¥ aus einem Ka-
nal &7, so ist es physikalisch plausibel anzunehmen,
daBl asymptotisch fiir t— + o diejenigen Wechsel-
wirkungen praktisch ausgeschaltet werden, in die
Teilchen aus verschiedenen ,Fragmenten“ F; ein-
gehen. Fir groBle Zeiten sollte die unitire Trans-
formation e ¢#? praktisch nur noch wie ein e ##47¢
wirken, wobei in H, alle bezeichneten Wechselwir-
kungen fehlen.

Priziser: Wir fithren ein:

HFZZTi+ ZVij+ZVijk+o--a 9)
ieF ij€F ijEeF
l
Hy= > Hp, Vi=H-H,. (10)
i=
Wir fordern fiir alle y:
Fiir jedes YR existiert
lim elHrt e iHt Y (I1)

t—+oo

(im Sinn der starken Vektorkonvergenz im HiLBERT-
Raum) 9 10,

Matrix, (genauer des hermitesch konjugierten Ausdrucks).
Nur wenn (II) erfiillt ist, diirfte sich eine sinnvolle Mehr-
kanal-Streutheorie aufbauen lassen.

10 Mathematisch brauchten wir (II) nur fiir eine in &, dichte
Menge von Vektoren zu fordern. Aus dieser schwicheren
Forderung liele sich dann die volle Aussage (II) ableiten.
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Die Einfiihrung zweier linearer Operatoren W,*
mit den Eigenschaften !

WEW =lim efrte iHt W fiir PeQ;y,
£ (11)
Wy W -0 fir ¥ orthogonal zu &7

liegt nun nahe. W," (bzw. W,”) bildet & (bzw.
;) isometrisch auf einen anderen Teilraum des
Hicgert-Raums ab, der mit B," (B,”) bezeichnet
sei 12,
Aus (II) folgt nun
lim {e iH!Y _e~ilyt tPl_0
t—>+oo

fir jedes ¥ *e§,*. Jedem ¥ e &, wird somit ein
Vektor @ = Wyi Ye 23;* zugeordnet, der nur noch
mit einer durch den HamiLron-Operator H, bestimm-
ten Zeitabhéngigkeit variiert wird.

(12)

Es wird also sinnvoll sein, einmal alle Zustiande
aufzusuchen, die bei der Zeitabhéngigkeit e *#7 ein
System von auseinanderlaufenden Kernen F,, F,,

..., F; beschreiben.

Dazu diskutieren wir zunichst (in sehr formaler
Weise) die Eigenzustinde eines [nach (9) einge-
fithrten] Operators Hyp. Es seien in F mindestens
zwei Teilchen enthalten. Wir separieren die Schwer-
punktsbewegung des ,,Fragments* F ab.

br= D0, Mp=>'m,
1eF 1eF (13)
_ 7 _ _PF? 7
Hp=Tp+Hp= 3 Mr +Hp

Der Operator Hy wird (im allgemeinen) ein diskre-
tes Spektrum und ein kontinuierliches Spektrum
haben. Die diskreten Energiewerte EF,, entsprechen
genau den gebundenen Zustinden, den verschiede-
nen Niveaus des Atomkerns F; die zugehorigen nor-
mierten Eigenfunktionen seien durch xr,,,s bezeich-
net, wo o eine eventuelle Vielfachheit durchnume-
riert.

HFZF.Lw:EF.eXF.e.o- (14)

Aus dem vollen HiLert-Raum $y aller Zustande
der in F enthaltenen Teilchen, mit dem Hamirron-
Operator Hy, greifen wir den Unterraum heraus, der

-
11 Die Operatoren W;‘L entsprechen den Operatoren .Q(j’;)
bei Javcen 1, 3.
12 Bei der Streuung eines Teilchens an einem dufleren Poten-
tial treten als B+ Riume von Wellenpaketen auf, die aus
freien ebenen Wellen aufgebaut sind. In diesem Fall for-
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von den Funktionen exp {i K- Rp} yF, 0.0 (fiir alle
Schwerpunktsimpulse Ky bei festem ¢ und o) aufge-
spannt wird; er sei mit B (F, 0, 6) bezeichnet. Defi-
niert sei ferner

Br= Y OB(F, 0,0).

e,0

(15)

Der HiLserT-Raum $r mufl sich aufspalten lassen in
Or=Br O UAr. (16)

Die physikalische Interpretation der so eingefiihrten
Rédume ist klar.

Existieren keine gebundenen Zustinde zu F, hat
also Hp ein rein kontinuierliches Spektrum, so ist
natiirlich r = 9 und Br leer.

Die vorstehenden Definitionen sollten fiir Men-
gen F mit mehr als einem Teilchen gelten, wo die
Frage nach gebundenen Fragmenten sinnvoll ist. Im
Fall F={i}, wo i irgendeines der n Teilchen ist,
»entartet* (9) natiirlich zu

BT, 9"
Eine Aufspaltung des Hiiperr-Raums $r analog
(16) existiert selbstverstandlich nicht. Es ist fiir das
Folgende zweckmiBig, fiir diesen Fall F = {i}

Or=Br (16")
zu definieren.

Die Definition des Raumes B ist also so gewdhlt,
daB Energie-Eigenzustinde in By stets durch genau
einen Impulsvektor K (Schwerpunktsimpuls  des
Fragments bzw. Impuls des einzelnen Teilchens)
und eventuelle weitere diskrete Parameter charak-
terisiert sind.

Den vollen HiLert-Raum § des n-Teilchen-Pro-
blems konnen wir bei beliebiger Gruppierung

y=(Fy, Fy,...,F;) der Nukleonen zu Atomkernen
selbstverstandlich als Produktraum

O=9r XOr. X...XOn (17)

konstruieren. Aus § greifen wir nun folgende Un-
terrdume heraus:

B(y;01,01) =B(Fy,04,04) (18)
XSB(F2’Q2102) Xeoo X %(Flagl’al)a

dert man fiir eine verniinftige Streutheorie dann
B+=P—=§). Siehe z. B. Javcr 1, 2,3, Wir haben uns im
folgenden mit der Verallgemeinerung dieser Forderung fiir
den Mehrkanalfall zu beschéftigen.
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By=Br, X Br, X...X B, (19)
wobei natiirlich
By= > OB(r; o1, 0) (20)

0402
gilt.

Betrachten wir nun die Transformation e ##r?
im HirBerr-Raum ), so ist es klar, daB in B, ge-
nau diejenigen Zustinde liegen, die fiir diese Zeit-
veranderlichkeit ein System von auseinanderlaufen-
den Kernen F,, F,,..., F; beschreiben. (In diesem
Fall brauchen wir auch nicht zu unterscheiden, ob
wir ¢ gegen + oo oder gegen — oo gehen lassen.)
Sehen wir uns nun Gl. (12) an, so wird folgende
dritte Forderung an eine physikalisch sinnvolle
Streutheorie plausibel: Die in (11) eingefiithrten
Operatoren W,* bilden die Kanile &% genau auf
B, ab, also

48; =%, =3,. (11I)

Damit sind die grundlegenden Ansitze der Mehr-
kanal-Streutheorie (in der hier vorgeschlagenen
Neuformulierung) gewonnen. Der weitere Vorgang
schlieBt sich eng an die &lteren Formulierungen 13
an. Wir skizzieren im folgenden § 3 noch einige

Schritte.

3. Die S-Matrizen

Die oben eingefiihrten Riume B, sind im allgemei-
nen nicht orthogonal zueinander. Man sieht z. B. sofort,
daB fiir den ,,freien” Kanal, d. h. y= ({1},{2},...,{n})
der Raum B, gleich dem gesamten Hiierr-Raum ist.
Zwar folgt mit (12) eine gewisse asymptotische Ortho-
gonalitit: Wenn &, € B,, &, € B, und y=F7y ist,
so gilt:

lim (e"iHrt @,

t—+oo

e=il L) =0

Jedoch muB die Nichtorthogonalitit der B, immer be-
achtet werden, wenn man wie iiblich die Streuwahr-
scheinlichkeiten als Ausdriicke anschreibt, in die Funk-
tionen aus den B, eingehen.

Aus (II) und (III) folgt,
@ e B, die beiden Grenzwerte

lim ethe—iHyt [0}
t—>too

dal fiir alle Zustdnde

existieren miissen. Ferner existieren Hermitesch kon-
Ny o+ .
jugierte Operatoren zu W, , und es gilt

Wyi.ﬁb = lim eifite it dc QS fir deB,,
t—+oo
i.
W> @ =0

fir ® 1 B,. (21)
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Der Operator W;,P *) bildet den Raum B, auf
-Q+ (R,)) ab.

D1e Zerlegung (20) des Raums der asymptotlschen
Zustinde fiihrt bei Anwendung der Operatoren W

Wy

zu einer Zerlegung der Kanile Ry in ,,Unterkanale .

In W;i' B(y; 01, 0;) liegen genau alle Zustinde, die
sich als ein System von asymptotisch auseinanderlaufen-
den Kernen in bestimmten (durch g;, 0; charakterisier-
ten) inneren Zustanden interpretieren lassen.

Fiir die Vertauschung der unitdren Operatoren, die
die zeitliche Entwicklung von Zustinden angeben, mit
den Wellenoperatoren zeigt man leicht 14

>4 ® .H. 'H *.
W et =¢ 'W; . (22)

Da der Definitionsbereich des Hamirron-Operators H,
in B, dicht liegen muB, folgt mit Hilfe von (22) sofort,

-+

daBl der Definitionsbereich von H in den Kanilen K&,
dicht liegt, und wir kénnen schreiben
i. . _+_‘

WEH —HWE". (23)

Die S-Matrix, die einen Ubergang von einem asym-
ptotischen Zustand in B, zu einem Zustand in B, be-
schreibt, ist schlieBlich durch die Operator-Gleichung

—wtw-"

SW, = Wy Wy, (24)

gegeben. Fiir jede mogliche Reaktion, die symbolisch

y — 7" geschrieben sei, wird also durch (24) eine S-

Matrix definiert. Wegen der Nichtorthogonalitit der B,

mufl man darauf achten, dal Matrixelemente von S,

nur fiir die Reaktion y — " einen physikalischen Sinn
haben.

Wir fithren diesen Schritt noch etwas ndher aus fiir
Eigenvektoren der HamiLron-Operatoren H, , also nicht-
normierbare Zustidnde jetzt 5.

Im Raum B, kénnen wir nach der Konstruktion im
§ 2 z. B. folgendes vollstindige, auf 6-Funktionen ,,ortho-
normierte“ System von Eigenvektoren zum Hawmivron-
Operator H, einfiihren:

@, (K, 01, 01) = H exp (i Ko Ry) 12 0102(270) 312,
(25 a)

wo K; der Schwerpunktsimpuls des Kerns F; ist, Ri
seine Schwerpunktskoordinaten sind und y den inneren
Zustand des Fragments beschreibt 8. [Vgl. (14) und
die Bemerkungen vor dieser Gleichung.]

Definieren wir
(25Db)

w;li (I_{lv Ql,ol) =W$‘¢y(?2701,01),

13 Javcn 1,3, Eksteiv &, siehe auch W.Brenic u. R. Haag,
Fortschr. der Physik 7, 183 [1959].
14 Sjehe Javen 13",
15 Vgl. zum folgenden Exstein 6, BrENIG u. Haac 13,
16 In tpy(lz; ,0;,0;) steht also IE; fir die 3  Impulskoordi-
naten der Atomkerne usf.; d®K; bedeutet
&K, &K, . .. d*K;.
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so gewinnen wir mit den w,* vollstindige, ,orthonor-
mierte” Systeme von Eigenvektoren zum vollen Hawmir-
ton-Operator H in den Kanilen &,*.

Jeder Zustand ¥ des Hiuerr-Raums §) muB sich
eindeutig zerlegen lassen nach 16
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l‘l/:Z Zfdaile (EI:QZ,UI) w;(zl,gl,Ol)

Y @40}

=2 X [#Kie; (Ki,0i 00 wy (Ki,o01,0)
Y 04,04

(26)

Die ¢ charakterisieren z. B. die physikalischen Anfangsbedingungen, den Zustand vor der Streuung. Der Zu-
sammenhang zwischen den Koeffizienten ¢* und ¢~ wird durch die Matrixelemente von (24) gegeben:

ey (K,,,D;,,a;)-ZZfdsK;g ' (K),Q;,U;,K;_aog,d;)c'( A,QA,U;)

el QA’ a;"

@27

Denn man leitet ohne Schwierigkeiten ab, dal} fiir die Matrixelemente in (27) folgende Ausdriicke angeschrieben

werden konnen:

—r

S;,;,.(K;.. 0,:0;; K;0;0;)

01 y) = (v (K;. 0500wy (K000 03)) =

(‘Py(j‘;p 21> 92)s W; L ’ Py (I?;..,, 05> U;.')) - (28)

Die folgenden Unitaritats-Relationen gelten fiir die S-Matrix

Z fd"]\ S, (K. cor J B (B g

y,0,0

Als Operator-Gleichung geschrieben, lautet (29):

? 4

wo P(3B,) der Projektions-Operator auf den Raum 3B, ist

Da aus der Existenz des Limes
lim eiHyte—iHt W
t—>+oo

sofort auch die Existenz des (ABeLschen) Grenzwertes

> — v+. . -+ v+‘ o
W, Wi =wiwl =o,

3 Kyyn) =0, 0(K; — K;) 8,0 Oy - (29)

- P(3,), (29 a)

. [Beachte (11) und (21).]

wo P(R) jeweils der Projektionsoperator auf den
Raum N ist.

Setzen wir in (25 b) fiir W,** den Ausdruck aus (30)
ein, und filhren wir die Zeitintegration formal aus, so
ergibt sich

. iHyt g—iHt—ct ' L 1

elfheofel e i vy, (Ki 01,00 =¢y— g7, Vv 9rs (3la)
und die Gleichheit der beiden Limites folgt, kinnen wir  und hieraus folgt
fiir die Wellenoperatoren auch schreiben v, = w;r —27id(H-E)V,q,, (31b)
+oo
ks . s —iHtTe 2
s (30)
Wyi' — + lim gfethe-iHytietdtp(iBy), Gehen wir damit in den Ausdruck (28) fiir die S-
e=0 0 Matrix ein, so folgt

S, (B 0,053 K500 03) — 8, 0K, —K)) 0,0 00 = —27i0(E —E) (9, (Ks0 05000 W Voo, (K05 0,))
oder auch . (32 a)
= —2ai8(E —E)(2,(Kzs 0550, V, W, 0 (K s 035 03)) - (32 b)

4. Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips

Die Uberlegungen in den §§ 1 — 3 setzten voraus,
daf} alle n Teilchen unterscheidbar sind. Es ist je-
doch leicht méglich, nachtriglich eine Antisymmetri-
sierung durchzufiihren.

Wir gehen davon aus, daf} es eine Gruppe £ von
Permutationen Q der n Teilchen (physikalisch eine

Vertauschung von Protonen, kombiniert mit einer
Vertauschung von Neutronen) gibt, die mit dem
Hawmivton-Operator H vertauschbar sind. Das Pauwr-
Prinzip besagt, daBl wir als physikalische Zustidnde
nicht die Vektoren des bisher betrachteten HiLBERT-
Raums ), sondern nur die Vektoren aus demjenigen
Teilraum 6 von §) ansetzen sollen, in dem die

Gruppe £ die antisymmetrische Darstellung er-
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fahrt 17, 33 sei also der Raum aller Zustiande '}’, fiir
die folgendes gilt:

Q¥ —(-1)°¥ (33)

. {+ ¥ fir gerade Permutation Q.
— ¥ fiir ungerade Permutation Q.

Untersuchen wir jetzt einmal die Wirkung einer

Permutation Q auf Zustinde aus einem der Raume

Iir oder M, (aus § 118). Die Permutation Q fiithre

die beiden Teilchen j, k in j, k" iiber. Es folgt nun

z. B. aus

limHD}};e_"H‘ v|=0
lim|| D% e Ht{Q ¥}| =0.

Der Operator Q fiihrt also einen Zustand, in dem
die Teilchen j und % asymptotisch auseinanderlau-
fen, in einen anderen Zustand iiber, in dem j und %’
auseinanderlaufen. Entsprechendes gilt fir das Zu-
sammenbleiben von Teilchen.

Formal konnen wir schreiben

Q 9?;;,. = 92,"},-' N Q Sﬁjk = E)Jé,;, .
Q Q = ‘@Qr B

worin Qy diejenige Fragment-Kombination bedeu-
tet, die aus y bei Anwenden der Permutation Q ent-
steht.

Nun gibt es zu jedem y stets eine Untergruppe £,
von Permutationen Q aus £, fir die Qy =y ist.
Und zwar gehoren zu £, 1. alle Permutationen, die
nur innerhalb der F; wirken und 2. falls in y zwei
oder mehr Mengen F; sind, die gleiche Protonen-
und Neutronenzahl enthalten, alle Permutationen,
die diese Mengen F; miteinander vertauschen. Fiir
alle Permutationen aus £, gilt

O, =8
aber auch [Q.H,]=0, Q@3B,=%,.

Wenn Q eine Permutation ist, die nicht zu £,
gehort, dann unterscheidet sich Qy von y nur da-
durch, dal anders numerierte Nukleonen zu den
»gleichen” Kernen zusammengefalit werden. Physi-
kalisch beschreibt also Qy auch in diesem Fall ,,die-

selben* Kerne wie 7, eben wegen des PauLi-Prinzips.

die Relation

(34)

Es folgt sofort (35)

(36)

Wir fithren ein: &, =denjenigen Unterraum von
K, in dem Q, die antisymmetrische Darstellung
erfahrt, und

R, = <Z ® Ko,
Q

/antisymm.

(T oR)
X

/antisymm.’

(37)
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d. h. aus dem von den Kanilen R, fiir alle Q auf-
gespannten Raum denjenigen Unterraum, in dem Q
antisymmetrisch dargestellt wird.

Dieser Zustandsraum &, kann jetzt als antisym-
metrisierter Kanal interpretiert werden. In &, lie-
gen genau alle Zustinde, die bei Beachtung des
PavLr-Prinzips ein System von asymptotisch aus-
einanderlaufenden Kernen y = (F;,...,F;) be-
schreiben. Das Symbol y beschreibt gegeniiber frii-
her nicht mehr eine bestimmte Aufteilung der durch-
numerierten Nukleonen, sondern nur noch ein Sy-
stem von Kernen mit bestimmten Anzahlen von
Protonen und Neutronen.

Nach Konstruktion sind die Kanile &, orthogonal
und vollstdndig in § . Die Vollstandigkeitsrelation

D OR, =6 (38)

ist naturlich dquivalent zur Gl. (8) und damit zur
Forderung (I).

Analog wird eingefiihrt: B, = derjenige Unter-
raum von B, , in dem Q; die antisymmetrische Dar-
stellung erfahrt. Die oben eingefiihrten Wellen-
operatoren W und W* vermitteln nun auch die Ab-
bildung zwischen den Riumen &, und ?B,, auf
Grund der Beziehungen (36) :

W/i S%:; - SB”/’ W*/i‘ Q;v:'@y- (39)

Zur Einfilhrung der antisymmetrischen S-Matri-
zen rechnen wir zunidchst wieder mit nicht-nor-
mierbaren Energie-Eigenvektoren. Ein vollstandiges
»orthonormiertes System von Eigenvektoren zu H,
1aBt sich (im Prinzip) in den Rdumen ?By leicht an-
geben. Wir brauchen nur fiir die yr, . . in (25a)
antisymmetrische Kerneigenfunktionen wéhlen und
eventuell, falls in y zwei oder mehr Mengen F; mit
gleicher Protonen- und Neutronenzahl sind, beziig-
lich Permutationen dieser Kerne F; antisymmetri-
sieren.

Es sei @y (Ki, 01, 01)

eine entsprechende Basis in B, . Dann gibt formal
vy (Ki, 01,00 =W, @, (K, 01,00 (40)
eine Basis von Eigenvektoren zu H in S%yi und

¢f=(zz~,)‘”2;(~1)00¢3 (41)

17 Das Zeichen " charakterisiert im folgenden immer anti-
symmetrische Groflen.
13 Die Indizes * sind im folgenden unterdriickt.
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eine Basis in SA?F. Dabei sei z die Anzahl der Per-
mutationen in £ und z, die entsprechende Anzahl
in Q,. Der Faktor (zz,) ™" ist hinzugefiigt, damit
die 1 in gleicher Weise normiert sind wie die Funk-
tionen © und 3 .

Jeder Zustand ¥ des HiLperT-Raums .55 muf} sich

also gilt

S,y (K, ...

G. GRAWERT UND J. PETZOLD

jetzt eindeutig zerlegen lassen nach

p=2 2 [@K,¢f (Ki 01,009 (K, 01,0

Die Unitaritats-Relationen (29) gelten auch fiir die S-Matrizen 1.

Setzen wir (41) ein, so folgt
8, (K, ..

Mit den Formeln (31 a, b) fiir die 1;,', folgt ferner

Y @i 04
=2 2 [@Kic; Ky, 01, 00) vy (K01, 09) .
Y Q404 (42)
Die S-Maritzen sind jetzt zu definieren durch
e (Ki, 01,00 = Z Z [ Ky 8, (K:v 01,005 Ky 0x o) ¢ (K, 07, 0) (43)
Yy eo

K,...;Kp,.) =) Ki..) 97 Er,..). (44)

g, .= <z-,z;f>‘”‘2§(— 1 (yy (K1, 2 @y (Ki,y..). (45)

(46)

S,y (K2, 02, 013 I?y 9}' or)
== 6‘/7’ 6(E1 "= EJ) O O

an Stelle von (32 b) zum Beispiel.

oo — 2710 (B — E) (2, 2,)

”‘Z( 1)°(p

(K7, 0102, Vo QW @y (K 03))

In Operator-Form konnen wir die antisymmetrisierten S-Matrizen nach dem Vorhergehenden also wie

folgt schreiben:

o —l/_
Sy = (2y2y)

Die Unitaritatsrelationen lauten

Anhang

Skizzierung einiger Beweise
1. Satz: Die in (3,4) definierten Mengen J1j; und
My sind lineare Unterrdume.

Es seien ¥, ¥5€ ;i . Behauptung: ¥, + ¥, € ;.
Zum Beweis benutzt man die Dreiecksungleichung,

lim || DE e iHt{W, 1+ W}
t
<lim{|| D¥ e~ iHt ¥, ||+|| DR e~iHt W, ||}
t .

Es sei ¥, eine Vektorfolge mit ¥, — ¥ und ¥, €.
Behauptung: ¥ € 9jz. Zum Beweis benutzt man die
Ungleichung

| DE emi#t @ || < || Dif e=iH (W~}

+ || D ity |
g H T"Tv |]+“D%e_”.” Tv H =

19 Man beachte die unterschiedliche Bedeutung von y . Der
Index y an vollstindig antisymmetrischen Grof3en, z. B. bei

S,, bezeichnet nur noch eine Aufteilung der n Teilchen

auf Fragmente mit bestimmten Teilchen-Anzahlen. Vgl.
auch weiter oben.

P(B,) Wy Z(—l)ooj Wy P(%B,).

ZS 8}y = 8,0 P(B,) .
¥

(47)

(48)

Fiir die entsprechenden Uberlegungen bei Vektoren aus
M betrachtet man analog den Ausdruck

| {1—Df}eitit ],

2. Beweis der Orthogonalitit von M und 91;1;.

Es sei ¥ €M, @€ Nji. Wir schiitzen ab
(W, @) < |(e—iHt W, Df e it )|
L|({1—DEye—itt @ e—ilit )|
SN2I-IDEe it ||+ @]-|| {1~ Dk} et @]

Nach den Definitionen (3,4) mufl es nun ein R(e)
geben, so dal} der zweite Summand des letzten Aus-
drucks fiir alle t>0 kleiner als ¢ wird. Zu diesem
R(¢) mull aber fiir geniigend grofle Zeiten auch der
erste Summand kleiner als & werden. Folglich muf}
[(¥, )| kleiner als jede beliebige positive Schranke,
also gleich Null, sein.

3. Beweis der Relationen (5a+b)

Wir betrachten zunichst im 3 n-dimensionalen Koordi-
natenraum die Gebiete
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Gi={r, mit |[rj—1;x | <R, |ts—1;| <R}
und G,={r, mit [t;—1;|<<2R}.

Offensichtlich gilt G, € G,. Folglich gilt fiir die in
(2) eingefiihrten Projektionsoperatoren
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Dy D < Difp.

1—Dip < (1— D)+ D% (1— DY),

und fiir beliebige Vektoren ¥ gilt

o= Dheinew | <] (1= D e=onsw| 4 {1~ Do
Mit Hilfe dieser Ungleichung erkennt man leicht (5a) M;x 0 My € NMy;.

Schreiben wir die Ungleichung in der Form

121l |[{r = DRje-ia w|| < ||| {1 - Digleiaie | +]| {1 — Digfe=srewp

so folgert man leicht Ny NI € IMjx, also (5b).

4. Beweis der Aquivalenz von Forderung (I) mit der
Vollstindigkeit der Kandle (8).

Wenn Mjx @ M F H ist, so folgt T OK, F 9,
v
weil nach Konstruktion X ® &, C Mz © My .
v
Wenn dagegen Mjx @ IMjx=9 fiir jedes Paar j, k,

|+

so wird die Vollstindigkeit der Kanile beweisbar. Wir
fiihren letzteren Beweis in mehreren Schritten:
A) Es sei ¥ € Ijz. Nach Voraussetzung muB} sich ¥

eindeutig zerlegen lassen in
V=% +%,, wo ¥,€Mp,
und /, m irgendein Teilchenpaar ist.

B) Wir behaupten zunichst, dal auch ¥, € Ijx gilt.
Dazu schitzen wir ab

T2€ mlm

| Dk e-intw, || <|| k{1 — D} e=int || + || DE D e—init ||
<|1—Dle-intw || + || DE D e-intw,| +| DD einty|
o E R I

Benutzt man die nach (3,4) geltenden Eigenschaften
der drei Summanden dieses letzten Ausdrucks, so sieht

man, daB || DE e-iHty || mit wachsendem ¢ gegen Null

gehen mul, q.e.d.
C) Damit folgt sofort, daB auch ¥, € I gelten muB.
Folglich gilt

i 0 M} @ AMjx O Nim) = N

D) Es sei Eji; der Projektionsoperator auf den Raum
;% . Aus C folgt dann die Kommutativitit 2

Eik Etm=EimEjx
verschiedener Projektionsoperatoren. Also ist 20
Ejx(1—En) +Ejik Etn+ (1 —Ejr) (1 —Emn)
+ (1 —Ejk) Em=1

eine Zerlegung des Eins-Operators in vier orthogonale
Projektionsoperatoren.

E) Diese Zerlegung kann nun weitergefiithrt werden,
etwa

Eir Eim Eap + Eji Eim (1 —Eap) =Eji Eim
usf. Berticksichtigt man bei dieser Zerlegung schlie$3lich

samtliche Paare von Nukleonen, so wird man zu der
zu beweisenden Relation

E @RVZS
P

gefiihrt. Die Relationen (5 a+Db) lauten in Projektions-
operatoren geschrieben dabei

(1—Ejx) 1—Er) <1-—Ej,
(1—Ejx) En < Ej,

oder auch (Q1—Ejx) 1—Ewr) En=0 usf.

20 Vgl. z.B. G.Lubwie, Grundlagen der Quantenmechanik.
Springer-Verlag, 1954, S. 59/60, 382.



