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EINLßITUNG und ÜBERBLICK 

Die mi tt,leren nn,o il'cb'11C1'en .'\t(>JJl'~(\rne zcigMl clCperLMntell 

folgende gomeinsame Eig~nschnften: 

.; 

·1). Ic Innern <ler I~erne ist die Nukleone!ldichte g(x-lnahezukonstnnt'­

Ih~ Betra(; {st dort für. a.lle betrachteten Kerne nahezu gleich:'·: 

."..niesen Wert nennen 'Wir ~'" . 

~). An ·der Kernoberfläche fällt oie Dichte ·steil ab; als "0berflä-

chcnaehicht" dofiniert mun ·dnaj~ni~Ct· Gebiet, in dem (}ie Dichte 

~(~) von 90~ auf 10% des Wertes im Innern dos Kernes (~oo) 
+) abfüllt. Ihre Dielte sei t 

3). Die Dillllungsenergie H der .Kerne ist in erster Näherung dem 

Atomge"licht A proportional .("Sättigung"), ebenso "Weg on ~)., : 

2). uas Vol umen V; V~ A/foo . 
&: ~ tJ':c...."'::W 

Es 8 ind also ~ .. , t, 11/ A und V /A nahezu/unabhängig vom ,\tmage-wicht. 

In formaler Analo~ie zum (kugelförrnigen) Flüs.aiglcci.tatropfen . 
vermuteten daher Gumow unll ~.'~eizslicltcr fiir uie Kcrnbinllungsenergie 

II, (QI.. und ~ 'sei en von A -anaiJhängige FnlttorenL 

H :Ql..·A 
und deuteten den ersten Tere .(s.l).) a10 volum-, den z' ... ei ten als 

oberfl iichcnrroporti.onnl (Oberflächenenergie). Fiit;t man~n d~~ J,.l!--

, ~: I, 

SB tz (1) noch j.e e iJlen Coulomb-, @YI'UDe-orie 'tUltl P~arI:iRg8·tel'R.dhinzu·, 1) 

(Bethe - v.\.reizsäckergle~chung), SO lußt eich der mittlere Vcr1lmf 

der experimentell qrMit/f;~ltcn yorte H(A) nacl.t Anpassung der noel! 

freien FaI:toren (0(, ß I· ... i) rec!lt gut wiedergeben. 

Um die FaI.toren d,. und ß theoretisch zu bestimmen, betrachten 

,.fir als einfachste quantenmechnnische NHhcrung der KernstruIctur das 

Fernigns-Nodell, d. h. ein· SY8te~ von N identischen Fermionen ohne' 

~Jechael",irkung im Grun<lzustand, welches durch ein iiußeres j'ot~ntial 

V (~) gehunden wiru •. Es sei on nur sol ch'e j'btcntiale zu~elassen, fHr. 

welche die 'feilchcnclichtc fiir. geniigend hohe ·'feilchenzahlen die Re-

fl.·lJofr3i;autcl' (195G)++) fand experimentell t::::~,qferlllit .ao,de den 
l(crnr.acii U!'l zu R,/:l.:> "ro,{\''l I YOr..-l,~'" i \l.h. Q.tSQ ~ ... (.!tf=-y.*r1 

.• 

Ir'1 Litt;iatul'veneichnis (Anh.lt) sind die Zitate alphabotisch und 
noch Snhre3zahl geordnet angegeben. 

Alle wel teren FLlßnoten sind fortlauf end numeri 'ert u. finden si eh 
go schlossen als Anhang :3 ~ . I 

., , 
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dingungen 1). u. 2). erfi..illt; wir beschränken uns sogar a.uf Poten-' 

tiale, welche null innerhalb, unendlich nußerhalb eines konvex'cn 

Körpers ~ sind. Es sei zuuem zunächst N so' groD gedacht·, daß die i 

speziellen "Schnlcnstruktureffekte n , cl.h. die individ~lellen 'Abwei'" 

chungen der.einzelnen Werte der Gesamtenergie II(N) gegenüber deDl' 

mittleren Verlauf von H (N)' vernachlässigt 'ierd~n können. In d iosem, 

einfachsten quo.ntcruncchnnischan Modell können wir die Größen f~ und' 

'U(N) miteinander verknüpfen. 

, Ziel dioser Arbeit ist es nun, in die8e~ einfnchen ~odell die 
I 

Abhängigkeit der Funktia~" H(N) bzw. genauer des Faktora ~' - d~r' 

Faktor ol..., ist schon: von 11. Heyl (1.915). für belie~ige Kerngestlo\11~'. 

berechnet ,",orden - von So. und Eigenschaften der Kerngestalt fest­

zustelleno Dabei verden \dr eine Ab~ä?gigkeit v~n ~(N). von de~ Korn-

, oborfläche S ,,"on einer möglichen V .... / 3-Abhcingigkei t J V sei das Volu­

men des Kernes, zu trennen haben, 

I 

Da die Be ~he .' Vo Heizsiic]{crgleichung dcn llli ttleren Vorla.uf der 

ßinc1un:~senergien iHr relativ l~leine 'Nul(leonenzahlen (A<:a2hO entspri~ht 
N=6o) wiedergebon soll" miissen "ir in UOl3crer.l 1-fodell. bui 8'~1 !i:loh~/.!n 

'1'td le2:!all.z;o:'l~~ .~uG:~ U!},(J.l c'Ud Einll u:3 de1' 8·th.:-"l '2~i:! tl';:;lct<lI'ef .r1!'}.:t~.& nur Gon 

Verlauf. voo n(N) untersuchen (8.1\ap; IrI-V). 

h'egen der runden, kugeliihnl i ehen Gestal t dor virl(licll(m .\tom­

kerne ist fiir diese das Verhältnis s/v'2!3 nur sehr 1icnig unterschie­

Jen, - für nlle Körper t:r, die durch ÄhnlichI(ci tstransformatio'nen 

inoinander übergehen (insbesondere Kugel) ist es sogar fest. -Man kann 

daher bei Fllnldionen, welche von Eigenschaften der Gestalt. der: Kerne 

abhii.ngen, empirisch nur sclniTer z\o/ischen S- unu ~/3~''propottionalen 
Termen unterscheiden. 

Austatt nun im Modell die Gestaltabhängigkeit von lI(N) etwa an 

Rotationsellipsoiden als NKherung dßl' Gestalt -wirklicher Kerne fest­

zustell en, ersehe int es naher pralttis eher, ~rst fUr Körper lS i rgend­

eines bestimmten 1'yps 1a) iHr verschiedene Proportionen die S-Abhö'n­

gigl(eit vov. n(N) bei fcstgchaltenem V zu untersucnenv und ~ die 

AhlüllIgigl<ei t von H(N) vom Typ von dS zu betrachten. Erweist sich 

also ein etwa für Quader gefundener oberfiacllenpro~ortionnler Term 

als unabhiingig vom .Typ von 'tJ', so 1drd er auch fiir die Gestalt wir}(:-

• 
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lieber Kerne gelten. 

Betrachten wir nun die Gestaltabhöngigkeit von (1), so er­

,.,eist sieh der erste Term vegen vsm/~ .. (s.auch 3)., 5.2) als volum­

proporti onal, ,.,ährend der zW.ei te sowohl oberflücho~- wie' y2/3_pro-

portional sein Imnn. Eine Ober.:flöchenproportionali tat vormutet man . ~./ 
dab e.l in Analogie zum Tröpf.chen, iHr welches ~ '" ~ .S/\fh -gil t,. Dabei ist f3 eine von der Form des T;,;opfeos unabhängige Ma-

terialkonstante von der Dimension oincr'Ener~ie und ~·S~ die Ober­

flHche~8pannung. 

In der Hoffnung einer zumindest teih .. cisen Oberflächenpropor-· 

Q·NV1 
( )' tionali tiit von r in 1 schreiben ,dr IHr die Gesamtcner!A;ie 

als Ansatz: 

(2) 

Do.bei sei ci.'·.il .. eine von VolUI:1en und Oberfläche unabhnngi:;e Konstante' 

(von der Dimension einer Bner~i~ und 08 gelte R(~)=o(V). In. n(~), dom 

nostglic<l, sei uie ;;esat:Jte von den beiuen ersten L'ermen nicht erfan­

te ~ -.\bhiingigl.e i t von II ontlwl ten, insbesondere also der 'V ~/3 ~pro­
portionale Anteil.· 

In unsereI:l Hodel! Hißt sich noben Ql in bestimmten Fällen ein 
~ 

~M expli~it berechnen, von dem wir jedoch nicht wissen, ob ee schon 

die Ganze S-Abhiingiglwi t enthiilt. \{ir betrachten daher (2) in der 

''''eise, dan wir fHr ~ den Hodelb.ert ~M einsetzen. ,Der zugehörige 

nest~erm RM (&) ist dann, fnlls PM nic~lt gleich f3 ist, aucll noch 

oberflächenproportional. RH(tt) '.erden wir abschätzen. Den Index M , 
lossen wir im folgenden fort. ne~ zweiten Term der Wcizaäckergl~{-

chung }eönnen \dr nun genau dann mit ~·S vergleichen, venndie A.b·: 

schätzung des Restterms R(~)~O(V2/~o(s) ergibt. 

DeI' : O~:erf lü:chenterm ~S unll der Restterm R(~) entstammen in 

unserem· Hodell verschiedenen Sachverhalten: 

Be trachten \-fir zunächst die zu den N tiefsten Eigenwerten 
, 

gehörenden unbegrenzten l-lcllenfunlttionen der "Kernmaterie ", cl. h. 

in einem Kasten (der Kastenlänge t und des Volumens V) durch 

periouische H.uncibcdingungen quantisiorto und norraicrte ebene ,",~llen, 

"'üIelw ~dün g;mzon naum erfüllen. Die Dichte S>C>?-) I die'ser Kernmn-terie 

üd-. rlf'.fll1 io ~anzcn IlnUJ:l konstlUlt, ~(x) "" ~oo ~ N/V. Für die Energie 
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erhält man neben dem Volumterm ;;:,:V einen Rostterm R ,(\0), welcher 

nicht vcrs'chwindet und R(:') in (2) entspricht. Es ist R(IO )-0 (V) 
" 

un~ dio experimentelle B4miihrung der Bethe':'v~ \foizsÜcker-Gloichung'. 

liiJ1t mindestens R(IO)aO(V2/ 3) erhoffen; 
, .. 

Der nestterrl ist eine Folee der endlichen' Größe der Teilcllen-
f • 

, .' . . . 
zahl, N. 'Dotrnchtet t:lnn nlU-llich, vie in dar "Theorie der Kornmnteri c 

üblich, den 111:108 V-.OO von (~) f , .. e1cher bei festaeha1 tenom g .. 
den Ut16B. N" 00 entspricht, 

1 imes (n/V)fflI -'t ~ee 
V-.Oo. f 

80 geht von (.!!) sowohl ße8tterm ldo OboJ'11iichenterm verloren, und 

mnD behält die für Kernmnterie bekannte linenre ~eziehung: H-«.·:V" "'·N •. 

Der Oberflächenterm (~·S) in (~) ist dage~en eine Folge der 

rnumlichen , Degren~u~g der lIellcnfunlttionen durch ';f:y, genauer eine 

. Folge tIer VerßchiirfuDI: eier Rnndbedingungen: die '.Iellenfunktionen 

müssen wirklich n~ll nut der Oborl1Kche v9n~ wer~~n. Ein Oberflä­

chen term (eben8o wie n(:")) tri tt auch dann auf, ''1enn die h'echsol­

wirltung zvlechen den Nttklconcn gleich null ist. Der, potentielle An­

teil des Oberflächenterms versclniinrJet dann aher, 'Weil stets ent-. , 

""\'~!J, ; . 

,(oder das Potentinl oder (1ie Helhnfunldioncn gleich Q.p.ll sind 

(wo~on (Jes 8po~i(!llen Anslltzcs iHr ~a8 Potential V (i)"";). 
Dio Ana.logie z,iischen Atomkern }lnd I,l.nssisch betrnchtetem 

FIUssiglioi tstropfen, geht nicht sehr 'iCH t. Dn_8 klnssi sehe System 

hat keinon lrinetischen Anteil (lor Oberflächenspannung. Dei Ab-

schnl ten der Ifec!lsel,drJeung und fehlendor (iinnerer) potc~tieller 

Encr~ie vorsclndncl~t bei ihm 818.0 auch die ObcrUiicbenspnnnung. im 

Gcgensa. tz zum qultn teru:Jechnni sehen System (I:crn), fHr <lns jedo eh 

mögli cherwoi se 'im . Falle starltcr ,1/13 ells el "irlmng (" fl lissi gl(ei tsnhn­

lieb") der kinetische Anteil vernachlHssigbar ),lein ge~en den potcn­

tie lIen ist. 

In Kapitel I wird zunächst gezeigt, dall sich im Fcrmigas-Ho­

(JeU (He nach verschiedenen Hctlloden (Hill & Vhceler bz\~ .. Swiatcoki) 

fiir qua.derförruige Kerne (bzw. fHr "von c"inor JIalb~benc begrenzte 

Kcrnru~tcrie") berechneten Mod~llobertltichenterme nur durch die Defi­

nition der Lage ~~r KcrnoborflKcbe unterscheiden; diese ist in unse-. " 

rem Modell, im Gegens~tz zu der Lage,der Oberflöche von ~ (der 

. ; 
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11 Potentialober:Cliiche "), noch in geringem' l>fan~ vi llkiirlich. 

Aus den von Hill & lIheeler bZli. Swiatecki a~gegebenen AusdrücltCIl 
i 

l.,erden wir dann einen Ausdruck' für die Gesnmtencrgie ß, des Fermio-

nensystems nbloiten, welcher Dur von der Teilchenzahl N, der Süt-

tiaungsdi chte j.. und "Gestnl tparBJ.'letern rt (z. B. sjy2/J) abhängt und 

somi t im Falle Itonstant angenommener Sätti~ungsdichte dns '~e8uchte 

Analogon zur v. ~/eiz8ncltertormel (1) darstellt. Der numorische Wert 

der spezifischen Oberflnchenspannung unserer Formel wird dann mit dem 

(über die' v.Ueizsiicltergleichung gewonn:en) empirischen ~/ert verglichen. 

Dieser e~piri8che 11ert der spezifischon Oberflächenspannung \st je­

doch aus den nindungsener~ien der bekannten Atom.lterne bestimmt wor-
f 

den p welehe nnberungslfeise Jmgelf'örmig sind und deren MMsp.1l70n,~~1I!n " 

endlich, sogar I<leiner als ~80 sind. Dnher ist zu priii'cn" ob die in 

unserem '~foc1ell iHr qunde~förnige Kerne naYClptotisch großer Teilch'cn-, 

zahl an~cr;ebene I~ormel fiir die Gesnntcner.1ie JI auch iHr lmr;el!öl'­

oi~e Kerne endlicher Tcilc!lenzahl vcr"endct' \{er,lcn )::alm. (einer l[a8-

senza.hl VOll Z ~ n. ~no en tS;lricht "e~en der Spin:" und laospinentartung 

im Uouell eine 'feilchenznhl N ... 70). 

In I~apitel II 'drd daher die Hypothese aufgestellt, unH für 

endliche (hlcine) Teilchenzahlcll und "!iir Körper beliebi.:;er Geetal t 

dar J!l.ittlore Verlauf der 'Gesaotonerr;io des Nodclllterno8 duroh die 

in Knp.! angegebenen Formeln richtig wiodergegcben wird. Im Gcgen8~t2 

zu der mnthetlat.:!.8chcn Vermutung der Gestal tunabhnngigltei t dieser 

Formeln fiir asymptotiach große Te il chenzahlen l~ann !Hr endliche 

Teilchenzahlen die JlYi'lotheae nur nUll1erisch und an einzelnen (mög­

lichst ver~chiaden, ~e8taltete'n) TC8tkörpern gepriift \t'erden, weil 

die einzelnen H-h'erte natiirlich in gestal tspezif.ischer "eise 

streuen. Nur der mi ttlere Verlauf' von II L!:.t u~j~l:1C'~,wr.~·eis\:,: ~ültt.a.i t­

unabhängig. 

In den Abschnitten c) - f) wird das zur Unt~r8uchung dieser 

Frv.ge vCrl~endete Verfnhren ,angegeben. 

In den Kapi teIn III ,- V werdel1 'dr dann fiir drei Testköfper 

se~.r verschiedener Gestalt den mittleren Verlauf der Ge8ru;):~en'~rgie 

II für einen endlich großen Teilohenzahlbereich bestimmen und mit, 

dem Verlauf der asymptotischen AusdrücJte des l{n;>. I vergleichen. 

Das l~r~ebnis der Arbeit ist: Aus clem Fernigas-Hollcll Hi:Jt sich 

'j 

, ; 
, , 

.d 

, , 
~ 

" 

" 

, ) 

.... , 

" 

fiir asymptotisch ar:oOe Teilchenzahlen '- allerdings ohne genü~end sqharfe 
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Rcstterrunbschntzung - ein Ausdruck für die Geaamtenergi~ eines in 
,/ 

ainem Körper von uer Gestalt oines Quaders eingesohlossenen Fermi-

gases ableiten, welcher von gleicher Struktur wiej die tür die Din- / 

dungsenorgie der ,\tornkerne au/gestell to hnlbet1piriBcl;l~ v .. '.Ici~siicker­

faroel ist. Der Oberfliichentero von n(N) hiingt nur von der Sätti­

gunbstlichte foo und dom Verhiiltni.s s/';'/1 des Quaders 'ab. 

Fiir en«lliche (l.leine) TeilclHlDzaillen wird an tXl'td \ Teatkörpcrn 

sehr vcrschie~ener Ge'iltalt (und vorschiedenon.Vorllllltnissen s/-/2/3) 
gf!zcigt, daß der rni ttlcrc Vorlauf der Gesnntenergie II in' zwei ter 

Näherung durch 'die tür Quader gogebenen dsymptotis~hen Formeln rich­

tig 'viedel'gogeb~n lfird •. 
, 

Der Itcstterm erweist sich als im ~fi ttel numerisch l[loio gegen 

den Oberflächenterm mit einer relativ zum Oberfliichenterm abnehmen-' .-, 

den Tendenz. Di'es legt die Vc~l1tung unh<!, daß 8symptotisch ' 

n(~) ~ o(V2/3) sein mUßte ~). 

Damit i at aus dem Fcrl!ligas-Modell e,in ~xp1i~i tur Auedruck für 

die spezifische ,ObarfliiohonsplUlDunJf deI' ,T .• Wohsnclterformel ange-
geben.' '" \ 

" 

I . \. 
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, ~PITELI 
'/ 

, , , . \ 

/, 

, . a) Die llalbraummethode von -Swiatecki 
i 

R.lIofstadtcr (1956) gibt als besten experimentellen 'vElrt für 

den Faktorp in (1) (fiber die Methode der Dcroclmung 9.J\nmcrkung 1) 

ß .. ( ~ r 0,2 • ~ ... 17,8 MeV, ,ro ... 1, lformi an. (t' beze~chnet ~~n, als 

Oberflächenspannung ,~6" ... 117 MeV /bnrn', Der obern nchenproportional e 

Anteil der Kernbindungsenergieist dann ES 1:1 ßA2/') ... e-'S, wobei A 

das Atomgewicht und S die Kernoberfläehe ist • 
. , 

, \ 
. \ 

Eine riohtige, theoretische Ableitung einer~Kernoberflachenspan-

nung aus e~nem Kernmodell gelang zu~r8t Swiatecki (1951) im Fermtglls­

,Modell für die von einer Ebene begrenzte l{e~llmatcrie" als-einfachstem 

Fall einer Kernobe1'"fläche. Gemeint ist ein, Potential der Gestnl t 

"" I' ( ;:;t) ~ "" /'( X):: J 0 ('-Ur ~,) 0 }' ..3. ( , V "" - V l'lJ,'lld '\ "'0 J >t Ir )(j'll~); 
~ ist der Paramhter der "\!andschriige" des Potentials: 0 __ littE'; 00 • _ 

.swiateclti's, Vorstellung war dabEI!. dun man in diese~ Ansqtz unsichere' 

AnnahlIlen über die Kernkräfto vermeidet, in der Hoffnung, daß die 

lCernob'erflächeneffekte vor allem eine Folge des einsei tigen Abfalls 

de.r Dichte uon des verschieden raschen ~ieichsizmi3en Abfal~B der 

ein7.eln0n ':e11 enfunlttionsbeitrüge' 8in~;, welche ,durch oin bo~renzendea 

Potential simuliert wcrue.n können. Dabei wird die Oberflächenspan­

nung abhängig von der Dichte im Innern ("Kerrimatel'iedichte tl
) unll dem 

Pnrametet' ~ • (Dds Minitlllm von 6' beziiglich 'Tl.. li eiert zugleich 

eine theoretische AUBsag(J iiber'die Oberfliichendicke t). 

Das Problem, die Bindungsonergie H eines N-Nultleonenlt,crns 

zu berechnen, soll te nach Swiatecki al so näherungs,~ei8e gelöst ,~erdcn 

durch folgende Zerlegung in Teilprobleme: 

1), Bestimmung v?n fco und H(V)/V fUr Ker~aterie. Hier geht der 

Kernkraftansatz entscheidend ein (Sä~tigungaproblem). 

2). Bestimmung von ,Oberflächenspannung und Oberflächendicke t für 
, 

eine von einer Rul bebene' 'tY begrenzte lCernmaterie bei Kenntnis 

von.f'oo und U(V)/V aus 1). Die Kernkriifte g~hen Über das äußere 

Potential \f(x.) , ein und' , .. erden· explizi t nur in erster störunga­

theoretischer Näherung berücksichtigt. Diesen Schritt nennen wir 

die "Halbraummethode tl
,. 
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3) .. Bestimmung der Krilinmungsabhiingigkeit von 11 tUr den Fall, daß ~ 
eine Kugol'ist, bei Kenntnis von~""J n(V)/v,'tr un~ .. t. aus'1}. ~.2). 
Kernkrnlte geilen' nur iiber 'das Potential V(r) ein. I 

4) •. J[öhere Näherungen. 

Auf diese 11eis9 8011 te nach SwiatecJd der gin:fluß, der Gestalt dcs 

Kernes nuf' die BindUn~senergie stufenweise immc,r besser berilcksichtigt 
, ' 

werden. Auagefiihrt wurde von ihm nur der z' ... eiteSchrttt. Die Eigenart 

der Swint'ecki 'selIen Methode, die Ober:Uiicll(~n9pannung durchunmi ttelbn-III 

re Detraclltung <lea Abfalls der lv'ellenfunkti onen am Hande zu gewinnen, 

gestattet, sie unabhängig von den Werten.vo~ V und N zu berechnen. Die 

Existenz des Restterms wird dabei von Swiateclti nichtbemerl{t. Er be­

trachtete daher, ohn~ Rcsttel'Dl, OberfHichenspannung im limes N ~ co 

Für die Gesumtenergie würde sich bei gleicher limea-Bildung schlicht 

wieder Il(V)/V CI ;{ ergeben.· 
". 

\ Die ·'IIalbraummothode", d.h. der z-weite Schritt des Swiateciti '~chen ., 

Programms, gibt nur im einfachsten Fall (d.h. wenn"'/. "'00 ist und ohne., 

Zwei tei1chenwechsel~1irltUn~en) explizite :;) Lösungen: 

Das Potential -
(3) V ("t) c: V(x) .;1

0 

0'. . 100 
, ' 

, 

für 

beacllriinl;t die N \fellenfunkti onen 'f (~) auf clen Halbraum 0" x . 

Es sind ebene, in x-nichtung 'stehende Vellen (wegen ~(O'Ylz) ... 0), 

" 

, ... elche ,in einem· I.l"rfel der Kantenllinge '.1 qua.ntisiert und normiert 

seion: 

,.J 

~(x)... '"'fJjF. exp~{ i(~~.Y + k ... Z)} . sin (k,;x) , 

mit n:,,"{~,}, ni gan:tzahUg, °1 >,0, i=1 p 2 p 3; k:= i!tt}"", (1T/~o(n112n~p" 
2n:;). Jeder Veldor "fl bzw. 1t stellt einen möglichen E::'g'{'l:17tu,;tttnd ! 

Im Grundzustand Bind die N tiefsten 

dar höchste vnn ihnen ist definitionagemäß 

ei:~N 

Eigenwerte b~ besetzt; 

die Fermienergie hr: 4 ) 

• 
Eine in zweckmäßigen Einlud ten gemessene 

"" Die Endpunkte der Wollanzahlvektoren .. k 

, I. 

Fermienergie ist f.fchr 0 2m/'b.2.. . 

liegen inn~rhalb der "Fermi-



'. '" 

" 

,~ , 

r 

. ' 
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hal bkugel" vom Radius VfF und bilden' ein orthogonales "Raumgi't'ter. Um 

eine lIalbJmgel handelt es, sich 'Wege~ der Voraus,ae,tzung kx;'nlT/L> 0; . 
" I" " 

Zuni:i,chst sei die Dichteverteilung berechn~t: ." ,-,.' , .. " 

, (6): gC xl' ~";€; I fot (X") 1
1 

= ? ·f~" '~'( B,; lf) • S ( lt) '. ' 

""'~O ' , n.~:.. O· \' '~ 

El'sctzt man die, Summation durch Integ~ntion, w,as, auf den Grenzübergang 

'J~"'oo ~1inau8Hiutt (über den gennuen ,iJbcl'gnng f~~enjl1iche L' fliehe 

Absclmitt c1«.), 90 vird r"e, 1 

(7) f(X:>. ~.(eA1I'1)·. fcm:·stn.~(lx·,X) .1 J,;l:'- mit- ~:~"Itl 
, «i" ,. 7Tr' ~2. 

= ~ . f rik· t'J eLf'J &.-3"'. ~h.~ • ~in.'-(>t. ~'. t4S ~) 'I 

o 0 0 

unJ man erhlilt nach der Substitution ,J'I:; 2·ß;)(", 
, ' 

't~:; ~ c..oS~ } 3~=2.·.v'i;'·X'" 

, * Br~>("" f L!. d .1..1' ""'('tI~ I f(~)' M~ ~ S1nt(~/iJ .(~," c.oS.ä-) h.' 
(0) 

, . ' 
;\Il. 0 • , t,. . (,{ +- S-GQS} 

~T" . r· "g<><) '3 Sln.,~ 
j?i ) 

Der Dichteabfnll 8 (x) an der Potentialv'and (:5) (s.Abh.l) hängt ,:' 
" 

also in dieser NHherung selbstverstHndlich weder von L noch von' N ,,' 

, ab!' solange' diese Größen gr'oß genug sind. Genauer:, es 8011 

~ '1 T' 
.A.., : = , ::;y , «L..t' ) 

I r V t.~ " , 
sein, d ~ h. ",h'c kleinste vorkommende Wellenlänge \." 2"11"'~ 8011 klein· , 

gegen ~ie Kantanliinge des Kastens b1eiban. Dnnn wird nämlich für }» l' 

(d.h. x~ ~/2) 8llt) im Innern des Kastens konstant und gleich,der· 

"Sättigungsdi~hte" ~tIO', :' " 8/a. 

(10) (~<X») \ =800 := Cf- :&' " 1. i ' 
)(~). b ",a . ~-. ~~ \ ,\ 

Alle Kerne gleicher s~ttigungSdichte ~QO\ haben in diesem Mode,ll also 

auch eine 'gleiche FcrmigrenzeQcr:ie h f . i 
Die Dichte fällt in e(neo re~ht, scl~nl9n Bereich uer GröDenord,-' 

rlung ~~ von ~oo 'auf null ab. Das erlamnt tlan aus (~) ; ~ (x), wird erst 

für J?::I 1, d.h. :tUr X.="- .. , merltlich von Sco verschieden. Es. ist . 
(11) (~Oi)\ = c::. ~ , 

'j >(<:<.,.. 5 tr 

( , f.) , \r 
' woraus si.ch bei Extrapolrttlon ' zufällig gena~ der 'Hert Ar fiir die 

" 
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"Ober.ilnchendicke" t (d.h. dor Strecke, auf oor die Dichte'von 90~ 

auf 10~ von ~ao abfüllt, 8.Einleitg.) ergibt. 

Die zni ttlerc Dichte ~~: ... N/LJ .. N/V folgt aus 

grr~t.ion : ~'L 
• $00 . j-J" sLi 

L/2. 2.. i 
o f 

l~" 

f~ :a. L~ • r.f{ x) d..x-

/ 
(8) ,durch Inte-

und wegen 
o 

(9) si(oo) .. TA und ~!: {?(X~COSX-Si~X)} .. 6.wird 

, (12) g<Üt ~= ~ 00' (~ -~) ) . ~:= if'~f · 
. Wollte man die berecllliete Dichtefunktion S (x) durch eine Stufen­

ltuDktion" joo' 0(,X-%1) ersetzen (bei .gleicher Höhe ~oo ), 80 müßte 

I' 

die ~tute bei festgehaltener Teilchenzahl N bei' "1 liegen. Die 

Flüchen tmter den beiden Kurven in Abb .• 1 sind gleich. mitte mnn also' 

kein begrenzendes Potential (3) und somit ebene 1/e llen e ,'.I(;,>t 

auch in x-Richtung, womit die Dicht,. überall )(onstnnt wUrde (Kernma­

terie), so miißten, ilM be,t gleichem N die Dichte Joo zu erhalten, 

die Wellenfunktionen im Gebiet Xl 'xiI't( Ir-x1 ) quantisiert und normi ert 

'fcrtlen, Swiateclti (iisltUtiert das folgemlermnr-en:' Bin \-J\~h~ \. "Kern-
A A) ( . 

materie" vom Volum.en VaL d. h.: die',{ellcnfunkt'ionen seien in ilie-

. seID '.filrrel quantisiert und nor41icrt) und der Dichte s>:O sowie <ler 

Tei lchcnznhl N zei~t al B Oberfliichenoffeld . uci ITinzunnlme einer 

Pot.entiahlUnd (3) bei x .. o - ei nen stetigeren Übergang' der Dichte zu 

"liPull ls (x~. Mnn geht also. von einem Kern "ohne ,oberfliiche" mit den 

Aus~nßen {V"'L'· i,-L~ L-2xl);- NI j .. } aus; die Hinzunnhme der "Ober·~ 
flüohe" (3) bei XaO und %-L verbrei tert und verflucht die. Dichtever­

teilung, so daO { V.I!, N';. fex) mit f(-t)~.rC)<)} die neue~ AU8caße 

sind .. 'Vir de'linieren nls Lage der "Dichteoberfläche" x"%l und als 

Lage der "Potentialoberflüche" ~.o (entsprechend benutz~n wir die 

Bezeichnungen "Dichtevolumeq" V und "l'otentialvolumen" V). Es 

soi nun die Obertlächenspannung berechnot. 

Für die Gesnmtenergie H erhiilt man, da die potentielle Energie 

null die Wel~enfunktion 

~ 
ha t, mi t 2.~ 1=& S folgenden Ausdruck: 

(13 ) 

, . 
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(14 ) E(x) == ,-"-t1:-1.-·{ 1 + f.{c4-~)cos~ - (1- ~)~l} 
Durc:l Inte~rQtiou (s.(13» von (x) er~ibt sich die "spezifische 

JJnergie", a.~. eHe Bner~ie pro Oberfliicheneinheit 6 ) zu 

mit 

(15".1.) 

HVS =; t . ~.L = t . E • (.!::..-~) 
ltn' '1:' 2.an ~ 2 

. 
J 

x ':Z 51' \-' 
~. 1r ...... F· 

Dnbei sind, wie nuch in der Herlei tung von (11,). Terme, die für L -,) 00 

versclwin()c.n. verrachliissigt. 

Die BßzeichJ,ungen ~, t oo entsprechen denen für die Dichte: 

l,v ist cli! 'Geslmtenergie dividiert durch das Potentialvolumen V, 

~~.~. ~o..iat elie "Siittigungsenergiedichte", 'd.h. die spezifische 

Energie von Kevmaterie der Di~hte g .. 

Die DiXf~renz: spezifischo' Energie unseres Systems minus spezi­

fisohe J':nerlTJe von Kernmaterio der Dichte ~oo ' v,elcbe das ganze" 

PotentialvollMcn V ausfiillt, knnn' man als Oberflnchenspannung be­

zeichnen {vr.·. (15»,: 

( 16 ) ; pi:::!: .' ((Q.v - f .. ) · ~ 

Der Index I be'zeichne den Bezug von II auf die Potentinlparrunetcr 

L und V (s. 15) ). 

SW'iate~ki bezeichnet nun als Oberflächenspannung die Größe Ol 
Si~ ist di Differenz: spezifische Energie unseres Systems minus 

spezifisc',e I!:nergie von l{ernmntorie der Dichte ~ao und gleicher 

'rei1chen~ahl N, (d.h. dazu ist eine "Räh're" VOtl Querschnitt 1 cm2 

nur von' xzaL/2 bi~ x"x1 tli t KeruJ:lnterie anzufiillen (8 .Abb.l)). Also 

ist rni~; (16) 

6'd. 12: t· (Ev.v' L~ - E«»,(l.Ii-)(~)):: 6p +~·eoo··~:a ~ 'E~()(1-Xi.), 
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und daraus folgt ~it (1~) und (15a) 

( 1 7 ) 6' d. . = ~ ,'E oe '. -1i- '~F-
I 

Der Index d bezeichne den Bezug auf Dichte,parameter. 6l ist 

allein eine FolGe der vc~~nderten Nullpunktabevegung derselben N 

Teilchen. })as' entspricht der eXl>. 'Vorstellung einer OlJerfliichenspan-

,nung. Daher weruell wir beim Vergleich mit dom empir~8chen h'et:tder 

Oberflächenspannung von 6J. ausgehen: 

• 
Die physikalisch bedeutungslose Differenz 

( 18 ) ( ~ - ~) :::. ~'l t oo • 1:/1 - Eoo ' L h.) '" .. ~" t oQ • Xi 

ist also d~rjenige Beitrag,J6f • 1felcher allein von dem Bezug der 

Oberfl ächen8pannun~ eines N - Fermionenaystems auf KernDlnterie ande­

rer Teilohe ~zahl (welche ja fHr 6f. die "Höhre" bis x..,o ausfüllt) 

hcrriihrt, bzw., 'da Svilltecld schroibt, der ",dllldlri ichen Oberflä­

chcndefinition" (flic!' x ... o statt XCIxl) enta~ar.unt (s,l1nrner~8e.tl.6) + 9». 
kurz: "der Oheri'Hichenterm (von Svintecki) ,ist abhängig vom ßezugs­

vol urnen" • 

Fiir das ~\()Bi tive Vorzeichen von ercL gibt Swiatecld einen an­

schnu'li ehen Grund an. In einem Jiunercn Potential der :trt (3)' gelangen 

,,.cehs(!hdrl.ull~s'freie Teilchen mit hohen l-!i;.;em{erten, venlöge tier stär­

keren Krüooung ihrer Wellollfunl~tionen oi t größerer "al1rscl1eilllicl1kei t 

nHber an die Potcntillloberflllcl1e (x=o) als Teilchen mi~ niedrigeren 

Ei~enwcrten. "Sie erforsc!len größere Volumina" (Swiatecl'i). Daher 

haben an der nborllöcho die T~ilQhen i~ Mittal eine. bijherG kinotische .' 

Energie nls'im Kerninnern 10). 

.' 

Substituiort man in (1) L/'2- mL/2t 
Daraus und aus (15) erhalten wir 8) für 

X1' so hat mnn H~S""~'~ca'(~"'(>(1-~ 
N und II, mit V.V+x1° S 

N ( 1, , V, sl • t :~ .v -
mit {f" (6~SClO f1 . . 
(19 ) i 1h, " . '" 

6fr1 ·V ,., N (~~IVI S ), 

( t( ~~ V H ~f-' V, S) :: ~ ~~T70 • 

und aus beiden 

(21 ) 

. , 



! . 

Swiatecki suchte sein Ergebnis (21) für den Vergleich mi.t den 

Experimenten zu, verbessern. Ilierfilr verwendete er ein nicht senkl"e()ht~ 

sondern schräg ansteigendes Potential (2), ~e,s8en Steigung dann als . 

Parameter zum Minimalisieren von H benutzt werden kann. Swiatecki 

hoffte, damit den EinU uß der ,Kernkräfte auf die Dichteverteilung ge-
I I 

nügend berücksichtigt zu haben. Er benutzte sie nur 8t~runßstlleoretisch 

in erster Nüherung zur Derechnung der potentiellen Encr~ie. Sein Er~e b- " 

nis für die "spezifiscbe Oberfllichcnspannung" p (de~ zweiten Koeffi­

zient~h tler v.Veizsückergleichung) war nicht. sehr gut. Er fand für 

~ ·1i1l"'r.~'dl 55!' des e:z:periment~llen Wertes. Er hatte je<loch die yor 
, 

den Hofstadterexperimcnten bekannten experimentellen Werte von 

ro.l,llf~t Evol/V .. 1I~,66 HeV benutzt. Mit den JIofstadterwerten r o.l,H., 

!Vol/V-15.?5 MeV ergibt die Reclmung Ton Swiatecki 66% der experiment~l~ 

len spezifischen Oberfliich'enspannung ,(17,8 MeV). sie liefert also eine 

für ein 80 einfaches Hodell ganz gute Näherung. Auch ~ie Obertliich'endi~­

ke t ~ird mit 3,8 f. statt 7 f. reali~ti8cher (8.nb~r (33)ff.).' 
~ I • J • 

I 

~) Die ·Abzähl1Dethode nach Hill & Wheeler 

I{iihrend bei der S,datecld-}fcthode zur 'Berechnun~ der Gosllmten'~r­

gie nach (13) zu@rst die Summation über die 7:ustiinlle',· danach die Orta­

raumintElgration auszuführen 'tar - was eine K.enntnis SO\rohl der Eigen­

werte als auch'der Eigenfunktionen voraussetzte - vertauscht man bei 

der Abzählmethode in (13)' Integration und Suramntion~ führt alBo zu-­

erst die Ortsraumintegrntion au~, welche die Norm ergibt und behält 

80 nur eine Summation über, die EiGenwerte, übri~, deren Kenntnis man 

allein ben~tigt. 

Da man bei <lieser ~:ethode , ... oder die Eigenfunldionen noc11 den 

Um\l'cg ilber die ßilfsfunldionen €(x) un<.! ~(x) benötigt, ist es mit 

ihr einfacher, die Abhüngigkeit der Bindungsenergie von der Gestalt 

der Kerne zu s~udieren. Dei Verzicht aut eine (z.B.störungstheore­

ti sehe) Deriicksi chtigung der Kcrnltriifte betrachten wi r nur äußere 

Potentiale, der .\rt ('ti g'ei e~n konvexer Körper): 

, --v(x) .. falls 
sonst. 

• 



", . ', .. 

Während wir in Kap.II die Abziihlm~thode allgemein dar~~ellen und .sie 

dann in d~n Kap.III-V benutzen werdert. behan~eln wir i~,di~sem Abschnitt 

das von IIill & h'boeler gerechnete 'Beispiel: ein ideales Femigns in I 
einem Quader. / 

, . Es sei also cl,- eil1 Quader mit den drei Kanten a1 ,a2 ,aj; dann ist· .. ;, . 

.. 

. V";'a182aJ sein Volumen 11), 8-2(81 a2+a2aJ+aJlll) Bein~ Oberfliiche und 

L ... 2·1f· (al +82+8j) seine 1':1 i ttlere totnle KrÜJ:nuung 12), deren' Einfluß hier. 

gleich mitbehnntlelt.wird. Nach (2.2.) gelten also fiir die lIellenfunk­

,--ti onen' die Randbedingungen 

(2J) ~(Ol y, i)· 'f(0.41'1,1) ·1f(.~Q,t:) ... 'f(XI~I'~)'" '«~110) .. 'ft)('YI~) ".0". 

Die Eigenfunldionen sind daher stehende Vellen mit den Eigem.,erten 

(24 ) 

wie ersichtli eh, bilden die Endpunkte aller' Vektoren k ,io Gitter im 

W'ellenzahlraum, welcher bis auf, d~n Falttor ti3 mit dem Impulsraum iiber­

einstimmt. Das Gitter bezeichnen wir als "reziprok" zu einem Gitter, 

~elche8 unseren Quader "f.::, als Elemententhiil t'. Das reziproke (t-) 
Gi tter hat die Gi tterl<onstanten V/ai j' du Volumen der reziproken Gi t-·~'· 

terzelle ist vk-(a.lI'f/v . Das entspricht dQr iHr asymptotisch, große 

Eigenwer'te giil tigen Auf teilung des Phasenraumes in Zellen der Größe 

h3 ; hier. gilt sogar exakt V.1i,3.Vk""hJ ., Im Grundzustand (s.S.8) bedeu­

tet eiue Summation·über alle besetzten Zustände eine 8u.mmation iiber 

alle N' Gitter~utllcte k (~e8 reziprolten Gitters)',welche innerhalb 

des Kugeloldnnten (ni> o.) 'Votl.Rndlus Vif liegen.' Auszu1.asse.n sind 

dabei alle Gi tterpunlete, 'für uie t.1indestens ein ni gleich null. ist; 

denn die zugeh'örigen l'/ellmfunktionen (,... sin Itlx'l/'(Ilj ) ·sind dann iden- . 

ti sch n l \l1, folglich nic!lt nor.(tierbar und daher in (21.1) ausdrücklich 
, . 

ausgeschlossen (ni':> 0). Es sind ganau die.jenigen Gi tterpunltte, ,.,elche 

in den Koordinatenenen (nimo) liegen~ 

Die Wellenfunktionen seien orthonormicrt, In der Be~ei,chnungs­

weise von S.10 wird aus 

(25) 1 = < 'Y I y).. 

nach Ausfuhrung 8'ller Ortsraumintegrationen 

(26) N = f (~ 1 , 
. }O 

) 

. I 

. ., 
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und es folgt wegen H 
N 

:0 ~ h,. i-. ~ 

(260.) H =- ~ ~' tm· Eil\, i 
~ >0 

dabei bedeutet n>o~ n1 ,n2,Dj>0. 

I ...... 

Denltt man sich jeden Gitterpunkt k (s.Abb.2) als Mi~telpunkt 

e~ner Gitterzelle (welche ein Qunder mit den Knnten ~ ist), 80 kann 

mnn die SUlDme (26) durch Integration iiber dns Volwncn des Kugeloktan­

ten abschätzen. Die Zahl der besetzten Zustiinde multipliziert mit dem 

Volumen' Vk einer Gitterzelle ist dar.n in ,etwa gleich dem Volumen 

des Kugeloktanten; abzuziehen sind dabei' die Volumina d~r" in den Ok-,. 
4. 

tanten hineinragenden Teile derjenigen Zellen, deren. lt in rlen 

Koordinntenebenen (bzw. sogar' in den Koordinatenachsen) liegen. Es 

handel t si eh jel\'eils un die mUfte (bz'W. sogar nur um ein viertel) 

die8e~ Zelleh. Sie \ierden beriioladchtigt durch ans Volumen der drei 
c 

. , 

"Koordinntenebenenscheibenlt {der Dicke t't.-
\ 

), vermindert um elen dahei' 

doppelt gezählten Beitrag der .\.chsenpunkte: 

(27) 'N "'~' '. {t .. Uf~ - iT:L .(L ... -L + -It-) + 
, Q. ft N I 3 r 't l' l.Q,4 aAL 1.0.. 
'. i"L "! 

(28) 

(29 ) 
16 tr + .' 

Analog erhält man die GesalIltenergie II des Systems durch Integration 

von ~ übe~ den Fermikugeloktanten : 

(30 ) + 

Elimination von f,.. liefert das Ergebnis von IIill & 1lheeler: 

S/V2/3 und L/v1/ 3 sind dimensionslose Gcstaltp~"ramter. Die JIerleitung 
,f • 

von (!!9) zeigt; daß der z'~ei te Sur.tt:land in· ,(~9 )-(:)1) oberfliichenpro-

polt"tional, nicht proportiona.l zt!. "I-/~. i~t':' Der Restterc wird bei Hill fl. .. : .. : 

\&eeler nicht diskutiert. 

/,< 

.' .. ~ 

\. 
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\, '&.). Ve~~leich bei der ,Methoden 

\ ' 

Sowohl Swiatecki als auch nill & Hheeler hab(lO nicht bewiesen,· 

, dan sie mit ihren Näherun~8ergebnissen (21), bzw. (Jl) aHe ober­

flüchen- bzw. v2/)~proportion~len Anteile von H(N) erfaßt haben. Bei' 

'beiden i 9~ uie einzig~ schlier überschnubare Näherung die Ersetzung der 

Summation (über die besetzten Zustände entsprechend den Gitterpunkten . , 
innerhalb uer FeI'ttiflüche) durch ein Integral (iiber uas Volumen des 

.Fermikugelokt~nten). Sie birij~ksiehtigen zwar den von den Koordinnten­

ebenen des Impulsraumes her'rührenden KorrekturteI'm in erster Nällerung , 
(~~el eher bei Swiat'ecki null, wie ,d rauf 5.18 B~ben ,.,erden, bei HilI & , 

'fueeler gerade den 
, ! 

Oberfl iichenterm ergibt),. schätzten ab'er nicht ,uep. 'Von 

'der Oberfläche des Permiku~eloktanten herrührenden Restterm ab. 

Das Zust'andeltornmen des Restterms sei zunüchst für die Hethoue von 

1Ii11 &lvheeler erläutert: Es sei wieder (s. 8.15) jeder Gitterpunkt p 

der zu einem besetzten Zustand gehUrt, Mittelpunkt eip~! Zelle. Diese 

bilden ein "Zellengebil<1~" Z, ,vom Volumen VZ:=NqVkp 'Von d,em kleine 

2Jpfelchen aus der Fcrmikuael heraus.ra~en (obwohl ui~se, zu Zellen ge;.. 

hören p deroo Mittelpunkte noch innerhalb der Kugel 'liegc~). An anderen 

Stellen wird uie Kugeloberfläche nicht ganz erreicht (s.Abb.2), Der Kor-, , 

rekturterm f'ir (~9) ist die Differenz der Volumina zwischen den iiber-

st'ehenden und den fehlenden ~ipfelchen in Einheiten Vk" ~eine. Abschät­

zung (lurch eine Oberflnchenschicht des Kugeloktnoten etwa von der Dik-

ke Vk 1/3 ist sicher nicht seh.r gut:- . 

(32) R ~ (i 'If tri. ' 'l ~Il ,1- .. L 'I, • V"l/"3 ) :: 0 ( V loh) 
g r~ vK 2:lr ~' ' 

Eine wirlt~iche VerschHrfung der .\bschlitzung von R ist jedoch schwie­

rig uno gelin:~t nur znhlentheoretisch 13). Das gilt erst recht fiir die 

en tsprechenue Abschätzung des Hestterms vcn ß, tHr die der Gewichts­

faktor ~ den Ausgleich der ZipfelbeitrHge auf den ersten Blick noch 

zu erschweren scheint. Dei endlichen Teil.chenzahlen ist nicht für alle . ' 

N der h'ert von ~ eindeutig bestitllIllt. r, könnte noch beliebig zwischen 

z'vei benachbarten Eigenniveaus gewnhl t werden: E,,:S tfo < €"H . Aus 

Abb.2 ist llies unmittelbar anschaulicht ßeien yt; und fi::: die 
n 1-\+1 

Radien bcnachbattel' Kugelscha.len, auf d~nen Gitterpunlde liegen, so 

ergibt jede "lahl von; zwischen e.; und E ... t. den gleichen "'ert 

iHr N und H(N) (cl. h. das g'l eiche ~ Ze' l1en~ebi1de" ). Han Itönnte nun 

" :, ~ 

, ",. 

,I 

. .,~ 
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orwarten I ,daß die Abschätzung (32 >, durch geeignete Derini t~on von fr 
verbessert werden ltönnte. lifr werden sehen. (\l..Q.p.\iI. b) ), dall es eini­

ge \{erte von Il gibt, für die sogar U(€f-) durch geeignete Wahl l 

von 1 zu null gemacht ,,,erden kann. Trotzdem läßt sich auf diesem 

,liege die Abschätzung (32) nicht verbessern. 

Betracht.en wir statt stehender nun ebene Wellen e ikX mit perio'­

dischen Randbcdi,ngungen ("Kernmaterie endlicher Teilchenzahl ,,) ~ so 

sind alle Gi tterpunkte innerhalb der gnn,zen Fermileugel zugelassen, 

auch die nuf den Koordinntenebenen liegenden., Der HilI & Wheelersche . , 

Oberfläcl~enterm versclmindet hier, der Zipfel term aber bleibt. Der 

Restterm ist daher allein eiDe Folge cler Endlichkeit der betrachteten 

N und zwar in dem Sinne, daß er roi t ,,~ach8endem N relativ zum Volum­

term versc!ndndet (a.Einleitung 8.5). Er ist' unabhängig von der 

"physikalischen Ober:t1nche" p' welche als Randbedingung die \lo11en­

funlttionen einschriinkt. Dos rechtfertigt naclrtrnglich die Aurspal,:", 

tung (2). 

Auch fUr <lie Swintec:d-Hethode ist unrui ttel bar ersl chtlich, (laß 

der Oberfläcllentertl eine Folge der \fahl der Eigenfunktionen is't j 

setzt man in (6) für Ilie Wellen1'unktionen ebene ':Iellen ~(~) .:eiKi< ein, 

80 versclndnclet der Oberfliichenterm ~ :Es ,dr<l ~(JC)"" S co 

Der Restterm bei Swiatecld verschwint.let dabei sicher nicht. 

Gemeint ist uer bei dem i~ergang von der Zustandssturune zum Integral 

in (13) fi. nötige Korrekturterm. Bisher w~rde gelegentlich uie 

Vermutung geäuDert, don der llestterm von der Größenordnung des Ober­

fliichenterms wäre. Das ,,,iirde speziell' ftir (14) einen Korrekturterm 

..... YL =S/V b~deuten b der dann nach Überga.ng zu (15) eine Korrektur . 
der Oberflächenspannung liefern wiirde. G.Lanzl (1962) glaubte d~nn. 

eine schärfere Abschätzung gefunden zu haben. 

, Der Be~eis von Lanz! geht V'on einem Quader aus mit den Kanten­

liingen L19 L~ und ;~. Läßt mon dann in tler Zustandssumme (6) L2 und 

L} ge~en unendlich gehen p so verbleibt nach Ausfiihrung der Inte~~ra­

tion iiber dkXpdky eine einfa.che Summe~ Welch!! man durch die Eulersche 

Summenformel in ein Integral umformen kann. Fiir den Korreltturterm 
\ 

(e'rster Ordnung) K erhllit mnn, 

Ikl 
.f. ". &1( .. fii' t Ä ll( 

--2.--"lf.;"'L
1
- t ~it1.~(h)('~) • (Ef-~j() } 

~ .. o' " ) 

-< 
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" 

wobei - Äkx 1T/L ist. Damit vi rd IR . ~ 

k == o (~) '" o( S/V\i) 
" ','" 

Somit ergäbe sieh kein Korrekturterlll zur Ol:!erfläohenspannung. 

lHe verhiil t sich (Jas zu unserer Fragestellung,? Dei endlicher 
, 

~ti ttell'unlttsclichte goo , von cler ja' die Oberflächenspannung abhängt" " . ' 

geht im limes L2,L)~OO mit, V auch N -+co • vergl.(21) mit (10). 

Somit bat Lanzl lecliglich gezeigt, uaD der Re.,stterm für N - 00 ver­

nachlässigt wnrdell kann (g,;Eillleitung" S.3 uno 4:); er hat daher nicht 

gezeigt,' mit welchem Tempo der Restterm llsymptotisch versclwinclet, , 

sondern ihneinfach(clurch Übergang zu No. M ) gleich null gesetzt. 

Für endliche (wenn auch über a.lle Grenzen 1iachsentle) L1 ,L2' L3, cl. h. 

für ~ndliche Teilchenza~lenJ rUr die wir Uns in dieser Arbeit all~in 

interessieren. da nur dann der' Oberflächenanteil der 13inclungsenergie 

im Verhältnis zum volumproportionnlen Anteil nicht verschwindet, ist 

eine Abschätzung des Restterms im Vergleich zum Oberflächenterm ungle'ich 

schwieriger. Fu"r dl' e Ab I ·'t d SCla zung er L1 -Abhiingigkei t von K ist der 

dimensionsloseFaldor sin2 (kx .x} irreicvant. An der oberen Grenze von 

kx erset;;.;en wir ihn durch L, Dadurch erhalten ,dr IHr endli~he L2 
und, LJ ge~ade vieder dif! :f'ii~ (Jen Restterm der Hill & Wheeler-Hethod e 

angegebene '(zu schwache) Abachijtzung. Resttermllbschätzungen für;'as., 

große N p bis in die neucste Zeit in der m~tbe1lJntiBchen Literatur 

viel, untersucht" 8011en in einer 'ieit~rep ,\rbeit behandelt· 'ier'den. 
,," . 

Für nnder~ Typen von ~ lronnte n('b) bisher, ni cht befriedigend 
, , 

abgoschHt~t ~erden. 

_E2_~~!_.9~~~!!~~~!~~!:~~ 
lIill & l1heelel" geben II(N) in Abhnugigkei t von Volumen, Ober­

fläche und Krümmun.g des Quaders 't:'J a.n, cl. h. in I'otelltio.lparruneteru 

(s.(:H) (im Unterschied zu den "DichtegröDen" von Swintecki). Damit 

haben sie nach S1iiateclti (8. (16» die auf Potentinlgrößen bezogene 

Oberflächenspannung €'p berechnet. Das Potential ist jedoch' in unse-
, 

rem Modell lediglich IIilfsgröße zur Erzeugung des Dichtenbfalls am. 

Kernrnn.rt. Für ni cbt une nd li ch ,,' st'eile Potentialwiinde kann' die Wahl 

der Lage Jder'IPotentiaioberfläcbe lt recht' ,wilikiirJ.ich'lerden. 'Die La-



:. , 

" 

. '", 

\, ,t \. '.~ . ! 

ge deI' Potenti'aloberfläohe muD dann 'neu definiert werden; ,das ergi:bt 

mö-glicher,~ei8e auch einen neue~ Zusammen.bolJ,:l:I,g zwischen Dichte- ~~d 
potentialob~rfliiche • Defini'eren' ,,-ir die Kernobar'iHiche durch' den ,(: ',,:, " " ," 

Dichteverlauf am Kernra~d' 14) 'lli'e 'bel Swinteclti. so ~irdfür das \ I .... ' 

11' 

,',', 

Kernvolumeb ' V , ',. ',' 

, ,lI,i.,...' , ~:' ' 

N'=~,·V !=~'V~~r"S' , "bJTEnr ' • 
L +, & a;'r... · ' 1'\ 

Damit ist zugleich auch im UÜ1-\fheele,rbild 'ein V: definiert und 

zwar ohne Kenntnis der We,Üenfun~tionen.' Setzen -~ir {J2} :in ()o) ein, 

soerhalteu'wir(ohne DerUcksichtung des KrÜlnntungsterms} gerade (21), 

" ,'."; 
.: 

d. h. das glei oh~ Ergebnis wie das von swiatecki. Die Übere instil'lUllungder:' 
, ' 

Ergebnisse' von HilI &: Wheeler und von ,Swiatecld \lei Bnug auf gleiches' 
I • \ '. • • • ; '.,'" 

Kernvolumen ist eine gute g.egelise! tige Bestätigung beider Hethoden., 

Fi~r Aiomkerne ~eniiaend' groß;r Teilchenzaltl Itönnen'wit annehmen,' 
, , 

darl im, Innern die Nulthonen<licht~' ihren Snttig tnt;s-wert uirltlich er-
, I . , 

reicht. Die8~ Be'bauptung 'iertlen 'Wir zuder.t in den Kajl.' III-V prüfen. 

FUr ,liese Kerne, ist es sinnvoll, neben N die theoretische Sfitti-
, . 

. gun~sdichte 'g 00' in, 1I als Pllraaroter einzuführen unt1. daf!ir die 

Variable 'Volumen zU eliminieren. \iir geben Jetzt also H in Abhfin-

gigkei t von den Kernparametern , N, uno S'0Il sowie von dimenaionslosen , 

Gestal tpara,metern (wie z. B. S/V2 fJ) an. Erst eine solche t ,.,eder vo~ .' 

S,da·tecld noeh von HilI &. Wltceler angegebene Darstellung der Energie , 

in Abhün~.igkei t von Teilchenzahl t, Mi ttelpunlttsdichte und Geetal tpa- ., 

I rameteril i'st die gena.n.e quantenmechanische Entsprechung der aus dem ,':, 

Tröptchen-l-lodell abgeleiteten v. Weizsäckerformel '(i)" welche ja den 

mittleren Verlauf von H(A) unter der Annahme einer für'alle Kerne' 

. gle iehen Sättigungsdichte, arigi bt 15). 

Der Geatal tParamot'e~ siV2/ 3 ist, bis auf Korrekturen ~öherer 
Näherungen, unabhängig von der DeHni tion der Lage der Kernoberflä­

che, ins~esondere ist s/y2/3.s~2/3. Damit fol~t aus (21) bzw. (31), 

d. h. al~ Ergebnis der Ablei tungon so'Wohl von Swiateclti wie auch von 

" Hill & Wheeler durch Umformung bilai .Substi tution und Entwicklung " 

{ 

'",' '?oll ~, ~ tt. .. u,4
11 ~ ill'" 

(:n) H(N,~ooQi:\u.de~=~ !.(b1f\'ciI)"·N + ~tff~ (h2.S ... ) "~.Nii-~'(6lT~",) '~.,.N3 • 
I 1m öl _ ••• - -; ~.." • 

Da der Fermigrenzimpuls k
f 

in diesem Modell gleich (611"1. ~ DO )1 3 - ~ - d-~\: 
ist, 80 läßt sieh (:33) auc,h schreiben als ßMo.,:;:. 

~~~t; ~ ~ N I ~ ~ IQ,,~k.) • q 1-~ '~{1+ ~ '~' (~~~l~ t .i.' ~ '~~'l'It;')}, 
=- .~l;. c_ t. L $~(lAcl vo .... h3) ~. h~ M .. ~.fiüc.Dt.~l ~ ~ l..ll.:'\UA.\ ,j 
l~~ U-lg, clU' ~ ~ ~ , ' /, ~ "3 (t~l ~'l'.~ r..i. SI ~ ,.: r 

, ()~), ... (N. ~'" ~) J:: ~ ~ ~ • .. ' .... ~, ... \h ) . ~~. 't\-) . N 'Ul(o'V3lJ '" ~·.t"~JS 

~.".~~I;~~~ß~~J~_f..l~~t.t~~~_,~:,~: ~,~u. L_", ,., ,.;l 
.' ':';""~' ~ ... , .... , ',J .•. ;' .. 'r.,!"{,:,~,,,·,·~:~,:.I.'~:'.::':'t".':"':::: .. ,:,." 



~. 20 -

::, ' Wenn wir ~ooal8 für alle Kerne gleich betrachten, d.h. tUr' 

~ 00 =const, gibt uns (33) die n,ach dem Fermigns-~fodel1 explizi t be~ 

'reO'hneten Koeffizienten (1/", ~ der v'. lveizsiickergleichung '(1) für deri 

" Fall eines Quaders :u. (als Kernform) an. 

Nunterisch erhal t man" wenn man (33) versuchsweise auf ein kugel­

,törmige B ~ überträgt (dieses Vo~gehen werden "drin'j{ap. IV recht- ' 

fertigen), mit der experimentellon ~iittigun=sdichte ' , 
, -~ 

'; fbO ~ ( '1~ " "(03 ) r o ... l,1 fermi, 

den \fert ' ß =- 11.1, r 3~HeV~ d. h. also 80'; eIes empirischen ~:ertes der 

"spezifischen OberfUiCl~,enenergiellpu:p.=17,8 HeV. Fiir die Oberrliicllen­

dicke t folgt aus der Dichteverteilung von\S1dateclc.i (8) t ... o p 67 

fermi, im Gegensatz zum emlliriscllen \{ert 
\ " 

_den ldnetischen Ante i1 der Gesnmtene,rgie 
• f. • 

von texp.=2p~ fermi. Für 

ergibt sich aus (33): 

Olkin",+60 p2 MeV; Es ist ol..~OJMt."!if'" =-'15,75 MeV. Für clen Koeffi-

zienten des Kl'ümmun~sterm~ in (33 ) erbalten liir als numerischen' 

'''ert 20,6 HeV. 

Dia sehr ~ute Überein8tinuaun~ der empirischen, mit der aus clern 
, ' , 

Fermigas-Modell abgeld teten spezifischen Oberflnchenspannung 

besagt noch nicht 9 daß unser Modell für die betrachteten Pot.entiale 

mit serikrechten Wänden notwendi~ auch andere KcrngrHßen beaondets 

gut nähert, "-, das zeigt schon 'die sehr unrealistische Oberilächen-, , 
dicke t '" (siehe aber die Verhältnisse bei abgeflachten Potentialen 

(s.uo»o Wir müssen das l'Ioc}ell mehr unter dem Geaiehtspunkt betracll-

ten, daß durch EinfÜhrung der Potentialwand (3) im Vergleich zur " ,';' 

Kernmaterie e-in Oberfliichenterm in besonders einfacher lJeise simu­

liert wird, welcher im Modell durch eine bestimmte Streckung des 

I!agenwertspektrums bei gleichem N (s. (:H» im VerhKl tni s zu einem 

. , 
I. " 

" \,' ::. 

in ~leicher "Te i se erzeugten Kernmnterie-Spektrum, bzv. (und) durch einen· 

untersclliedlich raschen Abfall der "ellenfunldionen in der 'NHlle (Jer 

Potenti alwand beschrieben wird. 

'Jedes Hodell mit Einteilchenpotential J welches eine gleichar­

tige (~ittlere) Streckung des Spektrums zu erzeugen vermag, liefert 

auch eine gleiche OberflHchenspannung. So liißt sieh z.B. mit einem 

rein quadratisch geschvindigkeitsa~hiingigeri Potential clurch·geeilne­

te 'fahl des Koeffizienten ,ebenfalls eine geeignete Streckung des 

'\ ',r" 
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SpektrUllls und damit der ricbtige Oberflöchcnterm gewinnen. 

Auf der anderen Seite hat Swiatecld das nuJ\ere, rein ortsab- I ' 

bängige, Potential V(x) {hei ebenfalls rein ortsabhängiger Z,{ei-:, 

teilchcml'echselwirkung ~ \(elche störuna~theoretisch beriicksichtigt 
.' , 

wur,de), als Näherung <leI' Kernstrukturzu ernst genommen. Durch 

"realistischere" 'fahl dessolben, d.h. durch Abflachung der Wände. 

gelang ihm z'~ar eine ganz gute Simulierung des Volumterma unu der 

\. Oberflächendicke t (s. S .12), der Oberflächenterm ,mrde dabei aber 

sohl achter. 15r ,vi rd (nach Slfiatecki) kleiner. für sehr flach ansteigen":,, 

de Potentiale Bogar negativ. 

Seyler & Blanchard (1962) ltombinierten die beiden vorgenannten 

Effekte: sie wühlten ein abgeflachtes äußeres rein ortsahhiingiges 

Potential und ein rein quadratisch von der Relativgesclmindigkeit , 
, 1 

1 

abhängiges Zw'ei teil cheupotential, welches störungsthc9retischbe­

riicltsichtigt wurde." l».lrch pasa-eude Hahl der Koeffizienten erreich­

ton sie eine ausgezeichnete Simulierung von Volumtermi Oberflnchen-
'I ' 

dicke und Obel'flächenepannung'(letzterer ergab sich zu 80% des empi-

" riechen Wertes). Allerdings haben sie ihr Pro~ranun nurprN,..l ~d.h. 

A""ll (Alpha-Te i.lclum) c::x:plizi t 3i t einer elektronischen Rcchenmasdline 

qusge riihrt. Ein iibnli,cher '.reg' ltönnte aber auel! fHr N).-1. beachri tten, 

werden. 

In unserem Modell ist nun noch ungeklärt!} ob (:n) unverändert 

euch :tür Kel'ne anderer Form und Gestalt (etwa :fii~ eine Kugel statt 
1 

eines Quaders ) gilt p d.b~ vor 61lem 9 ob der zweite Koeffizient in 

(:n) wirltlich !1roportional zu S/V2/~ für alle denkbaren Kernformen 

ist p und nibtlt nur zUfllllig für den'Quader' die abgeleitete Abhängig­

keit von (a1a 2+ a 2a.
J

.f. 63a1)/(a182aJ)2/3 besteht~ welchen Ausdrucl{ 

"I1rill:' dann lediglich s/v.2/ benannt habenQ Ausserdem müssen wir prü-

fen p ob fiir kleine~ den Massenzahlen der Atomkerne enisprechende' 

Teilchenzahlen N die fiir das Fermigas-Modell in diesem Kapi tel a.nge~ 

gebanen For~eln ~enigst.ns als MittelwertauBsagewgültig bleibenb 

Dies ist Gegenstand der folgenden Kapite!'~ ',' 

I' .: 
i • • ;'~ , ' 

/: v',: 

\' 
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KAPITEL, ,11 I' 

;, , ' 

,al. Einführung 

In diesem Abschnitt geben wir zunächst eine kurze ßinführung' 

auf die Fragestellung, von der wir in den folgenden Kapiteln ausge­

hen werden. 

\ 
Ziel dieser Arbeit ist es, ausgehend vom Fermigasmodell , für " 

die Oberflächenspannung einen expliziten Ausdruc1{ anzugeben, dessen 

numerischer, Wert nach Einsetzen experimentell zu bestimmender Kern­

paramdier mit dem Betrag der empirisoh 'bekannten Oberflächenspannung 

sch'"erer Atomkerne verglichen werden kann. Dieser ist dabei aus dem' 

, , 

mittleren Verlauf der experimentell ermittelten Kernbindungsenergien 

mi t Hilfe der Bethe-v. Weizsäckerformel gewonnen ,,"orden. 

Im vorigen Kapitel hatten wir als einfachsten Fall einen Qua-
I, 

der betraohtet, der als äußere räumliche Begrenzung unseres "idealen 
\ ' ' 

Fermigases ohl1e Spin" (d.h .. eines Systems von identischen, unterein-

ander wechselwirkungsfreien Fe;rmionen) diente. Fiir den Grundzustand 

eines solchen Systems hatten wir für don Fall asymptotisch großer 

Teilchenzahlen je nach Wahl der abhängigen Variablen verschiedene 

I explizite Ausdrücke fiir die Gesamtenergie H ( und damit auch der 

Oberflächenspannung) angegeben. Von dieaen AusdrUcken zeigt der 

durch (1(33» gegebene die ~leiche Art der Abhängigkeit von d~r 

Teilchenzahl N wie die halbempirische v.Weizsäckerformel 1(1) . 
. Die Koeffizienten der Potenzen von N in 1(33) und unter Ihnen der 

Ausdruck fitr die spezifische Oberflächenspannung des Systems hängen 

jedoch noch ab von seiner Sättigungsdiohte ~~ und von den Gestsl t­

paramtditu'n (s"': S/ Vl.f.:i. 1: "" L /V'tt,. ) des Quaders. Versuchswei se hatten 

wir dann in 1(33) anstelle der Gestaltpnra~eterdes Quaders diejeni­

gen der Kugel und als Zahlenwert der Sättigungsdichte 90Q den empi­

rischen \Jert für die Hittelpunktsdichte der Atomkerne eingesetzt 

(Für 9fft1 ist im Hodel1 kein b~8timmter Wert ausg?zeichne't, de~n 

diePe~mionen sollten ja nicbt mt teinander , .. echsel wirken). Durch. 

di.ese heiden Substitutionen erhielten wir aus dem Fermigas-Modell '­

hier genau aus 1(33) - einen Zablen-we:rt tür die spezifische, 

, , 

,' ... , 
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Modell-Oberflächenspannung, der von dem bekannten empirischen Hert', 

der spezifischen 'Kernoberflächenspannung nur um 20% abwich. 

" 

. ~. '. '. 
, , 

Eine so gute Übe~einsU~ungmuß bis jetzt reichlich zufällig 

erscheinen. weil wir bei dem be~chriebenen Vorgehen eine Reihe von ", ',' 

" '. " 
bieher llnreflelttierten Annahmen 'gemacht haben, niimlich: 

. 1)" daß die Gestnl tpuramter aller Kerne gleich denen der I{ugol sin4 

und alle Kerne gleiche Mittelpunktsdichte haben. Diese Amiahmen 

betrachten wir hier in genügender Nnherung als erfüllt. Sie .'wur- '\ 

den durch die Substitutionen in Kap. t bereits ausgenutzt. 

2), daß der Ausdruck 1(33) tür asymptotisch 'große N die Gesamt­

energie H in genügender Näherung auch dann richtig wiedergibt, 

wenn unser. Fermionenaystem von einer Kugel begrenzt wird. (Das 

wiirde bedeuten, daD fHr eine I~ugel ()t!r Resttert1 gegenüber lIem 

Oberfliichenterm aSYIJptotisch J,lein ist). Das ist eine sehr schar­

fe Annahme, denn wir haben'I(33) z'mr fUr den Quader angegeben,' 

jedoch ohne eine genügend scharfe Resttermabschiitzung, SO daß es 

möglich erscheint, dan der Restterm des Quaders vön gleicher Po- . " 

j' ; 

.\ ... 

"'" 

.,' , 

" t'- '.' 

tanz in N wie der Oberflächenterm ist. FHr die Ku~~el ist .bia- ' . -.• ' < 

her , .. eder eine, Formel I (:n) noch eine Resttermabschätzung herge~', 

leitet woruen. 

3), eine Annahme über das Verho.l ten der Gesl'l.mtenergie ,n unseres 

Systems fUr kl eine ("endli ehe It) Teilchenzo.~11en: de~ em'pirische' 

Wert der spezi fischen Oberflächenspannung ist au,uem mittleren \ 

Verlauf der Kernbindungsener.gien in Abhängigkeit von ihrer Nukleo-

nenzahl gewonnen wordeno Ein mit dem empirischen vergleichbarer 

theoretischer Wert für die Oberflächenspannung sollte in völlig 

gl eicher Weise aus Modell-Systemen mit vergleichbllren eildli chen 

Teilchenzahlen gewonnen werden, d.h.: 11111 aus dem Fermigas-Modell 
, ' 

für vergleichbare (l(leine) Teilchenznhlen, einen '{ert fUr (lie Ober-

flächenspannunR abzuleiten, dUrfen nicht ohne weiteres fUr asymp­

totiich große,Teilcbenzahlen angegebene AusdrUcke (etwa 1(33).) 
benutzt 'Werden. Vielmehr ist eine vergle"iehbare Oberflächenspan­

nung aus dem mittleren Verlauf der Gesamtenergie H des Fermio-

nensystems, 'in Abhiingigkei t von (len gl eiche~ Teilchenzallien zu be-
. . 

rechnen. '(ir haben alsotlie l\nnalJrJo gemacht, 

Ausdruck 1(:)3) den 1.1i ttleren Verlnuf von TI 

.da:~, der asynptotische 

fUr kleine (enJliche) 

'verte von N· minJeetena. in ~wei ter ~üherung richtig wiedergibt. 

'. 

' .• I 
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'l&) ein~ Annahme über die Mittelpunktedichte (Sättigungsdichte) des , 
Fermionensy&tems für kleine Teilchenznhlen. Fiir den numerischen 

. . ;' 

" . \" 

.,.,'; ".' , j' 

. Vergleich hatten wir in I(J3) fHr die theoretische S(ittigun~8dicht'e 

\,00--" v,on Systemen asytTlptotischgroßer Tei1chen~nhlen den empiri- " 

schen Mi ttelwe.rt '~M der Mittelpunktsdichte der Atomkerne :e1n3e .... ,:;:. 

setzt. 1(:33) ist jedoch, "'ie viran der Herleitung,::vou'S'wiatecki. 

gesehen hatt~ß, unter der Annahme 'abgeleitet, daß im Innern des 

Modellsystems die. Sättigungsdich~e \f co wirklich erreicht ,iird •. 

Für Fermionensysteme geringer Teiichenzahlen muß.dies gepriift 

werden. Aus der Annahme I . daß, S'<XI im lnnern des Systems 'lnrklich 

erreicht 'Wird I folgte durch Integration über die Dichte der Fermio- ' 

nen - 'Wie von Swiatecki angegeben - die asymptotische Formel fÜr 

die Teilcbenzahl N in \Abhiingigkei t VOAl S>OO dem Volumen und 

den Geatal tparametern des beg~e~zenden (~uuders. Daher ist die An ... , " 

nahme 4) identisch damit, daß die fiir asymp'/iotiscb groUe Teilchen­

,zahlen (ohne Resttermllbschätzung) ang~gebene Formel 1(29) für N 

in Abbängigkei t ,von rOll, V. S und L des Quaders den mittleren Ver-' .' " 

lauf von 'N ( 1'00 ,V,S,L) filr kleine Teilchenzah'len einos (von 

einer Kugel begrenzten) Fe'rmionensystems richtig wiedergibt und 

zwar in mindest'ens zweiter N"äherung. 

;i 

, ~, 

J ' .... • u.... .... ~ .'4-" . 

Die drei let~ten Annahmen fassen wir- etwas verallgemeinert 

in zwei Hypothesen Uber das Fermigas-Modell zusammen. 

:. ' 

" 

" 

Hypothese I: llie für den Fall, daß ein System von .' N identis,;i1en, unter-· 

einander wechselwirkungsfreien Fermionen von einemQu~der nacn außen 

hin begrenzt ,wird, asym.ptotiach fHr gro..,e Teilchenzahlen N. ange-

gebenen Formel~ der Gesamtenergie und Teilchenzahl des Systems (1(29) -

(33» gelten ~Rr beliebig große und beliebig gestaltete Kijrper als 

Begrenzung des Fermionensystems und zwar in mindestens zweiter Nähe-
\ ' 

rung (d.h.: die Restterme aller viel' Formeln soHen für bO,lie1)!.ei!! Kör-

per Qsymptotiach klein gegen den entsprechenden Oberfläch'enterm sein) •. \. 

Den Nachwei s der Richtigltei t dieser Hypothese (oder' eine Widerlegung) 

'ierden ldr in 'dieser ~\rbei t nichtfiibren. 

ßypothese 11: Der mittlere Verla~f der Funktionen H bzw. N wird 

für beliebig' gestaltete Körper durch die angegebenen asymptotischen 
I . , 

Formeln auch für, kleine (endl~che )hl'erte der Variablen in zweiter 

Ni:iherung richtig wiedergegeben, (d.h.: der jeweilige Uestterm ist 
I ' 

für kl~ino Teilchenzahlen wenigstens im Mittel klein gegen~en ent-
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sprechenden Wert dcs 8eymptotischen Ausdrucks). 

I In den folgenden Kapiteln soll nun die zweite IIypothcs6 ge ... 

ptüft werden. Dazu müssen wir für möglichst verschieden gestaltete 

TestkHrper Teilchenzahl und Mnergie für kleine Werte der unabhängigen 

Vnriabl~n berechnen und deren mittleren Verlauf mit den entsprechen­

den osymptotiacben AusdrUcken vergleichen. Falls die Übereinstimm.ung 

bei der für wachsende \{orte der unabhängigen Variablen immer besser wird 

(und zwar nur relativ zur zunehmenden Größe des Obertlächenterms des 

asymptoti Behen Ausdrucks), so wird das einen starken Anhalt J '1enn 

auch keinen Beweis dafÜr aehen, ob die erste I~pothe8e anzunehmen 

sei. 

Den ~enauon Weg der 'Priifun~ und die genaue, Formulierung der zwei .. 

ten Hypothese geben wir ,jetzt an. 

b}. Formulieru~ der nypothe~e 11 

Zunächst werden viI' die Abzählmethode für Körper beliebiger Ge­

stalt formulieren, = sie wurde ja im ersten Kapitel nur Bpeziell für 

den F'all eines Quaders ange.geben=, WI1 dann in deren Terminologie den 

Inhalt der llypothese 11 genau zu präzisieren. 

Ein einfach zusammenhöngendes Gebiet ~ vom Volumen V sei 

begrenllt von der Obertläche 0' vom lnhnl t S, welche aus höchstens 

endUch vielen Fliichenstitcken stetiger Kriimmung bestehen aoll. Als 

Beispiel nennen wir Kugel, Zylinder, Polyeder und Ellipsoid. In 
einem solchen Gebiet ~, befinde si~h ein "ideales Fermigas obne 

Spin", dnh. ein System von N identischen wec!lsclwirlcungsfreien 

Fermionen. Dieses System sei durch das äußere Potential 

{ 
0 ~~I';r tS :t.} 

(1) V(U-)-- + O(J Fn' if \ ;c,., 
Sys.!e,......e,.c;. 

gebunden. Die stationäre Schröclin~crg1eichung dieses Se~iet~ zcr- ~ 
fäll t dann in N "freie Sclndngungs'gl eichungen" iHr das Gebiet ~ • 

. I 
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~ 'tY mit den Ne llenbedingungen Ir€: ,. 

(3 ) fn,\I Ur) = 0 ~Ur irr: 0 
• 

r1.h. dns Potent,ial (1) ,drkt' nut die Wellenfunktionen ~~V gennu s~ 
" wie eine Dirichlet-nnndbedingung (3) . 

Die Nummerierung (n) der EigeD1i'ertc hnv sei so gewählt, daß 

. hn<hn+1 ist. Der Index V ... l,2, •• ooF; unterscheidet nie miteinander 

entarteten Eigenschwingungen, d.h. F(hn ) ist die Vielfachheit· des 

n~ten Niveaus: hnt!hn l-h 0 .......... b", 0.. F{\m)nennen wir auch den Ent-
, n , ... ''',I \0\,,) . , .., 

artungs~rad des Eigenwertes hn · (obgleich in der Literatur meist 

(F-i) als Entnrtung~grad bezeichnet wird). Es gelte ferner 

< nvlnv') = 0 ~\" V+V' 

! 

Jeder Zustand Ini> ist höchstens von einem Fermion unseres Systems 

besetzt. Wir beschränken uns auf den Grundzustand, d.h. den absoluten 

Temperatur-Null punkt unseres idealen Fermigases. Die Eigenwerte h. rt" 
der N besetzten ZustKnde sind.dann gernde die tiefstm~glio~~n. Der 

bA'''~ ,; t 
höchste 'Eigenwert ist gleich der "Fermigrenzenergie': hf 0 . ' 

Die spezielle Gestalt irgendeinee vorgegebenen Körpers äußert 

sich im Eigenwertspektrum durch "Schalenstruktureffekte", d.h. Gie 

ganoue Lage unll Entartung der einzelnen Eigenwet'te sind bestimmt 
. .' 

durch Gestalt und GrtiDe des KHrpers. Aucb die genanen \~rte der Fcr-

. migrenzenergie br unü der Gesamtenergie II - 'fo'bei 'ietztere a.h',S~­
me <ler EiGenwerte der N besetzten Zustände definiert sei - hängen 

demnacb nicht nur von NJ sontlorn eben auch von der genauen Form des 

zugrunuegelegten Körpers ab; nuch.der Verlauf von lIeN) und bf{N) 
zeigt fiir jeden bestimmten Körper Sclmlenstruktureffekte. 

In der Hypothese 11, die wir im vorigen Ab8c~nitt aufgestellt 

hatten, beha~pten wir nun aber, daß zwar nicht die einzelnen \{erte, 

wohl aber der mittlereVerlnuf von H bzw. h f sich fHr beliebig 

gestalt'eta Körper dur,eh Formeln beschreiben läßt, die nicht mehr von 

uer genauen Gestalt, sondern nur noch vom Volumen und Gestnltparama­

~ern (z.n. sund 1) des Körpers abhängen, welche als Integrale überlY 

bzw . dessen Oberfläche l' definiert, eben Eigenschaften von "ganz ~" 

darstellen. 

Einige Funktionen; die wir jetzt aus dem SpektrUDl und der De!'!..:. 

ni tion von H ünd." hV ableiten,wel'd~n uns gestatten, die Hypothese 11 

formel'miillig zu präzisieren. '{ir hätten Gesnmtenergie. Hund Fel'mi-
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gren2lene:l.'gie h
f 

definiert fUr ein Sys'tem vorgegebc' J:: .. - Teilohen ... 
zahl. N in irr: r :deinem bestimJllten Körper 1Y. Wir schrei ben kurz 

Il (N, 'cf:- b zw • ! • .i (N, ~ ). 

Li • festem 'fy wirkt' sich die Entartung des Eigenwej ;'98 hn""hf 
so aus, daß zwar H{N) eineindeutig iat, aber hf{N) nur eindeutig.· 

F(h f ) Werten von Niet derselbe lvert h t zugeordnet. Daher ist die 

Uml{ehrung N(hf .} mehrdeutig (gennu F-deutig). DA. zu jodem N einein-. 

deutig ein Wert n(N) gehört, können ,dr auch eine Zuordnung hf(R) 

definieren, welohe aus hf(~) durch Einsetzen yoa N(U) entsteht. 

hf(II) ist wie hf(N) eindeutig, he Umk(!hrun~.; .) dngegen mehrdeu­

tig und Z1'1nr gennu ·'(hr)-fnoh.' Die F'ur.,;,tioncn ll,. R{hr ) uni! N(hf) 
I. 

s~nd Zuorclnun:;en Itreter ZnllleDD1. \~cn; ci: e \!ert, -on durch-

.. laufen lIia Ei{· p.14vcrte dos ganzen S. clttrums, N durclilliult 1\11e nn­

tiirlichen. Zn:' ~n und l{ die Parti \lsumInon der r:",;ollwe e. In Abb. b) 
(. haben 'll'ir f· ;~in willkiirlich festgelegtes SpeIl llU eine, ,(lei:.·n 

Ausschnitt .;4' Zuordnungen N(ht ), H(hr ) und n(N) <i>'!'·"i.~his, dar 1tell t. 

In einer Klasse m von solchen .o: •• ,irpor .. !ri, , ,~elchc r.us ir .d­

einem vorgegebenen Körper 'cf,. durch al; ~ den •. dren Ähnlic .. ci ts. ..ns­

formationen hervorgehen, haben alle Körper gle. ··ho Ge8ta~ :.Sie unter­

scheiden sich nur durch ihr VoluDum. Jed~ Funkt.~,.'''' I welo·,,} VOn der 

~vahl 'yon ';ß. abhängt, kann also geschriebon werden als Fu. ~tion von 

der Geatrtl t des gewäbl tell ~ und dessen Volumen; wir S~ reiben 

f(~)Qf(V,D).B wählt dabei die (zur Gestalt von';b geh6rige) Klasse 

?f3t. (D) aus; die Angabe von V leg~ dann den Körper innerhalb sei­

ner Klasse fest. So wird z.B. aus hf(N,:fy)~ bf(N.V,B>. Die Umkeh­

rung dieser Relation N(b f , V,B) haben wir ßchon betrachvct. Eine 

andere Umltohrung, nämlich V(N,hf,B), Btellt nun eine Beziehung 

zwischen den einzelnen Körpern einer Klasse dar: zu gegebenem 

und h f 'Wird aus der Klasse ~ (B) derjenige Körper herausgesuc;·, .. , 

für den h f die Ferl'lligrenzonergie zur Teilchenzahl N ist. Substi­

tuiert man nun V(N,hf,B) in n(N,V,B), 90 erhalten wir H(N,hf,B). In 

dieser Zuordnung "chört zu jedem Weri2pnar ,:-1, hf ) ein eigener. '''art 

von V. iHr habe ... die '/erte yon U(N,hf,B) aus dem w~llidirlich fUr 

Abb. (2) gewühl ten Spektrum tiir~in' fostes 11 f berechnet ul:ld. öi ose lfor­

te ebenfalls in Abb. (2) ein~etragen.· [Zur Berechnung. muß das Spel{trum' 

nicht n~r fHr JY, a~ndern für alle Körpa~ der Klasse beluinnt ~ein, 
siehe hieriiber Abschni ttd >J ; . 

'. 
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Bei v"rgegebcnom D haben wir nlso vier z. t - diskrete Variable, 

nämlich II,N,h
f 

und V sow'ie zwei (definierende) Verkr,' • ~u;~en z\dsehen 

ihnen. (Beispiel: die Definition von ß und hf bei vo~gcJ~henem N und' 
., . .' 

v). Dami t haben 'Wir 9 wenn Jdr Umkehrungen von Zuordnungen uich:b geson-

dert zählen und aunehTlcn, dnß alle Zuordnungen drei Variable enthalten, 

nur ( ~ ) .. ~ v'erecuieclene Funktionen. Von diesen vier sind jll zwei 

unabhängig, d. h. aus irgendz'iei von ihnen lassen sich die a.'lderen beiden 

(über die zwei definierenden Verkniip!ungen) herleiten. Diese vier mög-

1 iehen versehi edenen Zuordnungen 1)1 :,uten in der ein\leutigen form . . 

(bei vorgegebenem n) 

~~ (N J 

wit'Mbeh. also alb ~){lr ... tellungen für '{ei '. chenzahl und Energie 

(4a) 

Ein Vergleich dieser Zuordnungen (4) mit der "tlsdriic:.m I (29)-(:; .. 3); 

zeigt nun~ daß ,dr in Kap. I geliau iHr diese vier Zuordnung;:n oxpli:.dte 

AusdriicJte angegeben hatten, welche IHr den Fd 1 der Gestl\l teines rluaders 

und für asymptotisch großo W'erte der Variablen die entsprechenrlen Funk- . 

tionen (4) .nnbern 8011 ten. Wir bezeichnen diese explizi te!:'l ,\usdr-iicke 

aus Kap.! für dns folgendo kurz durch 

dallC!i seien Zllnnctlst sund 1 die Gestalt:;-:lr'UlIctcr eioG';; ·~uau ... ~·s. 

Die IlY!1othcse II besagt. nun, dan der rni tU ere Verlauf der FuuI~­

tionen (4) unabhängig von der genauen Gcstnl t von 1Y ist. 8ondel'n, 

daß er nur von den Gestaltparnmotcrn 8 und 1 abhängt und daß für 

beliebige B (leI' mittlere Verlauf jeder der Punktionen (4) in mi.nde­

stena z't.'ei tel' Näherung garnele durch den ent&.Jre chenden Ausdruck Cl) . 
gegeben ist, "obei in (5) jetzt litr 8 unI) 1 die Ges tal tparameter der 

Gestalt von ~ einzusetzen sin(l. 'ViI' schreiben kurz 1)' 

(6) (0..) 

_I _I 
H ~ ~ (b) N d Ol J . 

wobei wir die Bestill1lll.ung des liIittleren Verlaufes durch einen (~uer-. 

strich andeuten (über tl1 e 1]:ennue Delini tion desselben siehe Absehnit~e )). 

Die Aufgabe, aus irgend zwei von den AusdrUcken (5) die bei den 

anderen berzulei ten,· ist durch Substitution und daran anschließende-

, ' 



" . 

- 29 -

, 
Raihenentwicklung fi; t' große \Jerte der (neuen) unabhängigen Variablen: 

zu lösen. Auf diesem lieg hatten ,'lir ou~h in Kap,.I aus 

die Ausilriicke (31) und (33)'gewonnen. 

(29) und (30) 
I 

Fiir uie numerische Prütun~ (~er ,Rypotilesc 11 in der Form (6) 

steht es uns nach dem g~sngten nun 'frei, irgend z,.,ei Funktionen 

aus (4.) nflch Hi ttehrortbildung mi t d~n entB~rcc:lonllen Allsur:icken aus 

(5) 'zu ver,,;.1 ei ch'm. Dns ~;r:;obnis einer solche j'riifung uer !IYj1othese II 

entscheidet; dnnn in jedem J?Hle auch die ii'ril[;eler Vcrwentlbnrkeit von" 

~ (N,hf."I,l) als NiLherung' für H(N,hf~ß) für .len VerGleich von Eigen­

sC'laften ~ies Fer1uigas-Houello81l1i t experimoL.\te ... l ßrllli holten Eigen­

SC!lltftcn d~r Att,m)terno. '.Iir hatten ja in ,Kap, I gosehen, <1 aß llein 

die ~'uordnung 1(N,h ipD) im J?erl!ligns-Hodell da:: Analogon zur' . '''eiz-

säcl~er.formel darst.ellt I15)~, ' 
\ . 

, Als uiifl~>ltes sfli nun die ?·fethotlil{ ,1er Priifung der HY;I< ;:'hcse ,ll 

dargeste 11 t. 

, c} Hethofl:i.k 

l;Ti:ihrcIHl ... lan fHr Raymptotisch große, (und das heißt iHr uuenulich 
, 

viole) '(erte der Variablen el"~nrtcn kann~ dnß es möglich ist, die 

Hypothese II lHr be liebi ge GcstD 1 t des :~ru:ldgebietes l!1ilthem. ..;ch 

zu heweisen, ist fHr Itleinc (e:ndliche) Variilblem~erte (und das be­

deutet zugleioh fiir endlich viele l,lerte) ein Illnthematischer 3~;/ei9 

prinzipiell unmöglich durch die Jestaltsp0 ifischen 8chalenstruktur­

~ff~ltte der Speldren g ltber die 1.,illkürfrei\~ (mnthemntische) Hittel­

wcrtsuBsage~ eben erst nsymptotisch gemocht werden kHnnen. 

Fiir ltleil10 (endlic:lC) 'failchcnzahlen (b21w. Vnrinblen"ert(~) und 

tlntlli t notwendi!;tcl"l'cisc für ein Variablenint"rvall endlichol' I.ii.;,~e ~ , 

k,llun eine !}l·i.ifung der Hypothasc 11 nut· durch exemplarischen Vergleich 

aD Beispielen erfolgen: für be~timll1te ausgewählte Körper sind das' 

Spektrum und aus ihm durch Sunhnation die eJwkten Zuordnungen Ud zu 
., 

berechnen und der~n mittlerer Verlauf in 0i~c~ Intervall mit dem Ver-' 

lauf d€r zugehörigen Funkti~n aus ~5) zu v~.gleicheno 

Hat. eine sQlche 'exomplllriscbe, ~rü.fung für einig!! Körper sehr 

verschiedener Gestalt ~tt eine~ glei~hnttiGen Ergebnis gcfiilirt p so ist 

uns das ein Argunroot tür; die Vermutung,lI dass ei.n analoges Ergebnis 

.' 

.,' 
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auch für Körper von beliebig anderer Gestalt zu erhalten ist g 'd.b. f, 

dass das Ergebni$ i~wo geataltunabhängig istQ 

Auf Itwei Wegon werden wir für, die Probe'körper Würfel p, Kugel 

und für einen spe,ziellen Zylinder ",ine solche Prüfung durchführen" 

Die heiden \fegeu~terschei'deb sich durch ihre Fragestellung: 

n) Zunächst fragen who p ob die Werte der alJymptotis~hcn Auodrü~ke 

.. numerisch brauchbar sind als Näherung der exakten Werte 0 Dabei be ... 

tra~hten wir nur 9C? kleine Yariablenwerte.die ihl'etu Betrage nach 

\" ,Teilchenzahlen entsprechen, die mit denen der Atomkerne vergleicl~?:, 

sind. Diese Frnge "',erden vir, für ul;lsere drei Testkörper nach Betrach= 

tung graphischer Darstellungen beantworten und zwar werden wir für Nm60 
(~A-24o) alle Werte der exakten Zuordnungen (~) der drei Testkörper 

in mehreren Abbildungen darstellen sowie zum Vergleich den ~erlauf der 

zugehörigen-~8ymptotischen Ausdrücke (5) (mit den Gestaltparametern 

der Testkörper ) eintragenD' In dies~ Abbno wird aussardem noch der 

Verlauf der einzelnen Summanden der aaymptotischen Ausdrücke~ nämlich 

Volum~9 Oberflächen- nnd Krümmungeterm eingetrageno Aus einer Betrach­

tung dieser graphischen Darsteilungen lässt sich (für das betraohtete 

Variablenintervall) gewinneng 

1 (> eine unmi ttelbal'e' Veranachauli.c.hung der Art der Schalenstruktur';' , 

effekte o dQh~ der Einwirkung der speziellen Gestalt eines Testkörpars 

auf ,die Zuordnungen (4)1> 

2(1 eine Übersicht über die gegensei ti gen Grössenverhäl tnis s.c , dtu' 

einzelnen Terme der asymptotinchen Ausdrücke und 

3~ ein, unmittelbare ... Vergleich des Verlaufes dei" exakten Werte 

mit dem der aSYMptotischen Kurven~ Damit lässt sich die Frage beant~ 

wortenD ob ee für die praktische' Atwendung des Fermig~8-Modelles 

(etwa als Näherung der Kernstruktur) sinnvoll ist o die asymptotischen 

Fo~meln in diesem Variablenberoich als numorische Näherung der exakten , 
Werte zu verwendenD ("Kleinheit des Restterms gegenüber dem ,Betrag dca 

exakten Wertea")p 

b) Nur roehnerisch ist die ,wesentlioh präzisere Frage zu lösen\) ob für 

kleine Beträge der Variablen der mittlere Verlauf uer Zuordnungen genau 

durch die asymptoti~chen Formeln beschrieben wird~ ode~ ob zgBQ eine 

Änderung des Koeffizienten dea ObertläcbeDter~s eine bessere Übe~ein-
stimmung beider herbeiführen 'Würdeo ~~ 

I . 
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Der mittlere Verlauf ael bat wird durch eine Ausgleichsreclmung 

bestimmt. Diese wird ausführlich in Abschnitt e) dargestellt werden. 

\{ir geben hier nur einen Überblic}t. Als Gleichung fUr die Ausgleichs-, 

kurve, welc~e den ~ittleren Verlauf der exakten Werte wiedergeben ( :. 
. I • . 

soll p ·benutzon ,d r den ebtspr'echenden asymptotischen A\J.sc1ruc']'I jedoch 

mi t noch unbe~ timmten Kooffizienten des, zweiten und dr! tten Terms ~ , 

Diese Kocffi denten werden dann nach der Gaußschen J.fothode der 

"1i1(dnsten Abstandsquadratsumme" erndttelt. 

Auf Grund der geetal thedingten starlten Streuungen der exa.kten 

Einzelworte nm ihren mittleren Verlauf ("Schnlenstruktureffekt,e") 

unu der (tHr eine numerische' Ausgleichsrechnung not'fendigerweise) 

endlichen Länge cles Ausgleichsintervalls sind die Koeffizienten, die 
I 

man fiir <lie Ausgleichskurve nach dieser Methotle erhiilt, mi t einer ge-

wissen Zufälliglteit behaftet. Dies läßt sich (unter der .\nnalime der 

Normlilvert,eilung der Ab,~eichungen der exakten Werte von der Ausgleicha- . 

kurve) durchAngabe eines mittleren .statistischen Fehlerä':'quantitativ 

, erfassen. nieser statistische Fehler ist also propo,rtional zur streuung 

der Einzelwerte , u~d umgel(ehrt proportional zur Zahl der zur Mitte ..... 

lung ver'iendeten Einzel1lerte und damit auch zur Ltinge des Hittelungs­

intervalles. Daher werllen wir, 'Ul:l eine mögli ehst genaue Ant,~ort auf 

die zweite Frage zu erhalten, den Ausgleichsrechnungen möglichst 

g~one Intervalle zugrunde legen. Wir haben bei allen drei Testkti~pern 

bis zu etwa N=looo ('" A""/lOoo) gerechnet n 

Der Vergleich uer Ausgleichsfunktionskoeffizienten mit denen 

der asymptotischell Formeln wird' clann eine Ant,~ort liefertl auf unsere 

Frage. in welcher NUherung Rnd mit welcher statistischen Sicherheit 

die asymptotischen Formeln im berechneten Intervall ~en mittleren 
~ . 

Verlauf der .nxaltten Zuordnungen richtig wiedergeben. Zugleich bedeu-

tet uns lias Er~ebnis ei nen I1im .. eis darauf, ob die asymptotischen For­

meln für asymptotisch große 'l'cilchenz.ahlen als numerische Näherung 

brauc~bar sein könnten oder nicht (d.h.; ob der relative Fehler 

asymptoti sch ltlein gegen den' Ob~rflächent~rm 1drd,). 

Theoretisch münt~n·wir, da die 

von zwei 'YOGi teren Vl1riablen (s, (Li)) 

der Hypothese II ,_ 

I 

Funktionen (11) von i B sowie 
I 

abhängen, eine solche Prüfung 

i. für verschiedene Gcstal tformen und·· 
I 

.2, b"d jeder votgcgebenen Gestalt für eine einfach;, unendliche 'Schar 
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Im .folgenden Abschnit'h lierden ''Wir jedoch zeigen" daß sich jede 

Funldion .( I!) in z,.,ei e'inllnramct~'ige FUlll{tioncn separieren läflt, von 

den~n jeveils ein~ bekannt ist. FUr jede ·G.eataltforll1 re,duziert ~ich· 

dadurch di~ ITii:ru~g der JIypothe'se n 'auf' den Vergleich von nur z,~ei 
cinparametrigon Kurvenpaaren. Damit wird der für die Priifung der 

Hypothese 11 erforderliche Aufwnnd.an numerischer/Rochnung überht\upt 

erst ln~triiglich.·· 

cl) Ähnlic·hkei tstranaformntion 

l' In diesem Abschnitt wird fHr vorgegebenes D (d.h. für eine vor-

gegebene Klasse von Körpern ';f,. ) gezeigt, daß sich die z,weiparamet.,. 

, rigen Zuordnungen (4) durch Größen fnktorieierell .lassen, die nur noch 

. von jeein~r Vnrihblcn abhiingonjes ist mit _ 

(vgL (4»: 
';}r ::: V~ ! ~ /.~ 

, 
• (q,) ~(N I H) ::0. H· L1N) 

:...L . ~ (H) . !.. (b) ~(H,V) . Vl/3 F l.t\1 

(.7) 
, 

(C'J \ H (N,V) .'" ~ / k(N) . ~t1 

(cl) ~( .. N, V) =s ~. j '1r- (N)' tL V" . 1.", 

Zwischert den, physi,lmlischen .... Größen Yr'ph,f ,N,ß,K und L, welche fHr 

unser Systam nur di'skrete '{arte annehm~hJ sollen also die Größen­

'gleic:mngen (vgl. (t~a» 

(tt) 

(b) 

ll:') 

, I,; 

V'1.f~ e . 
\\~ t~, ,,'t-' 

N 

H 

H 

"'" N. 

=..L;K,. !t 
~l 1.tI'I 

... R. • L 
~ '. 

. cl, k. N(~/V) "N(~) ) 

.. 

gelten: l>ab~i hängen hf und H ~ozi ~'Y'di Vnr'i;~ble.nl dagegen, ,~ie 
wir sehen werden, N,Kund L nur von einer Variablen (z.B. Yf loder 

N) ab. 

Zum Beweis ,,,erden wh' (Sb) und (Sc), durch Auafühtung einer' 
~~ .' . 

<, . 

-. , 



.\ 
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Ähnlich!toi tstransform;.I.ti O'D bestätigen •. Durch, einfac!lc sub"sti tut'ionen 

erhalten wir dann ntlc~ (Bd). sowie alle Relationen (7). Zugleich erge-

ben s'icb Darata'llun:;;Qn iHr' die Größen K ~nd L. 

Sei. d>o, dne noch wählbare dimenaionsloae Zahl und sei 

(9) . f 1= ir/d.' 
80 wird aus der freien Schroclingergl.eichung (2) riach Substi tu~ion 

1 

durch ~ ~it clan Ab~~rzutlgen 
... 

von Ir 

(10) . 
_ ' ,1-
~ I::: ~ • h . 1=: ~ • C> • a.., 

, "l1. t\'" t\ - tf n.."" 
( 

. ..... a,' 
'ttlso ~,,* ~.cL mi t f~ aue Kap~ I) di'e freie Sclndngungsgleichung 

(Ua) 

bzvo die freie 
I 

(l1b) 

~:<tt; lf'"v ( ~) + Eh ·tfttv li} • 0 

Schrödingergleichung" 
\ ' lf' ''dt. ... ' if' 

;:; f?> ," 'fllv (~) , ... h.; 'f .. " -( =t) ... 0 • 

Es sei nun 'speziell 

(12) cl!. ... V/\T 

I 

gewnhl t t wobei ,,,. das Volumen eines beliebig aber fest vorgegebenen 

Körpers uer Klasaem(:&}seij wir werden diesen hörper 'z.n. in Kav.III i 

SO wlihlen, uaß v- ... tr viI'd. Dabei ilst . v jeweils r.tit dem gleiche:n 

Maß wie V zu messen. 

Aus dem Körper ;;(;. vom Volumen V ist nach der Ähnlichkeits­

transformation (9) r.d t (12) ein Körper Z vom Volumen v" geworuen, 
\ . 11 

der natür1ie~l zur gleichen Klasse ,da ~ gehört, also gleiche Ge-

stal t ,tie ~ hat. Die Gestnl tparamter von J}", und von;;r,. sind gleich; 

sei s der Inhalt uncl r elie mi ttlereltotale Kril1lllIlung der OberfHi-

ehe von trI/' 130 gilt demnach 

( 13 ) $ _ S/.V1/~ ... r / l1'1.i'l.. l.. L/. "/1.' ':.I (/",1/,. 
V. , , 

Die Eigenwerte der freien Schrödingergleichu.ng (16) 'für das 

Innengebiet ':trll' la'uten nach (10) 

( 14 ) h
K 

1:111 t~, cl 1. , 

Mit (12),ho.ben wir dnmft elie Bezi~hung. 
\ ~ . 

( 15 ) ,,11
1

• h~ ... V
1h

• gl1 =1 '!-\,\:. ~ 
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Das Spclttrunt von 1,.- geht also durch eine einfache Streckung -'mit 

dem Fulttor 1/d2 ) aus dom von ;t).y' hervor. Aus cl,en ' I Zuordnungen (4) 

irgendeince vorgegebenen, Körpers einer Klasse, 111. sind dei t auch~, 

alle Zuo~dnungen (4) irgendeines Körpere der .Klass8 bereohenbar. 

Aus da! Frage nao~ der Gosamtenergie H eines Systems von N 

Fermionen in einem Innengebiet ~ wird nach' der Transformation die 

äquivalente Frage naoh der Geoamtenergle des 'gleio~en Fermionenay-', 

atems, welohes sieh jedoch jet.t im Innengebiet l-", beti,ndet (b~w. 
, di. äquivalente Frage nach der Summe der 'N tiefsten entarteten 

Eigenwerte der freien SOhwi~gung8g1~iOhun,g', (~la»). " ' 
, , 

Wegen (14) gilt auch für die ~umme ~ der N"tiefsten (ent-
arteten) E~genwerte 

(16) H (W,,\V) ... ~. H ( N, \1) 
\ ' 

v ist eine feste Znhl o also 'gilt mit (12) auoh 

(17) VlJi.. H ( N, V) ,. ",loh. H (N,IY) -t keN) 

Die Größe, K muß unabhängig von v und V , selno 'Weil (17) tHr be-
, 

liebiges V bei fetJt(1m v 'gilt. Also hängt K nur von N a.b und 
wir ha.ben (80) bew1~sen. r . 

Im Spektrum Ton":tr liegen unierhal b dOl' Fermigrenzenergie hf 
vegen (14) gleioh viele entartete Eigenwerte wie un~er d~r Fermikante 
h~ ::: ~' c:lz.. im Spektrum von' ;b..,. • Es ist' a~Bo 

(0.) N ( ~ I V) =. N (,~ \T) '" " 
(18) (lI) = N ( ~.V'lf' , \1') , , 

tt) , =- N l '4) . 
Da v eine teste Zahl ist, (18b) aber 'für beliebiges V gilt p hängt 

die Teilchenznhl N offenbar nur von, Yt ab. Damit ist auch die Re­
lation (8b) abgeleitet (18a). 

Durch Substitution erhalten wir aus (16) ... (18) die ilbrigen Be­

dehungen (7) bzw. Ca): Betzan wir (18e) in (17) ein'9 ~o erhalten wir 

durch iJbergang zu neU ll13 unabhängigen Varlab,l~n einerseits, 

k (N) ~Vva. H( N (;',V) 'I V~ -\J~,l'H~~, V)~J 
AndoreroeitllJ 

" 
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'~ , 
" .. " 

.! ; I 

, also 
" I, 

(19 ) 
I. I', 

Damit ist (8c) in anderen Variablen nochmals abgel~itetn Eine Umken- " , 
rung, liefert (7b)~' 

ZUletz'i z~igen wir (Sd): durch Ersetzen 'Yon V durch Y f und 

hf mitt~ls (15) auf heiden Seiten. der Gleichung (19) erhalten ~ir 

zunächst '. • . t " , 
. H ( ~, V) :; H ('{~.~) ~ ~. K t\) 

Durch Ei~UI.t.llen der ~JDkehrung von (18e), d.Ii.~ "'~~(N) .' ergibt sich 

. H (~~ I ~(N)) - H (~I N) "at' ~ i ,K( '(N))Ä~(~) .\ 
also bäben vir 

( 2 0 )' \-\ (t~ N) == p... ~ ( N 1. ~ ~ e. ~ , L ( N) ,) 
, f" Ir' ~f( N\ 

d.i. die Gleichung (Sd). Damit haben wir nun zugleich Darstellungen 

von drei Größen p nämlich N.K Wld y angegeben, die nur von einer 
Variablen abhängen. 

Um die HypothesQ 11 für eine ganze Klasse von Gebieten numerisch 
,I " . 

zu prüfen o genUgt e8 a180, fUr irgend.1nen ausgewählten Ropräsentanten 
~~ der 'Klasse den mittleren Verlauf von zw~i der vier einparametrigen 

Zuordnungen N(y t L K{)'t>O K(N) und 'L(N) mit den entlpre,ohenden 8,symp­

totiachen AusdrUoken zu vergleiohen. Diese ge gon Äbnliohkeitstrans:for-
motionen im Ortsraum invarianten AusdrUoke lauten: 

(22) 

• lll' 

'n (~~,s • .t) :::!J' h,~~1. 

c.fi' ('Jt. I SI f) 
/ , 

''h, ' a. 
':.~ - '~'~ 

" 0 'If'&. '32 I[" 

+ I 

I 

" 

., , , 

, : '~~ 
. ' 
,"'tt 

. .; ~. 

, . " ~ 

df ( N, s, e) 
'~ t1 

,:= (~~!~2· + . .'.~~: + .~1.N(1Lf~~- 2~?·e) I",. 

(24 ) ;;t (r'L s. e) t =dr(~!S, ej .! N+ t(,J(Nt~'S.NU3 ,f. fur:&l~~ . e.N"/3 

~fllt/~ e.) " 160r' "!O1'"~ • . 

Boi der numerischen PrUfung der lIypoth~HJe 11 an den drei 'l'estkör-, , 
pern gahen wir daher wie folgt vor: fUr ein Gebiet von der Gestalt deo 

Tes tltörpers unll einem vorgegepenen Volumen v (bz",,". in der Darstellung 

. (20) für ein vorgegebenes h f ), bo:r!echnen 'Wir das Spektr~ und daraus die 

Zuordnungen :tUr die Teilchenzahl Wld E.tlern:1e (4). Ihren mittleren Ver-
" . 

lauf vergleiohen wir mit den antspJ;'eahenden ßsytnptotischen :Au.sdrüoken. 
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, I 
" I 

I' 

, ' 

I ~ 

, 
I. ( 

, I' 
,", 

,Auf G,T'und der GleiohuJ).gen Cl') - (20) 1st damit auoh der mittlere 

Verlaut der Größen N.K und L mit ~hni AusdrUoken (21)-(24) verglichen 
, ' 

und daher der' Vergleioh auch .ebon fUr alle Körper der Klasse des Tost- , 
ka~pers ausgeführt. 

,e,} Mi t,t,elwer,t..!, und streu;ung von, N und I(. 

Der mittlere Verlaut der Größen N und n 8011 (tUr' kleine Wcr­
te der unabhiingiga~ Variablen) mit dem Vorlauf der '{arte der expli­

:d ten Auadrüelt,e O't und ~ (die für asymptoti ach große Variablenwerte 

angegeben worden waren)'vorgliohen ward_no 

Dazu benötigen wir ein Ausgleichsverfahren. welohos aua don 
, , ' 

streuenden Einzelwerten von N und Ir eine Ausgleiohsfunktion ( ... Kurv~). 

zu berechnen g0stattet p die wir dann als mittleren Verlauf R-bzw. Ir 
der Größen N bzw. 11 definieren können • 

. Sowobl das Verfahren vie auah der Typ der Auagleiohs:funlttion 

aaind mathematisoh nioht eindeutig festgelegt: der "mittlore Verla.uf" 

einer beschränkten Menge von Punkten, die in einem ondlichen Bereich -
'liogen g i~t l'I1ßthematioch nicht vlUkiir fn~t ' .. " definierbar. 

Füroine "natürlicho" Definition des mittleren Verlaufes end­

lich violer streuender Werte in einem endlich langen Intervall stel-

len wir das Auegleichsverfahren IUr einen speziellen Typ der Ausgleicho-,' 
\ 

, funktion· dar. Es wird anschließend verglichon mit einigen anderon V(lr­

geoohlagene.n MittelungBverfahren, die in unserem Falle i .R. 0.18 Nähe ..... 

rungen des "natürlichon" Verlaufes betraohtet wordon können. In bo­

stimmten Fällen jedoch könno'n die m:l. t veroohlQdenon V(l/rfa,hroo gowon-
" , nonen Etgebnisse orhebli9h voneinander abvoichen. Die Durohführung . " 

des Vergloi~hes wird einige allgomoine Eigensohaften der Größen N. 

und II o,rgoben; die zur Dewol"tung der Ergebnisse nUtzlieh sind. 

Allgemeines Ve,rfahren, 

Gegeben seien m Wertepnar,e z(xn ), nllll,2,:s •••••• m; 0.110 m Wert,e 

xn Bollen in einem Intervall I-(xät xrJ endlioher Länge llego~, 

0.1610 X'e.f X'''' ~)(r-) , ><"( - )( ... 1 " 00 _ " 

Der Illi ttlere Yerlauf der', Zuord~ungen z(xn ) im Intervall' I .,01 

aur4.,h dio Ausgloichofunktion i (x) l1'epräsentiert 0' 'Die l"ahl der funk-' 

'Hono.len ,Abhängiglteit(d.h. deli ,Typ. d"at P'Wlktion) a.(lt)' ist trcigo ... 
I I -',' '" • 

. \ 
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stellt, soll aber mindeotens einen freien o noch unbestimmton Para­

meter enthalten. Dieae Paramter sollen nun nach der Gauß'schon 
.' . f8 

Methode der "kleinsten Quadrate"·gewonnen worden, d.h~ aus der B~-
dingung, daß die Summe der Quadrate der' Dittere~zeD von l; (:Cn) und. 

i ( XI'\.) für das Intervall ZUJIl Minimum gemacht wird. 

Benutz.en viI' die in de~ JIlatheDtatischen Statistik Ublicho 'Be­

zeichnung 
m 

(25) CA.] ,:a C' R (Xl) I ' 
)Cl f: 1 
L.i 

so I'Bt alao das Min:U.IIWIl von 

(26 ) M I:::: [li: - zn 
aufzusuchen. Enthält r (x>. z. ß. z' ... ei freie Pnramtor auni! b (d, h. zwei 

"Freiheitagrade")0 so tolgen die Deatitnmungagleichungon 
\ ~M . 

(2'1' ) dM 0= ~b ~Q.' .. d b 

Sei speziell 'i(X) eine Gerade 

(28, l(x') ." o..x .f. b 

80 e~qeben eich aus (26)-(28) die sogenannten "No~algleichungen" 

(29a) 

(29b) 

Nach dar Cr8.Dlersohen Rege'l wird daraulJ 

(30 ) 

mi t den Det.erminanten 

(31 ) 
[ 103 

[.I(·~l J 

" 

.. 

~ind dio Diffe~enzen (~-ir) normal (um null) verteilt. so läßt sich 

fUr die Grijßen a und b ein mittlerer Fehler - d~h. eine mittlere. 

atat:hthcha Unsicherheit ... angaben: 

(32) • 
I 

p iat daboi die mi ttlore streuung der Einzelwerta 2:{.l(",) um i"( l<') 

, 
Dica Anwendung dieflea Vcrfahrona auf die Zuordnungen (4) iat ein-

fach: die Darstellungon (:j) fHr ?'t .. und y sind sämtlich Polynom0 

, , , 

. ,.i 

"j 

':l 
, ' ~ 

. i 
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I 
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. , 

der G91talt 

(33 ) 

mit 

(34 ) 

, .~ 

. ,.., :ss-

b ~w, 

I . 
',~ . . .' 

/ 

Den Koeffizienten 0,1 hat II~ \{oyl , (1915) iHr asymptot,isoh große x be­

reohnet. Er ist unabhängig von der Gestalt B von ~ ~ Wir e~inrteng 

d~n '08 auch für die (relntiv kleinen) 'verte :Ku der von uns verwendeten 

Mitteluugsintervalle 'günstig ist o den oratcnTerm von (33) in di~ noch 

anzugebende Ausgleiohsfunktion zu iibernehmon" Wir sotzlJo'n. also als 

Ausgloichllfunktion für die exakten Zuordnungen N,~ bzw. U an: 

t.J5) J'(~ p. (<l.t.J(t. ... ;X.)( + 'F) ')('" 
""" m1 t noch zu boa timmCHlden KC?effizienten ;[, und ~ • Wir bekommen Aua-

glei(jhsgeraden, 'Wenn wir zu den Funktionen 

(36a) , Y ()(.J :!.It ( lt( X .. ) - l( )(k) ) I ~"," 
I 

,-

- .. v' 
(36b) y (X) I- ( i - a)')( .,.,. c!.')( t- ~ 
übergehon mi t 110= .!_ClI.1 ~I,,~-o.l' Durch Steigung und ,Ordiulltenaboohni tt 

dieser Ausgleichsgeraden p die über (26 ) ... Cu) zu' bestill1ll1en oind psind' , , 

für das Intervall 1 die Abweichung~n des mittleren Verlaufes der '{er ..... , 

te ~(J(",\ von der ll'unktion i(J(') g~geben. 

F'tlr das Deil!lp1..)l' N(y) haben wir die Abweichungen (Y - '1) auf 
, 

Normalverteilung (lKW null) geprüft. Das Ergebnis ist in Abb.4 auf 

Wahrscheinlichheit~papier eingetragon. Die eingozeiohneten Punkte 

iiegen (näher~ngsweiQQ) Ilut einer Geraden, alGo liegt Normal vertei­

lung vor. Die eingezeiohneto Gerade soll den mittleren Verlauf der 

Punkte wiodergoben. Damit aind wir sicher. daß viI' das oben angegebe­

ne Verfahren tü,r unser )'roblem verwenden dUrfen •. 

Dami t ist ein Vertnhr,!!n angegeben~ um den mi ttleren Verlauf von 

N bzw. 11 durch numerisl'ue Rechnung mit den Ausdrüoken lt bzw. ~' 

zu vergleichen. 

Die endliche Län,\:e dOEf zur Ausgleichsrechnung verwendeten Inter-

valls ~ bzwo die endJ feho Anzahl m-:.tXJ der zur Ni ttclung herangE!"" 

:z;ogellen Werte bewirkt 0 daß das E:rg~bnis des Vergleichea auf. zwei"", 

fache Weise ~neicber i.t: 
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. ·1) doX' mi ttlare statist.hehe Fehler p~ 'bz'W" p~ . gibt bei vorgege-

" 

bOnEnn 'l'y'p der Auagle ichsiunktion ein Nall fUr die Unsicherheit des 
i 

Ergebnissos de~ Ausgleichsrechnung, FUr den Fall einer konst~ten 

(oder nicht zu 8ta~k mit x wachsenden) Streuung p werden Po(. 
und Pp. erst dann gleiCh 1l~11 0 'venn m (b"" bier auoh 'lI ') über 
alle Gren~en waoh8t~ -

2) die Auswahl des gannuen Typs der Ausgleichsfunktion .hat bei end .. 

lichen Intervallen Einfluß auf die Koeffizienten: enthält der 

"wahre mittlere'Veu.-lauf" (Def ••• u~) "Von t(Xn} z.B. eilltD Te~m 

...., J(" ,der ßsymptotisch klein gegon den Obertlächent.erm Qein . , 

. 8011. und enthlU t die gewählt. Ausgleichsfunktion keinen solchen 

Term (mit noch offenem Parame~~. s'o bewirkt diese Xt - "Boiini­

Bchung lt eine Verfälsohung des Koeffizionten «. • sie ist Ulll 80 

geringer'~ j~ größer .das Mi ttelungalntervall . 3 ist. (Abklingen 

der störung IHr aß? große x). 

Wir geben nun vier Vorschlige an. um "da$ oben angegebene Verfah­

ren zu verbessern bzw. 80 zu vereinfachen, daß einG Erleichte,rung 

der numerischen Rechnung err~icbt vird. 

"1 Beriicltsichtigung der Änderul1' ~er streuung. Dio mittlere Streuung 

p ist bei den hier botraehteten Zuordnungen (schwach) abhängig von 

der Lage des Mi ttelungsintervalllls 3()() »d .b. von x. Diese Ta.tsache 
I 

kann im Ausgleichsverfahron duroh Anbringen eines Gewichtefaktol's an 

die einzelnen Summ.anden (~_:~ ) 3n M (8.(26» bel'üclcaichtlgt 'Werden; 

der Fnktors~ll te wpgekehrt prop~\r~ional zur mittlaren streuung 

p(x) sein. Ein solche, Vorgehen ':I,8~ in der mat.hem.atischen stat'istik 
'. I· 

fiir (He Ausgleichung "Von Meßwerten' ungleioher Genauigkeit üblich. 

Wir betraohten jedo(lh alle Werte Z :xn ) ale 'von gleichem InfoX'lllrrtiona­

gehalt? 

,2 Ge"'ichtete Auag I. eichung l'opriis f tntativcr \verte Q Es seien nun die 

xn wie cHI} Eigenwsrbe h\\ .... (soKap.I) durchnummeriert: alle xnv ' v.,,1.2 p 

F(xn ) ontotammen deili gleichen (ent nrteten) Eigenwert hup F "ist aein 

Entartungs.~~~d. Das Verfnhren bestaht nun darin. daß die Mittel uug 

Hbor alle xuv del9 Inltorvall~H'1 zorlngt wird in Z'W'ei Schrit·te: zu~rst 

'Wf.u'den die p(xn>-Wei'h :a(x .,,> gemilitelt .., der Mittelwert oei z -, 
n " r 

,aDnchliellalld wir: dia Ausgleichsreohnung mit diesen "repräsentativen 

Werten" zr("n) aU8g&tüh~t.· Sei 1\1'10 

, , '. 

, '-; 

1'-' 

., 

I' 

. j 

I 
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F f 
(37) x.. :I:S 4;-. [. Xh.., " (18) 1,.(~10)'- ~ 'l:.t/ ~~~_)) (11) 

1- ~~ , ~' 

dann iut statt des Ausdrucks M in (26) hier nun 

(40 ) 

zum MinimUm zu machenD wobei nur die ~ repräsentativen Summanden 

audiort we~d~n. Jeder ropräß~ntative Wert trägt also mit einem Ge­

vicht zur Ausgleicbsrechnung boi. de,''\tm 'l)Qtrag 'gleicb der Zahl F . ' 

der Werie ist, für die er Mittelwert, iat. ~ir die Zuordnung N(hf ) 

werden die ~ln. (37) und (J8) besonders einfach: ~G iot xßy.hnT 
unQ wegen der Entartung hn.h~vo Damit wird aue (iS) 

(41) ~.(;'I '" ~ · f t. Cl +~ FI t..\) \ .. ~'tf{l.\ ~ 1 F(~l 
Diese Methode der Vormittelung der zu glei~hem Eigenwort ge­

hörigen Werte .oreinfacht die numertfJcbe Rechnung. Sie ist Lw. der , ' 

"natürliehen" Metbode (26)-(30) äquivalent. Der einzigo UnterGchied 

1st, daß in (J8) die F Abweiohungen (i -i." ) für' gleichoa n linear 

und nicbt wie in (26) quadr~ti8ch gemittelt S1A~: 

(42 ) 

J Ungewichtete Auagleichung repräsentativer Wert~. EI werden die 

repräQentativen Wert; Zr als neuo Grundgeonmtheit betrachtet und fü~ 
oie dia gleiche Ausgleichsrechnung durchgeführt. PUr die Koetfi:ion­

tenbeotimmung wird also 

(43) 

zum Minimum gomacht. DiesoD Verfahren geht von der Annahme aus p daß 

eine AU9g1eich8furu(tion~ die dem mittloren Verlauf der zr angepaDt 

ist p auehgut den mittleren Verlauf aller z(xn ) wiedergibt. Dot' VQr ... 

gloich von (/(:;) mit (1,.0) zeigt, daß dieGo Annahmo nur dann gerecht­

fertigt ist, wenn die streuung der ,\vorto der Funktion p(xn ) nioht zu 

groß i~tq 

~ Ungewichtete Ausgloiehung verallgemeinertor repräsentativer Wer­

te. Dieses Verfahron unieroche1det eich von dom unter j angegebe­

nen nur durch'eine willkürliche Peatsetzung des ,Betrages der roprä-
, ' 

sentativen Werte zr : PUr zr darf irgondein Wert zwiechen 

z(xnn ) und z(xnP ) elngele~zt werden. Wir schroiben 

(4ft) 

. .': 

,",; 

"::, 

. ,,'I 
\, 

. ~( .,., , 

.. 

~j' .: .••. ,::r. 
, . 
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Speziell fiir die in diea .. r Arbeit betrachteten xnv bzw. 

gleiches n .eigen wir in Abschnitt t) die Äquidietana 

t~ ><"0 v .. ., l·- c ( X W\,,) :: C.O\1<..t \l: .. ) 
, , ' (45) 

, Xk• Y +'1 X"'t V 1IJ c..411.\t l )(",) 
für '1' v< f 

Damit erhalten wir ('8) aus (.\4) gerade durch Y·1(1-F}~ i . Als 
BaBpiel aei (4%) f«~ N(hf,V) und H(ht,V) bei konstantem V a~gegeben: 

(46) 
~~ , , 

N~ (~} :~ 7 F l'M) -,.. F(~~) ~(-1-r) 'N."~~o) +,..,N(1-"); 

(47) 11 .. ('r.J ps ~:~ .. , F(~l - ,..trF(,,-l "'(.~-\')'H(4+o) '*, T.lI{ tc.-~\'., 
Wir werden zeigen, daß der. "Oberflliohente:rm" der Ausgtoichafunktio­
nen der hier· betrachteten Zuordnungen dur~h die Wahl "on, I' nicht be­

.influ~wird. Damit untersoheiden 8icb diG Verfahren , und 4 

IUr uns nicht vesentlich. 

~!~!~!~~~_2!~_!!~!2~!!~!~!~_!!!i!!!!~!!!~!~~~~2 
! 

Wir betrachten ein Ver:fa~r.Jl Bur'Auagleichung der Il(xn j als , v 
um 80 geeigneter, je besser e8 den -"mhren mittleren Verlaut" der 

z(xnv ) annähert. Ale "wahren mi tUereI Verl~utlt oiner Zu,~rdnung 

Z (xnv ) definieren wir diejenlgcr Funkti·,n aus der Menge a~ leI' zu 

einer vorgegebenen Zahl von Freihei"8g1'ad~n denkbaren AusfIleichs­

funktionen o für die die Dd ttlore S[ireU1:ngp am kleinste;\ ist. Je 
• . , I 

kleiner also die mittlere streuung, als um eo geeigneter bowerten 

wir das zu~abörige Näherunge"",Ausglttich"\·erfahren. 

Für die Bereohnung des Koetfhient~l\ «. der AUl!lgleichl!i'unkti~n 

(3bb) unterschoiden sieb nur die Ver~4hrel 2 und ) (~is~ von 3 
nicht wesentlich versohieden) voneinandCl.'. Mit diesen heidet Verfa~l'" 
ren haben wir für einen Teatkörpor (Kug(ll) den mittleren Ver~auf der 

Zu~rdnu.ngen H(Nnvo V) und H<,hnv • V) tÜl' aJ.n feste§ Volumen mit dent 

Ansatz (16~ ) in einem Intervall o WJloh~ 1065 Werte enthielt. be-
" 

rechnet: 

.Y~.d-~ ,.t' !L! :5 I 2 
P 21 .. , 9 j 24,' 

H(~,VIßi 0,491.. 0•16\ 

~=~~~ ____ ~ __ 2 __ -4 

• 0.987 
0,011 0,003 

'ili, - ___ -...-.;._--4-....;....,-..;;,.~ .. _~".,~ ... "._ .. __ 



bzw. n mit if. bzw. ~ goeigneter. 

Fitr die numerische AusfiihrWlg der Ausgleichsrechnungen wurde' 

daher für die festkörper Kugel und Zylinder mit dom Verfahren 2 ,I 

gerechnet. LedigU.oh tür den Teetkörper Wiirtol haben wir da.s Ver­

fahren j angewandt, weil die Enta.rtungsgrade F(hf ) d~e Wdrfelspek­

trums weitaus geringer streuen, ale die da. Kugel~ und Zylinder-

8pekt~ums" und wir ervartendür,fen, daß bei geringer st~ouung der 

F-Werte das Verfahren , eine gute Näherung für' 2 darstellt. 

i) Al)gemeine Eigenschaften der Größen N und H 

, Einige Eigenschaften der Zuor~nungen F(yn), N(Yn)' K(yn). K(N) 
und L(N) (y n aei wieder gleich(V~(~.~ 'h~)vor allem solcho. welche die 
"Morphologie der Punktwolken" in den graphischen Darstellungen der 

Abb',J betreffen, warden "ir anhand deI dort wi:llkUrlich gowähl ton 

Spektrums 'erklären. 

!. ~~or das Spektrum irgendeinel vorgegebenon Körpers Doi zunäohst 

Qin ßsymptotiech gültiger ZUlammenh~ng zwischen mittlerem Entartungs­

grad'-i[hn) und'lIlittlerem Nlveauabstand .1--«.", abgeleitet: wir bohaup-

ten zunächst l, tt~ Jou IUÖ~SIt 
~~~-.~ F'itO<,o.l 
~, (48) 

F(yn)-: AN(Yn) 

1(1 .. +~n.Für 
daß 

F ( 'ctl\) 

ist zugleioh Änderung von, N(Yn) im, Intervall Ää., :art .. ,. j\\':J 

asymptotiach groDe Y n bewies nun n,~ Weyl (1915), 2.. 

Ist. Gilt_ (49) wonigstens in erster Nähorung in 1n auch für den Mit­

telwert ~(Yn) für kleineo endliche Werte von Yno 80 haben wir in 
erster Näherung 

('0) 4N eiN L -fit • O('}~;') 
Ä)~ ~ ~ ::::i , Ihr . 'fit 

Set~on wir (48) 'in (50) ein, 10 folgt aus der Behauptung über den 

mittleren Entartungegrad (48) eine Behauptung über den mittleren 

Ni veallabate.n.d ~ 

, , 

t 



Diese Behauptung kann mm uwni ttelbar exemplarisch geprüft werden: 

fHr Körper sehr ßymmetritJchel' Geatalt iat die Entartung F oft groD, 

daher sollte für diene die Aussage (~8) und damit (51) am·ebesten 

\"erletzt sein. Es ist aber fHr den 

rö.umUchen harmonischen Oszillator: ~ eaconat. $ 
, . 

dreidimensionalen Kasten .conDt.~ eine abklin-

vierdimenaionnlen Kasten 
dreidimensionale Kugel 

gende Funktion (a. 
Anhang 1) 

",const. g 

810(1) •. 

Die Gestalt aller ilbrigen d'~\nkbaren Körper ersoheint als von 801'in­

ger Symmetrie, ihre Eigenwerte.werden daher im Mittel geringer ent­

artot sein. ~ir eie gilt dann (~8) und (51) erat recht. Also sind 

beide Behauptungen !nunOI' erfUlit .. 

-. . Aue (48) folgt nun unmittelbar der Be~ei8 der Debauptung p daß 
bei der (in Abschnitt (0 )~) tJoschriebenen ungowichteten Ausglei- .• 

chung der reprnsentativon l{erte irgende:1ner der hier betrachteten 

Zuordnungen die Wahl der Definition deroelben (d. h. der \{ahl von l' 

in (44» in goWi$8en Gren20n (o~l'dl) freigestellt iat~ 80 lange man 

sich nur IUr den Oberf1~che.ntent der .iluagleichefunktioa interossiert. 

Zum Beweis bilden wir zunlich~t für N(yn) die Differen21 zweier ver­

sohiedener Definitionen (r,r';1';J1") derropräsontatlven lverte 

(52) Nt- - Nt' = (,., ... t-). F(1j ~ 1.. t=( ,J =: 0 ('a~) , 

In der Ausgloichsfunktion N(y~) ist der 

zu y n° also von größerer Potenz· in ·a:l1. 

nutzt haben, gilt (52) zunächst bur für 

Oberfläohente~ pr~por~ional 

alu ('2)n Da wir (49) aus ge-

8uY'lllptotisch grolle ~.,.. Für 
die anderen Zuordnungen (K und L) folgt der Beweis ~ollkolllIl1en analog~ 

Dieae Mittelwertau96~gen aago~ jedoc~ nichts über don Bet~ag einzel­

ner Werte aUSn So gibt es ZeB. im ~peJ,t1'1Ull der Kugel Untermengen von 
Eigenwerten p für die. F(Yn}vYn ist. 

:i.. Die Zuo.rdnung ,N(Yn) ist fU jedem Yn genan 'F(Y'n)""tnch mehrdeu-

tig. N durchläuft alle ganzen Zahlen. alao wird au; (%-5) tür"" ", F 

(53) j N (,ttWl'>lH) ... 'N { ~ .. ,.,): 1 • 

1 ~"l v.. 1 ~v := 0 
Dies ist auch unmittelbar der Abh.(') zu entnohmen. 

.. 
~. Die 'Zuordnung 1,(,,~\..vll)H(1,,\~ist ,"on·gleicher Struktur wie N(111.). 

statt (53) haben wir jedoch . "'.' . . \ . 
Yj' .. , , 



, . 
k. (1M\'1.i) \( ( ~"'V) { .. ~ \4 

(54) 

'1" \ "+" - '1 ",V' .. 0 

Ein Beispiel ist in Abb.(3) dargeatell t. Ersichtlich wird die mitt-

, lere streuung von der GröDe de~ Entartungagrade sohr stark abhängon. 
: 

Die Z1l0rdnung'K(N) .. v2/\\rH(N,V) ist eindeutig •. Aus (4:5) ~ird 
nämlich , ' 

(55) , 
N",v ':: 1 . , 

In dar Abb.(3) liegen daher die zu dem Eigenwert Yn gehörigen F 

Punkte äquidistant auf einer Geraden dorSteigung Yn' Aus (1.~) erhal­

ten wir tür die Steigung der aa. für großo N behaupteten Kurve ci"CN) 
(N) 

(56) 

Da der 'erate Term der AUBgleich~tunktion ireN) Bcbon du~ch den Ansatz 

gegeben ist durch (l? ). weichen alao die 'einzelnen '''erte K(N) nUl' in 

zweiter Näherung von K(N) ab (im Ge~ensat. zu Je( ~II )p N( ~,,)l!)) • .){ir\ 

erwarten daher, daß die m~ttl~re ~treuung und die' statistischen Fehler 

der Ausgleichakoef.tizienten fiir dh~e ZuordnuulJ' beaonders klein sind" 
. . / 

d.h. daß der mittlere Verlauf \tOD It(N) Idi be.~n~erD g0ringen Unsi-

cherheiton bestimmt werden kann. 

Für die 

(57) { 

I 
Zuordnung L(N)aK(N)/Y(~).hn·n(hnoV) gilt 

- L, ( N" I'V ) ':a 1 

N ~III ".. 1 

In der Abb.(3) liegen daher dle zu dem Eigonwert Yn gehörigon F 

Punkte äquidistant auf einer .lerade~ der ,steigung 1 •. 1111. Gegensatz 

zu den Zuordnungen (1. "" 4.) lst L(N) jedooh nicht überall 130ton. 
Es ist zwar 

N l ~ "+i,"I ) N (~~', ,,' 211 1 . > 0 J 

(58) k (~UHI" ) W' Ir( (~~.F) :- ~"'-H :>0 . , 

\< (N~+",~) . - k t N~,p) : ~\4+' ..., C I 
über L(N) läßt sich abor' kaba solche AU8so.ge machen, denn 198 iat 

, , 



, ' . 

(59) L ( N .... fl-i) L (N",p) • 1. - K. ( ~I.,,) I \tl\~" '<i\\ 
I;t~-H' tt"" , 

(tröDel' oder kloincr als'null Je nncn. dor ~onnuon Größe der Eigenworte 

Yn und Yn+l' Doi, fostgQhnl toner Mi ~telpunhtodichtol!)rniGdrigt sich al-­

BO di~ GQsOJlltenorgie für'einice(wenige) MOdellkcI'n9, wenn ein Nukleon 

angelagert ~ird (und der neue Kern wie.der im ~:ru.ndzuBtand ist). Dio­
seI' Schalenstruktureffekt ist auch ,(ür die "j.r~licben Atomkerne be-

I ' 

knnl),t. 

Nachdem wir uns in diesem Kapitel einen eroten tlborblick über 

Struktur Md Eigonschaften von TeUehenza,hl und Energio oinGG' 'Wechsel ... 

wirkungsfreien Fermioneltgasee in einem b,oliobig gestalteten lIohlk'ör­

per verschafft ,und ~~e Mathodik des Vergleich0~ ihres mittleren Ver­
laufes mit don iUr cli'e'8 I aufgeltell tell. H7Pothescn ("11") geachildort ' 

, ' 

haben p werdon wir jetz~ in den fo~gendeD Kapiteln für drei Testkör-
, : f 

per Werte der Zuordnungenberechne~: und lie Ergeb~iaae des Verglei-
I I I :,' 

ohos ihre8 aittleren Verlaufe. mit' den ~Ilgeharigeil tl.aympto,tischen 

AusdrUcken mitteilen. 

,,' i' ' .. , 
:. 1 

,". 11, 

. ' " ~ 

: ~ . '~ . .,.': .' : 

, " '" 
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KAPI'fEL III 

I 

In diesem Kapitel priifen :wir tlie Jlypothese 11 IHr Teatkörper 
\ 

von der Gestalt einee Würfels. Wir gehen 6180 aus von der statio­

nüren freien Schrödin~erglei~hung für ein yürfeltör~ige8 Innonge~ 

biet ~ t 

Au. dem Eigenwertepektrum werden wir für einen endlichen 

Bereich der unabhängigen Variablen die nwnerischenaWerte ZHr Teil-
" I 

chenzahl und Energie in Abhängigkeit von den ver8"Chiedenen Vnriablen 

berechnen und den mittleren Verlauf dieser Zuordnungen vergleichen 

lIti t cler.t 'Verlauf der entsprechenden zunächst für asymptotisch groBse 

Variablen"erte l)ehaupteten expliziten Ausdriicke für it.. bzwl> r a 

Definieren wir nls Reetterm die Differenz zwischen dem Wert 

irgendeiner Grösee cle. Systems und dem Wert ues zugehörigen tr.sYl1lP-

totischen Ausdrucks, n1ao ZQ B. 
.' 

. '/ 

RK \= H - ~ RL:::L-':t) (1) RN :=N -O'r. \ 
I ~ • \ \ • J, J J 

80 betrachten wir tUe Hypothese 11 r,enau dann fHr den Teatkörper 

Wiirfel" alt bestiitigt, wenn far deo mittleren Verlauf von R gilt8 

R /( Oberfliichenterm) 

Zur ltechtfertigung der ,Verwendung von Ol. und a- in nw,lerischen 

Rechnungen als Näherung Ton N bzv Q H prÜfen Wir, ob in dem hier zu­

grundegelegten IntervBll 

(3) R <:<. (OberfHichenterm) 

iet t doh~ ob iHr die berechneten Werte der OberflHchentnrm der cx­

pUzi ten ~ulldriicke (t( bzw. 'Y. ) iiberhaupt eine Verbesserung der bis­

herigen näherunHswei9~n Beschreibung des mittleren Verlnufes der 

Zuordnungen N bzw", ß durch den Voluniterm von 't( bZ'W'g ~ darstell t4) 

Im Abschnitt ...:...) 'Werden wir zunächst '<las Eigenwertspclctrum 'al; 
des Würfels von' 0 bis J50,1t"'2 be1'echnen und durch Tabellierung de"r 

Zuordnung '(y ) (dem~Entartung8grud~) angeben sowie einige Eißen­n 



. ' 
, . 
, ',' 

" , 
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• t, 

- 4:7 -
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IIchaften von F(yn) diekutierenq Bei, Kenntnis deli Eigenvertspek.trum. 

können dann die We ... tepaare aUer übrigen Zuordnungen (XI('I» duroh' . . 
einfache Swnmationen erhalten werden. / ' 

Im Abschnitt ~) geben wir den Verlauf von N und H, bzw. von 

N,K und ~ IHr kleine VRriablenwerte ( .... N'90) an und ver~leicheJl diese 

graphisch mit dem Verlauf von ~ und ~ , bzwQ tt p dr ,und :t ~ 

Der Abschnitt t) ist c}ftDn e'iner, Auegleichorec.hnunszur Bestim" 

mung qunntitativer Mittelvertaueeagen über die betrachteten Zuord­

nungen g~widmet. 

a} das Eigenwcrtl!poktrUlll für ein'viirfeUörmiges Innengebiet 

Da. Eigenwertepektrum (ler freien Schrödin.sergleichung fiir 

" 

irgendein Innengebiet :fy, i8~ 'eineind,eutig zu~eordnct eine' Funktion 

F(h ) t wolche die VieUochheit (den Entartunbsgrncl) des Eigonvert-n . 

" 

ni veau! hangeben 15011 11 Für" i-"~ ist P(h) noch nicht tlefiniert o Wir ,,, 
n 

aetzen willkürlich F(b+bn)-Oo 

Speziell für, ein ~irfelförmige8 Innengebiet kann nocb (Kap~I (2~» 

F(h) geo~etrisch verau8c,houlicbt werden als Anzahl, der Gi ttcrpunl,te 

eines (kubhchen) Einheitagittere. welche auf ,~er Oberfliiche dee 
, ." 

l\ugeloktanten VOJll Radiu8 {{ mit ' 
' .... ' 

, I 

liegen, jedoch nicht, gleichzeitig Punlct einer Koordinatenebene sind 

(BA Abb'~)Q' Dies iet genn~ ute Veranschaulichung der zahl~ntheore­
t~8chen Dar.tellung von F(h). welcheF(h) anaibt al~ z~hi der MHg­
lichkeiten. die Zahl (' ßls Quadrot.urome der Glieder eines geordneten 

Tripels (n1 ,D
2
n,) notiirlicher Zahlen darzustellenr 

')!t"'~"'~~"l ' 
'(5) f(~) s :', 1. j' ~"I~'"'l~-f,'LI""j 

"4. ~ tl, 
alle ~~ sind 'aleo eben1allsnatürliche Zuhlen~ Ale Deispiel geben wir 

F(,8) on: die.7.Bhl 38 kann dnrgeetellt wer~en als Summe der Quadrate 

, der Glieder folgender geordnete~ Tripel 

(191,6).(li6.1)~(~.1,1).(~",5);(2.5~,).(~~2~5)p(Jv5g2)p(5~3~2)~, 
(5;2»')~ ;Aho ,ist 1(38).90 

'<, ,. , 
" . 

I, 

,', 



, " 

" ,. 
- 48 , '~ q. ' 

, .' 

" , , 

:\ ,,1,', 

, Ziel dieses Absxhni ttes a) ist es t die zahlentheoretische' ~'~ 

, Funktion F(t)' fHr alle t,' de81nter~alle8 (0, 350J zu berechnena ,Einige~'" 
. , 

Eigenschaften des zugehörigen WUrfelspelttrume sind ,dann in Anhang /1. 

!~l_!~~!~~!~!~~~!!!~~~_~!E!~~~~~i_!~~_~~l ' 
fiir bestilUlllte ausgel1iihl te ( 
~----_ ... ~--_ ... -~---------, .. _-... 

Ein {;eschl09sener ~8hl~ntJieoretischer Auedruck_ eIer für jedes 

beliebig voreeGebene t .... den '{ert von F(!",) angibt. ist bisher' nicht 

bekannt Q , Für sehr viele tn kann F(4.) nur aus (2) durch systematisches 

Durchprobieren .aller denkbaren geordneten Tripel natürlicherZnhlen 
'. . 

berechnet ,(orden<> F.ür ~h)) 1 ist dieses Vorgehen sehr mühs8IDo Fü~ einige 

bestimmte ~"" jedoch lH,sst si~h ~(4.,) zahlenth~oretiBch ~nd ungleich 

einfacher als ül)er (?) berechnen.' 

1~ Fiir alle, ~ .. 4~(Bn+7) ; m,n-o,l,2 p • u ' ist F(t )"09, 

Bin Beweis wird in Anhang 1 angeReben, 

2 a Fiir ~ -4J1l+1 'und {~"lIl+J H\sst steh fiir' F( t ) eine' zahlentheoretische ' 

Darstellung ableitena 
" ; . 

Die bekannten zaulentheoretischen Funktionen 
v 2-

--- ~ 
i '. 

fv (.d I -= ~ 1· ) v:-t,z, ~,." i /iI.)t -A-1.'l., '''j /=-1,1.,1, 111, V i 
" ~ ~Itl ~.~; , 

(6) 

geben geometrisch veranschaulicht die Anzahl der Gitterpun:kte. eines 
, , ' 

Einheitsiitters Bn, welche auf dor OberflKche einer Y -dimensionalen 

Vollkligel vom lta(lius Vi liegen~ Damit _ ergibt eich elementar­

geometrisch fUr 'F{ t ')', . 
" 

(7) f ( () . 
, . ' 

,.... 
Für Ii(~) falls l=Afwt+i ,+nd, (:s'iI1H·3 

",J ""'" 
sowie fiir Fa. «() Und f.t ( () 

sioa aber zahlentheoretiache Darstellunaen schon bel~anntjl 1::8 ist 

ganzzahlig 
(8) 

. (1 
~ 2.' g Vi,WÖ =2.'\ 018Uo off. nicht ~anzzahlig 

) . 
f I 

r-> 

dQ1Ld\ ist ~eiue Quadrntzahl D so ist ~ (E) gleich zwei, sonst 
.. 

nullo l!'erner ist nac:~ Gls.i~her (1907},.,~nd' Ramanujan (1918) 

I , " 

I , .= lI, .J. ~ A / ....... :\,~ ,J 1, " ',', 1 L-. -.... ':'" L-. ~ " 
'. '. d!ll ,,'~ J}'11' ,,; 

, ' .". . \ ' ',/~' '- ' , '\ 
~. .~, 

gleich ' 

, I 
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dabei sind d"ieSummntionen über alle Teiler d 'bz"" d t" Yon' ~ '; zu '. 

eretr$cken, fUr die 
, I 

" 

(~o) , l.' ,I::: -1 (lMod.~) j I 
I ' 

" gil t 4 'Di.ese Teiler I,önnen leicht aue der primzah~zerle"ung VOll i ge-, 

wonnen,.,erd4:m ö Sch.lie8Blich ißt nnoh Eiseneteil'l (iR47) , \ ,', 

(11), ~ .(~'" +-1\ ' o.2.'1'k- (,tü 
(12) - , fi ('Im. 1-3) .. 8.' ~ (1j~.3) 1) " 
dabei sei ("1 dns bekannte Legendre-Jacobi-~ymbo~ Q 

Durch ~insetzen ~on (S), '(9) und (11) bzvi. (12) in (7) erhalten wir 

die ,r,;esuchte Darstellung fiir F( ( ). falls t. ~m+~ bzv. E .. 't\"\'l+3 \ . ist p 

Al .. Beispiel berechnen ~ir P(21)0 Nnc" (11) ist zunliebst 

;rc111 • l~, U ~ H ~) +- (i )H·) +- (})'(i:l 1- (j}{~) + tiH ~ \ } 
.. 2.'1' ~ i + '1,' ,.. (J ... i -' ~ 1 ~ Lf8 ; 

Ferner ist vegen' t d' , 2l)..1, 21 t (d tt , 2~.Jp,~; 

ir (l ~) .. q. I 1 - ,2. ~ - () • 
Scbliesslich ,ist 21 keine Quadr atz Rb 1, somit \ ~ (1.1) .() und dallli t nncb ' 

,(7) F(21).6a 

Für gr08se ( ist die llerecltnung von F( t) RUB (7)-(12) nur 

:wenie einfacher ale aus (2). Dnrch So~ticrunl~ von Zl\hlentripeln ('2.) 

HiBst sich aber ausserde!'1 zu jedem vorgegebenen t F( i.) berechnen~ 

~.L2~!:!!!~~ ... !!!f~!!~~:2~_!e~ ... !i_~'2_!!!~.!.~i!.t~2~ 
nie 'Her~~hm,n~ 'Von F( t) aus (!!) 1cnnn einer elektronie,ehen 

Rechenmaschine ühe'rtragen werden. Diese muss dnzu für jedes vorgege­

bene i aus nllen denkbaren geordneten Tripein natürlicher Zahleo 

diejenigen beraussucheo, deren Quadrntsumm.e gerade i.. . ergibt; F( t ) 
iet dann gleich der Anzahl dieser Tripel. 

Für die praJc:t;ische Lösung ,dieser Aufgabe' Bind eine Vielznhl von 

nwner:i.sc1lcn Verfahren denkbaro 

Der Aufwand an numerischer R.echnung zur BestimmunG von F(i ) 

zu vor~e~ebenem t wird,lidt wachsendem ~ bei allen Verfahren natiirlich 

stark anat~igeng Vir erwnrten aber, d~88 dies bei den einzeln~n ~ 

Verfah~en in untnr8chi~dlicher'~ei8e aer Fall ist p dass also jc~os 

• t' ~ 
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. ,e V~r:tahren lein ihm eigenes t ... Gebiet hat, in dem eH allen anderen 
f 

bekannten Verfahren überlegen ist .. Diese8 Gebiet kann auch leer 8eiD~ 

Die Auswahl dea Verfahrens wird aber mithestimMt von den Eige~­
schatten der verwendeten eID Rechenr:ulschine q Mit waehsendem l . ~ 

benötigen nämlich ntanclie Verfahren einen immer grö8s~ren Speicher .... 

" pln.tzbednrf (zoB. zur Speicherung .von aussortierten, aber, noch nicht­

gezählten TripeIn) ~ (ter von jeder Maschine nur l,is V.1l einer ihr ei­

genen geßebenen Grenze befriedigt we~den kann .. 

Fiir zwei Verfnhren zur ßerechnu\ll~ '9'on F( t ) IiUS (2) geben' wir im 

Anhang 2 das AIgol-60~ProgrM1lD an: t 

1", min Verfahren, fHr dns man zwal' nur eine sehr geringe und von' i, 

unab~~ngi~e An~8~1 von ,frei verfn~bftr~n S~ie~er~l~tzen hen~ti~t~ 

dass dafiir aber relntiv groBsen (und nat\trlich 1'1 i twachsendel11 i an­

steigenden') Rechenaufwand erfordert" Bei diesem Verfahren werden zu 

jedeul t. alle Tripel, welche nicht durch einfache Kriterien, ausgeachiedeD' 

werden können, darauf gepriift,. ob .,.I. t ":- .. ...: • t. ist oller nicht ll Es 

berechnet also jeden ~ert von F( t ) einzelno 

2. ~in Verfahren. roi t welchem F( ~ ) immer ~u mehreren benachbarten ~ ,. 

(z&B o fiir 100). zu~;leich berechnen 1;~88t" l!:s erfordert zwar eine mit 

i st.ark wachscmle Zahl von Speichcrpliitzen, datiir ist aber der nu­

nerische Anfwancl pro er,rechnetem F( ( )_Wert im Mittel viel geringer 

, .: 

als bei'll orsten Verfahren .. (Es werden weniger Tripel"ehrfach berechnet) ~ 

Solange elie Anzahl ·tler verfilgbaren SpeicherFliitze ausreicht, d~h& für . / '. 

nicht zu eroBBe t. » ist es (leN el'stenVer.fflhren alao iiberlege,n, ZUl11al 

wir F( i ) nicllt IUr irgendwe'lch'e einzelnen t 80nttern fiir .0011e ~. 

eiries Intervalles berechnen,Rijchten. 

Das Verfnhren 8'ei. jetzt kurz erläutert: 

Fiir ein r.;ewiinschtes i -lntnrvnll 3"( t11~1, zQB.q 111 =1GO. 

werden zunächst alle Tripel o fHr die ~ ~ t1:t,,~+t'\~ , 11. iet, lexiJco-

graphisch In! t ihren zugehörigen i = ((n-.) ge8peichert~ Es sind etwa 

'I' {N ClJ.) - N (~~) l 
"F( ! ) tf sind für 

Spe icherplä tze. We i tere ( tz. - ~-1 ) Plätze 

die n.n zu berechnenden Zahlen F(t ) zu re8ervier~n~ 

Zunächst wird ihr Inhalt glei~h null g~8etzto nF( ~ )".O~ Dann werden 

aus (len Lexikon die einzel.oen Tripel mit 'ihren i(Tro) cler Reihe riech' 

ausgelesen und jeweils eIer lohnl t der 11'.11 .~ (Tr.) zugeordneten Zelle 

IIF( (. ) It um eins erhöht. 1st drie Lexikon fertig ausgelesen" 80 sind io 

, ,.',' 

.10 

"'L: 

'. f. 
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, , 

o 

20 

40 

60 

80 

100 

120 

'160 

180 

o 1 2 

1 

6 '3 

9 6 :} 

6 12 

12 3 

18 6 

6 9 12 

6 12 6 

24 12 

, 12 18 

9 

6 

'(-- , 

I 
I 
I 

5 6 7 8 9 ,10 11 12 13 1~ 15 16 17 13 19 ,I 
,----..--_._--------_._-----------j..~\ 

3 :; 3 1 6 .j :; :; Ol 
.l 
I 

3 6 6 '.6 

) 6, 6 1 6 6 6' 

6 12 3 3 12 6 

6 15 

6 12 6 

12 10 

,3 6 21 

9 12 15 

6 18 18 

9 

6 

3 12 '12 6 

4 6 18 

13 15. 

18 15 

6 6 12 15 

.' '21! 6 

6 :; 6 3 

6 12 6 6 \ 

9 1.oj 
:1 

9 1(0 ·1 

3 3 12 7 3 12 6 

6 12 

9 12 6 

6 6 21 

9 15 12 12 

:; 18 18 

1 3 27 12 

9 

9 12 

9 801 
-fOO' 

9 <l0l 
6 12 ("I0:l 

.3 6 9 15 j'OI 
6 12 15 {fo) 

200 , 18 6 12 6 G 30 30 12 9 6 12 9 12 12 12 12 400 

220 12 18 6 15 9 15 6'12 30 15 24 6 9 18 12 , 2.200 

240 15 15 13 6 18 18 12 18 ~2 21 21 12 12 LI{ 

260 f, 2'* 9 , 12 6 30 6' 3 30 24 3 12 15 15 12 6 21 

280 6 27 12 9 24 18 12 2l.l 6 24 l..ßo 

300 1 12 12 3 18 27 912 18 12, / G 9 36 18 1~ 18 loo 1 

320 30 12 12 1~ 12)3 J 36 12 9 9 12 18 6 9 18 18 lZ.~ j 
340 1J:2 27 15 12 12 15 18 '301 --- ·----------""'-...J.~o! 

r--~~-----.;.~=--::::..:--_.::.~...::. ,-~~=------=-;.....I I 
I , 
I 

,I~ 
'\ 

I 
i 
i 
! 
I 

'Eabell<! 1 . 
:1 .... ~er ~14. s.1t.~ le ~- w~ • • b~0t~ VJ ll:<,~): rr~'rl ~ ff~;qJ;:::. 6,' 
Ein;;ctrnßen siml genau alle F( ~ ) =t-O für O~ ~ ~ '350. 

Üborall sonst ic Interva.ll ,ist F( 'E.) .. o. Es ist 

..L ' \. /'J.1j , 
€ .. a.,.~ .. ~·lt· ~ ... ' f(.e:)~' F(~). 

,1T T'J. ~ I Co \ 

','0. ' 
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"F(i ) I~ gerade die Werte de~ Zu.ordnung F( i) fii.r l~' t 'tL geBpeiohed. 
I 

Für 'die Auefiihrung der numerischen Rechnungen' stand die Z22 

(Herateller: Zuee KG) des mathematischen Institut. der, Universi tii.t . 

Hainm zur Verfügung. Die Z22 ist ein Behr langsamer Röhrenrechner 

mit reldtiv gro8sem Speicher (8000 Plötze) undautem Algol-tlber-~ 

ßetzer~ Die reine RechenzeitIHr tUe Dereohnung von F( t ) tUr {. (0,350) 

ait dem zweiten Verfahren betrug 5 ho 

Die Zuordnung' p( t) ist fÜr ~ ,,(0. 350J in Tabelle 1 angegebeno. 

In der Tabelle bedeuten leere Felder F(t )-o.J!Js gibt also nicbt zu 

jeden1 ganzzahligen t >0 ein Tripel, für das tt.."t tt~ +-t\~ 'CI. ~' ist" Woi tor 

erkennt man eine gevisse Periodizitüt: 

Für C~] ~f 

ILtF(U{ 

1t\1+i} , ~ '~mti) oder (~I11+l)}' 
1.m. i m-t\1,1'''J, dah o' für (-1 (qttt-~) oder (If m) 

fast bl~er ungleich null, bh auf .lt2'5~10,t13.25.37'~}' 
58p85~130o 

meist klein, oft gleioh nu1l4 " 

Einzelne Werte dieser Tabelle lassen sieb mittels der Forl'leln (7)­
(12) leicht nachprüfen. (Eine genaue Betrachtung einzelner Eigensch4ften :',1 

,des Spektr~s geben' wir in Anhang 1) • Graphisch haben lfi~ F( 1 ) fiir 

die, kleinsten Werte 'Von ~ in Abb 4 ' (5), als "Spro8senlängen einer 

Energieleiter" d~rgestellto 
,/ 

Die Zuordnungen (II(~»t d.h. N,H bzw~ L lassen sich nun leicht 

aus Tabelle 1 durch einfache Summationen gew~'nn.no " 

b) Teilchenznhl und Energie 

/ In di&DeR Abaahnttt luohon wir für den Spezialfall würfelför~i~er 

Teatkörper die (in Kap. 110) unter a) gestellte] Frage z~ beantworten~ 
ob für T.ilchen~ahlen. die denen der bekannten Atomkerne entsprechen 

(dQ.h~ für N'60), die Ausdrücke Ö(~)1 dil'it), 6i( N) und !.(N) 

{soII(21)-(2lt)] ala nUl!lerhc~ brauchbare Näherung der Werte der exakteIl 

Zuordnungen N(,. f) .K(,. f) .K(N) und LJN} verwendet werde~ können p 80wei t 

da8 durch 80 einfache AusdrUcke überhaupt möglich isto 

" j 

ij 
.. , 

I 
'1 
1 ", i 

J 
1 

, ", 
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Zunßchet wurden die 60 tiefsten Werte von N(Y
f

} und K(Yt } 

gemäs8 ihrer Definition durch einfaches Aufeummieren aus Tabelle 1 

bestimmt" Dae Ergebnis lios8e sich etwa ale Tabelle 'darstellen, i,n. 

der zu jedem N460 ein Wert von K und Ton Yo eingetragen iet; jedes 

1
0 

tritt in ihr genau F(Yn}-Mal aufo 

Graphisch haben wir dieDo Zuordnun~ vo~ N,K und 1 dargestellt o 
durch Auftragen von 

N gegen'Yf$N(Yf }, in Abb 4 7J K gegen 1f' K(Yr)r i~ Abb~~; 

K gegen N,K(N}p in Abb o9 und KI1t gegen NgL(N), in Abb glo Q 

In diese "1'ier Abbng sind weiterhin die Kurven Ol{'1fL dlt'ifl. &: (1'1) und t. (['1). 
eingetragen, 80wie deren einzelne Summanden, welche dur'eh nVoiwn--o 

Oberfliichen- und KrÜJlUnuug,sterm" bezeichnet sind. 

Durch Anschauung entnehwen wir diesen vier Abbn,,: 

1 0 lJer allgeneine Verlauf der exakten Zuordnunp;en ,.,i.,.il im hetrA.r.ht.IA+,"n 

~ereich recht ~ut durch die aSYltlptotischen Ausdrücke wieder(;ege'beng 

Es erscheint daher für wiirfelförl!1ige Körper (bei Verzic}lt nuf ß e-

riicksichtigung von Schalenstrulctureffekten) sinnvoll. die GaYl1Pto­

tischen Formeln zumindest im Bereich N'60 nls nW'lflrisch brnuchbare 

Näherung eIer '~erte der exakten Zuordnungen zu vcnfenden; die relativ­

en Abweichun.~en sind klein. 

2 0 Für die betracht6ten Teilchenzahlen ~ibt der Volumterm der aso 

Formeln allein keine brauchbare Nähernng. Oberfli\chen- (und Krümmungs-) 

term sind hier nUl"lcrisch von f~leicher Grös8enordnung wie der Volumterm, 
, . 

wenn, sie auch asyrnptotisch reIat! ... gegen ihn verschvindenp Erst mit 

allen drei 'l'erl'len worden aho die asyulptotisclten Formeln fiir Ideine 

Herte von N.nls Nliherung brnuchbarQ Wir betrnchten (j) für den Würfel 

nls bestittigt, 

je So~ar fUr die kleinsten Werte der unabhängigen Variablen ist die 

numerische thJcreinstimmung von eXil Zuordnung und ß8q Formel recht g~t~ 

Das ist möglich. weil flie Streuung der exakten \{erte (wn ihren unbe- , 

kannten mittleren Verlauf) selbst eine wachsende Funktion von Y
f 

iat p 

für kleine Yf aleo klein lst~ (spTabelle 2)Q 

Im liegcnsa.tz zum Oberflil.chenterlll' von öl (~I und von ~(~t) ist 

der Xrürntuun:.;sterlll vielleicht fur lIehr , ... iele, eicher aber nicht fiir alle 

Werte von N(Yf) und K(y
f

} eine Verbes8erung der·durch Volum- und 

Oberfl:ichenterm (.i;egebftnen Näherung" Denn 8~5t {Anhang 1 (1S)ff 0) wissen 
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wir, dass der mi tt1er~ Entortungegrnd pr~portion8.1 ~u ~ iet; 

folglich ist die Ditferenz .do.'grB8steo und kleinsten Wertes VOD 
. I 

N bz~~ K zu gleichem Yn i. Mittel proportiopnl zum KrUmmungstermo 

Oi) Pe,r OberflHcltenterlil 

101 vorigen Ahsch~i tt hatten wir l;eeehen f dass die 8.symptotischen 

Forneln für Ideine, endli ehe Werte der Variablen ("'" N"6o) eine 
, 

nUI!terisch I'echt 3ut verwendbare Näherung der exaleten Zuordnungen des 

Fermigas· ... !;.fodelles abgeben. Jetzt suehen wir eine Antwort auf die 

Frage t ob die aeymptotischen Formeln in zweiter Niiherung mit dem 

>,> 'Wahren mittleren Verlaut<'<. der eXl\lcten Zuordnungen übereinstimr.10nq 

Dazu' priifen wir mittels einer Ausgleichsrechnung, ob tUe f\sYlIlptotisoheo 

Fomeln als Nii.herung der exakten Zuordnungen v~rbe8sert werden können 

durch Änderun~ dcs OherflEcl1enterfDkoeftizienten, bzw .. Gleo ob 

(2) R / (Oberflii'chenterJ8) 

eine abnehmende Funktion ist •. 

Für (lie(zur DestilJUl\ung der R notwendigen) Ausgleichsrechnung 

haben wir wegen dee eini.~err.1a8sen ausgegl ichenen ,vürfclspektrums. 

das vereinfachte Verfahren der» ungewichteten Ausgleichung reprä­

sentativer Werte« verwen<tet, welches in Kap. IX (eLf ) dargestell t ':, 

wurde p (und zwa.r hier Illi t r:~l/2). Wegen d~r im Vergleich zum » natiirlich.J 

an Ausgleichsverfahren« (II( e » grö8seren n1 ttleren Streuung der 

exakten Werte um den berechneten mittleren Verlauf erwarten vir 

hBchstens 8chleohtere Ergebnisse. 

Zunächst hdben wir zu je(lelll Eigenwert ~,,~ 350 ·tl. gcmiis8 der , 

Festsetzung (11("» den zugehHriaen Wert fUr N und für K durch r r 
einfaches Aufsummiereo (ter 'ferte nus Tabe 11e 1 bereohnet .. Da.B Ergeb-

nis könnte' etwa als Tabelle (lnrgeste11t ' .. erden, in der zu jedem '(!on 

ein Wert von N und von K eingetragen ist .. Wir interessieren une r r 
jedoch 011r IHr Mittel"ertau8sagen" Nach U(d..) geniigt es p die oben 

gestellte Frage für irgendz"ei der aus dieser gedachten Tabelle ab-

. lesbaren Zuordnungen N(y n)" K(y n) ,K(N) und L(N) zu beanty'orten, um die 

Antwort fitr aUe gegebenen ZU haben, Wir haben 'uns für K(y ) und K(N) , u , 
entschieden» werden jelioch zuvor.~uch:noch den mittleren Verlauf 

" ,1 
'I 

-1 , -, 
J ... j 

;~ 
,1 

. < 

\! 
I 



Ton N(Yn ) ~etr8chten~ 

Sämtliche Rechnungen vurden elektronisch ausgeführta Der Rechen­

aufwand ist' ~egenüber deJ11 fUr (a)2,,~ ausgeiührten vergleichs,~ei6e 

geringG Das' Rechenverfnhren ltUrde unabhängig von dem Spektrum des 

vorgegebenen Testkörpers forr.lUliert. Da'her ist auch das zugehörige 

Algol-6o";'ProgrMllll fHr alle Testkörper veX'Vendbar" ~8 ist in Anhang 2 

als '1'ei 1 des Pro grmnr.ls fiir (lie Kuge 1 abgedruclet q 

Wir untersuchen jetzt den Verlaut v.on N(y)~ Dazu haben wir 
n 

in'die Abb. (6) in AbhHngiglteit von \[i ={.~ folgendes ein~etraacn: 

0.) den errechneten Mittelwert yon IL .. (N ... tl)' eines jeden Inter'Val-. -~r r 
10s li(~) .. (t1.. (iHr'] T1. "der Litn~e 1~;I"{2.j+1.)·1C'l.) i.l,12,~QI ... 18; 

,und zwar sowohl IHr 1'-1 nls nuch 'für r-1/2; 

b) den Ober:tlächenterm von öt {y)-1( ( t: .... 1) .. 
c) den graphisch gCl!littdten Verlauf von ~ 

, r 
Der Abb 4 (6) elltneht!\cn wir Ilurch An"chauung~' 

1 9 ) für YtIIJ50'1l"t. ist eIer Mi tUere Verlauf .. ler Hi tt,elverte 1<... erst 
""I. 

uu! et'Wa {-1/2} o.n~ewachlJe~~ Wegen (RH.". -RJ~(~lz.-N) =1 (sQIl(41», 

untersch.eiden deh. also tr., lIittel die ",ahre Teilchenznhl N von dem 
\ 

Wert dea aOYMptotischen Ausdrucke l{ nicht wesentlich: bis zu N-2796. 

ist sogar ~ (N- at ~ .. a/2(J 

. " 
, ~,' 

r 
/' 

"I 
:"}i~,.ll 

2,,) Offensichtlich hängt der Verlauf der rellri\sentatiTen Wert,c Nr(Yn)'., 

nur linear Yon der Wahl Ton l' ab p Sowohl fiir r .. l/2 wie fiir r-l sind: . ] 

lr;;,...t~\ und ,dmdt (N1h, - NT annähernd linear" Da de~ Ober:fl~che'nterm von :il 
'"6tl't\ quudrathc~ in Vi ist (I1(21», hl\ben wi:r a~8o :fiir d{\8 betrachte.-~ 

te y-G~biet " '1 

(13) RN.(~('Ob.rfli\Ch.nterm) ~ ~ =.( 1) f"r 0 .. 4'1. " '1 
Druni t beschreibt tUr N"2796 3"({y) den mittlerenVerlauf von N(y n) in .1 

I 

mindestens zwei ter(nn,ch (lem unter 1,,) gesagten wahrscheinlich sogar . ,1 

in mindestens Jtter) Näherung" Wir ~rwarten, dass diese Verhältnisse 

sich auch IHr aBYl'lrptothch aroesa 'N nicht wesentlich nndtlrn9 
\ 

I 



Den mittleren Verlauf von X(N) und X(r ) untersuchen wir jetzt . n 
mit Hilfe des in Kap9 11 (e,3) beschriebenen Ausgleichsverfahren'BQ 

Dazu gehen wir gemäßs der in (ne) formulierten, Darstellung de8., V~r ... 

fahrensvon den Zuordnungen (8,11(36a» aus& 

(1%) 

und 
1': (~..J ~= '~f~ . · f kt" (~,,) - c(( ~", 1. 
y~ (N~t!) •• 3~~ . t kr(N~1 - &( N.ll . I 

die wir in trgendeinem ~egebenen Intervall durch Auegleichafunktionen 

der Art -
(16) Ys(f1\ '-. - cl.s• ~ • 'G' + b~'A 
und -' 
(17) 

1. ( , .f'J) iIJ ~ N : ;:: 'Q~M . (by~N) + bS,N 
mit den beiden Partu:\etcrn a und b auegleicheniJ Nach .Ausgleichung von. 

(1~) ergibt sich: 

(18).;<; ( ';In) - <ff ( ~,.) t- f~~ . fu· y. (1 \\ ) 
und nach Eiusetzen von (17) und (11(22» 

(19) 

terms Ton dr ~n. Die Pnraneter b ergeben eine analoge Ausaage über den 

Krünmtungsterm, 

Falls wir ann~hmen könnenp daß nicht nur (wie in (19») der 

VOlumtcrJ4, sondern auch der Oherfliichenterm von <R zur Beschreibung 

des mittle~en Verlaufs 'Von K durch <Ir ,nicht genndert zu werden braucht, 

können wir (analog zu (14)-(19) von,den Zuordnunaen 

(20) Y .. ( "'iM) ,= "L~~ 't k.t ~.\ ~ &.~,,~\1 
und 

(21) y L. (N~13) ..... .~ I k .. (Nt-) -&(N.'} . - N~l' . 

, ' , 
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ausgehen und diese linear durch Geraden der Art (16) bzwa (17)aua­
g1eichenq Die zugehörigen Parameter a und b kennzeichnen wir hier 

durch den Index L • Der Koeffizient qL,d' gibt dann die zur 

optimalen Deschreibung des -mittleren Verlaufes von K t-(~ ... \ dU,reh <ß:( '!) 
bei festgehal t~nem Volum- und Oherflächenterm notwendige Än,leruog des 

GCBtnltpnrameters 1 im Koeffizienten des KriimmunaaterMe8 von ~ (y) 

Ebeneo gibt Cll. tH die notwendige Ände~ung !lCB Koeffizienten des KrÜlll­

mungstermes von ~ (N) an (s,,1I(22) und (23»Q 

Die zur Bestimmung der Koeffizienten a und b der vier Ausgleichs­

gerndentler zu (20) und (21) gehörigen. Bowie (16) und (17)}not­

wendigen Ausgleicharechnun;:,;en vurden IHr mehrere gruBsere 'ä ~ lT''l.. ~ -

Intervalle durellgeführt, niimlich IHr die Intervalle H i ).(0,,:;21 , 

(oploo] (32p1)2], (132p232]unn (232,)32J I> Sämtliche Rechnungen 

wurden elektronisch ausgetiihl't. Die unnittelbar 'Von tIer Recherunnschine 

ausgedrucl.ten Ergebnisse sind für dcn Anhang 2 photolcopiert wortlen9 

In Tabelle 2 haben wir sie abgerundet und in 'f. ues zU(tehtlrigen Ober­

flächen- bzw. Kriinu:1una!~jfii·~ffbientcn zus ru:tJ1engestc 11 t Q 

In Tabell~ 2 sinn nun oin~etragen: 

In Spalte 1 das jeveile zugrunde gelegte Ausgleichsintervall ](t) ) 

in Spalte 2 seine Liinge 111 , geMessen III (f bz'V o N~I~ tin Spalte 

4 bzw" 1'0 die mittlere Streuung p (Def~ s.ll (32» der Einzelwerte 

der Zuordnungen Y um ihren mittleren Verlauf; 

in Spalte 5 der Quotient 'D fI=Jl , welcher als erater Hinweis auf die 

Zuvcrlii.ssigkei t !ler Ausgleichegeraden gelten kt\nnp Je kleiner P /,~ I 
desto gennuere (d Gh o rl\i t umso kleinere. Uneicherhei ten behaftete) 

Ergebnisse erwarten wir. 

In d~n Spalten 6-9 und 11-12 sind dann die errechneten Werte der 

Koeffizienten der Ausg1eich8geraden und die dazugehörigen statisti­

sC:lcn Fehler 1l11t,:8ceben, und zvnr b f,p bezogen aut den Oberfliichen­

bzw~ Krümmungetermkoeftizienten von dr 9 

Eine gonaue Erl~uterung und Bewertung der Rechenergebnisse folgt 

nun im niichsten Absntz. 

Erliiuteruog der l!:rgebniase ~ ____ ~ __ ..c, ___ ~ _________ .0#_ 

Was besagen nun die in Tabelle 2 anaegcbeneu Werte? 

Die Tollständiije Information übe~ d68 Ergebnia der AU8ßleichs-
• I -

.,. 

I 
.I 
I 
I 

I 
·1 
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. ! 
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Reohnungen tUr ein bestimmtea Intervall geben wir durch Korrektur­

faktoren ~ an, mit denen die Obertlächen- bzw~ KrUmmunasterme der . 
asymptothchen Ausdrücke zu mul tipl:lzieren sind, WII';. "nure Kenntnis 

, , 

höer rlen mittleren Verlauf der entsprechenden exakten Zuordnungen 

zu vermitteln, also •• ß. 

(22) 
-(. ! ''11-
k... 't) ".föi& ~ . 

dabei ist 

und 

Die Zahlen'tterte für e/A p P IA,' U,,8_"'4 sind dabei der Tabelle 2 zu . a 
entnehmen. t.t sind clie at1.8 der ~at~lel.lnthchen Stntistik bekannten 

sogenannten "t-Fr~(tile"~ 

Der Zahlon1fert von t$ Unuet sich fiir jede gevUnschte Sioher­

heit P des Ergebnisses in .Abhnngigltei t .von der' Zahl der Freihei ta­

grade der Ausgleichsrechnung (Zahl der verwerttttenPunkte minue Zahl 

der angepaßten Koeffizienten) tnbelliert: 80 z.ß. in Höflich: 

Tabellenwerk der r.tnthematischen Stntistik. 

Die Koeffizienten )(. fHr. &<1"( N) sind in ~leicher 1ioise nU8. 

Werten der i'nb~lle 2 zU8lllJ1l'1lenZusetzenf/ FUr L~N) erhnl ten wir für 

XStL(N\ aus lt"'iIlls,N durch Einsetzen von (U(22) in (II(23)} 

(24) 

Wir vergleichen n",n die tiir fünf 'Verschiedene Auegleichsintervalle 

berechneten Faktoren' >(. miteinondero , 

~~ Wi:r ervortell, daß oeftizicnten alA bzw. bIß in X vor allem 

yon tler Lage des Intervalles abhnngen, Die Zuverliiesigkeit dieser 

Koeffizienten dagegen~ doh g ihre mittleren statistischen Fehler Pa bzw., 

Pb' sollte hauptsnchlich von (ler LRnge des Ausgleichsintervlllles und 

der Größe der mittleren Streuung p abhäng te saino 

Die Lage endlich langer Ausgleichsintervalle auf der € - Zah­

lengeraden lIycrfälscht",rlann ule erhaltenen Koeffizienten a bZY g b, 

wenn der Uestterm nicht null, sondern ulbat eine Funktion von I.. i8t~ . ,. 

Das ist eine Folge der groBen Zahl der' Freiheitsgrade unBere~ ~18g1eich8-
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rechnung bzw. des speziellen Ansatzes der von 1m. verwendeten . \ 

Auagleichsfunktion. Der mittlere "~rlnllf ~ea Itestterus im Intervo,ll . 
wurde im Ansatz für K nicht beriickeichtigt 4 Er Rußert sich daher ~lfang8- . 

läufig in einer "Verf,iileohung·" der Koeffizienten a und b!1 Diese wird 

umeo geringer sein, je weiter die Lage des Intervalles zu großem N . 
hin verschoben ist p Dabei nehaen wir an, daß der Rcstterm im Mittel eine 

. relativ zru. Oberfllichenterll abnehme·nde Funktion voo N ist. Vergleichen 

"ir nun «He KoeffizienteD·8' vunT (N1IS 
) in der T~belle 2 (Sp G6) " 

• . 8 

miteinander, 80 stellen wir fea~, daß die Koeffizienten a/A,die 

"Rei~ischun~enu. zwar signifikant von oull verachieden .104, aber 

tür größere N nbnehmen. 

Damit ist durch nWleriache RecholUlg an fUnf verschiedenen 

Interv~llen lJest;itigt, daß der mittlere Verlauf von K(N) fUr vBch­

eende N eich immer mehr (io zveiter Näherung) dem Verlauf von <R' (N) 

nähert. 

Die Läni~e d~8 Aueg1eichainterv.alles und die Mittlere Streuung 

p haben Einfluß auf die ~uverlö.uigl(ei t der erb",l tenen '''erte fitr 

8 bzw q b p Wir orwnrten. daß «Ue mittleren statistischen Fehler 

P bzw. Pb immer geringer verden, je l1in.:;er' dns Intervall und je a . 
kleiner die mittlere Streuung p i8t~ Zur Prüfung dieser Arbeits- ' 

hypothese haben ",ir p/\~\ in Spalte 5 der Tnbelle 2· eillJetrageni ver­

gleichen viI' die Werte der Spalten 5 und 7 miteinander. so eehen 

vir dieBe üborall b~stätigto· Wir entnehmen wp.1ter~ daß fii.l" y{~) das 

( :l «() .. l 0.1 00)) -Intervall ,ae zuverl~88i",8ten Ergebnial>& liefert" 

Die anderen I~l 'li)1 sind zu It1~inCi Außerde)\ 'Wäohst di.e Illi tt::).ore Streu~ 
ung mi t ~ , Q Um kleinere Fehlerarenzen zu erbalten, mUßte also ein 

erhcbl~ch größerer Rechenaufwand betrieben 'W-,rdenCl Unser beetes Er­

ge bnis fHr )('II<.l~\ ist aber immerhin: 

(25) X.~I \t..l~\ .. 

Für y (~/) wird zwar die ~ittlere Streuung bei l~ngsam zunebmen~ 
8 

1 

der Intervnllänge iNmer kleinar, doch wird das Tempo der zugehörigen 

Gennuigkeitssteigerung fUr jedes folgende Intervall trotz wschsen-

deltt Bechenaufwand lang$anl&r~ Unser bestes Ergebnis istz 
: ' 

--

.' -

" 

.', 
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bia aul hUch.tena lo~ gleioh 

Damit haben wir tür den Spezialfall eines in, einem vürfe~tör~ 
migen Hohlraum befindlichen idealen Fermigases die in Kap.lla)anf .. 

• I ' 

gestellte HYpothej. II innerhalb der Reobengenauigkeit beatatigt. 
In dem betrachteten Bereich ("'N"2796~ kann der mittlereVerlau-t 

yon Teilcbenzahl N und Energie H in zweiter Näberun, duroh die 
entspr.abenden a.ymptotiaaben AuadrUok,lt ~d ~'b'8Cbri~ben werden. 
Der Reatterm iat im Mittel numeriloh klein und von geringerer Po­
tenz a1. der Oberfl&chenterm, 

lfir prüfen nun die Hypothese II tUr den Spedal:tall eines ku­
geltörmi,gen Itm.engeb1ete •• 

, 

\ 

." j 

, , . 

, ' 

, I 

" 

'. , 

I ; 

, I 

;, 
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KAPITEL IV . " 
. " 

. In diesem Kapit.l prüfen wir die Hypothese II IHr ein kugel­

förmlges ~lnncngebiet. Wir gohen aho von einem idealen Fermiga8 aus, , 

welches durch dos äuDer~ Potential 

(1) 

,gebunden ist~ Wir erwarten,daß auch in tifesem Fall die Zuordnungen 

für Teilchenznhl und Gesal'lteneraie 4eS SY8te~8 in l'linuestena zweiter 

NHherung durch Ausdriteke richtig viellor~egeben 'forden, die wi't in 
I • 

(II( 21)( 2'-» nIß Hypothese iHr' beliobige Geßtnl t tIn Potentiah 

formuliert haben. 

Im Abschnitt 0.) dies68 Kapitels geben ,fir eine Übersicht 

über einfndbeEigenschnften der Ei:"enfunlttionen und Eigenwerte. 

In den Absohnitten b) und c) wird db.s Ergebnis der nnneriechen . , 

Rechnungen-nitgeteilt • 

.. 

n,) EigenfunlLtionen und Eißen..,.,erte 

Die zeitune.bhiingige Sehrödingergl«dchun/1 (II(2» liißt sich 

,für das Pot~ntial (1) separieren. Die Differentialgleicllung für , 

die Radißlwellenfunktionen, die ,dr nit ~I(r) bezeichnen, geht 

durch llic Substitution ~(r ) .. :r If. (r) in -

1(N(t-l + ,( l- «(~~il) '.{(-r) ... o über~ 

Dabei' ist der Eig~nwerto Mit )( ~ l~ 'Y ergibt sich 

(2) , + ({ - ~). Fe (X) : 0 . 

Dies iat die Differe~tiRlgleichun~ IHr die hRlbzahlißen Zylinder-. 
. 1) 
funktionen . 

,.' 
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Es sei. I[ (x) reell Uß<l habe fUr x·o einen endliohen' Wert; ferner 

sei 1 ganzzahllg. Dann sind 
i 

" 
(4) 

. . 
die Itsphitrisc!u)D Dese&l:funJetionen" 0 Diese De:Unitiqn' tIer "sphiirischen 

. Bosself .. mlttionen" ist insohrnpralctisch. als für sie gilt.: 

1) tI i e Wronsld-Dcterr1inante fler zugehörigen ·DU terentialgl oichung (3) 
ist gleioh eins, 

2) Die Fu~l(tionen . .{ (x) sind Grenzfälle der Coulomb1Y'ellenfunktionen 

(iHr "t ~ 0).0 

3) Die Funlttionen Fe. (x) gehen für x""> 09 usymptotisch in (lie trigo­

nOllletrisc;,en Funletionen sin(x) bzv. coa(x) über. 

Es aelten tlie ltekuraionsforr.selli: 

(5a) .e • . ~ li-i . \M'a. e" l + L . .. I ' 
.::=l _ 

cl~ J - )( 

(5b) ( .. ' { • {t:t w.\t. t+ := ~ _ cl. 
X n 

und e8 gilt 

t_ -4- ( l -.f) 4- 1: '1. e ( .. '-, te-1J+ --2 cl . {(-;I) 4-' {_ -1-
)( I I; , J 

Aus der Differentialgleichung'folgt, daß die Lösungen ~(x) für 

, 

x> J7!)e1~1.1 oszillieren 'und fUr >(<." (e+i\ exponentiellen Charakter 

hoben; 

Die..re (x) einll olol1ontare Funldionon yon. x, si.n(x) und co. (x) ; 
exakt gilt: .. 

. ' 

(6) li (xl . ~ $;~ (y- ft)·.( t. <-!', k",{ t~l} t lOS(X'~H t-r 1<~''''ltl 
mit ky,e := _1 {e(~+-f) ... """(\M ... -i\ ~/2..L."X , ,j 

Wegen re(ei--1\ -lMl\4l-.'] .1IH~+""'\ ,( e.-ut+I(' ~ r(e.~){e-U(~):. (tt1. lI)l./ :l 
, lM1I1 /~-1.)! 1 
folgt die "FnkultiitendaJtetdlung" der sphiirischen Deaselfunktionen: ..... ~~,' 

. C w 
CI) ,,"",. ( ( t-V)r) n e t , • ( et vH 

.I (. ~)( z ~ ;;)\tt. ~ - ~ • rT\I j .R" ,(:l.JCt' H~~,,)\ v1 . 0 

Die Eigenwerte it"erhnl ten wir nud. w~nn wir tHr die .Jt (x) die 

Randbe(lini~ung beachten, die don .l!!insetlll'en des Potentials (1) in die 

Schr6dirtaergleichung aqui~alent ista 



(8), 

Die Nulletellen der sphärischen Besaeltunktionen bestimmen also 

die EigenverteD Die Nullitellen jeder einzelnen Funktion {(xl 'sei;:' 

8n in Riohtung waohsender x durohnummeriert. beginnend mit der ersten 

Null.telle, fUr die Xe,,> 0 bt. Der zu "e" gehör,ige Eigenwert !iv' ....... )('~ /R:a. 
~st. vegen der beim Ubergang von (2 ) zur vollen zeitunabhängigen 

SohrUdlngergleichung zur Radial~ellenfunktion hinzutretenden Win­

kelfunktion, noch (2l+1)~facb entartets ' 

F ( t '-" ) '::J 2 e + 1 

Da8 Elgenwertapektrum hat folgende Eigenschafteng 

1) e8 gibt keine zufällige Entartung, d.h" aU8 xe.,,- Xc',,, folgt l-e' J' "a v. 
2) 88 gilt ein -.rater Trennungs.atz· (Ji 'JF. trennen lieh "wie, 

, . ~I &+1 
ain und oo.~") t . 

x v '-.}t (,x ~ .•.• ev ,(.. "'e.H,v (,VH tK, "H } 

Näh~runasweise tallen nach (6) fUr)(..., OQ und 8ndlicheq. 1 die Null­

stellen von 4. '4t."",. -Fe+tM zusammen und liegen in der Nähe der Nul·.· .. 
8tell~n von sin bZW D 008.1 Welen (1) diirfen diese jedoch nicht gen;.tl 

zusammenfallen, alS gilt vielmehr ein 

3) "zweiter Trennungssatz" ("Eigenwerte für höheres 1 sinken et~~s 

ab lf ) 

(11) " , , ,... <. )C t; 1I l... >C t-~ vt 1.. " ",.. 

Für N ~ 80 ist da9- Spektr~ der Eigo'nwerte (evp. , )A~ p2 0 C 0 Il (21'1-1) ; 

für n.1 i~ Zeichnung (11) graphisch dargestollt p Es zeigt a,\fJlSet·· 

ordentlicb 8~arke Schalenstruktureffekte P ,und zwar sind ben{.chbar.te 

Eigennlveaua oft lehr versc~ieden entartet,q Die Werte "ev f,,1' d:".e Ei­

genwer.tniveau& können den Besselfunktionsnullstellentafeln untnom ... 
" 

men werdenq Für uns bell'hht das Problem nun, darin" aUB den bekllnn-

ten Tafeln siimtUche Nul1atellen herauszuGuchen g die kh:lnor sind 

als irgendeine (möglichst große) vorgegebene Schranke" D:teso Null-
8tellen sind dann der Graße nach zu ordnenl/ In dom (R~MQS~'l' ... Vol.,III, .. .. , . . . . 

Part. I)-Tafelwerk. dem 3.Zt o für BessolfunktioneJnullatelleu voll-

ständigstiln und genaue~ten. sind alle Nullstollen bis ,!iU bost:lmmten 

werten von V und 1 aufwärts tabelliert. Es liesaen Dich jodooh nur .... '. - " 

genau 77 NullateUonherauEu!uchen p diel'l ihrom Betrago nach goordnat o 
, il.\.'· , 

eine lUckenlose Reihenfolge bilden. ~fischan ihnen kann auf Grund 

der heiden Trennungseätzekeine weitote Nullstelle mehr liegen. Die 

So!':ti,e~nn~ ,d,ie,~~~ ,77 N:nU.tel1en wurde eiektroniech mit ~ilfe eine. 
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PermutationsTertnhren aUlsefUhrt (.; Anhang 2)~ 

~e) TeUchenzahl und Energie, 

Aus dem angegebenen Eigenwertspektrum haben vb .. · gemäß ihren 
Definitionen durch einfache. Abzählen bzv, Aufsummieren die 80 

tiefsten \i.arte von y(N) und K(,.) beatimmt. Zur Veranschaulichung dieser 

Zuordnung von y~N und K wurden N(y) in Abbr (12), g(r) in Abbo(13)p 

K(N) in Abb,(l%) und L(N)-K/,. in Abb, (15) gro.phisch do.rge8tellt~ 

Man erkennt die stark ausgeprägten Schalen8trulttureffekte~ In die 
Abbildungen wurde aU88erdem der Verlauf des javeil. ~uaebörigen ... 
8sYli\tltotischon Ausdru.cks eingetragenn lowie einzeln dealen drei 

Summnnden. die 0.1. VolWl1- o Oberflachen- und KrUmmungsterm·bezeich­
not sind., 

Wir entnehmen diesen vier gro.phisohen Darstellungen unmittel­
bar d\1roh Anschauungs 

1) Der allaemeine Verlauf der. ex~kten Zuordnungen vird im betrach­
tet1ln Bereich ganz gut durch die entspreohenden aS1l'l1ptotisohen 

AustlrUclte viedergegebeo: Die relntiven Abweichungen Bind Itleio; 

dahllr ist •• zumindest fUr kleine Variablenvorte sinnvoll p die ur­

.prilnglich für den Würfel und für 8,8.. große Variablenworto angegG~o~ 

nen ns~ Ausdrücke als numerische Näherung der exo.kten Zuordnungen zu 

vertlenden. 

2) ~ür siob allein ist der Volumterm der asymptotischen Ausdrücke 
fUr 80 kleine TeUohenz,ah1en als numorische N~herunß der exakten 

Wcri,Q nicht bro.uohbar p' obeJ,eich aSYll1ptotiBcb Oberflächen .. und Il:rfun­

mungsterm relativ zu ihm klein werden. Nur~ wenn'man keinen der 

drei Terme verno.ohlUuigtowordon die aSYnlptotisohel1 Ausdrüoke für 

kleine Werte der unabhänaigen Variablen als numerische Nähorung brauch­
baro 

3) Diese numerischen Näherungen sind sog.lX" für' die ltleinst,cn tl1orto 
I 

der unabhängigen Variablen vervendbar~ 
l.\) Eine ldeiklO p ~naoheinend systematische Abweichung ist nur in der 

, Abb~ (1/j) ZU erkennen. ßs iGtK(NgO». d\(NpO), Wir fragen nun~ ob 

dieBo systematische Abweichung durch eine Änderung dee Koeffizionten 
deo Oberfläohenter~8 von df(NpO) fUr alle N behoben odor vermindert 
lIordon kann o drh~' ob der Rest.torm von gleicher oderlgelt'ingcrer 

Potenz von N ist 0.1. der Ober:tlUollenterll\c 
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So .. ) Der Oberflüeh,ontcrm der Ge.lUIltenorai~ 

Wir suchen jetzt eine Antwort cut die Frag~. ob. die 8Symp­
totiachen Ausdrucke in zweiter Näherung den mittleren Verlau1 der 
exakten Zuordnungen richtig wiedergeben. Dazu prillen wir mittels 

" einer "Ausgleiohsrechnung (analog zu Kap. lIIc», ob die asymptotisoh­

an Ausdrücke duroh eiD8 Abänderung ihres .Oberfläohen. und KrUmmungs­
termkoellizienten zur näherungswelsen Besohreibung des mittleren 

. Vorlaufe. der ex~tten Zuordnungen besser geeignet gemacht werden 
kUnnen. 

All Ausgleichsverfahren haben viI' dal in (Kapolle2) angegebene' 

der ~g.vioht8ten Ausgleichung repräaentativer Warte" verwendet~ 
Es stimmt in 4~ter Näherung mit einer exakten Au.gleiohUng aller 
Werte der exakten" Zuordnunaen Ubere!n. Die Anvendung des fU"X' don 

Fall des Würfels benlttzten Näherunß.verfahren. ("ungewichtete Aus-
. I • ~ • 

gleichung reprUsentativer Werte") arschien UDS hier nicht zW8okmaBSi~ • 
. weil das Eigenwertspoktrum der Kugel im Gegensatz zum Würfelspektrum 

ausserordantl ich rege lmäss i·ge ("rhythmische") Schalonstruktureff akto 

zeigt: einzelne Eigenwerte sind aohrhooh entartet; sie liegen 
systematisch naben aolchen ~on extrem niedrigem Entartun3sgrad; beide 
mit ~em Gewioht eins gezählt ergeben einen systematisch anderen Ver­
lauf dea errechneten mittleren VerlaufeB~ 

Das Ausgleicheintervall ~de so gross wie eögliob gawühlt g um 
Jtlelne Fehle'rsohro.n1ten zu erhlll ten. Die uns zur Vorfügung stohenden 
77 niedrig8ten EigennilfMu8 gestatten eine Beroohnung"bis zu 
Nq1065~ Als AUlgleichaintervall haben viI' a180 in der ße~eichnung 

VOll Kapolllc)c 

1)( J7 

25~95 

Dabei ist l. ... (~ia'fl.'a" 

Tabelle .l 
1 

39,,5' 1065 

Indiese~ Auagleichsintervall haben wir nun de~ mittleren 
Verlauf von K{y) und K(N) bestimmt. Die ~chnungQn wurdon elektro­
nisch ausgeführt". Daa Algol-6o-ProgrWlllJl und die von der Reellen ... 

, . 

maschine ausge4ruckten Ergebni8se sind in Anhang ~ angegeben p 
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Bezeichnet, lDtlIl mit '>Ce , vie in &ap~IIIc den l1'aktor p mit dem 

der Obertlüahenterm von It zu nmlt:Lplizieren ist p um die Aue- I -gleiohafunhtion K zu erhalten. 80 haben wir all Eraebnis: 

(12) 
,. (1 + (t,'f%) ± (3, 2 °/o),t$) 

t 

x, I v.t~\ :11 ( 1 + l -1. 1" ufo) ± (t), (>"tl %) · -t~) , 
. 

Daher weicht auoh (nach (2~» ~ höchstens um 27; von eins ab p 

&, L(~) 

Naoh dem in KQP~ 111 (an dan für ~erBchiedene Ausgleiohaintor­
vall. erhaltenen Ergebnissen) durchgefUhrten Vergleich erscheint ea 

möglich und wahrsoheinlioh, dass die systsl:latisohen Ablieichungen der 

Koeffizienten ~ von eins um 8 bzw. 1~ von einer mit wnchsend0D 
N bzw" T relativ zum Oberflüchenterm abnehmenden Beimischung (Rast­

term)herrUhrenr 

Dami t betraohten wir die in Jfa.p~ II t'ormulic:rte 'Nypothcso 11 

auch fUr d an Spe~ialfalll1 daß das ideale Fe1'mig8a sich in einem 

ltUgolförmigen Hohlraum b e:Undet Q innerhalb der für den betrachteten 

Variablenbereioh erzielbaren Zuverlässigkeit als bestätigt, Der 

mittlere Verlauf von Teilchenzahl N und Energie H des Systems kann 
für nicht zu grosBe Fermigrenzenergien in zweiter Nüherung durch die 

asymptotisohe,n AusdrUoke rc bzw. r. beschriobon werden" Auch .für 

kl~ine Toilchenznhlon p ve~che denen der bekannten Atomkerne ent­

apre ehen 11 sind die a.s" Äusdrüoke zur numeri schen Nfiherung (tor ~erte . 

der e%~ Zuordnuneen gut verwendbar" 

D~BB die ursprünglioh tür ein wiirfelförmiges Innengebiit ango­

gebenen 8Bo AusdrUoke die Verhältnisse auoh o ~enn ein kugeliöroigo8 

Potential vorliegtjl ltli t vergleichbarer Genauigkeit wiedergeben" 

legt die Vermutung ntU1e 9 dass die 0.8. AUBdrüclte gostaltunabhiingig sind ~ 

(8. auch Hypothese X)~,EG sei jetzt noch kurz die ßYpnII am Zylinder 

geprUft~ 
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I 
KAPITEL V 

In diesem Kapitel prüfen vir die aypoth8s8 11 für Tostkör­
per ~on.der Gestalt eines Zylind~r8A Bei den dazu notwendigen 

numerischen Rechnungen, die sämtlich von Hand ausgeführt wurden R 

beschränkten ,dJ;" uns aut solche Zylinder, :Ciir die das Vorhältnis 

B von Lii"ngo p zu Ro.diue R gloich 1/2Tr ist. aloo ßg .. 1!2T ... 

Ea Gollen aussordem nur ·offene" Zylinder betrachtet werden p d,bA 

dem idealen Fermigas 8011 nur die Mo.ntelfläohe als Oberfläche ~ 

im Sinne der Erläuterungen In der\Einleitun~ dieser Arbeit -

ersoheinen. Die Wellenfunktlonen ~ der .in~elnen Fermionen sollen 

also den ~ndbedinaunaen \ 

1~ 

und 

talls 

20 'f l X", )(z., 0) .. - 'f -( x" )( \.1 f) 
genfigen. 

8S) Wellenfunlttlonen und Ei.ßenwert~ 

FUr die Wellenfunktionen f erhait man nach Separierung der 

SohrödingergleiehUDg ia Zylinderkoordinaten duroh Normieruna und 

Anpaalung'on die zweite RandbedingUng • 

(1) , 

mit mund t gBnzzahlig p m«o; r2g.x~ +. x;und tg ~ .. x1./J4. J m ist 

die Zylinderfunlttion m-ter Ordnung" (B~IV(4»). Um auoh die erste 

llandbedingung ,zu erfüllenQ mUDe 

(2) lf' ~)It( 1< «~I )(> ) -= 0 
sein" Damit erha.lten wir aus (1)r. venn wir noch dio v-te NU,llatelle 

von Jm mi t ~IM~ bezeiohnon, Jm(Jniv)-O-, fUr die Eigenwerte h die 
, ' . 

Bestimmungsgleiohung 

, . 
-., 

. ' 
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(:s) 
1.f3· -. 

(~) .( '8~v + ~1(l~1.. i:\) , 
. . 

(1) eraichtlicbg Der Entartungbgrad der Eigenwerts hiat aus 

, €Ir kann nur glo1ch llp2 odor 1 se:1n p !=Iofern keine zufälligen lllntar-, , 

tungen auftreton" (ZUfällige Entartungen sind beim ZylindorQPGkt~ 

äUBsorst selten aber bei'passender Wahl von pan nindeatens einer 

Stelle dos Spektrums ~öglloh)~ . 

(%) f( f.",,~) == (l- ~~IO) (,. ö' .. ,o) = {(1) ~U~ (: : 1:~ )}J 
Für die numerisohen RGchnun:~en benötig~n wir unterhalb lrgend-i ..... ' .. ,.~ 

einer fostvorgogebenen Grenzenergie alle EigoU'\fertCll des Spaktl'Ul!l0" ~ 

mit ihren Entartungog.radenc Nach (3) und (~) ist dazu 1 0 'Wo nur die:~ 
'Kenntnis von Nullstollen der 'ganzzahligon Zylinderfunk'tionen not-"'1 

.J 
wendig" Dioss lconnten aber den R~MD5~'1'" entnommen ~ford,mo DieAn-· .' 

, • I' 

ordnung dar Eigenwerte nach ihrem Betrago hängt nach (3) von der 
/ . 

Wahl des Gosta.ltpnrarnotera ß ab" 'iir haben ape·ziell. BIlII1/21f gewählt 
I" 

und erhalten dann 

it . . t.1'S 
m 't~,,~(~.-hr)':' (2.1\"1.) .E,"v-l: • I 

," 
t"'" 

I Es wurden alle Eigenwerte llM"",!: (,'r"ettfo0it N~ ~ " ... c,,~ ).253 berechnet), 
.( 

und der GrösBe 'nnch Bortierto Das zugehörige Eigenwertspektrum ist tiir 

die niedrigsten ~ in Abb.(16) dargestellt~ 

Die, nun folgenden Abschnitte b) und c).aind ~ollkommen ana­
log den entspreohenden für den WUrfel bzwo für die Kugel (KapoIII 
bzweIV),. 

All) TeilchenzM.I. .und Energie 

. '1 
'I 

J Zu jedem N
D
'253 haben wir nun die zugehörigen Werte yon y. und,;) 

K gemäs8 ihron, e:Unitionen. durch e.iilfachoB Ab~ählen bzw,. AttJil'WlllI1ieren I 
der der Grösso nncl/ geordneten Eigonwerte bereoh~eta (Bai ontal"teten:1 
Eigenwerten ist die Reihenfolge willkiirlich fostgoraetzt)1 Die damit. ·1 
bekannten Zuordnungen N(y) pK(y) nK(N) und L(N) haben wir :tÜl· den ' 1 
BeraichN~9o ~n den Abhno. (17)-(20) ·da.rgeBtol1t~ In diese Abbno 

.I 
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ist ausserdem der Ve:rllluf dar,entaprechonden aSY1l1ptotiscllen Aus­

drUcke und ihrer ein:itelnen-Summanden eingetragen. 

Diesen vier Abbn. entnehmen wi~ unnittelbar durch AnschauUng~ 

1) Der allgemeine V~rlaut' da'r exakten Zuordnungen wird für kleine 

Teilchenza.hlen (mindestens tür alle N"'9o) n11r.1erisch ganz gut durch 
die vollständigen MI. Audrücke p , bestehend aus Volum-. Oberfl:ichen­

und KrUmmungstermo angenähert, d .h~ die relativen Abweichungen sind 
~ 

numorisch klein~ ~ 

2} der Volumterm allein ist bei 80 kleinen Tellchenzahlen als nume­

risohe Nähcrun~ der exaItten Zuordnunaen nicht brauchbare 

,) Kleine systematische Ab"elC1hun~en zwischen ~und K. bZ'Wn t... 
und l zeigen die Abbn~ (19) und (20)n Die a8~ Ausdrücke'ergeben fast 

,stets etwas ZU kloineWerte~ 

..2.J;) Det:...ßberfliichentei:! 

Wir suchen jetzt auch tUr die in die$e~ Kapitol betrachteten 

zylinderförmigeu festkörper 'die'Vermutung zu bestiitigen(l daes die' 

asymptotischen Ausdrücke den mittleren VerlaUf der ex&~tenZuord­

nungen in zweiter Näherung richtig wiedergebe~n Nach Kap,. lId) genügt e9 

die Vernutung nur' für zV8.i der vier exakten Z~ordnungen zu prüfen" 

Wir haben uns für N(y) und K(y) ent8chieden~ , 

Zunächst,haben wir ,den mittleren Verlauf von N(Y) un~ K(y) 
durch \das in Kap- :ne') angegebene exalcte Gauss asche. Ausgleichsverfahreu 

bestimmt. Als Ausglelchsfunktion ha.ben wir 'fI. (y) und ~'(y) val" .... 

wendet~ deren Oberflii.chcn- und KrümDmngsterm j~dcch noch mit lioef·, 

tizienten y.... multipliziert waren" Diese Koeffizienten ~ sind aua 

dem Ausgleichsverfahren zu bestimmen. Ergeben sie sich als nicht 

wesentlich vorschieden von eino o BO betrachten wir die obige Ver .. 

m.utung nIs bestätigt. Sämtliche Rechnungen wurden manuell ausgefiihrt, 

Das AUSl;loichaverfnhren entsprach dem Bereich otoiN..i253o 

Als Ergebnis haben wir erhalteng 

1,h\~1 )(,S4 Nt~l 
,. 1. + l5"lo) t (t (10) ,t "-

J ~ 
, 

• J I X .. 1 + (~~, t) t{ &:5c/~) .t:~'-
. SI K.\'1il 'b 
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~ie Restterme ~ b~. BK können also 1m Mittel im Interv~ll 
o'N~25' als 5~ bzwo 6p 6. des entsprechenden Obertlächenterms 
dargestellt werdeno Der mittlere Verlauf der Restterme ia Intervall 

zeigte'iedoch relativ zu. Oberflächenterm.deutliCh eine abnehaende 
Tenden:. Daher erscheint e8 möglich und wahrscheinlich, dass dl~ 

' .. signifikanten, wenn auch gerintt.rL.Ab,.,eichungen des mittleren Ve,r­
laufes der exakten Zuord~gen von de~ entspreohenden Ausdrücken 

, ' 

aaymptotisoh relativ zua Oberfliichenterm verschYinden,1I 

Damit ,,'etrachten wir die' in Kap" 11 formulierte Hriothese 11 

auch f,ür den Spezialfall. daß sieh ein ideales l1ermigas in einem 

·offenen" Zylinder des Verhältnisses Länge,zu Radius vie 1:2T 
betindet~ innerhalb der bei dem geringen BechenaufwaDd erziel-' 
baren Genauigkeit a18 bestätigt, 

... 

) . 

" ' 
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. ZUSAMMENFASSUNG 
f 

Wir haben Aussagen üb~!r das Eigenwertspektrum der' freien Schwin­

gungegleicbnng für einen nohlraum ~ . gesucht. welche unabhängig von . .' 

der Gestalt des ßohlraum.es nur VO~ Gestaltparametern o.bhängc:m t die als 

Integrale, i.iber, 't>- bzw. über dessen Oberflä.che '1: Eigenscllaften von 

'ganz. ~ darstellen, ohne die loko.le Struktur der Oberfläche 'tzu ent­

balten. 
, 

An' drei Testkörpern sehr verschiedener Gestalt (uie Gestaltpara;" 

meter waren ebenfalls verschieden), nämlich ifüriel, Kugel und Zylinder, 

haben wir die l~pothese·bestätigt, daß der mittlere Verlauf der Größen 

• Anzahl N und Summe ·E aD2r Eigenwerte unterhalb einer willkürlich 

vorgege~enen Schranke fF- I1 in Abhängigkeit von der \tIo.hl dieser Schran-' 

ke i. ,,,.. gesto.l tunabhängig ist. 

Für den Quader lassen sich im Falle asymptotisch großer E~ expli­

zite Ausdrücke für N und e angeben, die für alle drei Testkörper 

nicht nur den mittleren Verlauf von ,N und E b~ikleinen (endli~hen) 

f.f in zwei tel' Näherung (in Potenzen von ~_41Z. ) ri cntig wiedol-gaben, 

sondern auch als numerische Näherung dss mittleren Verlaufs von N 

bzw" E brauchbar waren {relative Kleinheit des Uestgliedes)o Die mathe­

matische Vermutu~gp daß sich für tt.'S, grolle'~ eben dies~ expliz?- ten Aus­

.driicke fHr N bzw 4 E' al~ gestaltunabhängig erweisen, soll 'in einer 

weiteren Arbeit behandelt werden. 

Das Ergebnis·dieser Arbeit ist überall dort anwendbar, wo Eigen­

schaften des Spektrums der freien Schwingungsgleichung mit Randbe­

dingungen benötigt werden, die sich aus N. bzw. E ableiten lassen; 

also vor allem in der Akustik (Zahl der Obertöne eines lIohlraumes unter­

halb einer vorgegebenen Freqll~nz). in der Theorie der llohllei ter us,y-. 
. . 

In dieser Arbeit haben wir die Am.,endung auf ein, einfaches ,\tomkcrn-

modell betrachtet. das' Fermigas-Hodell.' Es beschreib t. den Kern als 

freies ideales in einem Hohlraum. von Kerngestalt befindliches Fermi­

gas. Dann bedeutet N die .Teilchenzahl und E die Gesamtenergie des 

Systems. ~ ist di e Fermigrenzenergie und es ist ( ~V2. /6'if1..) die 

Sättigungsdichte im Innern des Systems.' Der Koeffizient d'es z'\fei ten 

Termes des expliziten ( Q..S. ) Ausdrucks für E kann dann als Oberflä­

Chenspannung gedeutet werden. 
. t, • 

, . 

Die spezifische Hodell-Oberflächenspannung Hißt sich in Abhängig-
I 
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kei t von d~m Gestal tparamet,ern und der Siittigungsdicb.te des Atomkernes' 

. schreiben" Nach Einsot21en derempirieehen 'tforte erhalten wir numerisch 

einen \/ert, der nur tun.. 20'; vom empirisch aus der 'V o lleizsäckerformel , . 

bekannten Wert für die I3P~Z. Oberflä'Chenspannung abwich~ obgleich 
\ 

das 1>Iodell nur eine .äuJlorl.lt einfache Näherung der .Kernstruktur sein 

Itallno Daher gelangten wir zu 'der Überzeugung, daß derOber:fläch~nanteil 

der Bindungsenerg!e wesentlich ein kinetischer Effekt ist~ 
I 



I , 

Herrn Professor Dr. G. Süßmann eage ioh für die AJu"egung 

zu, dieser Arbeit und für zahlreiche, wertvolle Diskussionen meinen 

herzlichen Danl,. 

I 

Herrn Dipl-Phys. ll~ Schmidt danke icb sehr für kritische und 

fördernde Bemerkungen. 

Herr Dr. A.; Lindner hat mich in die Benutzung elektronischer ltech­

ner eingewiesen. Das Institut für Angewandte Mathematik der Univer-
I 

si tät Maius ermögl i chi, ... di~ Ausführung der numerischen Rechnungen. 

Herr Peter Zehm hat die photokopierfäbigen Reinzeichnungen der Abbn. 

angefertigt,. Ihnen allen danke ich für ihre Unterstützung • 

. ' 

/ 

, 
Frankfurt (:Hain), im Friihjahr 1963 

Institut für Theoretische Physik der Johann Wolfgang Goethe-Universität 



• j' .,' 
ANlUNG 1 

! 
Mittlere Niveau- und. Tormdichte sowie Entartungsgrade für das Würfel .... 

~pektrum , ~\,~ .. 
\ 

'al ASY1l1ptotische Niveaudichte des Würtelspektrums 
~ 

Die Eigenve~te des Würfel spektrums sind bis' auf 'einen Faktor 

go.nzzahligl --
(1) 
dabei sind die Ett die- Summe 'dreier nicbtverschwindender Quo.drat­

zahlen. Mit ~' bezeichnen wir dagegen im folgenden irgendeine ganze 

Zahl der Zahlengeraden. liir berechnen die Niveaudichte aus einer Nälle­

rungstormel tür die Dichte]) all,er Z,ahlen (' auf der Zahlengol'aden J 

die sich Qicht als S~~e dreier Quadratzahlen schreiben lassen. 

In (11) hatten wir ':;ezei.~t, dan bei der Ersetzung vön'N bzw. n 
durch N~ bzw. llr fHr eine gewichtete Hittel ung nur dann Iteiue ober­

flächenproportionalen Tercle verloren gehen, wenn für den Abstan~ 4i 
zweier benachbarter Eigenwerte von verschiedenen ßetrag im Hittel und 

asymptotisch 

(2) 
, . 

gilt. 1/ir müssen untersuchen, ob diese Bedingung für lIen Würfel über ... , 

haupt erfüllt ist. 

die· natürlichen Zahlen ~'9 die 

nicht bä~figer werden (dichter 

" " 

Dazu genü~t es zu zeigen, daß 
Dicht, Eigenwert sind. mit wachsendem ~ 

liegen): Die Zahl dn der!' pr~ ~! ; ,d. h. ihre Dichte auf der Zahlen-

gcraden p darf mit wachsendem i nicIlt zunehmen.. Die~' können 'Wir nicht 

in Strenge beweisen; wir l1erden aber folgenden Ueg gehen: 

Zuerst beweisen wir zahlentheoretisch'von bestimmten { , daß 

für .de F (i )"'0 sein muß. Für diese ~ ... t' erha'lten 'Wir einfache Aus­

d::,,·üc,ke. Die Zahl der durch diese 'AusdrHcke nicht erfaßteni=r~'~ "0 
ist,klein und nitmut in Abhängigke1tvon ~ 60 stark ab, da.ß ,:ZUr 

I 

130( ~ -< 350 ,scllon alle vorkommenden i';:(' durch unser~ AusdrUcke er-

faßt .... !erdcn. Daher läßt sich aus diesen Ausdrücken durch Umkahrung 

eine Niiherungsformel für 'die gesuchte ~' ·=Dichte 'D angebeuo Biese 

können wir durch einen Mittelwertvergleich numerisch prüfeJll~ denn sie 

,. 
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A 2 

gestattet. uns t den mittleren Entartungsgrad (asympt'otisch) großer", 

Eigenwerte an,zuge ben .. .-

, ),' 

Im folgenden seien 8., b. c natürliche Zahlen.j{ I i,' ,A,B,C ,n, 1. seien 

ganzzahlig und ~ 0.' Wir habell; nun die folgenden Sätze: 
, '\ • • r .' I 

'. Satz f: gs ist~' ... ti'+li+c2. für 411e (~,b,c). falls t,. 8n + 7. 
Den Beweis dieses Satzes führen wir ,indireId durch Zurückfiih­

rung der gegenteiligen Hypothese aureinen ~!iderspruch. Sei also die 

HYpothese:!i. ... 8n + 7: dann ~ebe es (mindestens) ein Tripel (a,b,c), 

so daß t .. a1 +ba +.c:l'}. Es ist, dann al so ~ ungerade. wir schrei ben kurz 

.( .... 1.odC. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit folgt dann aus der 
, , 

Hypothese, dan a ai lmod2, und daß bund centweder behle ungerade 

oder beide gerade sind: 

~ ... lIlod~ ~ (n,b,e) m (lnocl2, oIlod2, Or.lo<lC)J\ (1c.od2, lc.öd2, lmodC); 

S~i zunächst (n,b,c) ... (1~od2, ~IlodC, omodC). '[ir· setzen a _l 2A + 1:, 

, b =f ,2ß; .e-:' 2C 1:1 i t ,B ~ C>' o. Dann wird 
\ 

Sn + 7 ... ~ - ~A~ + %A + 4D1 + %C~ + 1, 

und darau~ 

also ein Widerspruch. 

und daraus 

1~od2 = 2n.+ 1 - A(A+l) + B(B+l) '+ C(C+l) ~ omod2, 

also ein Widerspruch. Damit ist Satz 1 bewiesen. 

'::L . I 
Satz 2; Es ist f, .,., a2.+1> + cl. ~ür alle (a,b,c), falls (_< 0 z'n; 

Vorat}ssetzung ist~ daß(~:iaao:l+b"+c'Ä,für alle (n,b,c) schon: bewiesen 

sei. 

Der Beweis des Satzes 2 ist analog zum ßel"eis des vorhergehen-

den. 

Hypothese: Es sei ~ == ~In %,n. = a2 +b2. + c:4. 

l~Ut n==o widerspricht die ·Hypothese der Voraussetzung. Sei nun n ~ 0 J 

. , 
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A 3 

dann ist( =:'.: oDlod2 und es folgt aus der Hypothese:, 

(a, b, c) ... (1m~dn ~ : 1:mod2, Qmod2) A (oJ:1od2, omod2, o.t:lod2) :', 

Im ersten Falle aubcl'tituierou'vü" a =1 ;2A + 1, b =: ',:rn..,. 1, c ... f,!2C;" 

c> o. 

~ -= ~I~ 4n 
er lJ,!l.(A+l) + hn(n+l) ,-I- Ik C2.+· 8; 

~! 2 ~ 4:.a-l ... omod2 >= 2A(A+l) + 2B,<D+l) .,. 2C"'''' 1 ;;;: imod2 

-.> \viderspruoh. 

Sei nun (n,b,e) Q (omod2, <>mod2. omod2). a =: 2A, b =: ,::'lE, e "" '20, 

A,B,G} 0, so wird 
~I Q 4n-1 '" l .,.Jf +C2. • ' 

}{it uen Ersetzungen n "': Po ,- 1, a. ... : >"AI b .." .B, 0 ... ~:C orhält mnn 

gerade wieder dio J~potbeso des Beweises. Die Rokursiod endet, W0nn" 

n "" 0 oder abor (n,b/c) .. ' (lmod2, lmod2, omod2) 'geworden ist. Da.mit, 

ist auch Satz 2 bewiesen. 
• 'J, 

Durch Satz 1 sind a.lle~+ a:l+b +c'J. für jedes (a,b,c) der Sp~lte 

t = 4m +] mathematisch verifi~iert. ebenso durch Satz 2 alle Leer­

stellen, in der Spalte (1::2 4m . In den Spnlten'{"" 4m + 1 und ~:a 4m+ 2 

finden wir noch einige~+ (a1.+b~+ca) für alle (a,b,c). Von diesen vi's­

een 1-!ir nach (HI a), claO F(~, )+0 ist. Da '\V'ir aber die Lösungen mit 

a.,bl\c ::0 0 ausschließen, ist iHr aie F(~) ... o. W'ir gebqn.c:'liese ~ an 

durch ., i.~t·n 

.!1e!und: Es ist~+(a-:'+ba+c'-) fHr alle (a, b, c), falls i= 5, 10, 13, 

2:'; t 37, 58, 85, 130. Sein Naclmcis erfolgte ,~m'lt':h systematisches 

Durohprobicreu alle~ Trip61 (n,b,e) mit einem elektronischen nechner. 

Do.tlit sind, nuch allel: .... ~' der Spalten(_llm.,. 1 und'~'" 1H:1,'+ 2 der Ta;bol-
I 

I,i;? 1 angegeuen. Alle ( ~ 350 sind nun heknnnt und wir schreiben als 

Ergebnis: 

Es ist~ ~ a'1..+b%. .+c"l. für alle (tl,b,o) und für ( ~ 350 genau dann, 

,,,onn 

ist mit 

ri ~ 1,~,5,10J13,25,37,58!85,130; und n, 1 ~ 0,1,2,3, ••..• ; 

2. NllhcruD,(;stol'nlel für die Dichte D 
-----------------------------------
Sei zUtlö,chst:s:;;;, 80. -:. 7 ~ so ist d~ /do. "" 8 der Abstand :"'tJeie:r 

benachbarter solcher::: und Dl ".. dn/di. die zugehörige' Dichte dioser { 



'. 

\ 

d.h. die Anzahl die.aer.'"fi pro ~. -Interva.ll. Alno ist " 

für, (~~'(8n -I- 7) • z,.i J: n w ~ .. ( !e 3{ 7);':1\ ~".Ch~/di ) "" 

1.. 
8 

1 
i;e 

für alle l' und I 

für.:{... ri • 4n : n "" In({/r;)/lnlJ.; 

Die SUrnllle aller iliescr D:r unt: Dri ergibt die Di<:llte D alle!. 

"" '.,.. i 
c 

\;ir \ entnehmen dnrn.us die domi tbegrünuetc Ver:r:lu.tung 
.. ~~'~~i ~1 p •• r ... -..,. 11 -;~", 0 ((in ;~) , r .'- {--- .', . ~ ,....} 

, L:r·1 

Darnit,erhaltori wir im Grenzfall :roßer ( aus (3) 

(4) "'I D' '1./. ,tLt"r\ I (J; j %.':. "7"6 
.tE.~1"i~ j 

D(~) war die Dichte aller ~+a"'+if +~ fUr ,jedes Tripel (a~b,c). 

Definieren wir analog d(:() als die Dichte allar'-< :;: a"l..+b'" +01 für 

mindestens ein Tripel (a,b,c); so ist no.tiirli.ch 

(5) -( • .J + D) :It 1. 
I1hy si kal i s eh ist d(~).aber gero.(le die Niv~audichte der (entarteten) 

Ei:;;enwerte des 'Würfelförmi~en 70pi'potent.ials. lAus' (3) e'rhalten ~ir 

fUr den mittleren Niveauabstand 4 ~" : . 

(6) Llt :~ -,3. ., -.' 1. ~.§..s (1 + ~.4-(-f # ·f~:i)\~~ kt .. ~ o(~)': 
d..(~) '1- 1) . 0:;, ln.. \,d. !} 5 . . 

Er ist fiit :große E abnehmend bis zur Konstanten 6/5, d. h. die Ni veau­

nbsti:inde ,Jeg ~li.irfelspcl(trums' sind asynptotisch liquidistunt. Dar_lit 

ist die Voraussctzun; (:2) erl(illt,. 

" 
.. 

kL.<fcrm.dichte und Entnrtlln;1sgrnde des Uürfelspel.trums· 
. I 

'tir betrachten in diesem Abschni:tt. 1 

a),uie Termdichte, d~h. also den mittleren Verlauf von F(') 

b) 

. \ 
als Funktion von :t: : 
den mittleren EDt~rtungsgrnd der Eigenwerte in AbhaI~ig­

! 

keit von<. • 
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i Für heide Funktio~l'ln werden wir zunächst aSylilptotische Formeln 

für große ~ angeben, und diese AusdrUcke dann (an I~and von Ta.belle 1)· 

für Ideine ~ (~)5o) prüfen. 

. -
!~_~!!_~!~!!!~!_!!!!~~!-~~_!~~~~!2~~~_!i~2_:_!i{2 

T(<:) ist gegeben durch die mittlere Änderung von 'N pro d(. 

T(!) ::::: F(i) ~W 
Die Hi ttelung von F(lf) ist auch über ·alle ~ m t l zu erstrecken. 

Asympt.otisch ,fiir große ~ . behaupten wir (als· Folge der Behaup­

tung ClLs. ~ }) 
(s) . T;.~) :. IN '.l& clM .:.. V ,1;1- --1L+ L • --L 

\ " d.~ ~ W V~ 16 T -f'1f~ Vi:' 
und mit a I:: TC' , V ... r , S .. 6 r ,1 "'" w:2. 

(9) 

Diese Hypothese llab~ll wir iHr:;: ~ 350 dureil fol;;;cude Hi ttehrertbil­

dungen geprüft: der fUr ~ in l'o.belle 1 ·berechnete Bereich '0,," (. ~ '350 

'iUrde in Intervalle uer r;~nge \3d ein~eteil t» fHr die 

(10) . 
> l"3dA «1. 

gelten s·ollte~ Das ist erfüllt für Intervo.lle3i=Ui)~.+,a llli~~l""i:l für· 

i :;:;. 1, 2 , :3, • • • • • .; d. h • ( 0 t 1] t ( 1 • IJ , ( 4 J 9J , ( 9 p ~, • • • • • • •• Dann ist 

Lld":::!> ~~"'" 2i + 1. Für jedes dieser Intervalle such-an ,dr den Mittel:'" 
nl , . 

wert von F(t) in Abhängigkeit von ~ • Dementsprechend haben wir 

die "'erte 

(11 ) 

berechnet und in Abhängigkeit von 
.... t~·+l.l~ 
-S-':: Vi;' 

a-", i3.+1 
(12) 

aufgetragen (Abb.A), zusammen mit dat/d~ . Die Übereinstimmung des 

rui ttleren Verlaufs der Hi t.telwerte F mit Jer Kurve d.1l/d;$. ist ausge­

zeichnet .. Legt man durch die Mittelwerte Feine Ausgleichsgerade 9 

so stimmen die '!erte für die Steigung und den Ördinatenabschni tt der­

seI ben sehr gut mit den ersten be iden Koeffizienten ·voncL?f0,t iiberein., 

Da . nu~ bei der Inte~ration von J;i1Y.i.~ zu n die I~tegrD.tionsltonsto.nte je­

denfalls nicht in 'oell Oberfl1ichcntern ("" f ). nicht einmal in ~en 

Kriinr.mn::;sterm (.-. . ...J?f ) eingeht, hnbeu wir daoi t be1:ei ts gezeigt. " daß 

. : 



" 
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" 

, . 
der asyt'lpto tische Ausdruck n! fitr N ( 'E.) s~hr genau den' mi "Iftleren. 

Verlaut von N fiir lileine Werte von:E.. wie!lergibt.· 
I 

Es sei M(t) definiort durch Mittelwert~ildung von F«() üb~r'al1e 

.( eines Interva.lle~ fiir die F(':') + 0 ist. Das Interv~ll sei, von der' 

Art (10). Vir haben M für dio gleichen Interva~le wie.!ür T«()'be-. 

rechnet .und in Abb .. ( A ) in Abhängigkeit von 1f1' aufgetragen. Es ist 
«(.~Jt . 

M (tt) : = ""!i'"(~--l>-(-~~1--L~-"-i""-) -. ~d F (~) (13) 

und, damit 

(14) 'n U.) !!e. T (~). 1-it:t1 
1-

Go T Ct) • T""~-
4. «() 

Setzen wir in (1~) die für D«() bzw. T(t) hergeleiteten (bzw. be­

haupteten und numerisch bestätigten) Ausdriicke tS) bzw. (9) ein, so 

erhalten wir tUr gonil:;end groDe { 

! ' 

.. ~ " 

" , ' 

" 

'i 
, ~'. 

., ' 

., 

M (t) :::: flf-fi -1.16 + ~ö&i} , ~Jk\fi' _ ~tr 
{ " ..:1((' ,.., "f 0 Iö 

_ 1- s'l{~'~ ':In 
(1~) 

+ ~!to+1f·(~·t1~.J 
"·Dieser asymptotiSC!H~Ausdruck ist ebenfall s in ,\bb. CA) mit elen aus 

(1:) ber~chneten Mittelwerten verglichen ~ord'en. Die asymptotische 

Foroelltann nach Abb. (A) a:l~ gute Nitherung cles mittleren Verlaufs 
, . 

der Ni ttolwerte (13) ~el ten, obgl.,icllwir strenggenOIJIJen zum V~rgl~icb 
. , -

:mit (lJ) aus (15) erst Intervallt:littelwerte H(E} bilden ciißten. Der 

Fehler bleibt aber wegen (lo) klein. 

In di~sem Anl.1ang iiber uie zahlentheoretische Funktion, F(~) 

haben wir folgende Resultate iiber lias Spektrum der Eigenwerte hn 

tler freien SC!lrödingergleichung fiir ein dre,idimensional es Topfpoten­

tial von der Form eines 1Iürfels der Kantenlänge a gewonnen: 

1). clie mittlere Termdichte ist gegeben durch 

T( P) r=::L .Q _..s... +..b-.~' 
n. ,'Ir V~ 'fOT i6r v.t: ) 

2). die mittlere Ni veauuichte ist in guter Näherung auch fHr kleine (\, 

gegeben durch 

.Uf..) - ~. ~,. {f - H ~~ .~ c<l} mlt ( .. ~. !. t 
und ri" 1,2,5,10,13,25,37,58,85,,1'0, ~:;50). ".- ... C • 

, .' . 

" 

, '/" 
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\3); für den mi ttleren Entartungsgrad· d~r Eigenwerte haben wir' den 

Ausdruclt 

I i M (k) • !. :t . [~.& ~1S- ... .L .(ll::-. + ~T~.L. '~.r~,)} 
1.... 0." 10 r .'. 'H)1' . \ff' ~()"I!'? ~. :., 

er.!1n.lten(( .. ~·$·~l 

.. 

.. ! 

\ 
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A1lOAo60~Programme und, ErgebnisBo der elektronisch=numerieehen 

Rechnungen~ 

In diesem Anhang geben vir für alle in dieser Arbeit el~ktrodsch ... 

numeriach ausgeführten Rechnungen die Algol"",60=Programne und, die un"" 

mi ttelbar von der H.echenmaachine ausgedruckten Zahlenprotokolle 6.n 

(Teilwe"iae direkt als Photokopie des Originals), 

nie in den Progrrumnen verwendeten Bezeichnungen weichen v"n den­

jenigen de;z' Kap i tel 11 .., V ab, Rin °Le:dkon der Be~eiclmung~n ~ soll 

zwischen ihnen vermitteln, 

1} TttR!1lt~!!ervcrfahren (zu Kap" lIla) 

Es, soll die Zahl aller goordneten'Tripel natürlicher Z,hlen be= 

r'ec:hnet we·rden~ deren Quadratsumme <. ·ergibt, und z'w'ar für Edle 

~ ~(O;J5o] 0 In Kap_ IIIa o2) hatt~n wir zwei Verfahren zur 11.!!>ung dieser 

Aufgabe genannt 0 Wir geben eie jotzt dureIl ihr Algol=60=PlDgramm an. 

In dem jetzt zur Erläuterung der Programme angegebenm Dezeich<= 

nungale:dkon sind nur diejenigen Größen aufgeführt p . für da a.uch in 

Kap, 111 eine Bezeichnung eingeführt worden warQ Alle ü)rigen Größen 

sind in den Progre.m::ten selbst erläutert (deklariert)o 

Dezelchnungaloxikon 

I 
, 

Benennung Rap, 111 Programm I . ! Programm 11 

natürlir;he Zahlen n1 ·n2pn) xPYoz ß.bf~ 

Enturtungsgrad F(~ ) f f(a) 

Eigen'W~rt 
~ 

l:! ,h 



• 

A'I-

Prograttl!ll I ,I 

beg!n inteße~ x.y~zpt~1~epdlQdev8pv~ti 

array QU[l g200i • 
.Ii 

~ommen! Tripelsortiorprogramm; 

fo!; "'gEl' ate,R, 1 J!)Iljij,~ 200 .d2. ,qu[xJ:- x", x; 

z:el~ e~-I~.O: s~.,; 

co~ent Derechnung d~s Entartungegradea f~ der Energie e und der Teil-

chenzahl 1 zwn Eigenwert. 11; 

Anfang · · 
Differenz: 

Schll 

}"'ragel 

Frage2 

" o 

" • 
o 
o 

VI 91111-(IU [%1 "",qu [yJ • 
II qu [z1 l"efl~ v thJ'Jl2ollin s gaz+l. gotg Schl1 !.W!~ 

.!! qu [z) ~,m:,äl'" ~ goto Tripel; 

II Y pot!JHHt z ~ goto % orhoehen;, 

ygllly+l; w~Gls .... qu[xj-quI71. z .. z+1; 

z erniedrigen ; z.z~l; 

11 qu [z] p,ot:greater w lhen goto l"ragel; 

11 y !!_I!..~ :s ~ goto z erniedrigen~. 

x erhoehen:· xZllllx+l; ~~I!BXi 

Tripel 

Frage3 

!1' qu[x] Eeater 8 ~ goto StoPi y:aX g go~~ Dafer~nz; 

: !! y ~'!}l z ~ eta Frage le 
II y ~l x ~ goto Dreti 

dlg.6 9 ~oto SW!m1I1t •. 

!! y potoQual % ~ g~~ Drei; dlgel; ~ot~ Sunm0~ 

Drei : dlt-J; 
Summe 

Stop 

f~ef<tdlt; ~~sel,;' got.o l"rage2j 

g ·ll t !$lunl 0 .!ili.sa ,.goto Anfang; 

II 1 A~~nt 105 ,t"he,n goto Ende. 

de g -f lo( fJ; /Ln IIIIdo+e; 1 ~ -l+f; print(f' Q a ~ 1 ~ e); . , 
22,1,?~~ Dallli t" sind. E:atartungagrai;l f B- Teilchenz~hl 1 und E:nerg~ .. e e 

fHr 1"-1. zum Eigenwert s berechnet worden e Ea 1uum hier die 

ßerechßung weiterer Zuordnungen 8'inge~choben werden; 

ß()t,,~, Anfang. 

l~nde end; -



\ 

Programm 11 

begin integet 0. pb II,C pdDg,h,kglll,n,opupDitt ,111 timus;' 

arrsr fCO:d]. 8[1:m]; qu[i:enti.~r(8qrt(O»J. 
read (u pO ,m>; road (Ul timu'.) ; 

· ..... 

; .... 

! 

,oomment Trlpelsortlerprogramm nach Lexikonmethodeo u und o sind 

die jeweili~e untere und obere Intervailgrenze P "m die vor ... 

aus81"chtlich b9nötigt~ Speioherplatzzah1 tür di~se8 Inter­

'~allo Inage8Ult vird .f(h) ,von h' gloich 0 bill Ultimu8 

be.ti~t; 

Marke2: II u note;:r.oater h thon begin 

!! k notless m~ beai~ o:aentier.«o+u)/2);' 
pl"int{ 0); 'goto Marke! .!!!!!; 
8 [kl :-h; k:ek+l; end • 

.!! CD ßreater h ,tael! Boto l'Ialt'ke2; 
'0: .. 1; l):-b+l; g:-o. ~,a + b _ bj 

! 

!! 0 ßreater h then~ goto Mal")(e2 .. 

b:.l; n: .. a+l; :g:ea 101 a + 1; , 

II 0 .greater h ~ ,.I2..U lolo.rke,2; . 

n:-k-l; print,(n).: 

pomment Alle n Skalarprodukte tür h zwischen u und 0 Bind 

in .[1 :n] geapo.ichert; 

for a:-O stop 1 until (d-l) .4! f [al : .. 0. 

,tor 1,:-1 ste~ 1 until n ~ hegin a:as [k]-u;fLäl:·:tJ3i]+l; !.!!S.i 
comment die n Skalarprodukte h sind ihrer Größ,e nach' IJortiert. fall 

der Entartungsgrad da. Eigenwertes {a+u} ist für alle. h zwi­
schen u und 0 berechnet; 

II u equal Ultimu .. then goto,Fints; 

u:-o; read(Diff); o:-o+Dif'f; ;oto Markel; 

Finis: .!J!4; 

.. ,~ 

> '. 
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2) "Ergeb:nisse der el.-numerischen Rechnungen. für ei.ll,wUrfelförmiges 
. . . I ~ 

, J)otential, (zu Kap_ II1 I?U 
, Im folgenden "-wir:{ der lnhnl t und die' Be~eichnungs'feise des 

Kapi te 1 s nr.. ~e il (;') vorausge set.zt. , 

Im Abschnit,t a) werden IHr einige '! die nume~ischen \(erte der 

Zuordnungen Y .. (~) I y~ Nt), Ys (N113Jund ,((Nil,,) angegeb~n. Der Ab­
schni tt b) enthält d~n das Ergebnis der AussbJ'llng dieser Zuord ... 

nungen, berechnet für 'fHnt verschiedene Intervalle. ,Die verwendete 

Ausgleichsrechnung ist im Programm tür die Kugel'(s.'»' angegeben. 

Als selbständiges Unterprogramm konnte ,6;e auch fUr (len Wiirfel ver­

wandet, werden. 

a) Numerischer ';fert ,]er auszugleichenden Größen fÜr E.;: ~1f 4'l.f.x.."cL "531.. 

Die Erläuterung des photokopierten Maschinenprotokolls'geben 

wir als Druckplan an: Die Gleichungen, welche die im Programm be­

nutzt~n Symbole durch die in Kap.III~) gegebenen Bezeichnungen de­

finieren, ordnen wir auf gleich'o 'feise nn wie die zugehörigen, im . . .. '. 
Protokoll angegebenen 'verte. Dadurch sind s:lwohl die im llz-ogramm 

, ' 

, , 

benutzten Symbole wie das Protokoll erHiri.tert. Der DruckplAn kann ' , 

'nati.irlich Iluch direlc.t der Anordnung der PRINT-Defehle des l»rogr~s 

entnommen werden. 

Q ':=- t j E:= E'(i} i I:.i::='c -'~ .~~(~) j E:Z ~7:E-e.i 
w Gl~ = iT i N2..::. (~-rt.J}"'·'!.i " 

Y~[11 ;.::'y!.(.JT) i 

y 1 [1..] ! =, Y \. ( VI) i 
Ytt 3) :'~ y!. (N~I~; 

"),,1[111 ~a X (N"h) i 

Dabei ist Kr(~) der Kriimmungsterm von '~11: ~ .~ {v-';-a.) , 
hypothetischer "Torsionster~" von~. 

b), f.:tgebnis der Ausgleichsrechnung 
. .' ". 

ltl 'ist ein 

Der Ansat,~,fii,r die Ausgleichsfunktionen lautet (xni t V ""U-'l ), 



r- .. _.- --.. -- _. - .----.-----
99 

9.94987437 
-9.710 '15712,.-1 

2.50155000,.4-
2.88500976 .. 1 I 

I -7.15162759,.1 
4.56951002,.-1 . 
1.31131530,.-1 

131 
1.14455231,.1 

-1.4-387196n 
-1.21891331,,2 
5.773767:»/' .. -1 
1.92665145,.-1 

331 
1. 819J.105lt. 1 
5.4&99439 
7.38940584,,2 
1.5374-1961,.-1 
8.38808024,.-2 

5. 17605000,.4-
3.35462308,.1 

5.66422500,.5 
5. 4R491645,. 1 

... 

._-_._----~ _.". ---~----.-...._--....-.~---_. __ ........ _----'----_.- --~. - '- .. --
-o.0~)3C}0289,.3 . 0.01105890 .. 3 3.47014296,.2 

:'1. 

-0.21177905,.3 0.02196&1 .. 3 4.69180825,.2 

_.. ..-

3.24~)667lt.3 0.02556B3o,.3- 1.25427518,.3 

'-".;' 

1 • I 
I 

·1 
j 
i 
I 
i , 
t 
I 
i 
i 
I 
! 
f 

! 
~ 

.----~~.--~-----~--
--~~-~> ..... ~----------_ • 
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60 
-1.206:&82,.-2 
6.S43H6631 

-6.30927274,.-1 
-1.53164496,.-2 
4.15731-163 

"'- '. 

6 
16 

410 

-1.572725oß,.-1 
-7.27601023 
-1.55553676,.-1 
-5.67082292,.-3 
8.21861076 

6 
.66 

585 
-8.78959957; .. 2 
-7.4652-1017 
-2.58896445,. -2 
-7.49230205,.-4 
4.49210174 

6 
73 

941 
'. -2.9519266t,.-1 

-3.08512413,.1 
-6.43132291,. -3 
2.61320883,.-4 
2.76380340,.1 

6 
81 

1205 
-- -3.58388500,.-2 

-1.97490258 
-5.75771586,.-3 
-5.06224412" -4 
3.94637375 

6 
81 

4.951176~,..1 
1.77220%3,.1 
1.1:X):T)069,.-1 
6.26722871,.-3 
().o~M50972,. -2 
1. M4():;55q~ 1 

:Po 

1.ßl97160~.1 
1. 11837351,.1 
2.1999408~ -2 
'1.41513214,.-3 
4. 10748502,.-2 
1.8ß49555Q,.1 

100 

2.222784611a-t 
1.49051253,.1 
6.16479965,.-3 
1.44521598,.-3 
1.1709862~-2 
1.88495559,.1 

132 

4.0263«42,..1 
4.01976217,.1 
6.06772987,.-3 
2.35284015,.-3 
5.3n968186,.-3 
1. 8R495559" 1 

232 

-~ .-
5. 10031199,,-1 
6. :r/026700.,.1 
4.82712797,,-3 
2,41140457,.-3 
5,1664~2ßlO·3 
1.88495559,. 1 

.332 

5.616:)20~.1 
-I. 26(~)3.14n" 1 
~l.142790:tJ 
3.;472173?,.-1 

-t.1l14oo75H 

1.11029249 
4. 63«035 t,.1 
4.12929432 
2.52054960,.-1 

-6.71625346,.-1 

6.06860086,. -I 
5. 31717938,.1 
1.177~375 
1. 4353709 t,.-1 

-8.87352687,. -2 

3. 73:r15776 
3.88865382,.2 
5. 337ß7441,.-1 
9.88569569,.-2 
3.09496049,,-2 

5.3.1135012,.-1 
2.448355o~1 
5.19:&824,. -I 
1.40017094,.-1 

-5,99548162,.-2 

2.10060623 
7. 51ßMf165,,1 
1.251~215 ~ 
6.B9fJ71789,.-2 
1.22095057,.-1 

1.34506885 
8. 266616ols,1 
4.60397118,. -I 
2.96154675,.-2 
1.22095057,.-1 

2.008«102 
1.34613209,.2 
1.60495715,.·1 
3.76250765,.-2 
1.22095057,.-1 

5.42243172 . 
5.41356716,.2 I 

2.42319950,.-1 
9.39626712,.-2 
1.22095057,.-1 

8.56712979 
1.07003070,.3 
2.43204579,..1 
1.21533456,.-1 
1.22095057,.-1 

2.08549709 
1.46476741,,1 
1.5n?17377 
13.32343162,. ·2 
2.54f~790H 

3.0595Q868 
1.880~,.2 
1.16361778 
7.4850'7825,,-2 
2.54647908 

-
3.077'30563 
2.06~5506,.2 
2.68475701,.-1 
6.29~57,.-2 
2.54647908 

3.90320105 
3.8<)682p 12,.2 
1.84654372,.-1 
7.16021031,.-2 
2.54647908 



~ (Vi) 

Y:. (U") 

Ys{Nj 
Yt. (Nfl.J} 

- .l 12 -

== ~f • fi + bs,~ '= - cis .~ +- ~ • .ltAT\f*' 

- ~t • fi' ... b I.,f. - J.e I iT ... 2lf1" 'T/V'" 

• offl . )"'l. 
a= Q.S.N '{'tr~} ... ~ 1111 ~ .("", + ol~ 

:tf .... 3. I .• 

:= Cl.",tJ '(f> lr"N) ,. ~ bt,fI; :; d.~ .(,~) + . ~ 

Mit ~ :a (P.(t8 '. - e/~'l..y''') .. 

I 

I 

• 
J 

Die im Programm verwendeten ßezeichnungen können unmittelbar 

den IlJl.IN'l'-Anweisungen des Progro.mms J) entnommen werden, wenn man 
beachtet, daU die Ergebnisse der Ausgleichsrechnung für jedes der 

fiinf' Ausgleichsintervalle in folgender Weise ~u~~ord.u.et· sind: 

'AN 

o.Sl1 fl.\.st. bu Pb)~ , PH 

Q.L, ( PQ.L( bL~ Pbc.c Pu 

0..." ,1-1 p~", b~,.., Plo~,. PoSt' 

Q'-tN 'Po..",., bL.N 
(~Vfl~ ·b~~ ~Q.~.t i ~. bs,N i 12T"·o.L,H j 

ASos. :: A>~ i A ' t,t. J 

T .. (Zahl der Eigenniveaus im I~terval1); t~ .. ~ . 'ä-t- • (obere Inter­

vallgranze). 

:;} Algol 60-I'rogral:".t:l und Br:~ebnisse dar Berechnungen für ein k?-ge~­

förmiges }~tential 

\.Iir gebell zuniicbst das verwendete Programm, anschließend die 

unmittelbar von der Haschine ausgedruckten Ergebnisse an~ Das Pro­

gramm ist all1 rechten Hand nncbtrilglich mit Erläuterungen versehe-li 

'Worden. Die Anorduun.g flUl- nu~gedrucltten Zahlen entspricht ·LW. den 
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in Absohnitt 2) an;\tcg$bonen DruokpHinen(zur l.{rHiuterung der Bezeich­

nung a. 2 ) I (... t"",~.). 

AN E 

AN T E 1:. ~ +~<tl e -e . ' 

R1 

Vi ('Jf'Nt~ 

~(a) 
. 

Qs\. ?G.s~ b~t Pb s, PH 
YL ({t) 

Clc.t l'\~~ bLt fb .. \. f~( 

Ys (NiI1
) 

~N P«-:SN bSN p~~ 'PUl 

YL(N~} . , 
Q..t.N Ptll..Iol bLt4 ' Pl:. .. N PI.H 
(~ V i~) .bS['~'li ~ bSr-l . .-fllrl.QLft ; ALN '-.13SN i EH I I 

Ast :::.A SN i A~ 
. 
) 



~ ..... 

'BEIWf' 'INTEGER' lI,f,I,J,M,T; -, ~ , 
'REAL' PI~.PI.KI.K2.K3.K4.K5,~,K7. l,L2,E3, Vl,Ct, ca, 01, EI, E2, Mt, t3 

WIl.!!JV,VS,l1.E, I!ltN2,A,8t.82. 113,B4,BS.Q,N3; '-" ~ 
t ARRA'!'Hl[ 1:7J. H. Xl,AG, U,AB, AC,AO, R, SC 1:4], Al[ 1:5. 1 :4], X(1:78, 114], OE, DL( 1:78J; ....... A 

PI:.3.1415926~; P'2t.P~PI. K!:.1/{1~PI2); K2:.t!(~PI}; k3:.1/(2~PI2); kA:.6-P12; -'I ~O~. 
P.EAO(M}; Vl:.4>cPt/3; N3:.EXP(lN(;r,..p1)/3}; Cl:.N.3; Ouoo4-EXP(LN((,ooP12)/3); ... 
W3V:.EXP(lN(Vl)!3); C2:.C~l; YS:.l/(W3~W3V~i 

'fOR' 1:-1 'STEP' l'UNTll' 5 ·~O'tfOR·J:.1·STEP'1'U~Tll·4·OOt 41CI,JJ:-o; I ~ 
K5t.VS/K2; K6:.t/(W3y..K3); 1(7:-1/(1(2o'oV5): IIl[I]:.I(1-Vl; 1I1[2]:.·I(2'<I/VS; U[3]:.Ol!K6; ~ 
IIl[4]:.K1-VS;Hl[5]:.C1-K2o'oVS;Hl(6]:.(Cl!12ß·Ol!( 12-P12) )-YS:IUC7l:.( 13-Pt-ct-C2/W4-C ... &1/("") rrVSi ~ 

E:.o; l:-o; J:.I; 
M1: READ(4,8); Ol[J):.2-8.1; OF.[JJ:."""A; l:.l.Dl[J); E:.E.DE[J]-OUJ); 
'(f'J'lESS'M'TMEN"8EGIN' J:.Jt!; '60TO'Ml'[NO'; PRINT(l,E); J:.f:.t; 
P!2: 'IPOE[ J)' LES5'!lE[ Jtl]'THEN"GOTO'!t.J; f:-J; 
Mt B1:.0E[J); B:!:-IlUJJ; DEfJJ:.DE[Jtt]; DUJJ:-!)UJ+l]; DE[J.l]:.Bl; OUJ.l]:.B2i 
'IPJ'EQUAl'I'THU"60TO'I!5; J:.J-l; , lf'DE[JJ'NOTlESS' DUJtl)'TMEN"60TO'M(;' 
"5: J:.F; 
~~: 'lf'J'EQUAl'K-!'THEN"GOTO' RECH; J:.J.t;'SOTO'M2; 

P.Ellt: E :-0; l::.o; 'fOIt' J:.1' STEP'I' UNT Il'M' 00" REG 'N' 
E:.E.DE[JJ-Ol[JJ/2; l:.l.Dl[J]/~; 
Q:.OE[JJ~ T :.P!; 
VQ:.EXP(lN{Q)/2}; El:en; 'FOR":.t'STEP'l'UNTll'J'OO' Et:.Et-Wa.H1[1];E!:.El"Q-VQ; 
,ftl:.K"l;N?:.~(l~(~1)/3);E2:-n; 'FOR'I:.('STEP'I'U!Tll'6'OO' E2:.E2-N2tHl[ll;E2:.E2-Nl; 
P.l:.Hlf1}-M~~; E!:.E-El; E2:.E-E2; 
'(t[ IJ:"t<~Eif{ QooWQ}; Yl[2]:.K6-El!Q; Yt[3] :.k7-E2/lfl; Yt[(]:.E2/( V$-~); 
Xl[I]:;Xl[2]t.~Q; Xt[3]:.Xl[4J!.~2; 

• , ; . 
'fOR' !:-t'STEP'1'UNTll'4'OO' 'AEGIN' 

'-" t:=n ....... ;:: 

I ! 
'-" s::,... l ~ ..... 
. ~ 
. I 0 
'-" rn -I 

Al[ I, IJ :-Al[ 1. I].X![ I }eOt[ J); Al[.2, 1J:.AI(2. I J. U[ 1}oOL[J]; At[3. I]:.AIU. Il+Xl( O"Yl[ n-OLLJJ; 
Al[., I ]: • .41[4, I ).X!( t }eU[I }eOl[J];.41(5. 1]:.At[5, I). U[ I}-Yl[ I }-OU JJ; 

• 'END'; 

(:.r.O((J}-Dl(JJ!2; 
l:-lt Ol(J]/2; , END' ; 

PRINT(l,T,E,El.E2,P'l); PRIHT(Wqt~); 

'FuR'I:.l'STEP'1'UHTll·4'OO"BE~INt PRINT(Yl[I]}; 
I\G[I):.l-Al[4,IJ-A!(1, I]-Al[ 1,1]; AA( 1]:-( L .. At(3, n-Al[I,I)-A1(2,Il)/AG( 1); 
AS[ I]:. (A t[2, t)o·A 1(4,1)-.41[3, I )-Al[ 1, I])! AG( I ]j 
AC[I):.At[5,iJ. AIl[I] .... 41[2.1) - 411(1) ... Al(3,1]; AC(I):- AC(I]!{l.2h AC(I]:. SORT(AC(ll); 
S[ I ]:.Al[4, IJ/AG{ I J; S[ 1):. AC[ I rS1lRT( S( I]); 
Re.):. l/AG[IJ; R[I]:.AC[I}- SQRT(R[I]); 

PRINT(AA( fJ. R[ I), AHLIJ,' sr 1], AC( I]); 'END'; 
I 

8U-A8[l}":)ooPI ... \I3V!4j B2:- A8[:\]/32; 132:.82/"; 83:. 12-PI2-AA(4]; 8oi:.C2/l28·Dl/(~12}; 
85t.OH/(W3V-3-Plh :' PRINT(Bl,82,BJ,a4.85, el,Ot); 
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Zur Einleitung und zu Kapp I& 

1) Die v" Waizsäckertormel gibt im Tröpfchß,nmodell die Bindungs­
energie eines :fiktiven Atömkernes Wl p dessen Nukleonen keine 

Ladung haben u~d alle untereinander identisch sind~ Um ihre 

Koeffizienten~ und ~ aus dem Verlaut der Bind~ngeenergien der 

wirklichen Atomkerne bestimmen zu können p muss im Modell zumindest 
noch die Ladung der Protonen und die Asymmetrie (verschiedene 

ProtoD- und Neutronen-Anzahlen) berücksichtigt werden o Das imt von 

Bethe durch Hinzufügung eines Coulomb-tpaarungs-) und Anymmetrie­

t~rm8 zu den von V~ Weiz8ä~ker vorg~8chlagenen Termen ge8chehen~ 
Die Bethe - v~ Weizsäckergleichung enthält drei ~reie Parameter p 

die durch den Verlauf der empirischen Bindungaenergien zu bestim­

men sind", Zieht ma.n von dem erhaltenen Ausdruck (mit angepamsten 

Koeffizienton) die nicht in der V o Weizsäckerformel enthaltenen 

Terme ab', so erhält man "empirische" Werte für die Koeffizienten 

~ und ~ von Gleichung (1)~ die mit dentheoretiBch in Kap~ I 
aus de~ Feroigas-Modell berechneten~Koeffizienten verglichen' 

werden können~ 

1&) All$ ellipaoid- o zylinder~~ qua~er~g ~~~O tör~igen Körper 

bezeichnen wir als vom Typ eines EIl ipsoid"ea @ Zylindel'Sl g Quaders 0 

2) Die dabei auftretenden Schwierigl~ei ten sine sehr ähnlich zu 

denen, welche die Mathematiker (Jaak Peetre (1957). Pleijel 9 u~a~) 

vorlandenD als sie die Typ-Unabhängigkeit voä~-die im Falle 

dar freien Schrödingergleiohung (-Schwingungsgleichung im eukli-' 

disehen Raum) bekannt ist. (H,~eylo(1915» - für die Sohwingunga-
\ 

glei.chung im Riemannschen Raum zu beweisen suchten 0 , bzvo für allge-

meinere,Klassen von Differentialgleioh~eno Da ein allgemein-

ner Beweis nicht gelangD behalf man sich auch dort mit der nu­

merischen Methode p die, wenn schon keinen Beweis, so doch eine 
;'.-' .. 

begründete Vermutung liofert, bzv~ die Gastaltunabhängigkeit ver-

neint" 

J) Für alle Komplikationen (etwa t " Ci) sind ,die auftretenden 

Integrale nur nuaeriscb löabar~ 
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4: Die Summe (5) bedeute: Summation über alle n.,.I1.,./ f1.1 - O,;t1,tz, .... 

mit der Nebenbedingung ~t 'i: ~~ • "A:_S" bedeute: "A wird 
/. 

der '{ert. der (bekannten) Größe B zuge~'iiesen" .. ,,' 

5 Swiatecki nahm diese "lokale' Energiedicbt~ t:. (x) ... tf sebr 

ernst und diskutierte an ihrem Verlaufdie·vcn:schiedenen Ef-

fekte. Ebenso könnte man abe:r z. B. die wesentlich nichtnegati- " 
1 " 

ve Größer(lt)- (1") betrach~ent welche einen durchau.s anderen 

Verlauf hat •. z. B a ist fiir I sehr kl ei ne x 
. 1 

(€ l~} .. X~l1t'''''''I:! ) 'dagegen .(t'(,)(\) =.~. -r so l \ 
X'« ~ 1" . x«.~ '~~ 

r ist eine 'positive Zahl. FUr große xJ(>("">~~ konvergieren 

aber C (:x) und ?(x) gegen ':00. Die 'vahl einer "lokalen . 

Energiedichtefunktion" ist also recht willkiirlich. Die Größen 

~v ' t oo sind aber natürlich unabhängig von der l{ahl. 

6 Da das ganze BaI be.benenproblem praktisch eindimensional ist , 

betrachten wir eine Röhre vom Querschnitt 10m2 un4 der Län­

ge L/2. Ihre Gesnmtenergie ist die spezifische l~nergie. 

7 Die Bedingung (9) ist äquivalent der Forderun.g großer Teilchen­

zahlen N~> 1; denn nach (12) mit (lo) ist 

.N ~ ~v· L~- ~ • (it)\.( 1 - ~ .~). 
8 (19)-(21) gelten far endliche, ev.asymptotisch große No Die 

Rerlei tung (13) - (14) benutzt jedoch die Limesbil<lung N ~CQ • 

(Ersetzung' der ZustnndssUmme durch ein Integral). Daher be-

. trachten wir (.19) - (21) 'lediglich als Vermutung. Ihre ev. notwen-

dige Korrektur wird auf S., (17a) und '1f. behandelt. . \ 

9 Bis 1951 war zwar der Ansatz t der Swiatecki zu seiner P,rethode 

ffihrte. bekannt, jedocb waren nur fehlerhafte Ergebnisse er­

rechnet worden. (1951) berechnete dann Swiatecki ~ , später 

Hill & Wheeler (1953) ß"p • Hi).l & \1beeler meinten. ~tl berecb­

net zu haben, Swiatecki meinte, daß HilI &, Vheeler nur (6"r - ~J..) . 
berechnet hätten. (s.Swintecki, 1951, S.226) 

10 Go Lanzl (1962) schließt gerade dies~n Effekt in seinem Ansatz 

zur Berechnung der Oberflnchenspannung aus. Er setzt alle h'el'" 

lcnfunlttionen (bis auf eine hier bedeutungslose Phase) iden­

tisch gleich einer "uni.versalcn" Funktion fex) J behält aber 

die Eigenwerte des Kastens bei. Auch eine ausführ'liehe stö-
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ru~gstheoretische Berücksichtigung der,Kernkrä.fte für' den potenti­

ellen Ante~l der Ge$smtenergie läßt d~n Vergleich mit dem Expert";,, 
J • 

. ment'nic~t günstiger ausfallen. Bestes Ergebnis bei 5 Par~etern: 

e-~C)t".: ö~~ .. 3;1,. (ohne den potentiellen' ~tnteil ,bei Benutzung der 

exp. bekannten Oberflächendicke wUrde s.ein Ergebnis 'We~entlich 

besser ausfallen: et,:s 66~ de~ exp. vertes}-., 

11 Es seien also die Potentialgrößen benutzt. 

12 L:= oi. (iß1 + ;/~)dx; mit R1 ,RZt . als Hnuptkriunmu.ngsradien. Fiir 

beliebige Vielflached). istLh identiscbmit cl'em Begrif.f der 

'" "totalen Kriim.:mung" H. Es ist (ZU): ... LQ..i ')(t t 'Wobei a· die 
i~ 1 

LUnge der i-ten Kante ist, von denen es insgesnmt p gibt (beim 

Quader 12(J». )(.1 sei der '/inkel; den elie €.ängs &. angrenzen-
" l.. 

den Flächen miteinander bilden. Pür unseren Quade~ ist 2M-lr°~' 

{a1+tlZ+8.j)=L. Beweis aus der Döfinition von L: man ersetze 2 

jede Kante durch den ('-X.i /1.:rr )-ten Teil eines Zylinders (Seg-' 

meut) vom Radius Rt , und berechne L für RZ- OQ • li~l"'"'11> 00 

Ergebnis:2Mo i~er den Begriff der Kantenhrümmung (2M) sieh~ 

W.Blaschk& (1955). 

1; 8i~he Kap. lIla) 

1% Die üblichen Definii~ionen: "'''endepunkt der lJichteverteilung", 

"wenn die Diohte auf die Hälfte von 300 ge-fallen ist" J "Mitte. 

des 90~ :-.- lo%Abfa~18 von ~(x) ", pp.sind ebenfalls recht will­

kür~ich und für Vergleiche verschiedener Dichteverteilungen 

wenig geeignet. Im Gegensatz zu ihnen geht Swiateckis Definition 

nicht auf den Dichteverlauf im einzelnen ein, sondern benutzt 

nur eine Eigenschaft der Dichteverteilung: das Integral über sie 
+4X)' 

_l~'~(R) -==: ~oa·V. 
15 Hili &: \(heeler haben dagegen r(31), d.h. H{N,V,s,l) zum Ver­

gleich mit dem Experiment benutzt und ainen völlig unbrauchba­

ren ""ert rürdie Oberflächenspannung erhalten. Die Atomkerne 

haben eben nicht, alle gleiches Volumen sondern annähernd glei-

ehe Dichte. 
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, IV 

zu Kap.II -.... . 

1 >, 'fir betra~hten H, hf.N Und V als .physikali~Che Größen. nicht als 

'. Funktionssymbole , bezeichnen also t.B., die Gesnmtenergie. e~nes 

Syst~ms immor uurch den gleichen Buchst~ben. unabhängig von seiner 
, ' 

speziellen Darstellung in b~l;ond'Welchen Variablen. 

~aa·III. 

'1) ~~!~~~!~~!_=_~!~!~!_:_2r!~2! 

Es. sei' u ein Produkt der'Primzahlen 'P1.JP2° P3'" a. u, dann gilt 

(s. Bateman Man. Proj .17.5" 

(a) (A) _(!).(!.) .. (~) .. 
IA 'P.. ~ '3' .•.. , • 

Ist p kein Teiler Yon k, ,80 ist 

(b) ( ~)" {C~) fall. k (~:) quadratbcber Rest modulo 

~'\ .. "k ist quadratischer Uest.(mod p)":bedeute 9 daß die Gleichung 

x2= k(mod p) mindestens eine ganzzahlige Lösung hat. 
I ' 

. , Beispiel: -1 ist quadratischer Rest (mod.~5), denn es ist 

-1+65~82. -1+5~65D182; also ist u.a. x=±8, ±18. 

zu Kap. IV 
. . 

1) Die Differentialgleichung fiir die ZYlinderfunktion~n' ~v elf) lautet: 

"'~Il + i .,1 +{-1- ~)."j ="0 . ., 
~ 'I )( d" }('- Ov' • 

,Zu. ihr gehört die Wronski:-Determinante,· MC('~v) :: ~ = QX'ft - 11t~~ 
Durch die 1 'frnnsformation, ~:v p:."av/-.r;W-' geht die Di~ferentialglei- .. 

chung tiber in 

. Für ~;: e.... i 
~'I" .... ~t)()·~~ =0 3ü1 -= . -1 .. fa.(V~-t) 

D d.h. fHr halbzahlige Zylinder'funktionen folgt: 

und es ist: , 
~~ (X) + (1. - t(~~L} ~t{}(\ ~O !~t:LI<):~{:i-e(e-K)Ix~,) 
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