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EINLEITUNG und UBERBLICK

Die wittleren und schkveren Atomkerne zeigen experimentell

folgende gemeinsame Eigenschaften: o i 4 - e o,

t

'1). In Innern der lerne ist die Nukieonepdichtegﬁh'nahezu'konstantf‘
Ihr Betrag ist dort fiir. alle beﬂfachtcten Kerne nahezu gleich:?f-'
igwslicsen Wert nennen wir ¢. . ' . ' L
.'a) An ‘der Kernoberflidche fdllt d1e Dichte stell ab; als "Oberfli-
chenschicht” definiert man dasjeniyge Gebiet, in dem die Diclhte
S(Qﬁ von 90% auf 10% des Wertes im Innern des Kernes (3_9)
abfillt. Tire Dicke sei + . *) | |
3). Die Dindungsenergie‘ I der Kerne ist in erster Niherung dem
Atomgewicht A proportional ("Sdttigung"), ebenso wegen 1).,
' i . 2). das Volumen V; VzA '

' * Uu(dr A .' |
Es sind also 9~, , /A und V/A nahezu)unabhanglg vom \tomgewlcht

’

In formaler Analogie zum (kugelformigen) Fliissigkeitstropfen
vermuteten daher Gamow und v.Weizsiicker fiir die Kernbindungsenergie -

I,( und B seien von A cunabhiingige Falitoren),
(1) CH o=wA -pA”
und deuteten den ersten Term (s.1).) als volum-, den zweiten als
oberfidchenproportional (Oberfldchenenergie). Pugt man 313 dew Ao
satz (1) noch j€ einen Coulomb-, [Sy et -8 hlnzu,l)
(Bethe - v.Ueizsﬁckergleichung), go 1dBt sich der mittlere Verlauf
der experimentell ermittelten ‘/orte J(A) nach Anpassung der noch
freien Falitoren (o, B,....;) recht gut wiedergeben. ’ ‘

)

Un die Faktorem « und B theoretisch zu bestimmen, betrachten
wir als einfachste quantenmechanische Niherung der Kernstruktur das
Fernigna-Modell, d.h. cin'Systeg von N identischen Fermionen ohne’
Yecliselwirkung im Grundzustand, welches durch ein duleres i’6teantial
\J"(Q) gebunden wird. lis seien nur golche i'otentiale zugelassen, . fiir

velche die Teilclendichte fiir geniirend hohe Teilchenzahlen die Be-

- e

") R.Mofstadter (1956) **) fand experimentell t_u,hferm1, gowie den
Kernradius zu Ry, > Y AR y Yorddh , L h alse m.-(uL%)

) In Literaturverzeichnis (Anh.4) sind die Zitate alphabetisch und
nach Jahreszahl geordnet angegeben.

Alle weiteren FuBlnoten sind fortlaufend numetriert u, finden s1ch
goschloqsen als Anhang 3
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dingungen 1). u. 2). érfﬁlli; wir beschrinken uns sogar auf Poten-
tiale, welche null iﬁnerha}b, unendlich auflerhalb eines konvexen
Korpers Yy sind. Es sei zudem zunichst N so groB.gedacht; daDAdieI/‘vf
speziellen "Schalenstruktureffekte", d.h. die individuellen'Abwei«_
chungen der .einzelnen Werte der Gesamtenergie MH(N) ~gegenﬁber dém' -;f.
mittleren Verlauf von J(N)- vernnéhlﬁssigt.werdén kﬁnnén._ln'diesem .
einfachsten quantenmechanischen.Modeil konnen wir die Graﬂen,?°° und'
" H(N) miteinander verkniipfen. A /_ 3 o ’,_Hj
Ziel dicser Arbeit ist es nun.'in-dieseﬁ einfachen Modell die
Abhingigkeit der Funktion - H(N) baw, éenauer des Faktors B’ “ dnr'.
Faktor oL ist schon von Il.Weyl (1915) fiir heliebige Kerngestalt ~
berechnet worden ~ von gg_ und Eigenschaften der Kerngestalt feat~ -
zustellen., Dabei werden wir eine Abhdngigkeit v@n H(N) von der Kern-
"+ oberflidche § von einer mbglichen Vz/gwAbhﬁngigkeit; v éei|das Volg—"

men des Kernes, zu trennen hahen.

Da die Bethe -~ v.Weizsiickergleichung den mittleren Verléuf der
Bindunzsenergien fiir relativ kleine Nulkleonenzahlen (A=240 entspriéht
N=60) wiedergében so0ll,, miisgen wir in unseren Modeil.bui 82 klelnan
Toilekenzeihlen suck roch dux Binllud der Schaianatrshtarefrékts auf den
Verlauf von H(N) untersuchen (s.Kap. III;V).

Wegen der runden, kugeldhnlichen Gestalt der wirklichen \tom-
kerne ist fiir diese das Verhdltnis S/VQ/3 nur sehr wenig unterschie-
den, «~ fiir alle Kﬁrpex-ig, die durch Khnlichkcitstransformqtiohen
Aineinander ibergehen (insbesondere Kugel) ist es sogar fest. -Man kann
daher bei Funktionen, welche voﬁ Bigenschaften der Gestalt der Kerne

/3

[g]
abhiingen, empirisch nur schwer zwischen S- und V°/“-proportionalen

Termen unterscheiden.

Anstatt nun im Modell die Gestaltabhingigkeit von H(N) etwa an
Rotationscllipsoiden als Nilherung der Gestalt wirklicher Kerne fest-
zustellen, erscheint es daher praktischer, exrst fiir Kﬁrperxyi!gend—
eines bestimmten Typs la) fiir verschiedene Proportionen die S~Abhidn-
zighkeit vor 1(N) VLei festgehaltenem V zu untersuchen, und dann die
Abhingigkeit von H{N) vom Typ von xﬁ'zu betrachten. Erweist sich
also ein etwa fiir Quader gefuadener oberfiﬁchenproportionaler Term

als unabhingig vom Typ von Ry, so wird er auch fiir die Gestalt w;rk~

-~



licher Kerne‘gelfen.

Betrachten wir nun die Gestaltabhiingigkeit von (1), so er-
weist sich der erste Term wegen V3N/o_ (s.auch 3)., S.2) als volum-
proportional, widlrend der zweite sowohl oberfliichen~ wie V2 3---pro—
portional sein kann. Eine Oberflichenproportionalitit vermutet man
dabel in Analogie zum Tropfchen, fiir welches P==§ﬁ$<fh e
gilt. Dabei ist § eine von der Form des Tropfens unabhiingige Ma-
terialkonstante von der Dimension ceiner Energie und F'gg die Ober=-

fliéichenspannung.

In der Hoffnung einer zumindest teilweisen Obérflﬁchenpropor-'
Y, . L
tionalitiit von p-N P in (1) schreiben wir fiir die Gesamtenergie

als Ansatz:

(2) H(N, %)~V + S + R(&)

Dabei sei @=wg, eine von Volumen und Oberfliche unabhingige Konstante
(von der Dimension ciner bnergie) und es gelte R(®)=0(V). In (%), dem .
Nestzlied, sei die gesanmte von den belden ersten [ermen nlcht erfall—

2/3.

te & -Abhiingigkeit von I onthulten, insbesondere also der V ~pro-

portionale Anteil.

In unserem Modell 1l&ft sich neben o in bestimmten Fillen ein
. Fﬁ explizit berechnen, von dem'wir jedoch nicht wissen, ol es schon
die ganze S-Abhiingigkeit enthdlt. Wir betrachten daher (2) in der
ﬁeise, dafl wir fiir P den Modellwert Fn einsetzen. Der zugehdrige
Restterm B, () ist dann, falls PM nicht gleich B ist, auch noch
oberflnchenproportlonal. RM(fd wverden wir abschdtzen. Den Index M
lassen wir im'foléenden fort, Den zweiten Term der Weizsﬁckergléi-
chung kéonnen wir nun genau dann mltFS vergleichen, wenn die Ab~
schitzung des Hestterms R(30=0(V %bo(s) erglbt
ﬁef:OﬁérflﬁthentermES und der Restterm R(¥%) entstommen in

unserem- Modell verschiedenen Sachverhalten:

Betrachten Wir zundchst die zu den N tiefsten Eigenwerten
gehdrenden unbegrenzten Wcllenfunktioneh der "Kernmaterie", d.h.
in ciuem Kasten (der Kastenlinge L und des Volumens V ) durch
periodische Randbedingungen quantisierte und normierte ebene Wéllcn,
welche.den ganzon Naun erfﬁllén. Die Dichte 9(?)1 dieser Kernmaterie

iat denn im ganzen Iaum konstant, g(i) = Qu - N/V. Fir die Energie
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e

" Fliisgigheitstropfen geht nicht sehr weit. Das klassische System

- -

t

erhiilt man neben dem Volumterm <.V einen Restterm R (W), welcher
nicht verschvindet und R(%) in (2) entspricht. Es iat R(0)=o (V)
und die experimentelle Bewdhrung der Bethe~v, Weizsacker-Glelchung
1dnt mxndestens R(0)=0(v2/3) erhoffen. e '

Der nestterm ist eine Folge der end11chen GroBe der Tellchen-.
zahl N. 'Dotraclitet mnn'n&nlioh wie in der "Theorie der Kermmateric"
iblich, den limes Voo von (2), vecher bei festpehaltenom S
den 1imes. N-<% entspricht, _ _ o -

limes (II/V)-: W s 'f

RALYE

v

- 8o geht von (2) sowohl Nestterm wie Oberflichenterm verloren, und

man behilt die fiir Kernmaterie bekannte lineare Beziehung: Hu -V &N, .

Der Oberfléichenterm (HS) in (2) ist dagegen eine Folge der

rdumlichen Begrenzung der Wellenfunktionén durch £y, gensuer eine

_Folge der Verschﬁrfﬁng der Randbedingzungen: die Wellenfunktionen

miissen wirklich null auf der Oberfliiche von % werden. Ein Oberfli- ;
chenterm (ebenso wie R(®)) tritt auch dann auf, wenn die Wechsel-
wirkung zwvischen den Nukleonen gleich null ist. Der potentielle An-
feil des Oberflichanterms verschwindet dann aber, weil stets ent-
veder das Potential oder die Vellenfunktionecn «lelch null sind .

(wegen des spoziellen Ansatzes fiir das Potentlal'\f ) )

Die Analogie zwischen Atomkern nnd k lnssisch betrachtetem

hat keinen kinetischen Anteil der Oberfléchenspannunz. Bei Ab-
schalten der Yechselwirkung und felilendér (iuberer) potentieller
Ener:ie vafschwindet bel ihm also auch die Oberflidchenspannung, inm
Gegensatz zum quantenmechanischen Systen (Kern), fiix das jedoch
noglicherweise im TFalle starker Wechselwirkung ("fliissigkeitsiihn-
lich") der kinetische Anteil vernachlidssigbar klein gégen den poten~'
tiellen ist. | '

In Kapitel I wird zunilichst gezeigt, dall sich im Fépmigas-Mo«
dell die nach verschiedeneh Metlhoden (Hill & Wheeler bzw. Swiatcoki)
fiilr quaderfirmige Kerne (bzw. fiir "von cinor llalbebene begrenzte
Kernmaterie") berechneten Modelloberflichenterme nur durch die Defi-
nition der.Lage der Kernoberfliche unterscheiden; diese ist in unse-

rem Modell, im Gegensatz zu der Lage der Oberfliche von ¥ (der
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"Potentialoberflﬁché"), noch in geringem Mafle willkiirlich.

Aus den von Hill & Wheeler bzw. Swiatecki nngegebenen iusdrucken
verden wir dann einen Ausdruck fiir die Gesamtenergie H des Ferm1o- -.
nensystems ableiten, welcher nur von der Teilchenzahl N, der Site
tigungsdichte go und "Gestaltparametern” (z.B. S/Vg/j) abhingt und
somit im Falle hkonstant angenommener S&ttigungsdichte das gesuchte
Analogon zur v.'eizsickerformel (1) darstellt. Der numerische Wert
der spezifischen Oberfliichenspannung unserer Formol wifd dann mit dem
(iiber die v.Veizsickergleichung gewonnen) empirischen ‘ert verglicﬁen.
Dieser empirische ‘ert der spezifischen Oberfléchenspannung ist je-.
doch aus den Bindungsenerzien der bekannten Atomkerne bestimmt wor- j
den, welche niherungsweise kugelformig siné und deren Massenzdilen '.f
endlich, sogar kleiner als 280 sind. Daher ist zu priifen, ob diec in _\ ;
unscren Modell fiir qunde?fﬁrnige Kerne asymptotisch grofBer Teilchen-, '
zahl angegebene Formel fiir dic Gesamtenergie I auch fiir Lkugelfor- ~ ¢
nige Kerne endlicher Teilchenzahl vervendet werden kann. (Biner tas~ .
senznﬁl von z.B. 280 entsprichﬂ vezen der Spin; und Isospinentartung

im Modell eine Teilclienzall N = 70). —

In Kapitel II wird daher die lypothese aufgestellt, dall fir
endliche (kleine) Teilchenzahlen und liir Kérper beliebiger Gestalt
dor mittlere Verlauf der Gesanmtenergio des Modellkernes durech die
in Kap.I angegebenen Formeln richtig wiedergegeben wird. Iﬁ Gegensatz
zu der mathemat.ischen Vermutung der Gestultunahhﬁngigkeit dieser
Formeln fiir asymptotiasch grofle Teilchenzahlen kann tiir endliche
Teilchenzahlen die JMypothese nar numéri;ch und an einzelnen (mig=
lichst vergghieden:@estaltetén) Testkorpern geprﬁft'werden, weil
die einzelnen H-Werte natiirlich in gestaltspezifischer Veise
'\etreuen. Nur der mittlere Verlauf von I Llet nliglichervelss govtalt-

unabhingig.

In den Abschnitten ¢) ~ f) wird das zur Untersuchung dieser

Froge vervendete Verfahren angegeben.

. In den Kapiteln.III_- V werdend wir dann fiir drei Testkorper
sehr verschiedener Gestalt den mittleren Verlauf der Geaamtenﬁrgie _
H fiir einen endlich groflen Teilchenzahlbereich bestlmmen und mit. -

dem Verlauf der asymptotischen Ausdrucke des Kan. I ver"1elchen

Das lrgebnis der Arbeit ist: Aus dem Fermigas-Modell 183t sich

fiir asymptoyisch gpéBe Teilchenzahlen '~ allerdings ohne genilizend séharfe
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Resttermabschitzung - ein Augdruck'fﬁr die Gesanmtenergie eines in
einem Kﬁrﬁér von der Gestalt eines Quaders eingeschlossenen Fermi-
sases obleiten, welcher von.gloicher Struktur wie, die fiir die Din~/
dungsenergie dexr \tomkerne aufgestellte halbempirische v.\eizsiicker—
formel ist. Der Oberflichentern von I(N) hingt nur von der Sitti-~

. q o d .
gungsdichte ¢ und dom Verhiiltnis S/Vf ? des Quadera ab.

Fiir endliche (kleine) Teilcheﬁzahlen wird an drei\Teatkﬁrpgrn
sehr verschiedener Gestalt (und verschiedenen Verhiiltnissen S/V2/3)
gezeigt, dal der mittlerc Verlauf der Gesamtenergie M in aweiter
Niherung durch die fiir Quader gogebenen asymptotlschen Formeln rich~

tig: wiedergegeben wird.»

-

Der Restterm erweist sich als im Mittel nﬁmerisch klein &egen .
deﬁ Oberfliéchenterm mit ciner relativ zum Oberflichenterm abnehmen-"
den Tendenz. Dies legt die Vcrmuthng nahe, dab Asymptotisch‘ .
R(Ys) = o(v2/3) gein miifte ~).

Damit iat aus dem Fermigas-Modeil ein oxp1iaitur Ausdrucl fiir
die spezifische Oberflhchenspnnnung der v.Weizsnokerformel ange-
v . ]
geben.

’ . " 1
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CURAPITEL'I o

.a) Diée Nalbraummethode von Swiatecki o o

R.Jlofstadtor (1956) gibt als besten experimentellen Wert fiir

den Faktorf in (1) (iiber die Methode dex Berechnung s.Anmerkung 1)

n (& r, 2 . 6?~ 17,8 MeV, .x, = 1, ifermi an. ¢ bezeichnet man als

'Obertlachenspannungfac’u117 MeV/bnrn. Der oberflachenproportlonale

‘. Anteil der Kernbindungsenergie ist dann Eg = fA /3 no's, wobei A~
" das Atomgewicht und S die Kernoberfliiche ist.

N
\ ' N

 Eine riohtigé theoretische Ableituné einer~Kernoberfliéchenspan- '
nung aus einem Kernmodell gelang zuerst Swiatecki (1951) im Fermigas~
. Modell fiir die von einer Ebene begrenzte Kernmatcrie, als: einfnchstem
Fall einer Kernoberfliche. Gemeint ist ein Potential der Gestalt '

' %30
V() = \ix) = {'fl,hd ™ x.go} ) Xetigny

'YL ist der Parameter der "Vandschrige" des Potentials: o= n& oo . .
Sw1ateckis Vorstellung war dabei, dnn man in diesem Ansatz unsichere’
Annahmen iiber die Kernkriifte vermeidet, 1n‘der Noffnung, dal die
Kernoberflidcheneffekte vor allem eine Folge des einseitigen Ahfalls
der Dichte und des verschieden raachen gleichsinnlﬂen Abfalls der
'elnzelnen ellenfunktionsbeitra"e sind, welche durch ein begrenzendes‘
Potential simuliert werden konnen. Dabei wird die Oberfliichenspan=—
" nung abhingig von der Dichte im Innern ("Xernmateriedichte") und dem
Parameter M - (Das Mininum von @ beziiglich m liefert zugleich

eine theoretische Aussage iiber die Oberflichendicke + ).

Das Problem, die Bindungsenergie H eines N—Nukleonenkerns
ZU berechnen, sollte nach Swiatecki also niherungsweise gelost werden

durch folgende Zerlegung in Teilprobleme

1). Bestimmung von Pe und H(V)/V fir Kerpyatérie. Hier geht der
‘Kernkraftansatz entscheidend ein (Sittigungsproblem).

2). Bestimmung von Oberfléchenspannung und Oberflichendicke % fiir
eine von einer Halbebene Y, begrenzte Kernmaterie ﬂei Kenntnis
von p., und H(V)/V aus 1). Die Kernkrifte wehen iiber das dubere
Potential \fXx) ein und ‘werden explizit nur in erster storungs-
theoretischer Nitherung beruckalchtigt Diesen Schritt nenmnen wir
die "Halbraummethode



‘3) Bestimmung der Krimmungsabhiingigkeit von i fur den Pull dai Xy
eine Kugel' ist, bei Kenntnis von @, n(v)/v, & und .t aus '1). . 2)
Kernkrilte gehen nur iiber das Potential \/'(r) ein. = !

\

L), Nohere Nhherungen.

~ Auf diésé Weise sollte nach Swiatecki der RinfluB. der Gestalt des

" Kernes auf die Bindungsenergie stufenveise immer besser beriicksichtigt -

werden., Ausgefiihrt wurde von ihm nur der’zweité‘Schrtft.’Die Bigenart
. der Swiatecki‘schen Methode, die Oberfliichenspannung durch unmittelba-

re Betrachtung = des Abfalls der Wellenfunktionen am Rande zu gewinnen,

o

gestattet, sie uhabhﬁngig von den Werten von V und N zu berechnen. Die

Existenz des Restterms wird dabei von Swiatecki nicht bemerkt. Er be=
trachtete daher, ohne Restterm, Oberflﬁohenspannun« im limes Nr&éd K
Fir die Gesamtenergle wiirde sxch bei gleicher l:mes~Bildun" achllcht
wieder H(V)/V - J'ergeben. ' ‘

+ Die "Halbraumméthode", d.h., der zweite Schritt des Sﬁiateéki‘échen B

Programms, gzbt nur im einfachsten Tall (d. h. venn 1 = ©0 1st und ohne‘%

Zwelteilchenwechselwirkungen) expliz1te 3) Losunwen'

Das Potential - . : - R

o . w0}
(3) T V(x =\f(X) =1y = Tir
o ! C ‘aonst

beschriinkt die N Wellenfunhtionen \f(x) auf den Halbraum OC x .
Es sind ebene, in x-Richtung stehende Wellen (wegen ?(O,y,z) = O),
welche in einem Wurfel der Kantenlinge L quantisiert und normiert
‘geien: ‘ ‘ ' L L

P(x) = '\AZ7EP . exﬁJ{i(kgy. + k‘z)} > sin (k'x)

mit 'ﬁ‘:{n} , nj ganzzahlig, n,> 0, im1,2,3;‘ﬁ tm {k } (“7% (nI,QnQ,
205). Jeder Vektor E bzw. X atellt einen mbglichen Rigenaustind

. , l‘ “*2’v
(x) hy e hg =K R

Im Grundzustand sind die N tiefsten Eigenwerte hg beseizt;

dar mit dem Eigenvert

der hiochste ven ihnen ist definifionsgemﬁﬂ die Fermienergie hg: 4)
% B - : Lo o

(5) Sl 1 =N,
Eine in zweckmaﬂigen Einheiten gemesaene Permienerg1e ist afuhf m/%?
Die Fndpunkte dar Wellenzahlvektoren_ k liegen inneérhalb der “Fermi- =

o
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L halbkugel“ vom Radms \/ ' und bllden ein orthogonales Raumgzttar. Um
- eine Halblmgel ‘handelt es sich wegen der Voraussetzunn Jll--n '11'7’L > 0. I»;‘

| ' . N / ‘f:" "‘z.f.)

, Zunichat sei die DichteVertej._lnng berechnet:‘ e PIRLPRRREA I
éEF ‘ ‘ € ‘1 ‘ .
‘ v e ' g

‘}..(6/, S,(x) |Irn(x~)‘ L | gn “ﬂ-(ggx') g(X‘) P

m,‘xo' s Y
Ersetzt man die Summation durch Integration, vag auf den Grenzubergang

"L »00 “inauslinft (iiber den genauen ﬁberwang fiir en;lliche L' siehe

.Absclm:tt b)), 80 wird CPee, , : S |
(7). ) *F'(ﬁ/fw3)'* fﬁ-swm-x) N i'&" mit &’,;]El
‘ R s ; I

.
fo=-y

K fd.h ﬂ thf deﬁ‘ ol - Sml()t& ws1°)”)

unl man. erhnlt nach der Substitution }5-23 X, %:-3(.053" %"l \[{; X" -
. Pix) . =3 ‘x" f“'? ?j - ‘(wm) umlwt.ﬂn(wz) (4 w08 3,)/1
, (ﬂ) g(x) a : (1 + .3_..__3_ | '3 Slﬂ.g ) §x=2-x'

6 L §1 :
Der D1chteabfa11 g(x) an der Potentiulwand (3) (s Abb. 1) hung'b
also in dxeser Niherung selbstverstandlich weder von L noch von - N

>4ab, aolange diese Grifllen groﬂ genug sind.. Genauer:,es soll

sein d h.' dle kleinste vorkommende Wellenlange \ru 2~1rox?_ soll kleln

pegen die Kantenliinge des Kastens bleiben. Dann wird nimlich fiir })} 1

(d.h. = ’XF/Z) gu) im Innern des Kastens konstant und gleich der

Sattigungsdlchte" P : ' T - o | R
Y a = JE 1 L '

(10) (gm)% B TR xelaoL

Alle Kerne gleicher Sattigungsdichte Qoo haben in diesenm Modell also. .

auch eine zleiche FgrmigrenZenergie.h$v.f‘  ' | ‘ -

Die Dichte £illt in einem recht sclmalen Bereich der GréfSenord-’
r{ung ,‘P von £o ‘auf null ab. Das erkennt man aus (8) g(x) wird erat
fiir §':=r 1, d.h. fixr X= }E'_ merklich wvon ga, verschlcden Bs. ist

- woraus sich (bel Extrapoldtxon) zufnlllg genau der Wert XF fiir die

-
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"Oberflichendicke” ~(d.n. dor btrecke, auf der die chhte von 90
auf 10% von Poo abi’allt, s.binleitg ) ergibt. L

Die mittlere Dichte = @, t= N/L3aN/V folgt aus (8) durch Inte-

V gration: LA koL
ad_ (. e Se  fdE _ gud
Sw =Tz ") gadx = jza T e

: 5 ‘ 5
und wegen (9) bl(oo )=T/5 und lim {%g(xacosx-sinx)} =0 wird _7)
R0 ' ’

U e TN s VN LE 2 \
' Wollte man die berechnete Dichtefunktion g(x) durch eine Stufen~ |
‘tunktion' oo’ (x-xl) ersetzen (bei gleicher Hohe (9 ), so miifte
die Stufe bei festgehaltener Teilchenzahl N bei " x; liegen. Die
Flichen tnter den beiden Kurven in Abb.1 sind gleich. Ilitte man also
kein begrenzendes lotential (3) und somit ebene Yellen e hr

auch in x-—Richtunv‘g, womit die Dichte iiberall konstant wiirde (Kernma-
terie), so miiften, tm bei gleichem N die Dichte o, 2zu erhalten,
die Wellenfunktionen im Gebiet 4x£(L—x1) qunntiaiert und normiert
werden, Swiateclti dlskutlert das folgendermafen: Lin Wur%(\ "Kern-
materie” vom Volumen VuL (d h.: die Wellenfunktionen seien in die-
- gem ‘iirfel quantisiert und tiormiert) und der Dichte 9'” sowie der
Teilchenzahl N zeigt als Oberflicheneffekt - bei INinzunabme einer
Potentialwand (3) bei x=o - einen stetigeren Ubergang der Dichte zu
&null (g (x ) Man geht also von einem Kern "ohne Oberfliche" mit den
Ausnaflen {VhL Ll L=2x4 ) ; N,g,} " aus; die llinzunohme der "Ober-~
£1ldche” (3) bei x=0 und x=L verbreitert und verflacht die Dichtever-
teilung, so dab { Vall , N, f("‘) mit g('i')ay } die neuen Ausnale
sind. Wir definieren als Lage der "Dichteoberflidche" x=xq und als
Lage der "Potentialoberfliche"” x=o (entsprechend benutzen wir die
Bezeichnungen "Dichtevolumen® V¥ und "Potentialvolumen" V). Es

sei nun die Oberfliéchengpannung berechnet.

Fliir die Gesamtenergsie H, erhnlt man, da die potentxelle Energie

null ist und_der (n:undzustand d1e Wellenfunktion
&*45 :
'\i./ 1= —n— (Pﬁ (x) _ _hat', mit 2L 2§ folgenden Ausdruck:

1) =<y Hlgp = S Zf'“f’nfﬂ\ ).
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Wir berechnen zuerst den Integranden 3) analog zu (6)- (8)

&€ , -
elx)a—:c_-_\‘h(?\\ ‘2 R

v\‘>o

-'4'3, fﬁ& ?i go@‘ smﬁ" sint (- B+ cos-&‘)

[

) = j‘ 55 5.1.& sm*(m)  mit L.zx/a\’

(1) R0 = {1+ %[_(4 6)cos§ (3- 5},)_1%2_]}

Dureh Integration (s.(13)) von €(x) ergzibt sich die "spezifische

Lnergie”, d.h. die Dnergie pro Oberflichemeinheit 0) zu -

. : . . . _‘:__ B
(15)  © H/s =heh f el (5 )
mit ‘ . e S/Z
(15a) €ao 1= Lim €00 -t = (4of’x joxs Sv x

Dabei sind, wie auch in der Nerleitung von (14), Terme, die fiir L-> 0

verschvinden, verrachlidssigt.

Die Bazeichiungen €ay , €, entsprechen denen fiir die Dichte:

£, ist di: Gesamtenergie dividiert durch das Potentialvolumen V,
M,
g
Energie von Kerimaterie der Dichte g,

& ist die "Sittigungsenergiedichte", d.h. die spezifische

Die Differenz: spezifibche Energie unseres Systems minus spezi-
fische Inergie von Kernmaterie der Dichte Qo welche das ganze
Poteqtialvol|men V ausfiillt, kann man als Oberflichenspannung be-
zeichnen (vr.. (15)): _

T N RSN

Der Index ) bezeichne den Bezug von H auf die Potentialparameter
L und V (s. 15) ).

Swiate:ki bezeichnet nun als Oberfléchenspanoung die Griofle 6]
Sie ist di: Differenz: spezifische Energie unseres Systems minus
spezifisc'e Energie voun Kernmaterie der Dichte Qoo und gleicher
Teilchen:ahl N, (d.h. dazu ist eine "Rihre" von Querschnitt 1 cm?

nur von x=L/2 bis x=x, nit Kernmaterie anzufiillen (s.Abb.1)). Also
ist mit (16) V

G'd. lzg-“‘(fw‘L/z °£oo'("/2’x4)) +£ €eo )(1:_‘. )( X}_)



und daraus folzt mit (12) und (15a) S ~ .

(17) 61.:?{-:\ va.~£~'lF TN ‘ .  4/

Der Index d bezeichne den Bezug auf ﬁichtqparameter. 6 ist

allein eine Folge der veidnderten Nullpunktsbewegung derselben N
Teilchen. Das entspricht der exp. Vorstellung einer Oherfliichenspan- -
_bung. Daler werden wir beim Vergleich mit dem empir@schen'\iexjt-_der '

Oberflﬁchcnspaunung von 6] ausgehenL

Die physikal1sch bcdeutun*sloae Differenz
- - = “K—
(18) (- ) = (twbs - tntn) =i X

ist also derjenige Beittngﬁd} y Welcher allein von dem Bezug der

Oberfléchenspannuny eines N ~Fermionensystems auf Kernmaterie ande~

rer Teilcheizahl (welche ja fiir 6, die "Rohre" bis x=o ausfiillt)
herriihrt, bzwv., wie Swiatecki schreibt, der "willkiirlichen Oberfli-

| chendefinition" (hier x=o statt xnxi) entgtanmt (s.ﬁnmeﬂ@um6) + 9.)),

kurz: "der Oherflichenterm (von Swintecki) ist abhingig vom Bezugs—'

volumen", ) )

Fir das nositive Vorzeichen von 6, gibt Swiatecki einen an-
schauliclien Grund an. In einem jiufleren Potential der Art (3) gelangen
wechselwirkungsfreie Teilchen mit holien Hijenwerten vermige der stir-
keren Krinmung ihrer Wellenfunlitionen mit groferer Walirscheinlichkeit
niler an die Potentialoberfliiche (x=o0) als Teilchen mit niedrigeren
Eirenwerten. "Sie erforsclien grilere Volumina" (Swiatecki). Daher
hahen an der Nberfliche die Teilchen im M1tte1 eine. lidhere kinetische .-

Energie als im Kerninpern 1°),

Substituiert man in (15) L/2 =L/2 + x4, 8o hat man II/S=%‘i“'(‘% *(,(4-,(4
Daraus und ans (15) erhalten wir 8) fiir N und II mit V-€’+x1os

(19)  N(4,,V,8) (—(,%,'%-Vvé‘rs) - - - N(%V.5),

mit gf_,(g,fag“fé .

(20) H <2H VIS) ;é':“('wr v - ’52 X ) ‘gq’é’;’;'\/*. ';,‘?5;‘8) -H@F‘V' S)’

unid aus beiden

1) H(N, V,S) =&

ﬂ

. l.b.!ﬁblf.h + LNy S\ .
A 401" 1460 VAL
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‘Swiatecki suchte sein Ergebnis (21) fiir den Vergleich mit den |
Exper1menten zu verbessern, Hierfilr verwendete er ein nicht senkreoht :
sondern schrig ansteipendes Potential (°),dessen Steigung dann als
Parameter zum Minimalisieren von H  benutzt werden kann. Swiatecki
hoffte, dam1t den Einflufl der Kernkrifte auf die chhtevertellung ge-
niigend berucksxcht1gt zu haben. Er benutzte sie nur storunrstheoretisch
in erster Niherung zur Berechnung der potentiellen Energie. Sein Ergeb- —
nis flir die "spezifische Oberflichenspannung" P (den zweiten Koeffi~

zienten Uer v.Veizsickergleichung) war nicht sehr gut. DBr fand fiir

‘ F-HWﬁ{Ql 55% des experimentéllen Wertes. Er hatte jedoch die vor

den Hofstadterexperimenten bekannten experimentellen Werte von
vo1/V=1%,66 MeV benutzt. Mit den lofstadterwerten r =1,1f., '
Evol/V-15 75 MeV ergibt die Reclnung von Swiatecki 66% der exper;mente1~“r
len spezifischen Oberfluchenspannung .(17,8 MeV), sie liefert also eine

ro=l,4f., E

fir ein so einfaches Modell ganz gute Nidherung. Auch die Oberflﬁchéndi$~ -

‘ke t wird mit 3,8 f. statt 7 f. realistischer (s.aber (33)ff.)./
S

b) Die -Abzdhlmethode nach Hill & Wheeler

Wihrend bei der SwiateckivMethode zur’Berechnupg der Gesamtener-
gie nach (13) zuerst die Summation iiber die Zustiinde, danach die Orts-
raumintegration auszufiithren war -« was eine Kenntnis sowohl der Eigen-
werte als auch der Eigenfunﬁtionen voraussetzte — vertauscht man bei
der Abzihlmethode in (13) Integration und Summation; fihrt also zu~
erat die Ortsfaumintegrntion aus, welche die Norm ergibt und behilt
8o nur eine Summation iiber. die Eigenwertq ﬁbrig, deren Kenntnis man

allein bendtigt.

Da man bei dieset Methode weder die Eigenfunktionen noch den
Unweg iliber die Hilfsfunktionen g(x) und g(x) bendstigt, ist es mit
ihr einfacher, die Abhiingigleit der Bindungsenergie von der Gestalt
der Kerne zu studieren. Bei Verzicht auf eine (z.B.stdrungstheore-
tische) Beriicksichtigung der Kernkrﬁfte betrachten wir nur dullere

Potentiale der Art ( fy sel ein Lonvexer Korper):

O R A

\



Wihrend wir in Kap. II die Abzihlmethode allgemein darstellen und sie

'~ dann in den Kap.III-V benutzen werden, behandeln wir in d1esem Abschnitt
| das von Mill & Wheeler gereclmete Be1spiel ein 1dea1es Fermgo,s in/
.einem Quader I A
. Es sei also Jrein Quader mit den drei Kanten 81,8 0,8%; dann ist - i
=Vaalaga3 sein Volumen. 11), S=2 (a1a0+aoa3+a3a1) seine Oberfliche und

: L=21r(a1+a2+a3) geine mittlere totnle Krimmung 12), deren Einfluf hier.
gleich mitbehandelt wird. Nach (22) gelten nlso fiir die Wellenfunk— :

Gl tionen’die Randbedmnungen

(23)  p(oyi2)=glaayz) = gl5oe) -~f<><.01. é)-?(wo) PLr Y a5) =00
. Die Eigenfunktionen sind daher stehende Wellen m1t den Eigenwerten
(2u) _hﬁ::l%-f# =t B k2 mit ksaw(ng) ) nn(nl),n ganzzahlig,>0; Laﬂﬁ.

wie ersichtlich, bilden die Endpunkte aller Vektoren k ein Gitter 1m_ :
- Wellenzahlraum, welcher bis auf den Faktor 87 mit dem Impulsraum iiber% c
. einstimmt. Das Gitter bezeichnen wir nlg."rez‘ipr‘ok" zu einem Gitter, |
welches unseren Quader ¥y als Element enthiilt. Das reziproke (-?:‘) S
. Gitter hat die Gitterkonstanten T/a;; das Volumen der reziproken Git~" 7
terzelle ist Vk-(m?/v . Das entspricht der fir asymptotisch, grofle
 Eigenwerte giiltigen Aufteilung des Phasenraumes in Zellen der Gréfe

. bJ3; hier gilt sogar exakt V-h3°Vkuh3.' Im Grundzustand (s.S.8) bedeu- .
tet eine Summation -iiber alle besetzten Zustdinde eine Summation iiber S )
alle N ' Gitterpunkte k (des reziproken Gitters).,welche innerhald -
des Kugeloktanten (ni> o) ﬁom-_Rndius \/'.'s? liegen. Auszulassen sind - |
dabei alle Gitterpunkte, fiir die mindestens ein nj gleich null ist, '
denn die zugehdrigen Wellmfunktionen ( ~ sin Wxwfy )r’sind dann iden~
tisch nnll, folglich nie!t norgierbar und daher in (24) ausdriicklich
ausgeschlossen (n )o) Es sind genau d1e ienlgen Gltternunkte, welche

N

in den Koordlnatenenen (n =0) liegen,

Pie Wellenfunktionen seien orthonormie‘rt', In der Be'z'ei'chnungs- .o

weige von S.1lo wird aus

(25) 1=<'\,fw>.‘> H <\\’\Hl~v>

nach Ausfiihrung aller 0rtsraum1ntegrat1onen 3 \
‘s § ‘ .
(26) N = ,1 o o . o

|
>0




L)

g

n &




m‘15'u  Q"‘ P

i L o - N T :

\ . ) . '

. Y > , .,
‘dabei bedeatet m>o; nl,ng,nglo.

- ° und eas folgt wepgen H = S: h

Denkt man sich jeden Gitterpunkt & (s.Abb.2) als Mittelpunkt
'éiner Gitterzelle (welche ein Quader mit den Kanten Tg, 15t), so kann
man die Summe (26) durch Integration iiber das Volumen des Kugeloktan-‘ }
ten abschiétzen. Die Zahl der besetzten Zustinde multipliziert mit dem |
Volumen Vk einer Gitterzelle ist dain in etwa gleich dem Volumen
des Kugeloktanten, abzuziehen sind dabei die Volumina der. 1n den Oke-.
tanten hineinragenden Teile derjenizen Zellen, deren k in den Y.
Koordinotenebenen (bzw, sogar in den Koordimatenachsen) liegen. Es
handelt sich jeweils um die IElfte (bzw. sogar nur um ein viertel)
dieser Zellen. Sie werden beriicksichtigt durch das Volumen der drei
"Koordinatenebenenscheiben" (der Dicke %E; ), vermindert um den dabei’
doppelt gezihlten Beitrag der \chsenpunkte'

.fm) N = b {i - fry e *Eé;).f"\f’f;‘ -(W‘Ez,'fﬁfé*ﬁa)}.“»'_

A

” . - B . . ' . . "
(28) N -—ﬁ-&fs%x | ;{t— (o4ay *‘L""s +ﬂsa.) + {i‘;z—'}-(qaquu&ﬂa’) ;.
‘ ‘ V- g - T XY
29) s M H° .._..ff—..__ ¥ —be N
(29) N S 16T + LS ol
Analog erhilt man die Gesamtenergie H "des Systems durch Infegration
von £ iiber den Fermikugeloktanten: | ' |

(30)\ H {‘; {Lf:f ... .§.__£Z__ + _Li} .

107t 31y - 24 gt
Elimination von £ llefert das Brgebnis von Iill & Wtheeler:

i

10 r*

ci/V“/3 und L/Vi/z sind dimensionslose Gestaltparamter. Die Nerleitung
von (29) zeigt, daB der zweite Summand in (°9) (31) oberflachenpro»

pertional, nicht proportlonal ze d“ 3 Lat . Der Restterm wird bei- Hill & ,
Wheeler nicht diskutiert, = .- X
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‘6). Vergleich beider Methoden

—— --~-._.—-—.—-.-~~-—..

Sowolil Swiatecki als auch Mill & Wheeler haben nicht bewiesen, -

‘" daf sie mit ihren Naheruu~ser"ebnissen (21), baw. (31) alle ober-

flidchen- bzw. V“/Bmproyortlonalen Antelle von H(N) erfallt haben. Bei '
beiden ist die einzige scliver iliberschaubare Naherung die Ersetzung der“
‘Summat1on (uber die besetzten Zustinde entsprechend den Gitterpunkten
1nnerha1b der Fermiflache) durch ein Integral (iiber das Volumen des )
_Fermikugeloktunten). Sie beruck51chtlgen zwar den von den Koordinaten~ -
ebenen des Impulsruumes herriihrenden Korrekturterm in erster Nﬁherungi

(ﬁelcher bei Swiatecki null, wie wir auf S.18 sehen werden, bei i1l &

‘@‘ whee1er gerande den Oberfllichenterm ergibt),'schatzten‘abér nicht den von

" der Oberfliche des Fermikugeloktanten herriihrenden Restterm ab.

Das Zustandekommen des Restterms sei zuniichst fiir die'Methode von

} ,:"H111 & Wheeler erliutert: Es sei wieder (s. 5. 15) jeder Gltterpunkt

der zu einem besetzten Zustand gehirt, Mittelpunkt einer Zelle. Diese
. bildeq ein "Zellengehilde" Z, vom Volumen Vz.nN Vi» von dem kleine
prelchen aus der Fermikugel herausragen (obwohl diese zu Zellen ge~
hiren, deren Mittelpunkte noch innerhalb der Kugel 11ewen) An anderen
Stellen wird die Kugeloberanche‘nlcht ganz erreicht (B.Abb,~),Der Kor-
rekturterm fir (29) ist die Differenz der Volumina zwischen den iiber—
stehenden und den fehlenden Zipfelchen in Einheiten Vy. Seine Abschiit=
zung durch eine nberflnchenschicht des huﬂelokﬁanten etwa von der le-

1/3

ke Vk ist siciier nicht sehr gut:-

(52) R sffurg e g VP 0(\/"‘-“\ ,
" Bine wirkliche Verschiédrfung der Abschiitzung von R ist jedoch sclwie-
rig und gelinzt nur zahlentheoretisch 1)). Das gilt erst recht fiir die
entsprechende Abschiitzung des Restterms von H, fiv die der Gewichtg-
faktor § den Ausgleich der Zipfelbeitrige auf den ersten Blick noch
zu ergchweren scheint. Bel endlichen Teilchenzahlea ist nicht fir alle
N der Wert von & eindeutig'bestimmt; § konnte noch beliebig zwischen‘
zweli benacpbarten Eigenniveaus gewidhlt werden: t g & < €.y . Aus
Abb.2 ist Jdies unmittelbar aonschaulich: Seien Vi) und VE;: die
Radien benachbarter Kugelschalen, auf denen Gitterpunkte liegen, so
ergibt jede Wahl von § szwischen ¢, undlsMt
fiir N und H(N) (d h, das glelche "Zellengebllde"). Nan konnte nun

den glelchen Wert
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- erwarten, -dafl die Abschitzung (32)'durch geeignete Definition‘von'
verbessert werden konnte. Wir werden sehen (uapﬁLb) ), dafl es eini-
ge Werte von I gibt, fiir die sogar R(%_) durch geeignete Wahl /
von § zu null gemacht werden kann Trotzdem 1d03t sich auf dlesem .
Yege dic Abschiitzung (32) nicht verbessern,

Betrachten wir statt stehender nun ebené Wellen eiﬁ; mit pério~
dischen Randbedingungen ("Kernmaterie endlicher Teilchenzahl"), 80
sind alle Gitterpunkte innerhalb der ganzen Fermikugel zugelassen,
auch die auf den Koordinatenebenen liegenden. Der Hill & Wheelersche
Oberflﬁchenferm verschvindet hiér, der Zipfelterm aber bleibt. Derx
Restterm ist daher allein eine Folge der Endlichkeit der beﬁrachteten'
N und zwar in dem Sinne, daB er mit wachsendem N relativ zum Volum- o
term verscliwvindet (s.Einleitung_S.B). Lr ist unabhingig von der
"physikalischen Oberfliiche",. ﬁelche als Randbedingung die Wellen-
funktionen einschriinkt. Das rechtfertigt nachbriiglich die Aufspal-

tung (2).

Auch fiir die Swiatecki-Methode ist unmittelbar ersxcht11ch, daﬂ
der Oberflichenterm eine Folge der Wahl der Eigenfunktionen ist;
setzt man in (6) fiir die Wellenfunktionen ebene Wellen PalX) = g&* ein,

so veraschvindet der Oberflichenterm 6, *Es wird g(x)u Qoo

Der Restterm bei Swiatecki verschwindet dabei sicher nicht.
Gemeint ist der bei dem ifbergang von der Zustandssumme zum Integral
in (13) ff. nétige Korrekturterm. Bisher warde gelewentlich‘die
" ¥Yermutung weauaert dah der Restterm von der Grofenordnung des Ober-
flichenterms wiire. Das wiirde speziell’fiir (14) einen Korrekturtern
~ ¥ =5/V bedeuten, der dann nach Ubergang zu (15) eine Korrektur
der Obeffléchenspannnng liefern wﬁrde. G.Lanzl (1962) glaubte dann,

eine schirfere Abgchiitzung gefunden zu haben.

- Der BEyeis von Lanzl geht von einem Quader aus mi$ den Kanten-
lingen Lj,Lo und;L3o Lift man dann in der Zustandssumme (6) Lg und
L3 gecen unendlich gehen, so verbleibt nach Ausfiihrung der Intesra-
tion iiher dk, dky eine einfache Summe, welche man durch die Eulersche
Sunmenformel in ein Integral umformen kann. Fir den Korrekturterm
(erster Ordnung) K erhilt man. , w

. b .
“{l ig""'i(hx"f) . (EF"'G.‘)}! {E?*’Aﬁ,( - ‘

1 -
uO.
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-

K| = i Sin (Ryx)-2:" Ak, . s
wobei V‘Akx = '“YL ist. Damit wird N . . : N ;‘ ./‘

Ko=olg) - o( A _

Somit ergibe sich kein Korrehturterm zur Oberflachenspannun

Wie verhalt sich das zu unserer Fragestellunv ? Bei endlicher
yittelpunktsdlcdte Qoo » vON der ja' die Oberflichenspannung abhingt,
geht im limes Lp,Lgy3c mit V auch N-reo , vergl.(21) mit-(lo).

- Somit hat Lanzl lediglich gezelgt, dal der Restterm fiir Nmoo ver-
nachldssigt werden kann (s:Binleitung, S.3 und 4); er hat daher nicht
gezeigt, mit welchem Tempo der Restterm asymptotisch versclhwindet,
sondern ihn einfach(durch Uhergang zu N= @ ) gleich null gesetazt.
Fiir endliche (wenn auch iiber alle Grenzen wachsende) thLg,L3, d.h,
fiir endliche Teilchenzahlen, fiir die wir uns in dieser Arbeit allein
interessieren. da nur dann der‘Oberflﬁchenanteil der Eindunnéenergie
im Verhiltnis zum volumproportionulen Anteil nicht verschwindet, ist :
eine Abschatzung des Restterms im Verglelch zum Oberfldichenterm unwleich .

schw1gr1ger. Fir die Abschitzung deér Ly —*Abhnnﬂlgkelt von K ist der"

dimensionslose Faktor sin2(kz-x) irrelevant. An der oberen Grenze von
Iy |
und, L3 gerade wieder dié fiir den Restterm der Hill & Wheeler~Methode

ersetzen wir ihn durch i.mDadurch erhalten wir fiir endliche - Lo Cos

angegebene qu schwdchc) Abschﬁtzung7”Résttermahschﬁtzungen fﬁr ias,
grofie N , bis in die neueste Zeit in der mathematischen Literatur

vielfuntersucht,lsollen in einer veiteren Arbeit behandelt “werden.
Fir andere Typen von ¥y konnte R{¥r) bisher nicht befriedigend
abgeschitzt werden. ' o . S

B v ) St . . S

_B)_Der Oberflichenterm

Hill & Yheeler geben H(N) in Abhﬁngigkeit von Volumen, Ober-
fliche und Krimmung des (uaders ‘fy an, d.h. in Potentialparametern
(s.(}l)) (im Unterschied zu den "Dichiegriflen” von Swiatecki). Damit
haben sie nach Swiatecki (s.(16)) die auf Potentialgriéfien bezogene =
Oberfléchenspannung 6p berechnet. Das Potential ist jedoch in unse-
rem Modell lediglich HilfsgriBe zur Erzeugung des Dichteubfalls am .

, Kernrand, Fiir nicht unendlich- steile Potentialwinde kann die Wahl
der LagéJder-"Pﬂﬁeqtiaioberflﬁchd"krecht}willkﬁrlich werden, Die La-

V P
N



\ o

ge de? Potentlaloberflache muB dann ‘neu deflnxert werden; das ervxbt
mogllcherweise auch eiren neuen Zusammenha¥g zw1schen chhte- pnd
Potentialoberfliche. Definxeren wir die Kernoberflache durch’ den 5'fﬁ
Dichteverlauf am hernrand 1l*) V1e bei waateckl, so wird fiir das ™ a

Kernvolumen V ‘ : ‘; : ' ‘ ‘ ' R 7f«}‘ «

32 N=& =gy +s +—~‘+—L
Damit 1st zuglelch auch im Hlll-Wheelerbxld exn V defxniert und -
zwar ohne Kenntnis der Wellenfunktlonen, Setzen wir (32) in (30) ein,

go erhalten wir (ohne Beriicksichtung des Krummungsterms) gerade (01),
‘d h., das wlelche Frgebnis wie das von Sw1atécki. Die Uberexnstlmmun" deriff
Ergebn1sse von Iill & Wheeler und von waatecki be1 Beaug auf gleiches

Kernvolumen ist eine gute gegense1tige Bestatiwung beider Methoden._‘

Fiir Atomkerne genugend*grpﬂer Te#lchenzahl konnen wir annehmen, -
‘daft im Innern die Nukleonéndichte'ihren Siittig ngswert wirklich er-
reieht. Diese. Behauptunw verden vir zuden in den Kap. III-V priifen.
Fiir diese Kerne ist es s1nnv011, neben N die theoretische Sitti- v,f‘ f}
;gun~sdlchte g¢”' in . als Paramter einzufiihren und dafiir die BT,
Variable Volumen zu eliminieren. W1r geben Jetzt algso H in. Abhin- _
gickeit von den Kernparametern N, und Qos sowie von d1mens1on3103en ‘
Gestaltparametern (W1e z.B. S/V2/3) an, Lirst eine solche, weder von - ' -
Swiatecki noch vonm Hill & Wheeler angegebene Darstellung der Fnergme ;“3~5;
in Ablhiingigkeit von Teilchenzahl, Mittelpunktsdichte und Gestaltpa- }‘h'hﬁ*
rametern ist die "enaue quantenmechan1sche Entsprechung der aus dem . . *f&
Trépfchen-Modell abneleiteten v.Weizsickerformel (1), welche ja den ‘;~, &
' mittleren Verlauf von H(A) unter der Annahme einer fiir alle Kerne

Mglelchen Sattiwungsdichte angibt 13),

Der Gestaltparnmcter S/VQ/3 ist, bis auf Korrekturen héherer
- Niherungen, unabhingig von der Deflnltion der Lage der Kernoberfld-
che, insbesondere ist’ S/V“/ uS/v 30 Damit folgt aus (21) bazw. (31),
d.h. ala Ergebnis der Ableitungen sowohl von Swiatecki wie auch von

. Hill & Wheeler durch Umformunw bav. Substltution und Enthcklunv , :¥
l 3 Y%

(33)  H(Ngu, Quade ..-{ (e dN + Sl (g, gan,%r L Na}

)1/3 ) QXf.

Da der Fermigrenzimpuls ky in diesem Modell gleich (61r-§m !
' Bm’!\\v

ist, so 1dft sich (33) auch schreiben nls

B0 (N5, 0onte) - S EE N+ S+ 44 Gl

. i% (o bele smm& voul33) wad (330 isk fadodh. R“M‘ ‘“‘“’i{ﬂ;“;’;“;— L
33 H (N Qe ¢ Quitedss) = "’ ; AR T +(‘ﬁ g (‘il&')aN [(q‘ovu; '""“1 5*33}

i & 4 wee YL zl . AL s
gfgﬁ& B"rboakgmu yi ngubeyuM m-kﬂ W{ ' V"’ F3m, ﬂg
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- 20 -

Wenn vir g, als fiir alle Kerne gleich betrachten, d.h, fiir
’_?oaaconst, gibt uns (33) die nach dem Fermigas-Modell e¢xplizit be-
'reehneten Koeffizienten o B der v. Welzsackerwlelchung (1) fiir den

. Fall eines Quaders Jv (als Kernform) an.

Numerisch erhiilt man, wenn man (33) versuchswelse auf ein kugel_in:

” :Jformi“es oLy ubertrawt (dieses Vorgehen werden wir in Kap iv recht—;

Poo = (4. 1—3)" , To=l,1 fernmi,

~den Vert B = 14,35 MeV, d.h. also 80% des empirischen Yerbtes der
"apezifischen Oberflﬁcﬁgnenergie"Pexp_=17,8 MeV. Fiir die Oberfliichen-
dicke ¢ {folgt aus der Dichteverteilung von Swiatecki (8) t=9967

Iermx, im Gegensatz zum emp;rischen Vert von boyn, =24 fermi, Fir

exp.

- ¢den kinetischen Anteil der Geaamtenquie ergibt siech aus (3))
kin=+60y~ MeV; Is ist “1uuw e, .='1);75 MeV. Fir den Koeffi-

zienten des Krummunvsterms in (33) erhalten wir nls numerischen’

Wert 20 ,6 Mev,

Die sehr rute Ubereinstimmung der emplrischen mit der aus dem
Fermigas-Modell abgeleiteten SPEZLfISChen Oberflnchenspannunn
besawt noch nicht, dap unser Modell fiir die betrachteten Potentxalel
mit qenkrechtuu Wanden notwendlg auch undere Kcrngroﬂen besonders
gut nihert, --.das zeigt schon die sehr nnrea118t1sche Oberflachenw ‘
dicke t - (sielie aber die Verhiltnisse bei abgeflachten Potentialen
(s.n,)). Wir miissen das Modell melir unter dem Gesiéhtépunkt betrach~
ten, dafl durch Eiufﬁhrung der Potentialwand (3) im‘Vergleich Zur |
Kernmaterie ein Oberflichenterm in besonders einfécher Weise gimu=-
liert wird, welcher im Modell durch eine bestimmbte Streckung des
Eigenvertspeltrums bei gleichem N (s. (31)) im Verhiltnis zu einem
in gleicher “eise erzeugten‘Kernmnterie~8pektrum,bzw, (und) durch einen’
untersdhiedlich'raschen Abfall der Wellenfﬁnktionenyin‘der'Nﬁhe dexr

Potentialwnnd‘beschriebéﬁ wird,

‘Jedes Modell mit Einteilhhenpotential,'welches eine gieicharn 3
tige (mittlere) Streckung des Spektrums zu erzeugén vermag, liefert
auch eine gleiche Oberfiﬁchenspannung. So liéNt sich z.B. mit einem
rein quadratisch geschwind1wLe1tsabhangigen Potential durch.pgeeigne-
te Wall des Koefflzienten ebenfalls eine geelgnete Streckung des

b . B T SR ‘_,., .
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Spektrums - und damit der richtige Oberfléchenterm gewinnen.

~ Anf der anderen Seite hat Swiatecki das Hullere, rein ortsab-~
bingize Potential V(x) (bei ebenfalls rein ortsabhingiger Zwei-
tailcheﬁwechselwirkung, welche stﬁrungétheoretisch berﬁcksichtigtk
wund@), als Niherung der Kernstruktur zu ernst genoﬁmen; Du:ch ' _
wpealistischere® Wahl desselben, d.h. durch Abflachung der Winde, .
gelang ihm zvar eine ganz gute Simulierung des Volumterms uhd der

Oberfléichendicke t (s.5.12), der Oberfliichenterm wurde dabei aber

_schlechbter. Ur wird (nach Swzateckl) kleiner; fiir sehr Ilnch anste1gen~ o

de Potentiale sogar nmegativ. |

Seyler & Blanchard (1962) kombinierten die beiden vorgenannten
Bffékte sie wihlten ein abgeflachtes Zufleres rein ortsabhiingiges u
Potential and ein rein qundratisch von der Relat1vgeschw1ndigkeltt
| abhingiges Zwextellcheﬂpotentlal, welclies gtorungstheoretisch be-
riicksichtigt wurde. Dﬁrch passende Wahl der Kocffizienten erreich-
ten sie eine ausgezeichnete Simulierung von Volumterm, Oberfliichen-
dxcke und Oberflachenspannun« (letzterer er"ab sich zu 80% des empi-

‘rischen Wertes). Allerdings haben gie ihr Programm nurfrN=1 ,d.h.

A=l (Alpha~TeLlchen) explizit mit einer elektronischen chhepmaschine'f“

‘ausgefiihrt. Bin dhnlicher 'leg Lkionnte aber aueh fiir N34 beschritten - .

werden,

In unserem Modell ist nun’nocﬁ ungeklirt, ob (33) unverindert
guch fiir Kerne anderer Form und Gestalt (etwa fiir eine Kugel statt
eines Quaders ) gilt, d.h. vor allem, ob der zweite Koeffizient in
(33) wirklich nroportional zu S/Vg/j,fﬁr alle denkbaren Kernformen
ist, und picht nur zofiillig fir den Quader die abgeleitete Abhéngig-
keit von (ala + g8y + a;al)/(al 053) /3 besteht, welchen Ausdruck
wir dann lediglich S/V benannt haben, Ausserdem musaen wir prii-
fenﬂ ob fiir kleine, den Massenzahlen der Atomkerne entsprechende
Teilchenzahlen N die fiir das FermlgaSmModell in diesem Kapltel angew
gebenen Formeln wenigstens als M1tte1wertanssugen'gu1t1g b1e1beno

Dies ist Gegenatand der folgenden Kapitelp .
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KAPITEL II .

wﬁifu;a). Einfiihrung

In diesem Abschmitt geben wir zunichst eine kurze Hinfiihrung

auf die Fragestellung, wvon der W1r in den folgenden Kapiteln ausge-"'

. hen werden. . ‘ .

1

- Ziel dieser Arbeit ist es, ausgehend vom FeEﬁigasmodell, fiir
die Oberflédchenspannung einen expliziten Ausdruck anzugeben, deéseu .
numerischer Wert nach Einsetzen experimentell zu bestimmender Kern-
paramder mit dem Bétrag der empirisch bekannten Oberflichenspannung

schwerer Atomkerne verglichen werden kann. Dieser ist dabei aus dem

mittleren Verlauf der experimentell ermittelten Kernbindungsenergien =

mit Hilfe der Bethe-v.Weizsiickerformel gewonnen worden.

Im vorigen Kapitel hatten wir als elnfachsten Fall einen Qua~

der betrachtet, der ale fiuBere rdumliche Begrenzung ungeres "1dea1en

- Fermigases ohne Spln" (d.h. eines Systems von 1dentischen untereln-'

ander wechselwirkungsfreien Fermlonen) diente. Fur den Grundzustand R

eines solchen Systems hatten wir fir den Fall asymptotisch grofler
Teilchenzahlen je nach Wahl der abhiingigen Variablen verschiedenme
explizite Augdriicke fiir die Gesamtenergie H (und damit auch der

Oberflichenspannung) angegebe@. Von diesen Ausdriicken zeigt der

“durch (I(33)) gegebene die gleiche Art der Abhingigkeit von der

Teilchenzahl N wie die halbempirische v.Weizsickerformel I(1).

Die Koeffizienten der Potenzen von N in I(33) und unter Thnen der
Ausdruck fiir die spezifische Oberflichenspannung des Systems hingen
Jedoch noch ab von seiner Sittigungsdichte Q¢ und von den Gestalt-
parametern (a=: 5/ ys, lim L Ayt ) des Quaders. Versuchsweise hatten
wir dann in I(33)‘anste11e der Gestnltparaﬁeter des Quaders diejeni-
gen der Kugel und als Zahlenwert der Sittigungsdichte Q, den empi-
rischen Wert fir die Mittelpunktsdichte der Atomkerne eingesetzt

{Fiir 9,5 ist im Modell kein best1mmter Wert ausgezelchnet denn

" die Permionen sollten ja nicht niteinander wechse1w1rken) Durch

dicse beiden Substitutionen erhielten wir aums dem Fermigas—Modell =

hier genau aus I(33) - einen‘ZahleQWert fﬁr die spézifische.



. bisher unreflektierten Annahmen gemacht haben, nimlich:

-3 =

Modell-Oberflichenspannung, der von dem bekannten empirischgp'ﬁprﬂf~‘f
der spezifischen 'Kernoberflichenspannung nur um 20% abwich.
Eine so gute ﬁbereinstimﬁhnw-muﬂ bis jetzt reichlich zufﬁllig

'erscheinen, weil wir bei dem beschriebenen Vorgehen eine Reihe von

,1), daB die Gestaltparamter aller Kerne gleich denen der Kuwel ‘8ind

und alle Kerne gleiche Mittelpunktsdichte haben. Diese Andalmen

betrachten wir hier in genilgender Niherung als erfiillt. Sie,wur-;’ f: @i
den durch die Substitutionen‘in Kap.I bereits ausgenutzt. R
2), daB der Ausdruck I(33) fiir asymptotisch ‘grole N die Gesamt~
energie H in pgeniizender Niherung auch dann richtig wiedergibt,
wenn unser Fernionensystem ﬁon einer Kugel hegrenzt wird. (Das»
wiirde bedeuten, da? fiir eine Iugel der Resttern wegenﬁbef denm
Oberfliéichenterm asymptotiseh klein ist). Das ist eine sebr schar-Aﬁf
fe Annalme, denn wixr haben 1(3)) zwvar fiir den Quader anwe«eben,f“"
jedoch ohne eine geniizend scharfe Resttermabschidtzung, so dafl es  ‘v
mﬁglich erscﬂeint' daf} der Restterm des Quaders von gleicher Po-‘f?'

tenz in N w1e der Oberfléichenterm ist. Fiir die Kugel ist bis- - g

her weder eine  Formel 1(33) noch eine Resttermabschitzung herwe-f.' -“ :
leitet worden. ' ‘ “'-”1? §
3), eine Annahme iiber das Verhalten der Gesnmtenervle I unseres o
Systems fiir kleine ("endliche") Teilchenzallen: der emplrlsche
Wert der spezifischen Oberfliichenspannung ist ausdem mittleren \
Verlauf der Kernbindungsenergien in Abhédngigkeit von ihrer Nukleo~
nenzohl gewonnen worden. Ein mit dem empirischen vergleichbarer
" theoretischer Wert fiir die Oberflﬁchenspannung goilte in vollig
gleicher Weise aus Modell-Systemen mit vergleichboren endlichen
Teilchenzahlen gewonnen werden, d.h.: um aus dem Fermigas-Modell
fir vergleichbare (kleine) Teilchenzahlen einen Wert fiir die Ober—
flichenspannung abzuleiten, diirfen nicht ohne weiteres fir asymp-
totisch groBe\Teilcheniahlen angegebene Ausdriicke (étwa 1(33)) : R
benutzt werden. Vielmehr ist eine vergleichbare Oberflichenspan- ‘7‘p
nung aus dem mittlerem Verlauf der Gesamtenergie H des Fermio-
nensyastems in Abhiéingigkeit von den gleichen Teilchenzahlen zu be-
rechnen. Wir haben also-die Annahme‘wemacht da” der asynptotische
Ausdruck 1(33) den nittleren Verlauf von I fiir kieine (endliche)
Werte von N. m1ndeatens in zwelter Nnherun" ricntlw wiedergibt |

Y
\

’ L . . . H
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:,?&) elne Annahme uber die Mittelpunktadichte (Sattlgungsdichte) des ‘. 
‘ Ferminnensystems tiir kleine Teilchenzahlen. Fiir den numerischen fvfﬁ_‘
'Vergleich hatten wir in I(33) fiir die theoretische Stttigungsdichte
?mwf von Systemen asyviptotisch grofler Teilcheazahlen den empirz-‘:fﬂ
schen Mittelwert ?n der Mittelpunktsdichte der Atomkerne einge-;ﬁfw
setzt. 1(33) ist jedoch, wie wir an der Herleitung. von’ Swiatecki.

gesehen hatten‘unter ‘der Annahme ‘abgeleitet, daB im Innern‘des

Modellsystens die’Sﬁttigungadichye gim wirklich erreicht wird. -
Fir Fermionensyatgme geringer Teilchenzahlen muB dies gepriift
l“ werden. Aus der Aﬁnahme,-dgﬂ\ga, im Innern des Systems ﬁiiklich
erreicht wird, folgte durch Integration iiber die Dichte der Fermio~ '
nen - wie von Swiatecki angegeben - dic asymptotische Formel fiir :
die Teilchenzahl N in Abhéngigkeit vos ©o , dem Volumen und
den Gestaltparametern des beg;epzenden Quaders. Daher ist die An= - :
nahme %) identisch damit, daf die fiir asymptotisch grolle Teilchen— ‘:,
. zahlen (ohne Resttermabschiétzung) angegebene Formel I(29) fiir N i ‘
in Abhéngigkeit von P » V8 und L des Quaders den m1ttleren Vbr-flf”i
lauf von ‘N ( oo 1V S,L) fiir kleine Teilchenzahlen eines (von
einer Kugel begrenzten) Fermxonensystems richtig wiedergibt und
zwar in mindestens zweiter Nﬁherung. '
Die drei letzten Annahmen fassen wir - etwas verallgemelnert -

in zwei Hypothesen iiber das Permigas~Modell zZugammen.

zgotheso I: Die fiir den Fall, dafl ein System von - N identiscaen, unter-*
einander wechselwirkungsfreien Fermionen von elnem_Qudder nacih aullen
hin begrenzt wird, _asyﬁptotisch fiir gro.e Teilchenzahlen' N _ahge—
gebenen Formeln der Gesamtenergie und Teilchenzahl des Systems (1(29) ~
(33)) gelten tiir beliebig groSe und beliebig gestaltete Korper als |
Begrenzung des Fermionensystems und zwvar in mindestens zZweiter Nahe~
rung (d.h.: die Restterme aller vier Formeln sollen fiir bﬂllebxna Kbr=
per asymptotisch klein gegen den entsprechenden Oberflichentern sein)
Den Nachweis der Richtigkeit dieser Hypothese (oder eine Wlderlegung)
verden wir in-'dieser Arbeit nicht fiihren.

Hypothese II: Der mittlere Verlnuf der Funktionemn H bzw. N wird
| fir beliebig gestaltete Korper durch die angegebenen asymptotischen

| '
Formeln auch fiir kleine (endliche)‘Werte der Variablen in zweiter
Niherung richtig wiedergegeben, (d.h.: ger,jeweilige'nestterm igt
- fiir kleino Teilchenzahlen wenigstens im Mittel klein gégen den ent-




! R d 25 L]
sprechenden Wexrt des asymptotischen Ausdrucka).

In den folpgenden Kapiteln soll nun die zweite Hypothese ge-
prift werden. Dazu miigsen wir fiir méglichst verschieden gestaltete
Testkorper Teilchenzahl und Lnergie flr kleine Werte der unabhingigen
Variablen berechnen und deren mittleren Verlauf mit den entsprechen-
den asymptotischen Ausdriicken vergleichen. Falls die Ubereinstihmung
beider fiir wachsende Werte der unabhiingigen Variablen immer besser wird
(und zwar nur relativ zur zunehmenden Grifle des Oberflichenterms des
asymptotischen Ausdrucks), so wird das einen starken Anhalt, wenn
auch keinen Beweis dafir gében, ob die erste Ilypothese anzunchmen

sei.

Den genauen Wepg der Priifung und die genaue.Formulieruné der zwei-

ten Hypothese geben wir jetzt an.

b). Formulierung der Hypothese II

Zunidchst werden wir die Abzdhlmethode fiir Korper beliebiger Ge-
stalt formulieren, = sie wurde ja im érsten Kapitel nur speziell fiir
den Fall eines Quaders angegeben~, um daann in deren Terminologie den ,

Inhalt der lypothese II genau zu pridzisieren,

- AT P S s o oy B B o S T Y T U s s Bk B el e B eng AR SIS S S s Lo tn S5 D (o D e e S s v S ke e s D, S

Ein einfach zusammenhingendes Gebiet Py vom Volumen V sei
begrenzt von der Oberfliche P vom Inhalt S, welché aus hochstens
endlich vielen Fliichenstiicken stetiger Kriimmung bestehen soll. Als
Beispiel nennen wir Kugel, Zylinder, Polyeder und Ellipsoid; In
einem solchen Gebiet ¥v. befinde sich ein "ideales Fermigas ohne
Spin", d.h. ein System von N iden£ischen wechselwirkungafreien

Fermionen., Dieses System sei durch das duflere Potential
" wh
0 fur weds
(1) ’ \f(w) {+oo for ﬁlk.‘ﬂ}

) ' _ 5‘191&\“-69 m
gebunden., Die stationiire Schrédingergleichung dieses Eebioles zer-
féllt dann in N "freie Schwingumgsgleichungen® fiir das Gebiet B3 .

B P ‘ Lo 32‘ ’ oy o e
) h o e () = e e o
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te L , mit den Nebenbedingungen

: (3) ' Lf’nv (‘F) =0 i el )
d.h, das Potential (1) wirkt auf die Wellenfunktionen Py gennu so~(.'
wie eine Dirichlet-landbedingung (3).

Die Nummerierung (n) der Eigenwerte h,, sei so gewihlt, daB -

hd<hn+1 iat. Der Index V=1,2,...,.F; unterscheidet die miteinander
entarteten Eigenschwingungen, d.h. F(h,) ist die Vielfachheit des =

n-ten Niveaus: h,s&h,  =h 0""'"°hn;ﬁu)
] | ol 0

artungsgrad des Eigenwertes (OngGICh in der Literatur meist

» Fhnennen wir auch den Ent~

. (P-1) als Entartungsgrad bezeichnet wird). Es gelte fermer
<hnvinv'd =0 fir viy'

Jeder Zustand |nvd> ist hichstens von einem Fermion unseres Systems
besetzt. Wir beschrinken uns auf den Grundzustand, d.h. den absoluten R
" Temperatur-Nullpunkt unseres idealen‘Fermigases.‘Die Eigenwerte h,,

der N besetzten Zustinde 91nd dann gerade die tiefstmiglichen. Der .

bnu%/
hdchste &enwert ist gleich der "Fermigrenzenergie® f.

Die spezielle Gestalt irgendeineés vorgegebencn Kﬁrperalﬁuﬂert
sich im Eigenwertspektrum durch "Schalenstruktureffekte", d.h. die
‘genaue Lage und Entartung der einzelnen Eigenwer'te sind bestimmi -
‘durch Gestalt and Grofe des Korpers. Auch die genauen Werte der Ter-
‘migrenzenergie hgy wund der Gesamtenergie II - wobel letztere als: Smn—
me der Bigenwerte der N Dbegetzten Zustiinde definiert sei -~ hingen
demnach nicht pur von N, sondern eben auch von der genauen Form des
gugrundegelegten Korpers ab; qn¢ﬁ.der Verlouf von H(N) und hf(N)

zeigt fiir jeden bestimmten Korper Schalenstrul:tureffekte.

1

In der Hypothese II, die wir im vorigen Abschnitt sufgesteilt
hatten, behaupten wir nun aber, dall zwar nicht die einzelnen Werte,
wohl aber der mittlere Verlauf von H bzw. hy sich fiir beliebig
gestaltete Korper durch T'ormeln beschreiben lﬁﬂf, die nicht mehr wvon
der genauen Gestalt, sondern nur noch vom Volumen und Gestaltparame~
tern (z.B. s und 1) des Korpers abhingen, welche als Integrale iiber J»
bzv. .dessen Oberfliche ¥ definiert, eben Eigenschafteh von "ganz "
darstellen. '

Exn1ge Funktlonen, dle wir jetzt aug dem Spektrum und der Defi=
nition von H {nd" hF ableiten, werden uns gestattén, die Hypothese II

formelmilig zu prézislaren. Wir hatten Gesnmtenerg1e H und_Ferm1-

v
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i

grenzeneigie hf definiert fiir ein System vorgegebe .cs Tellchen=
zahl . ¥ in irgc :deinem bestimmten Kérper fy. Wir schreiben kurz

(N, & baw.e o, (N, ¥ ). : _—

b . festem $ wirkt sich die Entartung des Bigenwe: :es hnnhf ‘
so aus, dafl zwar H(N) eineindeutig ist, aber hf(N)‘nur eindeuntig.
F(hg) Werten von N ist derselbe Wert h, zngeordnet. Daher ist die
Unkehrung N(h,) mehrdeutig (genau F-deutig). Da zu jodem N einein-
deutig ein Wert H(N) gehért, kénnem wir auch eine Zuordmung hg(H)
definieren, welche aus h,(N) durch Einsetzen von N() entsteht.
hf(ﬂ) ist wie h (N) elndeutxg, die Unkehrun, = .) dngegen mehrdeu~ °
tig und zwar genau “(hg)-fach. Die Punctionmen ily.  M{hg) und N(hg)
sind Zuordnungen kreter Zahlenm izen; die Wert: -on hf durch-
“laufen die Bircuwerte des gangen S chktrums, N durciiliuft alle na-
"tﬁrlichen_Za? n und H die Parti :lsummen der Tienwe e. In Abb.(j) ".
" haben wir £ «in willkiirlich testgelepgtes Spek @ einer «leii -a o
Aussclnitt - .r Zuordnungen N(hf), H(hg) und H(N) ,..-his. dar ztellt;:’

In einer Klasse Wl von solchen sirper.. &, , welche nus ir 4=
einem vorgegebenen Korper & durch alie den. .aren Ahnlie. .eits. .nge -
formationen hervorgehen, haben allc Korper gle. “he Gestal .. Bie unter-,f¢
scheiden sich nur durch ibr Volumen. Jede Funkt...., welek: von der

s Wahl von ¥ abhiingt, kann also geschrieben werden als Fu: :tion von

der Gestalt des gewdblten f> und dessem Volumen; wir sc reiber
()L (V,B).B wilhlt dabei die (zur Gestalt von ¥ gehirige) Klasse
WL (B) aus; die Angabe von V legt dann den Kérper innerhalb sei-
ner Klasse fest. So wird z.B, aus he(N, & j» hf(N,V,B}v Die Umkeh-
rung dieser Relation N(hg, V,B) haben wir schon betrachiet. Eine
andere Umkehrung, ndmlich V(N,hf,B),.Btellt nun eine Beziehung
zwischen den einzelnen Kﬁrpetn einer Klagsse dar: zu gegebenem

~ und h, wird aus der Klasse¥( (B) derjenige Kirper herausgesuci .,
fir den h, die Fermigrenzenergie zur Teilchenzahl ‘N ist. Substi-
tuiert man nun V(¥,h,,B) in H(N,V,B), so erhalten wir H(N,h¢,B). In
dieser Zuordnung ,chért zu jedem Wertpaar \il,hy) ein eigener Vert

von V. Wir habe.. die Verte voan(N hf,B) aug dem willkiirlich fur

_ Abb. (2) gewiihlten Spektrum filr ein festes by berecﬂnet und diese Ver=
te obenfalls in Abb, (°) eing etragen. [Zur Berechnung null dag Spektrum-
picht nur fiir &, eondern fur alle Kbrpor der Klusse bekannt sein,
“miehe hleruber Abschnitt d)]

4
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Bei vorgegebenem B haben wir also vier z.t. diskrete Variable,

- ndmlich I,N, hf und V sovie zwei (definierende) Verkr , .usen zwischen
ihnen. (Boispiel: die Definition von Il und hy bei vorgernhpnem N und’

v). Damit haben wir, wenn wir Umkehrungen von Zuordnungen n1chb geaon~
dert zihlen und annehrnien, dall alle Zuordnungen drei Variable enthalten,“’
nur ( g )=% verschiedene Funktionen. Von diesen vier sind jo zwei '
anabhingig, d.h, aus irgend zwei von ihnen lassen sich die anderen beiden
(iiber die zwei definierenden Verkniipfungen ) herleiten. Diese vier mig~

; 1 . , . 3
lichen verschiedenen Zuordnungen lauten in der eindeutigen Form

(bei vorgegebenem B) _
() AN, ROHVY L HINY) and R INN)

wirkaben  also als wvar~tellungen fiir Tei:chenzahl und Energie

(k) H(NG) , HRV) | HINVY and N V)

Ein Vergleich dieser Zuordnungen (&) mit der .usdriici an I (29)=(33):

zeigt pun, dal wir in Kap.I genau fiir diese vier Zuordnung.n expliszite
Ausdriicke angegeben hatten, welche fiir den F:ll der Gestalt eineé (junders
und fiir asymptotisch grofie Werte der Variablen die entsprechenden Funkr-'ﬂ'
tionen (4),nﬁﬁern_sollten. Wir bezeichnen diese expliziten .\usdricke

ous Kap.I fiir das folgende kurz durch
() BN Bs @), B8 V50, BINVsE) ad (Y 5€)

dabei seien zunichst s und‘ 1 die Gestultpnrametef eincs ‘uaduss. ‘
Die liypothese Ii besazt nun, dafl der nittlere Verlauf der Punk-

tionen (4) unabhiingig von der genauen Gestalt von Sy ist, sondern,

dafl er nur von den Gestaltparaﬁefern 8 und 1 abhiingt und daf fir

beliebige B der mittlere Verlauf jeder der Funktionen (%) in minde-

stens zveiter Niherung gerade durch den ents)rechenden Ausdruck (3)

gegeben ist, wobei in (5) jetzt fiir a. und 1 die Gestaltparameter der

Gestalt von & einzusetzen sind. Wir schreiben kurz 1)'
| — |
®w Hie o, w Niw o,
wobei wir die Bestimmung des mittleren Verlaufes durch einen Quer-

atrich andeuten (iiber die menaue Definition dessélben siche Abschnitte)).

Die Aufgabe, nus irgend zwei von den Ausdriicken (5) die beiden

anderen"herzuleiteg,-ist durch Substitution und daran anschlieflende

P ]
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Reihenentwicklung fi'v grone'Werte der (neuen) unahhingigen Variéblenf
zu lésen. Auf diesem eg hatten wir ouch in Kap.I aus (29) und (30)
die Ausdriicke (31) und (33) gewonnen. I N ";C

Fiir die numerische Priifung der Hypothese II in der Form (6} . : 3

steht es uns nach dem gesagten nun frei, irgend zwei Funktionen ‘
aus (&) nach Mittelwertbildung mit den entsprechenden Ausdriicken aus
(5)-zu vergieiclitn. Das Hrgebnis eimer solclic i'riifung der Wynothese II
entscheidec dann in jedem Pylle auch die Frage ler Verwendbarkeit von' 5
%, {N,lig.5,1) als Niherung fﬁr‘ﬁﬁ(N,hf,B) fiir Jen Vergleich von Ligen-
sciaften des Fermigas-Modellés mit experimeute.l ermittelten Bigen-
schaften dexr Atomkerxrne. Vir hatten ja in Xap.I gegehen, dafl 1llein

die “uerdnung (N, hf,B) im Permlgns ~Modell da: Analogon zur ° .Weiz~
I15) g |
. - T ",;“(4:

* Als nichates sei num die Methodik der Priifung der Hyp(hhcse;II7if5

gickerformel darstellt

dargestellt.

c? Methodik

Wihrend ann fiir asymptotisch groBe‘(und das heifit fiir uuendllch
viele) Werie der Variablen erwartcn kann, da8 es mdglich isgt, die
Hypothese II fur bel1eb1~e Gestolt des ‘irundgebietes mathem: .sch
zu beweigen, 1st fiir kleine (endliche) Variablenwerte {und das be=-
deutet zugleieh fiir endlich viele ‘erte) ein mathematischer 3eweis
prinzipiell unmoglich durch die gestaltspe .ifischen 3chalensérulctur-
effekte der Spekiren; iriber die willkirfreic (mathematische) Mittel=

wertguesagen eben erst asymptotisch gemacht werden kdnnen, !

Fiir lileince (endliche) Teilchenzahlen (bazw. Varicblenwertio; uad
donit notwendizerweise fir ein Variablenintyrvall endlicher Linge,
kann eine Priifung der Hypothese IL nur durch exemplarischen Vergleich
an Beigpielen erfolgen: filir beutimmte ausgewﬁhlté‘xatper sind das °
Spekirum und aus ihm durch Summation die exakten Zuordnungen (4) b
berechnen und deren mittlerer Verlauf in eirem Intervall mit dem Ver;'

lauf der zugehdrigen Funktiqﬁ ausa (5) Zu vesgleichen,
Hat eine solche exemplarische Rtﬁfung fir einige Kdrper sehr
verachiedener Gestalt zun eigem gleichartigen Ergebnis gefiihrt, so ist -

uns das ein Argument fﬁq'die Vermutung, dass ein analoges Ergebnis
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auch fiir Korper von beliebig anderer Gestalt zu erbalten ist, d. h.,
dasa das Ergebnis i¢wn geataltnnabhhngig ist, N
Auf zwei Wegen werden wir fdr die Probekorper Wurfel Kugeli l
und fir einen npe;iellen Zylinder eine solche Prufung_durch!uhreno

" Die beiden Wege unterscheiden sich durch ihre Fragestellung: |

u) Zunichat frhgen wir, ob die Werte der asymptotlschen Auudrucke,

, vnumerxsch brauchbar sind als Niherung der exakten Werte , Dabei be==

v ATellchenzahlen entsprechen, die mit denen der Atomkerne verglelchﬁ‘

’ trnmhten wir nur so kleine Var1nb1enwerte dxe ifiivem Betrage nach

.~ _sind. Diese Frnge werden wir fir unsere drei Testkirper nach Betracho

tuang graphlachar Darstellungen beantworten und zwar werden wir fiir N«=60
(~ A=240) alle Werte der exakten Zuordnungen (%) der drei Testkorper

. in mehreren Abbildungen dn:atellen sowie zum Vergleich den Verlauf der
zigehorigen asymptotischen Ausdriicke (5) (mit den Gestaltparametern

der Testkorper ) eintragen,- In diese Abbn. wird ausserdem noch der
Verlauf def einzelnen Summanden der asymptotischen Ausdriicke, nimlich
Volum~, Oberfldchen~ und Krimmungsterm eingetragen, Aus einer Betrach- |
tung dieser graphischen Darstellungen lasst aich (fur das betrachtete
Variablenintervall) gewxnnena ,

1, eine unmittelbare Veranachanlichnng der Art der Schalenstruktura
effekteo doh. der Einwirkung der speziellen Geatalt eines Testkirpers
auf die Zuordnungen (&),

2, eine Ubersicht iber die gegenseit1gen Grossenverhaltnlasn der
einzelnen Terme der asymptotischen Ausdriicke and

3. ein. unmittelbarer Vergleich des Verlaufes der exakten Werte
mit dem der asymptotischen Kurven, Damit liésst sich die Frage beantw
worten, ob es fiir die praktiache Ahwendung des Fermigas-Modelles
(etwé als Niherung der Kernstruktur) sinnvoll ist, die asymptotischen
Formeln in diesem Vnriablepbereich als numerische Niherung der exokten
" Werte zu verwenden, ("Kleinheit des Restterms gegeniiber dem Betrag des
exakten Weftea"), |

b) Nur rochnerisch ist die wesentlich prﬁzisere Froge zu losen, ob fﬁr
kleine Betrédge der Variablen der mittlere Verlnuf der Zuordnungen genau‘
durch die nsymptotischen Formeln beschrieben W1rd, oder ob z,B, eine
Andernng des Koeffizienten des Obertlachentenms eine bessere Ubereln-
stimnung beider herbeifuhren wurdeo ’ i
. L . Do
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Der mittlere Verlauf selbst wirdydurch eine Ausgleichsrechmnung
bestimmt, Diese wird ausfiihrlich in Abschnitt e) dargestellt werden.
Wir geben hier nur éinen ﬁberblick. Als Gleichung fiir dié Auggleichs~.
' kurve, welche den mittleren Verlauf der exakten Werte wiedergeben /-
soll, benutzen wir den entsprechenden asymptot1schen Ausdruck jedoch
mit noch unbegtimmten Koeffizienten des. zweiten und dritten Terms.
Diese Koeffizienten werden dann nach der Gaubschen Mothode der
"kleinsten Abstandsquadratsumme® ermittelt. ' .

Auf Grund der gestalthedingten starken Streuungen der exakten

Einzelwerte um ihren mittleren Verlauf ("Schalenstruktureffekte")

und der (fiir eine ndmerische'Ausgleichsrechnung notvendigerweise)
endlichen ﬁﬁnge des Ausgleichsintervalls sind die Koeffizienten, die
man fiir die Auégleichskurve nach dieser Methode erhiilt, mit einer ge~-
wissen Zufdlligkeit behaftet; Dies 1dft sich (unter der Annalime der
Normalverteilung der Abweichungen der exakten Werte von der Ausgieiéhs4,
kurve) durch Angabe eines mittieren.statistischen,Fehler&_quantitativ
.erfassen. Dieser statistische Pehler ist also proportional zur Streuung
der Einzelwerte, und umgekehrt proportional zur Zahl der zur Mitte-
lung verwendeten Einzelwverte und damit auch zur Linge des Mittelungs-
intervalles. Daler werden wir, 'un eine méglichst genane Antwort auf
die zweite Frage zu erhalten, den Ausnlelchsrechnunﬂen mogllchst

grofle Intervalle zugrunde legen. VWir haben bei allen drel Testhorpern

bis zu etwa N=looo (~ A=hoos) gerechnet.

Der Yergleich der Ausgleichafunktionskoeffizienten mit denen
der asymptotischen Formeln wird daom eine Antwort liefern auf unsere
Frage, in welcher NHherung wnd mit welcher statistischen Sicherheit
die nsympto}ischen'Fdrmeln im berechneten Intervall den mittleren
Verlouf der oxakten Zuordnungen richtig wiedergeben. Zugleich bedeu~
tet uns das Ergebnis einen Hinweis darauf, ob die asymptotischen For-
meln fiir asymptotisch grofle Teilchenzahlen als numerische Naherung
brauchbar sein konnten oder nicht (d.h.: ob der relative Fehler

asymptotisch klein gegen den Oberfliichenterm wird).
‘ L.

Theoretisch miiften’wir, da die Funktionen (%) von 'B sowie
von zwei weiteren Variablen (s(q» : abhﬁﬁgen, eine solche Priifung
dexr Hypothege II .

1. fiir vergchiedene Gestaltformen und

2, bei jeder vorgegebenen Gestalt fur eine einfach unendliche 'Schar
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.von einparametrigen Kurven vornehmen.

Im folgenden Abschnitt werden wir jedoch zeigen, daf sich jede

Funktion (&) in ZVel einparametrige Punkbionen separieren 1dfit, von

" denen jéweils eine bekannt ist. Fiir jede Gestaltform reduziert sich.

dadurch die Prufung der Hypothese II ‘auf den Verg1e1ch von nur zvel

- elnparametr1ncn Kurvenpaaren, Dami t w1rd der fir die Prufung der

Hypothese YI erforderllche Aufwand an numerischer Rcchnung uberhaupt

«

erst ertragllch

t

d) Ahnlichkeitstranaformation

In dicsem Abschnitt wird fiir vorgegebenes B (d.h. fiir eine vor—
_gegebene Klasse von Korpern fr ) gezeigt, daB sich die zweiparamet~

rigen Zuordnungen (%) durch Griélen faktorisierenm lasser, die nur noch

" von je éine: Variablen abhﬁnwon;’es ist mit .

=\ %_ %g

(val. (1)) |
[éu ff‘, - 'ﬁ%(bJ,H) = H- Tf;é j B T\
R R |
B, HINV) =g k) £
@ RNV =y qf(m E- . 2

Zwigchen den physikalischen Gronen yf,hf,N n,K und L, welche fiir

unser System nur diskrete Werte annehman, sollen alao dié Grifen-
T

‘g1e1cnungen (vgl (hn))

FRCY B . ﬁ_!"\/ ﬁ‘_ .
Cjw . N AN ,‘- d NGBV = Ny
®) ‘, ©w H v“s K& o |

W ~H SRl

'l\ [ e

geltenf Dabe1 hungen hf und N von zwdi Varxablen; dagegen, wxe
wir sehen werden, N,K und L nur von einer Vhrlablen (z.B. Y oder
N) ab‘ ' ) . ‘ ' . ‘ v . _ \A v‘ .

Zum Beweis werden wir (8b) und (8¢)"durchﬂAusfﬁhrung einer’
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b Ahnlichkeltstransformation bestdtigen o Durch. elnfache Substitutlonen
erhalten wir dann auch (8d) sowie alle Relatiomen (7). Zugleich erge-
ben sich Dnrstellun"on fiir die- Groﬂen K und L.\ R Lo

Sei - dso  eine noch wihlbare dimensionsloge Zahl und sei

. o _‘\ = : :
(9> ‘ ) = u*/d' ! o o
8o wird aus der freien Schrodlngergleichung ("’) nach Substitutlon
von i durch 9, mit den Abkixrzunrren '

(10) . E.“lz_ﬁ !—L& ﬁ’ ,_-L I“’:.

(élso g‘*en}d*‘ mit &, aus Kap.I) die frexe Schwingunwsglelchung

(11a) . T 4 (3) +E wuv(i) =0

bzwo die freze Schrodxngerg1e1chung '
A

(11b) ﬁ:; %‘i’t‘ﬂv(g') + by ‘fuv(i) =0 .

Es sei nun apeziell
(12) : o= v/\r ,

gewiihlt, wobei 4 das Volumen eirnes heliebig aber. fest vorgegebenen
Korpers dexr Klasse M{(#)sei; wir werden diesen Korper z.B. in Kap.III °
so wihlen, dal v=T  wird. Dabei i'st v jeweils mit dem gleichen.

Mall wie V 2u messen.

Aus dem Korper & vom Volumen V ist nach der Khnlichkeita-—
transformation (9) mit (1”) ein KérperdJs, vom Volumen v  geworden,
der natirlich zur gleichen Klasae wie 8- geho;‘t, also glelche Ge~
stalt wie ¥ hat. Die Gestaltparamter von O, und von Js sind gleich;
sei % der Inhalt und 1 die m1tt1ere totale Kriimmung der 0berf1a- -
che von :G y 80 gilt demnach '

(13) . 5 m S/:,h L g‘/‘- " € = L/q,,_‘.: z/vﬂ‘x ,

Die Eigenwerte der freien Schrodingergleichung (16) fiir das
Inpengebiet - 26‘ lauten nach (10)

(1%) , ta ‘ﬁ, ' CLZ~ :
Mit (1") haben wir damit die Beziehung.

(15) ‘_;‘.h,..v ﬁ%:_%“.g‘-m'
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- Das Spoktrum von Wy geht also durch eine einfache Streckung (mit
‘dem Faktor 1/d%) aus dem von %, hervor. Aus den ' Zuordnungen (&)
irgendeines vorgegebenen Kérpers einer Klasse 7( sind damit auch,
alle Zuordnungen (%) irgéndeines Kérpers dex Klaase berechean:. "j

Aus der Frage nach der Gesamtenorgie H eines Systems von N -
Fermionen in einem Innengebiet - wird nach der Transformation die -
#quivalente Frage nach der Gebamtanergie des gleichen Fermionensy-ﬂA
stema, welches sich jedoch jetst im Innengohiuti& befindet (bzw.
die #quivalente Frage nach der Summe der N tierston antarteten
Eiganwerte der freien Schwingungagloichung (11a))

Wegon (14) gilt auch fiir die Summe B der N tiefaten (ent-
arteten) Eigenwerto

(16) H(N(\V) “‘ :‘iz H(N‘k\r)‘ .
v ist eine feate Zahl, also\gilt mit (12) auch
(17) ' LHONWV) = e H(Ne) = RINY)

Die GréSe K mud unabhlingig von v und V sein, veil (17) fiir be-
liebigen V bei festem v gilt. Alno héngt X pur von N ab und

wir haben (8g) bewiasen. - - .

Im Spektrum von:ﬂ- liegen nnterﬁalb dex Fermigrenzenefgxe hy
| wagen (14) gleich viele entartete Eigenwerte wle unter der Permikanto
9 4*  im Spektrum von %, . Es iat alao o

W N(R,V) = Nk o)
(18) (b} | o | :—,;N g“.v‘h v)",
o =Ny,
Da v eine feste Zahl ist, (18b) aber fiixr beliebiges V gilt, hingt

die Tellchenzahl N offenbar nur von Ve ab. Damit ist auch die Re=
lation (Bb) abgeleitet (18e). |

Durch Substitution erhalten wir aus (16) = (18) die ilbrigen Be-
ziehungen (7) bzw. (8): setzen wir (18¢) in (17) ein, so erhalten wir
durch Ubergang Zu neuuy unabhéingigen Variablen einerseits

v, ' T
RIN) =2V HINGy W VY = V2 HU, V)3

andererseits

KNy - K"(N w) ‘K‘%;) o



| “also

: . . ot L . . . i . ek . o
kY . ' . B . S, . .
K K b : : ’ . P Co
0 . L i N AT A .
: - B % -

i
¢

19) . H(KF,\/) sl K&

-

Damit ist (Be) in nnderen Vhriablen nochmals abgeloitetn Eine Umkahm " ;

 rung liefert (7b). ‘ ' o

Zuletmt zeigen wir (8d): durch Ersetzen von V' durch yf'und
hy mittels (15) auf boidon Saiton der Gleichung (19) erhalten wir-
zunaohat

N H, W) - &g,.qaa-s‘ Kiy) .
Durch Einaetzen der Umkehrung von {1Bs), d. h‘”@ %F(N) : érgibt sich
'H(ap.w) Hf NY et k(w/wm
also haben wir
' o bW o . |
(20) ’ H (%,N) = &y T e\(_ L)

d.i. die Gleichung (8d). Damit haben wir nun zugleich Darstellungen
von drei Grofen, némlich N,K und y angegeben, die nur von einer

i

Variablen abhiéngen.

Um die Hypothese II fiix eine ganze Klasae von Gebieten numerisch
zu priifen, gentigt es also, fir irgendeinen ausgevihlten Repréisentanten

iw.der'Klasae den mittleren Verlauf von zwei der vier einparametrigen

Zuordnungen N(y,), K(y,), K(N) und L(N) mit den entaprechenden asymp-
totischen Ausdriicken zu vergleichen. Diese gegen Khnlichkeitstransforf
mationen im Ortsraws invarianten Ausdriicke lauten: '

| e 5 4 IR

I . ’ v '.:. - , . e‘ L
() Wlyyys ) o= e i
(22) iy (3$,5|C) i .th_ﬂ_ S T 5‘ . 'C,ghx /

! ‘ b . 32 ) 24 g2
= & (Nis, ) o= 604\!1 + ‘{%‘E‘f’l‘ (- A

(24} J.(N,s,8) R X( SN 4 . 3N+ %il:.:l\ﬁ_-sN +(-Z’i-f3 €N3,.

Yelit,s, )
Bei der numerischen Priifung der Hypothese II an den drei Teetkorw
pern gehen wir daher wie folgt wor: fir ein Gebiet von der Gestalt des

)0

Testkorpers und einem. vorgegebenen Volumen v (baw, in der Darstellung.

{20) fiir ein vorgegebenes he) berechnen wir das Spektrum und daraus die

Zuordnungen fiir die Teilchenzahl und Energie (4). Ihren mittleren Vor-
1auf vergleichen wir mit den entapraohenden;aaymptotischen'Ausdrﬁcken.

!

Vo
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Auf Grund der Gleichungen (1%) ,‘(20) fot demit auch der mittlere '
Verlauf der Grifem N,K und L mit den Ausdriicken (21)-(2k) vorglichen |
und daher der Vergleich anch schon fiir alle Kbrper der Klasse des Test« ' .
korpers ausgefiihrt. Co ' ' o

o) Mittelwerta und Streuvunr von N und If ' e

_ Der mittlere Verlauf der GréfSen N und N soll (filr kleine Wer- | ‘
te der unabhﬁngigeﬂ Variablen) mit dem Verlauf der Werte der expli- o
siten Ausdrilcke ¥{ und 6.(die tiir asymptotisch grofle Variablemwerte =
angegeben worden waren) verglichen werden.

Dazu 5en6tigen wir ein Ausgleichsverfahren, welohes aus den
streuenden Einzelwerten von N und Il eine Ausgleichafunktidn’(mKurve)
- zu berechnen gestaitet, die wir dann als mittleren Verlauf N bzw., H
der Grdflem N bazw. II definierxen kiénnen.

+ Sowohl das Verfahren wie auch der Typ der Ausgleichsfunktion
sind mathematisch nicht eindeutig fentgé;ogt: der "mittlere Verlanf“_
einer beschrinkten Menge von Punktg?, die in oinem endlichen Bereich
‘liegen, ist mathematisch nicht‘willkﬁrﬁrei " wt definiexbar, ’

Fiir eine "naturlichu" Definition des mittleren Verlaufes end-
lich violer streuender Werte in einem endlich langen Intexrvall stel-
len wir das Ausgleichsverfnhren fir einen npezigllen Typ der Ausgleichse :
 funktion dar. Es wird anschlieflend verglichén mit einigen anderen vor-
geachlagenen Mittelungsverfahren, die in unscrem Falle i.a. ala Nihow
rungen deés "natuflichon” Verlaufes betrachtet werden konnen. In boe
stimmten Fdllen jedoch kﬁnndn-dio mit verschiedenen Verfahren gewomn-
nenaen Ergebniéag erhaebligh wvoneinander abweichen. Die Durchfithrung
des Vergleiches wird einige allgomoino Eigensohﬁften der GrioBen N
und H ergeben, die zur Bewertung der Ergebnisse niltzlich sind,

Ausglc{chargohnung

Allgemeines Verfahren:

Gegeben seien m Wertepaare z(xn), nmli, 2 3,.;...m, allom Wefty
%, 8ollen in einem Intervall Iu(xe, Xy ] endlicher L&nge liege?,
alae ¥ ¢ x &%, , I Xe ~%p| & 0@ . |

Der mittlere Verlauf der;Zubrdﬁungen x(x,) im Intervéll I sol
durch dio Ausgleichafunktion Z (x) repridgentiert. Die Wahl der funk-
tionalen Abhingigkeit (d.h. des Typs der Punktion) a(x) ist froige-
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atellt, soll aber mindestens einen freiem, noch unbeatimmtondera-séﬂ
meter enthalten. Diese Paramter sollen nun nach der GauB'schen - -
- Methode der "kleinsten Quadrats" -gewvonnen werden, d.h, aus der Be- o
dinvung, dag die Summe der Quadrate der Differenzen von 2 (xn) und.

% (x,) tir das Intervall rum Minimum gemacht vird. '

~ Benutzen wir die in der mathematischen Statistik ﬁblichc " Ba=
zeichnung

(29) R EFI.] E f. H(xa ,."
so ist also das Minimum von |

(26) © M = [~

aufzusuchen, Enthdlt ¥ (x) z.B. zwei freie Paramber a und b (d.h. zwei

"Freiheitsgrade”), so folgen die Bentimmungsgleichunwon

\
IM M
(21) a0 T %= 3%

Sei speziell F(x) vine Gerade

(28, £(x) i=ax + b . |

8o exgeben sich aus (26)=(28) die sogehnn'nten "Normalgleichungen"
(29a) , .om.b ¢ Cxlea, = C23 ',“  .

(29b) ’ | (N ’(-X -h + EX"J Q. = [x‘ﬁ-.‘ .. . -

Nach der Cramerschen Regel wird daraus

(30) o =Dag -, b =D, 4

mit den Determinanten

w L 2]

. {x3 [3] v Cx3
EX] E‘v_‘ll‘ ’ Dl: 1= - }

[ed [x3 I S Ry

(31) ]_)0L ta

Gind die Differenzen (;-"i‘-‘) normal (um null) verteilt, so 1dBt sich
fiix die Gréfen & und b ein mittlerer Fehler - d.h. eine mittlere
statistische Unsicherheit ~ angeben:

W Cw~y ™M
(32) P=P Vg, R P =2 peEum
15 ist dabei die mittlere Streuung der Einzelwerte Z(¥,) wa ET{x) -
}

Dio Anwendung dieses Verfahrens auf die Zuordnungen (4) ist ein-
fach: die Darstellungen (5) fiir ¥ und & aind sidmtlich Polynome

L4
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der Gestalt

(53) 300 = (aextvagx rag)x?
mit ﬁ - : .‘
- | J ‘ 1 N > N|

Den Koeffizienten a; hat I.Weyl (1915) fiir asymptotisch grofle x be«‘
“rechnet. Er ist unabhiingig von der Gestalt B von X . wWir ervarten,
 dafl es auch fiir die (relativ kleinen) Werte x; der von uns vervendeten
MftteluuwsinterValle'gﬁnntig ist, den ersten Term von (33) in die noch
: anzugebende Ausgleichsfunktion %u iibernehmen. Wir aotzwm also als
Ausgleichsfunktiou fur die exakten Zuordnungen N baw. H an:

(35) E(x) 1= (q,x‘+2'x+'§‘>

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten £ undAp » Wir bekommen Aug-
gleichasgeraden, wenn wir zu den Funktionen

(36a) Yk s Cacxa - 3(&())';",' )
(36v) ?(x) = (i - 3)x V= ax + p

iibergehon mit we d-0g, Pw§~&,. Durch Steigung und .Ordinatenabschnitt

dieser Ausgleichsgeraden, die liber (26)~(31) zu bestimmen sind, sind
fiir das Intervall ] die Abweichungen dés mittleren Verlaufes der Werw. -
te (%) von der Fanktion 3(x) gegeben, '

Fir das Beispldl N(y) haben wir die Abweichungen (Y -Y) auf.
Normalverteilung (v null) gepriift. Das Brgebnis ist in Abb.Lk auf
Wahrscheinlichkteitspapier eingetragon. Die eingezeichneten Punkte
fiegen (nﬁherﬁugsweiao) auf einer Goraden, also liegt Normalvertei-
lung vor. Die eingezeichnete Gerade soll den mittleren Verlauf der
Punkte wiedergebaen. Damit sind wir sicher, da8 wir das oben angegebe-

ne Verfahren fir unser I'roblem verwenden diirfen..

Damit ist ein Verfahren angegeben, um’den mittleren Verlauf won
N bzw. H durch numeriscae Rechnung mit den Ausdriicken ¥ bazw. %z
zu vergleichen. o

Die endliche Lénge des zur Ausgleichsrechnung vervendeten Inter-
valls } bzw. die endiiche Anzahl m<es  der zur Mittelung heranga-
zogenen Werte bewirkt 0 daﬂ das Prgebnis das Vergleiches auf zwel-
fache Weise unsicher ist:

' .
e L
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-i) dex Qittlare statistische Puhler P, bzvw. Py -gibt bei voigege- o
benem ryp dex Auﬂgleiehutunktion ain Maﬁ fiir die Unsicherheit des i~\'i
Ergebnisses der Ausgleichsrechnung. Fir 'den Fall einmer konstanten '

(oder nicht zmu stark mit x wachsenden) Streuung p werden p, R
und p, erat dann gleich null, wonn m (bzw. hier awch 13| ') fiber ;ﬂ,sﬁ
alle Grenzen whchst. .

2) die Auswahl des genauen Typs der Ausgleichafunktion hat bei ond=
lichen Intervallen EinfluB auf die Koeffizienten: enthiélt der o
"wahre mittlere Verlauf® (Def.s.u.) voa 2 (x,) z.B. einen Term - s
N'Kr , der asymptotisch'klein gegon den Oberfléchenterm sgein )

75011, und anth&}t die gewihlte Ausgleichafunktion keinen solchen
Term (mit noch offemem Parameber, so bewirkt diese X’ - "Boifui-
gchung" eine Verfilachung des Koeffizienten « ; gie ist um 50
geringer, je griéler das Mittelungeintervall 3 ist. (Abklingen

der Storung fiir as, grofle x). ‘ - g

Niherungsverfahren »

Wir geben nua vier Vorachlége an, um das oben angegebene Ve?fnh-{i. L
ren zu verbessern bzw. so zu vereinfachen, daf eins. Erleichterung

der numerischen Rechnung eriqicht wird.

‘4 Beriicksichtigung der lAnderung der Streuung. Die mittlere Streuung
p ist bei den hier botrachteten Zuordnungen (achwach) abhéngig von
der Lage des Mittelungsintervalles 3(x} , d.h. von x. Diese Tatsache ‘]%
kann im Auagleichaveffahren durch Anbringen eines Gewichtsfaktors am fﬁ
die einzelnen Summanden (2-% ) in M (8.(26)) beriicksichtigt werden; ;
der Faktor sollte umgekehrt propmrtional zur mittloren Streuang 'Nﬂ
p(x) sein. Ein solches Vorgehen lsﬁ in der mathematischen Statistik Co
tiir die Ausgleichung von Meflwerten ungleicher Genauigkeit iblich. o
Wir betrachten jedoch alle Werte z:xn) als von gleichem Informations= 1
gehalt, ’

/2 Gewichtete Ausgleichung repridsontativer Werte, Ba seien nun die ‘?
xn wie dio Eigenwerte h,, (s.Kap.I) durohnummcriert:'alle_xnv, vel, 2,
F(xn) entstammen den gleichen (entarteten) Bigenwert h,, F ist sein
Entartungsarad. Das Verfahrfen bestsht nun darin, daB die Mittelung

iiber alle x,, des Intervalles zorlogt wird in zwei Schritte: zuerst Sy
werden die F(x,)-Weite a(xnv) gemiltelt « der Mittelwert sei I
angehlieBend wir die Auagleichsrecolnung mit diesen "reprisentativen

Werten” zi(xn) susgefithrt. Sel aluo
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P

. o F . .
. (37) Xy i1 Z. Xnv ) (38)  a.(x,) +=» 473 '%F("m) , 69 wuéﬂ@ , L
dann ist statt des Ausdrucks M in (26) hier nun / ' :

CTY M= L [ (2 -8)"F]

zum Minimim zu machem, wobei nur die m' représentativen Summanden
addiert werdan. Jedexr reprédsentative Wert trigt also mit einem Ge- -
wicht zur Ausgloichsrechnung bei, desien Batrvag gleich der Zahl F
der Werte ist, fiir die er Mittelvert ist. Fiir die Zuordnung N(h,)

worden die Gin. (37) und (38) besonders einfach: es ist x., =h__ . B

und wegen dex Entartung h,=h,,. Damit wird aus (38) . -
(41) Ne(g) = iﬁ-i;(u F(m\} }f’"ﬁau) -gm} ‘

Diese Methode der Vormittelung der zu gleichem Digenwert ge-
hirigen Werte VQreinfacht die numerische Rechnung. Sie ist i.w. der =
"natiirlichen" Methode (26)~ (30) iquivalent. Der einzige Unterschied '*}
ist, daB in (38) die F Abweichungen (2 -& ) fiir gleiches n linear ]
und nicht wie in (26) quadratisch gemittelt sind: C S
(42) > (a0 - iow)z # Fola ) =Flx)) = F {i ;(W‘w) a‘wi)s

vy . . -

-,

3 Ungewichtete Ausgleichung roprﬁsgntativor'Wbrtqa Es werden die ‘
reprisentativen Werte sy als neue Grundgesamtheit betrachiet und fiir . o
sie die gleiche Ausgloicharechnun, dnrchgefﬁhrt RFir dxe Koeffizion- ’ #
tenbeatimmung wird alao 3 ' o ﬂ'ﬁ

(113) ’ M u s ( tl’ - 5)2 ] ' ’ ‘ ':- ';

zum Minimum gemacht. Dieses Verfahren geht von der Annahme aus, dall

eine Ausgleichsfunktion, die dem mittloren Verlauf der 3z, angepalt jF
ist, auch gut den mittleren Verlauf aller z(xu) wiedergibt. Der Ver-
gloich von (4%) mit (40) zeigt, daB diese Annahme nur dann gerecht- 1
fortigt ist, wenn die Streuung der Werte der Funktion P(x,) nieht zu |
grof ist, '

4 .Ungewichtete Ausgleichung verallgemeinertor_reprasontativor Wer- 4

ST

te. Dieses Verfahren unterscheidet sich von dem unter 3 4gngegebe-
nen nur durch eine willkiirliche Festsetzung des.Betrages der repri-

sentativen Werte : Fiir 3z, darf irgendein Wert zwischen
z(xnn) and z(xnp) eingesetzt werden. Wir achreiben é

({m) C RN i (A-r)‘zgxn‘\ TP %) wt OGrg {
. N
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Speziell fiir die in dieser Arbeit betrachteten X,y DEV. z( ) fir
gleiches n meigen wir in Absehnitt £) die Kquidistanz
2 Xy, pug) = 2L Xpp) = cmst (2,] ‘
(45) o : fir 4¢v¢F
. Xuvyqd = Xy » coust ()(“) .

Damit erhalten wir (38) aus (A4) gerade durch vei(4-Flz % . Als
Beispiel sei (44) fir N(hg,V) und H(hg,V) bei konstantem V angegeben:

w6 N (g) - S5 R0 - v Rl = (an Nify+) +eo (4 .,)!
(57)  H, (f) = f:s'g F(M -r. ‘e 4‘,) = (4= H(Ge+0) ¢ w mq-o\

Wir werden zeigen, dal der ”Oberflﬁchentorm" der Auagleiehafunktio~‘
nen der hier betrachteten Zuordnungen durch die Wahl von. r nicht be=-
einfluft wird., Damit unterscheiden uich dia Verfahren 3 und 4 -
‘fir une nicht wesentlich.

Wir betrachten ein Verfahrcn sur Auagleichung der n(x, ) als

"~ um so geeigneter, je besser ea den 'vnhron mittleren Vbrlauf" der

”(xnv) anniéhert. Als “"wahren mittlere: Verlauf" einer Zusrdnung
'(xnv) definieren wir diejenige: Funktisn aus der Menge ailer zu
‘einer vorgegebenen Zahl von Freihei:sgraden dénkbaron'Auagleichs_
funktionen, fiir die die mittlere Streuing p  am kleinstenr ist. Je
kleiner alac die mittlere Streuung, ala nm'ao geeignetef bawerten
wir das nugehdrige Niherunga-Ausgleicheverfahren,

Fiir die Bereschnung des Koeffizient«n « der Ausgleichsfunktion
(36h) unterscheiden sich nur die Verfahreir 2 und 3 (% isbt von 3
nicht wesentlich verschieden) voneinande', Mit diesen beider Verfahe
ren haben wir fiir einen Testkirper (Kugol) den mittleren Verlauf der
Zuerdnungen H(Nyy, V) und H(hpy,V) 2iv ein festes Volumen mit dem
Ansatz (36b ) in einem Intervall, wslches 1065 Werte enthielt, be~
rechnet:

VertohyeuNo & b 2 Vadalwew No: 3 . 2
Pl 24,9 i24,3 . 7| 0,94 | 0,87
Ve 0,49] 0,16! _ HIN W] !l 0,011} 0,003

—— ot
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bzw. H mit ¥ bzwog' geeigueter.

Fiix dié nunerische Ausfithrung der Ausgleichsrechnungen wurde
daher fiir die Testkdrper Kugel und Zylinder mit dem Verfahren 2 /
gerechnet. Lediglich fir den Testksrper Wirfel haben wir das Ver-
fehren 3 angewandt, weil die Entartungsgrade F(hf) des Wirfelspek=-
trums weitaus geringer streuen. als die des Kugel- und Zylindex~
spektrums, und wir ervarten diirfen, dafl bel geringer Strouung der
F-Werte das Verfahren 3 eine gute Niherung fiir 2 darstellt.

3

£) Allgemeine Eigenschaften der GréfSen N und H

. “ Einige Figenschaften der Zuordmmgen F(y,)» Nlya), K(yn), K(N)
und L(N) (y, sei wieder gle:leh(\! vy k,})vor allem solche, welche die
"Morphologie der Punkiwolken" in den graphischen Darsiellungen der
Abb._} betreffen, warden wir anhand des dort willkiirlich gewdhlten
. Spektrums erkldren.

4, (her das Spektrum irgendeines vorgegebennan Korpera sei zundchst
ein asymptotisch giiltiger Zusammenhsng zwischen miitlerem Ilntartungs-

- ———

grad. f(h ) und mittlerem Niveauabstand Af, abgeleitet: wir bohaup=

ten zunlichst & hiuwe, obi mq‘d&mm :
u..hwm.%u,.m - Fa0
(48) Fly,) = o(4n) A eid P00

F(y,)=: AN(y,) ist zugleich Anderung von N(y_ ) im Intervall Agn.—a{ar Yuey
,_(1,4-\3”) Fir asymptotisch grole y, bwiea nun H.Weyl (1915) Ll
daf

3
1 la
(49) N(},) = 73 Yu +°(\3u)
- iat. Gilt. (49) wenigstens in erster Niherung in y, auch fiir den Mit-

telvert ﬁyn) fir kleine, endliche Werte von ¥,o 80 haben wir in
erster Niherung

(50) AN olN ‘:1 . O :z)
[\;‘ 1“"' & g

Setzen wir (48) in (50) ein, so :l'olgt aus der Behauptung iiber den
mittleren I}ntartungugrad (48) eine Behauptung Uber den mittleren
Niveanabatand Z \3,“

(51) &j" 2 AN ~1|z - F -\};v:. _ -o(%‘) %-fh,
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Diese Behanptung kann nun unmitielbar exemplarisch gepriift werden:
fiir Kérper sehr symmetrischer Gestalt iat die Emntartung F oft groB,
daher sollte fiir diese die Aussage (48) und damit (51) am ehesten
Verletzt sein. Es ist aber fiir den

ridumlichen harmonischen Oazillator. 25;; seonat.,

. dreidimensionalen Kasten : mconst.+ eine abkline
: gende Funktion (s.
. ) ~ Anhang 1)
vierdimenasionalen Kaaten ) 3 wconst.,
dreidimensionale Kugel : mo(1)..

Die Gestalf'nller ilbrigen d:nkbaren Korpex erscheint als von gerin=-
ger Symmetrie, ihre Eigenverte.werden daher im Miﬁtel geringer ent-
artet sein, Fiir aie gilt dann (48) und (51) erst recht. Also sind
beide Behauptungen immer erfiillt.

_ Aus (48) folgt nun unmittelbar der Beweis der Behauptung, daf
bei der (in Abachnitt (e)y)  beschriebenen ungewichteten Ausglei-
chung der reprisentativen Werte irgendeiner der hier betrachteten
Zuordnungen die Wahl der Definition derselben (d.h. der Wahl von »
in (44)) in gewissen Grenzen (osér#1) freigestellt ist, so lange man
sich nur fir den Oberfléchenterm der Ausgleichsfunktion interessiert.

Zum Beweis bilden wir zuniichat fiir N(yn) die Differenz zweier ver-
schiedener Definitionen (r,r';rir') der reprisentativen Werte

(52) Ne= Npg = (¢¥-8" F“(“ £4- F(\a;:; =o(«a“}

In der Ausgleichsfunktion ﬁ(y ) ist dor Oberflichenterm proportional

zu ¥y, also von griflerer Potenz in 34 als (52). Da wir (49) ausge-
nutzt haben, gilt (52) zuniichst nur fiir asymptotisch grofle 4, . Fir
die anderen Zuordnungen (K und L) folgt der Beweis vollkommen analog.
Diene Mittelwertaussagon sagen jedoch nichts iiber don Betrag cinzel-
ner Werte aus. So gibt es %.B. im Spektrum dex Kugel Untermengen von
Figenwerten, fiir die. F(yn)uy iat.

<. Die Zuordnung N(y,) ist #u jedem ¥y genau F(y)-fach mehrdeu~

tig. N durchliuft alle ganzen Zahlem, also wird aus (45) fiir 1% v¢F
&

(59) N (.'h.ml - Ny =1 ,
= 0

%y vee - $we : .
Dies ist auch unmitielbar der Abb.(3) =u entnohmen.
5. Die ‘Zuordoung K{y,) n:V ‘?‘H(‘ V)ist von- gleicher Struktur wie N(‘én\
Statt (53) haben wir Jedoch ' ;

S U
e
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Ay

K (%u‘vﬂ) - %K \iu,v) L IR
(54) | ' | | «
| ‘?g.u‘v.yt = Maw’ = 0 . o
Ein Beispiel ist in Abb.(3) dargestellt. Erpichtlich wird die mitte
‘,lere Streuung von der Gréle der Entartungagrade schr stark abhhngon.

¥

Die Zuordnung K(N)~V2/3 n,t_ﬂﬂ(N V) ist aindeutig. Aus (45) wird
nimlich : : '

K( Nu.’vmx e Kl('NM\v\ = %’u' )

(55) |
N\a WV - N\“ = 4

In der Abb.(3) liegen daher die zu dem Eigenwert Ya gehorigen F
Punkte Hquidistant auf einer Geraden der Steigung ¥n. Aus 4(1.3) erhal-
ten vir fiir die Steigung der as. fiir groBe N behaupteten Kurve d&U(N)

(¥)

k]

(56)

_ L
N <~ 6r*N Yu

Da der erste Term der Auagleichn'f.unktion K(N) schon durch den Ansatz
gegeben ist durch (23 ), weichen also die ‘einzelnen Werte K(N) nur in
zweiter Niherung von K(N) ab (im Gegensats zu K( vy, ), N(y,)). wir’
ervarten daher, dafl die mittlere Streuung und die atatistischen Fehler
der Ausgleichskoeffizienten fiir diege Zuordnunp; begonders kloin s1nd.
d.h. daB der mittlere Verlauf vom K{N) mit beuonderu geringen Unede
cherheiten bestimmt werden kann.

Fir die Zuordnnng L(N)nK(N)/y(N)-h M(h ,V) gilt

L(Nh V-H) L-(Nuw) =1
Nh\VH - Nuyw = 1

(57)

In der Abb.(3) liegen daher die zu dem Eigonwert y, gehdrigen T
Punkte dquidistant auf einer jeraden der Steigung i. Im Gegensatz

zu den Zuordnungen (14 = 4.) ist L(N) jedoch nicht iiberall iaoton
Ea ist zwar |

Nt"&uﬂm) - Ny = ¢ >0,
(58) K (gura) = % () = Yo >0,

\<‘ (N“\J‘A\ e lNu‘P\ %\.\4.‘ \7 0
iber L(N) 180t sich abexr: keire solche Aussage machen, denn es ist
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(59) L(NM,A S LN = 4 = RN) e e
et Yie
groner oder klelner als nnll Je nach der gonauen Griéfle deox Eigenwerte

Yn und Yoot Bei festgehaltener Miﬁte;punktudlchﬁo_@rniadrigt azch al-
so dio Gesamtenergle fiir ‘einige (weni«c) Modellkerne, wann ein Nukleon
angelagert wird (und der neue Kern wieder im Grundzustand ist), Dio~
ser Schalenstrukturef fokt ist anch Idr die wirklichen Atomkerno be~
kannt,

Nachdem wir uns in diesem Kapitel einen ersten {berblick iiber

. Struktur und Eigenschaften von Teilchengahl und Energie oines»wechsel~
wirkungsfreien Fermionengases in éiném baliabig geatalteten Hohlkidr-
per verschafft und die Mothodik des Vergleichea ibhres mittleren Ver-
laufes mit den fiir diese’ aufgestellten Hypotheson ("II") geschildort

| haben, warden wir jetz{ in den folgenden Kapiteln fiir drei Testkor-
per Werte der Zuordnungeu bereohnen und lde Ergebniasge des Verglei- )
ches ihres mittleren Vbr]aufea nit don sagohdrigen asymptotischen ., 
Ausdriicken mitteilen. - }, »' : W‘;
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 KAPITEL III o o -

T

i
!

In diesem Knpitel priiten wir die Hypotheoe IT fiir Testkdrper
‘von der Gestalt eines Wiirfels. Wir gehen also aus von der statio- .

| niiren freien Schrodin ergleichung fir ein Vurfelform}ges Innongea
biet X

" Aus dem Bigenwertspektrum werden wir fiir einen endlichen
Bereich der unabhiingigen Variablen die numerischen®*Werte fiir Te11~
chenzahl und Energie in Abhidngigkeit von den verschiedenen Variablen
berechnen und den mittleren Verlanf dieser Zuordnungen vergle1chen
mit den Verlaut der entsprechenden zunichat fur asymptotisch grosse
' Vnriablenvertc behaupteten axpliziten Ausdriicke fiir 7L bzw, EY .

Definieren wir als Reattarm die Differenz zwischen dem Wert
irgendeiner Grisse des Systems und dem Yert des zugehirigen asymp-

totischen Ausdfucks, ulso z, B.

i

(1) . | RN :::N-"a‘t"; RN“'&‘H—'%" RL':-':L—I’) I~H.“1\.1‘,"

a0 betrachten wir die Hypothese II genau dann fiir den Testkdrper
 Wiirfel als bestiitigt, wenn fiir den mittleren Verlauf von B gilts

(2) : . ﬁi////QOberflﬁ;hente;m) = °( 431

Zur Rechtfertigung der Vervendung von YU und %’ in nunerlschen.'.
Rechnungen als Niherung von N bzw, H prufen wir, ob in dem hier zu- ‘

-

grundegelegten Intervall
(3) R << (Overfliichenterm) = . . b

ist, doh. ob fiir die berechneten Werte der Oberfliichenterm der ex-
pliziten Ausdriicke (UZ bzw, g/ ) iiberhaupt eine Verbesserung der bie-
herigen niherungeweisen Beschreibung des mittleren Ve:laufes der

Zuordnungen N bzw, H darch den Volumterm von ¥{ baw, % darstellt,

Im Abschnitt L) werden wir zunachgt das Bigenwvertspelctrum %“‘
des Wiirfels vom 0 bia 350'1{“2 berechnen und durch Tabellierung der
Zuordoung F(yn) (den:ﬁEntartungngrud«) angeben sowie einige Bigen-

|
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schaften von F(y ) diskutieren, Bei Keuntnis des Eigenwertspektrums

konnen daon die Wm&epaare sller iibrigen Zuordnungen (XI(4)) durch

einfache Summationen erhalten werden, _ ;-

Im'Abachnitt $) geben wir den Verlauf von N und H, bzw, von =
N,K und L fiir kleine Variablenwerte (~ Né90) an und vergleichen diese
graphisch mit dem Verlauf von Y{ und 5,, bzwo ¥ » R wund IL

Der Abschnitt x') ist dann einer. Ausgleichsrechnung zur Destim-

" mung quantitativer Mittelwertaussagen iiber die hetrhchtéten Zword~

nungen gewidiet.

~

a) das Eigenwertspektrum fiir ein wiirfelfiormiges Innengebiet

Dem Eigenwertspektrum der freien Schrodingergleichung fiir
irgendein Inunengebiet S ist ‘eineindeutig zugeordnet eine- Funktion
F(hn), wolche die Vielfachheit (den Entartungsgrad) des Eigenwert-~

- niveaus h angeben soll, Fdrl.#knlst F(h) noch nicht deﬁnxerto Wir

setzen villkurlich F(h*h )=o.

Speziell fiir ein wiirfelformizes Innengebiet kann wach (Eap.I (24)) }

F(h) geometrlsch veranschaulicht werden als Anzahl:der Gxttcrpunkte
eines (kubischen) Einheitsgittert, velche auf der Oberflxche des
Kugeloktanten vom Radius V? mit ’ '

L . iy :
4 : = 4. v '
(%) ‘ g 1= }1%‘7{,&«
A’ \
llegen, Jjedoch nicht gleichzextlg Punkt einer Koordinatenebene sind
(s, Abb.“)g Dies ist gennu die Veranschaulichung der zahlentheore—
tischen Darstellung von ¥(h), welche F(h) ang1bt als Zahl dexr Mog-
lichkeiten, die Zahl £ als Quadratnumme der Gl1eder eines geordneten.
2 3) natiirlicher Zahlen darzustellens o
nevi= g '\ )
' I ) L) .
(5) F(g) = g 1 ) Wty My = 42,00
‘ Hao Mo, ity
olle £, sind ‘alsc ebenfalls natiirliche Zuhlen, Als Beispiel geben wir

F(38) an¢ die.Zahl 38 kann dargestellt werden ale Snmme der Quadrate
. der Glieder folgonder goordneter Tripel

(1,1,6),(1,6,1), (6,1,1),(2, 3 5) (2,5,3), (35245),(355,2) 4 (55 3,2)‘,
(5 2,3)5 Also iat F(;s)-9o
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Ziel dieses Absihnittes a) ist es, die zahlentheoretische B
' Funktion F({) fiir alle ¢. des Intervailes [0,350] =zu berechnen,, Einigéwgf
- Eigenschaften dea zugehorigen Wurfelspektrumn sind dann in Anhang/i |

. angegeben.

1

| 19) znhlentheorctische Berechnung von F(i)

fiir bestimmte ausgevnhlte £

Ein peschloasener iahléntﬁeoretiacher Ausdfuck, der fﬁr jedes

beiiebig vorgezehene £, den Wert von P(%,) angibt, ist bisher nicht

' bekannt, Fiir sehr viele ¢, kann F(¢,) nur aus (2) durch systematischeS".
Durchprobieren aller denkbaren geordneten Tripel natiirlicher Zahlen
berechnet werdeno Fiir ¢,% 1 ist dieses Vorgehen sehr miths am, Fip elnlge
bestimmte £, jedoch lisst sich F(g1) zahlentheoretisch und ungleich
einfacher als iiher (2) berechnen.

1, Fir alle $«i"(8n47) ; m, ne0,1,2,,000f it F(¢ )mo,
Bin Beweis wird in Anhang 1 angefehen, | S
2, Fiir £ =him:1 und i-hm+3 1isst sich fur F(£ ) eine zahlentheoretische

v

C oy

Darstellung ablextens
Die bekannten zahle%theoretiachen Funktionen
m,. ag . o .
(6) ' Fv (Z) ’= 1 ’ )' vﬁ"Ll';‘uci mﬂ‘o"{‘l""i//(= 4,1,3, (ll'vl. g
’ Mmadanyly .
geben goometrlsch veranschaulicht die Anzahl der Gltterpunkte eines

Einheitsgitters an, welche auf dorxr Oberflnche einer Y -d1meus1ona1en
Vollkugel vom Radius 'r3 liegenn Dnmxt erglbt sich elementar-
geometriseh fiir F(¢').

Fo  + X ?:m .

i

(n F(() #%F;(f.)

oe |11

Fiir §(¢) falls gaim+id und.ia‘imwj" sowie fiir ﬁ(i\ und 4 (¢)

gind aber znhlentheoret1sche Darstellunaen schon bekanntp Lg ist

‘ —~ | ganzzahlig \
(8) E'(i) _ S’J— [r] fﬂllﬁ V—E- nicht gaknzzahlig j.

| ~ ‘ )
'dghqu\lst ¢§¢ eine Quadrntzahl, so ist i) gleich zwei, sonst'gleich
null, Ferner ist nach Glmisher (1907) und Ramanuaan (1918)

(9)‘ o (i)
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LN B - !

" dabei sind dio ‘Summationen uber alle Teiler dv bzw, d“ von i

S " o
(1;0) Y L 1 (w\o,,[q) ;o do=3 (wodb);
gllt. D:ese Teiler konnen leicht aue der Prlmzahlzerlegung voné ge« o
wonnen,vrerden. Schlieaslich ist nach Bisenatein (18&7) v '

@ Bmet) 23 ),
) C ' Eﬁf’ ' |
F (Y +3) 8. . TL‘

. dabei. Bei(-ﬁ-) dns beka:nte Legendre-J;cobl(-hymb})ll)

Durch Elnsetzen von (8) (9) und (11) bzw. (12) in (7) erhalten wlr |
die gesuchte Darstellung fir F(( ), falls £=lmed bzwe g=xUme3 " -ist,
Als Beispiel berechnen wir F(21). Nach (11) ist zunfichst ' |

7:.;?1) - 24 {( (£)(%) +(s)(7)+( F1(3) + (9% +( )(’\}" ,
Ferner ist wegen:(d'l Qﬂ'19i2156?.°‘2i'3'7; | |

R -y, {1 2f-0. .

Schlieaslich st 21 keine Quadratzahl, somit (u) =0 und damit nncvhv""w

PR

(7) F(21)u6 . S | ' : . ‘ ’

Fiir ‘grosée { ist die Berechnung von F( ) aus (7)-(12) nuxr

t

L]

weniyg einfa-cher als aus (2). Durch Sortierun( von Zahlentripeln (‘L) :

lisst sich aber ausserdem zu jedem vornenebéneng F(¢) berec}meno

20) numerische Berechnung von F( ‘{) fiix {eg_o£35_l_

Nie Herechmmg von F( £) aus (2) kann einer eleXtroniseken .
Rechenmaschine iihertragen werden, Diese muss dazu ._fiir jedes vorgege-
bene § aus allen 'denkbaren geordneten Tripeln natiirlicher Zahlen
diejenigeh' heraussuchen, deren Quadratsunne gerade '_£, “ergibt; F( £ )
ist dann gleich der Angz ahl dieaér Tripel, '

Fiir die praktische Losung dleser Aufgabe sind eine Ylelzahl von

nmnenschen Verfahren denkbar,

1

Der Aufwnnd an numerischer Rechnung zur Bestimmun{, von F(£ )
za vorgeyebenem ¢ wird mit wachaendem & bei allen Verfahren nnturlich
atark anateu,enp _Wir erwarten aber, dass dies bei den einzelnen ’

Verfahren in ux‘:tnrsclxledlicher ‘Weise der Fall ist, dase also jedes



'”i Verfahren aeiu ihm elgeneo ¢ ~Gebiet hat, in dem es nllen anderen

"' schaften der verwendeten el, Rechenmaschine, Mit wachsendem : §

“.  bendtigen nimlich nanche Verfahren einen immer griésseren Speicherw

.“ Anhang 2 das Algol-60-Programm an:

.. bekannten Verfahren iiberlegen ist, Dieses Gebiet knnn auch leer se:n,

Die Auswahl des Verfahrens wird aber mithestimmt von den E1gen-\““

platzbednrt (z.B. zur Speicherung von nussort1erten, aber. noch nicht -
*‘gezahlten Tr:peln), der von jeder Maschine nur his »u einer ihr ei-
genen gepgehenen Grenze befrledigt werden kann, ‘ |
Fiir zwei Verfahren zur Berechnun, von F(¢ ) uus (2) geben wir im
1. Ein Verfahren, fiir das man zwar nur eine sehr geringe und von’i.
unahhiingire Anzahl ven frei verfiisharen Sprichernlitzen henitist,

. dass dafiir aber relativ grossen (und natiirlich mit wachsenden § an-~

steigenden) Rechenaufvand erfordert, Bei diesem Verfahren werden zZu
jedem ¢ alle Tripel, welche nicht durch einfache Kriterien auageechxeden

“werden konnen, darauf gepriift, ob n'tulsn =t ist oder nicht, Bs

berechnet nlso jeden Wert von F( ¢ ) einzeln, , :
2, Ein Verfalhren, mit welchem F(¢ ) immer zu mehreren benaciibarten % ;,?‘
(z.B, tiix 100), zu:leich berechnen 1isst, Ys erfordert zwar eine mit ;
£ stark wachscnde Zahl von Speicherpliitzen, dafiir ist aber der nu-
merische Anfwand pro errechnetem F( ¢ )-Wert im Hit£e1 viel geringer
als beim eraten Verfahren. (Es werden weniger Tripel mehrfach berechnet)gf
‘Solnnge die Angnh{;der verfilgbaren Speicherpliitze auéreicﬁt, d.h, fir o
nicht zu grosse § , ist es den ersten Verfahren also iiberlegen, zumal
wir F(£ ) nicht fir ifgendweiché einzelhenfi . sondern fiir alle $
‘eines Intervalles berechnen. nichten, o | -

Das Verfahren sei.jetzt kurz erliutert:

Fiir ein gewiinschtes ¢ ~Intervall 3 =( ¢, g}' z.B, (3 =400,
werden zundchst alle Tripel, fiir die g <nitni+n} & & .. ist, lexiko- .
graphisch mit ihren zugeh6rigen £ = ¢(Tx) gespeichert, Bs sind etwa

-{r#({ﬁ-—rd(£4\} Speichierpliitze. Weitere ( &, - £4 ) Plitze
vp( g )" mind giir die nun zu berechnenden Zahlen F(z ) zu reservieren,
Zuniichst wird ihr Inhalt zleich null pesetet. "F(i_)"-Og Dann werden

aus dert Lexikon die einzelnen Tr1pe1 mit ihren £(Tr,) der Reihe nech
ausgelesen und jeweils dexr Inhalt der zu 'Q(Tr.) zugeordneten Zelle
"F(£ )" um eins erhdht., Ist das Lexikon fertig ausgelesen, so 8ind’ in

LN
N

Lot
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Tabelle 1

Ju peder 2o shlen 20 &- Wade, MorEluen ob (28): Fl29) = 20 H):—G.-
Eingetragen sind genau alle F(£ )+o fiir 0525350,
iberall sonst im Intervall ist F(€) = o. Es ist
. .
wd oy e
b

Bee) « F(&).

- ¢ 1t 2 3 & 5 6 7 8 9.10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 i
0 ' 3 33 1 6 3 '35 30!
20 6 5 3 6 4 6 6 6 3 6 3 9 |0
k0 9 6 3 3 6 6 16 6 6 612 6 6 9|40
60 6 12 612 3 312 6 - 3 312 7 3 12 6 leo
80 12 3 9 6 15 3 12 12 6 6 12 5 3 12 9|go
100 18 6 6 12 6 9 & 618 9 12 6 6 12 9 |40
120 9 12 6 12 18 18 15. 6 6 2t 3 0 12 9«0
140 1:2 6 3 6 21 7 18 15 9 15 12 12 6 12 4o
160 oL 12 3 9 12 15 6 6 12 15 3 18 18 3 6 9 15|60
180 12 18 6 18 18 6 - con 6 1 3 27 12 6 12 15 {40
200 18 6 12 6 6 30 30 12 .9 6 12 9 12 12 12 12200
. 220 12 18 6 15 9 15 6 12 30 . ’ 15 24 6 9 18 12 lu2e
240 15 15 13 6 18 18 12 18 12 21 6 24 o1 12 "12 240]
- 260 24 9 ) 12 6 50 6 3: 30 24 3 12 15 15 12 6 21 2-65_
280 27 12 9 | oh 18 3 09 o4 12 3 o4& 21 12 o 6 24|80
300 12 12 5 18 27 9 12 18 12 - 6 9 36 18 12 18 |we
320 50 1z 12 12 12 33 5 3 12 9 9 12 18 6 9 18 1830
340 42 27 15 12 12 15 18 30 Wo,
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"F(.i )“‘ ger?de die Werte doi Zuordnung F( 5.) fir £,6¢ €&, gespeichert, L

Fiir die Ausfiihrung der nﬁmerischen Rechnungen stand die Z22
(Aersteller: Zuse KG) des mathematischen Instituts der Universitiit'
Mainz zur Vex"fiigtmg. Die 222 ist ein selr lanysamer RGhrenrechner
‘mit relutiv grossem Speicher (8000 Plitze) und gutem Algol-Uber—

- setzer, Die reine Recl\anzext fiir die Berechnung von F(i ) Liir ia(o,?,so]
mit dem zweiten Verfahren betrug 5 he.

, l.) Das Ergebnis der numerischen Rechnung .

Die Zuordnung F( i) ist fiir ¢ 6(0,350] in Tabelle 1 angegeben, -
In der Tabelle bedeuten leere Felder F(( )=0, Es gibt also nicht zu
jedem ganzzahligen g>0 ein Tripel, fiir das n'tnliny =g ist, Weiter jf

erkennt man eine gewisse Periodizitiit:

e -

RN e

2w +4 (m+4) o«ier (4m +2)
E%‘l‘{ 1 }n"""'"z"'ld hy fir €% l(llm-d) oder (%m) }

fast imner ungle:lch naull, bis auf -1,2,5,'10.,13.25.37@} »

v%.l’(i ) { " '58,85,130,

meist klein, oft gleich null,

Einzelne.Werte dieser Tabelle lassen sich mittels der Forneln (7)'-‘ .
(12) leicht nachpriifen, (Eine genaue Betrachtung einzelner Eigenschgften |
des Spektrﬁmn geben wir in Anhang 1). Graphisch haben wir F(z ) fiir i
die kleinsten Werte von £ in Abb, (5) als "Sprossenlingen einer :
Energieleiter™ dgrgeétellt, : ‘ ' , ' ' ‘ ‘v o

) A . \ . PN
Die Zuordnungen (XII(4)), d.h, N,H baw, L lassen sxch nun lexcht ,

aus Tabelle 1 durch einfache Summationen gewinnen.

B Ay
T L

b) Teilchenzahl und Energie A .

In diesen Absehnitt suchen wir filr den Spezialfall wﬁrrelfarmiger
Testkirper die Cin Kep. Ilc) unter a) gestellte] Frage zu beantworten,
ob fiir Teilchenzahlen, die denen der bekannten Atomkerne entsprechen
(doh, fiir Né6o), die Auedriicke mw &ly), /R(N) und L) g
[5011(21) (2'5)] alzx numerisch brauchbare Niherung der Werte der exakten - |

Zuordnungen N(yr) K(yt) K(N) und L(N) verwvendet werden kinnen, soweit
daa durch so einfache Auvadriicke hberhaupt mogllch igt.

i . : .
N . ' B 0 : v .
[ . 3 s . N . . . . .
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Zuniichat wurden die 60 tiefsten Werte von N(yt) und K(yf)
gemdss ihrer Definition durch einfaches Aufsummieren aus Tabelle 1
bestimmt, Das Ergebnis liesse sich etwa als Tabelle darstellen, in.
der zu jedem N€60 ein Wert von K und von Yo eingetragen ist; jedes

y, tritt in ihr genau F(yn)-mal auf, ‘ , . —

Graphisch haben wir diese Zuordnunzg von N,K und Yo dargestellt
durch Auftrapgen von
N gegen'yf,N(yt), in Abb,7; K gegen y,, K(yf), ip Abb.8;
K gegen N,K(N), in Abb,9 und K/'yI gegen N,L(N), in Abb,lo,
In diese vier Abbn, sind weiterhin die Kurven 'f((w,di(\”)' & (N und £ ()
eingetragen, sowie deren einzelne Summanden, welche durch "Volum~,

Oberflichen~ und Krimmungsterm" bezeichnet sind.

Durch Anschauuny entneluen wir diesen vier Abbn.:
1, Der allpetieine Verlauf dexr exaltten Zuordnunpen wird im hetrachtatan
Sereich recht ygut durch die asyuptotischen Ausdriicke wiedergegeben,
Es erscheint daher fiir wiirfelformige Korper (bei Verzicht auf Be-
riicksichtigung von Schalenstrulkitureffekten) sinnvoll, die aayﬁpto—"
tischen Formeln zumindest im Bereich N460 als numerisch brauchbare
Niheruny der Werte der exakten Zuordnungen zu vervenden; die relative
en Abweichungen sind klein,
2. Fir die betrachtéten Teilchenzahlen «ibt der Volumterm der as, .
Formeln allein keine brauchbare Niherung. Obertlﬁchen-(pnd Kriimmungs-)
term sind hier numerisch von gleicher Grissenordnung wie der Volum?erm,
wenn. sie auch asymptotisch relativ gegen ihn verschwinden, Brat mit
allen drei Termen werden also die asymptotiséhen Formeln fiir kleine
Werte von N.als Niherung brauchbar, Wir betrachten (3) fiir den Wiirfel
als bestiitigt,
3a Sogar fiir die kleinsten Werte der unabhingigen Varinblen ist die
numerische Ubereinstimmung von ex, Zuordnung und as, Formel recht gqt{
Das ist moglich, weil die Streuung der exakten Werte (qm ihren unbe-~
kannten mittleren Verlauf) selbst eine wachsende Funktion von Ve ist,
fiir kleine e also klein ist, (s,Tabelle 2),

In Uegenaatz Zum Uberflﬁchenterm'von ?ﬁ(g$\ und von.53(3+\ int
der Kriimmunysterm vielleicht fur sehr viele, sicher aber nicht fiir alle
Werte von N(yf) and K(yi) eine Verbesserung der-durch Volum- und
Oberflichenterm gegebanen Niherung. Denn eus {Anhang 1 (15)£f.) wissen
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wir, dass der mittlere Entartungsgrad proportional zu Jg: ‘iat;’
folglich ist die Differens des griissten und kleinsten Wertes von
N bzw, K zu gleichem Ya im Mittel proportionnl zum Krﬁmmunguterml

cg) Der Oberfliiclienterm

" Im vorigen Abschritt hatten wir gesehen, dass die aaymptotiéchen ‘V;
Forneln fiir kleine, endliche Werte der Variablen (~ Né6o) eine
numerisch rccht aut verwendbare Niiherung der exakten Zuordnungen des
FermigaSMHodellen abgeben, Jetzt suchen wir eine Antwort auf die
Frage, ob die asymptotischen Formeln in zweiter Nilherung mit dem |
%)y wahren mittleren Verlauf<< der exalcten Zwordnungen uberelnstimmena
Dazu priifen wir mittels einer Ausgleichsrechnung, ob die asymptot1schen
Formeln als Nitherung der exakten Zuordonungen verbessert werden kinnen

durch Anderuny des Oberfliicnentermkoeffizienten, bzw, also ob

(2) R . (obertliichenterm)

e¢ine abnebmende Funktion ist,. - /

)

Fiir die(zur Destimmung der T notwendigen) Ausgleichsrechnung
haben wir wegen des einigermassen ausgeglichenen VWiirfelspektruma
das vereinfachte Verfahren der » ungewichteten Ausgleichung repri-
sentativer Werte <« verwendet, welches in Knpo IX (ey ) dargestellt ‘ 'f
wuarde, (und zwaxr hier mit r:-1/2). Wegen der im Verglelch zum »»nnturlich*'
en Ausgleichsverfahren<«¢ (II(e )) grisseren nittleren Streuung der
exakten Werte um den berechneten mittleren Verlauf erwarten wir

hochstens schlechtere Ergebnisse. ' ;

Zunichst hdben wir zu jedem Bigenwert %“Q,BSO-fa-gemﬁsa der
Festsetzung (1I(%%4)) den zugehsrigen Wert fiir N, und fiir K durch
" einfaches Aufsummieren der Wexrte aus Tabelle 1 berechnet, Das Ergeb-
nis kinnte etwa uls Tabelle dargestellt werden, in der zu jedem Ya
ein Wert von N und von K eingetragen ist, Wir interessieren uns
Jedoch nur Zfiir MitteIWertausaagon¢ Nach II(d.) geniigt es, die oben
gestellte Frage fiir irgendzwei der aus dieser gedachten Tabelle ab-
lesbaren Zuordnungen N(y ),\K(y ),K(N) und L(N) zu beantwﬁrten, um die
"Antwort fiir alle gegebenen Bu hnben. Wir haben wuns fir K(y ) und K(N)

[T A e oe . S T
. PR Y . g : L. o

entaohladen, werden jedoch znvor auch, noch den mittleren Verlauf

,



von N(y_) betrachten,

Sémtliche Rechnungen wurden elektronisch ausgefiihrt. Der Reghed~ .
aufwand ist gegeniiber dem fiir (a)2~? ausgefﬁhrten vergleichswelise
gefingg Das Rechenverfahren wurde unabhﬁhgig von dem Spéktrum desn
vorgegebenen Teastkorpers formuliert. Vaher ist auch das zugehirige

‘A1g01~60—Progrumm fiir alle Teatkirper verwendbar, ks ist in Anhang 2
als Teil des Programms fiir die Kugel abgedruckt,

10)”0bortlﬁchenterm der Teilchenzahl

Wir untersuchen jetzt den Verlauf von N(yn)Q Dazu haben wir

in die Abb. (6) in Abhiingigkeit von VE =4, J@ foljrendes eingetragens
a) den errechneten Mittelwert von RN -(N = Y)Y eines jeden Interval-
les %y = (%, (ivt) ) T der Linge 13,\.(1.»4) ™, iw1,2,000,18;

aund zwar sowohl fiir rei1 als auch fiir r-l/«;
b) den Oberfliichenterm von TI(y)w'TL( €, ¥y ‘
c) den graphisch gom1tt:lten Verlauf von RN fiir r-1/2 und rel,

Der Abb,(6) entnehmen wir durch Anschauung. -

1o) Fiir y=350%" iat der mittlere Verlauf der Mittelwerte Fr Narg, erst
ouf etwa ( 1/2) angevachsen, Wegenk(RNN' “:A (h&h N) -4 (aaII(hl)) K
untevrscheiden sich also in Mittel die wahre Teilchenzahl N von dem '
Wert des nsynptotlschen Ausdrucks ¥ nicht weaentllch pis zu New2796
ist aogary(N— 14 )th1/2n
2.) Offensichtlich hingt der Verlauf der repriisentativen Werte Nr(yn)
nur linear von der Wahl von r ab, Sowohl fiir r-1/2 wie fiir xwl sind’

ﬁ:jqx und dawmit (N”‘ ﬁjﬁanndhernd linear. Da der Oberfliichentern von

TUy) ‘madratisch in fg ist (11(21)), haben wir also fiir das betrachta—?

te y~Gebiet

(1"5) | R ()/ (Oberflhchenterm) ~ V—- = °(i) fir 0 &tved,

)
Damit beschreibt fiir N&2796 ZZ(y) den mittleren Verlauf von N(yn} in

mindestens sweiter (nach dem unter 1,) gesagten wahrscheinlich sogar
in mindestens B,ter) Niherung, Wir érwarten, dass diese Verhiltnisse

sich auch fiir asyhptotisqb grosse N nicht wesentlich findern, .

e

i
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2.) Oberflichenterm der Gesamtenergio - B !

Den mittleren Verlauf von K(N) und E(y,) untersuchen wir jetzt
mit Hilfe des in Kap, II (e 3) beschriebenen Auaglaichnverfahrenag >
Dazu gehen wir gemdes der in (ITe) formulierten Darstellung des Ver-

fahrena von den Zuordnungen (s.II(BGa)) aus:

Y g) = B - &)

nnd o : ' g

i3 3z .
@ YN R - a
[ .
die wir in irgendeinem gegebenen Intervall durch Ausgleichsfunktionen

der Art
i | r =3 »

CONEE (18 O IV
und ' . ‘

' Al . &
(17) T IN®) i=ag o 4ob,
mit den belden Paranetern a und b uuagleicnen, Nach Ausgleichung von .
(14) ergibt sich:

(18) K Cyn) ""ﬁ(ﬂd t xf’l-g.ﬁ.“‘_(:(%) .

und nnch Einsetzen von (17) and (11(22))

ST i e

EEC SO

NS P N ST 0

CENE S Ny

.(19) : K‘,(%“} = ;j%‘iﬁ. "’&s:l - ""“ '%n (5 o“%‘t) "';,qnx 1k ef““ .S.t&\
Ebenso gibt auch Qg die zur optimalen Beaschreibung des mittleren
Verlaufes von K,.(N¢) durch & (M) bei festgehaltenem Volumterm notwen- 3;
dige Anderung des Gestaltparameters s im Koeffizienten des Oberfléichen- o
terms von OL an, Die Paraneter b ergeben eine analoge Aussage iiber den

Kriinmungsterm,

Falle wir annehmen konnen, daB nicht nur (wie in (19)) der

Voluﬁterm, sondern auch der Oherflichenterm von & zur Beschreibung o
des mittleren Verlaufs von K durch & .nicht geindert zu werden braucht,

kénnen wir'(analog z0 (14)—(19) von.den Zuordnungen 3
(20) . Y.,(\Fj“\ V= \* iK(»g“\ &(v\“ﬂ
and

(21) | Y,_ (N4'3). - .N“‘ i k (Nr) &(N\}

r .

i T e O



- 56 -

ausgehen und diese linear durch Geraden der Art (16) bzwa (17) aus-
gleichen, Die zugehdrigen Porameter a und b kennzeichnen wir hier
durch den Index L , Der Koeffizient Q_ gibt dann die zur
optimalen Beschreibung des mittleren Verlaufes von ‘<VL%A durch di(%)

bei festgehaltenem Volum- und Oberfllichenterm notwendige Anderung des

Gestaltparameters 1 im Koeffizienten des Krilmmungsterrmes von &f(y) ang

Ebenso gibt Q,.,y die notwendige Anderung des Koeffizienten des Kriim-
‘mungstermes von JT(N) an (8,11(22) und (23)).

Die zur Begtimmung der Koeffizienten a und b der vier Ausgleichs-—
geraden{?er zu (20) und (21) gehsrigen, sowie (16) und (17)}not-
wendigen Ausgleichsrechnungyen wurden fiir mehrere grissere Y AT g ~
Intervalle durchgefiihrt, nimlich fiir die Intcrvalle }(i)—(o,BQ} ’
(o,100] , (32,132] , (132,232]und (232,332] . Samtliche Rechnungen
wurden elektronisch ausgefiihrt. Die unnittelbar von der Reciienmaschine
ausgedruckten Ergebnisse sind fiir den Anhang 2 photokopiert worden,

In Tabelle 2 haben wir sie abgerundet und in % des zugehirigen Ober-

o
flichen- bzw, Krﬁmmungdﬁ%éffizientcn zusamengestellt,

In Tabelle 2 sind nun eingetragen:
In Spalte 1 das jeweils zugrunde gelegte Ausgleichsintervall 3 (¢)
in Spalte 2 seine Liinge |3| , gemessen 1n Y2 bzw, N‘B 3 ‘in Spalfe
4 bzw, 1o die nittlere Streuung p (Det, s.IX (32)) der Linzelwerte
der Zuordnungen Y um ihren mittleren Verlauf;
in Spalte 5 der Quotient P/l%i , welcher als erster Hinweis auf die
Zuverliissipgkeit der Ausgleichsgeraden gelten kann, Je kleiner P/'?l
desto genauere {doh, mit umso kleinerem Unsicherheiten behaftete)
Ergebnisse erwarten wir,
In den Spalten 6.9 und 11-12 sind dann die errechneten Werte der
Koeffizienten der Ausgieichsgeradep und die dazugehorigen statisti-
schen Fehler angegeben, und zwar i1 %, bezogen auf den Oberflichen~-

bzw, Kriimmungstermkoeffizienten von &

Eine genaue Erliuterung und Bewertung der Rechenergebnisse folgt

nun im niichsten Absatz.

.Erlﬁuterung der Lrgebnisae

Was besagen nun dié in Tabelle 2 angegebenen Werte?

Die vollstindige Information (iber das Ergebnif der Ausgleichs-




Sp- 1 | Sp. 2 |sp. 31sp.4| sp.5 g Sp. 6 |sp. 7 |sp. 8 ’Y;sg,g i Sp.10 | sp.11 | sp.12
Ha ol N A B R Y B N LN
" Ys('@;) 002 - 53? ] 60 | 5.7 2.1 | 0.57 | #0.20 efs +20 g2l 74 +36 | 9%
nd, cop - 1oo § 410 §10.0f 3.1 | 0,51 H +2:6 | 3.0 43 517 188 =39 . 59
@YL (@) 32 .132) 585 | 5.8] 3.1 0,53‘}4*_?1150“ 3.7 25| 78] 206 | 40 79
A =-b; |132 - 235 | 9w | 3.7 3.9 | 1.1 i +5.9 6.7 150 | 210§ 390 -163 | 213
iji';’jj, o352 - 332 1 1205 § 3.0 3.9 | 1.3 }g 0.6 8.5 21 340] 488 <104 {338
Y, (Nﬁ’) s00 = ‘g’:%z 60 | 3.9 ] 1.5 | 0.39 | 105 | 1.9 7800 | 1020] 0,083 12,3| 5.1
uml;( (qu) ooe - 1'00 4;0 7-% ) 1.2 9..36"3‘r 2.6 | 0-37 3380 330 0075 4.7 1.16
oot 1 32- 132! 585 | 8.&| 0.,27| 0.¥33) 0.%3 | 0.163 960§ 131! 0.06% 0.61 1.18
- if:ifm- 132 - 232 { 941 | 9.8 | 0,18 ocom; 0.1i | 0.101 530| 198) 0.07%  0.21 1.92
Bs,,mzlfq, 232 - 732 | 1205 { 10.7 | 0.12 0,0115' 0.095 | 0.080 420 | 199 o,‘osé 0.2 1.97

Tabelle 2 I - C -
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Rechnungen fir ein bestimutes Intervall geben wir durch Koxrrektur=
faktoren % an, mit denen die Oberfliichen- bzw, Kriimmungsterme der
asymptotischen Ausdriicke zu ﬁultipligieren sind, um; ansere Kenntnis
tiber den mittleren Verlauf der éntnprachenden exakten Zuor&nungen

zu vermitteln, alwso ®, H, . 4
Ve RN 5 S 3, , L C | Sho,
(220 Kely) = g™ -y y t i xng 4o

dgbei‘i.t“

(23) x‘:...{i +( Z %.‘7 -&S§ ‘und)CU:{,I.',(%(Z)_‘-(%LZ)"%};‘

?

Die Zahlenwerte fiir a/h, p /A, u.8,¥, sind dabei der Tabelle 2 zu
entnehmen, tysind die aus der matheuntischen Statistik bekannten

sogenannten "t~Frakt11e

Der Zahlenwert von ts findet sich fiir jede gewiinschte Sicher-
heit § des Ergebnisses in Abhingigkeit von der' Zahl der Freiheits- .
grade der Ausgleichsrechnung (Zahl der verwerteten Punkte minus Zahl
dexr angepaliten Koeffizienten) tnbelliert: mso z,B. in Héflich:
Tabellenwerk der mathematischen Statistik. )

Die Koeffizienten % fiir K.(N) sind in nleicher Weise nus

Werten der Tabelle 2 zusammenzusetzen, Fiir L(N) érhalten wir fiir

,)L%Liﬂ\ aus ’ca%luﬁN durch Einéetzen von (1I(22) in (XX(23))
= 5- ’ ’ — ] ‘
(24) L LI A

Wir vergleichen nen die fiir fiinf verachiedene Ausgleichsintervalle '

. berechneten Faktoren * miteinander, - ' .

der Woark .
Wir erwarten, daBld%a(ﬁ%i}fizienten a/A bzw, b/B in % vor allem

von der Lage des Intervalles abhiingen, Die Zuverliissigkeit dieser
Koeffizienten dagegen, d,hy, ihre mittleren statistischen Fehler P bzw,
'pb, sollte hauptséichlich von der Linge des Ausgleichsintervalles und

dexr GriofBe der mittleren Streaung p abhiinglg sein,

Die Lage endlich langer Ausgleichsintervalle auf der € - Zah~‘
lengeraden “verfﬁlséht“‘dann die erhaltenen Koeffizienten a bzw, b,
venn der Neatterm nicht'null, sondern selbast eine Funktion von £ ist,

Das ist eine Folge der grofen Zahl der Freiheitsgrade unserer Ausgleichs-



rechnung bzw, des speriellen Ansatzes der von uns vervendeten
Auagleichsfunktion, Ver mittlere Verlauf Aes Hestteris im Tutervall
wurde im Ansatz ftiir K nicht beriickeichtigt, Er iuBert sich daher zwangs~

liufig in einer "Verfilschung" der Koeffizienten a und ba Diese wird
umsoe geringer sein, je weiter die Lage des Intervalles zu grofem N v
hin verschoben ist, Dabeil nehmen wir an, daBl der Restterm im Mittel eine ré
‘relativ zum Obertlhchentern abnehmende Funktion von N ist, Vergleichen
wir nun die Koetfizienteﬁ-ad ybn‘i:(NJ“ ) in der Tabelle 2 (8p.6) . .
miteinander, so stellen wir fest, daB die Koeffizienten a/A,die
"Beinischungen", zwar signifikant von null verschieden sind, aber

tix grapgro N abnehmen,

Damit ist durch nunerische Rechnung an fiinf verschiedenen
Intervallen hestitigt, dal der mittlere Verlauf von K(N) fiir wach~
sende N sich immer mehr (in zweiter Niherung) dem Verlauf von & (N)
nidhert,

Die Ldnze des Ausgleichsintervalles und die mittlere Streuung
P haben EinfluBl auf die Zuverlissigkeit der erhaltenen Werte fiir

a bzw, b, Wir erwarten, da8 die mittleren stutistischen Fehler

P, baw, Py immer geringer werden, je liinger das Intervall und je
kleiner die mittlere Streunng p ist, Zur Priifung dieser Arbeits~ -

- hyypothese haben wir RA;‘ in Spalte 5 der Tabelle 2 eiunjetragen; verw

" gleichen wir die ‘erte der Spaiten 5 und 7 miteinander, so sehen

wir diese iiberall bestitigt, Wir entnehmen weiter, daf fily Ycﬁ}) das
(3¢8) =(8,100]) Intervall uie zuverlississten Lrgebnisse liefert.,

Die anderen |3(Wﬂ| sind zu lclemc Aufierdem wiichst die mitt}ere Streu-

ung mit f% . o Um kleinere Fehlergrenzen zu erhaltén, miilte also ein

erheblich grillerer Reclienaufwand betrieben werden, Unser bestes Erw

gebnis fiir » ist aber immerhin:

(25) Xonay = 1+ (160) 2(30% kg .

Fiir ¥ (N1/3) wird zwar die mittlere Streuung bei langsam zunehmen-

S Khﬁ 7

der Intervnllange immer kleiner, doch wird das Tempo der zuwehorigen
Gonauigkeitssteigerung fitr jedes folgende Intervall trotz wachsene
dem Rechenaufwand langdameru Unser bestes Ergebnis ist:

(26) . Ks,@y 1 +(0.0¢\s%) t(ooe"l) tS



-

, Damit ist nach (2&) anach %

- bis auf hchstens 10% gleich m
eina, ‘ ' '

i)

Damit haben wir fiir den Speszialfall eines in einem viirfelfdr-
wigen Hohlraum bofindliqhen_idoalon Permiganes die in Kﬁp.IIa)nauf~
gestellte Hypothese II innerhalb der Rechengenauighkeit bestdtigti.
In dem betrachteten Bereich ( ~N'¢2796) kaun der mittlere Verlau?

 von Teilchenzahl N und Energie H in smweiter Niherung durch die
entaprechenden asymptotischen Ausdriicke W und s:boachriében werden.
Der Restterm iat im Mittel numariach klein und von geringerer Po~
tenz als dexr Oberflichenterm,

Wir priifcn nun die Hypothese II fiir den Spezialfall eines ke~
gelférmigen Inncngabietoq.v~,'

2 1 “., . . ! . ]
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KAPITEL IV

H

-In diesem Kapitel priifen wir die Hypothese II fiir ein kugel-
formiges Innengebiet, Wir gehen also von einem idealen Fermigas aus,

- welches durch das duflere Potentinl

(1). \f(b?) »{(;)‘F&r Il (:2)} ;| Rt >0 l.ﬁ"{‘*\',."

_gebunden ist, Wir ervarten, daB ouch in diesem Fall die Zuordnungen

fiir Teilchenzahl und Gesantenergiedes Systems in mindestens zweiter
Niiherung durch Auadriicke richtig viedorgegeben werden, die wir in
(11(21{24)) nls Nypothese mr belicbige Gestalt des Potentials

formuliert haben,

Im Abschnitt o) dieses Kapitels geben wir eine Ubersicht ‘
iiber einfodhe Eigenschaften der Eijzenfunktionen und Eigenwerte,
In den Abschnitten b) und e¢) wird das Ergebnis der nunerischen

Rechnungen-nitgeteilt.

»

a,) Eigenfunktionen und Eipenwerte

Die zeitunabhéingige Schrodingergleichungy (II(2)) 1ift sich

. fiir das Potential (1) separieren, Die Differentialgleichung fiir .

die Rudialwellenfuuktionen5 die wir nit 'Fg‘r) bezeichnen, gehtj
durch tie Substitution '3Q(r)-:r /F:(r) in

F (¢l + (t“ Uliﬂ) e (v " iber,
Dabei igt ¢ = g%.ﬁ : def Bigenvert. Mit x =vV@.v ergibt sich

(2) CE(0 (4 - ﬂ{gﬂ).m -0 .

Dies int die Differentinlglelchunw fur die hnlbzahligen Zylinder-.

funktionen1

O F(x) (“ ’} (x) B S

. L K
[ L. R St .
!

'
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Es sei . .fr(x) reell und habe fiir x=o einen endlichen Wert; Ierner
gei 1 ganzzahlig. Dann sind . '

(1) fla =N ] 0 mXg00

die "sphiirisclien Besselfunktionen",.Dieﬁe Definition der "sphiirischen
Besselfunktionen" ist insofern praktisch, als fiir sie gilt:

1) die Wrouski-Determinante der zugehdrigen Difterentialwlexohung (3)
ist gleich eins,

2) Die Funktionen .4?(1) sind Grenzfille der Coulombwellenfunktionen
(tiir 4= 0), | ‘ , ,

3) Die Punlktionen J% (x) genhen fiir x> asymptotisch in die trigo=
nometrisciien Funktionen sin(x) bzw. cos(x) iiver, '

Es gelten die Rekursionsformeln: :

. . - d
(5a) €K S PR B = be
(55) . (" }g n };:H. o wit C4. (= Ej_;;_ - o%? ,
und es gilt ’ - ' : o
eo+(e-, =3 =, =2 j‘—x P (CURY AL

Aus der Differentialgleichung folgt, daB die Losungen j:(x) fiir

x > V0Io7d] oszillieren und fiir X< \(m exponentiellen Charakter
haben, ' ' ‘ ‘

Die ‘4?(1) sind clementare Funktioncn von.x, sin(x) und cos(x);
exakt gilt:

(6) JE-(X) = sin (- —I { ,‘e_“ (- “((x\} + ws( x»CW ;i( ) Kavmz}
v.
ait Ky i= “I‘{CRH] - wmlwA G zmx

i

2w
Wegon COLEH) = wilwn-11] = (@) { e-ued) Gud J[:(em,(e.mm = (uml’e-wf
folgt die "Fakultﬁtendaﬂateliung" der sphiirischen Deaselfunktionen: "’g;

‘ ¢ : .
\ (£-v) e yu L)
R T

Y=0

Die Eigenwerte £, erhnlten wir nug, wenn wir fiir die Ji‘(x) die
Randbedingung benchten, die den 1‘a:i.muﬂznvsen des Potentinls (1) in die
Schrodxnﬂergleichung aqu1valent isty :
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1

(8). Je (xy) =0 fir e2R, Ak, R Xy = Veq, ‘Q‘-,"

Die Nullstellen der sphirischen Besselfunktionen bestimmen also

die Eigenwerte, Die Nullstellen jeder einzelnen Funktion zg(x).seIL

en in Riohtung wachsender x durchnummeriert, beginnend mit dexr ersten
Nullstelle, fiir die x,, >0 ist, Der zu Xp, gehirige Eigenwert ‘fa\i - xw /Rz‘
ist, wegen der beim Ubergang von (2 ) zur vollen meitunabhéngigen
Schrﬁdingergleicbung zur Radialwellenfunktion hinzutratenden Win-
kolfunktion, noch (2141)-fach entartets -

(9) Flg,) = 28+4

Das Eigenwertspektrum hat folgende Eigenschaftens
1) es gibt keine wuf&llige Entartung, d.h, aus X,= X, folgs ﬂ»e‘,. Vay.
2) es gilt ein "erater Trennungssats® (J’ F trennen sich "wia.

e+
sin und cos®):

4

. 0 ’ P
(10).... Xey < ’(um < xe‘m < X?»H; via 3

Niherungsweise fallen nach (6) fiir x» 00 und endliches 1 die Null-

stellen von Jg, Rerz; s g, Zusammen und liegen in der Nihe der Nuli-

2 :
stellen von oin bzw., cos, Wogen (1) diirfen diese jedooh nicht gen:u
zuaammenfallen' es zilt vielmehr ein

) "zweiter Trennungesatz® ("Eigenwerta fﬂr hohereo 1 sinken otvas
ab®)

(11) v SR SN & KE‘VL )Ceu‘l..v-(-‘z. L v

 Filr N & 80 ist das Spektrum der Bigenwerte ¢, o 1 P o2 e00(8141);
fiir R=1 in Zeichnung (11) graphisch dargestellt, Es zeigt awsser
ordentlich starke Schalenstruktureffekie, und zwar sind bencchbarte
Eigenniveaus 6ft sehr verschieden entartet, Die Werte ’@v fir die Ei-
genwertniveaua kénnen den Bessolfunktionsnullatellentafeln ontnom=
men werden, Filr uns besteht das Problem nun. darin, aus den bekunn-
ten Tafeln simtliche Nullstellen herauszusuchen, die klelnor sind
als irgondeine (mézlichat groBe) vorgegebene Schranke, Dieso Full-
stellen sind dann der GriSe nach zu ordmen, In dem (R.M,8,T.Vel.IIX,
PartaI)—Tafelwerk dem 3.%t, fiir Beeaelfunktionmnullatellen volle
stiindigstin und genauesten, sind alle Nullstcllan bis gu beatlmmben
Wbrten von y und 1 aufwirts tabolliert Ep liessen gich jedooh nur
genau 77 anlntollen heraussuchenp dieQ ihrom Betrage nach gooerdnet,
eine llickenlose Reihonfolge bilden,(ﬁ%iachan ihnen kann auf Gruand
dexr beiden Tronnungeaht;o keine vaitere Nullstelle mehr liegen., Die |
Sortiernny dieser 77 Nnllstellen wurde eiektrpniaoh mit Hilfe eines
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Permutationsverfahren ausgefihrt (e. Anhang 2).

b.) Teilchenzahl und Energie ‘ -

Aus dem angegebenen Eigéuwertspektrum haben wir gemif ihren
Definitionen durch einfaches Abzihlen bzw. Aufsummieren die 80
tiefsten Werte von y(N) und K(y) bestimmt. Zur Veranschaulichung dieser
Zuordnung von y.N und K wurden N(y) in Abb. (12), K(y) in Abb,(13),
K(N) in Abb.(14) und L(N)=E/y in Abb. {15) graphisch dargestellt.
Man erkennt die stark ausgeprigten Schalenstruktureffekte. In die
Abbildungen wurde ausserdem der Verlauf des jeweils zugehsrigen
asymptotischen Ausdrucks eingetragen, sowie einzeln dessen droi
Sumnnnden, die als Volum-, Oberflﬁcheh- und Krimmungsterm bezeich~
net sind., ' '

Wir entnehmen diesen vier graphischen Daratellungen unmittel~
bar durch Anschaunungs . o )
1) Der allgemeine Verlauf der. exakten Zuordnungen wird im betrach-
teten Bereich gang gut durch die entépreohenden agymptotischen
Augirilcke wiedergegeben. Die relativen Abweichungen sind klein;
dahur ist es zumindest fiir kleine Variablenwerte sinnvoll, die ure
sprilnglich fiir den Wiirfel und fiir as. groBe Variablenwerte angegebe~
nen as, Ausdriicke als numerische Nﬁherung der exakten Zuordmungen zu
vervenden- ' | )
2) Fiir sioch allein ist der Volumterm der asymptotischen Ausdriicke
filr o kleine Teilohenzahlen als numerische Naherung der exakten
Werte nicht brauchbar, obgleich'aeymptotiach Oberflichen~ und Kyiime
muangs term rélutiv zu ihm klein werden- Nur, wenn ‘man keinen der

drei Terme vernachlissigt, werden die asymptotischen Ausdriicke fiw

kleine Werte der unabhﬁngigen Variablen als pumeriache Nihoxrung brauche

bar.

3) Diese numerischen Niherungen sind aogdr fir die kleinsten ¥erto

der unabhingigen Variablen verwendbar. | '

4)_Eine kloine, anscheinend systematische Abweichung ist nur in der

Abb. (14) zu erkennen. Bs ist K(N,0)> ®(N,0). Wir fragen nun, ob
diese systomatische Abwelchung durch eine Anderung des Koeffizicnten

des Oberflichenterms von ®R(N,0) fiir alle N behoben oder vermindert

worden kann, d.h, ob der Restterm von gleicher oder\geringerer

Potenz von N ist als der Oberfldohenterme



\n\.ﬁ*-hmm& “ﬂ.
m.*\\ - W@' Q

On

(O AN = (OA%)N



\u\ ﬁll \\«. m\‘wﬁ\'\w

Sos

CAAD) S E L0 iasnit NN

,\\\

/3)3

>

N
N
i

\ -
. s 44 o7 <
= - (O “7A)x .&«MT (O A" 1IH A w&.&n 33

S0 ¢ e [ ]
] ¢e0 0300 ¢



£wvor =) kw01 = L2 Hinyo)

° Rbb. 14
S———

(7 :

Soso
4ove
Soeo

&Ny, 0)

Iy

o

Moo

60



YsMo) 4

Oberiiechenterm
T T A
P 0 SoN



o G4 =

' . : —

YVQE! Dor Oberfliichenterm der Gemamtenorgie

Wir suchen jetzt eine Antwort aut die'Fragp, obidie asymp~
totischen Ausdriicke in zweiter Niherung den mittleren Verlauf der
exakten Zuordnungen richtig wiedergeben, Dazu priifen wir mittels ‘
. einar'Anegleiohaiaohnung (analog zu Kap.IIIo)), ob die aaymptotisoh-.

on Augdriicke durch eine Abi#nderung ihres Oberfliichen- und Krilmmungs-
termkoeffizienten zur nkherungsweisen Beschreibung des mittleren
-Verlaufes der exalkten Zuordnungen besser geeignet gemacht werden
ktnnen,

Als Ausgleichsverfahren haben wir das in (Kap.IIe2) angegebena
der Pgewichteten Ausgleichung reprisentativer Werte" verwendet. ’
Es atimmt in 4.ter Niherung mit einer exakten Ausgleichung aller
Werte der exakten Zuordnungen Uberein, Die Anwendung des fiir den
Fall des Wiirfels benitzten Niherungsverfahrons ("ungawichteta Auge

-gleichung repriisentativer Werte") arschien uns hier nicht zweckuiiasig,

-weil das Eigenwertspoktrum der Kugel im Gegensatz zunm Wﬁrfelapektrum
asusserordentlich regelnissige ("rhythmiache") Schalenstruktureffekte
zelgt: einzelne Eigenwerte sind sehr hoch entartet; sie liegen
systematisch neben solchen von extrem nledrigem Entartungegrad; beide
mit dem Gevicht eins gezdhlt erpgeben einen systematisch anderen Ver-
lauf des errechneten mittleren Verlaufes.,

Das Ausgleichsintervall wurde so gross wie niglich gewihlt, um
Xleine Fehlerschranken zu erhalten. Die uns zur Verfiigung stchenden
77 niedrigsten Eigenniveaus gestatten eine Derechaung bis zu
N=1065. Als Ausgleichsintervall haben wir also in der Bezeichnung
von Kap.IIXe)s -

' Tabelle 3 ,
g 1IEN L w™)] AN 1 As
0-676 25,95 39,55 1065 4,836

Dabei ist & ’(%}')ﬂ".‘g.,'

In diemers Ausgleichsintervall haben wir nun den mittleren
Verlauf von K(y) und K(N) bestimmt. Die Hechnungen wurden elektro-
nisch ausgefiihrt. Das Algol-6o-Programm und die von der Rechen~
maschine ansgedrucktén Ergebnisse sind in Anhang 2 angegehben,

1

[

-
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- Beselchnet man mit 3¢, , wie in Rap.IIIc den Faktor; mit dem
der Oberflichenterm von & zu multiplizieren ist, um die Ans~“
gleichefunktion X = erhalten, ao haben wir als Ergebnis:

. - .°°,t 32%) &
A I (1 + (ea%) t¢ q)

L ‘ ‘
Y, v = { 1+ (%) & (0‘0}2*’/‘,).4:‘9\' |
Paher veicht auch (nach (24)) 1‘?14N) héchetens um 27% von eins ab,
¢ .

Nach dem in Kap. III (an den fir verschiedene Ausgleichsinter-
valle erhaltenen Ergebnissen) durcﬁgafﬂhrten.Vergleich erscheint es
moglich und wahrsoheinlich, dass die systematischen Abwelchungen der
Koeffizienten y von eins un 8 bzw, 1% von einer mit wachsonden
N bzw, y relativ zum Oberfldchauterm abnehmenden Beimischung (Roste
term) herrithren.

Damit betrachten wir die in Kap.II formulierte Hypothese II
auch fiir den Spezialfall, daB das ideale Fermigas sich in oinem
Irugelfdrmigen Hohlraum befindet, innerhalb der fiir den betrachteten
Variablenbereich erzielbaren Zuverliassigkeit als bestitigt. Der
mittlere Verlauf von Teilchenzahl N und Energie H des Systems kann
fiir nicht zu grosse Fermigrenzenergien in zweiter Niherung durch die
asymptotiachan Ausdriicke ¥{ bzw. s—banohriobon werden., Auch fiir
kleine Toilchenzuhlen, welche denen der bokannten Atomkerne ente °
asprechon, sind die as. Ausdricke zur numerischen Niherung der Werve
der ex. Zuordnungen gut verwendbar. ' | '

Dass die urapriinglich filr ein wﬁrfalfﬁrmigaﬂ'Innengebiét angem'
gebenen as. Ausdriicke die Verhidltnisse auch, wenn ein kugelibrmiges
Potential vorliegt, mit vorgleichbarer Genauigkeit wiedergebeng
legt die Vermutung naho, dass die as. Ausdricke pgestaltunabhingip sindo
(8. anch Hypothese I).. Eo sel jetat noch Lkurz die Hyp.II am Zylinder
gepriift.

i A e G s i e

Sl B
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EAPITEL V

In diesem Eapitel priifen wir die Hypothese II fiir Testktre
per von der Gestalt eines Zylinders. Bei den dazu notwendigen
numerischen Rechnungen, die simtlich von Hand ausgefithrt wurden,
beschrinkten wir uns auf solche Zylinder, fiir die das Verhilinis
8 von Léinge p zu Radius R gleich 1/2w ist, aloo Bs=1/2T .

Es sollen ausserdem nur "offene" Zylinder betrachtet werdeh, d-h.

dem idealen Fermigas soll nur die Mantelfliche als Obafflﬁche - ; i
im Sinne der Erlduterungen in derBinleitung dieser Arbeit - %
erscheinen. Die Wellenfunktionen ? der einzelnen Formionen sollen 3
also den Sandbedingungen \ : j%

. . ‘ A
1 p(KF) =0 falls X, + X2 -; R

.

und

e A

genﬁgen(

a.) Wellenfunktionen und Eigenverte . : B

Fir die Wellenfunktionen ¥ erhdlt man nach Separierung der

Schrddinaergleiohuna im Zylinderkoordinaten durch Normierung und
Anpausung an die zweite Randbedingung .

tm\f t: Zﬂ:

) \fmve(Y'(ﬁ‘X?\ F#P J (r{““‘ Puane 'f"'}):‘

PECITINRRRFAA I PEE NAPAEF S 1

nmit m und ¢t ganzzahlig, mo; ras-xf * :‘und tg(@ ® %% I ist
die Zylinderfunktion m~tor Ordnung, (n IV(&)) Uz auch die erste

Randbedingung zuw erfiilllen, muse

2

(2) \{Jw%('ﬁ § XQ

sein, Damit erhalten wir aus (1) wenn wix noch die vete Nullstelle ‘
von menttyuv bazeiphnon, Jm(jﬁv»’ob fiir diq Eigeanrte h die » A
Bestimmungsegleichung
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‘“) | %WW = k““\'é ' : (n' %’wv + lw {3 t) " ,

Dex Entartungugra& der Eigenwerte h iet aus (1) eraichtlich° i

" ex kann nur gleich &92 oder 1 sein, sofern keine zufdlligen Bntaru

- tungen auftroten. (Zufallige Entartungon sind baim Zyllnderapektrum
fusserst selten aber bei passender Wahl von {ian nindestens einer :
Stelle dos Spektrums méglich).

I R T LN R (/P ; '-ﬁ) :

;‘4«“‘3 S
E NI

HARRIRTLE

BV Y o s e ;} PRGN

Filr die numexischen Rechnun:en benotigen wir unterhalb irgand-,;.'”
einer fest vorgegebenen Grenzenergae alle Bigenwerto des Spolktrums’
mit ihren Entartungsgraden, Nach (3) und (4) ist dazu i, w. nur die
Kenntnis von Nullstellen der ganzzahligen Zylinderfunktionen note
Wendignhbzoae konnten aber den R.M.S,T. entnommen werden., Die An~.
ordnung der Eigenverte nach ihvem Betrage hiingt nach (3) voa der = . ]
Wohl des Gestaltparameters 0 ab. Wir haben speziell g=1 /oy gewahlt  'ﬁ?
und erhalten dann ’ _ ;1§

() Euve = Aoy t‘)

mit
s (i) = (0 g
Eg wurden alle Eigenwerte £..,q ¢ £qvey it N é%ﬂ“ )m253 Verachnet
und der Grosse nach sortiert. Das zugehorige Eipenwertspektrnm ist fur
die niedrigsten £ in Abb.(16) dargestellt,

Die. nun folgenden Abschnitte b) und c¢). sind vollkomen ana-
log den entsprachenden fiir den Wilrfel bzv. Liir die Eugel (Eap. 11X
bz, IV) '

b.) Teilchenzahl und Energie

Zu jedem N&253 haben wir nun dié zugehirigen Werte voh ¥ und
K gemdss ihren Definitiouen durch einfaches Abzihlen bzw. Arfsumnieren )
der der Grisao nach geordneten Eigenwerte berechnet. (Bei ontarteten —
Eigenwerten ist die Reihenfolge willkiirlich featgesetzt), Die damit b
bekannten Zuordmmgen N(y), E(y) ,K(N) und L(X) haben vir fiir den o
Bereich N49o in den Abbn, (17)-(20) dargestellt. In diese Abbn, .

/2
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ist ausserdem der Verlauf der entaprechenden asymptotischen Ana-
drucke und ihrer einzelnen Summanden eingetragen

_ Diesen vier Abbn. entnehmen wir nnmittelbar durch Anschauﬁngs
1) Der ellgemeine Verlauf der exakten Zuordaungen wird fiir kleine
Teilchenzahlen (mindestena fir alle HZ90) nunerisch ganz gut durch
die vollstindigen as. Ausdriicke, bestchend aus Volum-, Oberflichen-
und Krﬁmmungnterm, angenhhort, d h. die relativen Ahveichnngen sind
numerisch klein. Y
2) der Volumterm allein ist bei so kleinen Teilehenzahlen als nume=
rische Niherung der exakten Zuordoungen nicht brauchbar.
3) Kleino systematische Abweichungen zwischen & und K bow. L.
und | zeigen die Abbn. (19) und (20). Die as. Ausdriicke ergeben fast
stets etwas zu kleine Werte.

¢. ) Der Oherfliichenterm

Wir suchen jetzt auch fiir die in diesem Kapitel betrachiteten
zylinderfroigen Testkérper die Vermutung zu bestitigen, dass die
asymptotischen Ausdriicke den mittlerem Verlauf der exakten Zuord-
nungen in zweiter Niherung richtig wiedergebenn Nach Kap.IId) genilgt es
die Vermutung nur fiir zwei der vier exakten Zuordnunuen zu priifen.

- Wir baben uns fiir N(y) und K(y) entnchiedeno.

Zunichst haben wir den mittleren Verlauf von N(y) und K(y)
dureh\das in Kap.Ile) angegebene exakte Gauss®sche Ausgleichsverfahren
bestimmt, Als Ausgleichsfunktion haben wir Y1 (y) und @&(y) ver~ .
wendet, deren Cberfliichen~ und Krimmungsterm jedoch nech mit Teef-
fizienten ¥ multipliziert waren. Diese Koeffizienten % sind aua
‘dem Ausgleichsverfahren zu bestimmen. Lrgeben sie sich als nicht
vesentlich verschieden von eins, so betrachten wir die obige Ver-
mnfung als bestdtigt- Sﬁmtliche'ﬂechnndgen wvurden manuell ausgefiithrt.
Das Ausgleichsverfahren entapraéh dem Bereich 0£Né255o

Als Drgebnis haben wir erhnlten°

o 5 Nty) = 1+ {5"[0) iu/") ‘tii\ J

|
)
e

K

6, ki) 1 wm t(83°1)
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\

Die Resttorme R bzw. R kinnen also im Mittol im Intervall
064253 als 5% bzw. 6,6% des entsprechenden Oberflichenterms
dargestellt werden, Dér mittlere Verlauf der Restterme im Intervall
zeigte jedoch relativ zum Oberflichenterm deutlich eine abnehmende
"Tendenz. Daher erscheint es méglich und wabrscheinlich, dass die .
,‘aignifikanten, wenn auch geria@&nﬁhweiéhungen des mittleren Vgro
laufes der exalten Zuordmungen von den entsprechenden Ausdriickon
asymptotisch relativ zum Oberfliichenterm verschﬁindeny ‘

Damit betrachten wir die in Kap. II formulierte Hypothese II
auch fﬁﬁ den S8pezialfall, daB sich gin idoales ?ermigas in einém
"offenen” Zylinder des Verhiltnisses Lﬁnge_zﬁ Radius wie 1:2T7
befindet, innerhalb der bei dem‘geringan Rechenaufwand erziele
baren Genauighkeit als bestdtigi, N |
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Wir haben Aussagen iiber das Eigenwertspektrum der freiemn Schwin-
gungsgleichung fﬁr einen Hoylrapm B .geaucht,‘welche unabhingig wvon
der Gestalt des Ilohlraumes nur von Gestaltparametern abhingen, die als
Integrale iiber . & bzw. iiber dessen Oberfliche ¥ Eigenschaften von
‘ganz O darstellen, ohne die lokale Struktur der Oberfléche ¥ zu ent-,
halten. '

An'dreiffestkﬁrpern sehr verschiedener Gestalt (die Gestaltparas
meter waren ebenfalls verschieden), nimlich Wiirfel, Kugel und Z&Iinder,
haben wir die Hypothese bestidtigt, dal der mittlere Verlauf de; Grofen
yAnzahl N und Summe ‘E aller Eigenwerte unterhalb einer willkiirlich
vorgégeyenen Schranke EF“ in Aphﬁngigkéii von der Wahl dieaer Schran—'
ke i.w. gestaltunabhingig ist.

’

Fiir dep Quader laésen sich im Falle asymptotiséh grofer SF exp1i~
zite Ausdriicke fiir N und E angeben, die fiir alle drei Testkirper
nicht nur den mittleren Verlauf von 'N und E bei kleinen (endlichen)
& in zweiter Niherung (in Potenzen von q{“‘ ) richtig wiedergébeh,
sondern auch als numerische Naherung des mittleren Verlaufs vemn N

bzw, E brauchbar waren (relative Kleinheit des Restgliedes). Die mathe-
matische Vermutung, daB sich fir s, groBe'?_ eben diesglexpliziten Aug-
driicke fir N bzw. E ' als gestaltunabhiéngig erweisen, soll in einer

weiteren Arbeit behandelt werden.

Das Ergebnis dieser Arbeit ist liberall dort anwendbar, wo Figen—
schaften des Spektrums der freiemn Schﬂingungsgleichung mit Randbe-
dingungen benétigt werden, die sich aus N bzw, E ableiten lassen;
also vor allem in der Akustik (Zéhl der Obertdne eines Hohlraumes unter—
halb epiner vorgegebemen Frequenz), in der Theorie der Ilohlleiter usw,

In dieser Arbeit haben wir die Anwendung'huf ein einfaches .\tomkern- .
modell betrachtet, das Fermigas-H&dell.'Es beschreibt den Kern als

freies ideales in einem ilohlraum von Kerngestalt befindiiches Fermi-

gas. Dann bedeutet N die Teilchenzahl und E die Gesamtehergie des
Systems. & dist die Fermigrenzenergie und es ist ( Q?&//6“4.) die
Sdttigungsdichte im Iunern des Systems. Der Koeffizient des zweiten
Termes des expliziten ( as, ) Ausdrucks fiir E kann dann als Oberfli-

chenspannung gedeutet werden.

Die spez1f13che Modell-Oberflachenspannung lnBt s1ch in Abhang1g~

/
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kkeitrvon den'Gestaltparametpfn'und der Sﬁttigungsdichfe des AtbmkernéS'w
- schreiben. Nach Einsetzen ﬂar.empiriachén_Werte erhalten wir numerisch i
einen Wert, der nur um- 20% vom empirisch aus der v°Weizsﬁekérforme1 E
bekannten Werid fﬁr die spaz. Oberflﬁchenspannungﬂabwich; obgleich
das Modell nur eine Huforst éinfgche Néherung der Kermstruktur sein '
kenn. Daher gelangten wir zu der Uberzeugung, daB,der‘Oberflﬁchenanteil
der Bindupgaenergie Wegentlich:gin.kinetischer Effekt ist.

. . ' . o
W i . .



}Ierrn'PronSaof Dr. G. Sﬁﬁmann sage ich fiir die Anregung |
"‘zu dleser Arbeit und fir zahlrelche, wvertvolle D1sku381onen meinen
herzlxchen Dank. ‘ D S o/

, : ,

Herrn Dipl-Phys. H. Schmidt danke ich sehr fir kritische und
fordernde Bemerkungen. ‘ o
Herr Dr. A. Lindner hat mich in die Benutzung elektkonischgr liech- ,
ner eingewiesen. Das Imstitut filr Angevandte Mathematik der Univer-
gitét Mainz ermoglxch»o die Ausfihrung der numerischen Rechnungen.
Herr Peter Zghm hat die photokopierféhigen Reinzeichnungeﬂ.dervabn,

angefertigt. Ihnen allen danke ich fir ihre Unterstiitzung.

,%qu Au(‘

Frankfurt (Maln), im Fruhgahr 1963

Instltut fiir Theoretische Physik der thann Wolfgang Goethe~Un1vers1tat
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. : YA
Mittlere Niveau~ und Termdichte sovie Entartungsgrade fir das Wirfel-

spektrum ' , ' o R

- - s

. .
\ ' . o ‘

‘a) Asymptotische Niveaudichte des Wﬁrfelqpektrums

Die Eigenverte des Wiirfelspektrums sind bis auf einen Faktor

,ganzzahiigx B, _ B, P e
(1) i L '\7’74 r,

{==

dabei sind die £, die- Summe dreier nichtverschwindender Quadrat-
zahlen. Mit §- bezeichnen wir dagegen im folgenden irgendeine sanze
Zahl der Zahiengexraden. Wir berechnen die Niieaudicbte aus eingr'Nﬁhe~
rungsformel fiir die Dichte])“ aller Zahlen Q’ auf der Zahlengeraden,

die gich picht als Summe dreier Quadratzahlen schreiben lassen.

In {(II) hatten wir gcezeigt, daf bei der Ersetzung vén N baw., H
durch N, baw. I, fiir eine gewichtete Mittelung nur dann keine ober—
flichenproportionalen Terme verloren gehen, wenn fiir den Abstand Ag

. zweier benachbarter Eigenwerte von verschiedenen Betrag inm Mittel und
asymptotisch

2) AY: = o(V¢)

'gilt. Wir miissen untersuchen, ob diese Bedingung fiir den VWirfel iber-

J

haupt erfiillt ist.

Dazu genilict es zu zeigen, dafl die n#tﬁrlichen'Zéhien g, die
nicht Eigenwért sind, mit wachsendem ¢ nicht hdufiger werden (dichter
licgen): Die Zahl dn der ¢ prh d& y d.h. ihre Dichte auf'dér Zahlen-
geraden, darf mit wachsendem ¢ niché zunehmeﬁ. Dies kinnen wir nicht
in Strenge beweisen; wir werden aber folgenden Yeg gehen:

Zuexrst beweisen wir zahlentheoretisch von bestimmﬁen {", dal

' erhalten wir einfache Aus-

ftir vie F (¢ }=o sein muB. Fir diese ¢=¢
driicike. Die Zahl der durch ﬂieée'Ausd?ﬁcke niecnd erf&ﬁtenia€‘§ 350
iet.klein und nimamt in Abhéngigkeit von § so stark ab, dald fir
13@<’E*€ 350 .schon alle vorkommeﬁdens#s‘ durch #naerg Augdriicke er-
falt werden. Daher 14RBt sich aus diesen Ausdriicken durch Uzkechrung
eine Niherungsformel fiir die gesuchte ¢ ~Dichte D angeben. Bieae

Fnpen wir durch einen Mittelwertvergleich numerisch priifen, denn sie

v

A



gestattet uns, den m1tt1eren Dntartungsgrad (asymptotisch) groBer
.l:.:.genwerte anzugeben. . : . o

’ 4

‘1. Fiir wvelche Zahlen ist F({)'- o ? . RS S S

Im folgzenden seien a,b,c¢ natiirliche Zahlen-z‘ f’ A B,'C,n,l. geien

’ ganzzahlig und > o. Wir haben nun d1e folgenden Satze.

- Satz 1i Bes istg¢'$a+b+c® fiir alle (a,b,c), falls ¢=8n + 7.

Den Beweis dieses Satzes filihren wir indirekt durch Zurilickfiih-
rung der gegenteiligen llypothese auf einen ‘!1derspruch Se1 also die
Hypothese: .{2 = 8n + 7; dann gebe es (mindestens) ein Tripel (a,b,c),
so daB §= a*+b +4c*}. Es ist dann alsof ungerade, wir schreiben kurz '
£ = 1mod2. Ohne Einschriinkuvng der Ailgefneinheit folgt dann aus der
Hyi)of;hes;a, da® a = 1mod2, und dafl b und ¢ entweder beide ungerade

" oder beide gerade sind:

£ = 1nod2~ (a,b,c) = (1nod2, omod2, omod2)a (1moed2, 1imod2, lmed2).
Sei zunichst (a,b,c) = (1mod2, omod2, omod2). ‘iir. setzen a =1 24 + 1,

b = 2B, ¢ =: 2C mit B,C>o. Dann wird

o
B )

8n+7-g-}1Ai'+&A+?;Bz + &C* + 1,
ﬁnd daraug . ‘ } e
' moa2 = bn + 3 =f= (28 + 24 + 2B+ 2C*) = omod2,
also ein Widerspruch. ».
Nun ebenso fiir (a,b,c) = (1imod2, 1mod2, imodﬂ)_; a = 24+ 1,
b=t 2B+ 1, =5 2C+ 1, Dann ist
80+ 7 =8 4Ats KA + LB+ KB + 4C%+ '4cA'+ 3
und daraus | |
1mod2 = 2n + 1 = A(A+1) + B(B+1) + .C(C+1.) =~ omod2,
also ein Widerspruch. Damit ist Satz 1 bewiesen.
Satz 2: Es ist £ #la"-»b"'w c* fiir alle (;a.,b,c), falls ¢=&'o 4%
Voraussetzung ist, dall i?#a"‘ +b +c°‘.- fiir alle (a,b,c) }schon‘ bewiesen
sei.

Der Beweis des Satzes 2 ist analog zum Beweis des vorhergehen-

den. )
i
lypothese: Es sei ¢=¢- 4% = 324.1,2‘4. c2.

Wir n=o widerspricht die -llypothese der Voraussetzung. Sei nun né¢o,



A3

T
Ty

daun 1531.5 = omod2 und es folpt aus der Hypothede G
(a b,c) = (1mod.,,, imod?2, omod"‘)/\(omod . onodz, omod") : \ :

~ Im ersten Falle pubstituieren wir = =t 24 + 1, b = 2.13 + 1,~ ¢ wt | C,

C> o. L _
= i° 4“ - 4A(A41) + un(n+1) & hets 2;

g2 BB -1 o omod2 = 2A(A+1) + 2B(B+1) + 2¢°+ 1 = 1modZ

Ay

| —p Wide::-eap:ft__lte:.bn

Sei nun (a,b,¢) = (omoa2, omod?2, omod‘.). a = 2A, b= UB, ¢ =1 2
'VABG)O,sowird ‘
' i w1 o g ac?.

Mit den Drsetzungen n =: g - 1, a = "A,, b =¢85, ¢ m.:C erhiilt man

’

gerade wieder dic Jypothese des Beweises. Die Relursior endet, wenn-
n = o oder aber {(a,b,c) = (1modu, imod2, omod2) geworden ist. Damit

igt auch Satz 2 bewiesen. ‘

Durch Satz 1 sind allegls\z a® +b +¢  fiir jedes (a,b",c) der Spalte
£ = 4m + 3 mathematisch verifiziexrt, ebenso durch Satz 2 alle Leer-
stellen in der Spalte § = 4m . In den Spalten’ = hn + 1 und g= im + 2

finden wir noch einige g & (a*+b* +c*) fir alle (a,b,c). Von diesen wis=

sen wir nach (III a}, dal F(i_ Jho ist. Da wir aber die Lisungen mit
aabac = o ausschliefen, ist fiir sie F(g ) = o. Wir geben .diese ¢ an

durch aizwn

Pefund; s isté:#(aﬁ-bb”'-ec’")l tiir alle (a, b, ¢), falls §= 5, 1o, 13,
25, 37, 58, 85, 13%0. Sein Naclhiveis erfolgte dwreh systematisches
Durchprobieren aller Tripel (a,b,¢) mit einem elektronischen Npchner.
Damit gind auch a11e<na def Spalteng = lim + 1 und ‘€= 4 + 2 der m“wm
i¥ 1 angegeben. Alle f < 350 sind nun bekannt und wir schreiben als
Irgebnis: ‘ .‘ ‘

Bs ist<€ % a* 44 +o* fiir alle (a,'b,c) und'fiix:‘g < 350 genau dann,
wvenn ’

| {'“ (8n + 7) o 41 oder vennz= ry » 41

ist mit

r; =1,2,5,10,13,25,37,58,85,130; und n, 1 = 0,1,2,%,.....;

g. Niherungsformel fiir die chnte D

o S A o1 50 s et S 90 3 5 e e 978 e St B

Sei zundchgt £» 8n + 7, so isnt dz /dnv = 8 der Absband Zweiew

benachbarter solchers und D = _dn/dé,‘ die zugehidrige Dichte dicsery ,

sy

~



Ak

- d.h, die Anzahl dieser ¥ pro § —Interva11. Also ist -
..’-“n - ! i 1 ‘ o TiE0S

f = » gi s sy weg o - - . cm ..vd -
e R N A A (T7dg ) =

1. 1, fir alle I, und
g8  ut

fir ¢ = ri - 4% 0 s In( £/r;)/ink; Dye (dsfagy ==7‘1/(i,'1?1’*)~'

Die Summe aller dieser Dg und Drj ergibt die Dichte D aller

A

vorhandehen zfaa?+b1+c als Funktion vong IR

ReX

(3) D mi_(g‘,,;i,__) +’{ggj~f Z R Y (z;;m':%i} .

i

F;::; 4 haben wir iu Abb. (R) gegen VT und gegen (lng ) aufgetragen.

Wir entnehmen dﬂrauq dice domit bewrundete Vernutung

iy .
ﬁ 2:_.. e (vg’n"}_} i' ; = o <\/:'f = 0{ f. ?( ﬁ’ 35‘0} )'.20

‘ L’f

Damit,erhaltes wir im Grenzfall crofler ¢ aus (3)

(4) o -}'Pn_)(e) =, / . , 

p{z) war die Dichte aller §4a? +Jl+c* fiir . Jedes Trlpel (a,b,c).

Definieren wir analog d(%¥) als die chhte aller § = a°+b +¢* fiir

- mindestens ein Tripel (a,b,e¢), so ist natiirlich

(5} . {d + D=1

Physikalisch ist d{f) aber gerade die Niveaudielte der {éntarteten)

Bizenwerte des wiirfelfdrmigen Topfpotentials. ‘Aus (3) erhalten wir

<

fiir den mittleren Niveauabstand 4 £ :

1-1 S

(6)  As =gk pheg(ie “" z(znu 21\?‘)“5*5 *of’\f")

Er ist fﬁf:nrdﬂef abnehmend bis zur Konstanten 6/5, d.h. die Niveau-

abstinde des Uiirfelspektrums sxnd asymptot1sch aquldlstant Damit

ist die Voraussetzung (°) erfullt‘

b) Termdichte und Entarﬁunﬁsgrade desg Viirfelspektrums

Wir betrachten in diesem Abschnitt !
a).die Termdichte, d.h. also den mittleren Verlauf von F{{)
‘ g T

als Funktion von % , A
'b) den mittleren Lntartun«s"rad der Llwenverte in Abhidngig~

keit wvon € .

0

i

g



AS
, Pir beide Funktionen werden wir zunidchst asymptotische Fomeln |
fir grofie ¥ angeben, und diese Ausé‘\rucke dann (an Hfand von Tabelle 1)-

/
fiir kleine ¥ (¢350) priifen.

1. Der mittlere Verlauf der Termdichte T(s) = F(7)

T(g) ist gegeben durch die mittlere Andexrung von N pro de<.

(7) Te) = Fep =400 .

Die M:.ttelung von F(ﬁ') ist auch ilber alle t=$ gzu erstrecken.

M

Asymptotisch fiiv grofle = . behaupten wir (als Folge der Behaup-

tuéne; (Ls.9)) I -
(8) Tey = '_N“ “J'%DL "F‘P el =

und mit a =%. , V ==‘l3 , S = 6% , L=6w*

- ’ o i 3 . 4- '
9 . T = gt“glm. S

Dlese Hypothese lhaben wir fiir £ € 350 durch folgende Mittelwertbil~

dungen gepriift: der fiir £ in fabelle 1 ‘berechnete Dereich 0= £ <350

wurde in Intervalle der Liinge"gd eingeteilt, fiir die

(10) . ]3¢§>>’1 oy lH,_l/g KL |
gelten sollte. Das ist erfiillt fiir Intervalled;=(f,%. ] mitg=i? fir -
i=1,2,3,.00...; a.he (0, , (1,4 , (4,97 , (9, gﬁﬂ,......ocbz&nn ist
H;]:“’- s‘ 2i + 1. Rir jedes dieser Intervalle suchen wir den Mxttel-
wert von P(£€) in Abhidngigkeit von € . Dementsprcc{aend haben wir

‘die Werte '

(12) Ffﬂ 2&*_1 i F'(i | ,«‘1%3‘

=il
berechnet und in Abhanglgkelt von
T4
12 : "\j R S RV -
(12) 7“'*1 = a4 a

aufgetragen (Abb.A), zusammen mit 437 /dg . Die Ubereinstimmung des
mittleren Verlaufs der Mittelwerte F mit dJer i{urve&wgg ist ausge-
zeichnet., Legt man durch die Mittelwerte F eine Ausgleichsger'ade,

so stimmen die '/erte fiir die Steigung ﬁnd den Ordznateniibscanztt der- .
qelben sehr gut mit den ersten beiden Koefhz:.enten von“{-?'d/i%': iiberein..
Do nun bei der Intepgration von‘w!di zumdle Intefrratlonskonstarxte je~-
‘denfalls nicht in den Oberflichentern {~ £ ). nicht einmal in den

friivmungstern (~ NI ) eingeht, haben wir damit bereits gezeigt, dal




-

" und damit

(1) M@ = T

der asyuptotische Ausdruck T’ fiir N (%) sehr genau den mittleren.

Verlauf von N fiir kleine Werte von £ wiedergibt. ")
R A

2. Der mittlere Lntartungsgrad M(€) eines Eigenwertes

Es sei M(¢) definiert durch Mittelwerthildung von F(¢) iiber alle -
£ eines Intervalles fiir die F(x) # o ist. Das Intervall sei von der

Art (1o). Wir haben M fiir die gleichen Intervalle wie fiir T(()'be-

rechnet .und in Abb.' ( A ) in Abhingigkeit von \&' aufgetragen. Es ist
<yt ' .

(13) | CM(E) = S Tl

T (1-Dta- (zni‘a Prr

= T {5} - ITi{\- .

Setzen wir in (14) die fir D({) bzw T(¢) hergeleiteten (bzw. be—
haupteten und numerisch bestiitigten) Ausdriicke (3) bzw. (9) ein, so
erhalten wir fiir geniizend grolle s

(15) M = f"“" A B BT ‘?mﬁ@ ﬁgi}

{ é“(é‘.‘, r-u }

~Diesger asymptotxsc.xe Ausdruck 1st ebenfalls in Abb. {A) mit den aus

(13) berechneten Mittelwerien verglichen worden. Die asymptotlsche

Formel kann nach Abb. (A) als gute Niherung des mittleren Verlaufs

der Mittelwerte (13) gelten, obglmch wir stren«genoxmen zumn Verglelch ‘

mit (13) aus (15) erst Intervallmittelwerte N(é} bilden wiilten. Der
Fehiler bleibt aber wegen (1o) klein.

In diesem Anhang iiber die zahlentheoretische Funktion Pg)
haben wir folgende Resultate iiber das Spektrum der Eigeuwerte hn
der freien Schrddingergleichung fiir ein dreidimensionales Topfpoten-

tiayl von der Form cines Viirfels der Kantenlinge a.g'ewonn.en:
1). die mittlere Termdichte ist gegeben durch .

' TR} = w- “%*2%?‘4@'

1 - e 2004
m\t ..—-é—.tg\ )

2). die mittlere Niveaudichte ist in guter N’éherung auch fiir kleine b,

gegeben durch . fe € _
d(h) = L_. 9:.‘.{._ - 45'(‘6;{' Z 4)} mak za‘&g..ﬁ.&

und r; = 1,2,5,10,13,25,37,58,85,130, 0350)..._..., ‘ .

Lo e T

o i g i, A
M e e B R G S

N
¢
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\3)3 fﬁr den mittleren Entartnngsgrad' der Ei{genwertev haben v'ir. den
Ausdruck con BRI ' ' '._» -
LA (VAR PR Y. SN VR 97'4_..:'5%}
* L ! M B e v e ————n ¥ - + ® + SE * An )
| N(U 2 ot {m* f o wl?( w o ¥ ‘
erinlten(€ 13$ ’), o

*
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ANHANG 2

Algol<60-~Programme undergebnisse dexr elektronigchenumerisehon
Rechnungen., |

In diesem Anhang geben wiyr fiir alle in dieser Arbeit elektroiisch-
numerisch ausgefithrten Hechnungen die Algol=60=Programmé und die vn-
mittelbar von der Rechenmaschine ausgedruckten Zahlenprotokolle 2n
(Teilweise direkt als Photokopie des Originals). '

Die in den Programmen verwendeten Bezeichnungen weichem win den~
Jenigen de; Kapitel II « V ab. Ein‘Lexikon der Bazeichnungen‘ s0ll .

zwischen ihnen vermxttelna ‘ ,

1) Tripelsortierverfahren (zu Kap. IIla)

Es soll die Zahl aller geordneten Tripel matiirlicher Z.hlen be-
rechnet werden; deren (uadratsumme { ‘ergibt, und zwar fixr rlle ‘
5«4{9535Q]c In Kap-IXIa,2) hatten wir zwei Verfahren zur Lisung dieser
Aufgabe genannt. Wir geben sie jetzt dureh ihr Algol-060-Programm an.

In dem jetzt iur Erléuterung der Programme angegeben:n Dezelch-
nungslexikon sind nur diejenigen Groflen aufgefﬁhrf,,fﬁr {ie auch in‘
Kap. III eine Bezeichnung eingefiihrt worden war, Alle ibrigen GriBen
sind in den Programsen selbst erliutert (deklariert).

Bezeichnungsloxikon

Benennung Kap. III E Programm I \Programm II
natiirliche Zahlen Dyifgoly XY o " v“ a,b.¢
Entartungsgrad FP(Z) I B o 1(a)
Eigenwerd 5 s ' : b
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Programm I - p

| begin integer X, ¥:.2,£,1,e dl de »8¥; t; ' Sy |

~°  array qu[13200 . : S |

comment Tripelsortierprogramm; -

m x;nl' step 1 antil 200 do , qufx]:= X w X}

zssl; ex-llz-O' sswd; _

‘ comment Derechnung des Lntartungsgradea £, der Inergie ¢ und der Teil-
' chenzahl 1 zum Ligenvert s;

‘Anfang 3 xtsyiel; 8iwsel; tiefiw0;

Differenz: wsws=qu[x]=qufy]; o

Schll ¢ Af quz] less w then begin zswzel; goto Schli ends

Fragel : ' -

s

£ qu[z] equal w then goto Tripel;

i |

Frage2 s y notless z then foto x erhoehen;.

yiuyel; wiws=qu[x|=quly|; z=3+l;
2 erniedrzgen ; amz=l; . . ‘
if qufz) potgreater w then gote Fragel; | 'I
. iAf y less = then goto 3z erniedngen' ‘, '
x erhoehens X3wX$l; Boex;

32 3 quix] greater s then goto Stop; yiex; got._gl).iffere‘nz;"

Tripel ¢ if y equal z then goto Frage J;
.~ if y egual x then goto Drei;
4 dl:=6; &m Summe;
Frage3 s il y notegual x then goto Drei, dli=l; ggjg Sunre;

Drei s dlsa3;
Summe = ¢ f:=f+dl; ¢:=1; goito Frage2;
¢ .if ¢ egunl O them goto Anfang;

Stop

if 1 greater 105

dessf x 8; e:wdese; liwlef; print(f,s,l.e);

theg goto Ende;

gomment Damit. sind Entartungsgrad £, Teilchenzahl X und Energie e
|  fiir  r=i v.zu.m liigenweft 8 berechnet 'wc.)rdenc‘ Es kann hi‘.er die
Bgrechhung weiterer 'Zuofdxiungen cingoschohen verden; '
goto Anfang;
Ende : end;

ok S Y
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: Progxam\n 1Y

egin integer a, b e,d,gyh,k,myn;0,u,Diff Ul timus;

array £[0:d]; s{1:m]; qufi: entior(sqri(o))];
read (u,o,m); read (Ultmus),

comment Tripelsortierprogram nach Lex:kommethode, u und o sind .
die jeweilige untere und obere Int@rm.llgrenze, m die vore
aussichtlich benotigte Speicherplatzzahl fiir dieses Inter- |
‘vall. Insgesamt wird £(h) von h gleich 0 bis Ultimus
bestimmt; v

Markel: dimo=u; kiwil; aswbimeiel; g:i=2; hia3;

Marke2: if u potgrester h thep begin |
if k notless m then begin osmentier{(oesu)/2);"
print{o); goto Markel end; |
s(k] s=h; kiokel; end;

. cimedel; ' himg © € we;
_i,}; o greater h ihen goto Marke2; .
‘esel;  bisbal; g:=axa + bxb; hisgsl;
if o grester h then' goto Marke2;

‘ bi=i; nimat+l; ‘gisaxa ¢ 1; - ‘h:sg 3 cwlc;
if o greater h then goto Marke2; .
niwk=1; print(a);
comment Alle mn Sknlarprodukto fiir h zwischen u und o s8ind
in s[1:n] gespeichert;
for a:=0 gtep 1 until (d-1) do 2 [a] :=0;
Zor k:=1 step 1 until n do begin aiws[k]|-u; f[a]:=f[d]e1; end:
comment die n Skalarprodukte h sind ihrer GréBe nach sortiert. £ a
der Entartungsgrad dee Eigenwertes (a#-u) ist fir &lle. h zwi-
schen m und o berechnet;
if w zgual Ultimus then goto Finis;
us=o; read(Diff); o:mo+Diff; goto Markel;

Finis: end;

o !
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2) Ergebnisse der el.-numerischen Reclhnungen fiir ein wiirfelférmiges
- Potential . (zu Kap.IIlx)) A

Im folgenden wxri der Inhalt und d1e Bezelchnungswelse des
Kapitels IIL, Teil ) vorausgesetzt.

+

Im Abschnitt a) werden fiir einige £ die numerischen Werte der
.Zuordnungen Ys ({%) \ Ya. (‘(g), Ys (N"}) und \/L(Nﬂ") angegeben. Der Ab-
schnitt b) enthilt dann das Ergebnis der Ausglichang dieser Zuord-
nungen, berechnet fiir 'fiinf verschiedene Intervalle. Die verwendete
Ausgleichsrechnung ist im Programm fiir die Kugel {s.3)) angegeben.
Als selbstidndiges Unterprogramm konnte s&;auch fir den Wﬁffel ver-

wendet werden.

a) Numerischer VWert der auszugleichenden Groflen fiir g%:?% 134znd 334,

Die Erlauterung des photokopierten Faschlnenprotokolls geben
wir als Druckplan am: Die Gleichungen, welche die im Programm be-
nutzten Symbole durch die in Kap.IIIc) gegebenen Bezeichnungen de~
finieren, ordmen wir auf gleicho Weise an wie die zuwehﬁrigen, im
Protokoll an"egebenen Werte. Dadurch 31nd sowohl d1e im Programm
benutzten Symbole wie das Protokell erliutert. Der Druckplan kann
natiirlich auch direkt der Anordnung der PRINT-Befehle des Programms
entnommen werden. | o ‘ g ' .

Q =% Ei= E(¢); Efi=E-@+wl(f)j E2::E-&; R4
=\ ; N2 = (6rN] S | o

NACAY = Y (VE)
Y023 := Y (VE); R
Y{rz1= Y, (N, |
Y41 = YN,

’ . 7_'3 . ) .
Dabei ist Kr(£) der Kriinmungsterm von £= %‘ k- (\//wz) ; B1 ist ein

hypothetischer "Torsionsterm" von {.

b) Brpgebnis der Ausgleichsrechnung

Der Ansatz fiir die Ausgleichsfunktionen lautet (mit V = 73 ).

3



99
9,94087437
-9,71015772,-1
-7.15162759,1

e s S

2.50155000,,4

2.88500976,,1

456951002, -1

1.31131530,,-1

131
1,14455231,1
-1,438719%0
-1,21891331,2
5.773767%,,-1
1,92665145,-1

331
1.8193053,1

 5.48699429

7.38940584,2
1,53741961,,-1
8. 38808024, -2

e S g e 2

5. 176050004
3. 35462308, 1

5.66422500,,5
5,48491645, 1

- g ———— R T 4T

-0.2117795,3  0.0219%6801,3
3.24306673,3  0.0255680,3

i L 1 e 5 kb

-0.093%209,3  0.0110589,3

4.69180825,2

1.25427518,3

3.47014296,2



6o
=1.20630082, -2
6.34336631
=0430927274,,-1
~1.53164496, -2
4.15731463
6

16

410

‘1057272508"1
7.27 601023
~1.5555%76, -1
’5067082292“3
8.21861076
6
. 66

585 .
<8.78959957,,-2
<7.46524017
-2.58896445,,-2
«7.49230205,,-4

4.49210174
6
73

0dy

' =2.95192661,-1

- «3,08512413,1
+6,43132291,,-3
2.61320883, -4
2,76380340,,1
6

81

1205

T =3,58388500,,-2

'1097490258

-5-7577 1586"‘3

«5.06224412, -4
3.9463737 2

81

4.95117638,,-1
1.77220903,1
1. 13635069,,-1
6.26722877,-3
9.09450072,,-2
1.88405559, 1

32

1.81971603,-1

1.11837351,1
2.199%4083,-2
1,41513214,,-3
4.10748502,,-2
1.88495559,,1
loo

2.22278461, -1
1.49051253,1
6.16479965,-3
1.44521598,,-3
1.17098623,-2
1.88495559,,1
132

4,02634442, -1
4,01976217,1
6.067729871.‘3
2.35284015,-3
5. 30968186,,-3
1.88495559,,1
232

—~

5. 10031199, -1
6.37026700,1
4,82712797,-3
2.41140457,,-3
5, 16643628, -3
1.88495559,1
332

5.61632050,,-1
-1,2669333, 1

9. 14279836

3.54721739,,-1
-1.%1400758

1.11029249
4,63440351,1
4,12929432
2.52054%60,,-1
-6.71625346,,-1

606860086, -1
5.31717938,,1
1.17720375
1.43537091,,-1

-8.87352687,,-2

3.73375776
3.88865882,2
5. 33787441, -1
0.88569569"'2
3.09496049,,-2

5.33135012, -1
2,44835503, 1
5,19386824,, -1
1,40017094,,-1

=5.99548162, -2

2, 10060623
7.51834865,1
1.25104215
6.89977789,,-2
1.22005057,-1

1. 34506885
8.26661603,1
4.60397113,,-1
2.96154675,,-2
1.22095057,,-1

2.00844102
1.34678209,.2
1.60495775,-1
3.76250765,,-2
1.22095057,,-1

5.42243172

5.41356716,2

2.42319950,,-1
9o 3%267 12“‘2
1.22095057,,-1

B

8.56712979
1.0700370,3

2,43204579, -1
1.21533456, -1
1. 22095057“* 1

2,08549709
7.46476741,1
1,50917377
8,32343162, -2
2.546479%48

3.05959868
1.88030906,,2
1.16361778
7.48507825, -2
2.546479%8

3.07750563
2.06365506,,2
2.68475701,,-1
6. 29 MS?"Z
2.54647908

3.90320105
3.89682012,2
1.84654372,-1
7.16021031,-2
2,54647908

m———

 3.90466575

4.87691015,2
1.16130664,,-1
5.80133809, -2
2.54647908
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Y, (vE) '=a‘.i-f? bb, =-ds T+ udl AV

Y (OB =a N© + b, = de0E PR

\?;fN"’) =ogy ‘(‘W‘N)‘h tb, =ds -{GF‘N)1‘3 + op

VN =y (on™N)™ + by = dt (o) +J~%
wit F=a (%&3 . e/«.r‘) .

-

S o

Die im Programm verwendeten Bezeichnungen kdnnen unmittelbar
den PRINT-\nweisungen des Programms 3) entnommen werden, wenn man
beachtet, dall die Lrgebnisse der Ausgleichsrechnung fiir jedes der

fiinf Ausgleichsintervalle in folgender Weise angeorduet sind:

AN
d—s‘g . Pa, b Fbiz , Pse
Qe Pacc b Poe Pue
Qs | PQ,., by Pic, Psw
X Paew by Poy ~ Puy
(%Vﬂs) by Mg | fﬁr'bsmi 275 ay | Atﬂ =Bsnj Bes
Aﬁi = As#,’ | AL,{ |

T = (2Zahl der Eigenniveaus im Iptervall); %}‘%a'%F =(obere Inter;

vallgranze).

3) Algol 60-Programm und Lrgebnisse der Berechnungen fiir ein kugel-

formiges !'otential

Wir gepen zuniichst das verwendete Programm, anschliefend die
unmittelbar von der Maschine ausgedruckten Ergebnisse an. Das Pro-
gramm ist am rechten lland nachtriglich mit Erliduterungen versehen

worden. Die Anorduung ez ausgedruckten Zahlen entspricht i.W. den



- Al13 -

in Abschunitt 2) angegebonen Druckplinen(zur Erlduterung der Bezeich-
nung 8.2)) €= Lugy). ‘

AN E

AN T | E E-g +kr¢) E-§
- R4 |
Vi e «
T, (%)
Qsg Po.,é bs,a . Pb“ ng
Y_ (%) '
QL{ P‘lu * l3'«1. ) Ph..g ?"t
W/S(Nﬂ})
Qp . P 3N by Py , ’P‘“
Yo (N | "
Qen P,y - b Puw ‘ Pun
. (3"«‘ V“‘) 'Ls? q“iétf{rbSN ) 47"2%"3 Au=Bey BS: !

AS! =ASN ; ALQ )



Oberflachenterm der Gesamtenersrie eines in einem kugglgﬁrmiggg

T . — — — - G G - —— - ————— . 0 - G - —_— G Gt D - — — —— - - D " - - - . o

Innengebiet befindlichen wechselwirkunrsfreien Fermionensystems,

”

5
—
Y
*BEGIN® °INTEGER® B,F,1,J,M,T; 5
YREAL® PIn,PI,K1,K2,K3,K4,K5,K6,K7, L,12,E3, V1,C1, C2, D1, E1, E2, R1,
¥Q,%av, VS, L1,E, M1,N2,A,B1,82, R3,B4,85,Q,N3; U g
YARRAY’H1[1:7],Y1, X1,AG, AA,AB,AC,AD, R, S(1:4], A1[1:5,1:4],X(1:78,1:4],0E,0L01:78]; ~ A
Pl:a3,141592654; P12:aPi=Pl; Ki:a1/{10~Pi2); K2:e1/(22<P1); K3:a1/(24=P12); Ké:a6mPi2; o ‘
READ(N); Vited<P1/3; N3:EXP(LN(36~P1)/3);  C1:aN3;  D1ted=EXP(LN(6~PI2)/3); l g
W3V:oEXP{LN{V1)}/3); C2:eCr=C1; VS:e1/(N3W=W3V); S )
Pl
'FOR® 1:e1 *STEP® 1’UNTIL’ 5 *NO’’FOR’J:=1’STEP 1"INTIL’4°00" A1(1,J):e0; - ‘ =
K52VS/K2; K6:a1/(W3V=K3);  K7:e1/(K2=VS); HA[1]:eK1=Vi; H1[2]:e-K2=C1/VS; H1(3]:eD1/K6; .o
H1[4):eK1VS;HAL5]2eCrK2VS; H106 ] 20(C2/128-D1/(12+P12) J=VS;H1(7] s = ( 13-P 1=C1=C2/ 1024-C1= D1/(8=P1) JqVS; ’
— M
Eze0; Liso; Jiel; N %
Mis READ(A,B); DL{J]se2<Bs1; DF[JJsahA; L:eleDL[J]; EseEeDECJI=DLLJ]; “.?
*IF*JPLESS’ M THEN®*BEGIN® Jzeded; *GOTO’MI’END’; PRINT(L,E); JiaFsel; —v o
M2:° IF*DELJJ°LESS UEL Jo1]° THEN "GOTO’M3;  Fzel; 1 &
M: B1:«DE[J]; B2:aDLLJ]; DE[J]:eDE[Js1]; OLLJJ:wOLLJe1]; DE[Je1]:eBy; DLLJe1]:eB2; o
*IF*JEQUAL® 1° THEN®*60TO’ MS; JiaJ-1; *IFDECJI’NOTLESS®  DE[Je1]°THEN®*GOTO’ M4; ) L
M5: J:eF; -
¥3: P IFPJPEQUAL’M-3"THEN**GOTO® RECH; J:eJe1;°GOTO’M2; N !
7~
PECH: Ezen; L:eo;’FOR®J:a1’STEP*1’UNTIL’N*DO’ *REGIN® ¢
Ez=E+DECJIDLEJI/2; LialoDLLJI/2; =
Q:eDECJ]Y T:aX; 3
¥Q:<EXP(LN(Q)/2); Exzeo; °FOR®!:e1’STEP’I’UNTIL’3°00" E1:eE1=~NQuH1[1];Ev:aE1=0Q=¥Q; pei {
M1teKd=L;N2:EXP(LM(N1) /3); E2:00; *FOR® I2ed’STEP 1 UNTIL®6° D0’ E2:eE2<K2¢H1[ 1]; E2:0 ERNY; g
P1teH1CT I=N2#7: E12af-E1; E2:eF-E2; K
Yi[1):K<EL A QNQ);  Y1[2]:aK6=E1/Q; Y1[3]:eKP=E2/M1; Y1[4]:eE2/(VS~K2N2); o {
X1[13:3X102)2600;  XAL3)zaK2(4Dz0R2; T 3
v , ¥
FOR® |:=17STEP’1°UNTIL’4°D0’ *BEGIN? L ¢
A1l1, 1]:eA2(1, (JeX3013=DLLJY;  AR02, 1]2=A2(2, 1DeY2013=DLLJ];  AR(3, 1D2eAR(3, 13e X201 3=Y20 1=0LLJD;
A1l4, 112204, 12 X301 X201 DLLJT; A[S, 1 D2 aAt[5, 3o Y20 12=Y1( 13=0LLJ];
’ *END’; %0
' 5
Ez=E+DE[JPDLLJI/2; - o
Lzale 0LlJ1/2; PEND'; U E
PRINT(L,T,E,E1,E2,P1); PRINT(WQ,K2); 5
o
FOR? 1:«1"STEPP1PUNTIL’4? DO *BESIN®  PRINT(Y1[1]); 9
AGLIJzel=A1(4, 11-A201, I3=A101,1]; AALID:e(L=AM03, 1]eA1(1, I3=A2(2, 1])/AGL 1]; S Sl
ABL13:a(A102, 1 3=A1L4, 13-A103, 1 3=A201, 1) /AGL 1]; 3 <
ACLID:eAlS, 1] = ABLI] = A1[2,17 « AACID =A103,1];  ACCIJse ACTID/(Le2); ACCI1:a SORT(ACCH); <.
S[1J:eA1(4, 13/AG01);  S[1J:e ACLII=SORT(S[11); .
RCi3:e L/AGLIJ; RC1J:eACLI2= SQRT(RC1]); \
: : [47]
. : — o
PRINT(AACH], RO1D, ABCID, SCHD, ACLID);  'END'; S RCE
' 00
B1:eAB[ 13=0=P1=k3V/4; B2:e AB[3]1/32; B2:e82/P);  B3ze 12«PI2<AA[4]; BA:e(2/128-D1/(12P12); o L8
B5e=D1=4/(W3W=2~P13: - PRINT(B1,B2,B3,B4,85, C1,01); £ 0
IE“OD; g %

TIIXY




'CUNMENT® ALCOR LAIRZ 2002 3

14065000000,
1,065000000,7
YeoRrafdo, 0
2 505508oR, 1
A d50247201,1
o052, -1
L. 05785063,3
«405300%) (£
5o 261044 THEA
0060062157
veoloi4, 1
044512018225, =1
% 3604016026, 2
1839075865

4,987571085,3
n

3054757007,
1556300605, =1
1.:!711895{»3,,1
3.458867017,,-3
U,06443080114, A

To 032828130, -2
1.550110836,1

LBT5TI070,5

0. 621483020,,1
6s 200655063, 2
0, 727123192, 1

0,023581616, 1
50343820221

- 3,158081266

2, 783138290, 2

IQOMMOI

2, 704840147, -2
0.510658335, -1

0.012458683”5

2.427031752,1
2,138340%4,3
8, 94756098, -1

4.104903001 ;



ANMERKUNGEN R

" Zur Einleitung und zu Eap, I. |
1) Die v, Weizsickerformel gibt im Tripfchenmodell die Bindﬁngs-
energie cines fiktiven Atomkernes an, dessen Nukleonen keine
Ladung haben und alle untereinander identisch Bihdo Um ihre '
Koeffizienten <« und f aus dem Verlauf der Bindungsenergien der
wirklichen Atomkerne bestimmen zu kinnen, muss im Modell zumindest
noch die Ladung der Protonen und die Asymmetrie (verschiedene
Proton- und Neutronen-Anzahlen) beriicksichtigt werden. Das ist von =~
Bethe durch Hinzufiigung eines Coulomb-g?aaruhga-) und Asymmetrie-
terms zu den von v, Weizsiécker vorgeschlagenen Termen geschehen;
Die Bethe - v. Weizsickergleichung enthilt drei freie Parameter,
die durch den Verlauf der empirischen Bindungsenergien zu bestim=-
men sind. Zieht man von dem erhaltenen Ausdruck (mit angepassten
Koeffizientan) die nicht in der v, Weizskickerformel enthaltenen
Terme ab, so erhilt man "empirische® Werte fiir die Koeffizienten

« und P von Gleichung (1), die mit den theoretisch in Kap. I
aus dem Fermigas=Modell berechneten Koeffizienten verglichen

werden kdnnen,

1a) Alle ellipsoid-, zylinder-, quaders, 2 ope 0 formigen Korper

bezeichnen wir als vom Typ eines Ellipsoides, Zylinders, Quaders, 2500,
2) Die dabei auftretenden Schwierigkeiten sind sehr #hnlich zu
denen, welche die Mathematiker (Jaak Peetre (1957), Pleijel, u.a.)
vorfanden, als sie die Typ-Unabhangigkéit vo§6§b-die im Falle
der freien Schriédingergleichung (=Schwingungsgleichung im eukli~
dischen Raum) bekannt ist, (H,Weyl,(1915)) - fiir die Schwingungs-
gleichung im Riemannschen Raum zu beweisen suchten, bzw, fiir allge-
meinere Klassen von Differentialgleichungen9 Da ein allgemeine |
ner Beweis nicht gelang, behalf man sich auch dort mit der nu-
merischen Methode, die, wenn schdh'keinen Beweis, so doch eine
begriindete Vermutung liefert, bzw:h&ie Gestaltunabhingigkeit ver-
neint, ’ -

3) Fiir alle Komplikationen (etwa 7:(00) sind -die auftretenden
Integrale nur numerisch lésbar. .
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Die Summe (5) bedeute: Summation iiber alle nyn,, iy =0l t2, .
mit der Nebenbedingung ﬂg~$ﬁ; . "A:=B" bedeute: "A wird

" der Wert der (bekannten) GriBe B zugewiesén".'

Swiatecki nahm diese "lokale Emergiedichtéd £ (x)= yyt sebr
ernst und diskutierte an ihrem Verlauf die verschiedenen Ef-
fekte. Ebenso kénnte man aber z.B. die wesentlxch n1chtnegati-
ve GroBe &(x)= (Yﬂ) betrachten, welche einen durchaus anderen
Verlauf hat. Z.B. ist fiir,sehr kleine x

r ist eine pos1t1ve Zahl Fiir groBe x (%7&1%) konvergieren
‘aber §£(x) und F(x) gegen &, . Die Wahl eirer "lokalen o
Energiedichtefunktion” ist also recht willkiirlich, Die Grdflen |

€y + &x sind aber natlirlich unabhiingig von der Wahl.

Da das ganze Halbebenenproblem praktisch elndlmens1ona1 ist K
betrachten wir eine Rohre vom Querschnitt 1em? und der Lan—

ge L/2. Ihre Gesamtenergie ist die spezifische Lmergie.

Die Bedingung (9) ist ﬁquivaieht der Forderung grofSer Teilchen-
zahlen N> 1; denn nach (12) mit (lo) ist ‘

N=g, L% (’1) (4—-31!. Zz_)

L
(19)-(21) gelten fiir endlxche, ev. asymptotlsch grofie N. Die

Herleitung (13) - (14) benutzt jedoch die Limesbildung N-0o.
(Ersetzung der Zustandssumme durch ein Integral ). Daher be-
. trachten wir (19) - (21) lediglich als Vermutung. Ihre ev.notwen-

dige Korrektur wird auf S. (17a) und ff. behandelt. N

Bis 1951 war zwar der Ansatz, der Swiatecki zu seiner Methode
fiihrte, bekannt, jedochbwaren nur fehlerhafte Ergebnisse er-
rechnet worden. (1951) berechnete dann Swiatecki 61 » spiter
Hill & Wheeler (1953) 6p - Mill & %heeler meinten, & berech-
net zu haben, Swiatecki melnte, daB Hill & Wheeler nur (6 ~ Qk)
berechnet hatten. (s.Swiatecki, 1951, S$.226) .

G. Lanzl (1962) schliefBt gerade diesen Effekt in seinem Ansatz
_ zur Berechnung der Oberflichenspannung aus. Er setzt alle Wel~
lenfunktionen (bis auf eine hier bedeutungslose Phase) iden-
tiéch gleich einer "universalen" Tunktion £(x), behilt aber

die Ligenverte des Kastens bei. Auch eine ausfihrliche sto-
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E rungéthedretiache Beriicksichtigung der Kernkrdfte fiir den potenti~
ellen Anteil der Gesamtenergle 1d/t den Verglelch mit dem Experl- 2

~ment nicht gunatiger ausi’allen. Bestes Ergebnis bei 5 Parameterm o
B;e‘ rcﬁ' =3:4 . (ohne den potentiellen Anteil bei Benutzung der

exp. bekannten Oberfldchendicke wiirde sein Ergebms wesentlich

besser ausfallen: etwa 66%. dea exp. Wertes)

f Es seien also die PotentialgriBen benutzt.

 Li= é(l/Rl + ,/R,,)dx mit R ,Ry, als Rauptkriimmungsradien. Fiir

beliebige Vzelflachexr ist LA 1dentlsch mit dem Begriff der
"totalen Kriimmung" M. Es ist (2M):= Z:Q. " » wobei a; die
Linge der i-ten Kante ist, von denen es insgesamt » gibt (beim
Quader 12(!)). X; sei der VWinkel, den die fings a; angrenzen~
den Fldchen miteinander bilden., Fir unseren Quader ist 2M=J °k..
(ay+ag+as)=L. Beweis aus der Définition von L: man ersetze 2
Jjede Kante durch den ()(,. [z'“- )-ten Teil eines Zylinders (Seg~
ment) vom Radius R, .und berechme L fiir Ry=0o, limB,—> o.
Ergebnis:2M. Uber den Begriff der Kantenkrummung (2M) siehe

W.Blaschke (1955).

siehe Kap. IIIa)

_Die iiblichen Definitionen: "Wendepunkt der Dichteverteilung",

"wenn die Dichte auf die Hdlfte von g“ gefallén ist", "Mitte .
des 90% ~ 10% Abfalls von gx) " pp.sind ebenfalls recht will~
kiirlich und fiir Vergleiche verschiedener Dichteverteilungen
vwenig geeignet. Im Gegensatz zu ihmen geht Swiizteckis Definition
nicht auf den Dichteverlauf im ¢inzelnen ein, sondern benutzt

nur eine. Eigensche_nrfo'g'der Dichteverteilung: das Integral iiber sgie

_L‘W'SU?) =3 §w~\7 .

Hill & Wheeler haben dagegen I(31), d.h. H(N,V,s,1) zum Ver-

gleich mit dem Experiment benutzt und eimen v5llig unbrauchba-
ren Wert fiir die Oberflichenspannung .erhalteno Die Atomkerne
haben eben nicht alle clelches Volumen sondern annihernd glei-
che Dichte. ‘ - o



SIV
zZu KaRQIIv
1) Wir betrachten W,h¢,N und V als physikalische GrofSien, nicht als
Funktionssymbole, bezeichnen also z.B. die Gesamtenergie. eines

Systems immer durch den gleichen Buchstaben, nnabhangxg von seinerj,;"

speziellen Darstellung in rgendvelchen Vbriablen.

zu KnR.III
‘1) Das Legendre — Jacobi - Symbol

Es sei wu ein Produkt der’ Pr1mzahlen p14p2 P35 ,,11, dann gilt
(s.Batemnn Man.Proj.17.5) ”

@ (&) - (B &R L

Ist p kein Teiler wvon k, so ist

| : 1 ein L RN &
(») . (EL) = ) Ialla k [ -} quadratischer Rest modulo p ist}’’
. P i _ Kein AT Ji

" "k ist quadratischer Rest . (mod P bedeute, daB die Gleichung
- x2= k(mod p) mlndestens eine ganzzshlige Losung hat.

Beispiel: -1 ist quadratischgr Rest (mod.65), denn es ist

Y

~1+465282, -1+45°6518%; also ist u.a. x=48, #18.

zu Kap.IV

1) D1e leferentialglelchung fiir die Zylxnderfunkt1onen 3 (x)lantet.

}l} + 5_ (1- }.’_) =D
: v 3\/ 5 ) ’ .
Zu ihr gehort die Wronski-Determlnante /MO('S ) —',%,x-— ::2’<?§ - Sﬂ;{d“} .

Durch die,Transformation \, x—é\,/vyw geht die Difi‘erentialglei-,‘
chung iiber in . S ' . '

p : 2_4
yd +g0ay, =0, gld= 4= %lv 1) .
Firy=€+% , d.h. fiir halbzahlige Zylindefi’unktionen folgt:

‘ée(x) + (4 - ) )%Q(K‘ =0 , m(;gaq-. g(fu)/szJA»ﬁ

'und es ist'
440('30) ==1 .
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