Zur Axiomatik der Mengenlehre®).
’ Yon
A, Schoenflies in Frankfurt a. M.

Die Hilbertsche Grundlegung der Geometrie darf fiir alle analogen
Untersuchungen als vorbildlich gelten. Zwei ihrer Eigenschaften sind es,
suf die es hier ankommt. Erstens wird von allen sprachlichen Defini-
tionen der Objekte, mit denen sie operiert, wie Punkt, Gerade, zwi-
schen usw. abgesehen; nur ihve gegenseitigen Beziehungen und deren
Grandgesetze werden axiomatisch an die Spitze gestellt?). Zweitens wer-
den die Axiome in verschiedene Gruppen gewisser Eigenart und Tragweite
gespalten (die des Schneidens und Verbindens, die Axiome der Ordnung,
der Kongruenz usw.), und es ist eine wesentliche Aufgabe des axioma-
tischen Aufbaues, zu priifen, bis zu welchen Resultaten eine einzelne oder
mehrere dieser Gruppen fiir sich filhren. Die gleiche Behandlung eignet
gich fiir die Mengenlehre, Von sprachlicher Einfithrung der Begriffe Menge,
Bereich usw. ist daher ebenso abzusehen, wie von der des Punktes oder
Raumes. Ebenso kann man hier gewisse Axiomgruppen unterscheiden,
die Axiome der Aquivalenz, die Axiome der Ordnung usw., und kann die
gleichen Fragen stellen, wie im Gebiet der Geometrie. Dies soll im
folgenden geschehen, und zwar fiir denjenigen Teil, der nur mit der Aqui-
valenz der Mengen, der Mengenteilung und Mengenverbindung, sowie der
Mengenvergleichung operiert,

1) Mit Zusatz abgedruckt ans Amsterdam Aec, Proceedings 22 (1920).

%) Der Euklidische Aunfbau beginnt noch mit den Worten: Ein Pankt ist, was
keine Teile hat. Eine Linie ist eine Lénge ohne Breite usw. In dem Vergicht amf
alle solchen sprachlichen Begriffsbestimmungen liegt einer der wesentlichen durch
Hilbert besonders modern gewordenen Gedanken, Ubrigens hatte schon Pasch durch
seine Vorlesungen fiber nemere Geometrie (Leipzig, 1882) in dieser Richtung vorbild:
Hich gewirkt. Die Mengenlehre hat sich diesem Gedanken bisher nieht erschlossen.
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Will man die Probleme der Mengenlehre einer derartigen Behandlung
unterwerfen, so ist es oberstes Erfordernis, die Begrifie der endlichen nnd
der unendlichen Menge auf einer Grundlage einzufiihren, die nur die eben-
genannten Fundamentalbegriffe benutzt. Solche Definitionen sind ja in
der Dedekindschen Begrifisbestimamung vorhanden: Hine Menge M heift
unendlich, wenn es eine (echte) Teilmenge M’ von M gibt, die &qui-
valent M ist; sie heiBt endlich, wenn es eine solche Teilmenge nicht
gibt. Sic haben daher den allesnigen Ausgangspunkt za bilden.

Die historische Entwicklung der Mengenlehre ist freilich wesentlich
anders vor sich gegangen. Wihrend vorstehend die unendliche Menge
als das logisch positiv bestimmte Objekt erscheint, und die endliche
Menge als ihr logisches Gegenteil, ist die historische Entwicklung umge- '
kebrt von den endlichen Mengen als wohlbekannten mathematischen Ob-
jekten ausgegangen, und hat die unendlichen Mengen als Gegensatz der
endlichen Mengen eingefiihrt, Der so benutzte Begriff der endlichen
Menge gehort aber bereite einem Gebiet an, das isich nicht mehr ans-
schlieflich an die Aquivalenzbeziehungen anschlieBt, Der historisch iiber-
kommene Begriff der endlichen Menge ruht ja iiberhaupt nicht auf axio-
matischer Grundlage. Mag man ihn sprachlich oder empirisch oder an-
schaulich auffassen, er war im wesentlichen an der Hand des Zahlbegriffs
entstanden und ruht jedenfalls auf Voraussetzungen, in die auch die Ord-
- nung als Grundbegrifi eingeht. Diese gehdrt aber bereits einer Begriffs-
gruppe an, von der hier abzusehen ist. So laufen in der historischen
Entwicklung der Mengenlehre zwei wesentlich verschiedene Bestimmungen
der endlichen und unendlichen Mengen unvermittelt nebeneinander her
und erschweren infolgedessen die Frage nach dem, was den einzelnen
Sitzen axiomatisch zugrunde liegt. Amch insofern ist eine Klirung des
Sachverhalts wiinschenswert.

Das Resultat erweist sich in zwei Punkten als durchaus eigenartig.
Die Vergleichung der Mengen beziiglich ihres GroSencharakters ist nimlich
nichts, was dem Mengenbegriff allein eigentiimlich ist; sie betrifit allge-
meiner alle Objekie, fir die man das Ganze und den Bestandtesl unter-
scheiden kann, Die Axiomatik, die hier entwickelt wird, ist also richtiger
eine Axiomatik der Grofenlehre, und zwar in dem besonderen Fall, da8
es auch GréBen von unendlichem Charakter gibt. Dies bedingt, daB die
Elemente der Mengen im folgenden gar niché benutzt werden; immer nur
bilden die an sich méglichen Beziehungen zwischen den Ganzen und ihren
Teilen den Gegenstand der Untersuchung. Deren aunf axiomatischer Grund-
. lage rubende, umfassende Erdrterung bildet den eigentlichen Inhalt der
Arbeit. Ych habe aber doch die gewohnten Mengenbezeichnungen bei-
bebalten, Fiir die Elemente der Mengen wird erst am Schlu8 eine auf
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den Begriff der Teilmenge sich stiitzende Einfiihrungsmdglichkeit gezeigt,
Sie erscheinen als solche Teilmengen, die selbst nicht weiter in Tellmengen
zerlegbar sind (gleichsam als die Atome).

Eine zweite Eigenart der Untersuchung betrifft die logischen Not-
wendigkeiten, die der axiomatische Aufbau dieses besondern Gebietes ver-
langt. AuBler den selbstverstiindlichen axiomatischen Festsetzungen iiber
die Regeln, nach denen man mit den Begriffen der Aquivalenz, der Teil-
mengen usw. zu operieren hat, treten auch noch Annahmen auf, die man
wohl nicht erwarten mag. Bei ihrer Einfithrang handelt es sich aber —
und darin besteht die genannte Eigenart — weniger um spezifisch mathe-
matische Notwendigkeiten, als vielmehr um ren logische; also um Fest-
setzungen, die deshalb ndtig sind, weil man ohne sie — um welches wissen-
schaftliche Gebiet es sich handeln mag — aus den,in Frage stehenden
Voraussetzungen Schliisse diberhaupt nicht ableiten kannm. Ein allgemeiner
Grandsatz der Logik lautet: E mere negativis nihil sequitur; d. h. ans
Isuter negativen Primissen kann eine Folgerung nicht gezogen werden.
Aus den Sitzen , .o

kein 9 ist ein B, kein B ist ein €
188t sich in der Tat eine Beziehung zwischen 9% und € nicht entnehmen;
und ebenso wenig gestatten die Sitze

kein B ist ein U, kein € ist ein ¥
eine Bezichung zwischen B und §%). Gerade solche Primissen sind es
aber, die uns bei den mengentheoretischen Problemen mehrfach begegnen,
und deshalb der Einfiihrung einer zwischen % und €& oder zwischen 8 und €
vorhandenen Beziehung den Stempel der axiomatischen Notwendigkeit
aufdriicken.

§ L
Die Aquivalenz.
Die mathematischen Objekte, von denen im folgenden die Rede sein
wird, heilen Mengen (Teilmengen, Verbindungsmengen). Alle sollen den-

%) Aus den Vordersitzen
A ist nicht B, ¥ ist nicht €

kann freflich in gewissen Fillen doch eine positive Folgerung gezogen werden und
zwar fir A selbet, Nimlich dann, wenn man eine zwischen B und & bestehende
positive Beziehung kennt. Aus den Sitzen:

Das Dreieck D ist nicht spitzwinklig; und

Das Dreieck D ist nicht stumpfwinklig
folgt, daBl D rechtwinklig isi. Hier liegen nimlich nur scheinbar auwhheﬂlmh nega-
tive Primissen vor; za ihnen kommt als positive der Satz: Jedes Dreieck ist entweder
spitzwinklig oder stampfwinklig oder rechiwinklig. Vgl auch die Anmerk. auf S, 182.
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selben Aquivalenzbezichungen gehorchen, die wir als Axiome der dqui-

valenz (~) einfiihren. Sie lanten: Sind M, N, P verschiedene Mengen,

so gilt
I Aus M~ N folgt N~ M.

IL Aus M~N und N~P folgt M~ P.

Der Aquivalenzbegriff hat also sowohl kommuiativen, wie auch asso-
aiativen Charakter.

Aus diesen Axiomen folgt: .

1. Aus M~ N und@ N nichkt ~ P folgt M nichi ~P. Denn wire
M~ P, so wirde darans in Verbindung mit N~ M gemiB I weiter
N ~ P folgen, im Gegensatz zur Voraussetzung.

Die Axiome I und II zeigen, daB8 sie die Ausdehnung anf den Fall
zulassen, daf M und N dieselbe Menge bedeuten. Wir fiigen also als
weiteres Axiom hinzu ,

TIL Esist M~ M.

§ 2.
Teilmengen und Verbmdnngsmengen
Ist M’ Texlmenge von M, so soll dies durch
MM

bezeichnet werden. Wir nehmen durchweg an, daB M’ von M verschieden
ist, und nennen insofern M’ auch echte oder eigentliche Teilmenge von M.
Fiir die Teilmengen sollen folgende Axiome gelten (Amwme der
Teslmengen):
L Aus M'¢M und M"i M’ folgt M't M.
IL. Jede Teilmenge M’ von M bestimmt eindeutig eine zweite Teil-
menge M, von M, die ihre Komplementdrmenge beziiglich M heiBt.
TII. Die Komplementirmenge von M, ist wiederum M’
Wir diirfen daher -folgende Bezeichnungen einfithren, Wir schreiben
M, kM’ resp. M'kM, und setzen demgemaB (IT) in die Form
I, Aus M, kM’ folgt M'kM,.
Fiir die Beziechung von M, und M’ zur Menge M selbst schreiben wir
M=(M, M)=(M M),
und sagen, da M in die Teilmengen M’ und M, zerfallt. Zusammen-
fagsend konnen wir also sagen:
Avs M'3 M folgt M4 M, M, kM', M kM,, M =(M' M,).
Seien nun M und N zwei Mengen, so konnen beziiglich ihrer Teil-
mengen zwei Fille eintreten. Entweder gibt es fiir M wnd N identische
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Teilmengen, oder es gibt keine solchen Teilmengen. In diesem Fall nennen
wir die Mengen fremd zueinander, oder kurz fremd, und schreiben
MfN resp. NfM.

Fiir fremde Mengen gilt der Satz:

1. Bind M und N fremde Mengen, so ist auch jede Teilmenge von
M za jeder Teilmenge von N fremd; d. b.

Aus MfN, M'tM, N'tN folgt M'fN’.

Wéaren nimlich die Teilmengen M’ und N’ nicht fremd, und ist P
eine in beiden enthaltene Teilmenge, so hitte man

PiM', M'tM wnd PiN', N't},

und daher gemiB I auch
PtM ud PiN,
im Widerspruch mit der Voraussetzung.

1a. Der Satz gilt auch so, da M’ zu N selbst, und ebenso N’ zu
M fremd ist, Der Beweis ist derselbe.

Wir stellen weiter folgende Axiome auf:

IV. Dig beiden Komplementirmengen M’ und M, einer Menge M
sind fremde Mengen; d. h.

Aus M, kM’ folgt M, fM’.

Diese Beziehung soll aber auch umgekehrt gelten; zu diesem Zweck
fishren wir folgendes weitere Axiom ein (Axiom der Verbindungsmengen).

V. Zwei fremde Mengen N und P besiimmen etne und nur eine
Menge M, deren Komplemenidrmengen sie sind; d. h.

Aus NfP folgt Nt M, PtM und NEkP.

Die Axiome IV und V lassen sich also auch so auffassen, daB die
Beziehungen Nk P und NfP gleichwertig sind. Wir nennen die Menge
{N, P) die Verbindungsmenge von N und P. Es folgt noch

2. Die Mengen N und P sind von ihrer Verbmdu.ngsmenge M=(N,P)
verschieden.

Denn da sie nach V Komplementirmengen von M sind, so ist jede
eine echte Teilmenge von M.

Die Menge (N, P) hat auSer N und P gemiB Axiom I aunch ]ede
Teilmenge N’ und P’ zn Teilmengen. Damit sind aber, wie wir durch
<in weiteres Axiom festsetzen, nicht ihre simtlichen Teilmengen erschopft.
Gemaf Satz 1 und 1a ist such N’ zu P’ fremd, ebenso N’ zu P und
N m P’; nach Axiom V gibt es daher je eine Menge

(N, P), (N,P") wd (N',P).
Mathematische Annaten. 8. 12
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Fiir sie setzen wir nun fest:
VL Ist M= (N, P), so sind auch die Mengen
(N';P'), (N',P), (N,P’)

Teilmengen von M; es ist aber auch jede yon N, N’ P, P’ verscbwdene
Teilmenge von dieser Form.

Wir folgern hieraus den Satz:

8. Ist M = (N, P) und ist die Menge Q fremd zu N und fremd zu
P, so ist sie auch fremd zu M; d. h. aus @fN und QP folgt Qf(N,P).

Wire nimlich die Menge @ nicht fremd zu M, so gibe es fiir sie
und M eine identische Teilmenge; d. h. es gibe eine Teilmenge @', die
gemiB VI eine der Formen :

N,N', P,P', (N,P), (N',P), (N',P"

haben miiBte. Diese Teilmenge @  hitte also jedenfalls N oder P oder
eine Teilmenge von N oder P als Teilmenge; d. h. s géibe eine Teilmenge
Q" von Q’, die mit N oder P oder emer Teilmenge von N oder P iden-
tisch wire. Nun ist aber nach I Q" auch Teilmenge von @ und da.mlt
ergibt sich ein Widerspruch gegen die Voraussetzung,

Der Satz 3 1aBt sich auch in die Form setzen:

8a. Ist die Menge @ nicht fremd zur Menge (¥, P), aber fremd zu N,
8o igh sie micht fremd zm P.

Will man den Begriff der Verbindungsmenge auf mehr als zwei Mengen
ausdehnen, so hat man ein neues Axiom nétig. Es ist jedoch fiir das
Folgende nicht erforderlich, dies niher auszufiihren.

§ 3.
l)le Verknﬁptnng der Mengen.

Die verschiedenen Beziehungen, die zwischen zwei Mengen M und N
Platz greifen konnen, sind aus der folgenden von Cantor angegebenen
Aufzihlung aller Moglichkeiten ersichtlich, die unsern Ausgangspunkt ab-
geben soll:

a) Es gibt ein M’ ~ N, und ein N ~ M.

b) Es gibt kein M, ~ N, aber e¢in N'~ M.

¢) Es gibt ein M'~ N, aber.kein N, ~ M.

d) Bs gibt kein M, ~N, und kein N, ~ ¥ *).

‘) Die Anwendung coberer und unterer Indizes bei den Teflmengen im positiven
und negativen Fall soll im allgemeinen zur Erleichterung der Auffassung beijbehalten
werden.
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Wir wollen diese vier Beziehungen durch
(A) MaN, MON, McN, MIN

darstellen. Man erkennt zunfichst unmittelbar:
1. Die Beziehungen a), b), ¢), d) schlieBen einander gegenseitig aus.
2. Die Bezichungen MaN und NaM, ebenso MdN und NdM
sind identisch. Die Beziehung M b N ist identisch mit N M.
Wir erdrtern sofort, welche dieser Beziehungen sich auf den Fall aus-
dehnen lassen, daB M und N dieselbe Menge bedeuten. Es findet sich
2a. Die Beziehungen MbM und MeM sind wxderspmchsvoll Sie
fordern namlich das gleichzeitige Bestehen von

M~M und kein M,~M.

Dagegen sind die Beziehungen Ma M und Md M widersprachsfrei.
Ubrigens 1884 sich dies anch als unmittelbare Folge von 1 und 2 auf-
fassen.

Sei P eine weitere Menge, so besteht zwischen N und P ebenfalls
eine der Beziehungen

(B) NaP, NbP, Nc¢P, NdP,

und es entsteht die Frage, welche Folgerung sich fiir die Mengen M und P
einstellt, wenn man eine Beziehung der Reihe (A) mit einer Beziehung der
Reihe (B) kombiniert. Diese Aufgabe 148t sich ohne Einfiihrung neuer
Axiome nicht erledigen. Kin erstes, das den Begriff der Teilmenge mit
dem der Aquivalenz verbindet, sei das folgende:

1. Aus den Relationen

MiM, M~N
lassen sich die Relationen

NtN, N'AM'
folgern; d. k. ist M ~ N, so bedingt eine jede Teilmenge M’ von M die
Existenz etner Teilmenge N' von N, die zu M’ dgquivalent isi.

Vielleicht mag man erwarten, daB die Menge N’ als diejenige wohl-
bestimmte Menge eingefithrt wird, die der Menge M’ gemdp der zwischen
M und N bestehenden Aquivalenz entspricht. Aber dies ist fiir den hier
vorgenommenen Aufban — jedenfalls an dieser Stelle — weder méglich
noch nétig. Es geniigt, die Hwistenz einer Menge N’ zu fordern; welches
diese Menge ist, darf ganz offen bleiben. Es hingt dies damit zusarnmen,
da8 die Aquivalenz M ~ N in ihrer besondern Eigenart hier nicht in
Frage kommt; nur die Relationen, die die Figenart des Aquivalenzbegrifis
kennzeichnen, und fiir zwei Mengen und ihre Teilmengen bestehen, werden
in Betracht gezogen.
12%



180 A, Schoenflies,

k4

Einen Teil der oben gestellten Frage hat bekanntlich schon Cantor
selbst beantwortet; man zeigt leicht
Aus MaN und NaP folgt MaP.

Aus MaXN und NbP folgt MbP.
Aus MaN und NcP folgt McP.
Aus MbHN und NoP folgt MbP.
, Aus McN und NcP folgt McP ).

Dle Beweise sind natiirlich ausschlieBlich auf die in a) b), ¢), d) ent-
haltenen Bezichungen zu stiitzen. Ein Beispiel moge zeigen, wie sie sich
fithren lassen. Um aus den Relationen )

MbN und NBP weiter MHP

zu folgern, haben wir von

kein M,~N, ein N'~M,

kein Ny~P, e¢in PP~ N
auszugehen®s), und darans die Beziehungen

kein' M, ~P, ein P~ M
abzaleiten. Wir beweisen zumwhst den zweiten Teil. Wegen P'~ N
gxbt es nach I eine Teilmenge P~ N’, und aus N'~ M folgt nun
P'~ M. Die Rwhhgkelt der ersten Behauptung erweisen wir indirekt.
Wire nimlich ein ~P so folgte gemaB I aus N'~ M wiederum die
Existenz einer Menge N” von N’, fiir die N” ~ M’ sein miilte, und aus

M AP, N'~M weiter N'~P,

wihrend kein N, ~ P sein kann.
Es bleibt noch iibrig, das gleichzeitige Bestehen der Beziehungen

MbBN und NcP

zn untersuchen, sowie die Kombination von MdN mit einer der Be-
ziehungen

I NSO w

NaP, NbP, N¢P, NdP.

Hier gilt zunichst, da8 aus MHN und NeP eine bestimmte Be- ‘
ziehung zwischen M und P nicht folgt; 4. h.

8. Mit MBN und NcP ist jede der vier Bezichungen MaP, MHP,
McP, MdP vertraglich,

%) Diese Tataachen entsprechen bekanntlich dem Umstand, daB wenn man den
¥allen a, b, ¢ die Bezishungen ,gleich®,  kloiner¢, ,grioBer* zuweist, die fir diese
Beaiechangen geltenden nssozintiven Gesetzo erfillt sind (z. B. aus a=pg und f=y
folgt ¢ =y usw.),

5%) ¥s ist klar, daB e¢in N’ ~ M usw. nicht die Bedentang hat von ,nur ein
sondern von ,mindestens ein’.
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Der Beweis darf unterbleiben. Nur sei bemerkt, daf dies dem realen
Tatbestand entspricht, dessen axiomatische Grundlegung hier in Frage steht ®).
Wir gehen pun zu dem Rest unseres Problems iiber und priifen zu-
nichst die Kombination von
(&) MJIN und NdP.

Die Frage lautet auch hier, ob die Bezichungen (¢) eine bestimmie
Bezlehung zwischen M und P bedingen und eventuell welche. Hier liegt
der in der Einleitung genannte Fall vor, dafl es swb. um lauter negative
Primissen handelt. Diese Primisgen sind

, kein M, ~ N, kein Ny~ M,
(=) { kein N,~ P, kein P,~N.

- Aus ihuen li8t sich auf direktem Wege iiber die Beziehung von M
zu P michis schliefen. Teilweise gelingt es allerdings auf indirektem
Wege; in einzelnen Fillen kommt nimlich dadurch zu den obigen Pri-
missen eine neue Tatsache hinzu, die positiver Natur ist. Um die Unter-
suchung durchzufiihren, hat man nimlich zu prifen, ob die Annahme
einer der Beziehungen
(8) MaP, MbP, McP, MAP .

auf Grund der bisherigen axiomatischen Festsetzungen einen Widerspruch
mit dem gleichzeitigen Bestehen der Beziehungen («) bedingt, und zwar
kommen naturgemiB hier nur die Axiome von § 1, das obige Axiom §38, I
und der obige Satz 2 in Frage. Diese Priifung haben wir ausfiihrlich
vorzunehmen °).
Zuna.chst sicht man leicht, dag die Bezxehungen
MbBP wund ebengo MOP

als Polgen von (&) anszuschlieSen sind. Wegen Satz 2 kann man nim-
lich die Bezichungen () auch in die Form
PdN und N M
setzen, und wmiifite daher als Folge von () ebenso auch
- PbM oder PeM

erhalten, Aber M 5P und PbM, und ebenso McP und PcM sind nach
Satz 2 nicht identisch, womit die Behanptung erwiesen ist .

®) Piir Miohtigkeiten wiirden die Relationen m < n und n>p bestehen; sie be-
dingen keine GriSenbezichung zwischen m und p.

) In den Math. Anp. 72 (1912), 8, 551, ist diese Untersuchung schon teilweise
durchgefithet worden.

¥) Die logiache Eigenart des oben behandelten Problems entspricht aleo nicht
ganz dem in der Einleitung genannten Tatbestand. Es lantet nimlich genauer 803
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Es ist weiter zu untersuchen, ob sich die Beziehung
{7) MaP

als Folge von («) einstellen kann. Hier ist ein Resultat, das dies un-
mdoglich macht, nicht erhiltlich. Die Beziehung MaP bedeutet nimlich

{») ein M'~AP, ein PP~ M.
Die Verbindung mit («) liefert gemdB § 1 die weiteren Relationen
kein Ny~ P', kein N~ M’

Genauer bedentet dies: Es gibt eine Teilmenge P’, der keine Teil-
menge von N dquivalent ist, und es gibt auch eine Teilmenge M’, der
keine Teilmenge von N #quivalent ist. Dies stellt aber einen Widerspruch
zu (¢’) oder m (') nicht dar,

Es soll noch eine zweite Priifung vorgenommen werden; wir haben
auch den assoziativen Charakter der Bezichungsregeln in Betracht zu
ziehen. Ist MaP das Resultat von (&), so heifit dies, daB das gleich-
zeitige Bestehen von

MdIN, NP, MaP

nicht widerspruchsvoll sein darf. Nun sollen aber zwei von diesen Be- -
dingungen stets eine dritte bedingen, und daraus folgt, daB aus

MaP und PdAN wieder MdAN
und aus
NdM und MaP wieder NdP

folgen muB. XEs ist nun die Frage, ob diese Regeln einen widerspruchs-
Josen Charakter haben. Dies ist in der Tat der Fall. Man sieht es am
einfachsten darans, daB man die assozistiven Gesetze, die die Beziehungen

Welche von vier moglichen Beziehungen wird durch die dem Problem eigentiimlichen
nur pegativen Primissen ansgeschlossen? Bei der Annshme, MbXN oder McXN seien
die Folgen dieser negativen Pramissen, wird von selbst eine neune Tatsache eingefiihrt;
die Symmetrie der Beziehungen MdN vnd N3P beziiglich M _ynd P steht nimlich
im Gegensatz zu der Unsymmetrie der Folgerungen MbP oder McP fiir M und P.
Und daher ergab sich oben ein Resultat, Die Annshme, MaP oder M2P seien die
Folgen der negativen Primissen, liefert dagegen eine solche neuwe Tatsache nicht; es
ergibt sich ddher, wie das obige weiter zeigt, ein Resultat nicht.

Allgemeiner gesprochen: Wenn die Primissen: ¥ igt nicht 3 und 9 ist nicht €
sich auch in die Form setzen lassen: € ist nicht B nund B ist nicht ¥, so kann da-
mit npr eine solche Bezichung zwisohen ¥ und € vereinbar sein, die zugleich die
udmliche Bezichung zwischen € und ¥ bedentet. Eine genauere Analyse des hiermit
mehrfach besprochenen logischen Problems von seiten der Logiker wire sehr erwiinscht.
DPag lotzte Wort soll mis derr vorstehenden nicht gesprochen sein.
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(a) und (d) miteinander verbinden, wenn man noch Satz 8 beachtet, in
die einfache Form
(aa)=(dd)=a, (ad)=(da)=d

setzen kann; sie sind das genaue Analogon zu den Vorzeichenregeln
B =)=+ BHE=EHH=-
deren assoziativer Gesamtcharakter feststeht.
Wir haben endlich noch die Beziehung

(8) MdP
als mégliche Folge der Beziehungen () zu erbrtern. Sie bedeutet
(8" kein M, ~ P, kein P,~ M.

Hier zeigt sich zuniichst, daB sich aus ihr und den Relationen (')
weitere direkte Folgerungen iiberhaupt nicht entnehmen lassen, da sie
jetzt samé und sonders negativer Natur sind. Wir priifen auch hier noch
den assoziativen Gesamtcharakter. Ist MdP das Resultat von MdIN
und NdP, so bedingt es jetzt, daB ans

MdP und PdAN wieder MAN
und aus MdM und MAJIP wieder MdAP

folgt; hier aber ist der widerspruchsfreie Charakter evident. Also folgt:

9. Mit den Bezichungen MdN und NdP kann sowohl die Beziehung
MaP, wie MAP zugleich bestehen;

Keine der beiden Annahmen y und & fiilhrt also auf einen Wider-
sprach mit den in (') enthaltenen Primissen; wir konnen daher auf
diesem Wege nicht zu einem Resultat iiber die vorliegende Frage gelangen.
Man mu8 daher in der Tat die Folgerung, die sich aus MdN und NdP
ergeben soll, awiomatisch einfithren; naturgemiB so, wie es durch den
realen Tatbestand der Mengenlehre gefordert wird. Ihn anfzubauen ist
ja einer der Zwecke dieser Darstellung®). Wir setzen daher fest (dziom
der Verkniipfunyg)

II. Aus MdN und NdP folgt MdP.

Dieses Axiom hat einen doppelten Charakter, einen rein logischen,
und einen mathematischen. ' Es enthilt die logische Forderung, daB aus
zwei bestimmten Primissen der Reihen (A) und (B) — wenn sie nicht etwa

*) Das obige Axiom entspricht im Rahmen der Cantorschen Theorie inhaltiich
der Forderung der Vergleiohbarkeit. Der Text zoigt, daB dieser Forderung eine ge-
wisse rein logische Bedeutung inne wohnt. Man kann natiirlich eine Mengenlehre auch
80 aufzubauen suchen, daB man die Unvergleichbarkeit als médglich zulaBt. Davon
st hier abgesehen worden; vgl. fibrigens auch § 7.
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einander widersprechen — stets efn und nur ein Schluf gefolgert werden
soll; anBerdem die wmathematische, daB es gerade der in II enthaltene
sein soll. Ans ihr erhalten wir nun leicht die Antwort-auf die noch aus-
stehenden Verkniipfungen fiir die Beziehungen (A) und (B). Zunéichst
beweist man ,

10. Aus MHN und NdP folgt MHP,

10a. Aus McN und NAP folgt McP.
Fiir den Beweis von (10) haben wir auszugehen von
kein M,~ N, ein N'~ M,
kein Ny~ P, kein P,~ N,
und daraus die Beziehung M5 P, also "
kein M,~ P, e¢in PP~ M
abzuleiten, - Wir folgern zunichst, daf eine Beziehung
. : M ~P
unméglich ist.  Aus N ~ M wiirde nimlich auf Grund dieser Annahme
die Existenz einer Teilmenge N folgen, fiir die
N~ M~ P

wire, im Widerspruch zu ketn N, ~ P. Damit ist die Beziehung kein
M, ~ P erwiesen. Es ist jetzt noch zu zeigen, daB es ein P'~ M gibt.
Ware, dies nicht der Fall, so bestinde auf Grund des vorstehenden jetazt
die Beziehnng
ketn My~ P, kein P,~ M,

also die Relation MdP, und zusammen mit der vorausgesetzten Beziehung
PAN folgte gemdB Axiom II die Beziehung MdN, im Widersprach zn
MbN. Damit ist der Beweis wieder geliefert. Ebenso wird der Beweis
fir MeN und NAP gefithrt, was einer ausfihrlichen Darstellang nicht
bedarf.

‘Wir haben schlieBlich noch die Kombination von

MaN und NIP

zu erdrtern. Wir folgern zunichst, da8 diese beiden Relationen an sich
nur die Folge ‘
YiP

' gestatten. Wir haben aaszugeben von
¥'~N, N~¥,
kein Ny~ P, kein P,~ N,
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und zeigen sunichst, daB hiermit nur
kein M, ~ P, kein P,~ M,

vertraghch gind. Gabe es nimlich eine Menge M” ~ P, so folgerte man
wie oben eme Relation

N” M”N P
im Widerspruch mit der Voraussetzung kein N, ~ P; ebenso folgt die
Unmiglichkeit einer Beziehung P” ~ M. Es kann also an sich nur die
Relation _

MdP

bestehen. Wiederum ist noch der assoziative Charakter des Resultats zu
priifen. Diese Priifung fiibrt hier anf einen Widerspruch. Aus MdP
und NdP wiirde nimlich gemiifi dem Axiom I MdN folgen, im Wider-
spruch mit der Annahme MaN. Das gleichzeitige Bestehen von MaN
und NdP fihrt also auf einen Widerspruch; d. h.

11. Die Bezichungen MaN und NdP kinnen nicht zugleich be-
sichen.

Dagegen sei ausdriicklich festgestellt, daB die Satze 10 und 10a
einen solchen Widerspruch nicht herbeifiihren. Denn gemiB Satz 2 ist MbP
mit PcM identisch, und die beiden Bezichungen

PcM und MHN

sind, wie wir oben unter 8. erwiihnten, mit jeder der vier an sich mog- '
lichen Beziehungen zwischen N und P vertraglich.

Damit ist unsere Untersuchung abgeschlossen; sie zeigt zugleich die
Widerspruchslosigheit des Azsoms 1I. Wir ziehen aus ihm zuniichst noch
eine Folgerung, nimlich die, daB der Satz 11 auch in der Weise gilt,
dafl er das gleichzeitige Bestehen von .

MaM und MJIN, sowie von MaN und NIN
ausschlieBt. Aus MaM folgt M'~ M und hieraus gemiB § 8, I
M~ M~ M,
und daher besteht auch die Relation
‘aM;
diese kann aber nach Satz 11 nicht wit MdN zugleich bestehen.
Weiter folgt aus MaN zunichss
'~ N, N'~ M,

also such N” ~M'~N wihrend dagegen NN besagt daB kein
N~ N ist. Also
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118, Die Beziehungen MaM und MdN, ebenso MaN und NAN
schliefen einander aus.
Es ergibt sich damit das folgende SchluBresultat. M+t den Be-

zichungen MiN und NdP

erscheint sowohl die Folgerung MaP wie auch die Folgerung MdP
vertrdglich. Wird die Relation Md P axiomatisch als Folgerung eingefithrt,
so bedingt dies, daB die Bezichungen MaXN und NdP nicht zugleich
bestehen konnen; wiirde man dagegen die Bezichung Ma P axiomatisch
als Folgerung einfihren, so ergibt sich ein derartiges Resultat nicht.
Trotzdem erfordert der Aufban der Mengenlehre die Finfihrung der Fol-
gerung MdP. Auf die Deutungsmoglichkeit der axiomatischen Annghme
MaP komme ich in § 7 zuriick.

Fiir die Beziehungen (a), (), {¢), (&) gelten noch die folgenden be-
sonderen Siitze: ‘

12. Aus den Relationen

MaN, MLN, McN, MAN

mnd

M~A~M, N~R
folgt aunch .
3 MaN, MbN, McN, MdIN
un

MaR, MbOR, McR, M.
Fiir den Beweis mag ein Beispiel geniigen. Werde von
MbN wd M~M
ausgegangen, so heift dies
N'~ M, jedes M, nicht ~ N.
Wir erhalten daher, falls 98, ~ M, ist, gemiB § 1 sofort
N'~ M, jedes M, nicht ~ N,
womit die Behauptung erwiesen ist. ‘
18. Aus M'tM folgt M'aM oder M'DM; d. k. fir jede Teil-
menge M’ gilt entweder M'aM oder M'DM.

Es gibt némlich eine Teilmenge von M, die aqmvalent M’ ist,
namlich M’ selbst, und daher ist die Beziehung (¢) und (4) ausgeschlossen.

14.. Aus Mt M uwnd MBN folgt M'BN; d.h besteht die Bezichung
MDbBN, so besteht fiir jede Teilmenge M’ von M die Beziehung M’HN.

Man hat nimlich gemif 13. und nach Voraussstzung
M'aM oder M'5M wnd MOBN,
und damit gemiB Satz 4 und 6 die Behauptung.
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15. Aus M's M, M"tM', M"bM' folgt M"bM; d.h. sind M’ und
M” Teilmengen von M, fiir die die Bezichung M”b M’ gilt, so ist auch
M"b M . ,
Man hat nidmlich wieder zugleich (nach 13.)
M"bM' und M'aM oder M'DM
und folgert daraus wie eben M B M.

§ 4.
Endliche und unendliche Mengen.

Nach §3, Satz 1 und 2 sind MaM und MdAM die beiden ein-
gigen der Beziehungen (@), (b), (¢), (d), die eine Menge zu sich selbst
haben kann; wir definieren nun: 1. Eine Menge heiBt unendlich, wenn
die Bezichung MaM besteht; sie heiBt endlich, wenn MdM gilt. Man
hat also im ersten oder zweiten Fall

em M'~ M; kein M,~ M,
und damit die Dedekindsche Begriffsbestimmung.

Wir folgern zunéichst:

2. Aus MaM oder MdM und M ~ M folgt MaM und MIM.
Dies ist eine unmittelbare Folge von § 3, 12.

Fiir endliche und unendliche Mengen bestehen gewisse Sondersiitze;
diese sollen jetzt abgeleitet werden. Das Haupttheorem lautet: '

8. Far unendliche Mengen konnen nur die Bezichungen (a), (b), (¢)
bestehen; fir endliche Mengen nur (b), (¢), (d). .

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den in § 3 abgeleiteten Re-
sultaten. ’ : '

Sind ndmlich M und N unendliche Mengen, und wiirde. die Beziehung
MdN bestehen, so hitte man

MaM und MdIN,

und dies verstsBt gegen Satz 11a von § 3.
Ebenso, wenn M und N endliche Mengen sind, so hitte man, falls
sie die Bezichung MaXN gestatten,
- NaM und MdIM,
und anch dies versto8t gegen Satz 11a von §83.
Damit ist der Satz 3 bewiesen. Er gibt zugleich den inneren Grund
fiir die im Satz 11 von § 8 enthaltene Unvereinbarkeit von MaXN und

%) Dieser Satz beriihet sich inhaltlich mit dem Satz 25 in Zermelos Grundlagen
{Math. Ann, 65, 8.271),
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NdP,. Denn unserem Satz 3 gemif besagt MaN, daf M und N
* unendliche Mengen sind, und NdP, daB N und P endliche Mengen sind.
" Beides schlieBt sich aber ams.

4. Filr jede Teilmenge einer endlichen Menge bestehi die Bezmhung

M'bM; d.h. aus MdM und M't M folgt M'D M.

GemiB Satz 13 von §3 gilt namlich fiir jede Menge M und eine
Teilmenge M’ von ihr
MaM oder M'BM.

Hierzu kommt, da M eine endliche Menge ist, MdM. Diese Be-
ziehung kann aber nach Satz 11 von § 3 mit M’'aM nicht zugleich
bestehen; also muB es M'5M sein,

Die weiteren noch abzuleitenden Sitze machen die Einfithrung eines
neuen Axioms ndtig, und zwar eines Azioms dber die Aguivalenz von
Verbindungsmengen. Es lautet:

L Aus M= (N,P), N~ R, P~ P, RfP folgs (N, P)~ (N, B);
d. bh. werden in der Verbindungsmenge (N, P) die Mengen N und P
durch die zu ihnen dguivalenten, zueinander fremden Mengen N und B
erselzt, so ist die neue Menge der ursprimglichen dgquivalent. ‘

Das Axiom gilt gemdB §1, IIT auch fiir den Fall, daf nur eine
Menge durch eine dquivalente ersetzt wird, d. h.

5. Aus M = (N, P), N~ R, RFP folgt (N,P)~ (R, P) ™).

Wir beweisen nun der Reihe nach folgende Sitze:

6. Jede Teilmenge einer endlichen Menge ist selbst eine endliche
Menge; d. h. aus MdM, M't M folgt M'dM'.

Ware nimlich M’ eine unendliche Menge, so miiBte eine Peziehung

M”N Ml

M=(-M,’ M;):

bestehen. Setzt man nun

so ist gemaB § 2, VI anch _
M~ (M", M)
eine Teilmenge von M und aus Satz 5 folgte
MIIINM,

was einen Widerspruch gegen Md.M darstellt,

7. Ist M eine endliche, N eine unendliche Menge, so kamn nur
die Beziehung MbN besiehen'?); d. h. aus Md M und NaXN folgt MHN.

) Es liegt nahe, Saiz § als Axiom hinznstellen, nnd das Axiom als Folge, Der
Beweis hitie aber die sachlich Gberfliissige Annahme %f P nétig.

¥} Anf diesen Satz warde ich schon vor lingerer Zeit van Herrn H. Hahn auf-
merksam gemacht.

v
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Der Beweis wird so gefiihrt, da8 die Unvereinbarkeit der Voraus-
setzungen mit MaN, McN, MdN gezeigt wird.

Wiirde zuniichst die Bezishung MaX N bestehen, so hitte man M’ ~ N;
und demgemiB erhielte man ans der Annahme MaN nach § 8 Satz 12

. wel h
welter auc Mol resp. M'aM,

was aber, da M endliche Menge ist, gegen Satz 4 verstoft.
Wiire gweitens McN in Kraft, so folgte daraus M’ ~ N, und nun
hieraus und aus NaN weiter
MaM,
was wiederum einen Widerspruch zum Satz 6 darstellt.
Endlich ist auch die Beziehung MdN unmdglich. Denn aus NaN
folgt zunidichst ,
N ~N;

hieraus und aus NaN und der angenommenen Relation MdN folgte

dann weiter
NaXN' und MAN' resp. N'dM.

Die Bezichungen NaN' und N'd M sind aber gemiB § 3 Satz ]1
nicht zugleich moglich. Also gilt in der Tat die Beziehung MON.

8. Ist M ecine unendliche Menge, so ist auch die Verbindungsmenge
(M, N) eine unendliche Menge,

Der Beweis ist eine unmittelbare Folge des Axioms I. Denn

aus M'~ M folgt (M,N)~ (M',N),

und damit ist der Satz, da (M’, N') Teilmenge von (M, N) ist, bewiesen,

9. Eine Menge ist unendlich, wenn sie eine unendliche Tellmenge hat.

Ist nimlich M’ diese Texlmenge, so ist

M=(M, M,)

und daher gemiB Satz 8 auch M eine unendliche Menge.

Man kann diesen Satz auch noch so formulieren:

9’. Eine Menge ist endlich, wenn jede ihrer Teilmengen endlich ist.

10. Ist M eine endliche Menge, so ist steis Mb(M,N); d.h aus
MiM folgt Mb (M,N).

Es ist namlich M Teilmenge von (M, N). Ist nun (M, N) endlich,
so folgt der Satz aus 6, ist aber (M, N) unendlich, so folgt er’ aus 7.

Zur Ableitung weiterer Sitze bediirfen wir nemer Axiome. Das
Axiom I besagt, daB die Verbindungsmengen fquivalenter Mengen selbst
iquivalent sind; wir haben jetzt noch zwei Axiome nétig, die die Niché-
dquivalenz der Verbindungsmengen nicht dquivalenter Mengen betzefien,
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. Il Sind M und N fremde Mengen, ist M, Teilmenge von M und N,
Teilmenge von N, und ist M, nicht ~ M, N, nicht~ N, so folgt
daraus die Bezichung (M, N,)nicht ~ (M, N); d. h. aus M{N, M,tN,
NN, M, nichi~ M, N, nicht~N folgt (M,, N,) nicht ~(M, N).

Dieses Axiom soll fiir alle Mengen gelten. Fiir endliche Mengen
reicht es aber noch nicht aus, und werde durch das folgende ersetzt und
erginzt: ,

111, Sind M und N fremde und zugleich endliche Mengen, und isé
M, Teilmenge von M, so soll stets (M,, N)nicht ~ (M, N) sein, d. k.
aus MfN, MdM, NAN, M,tM folgt (M, N) nicht ~ (M, N).

Fiir unendhche Mengen braucht dieses Axiom bekanntlich nicht er-
fiilllt zu sein. ,

Auch die Voraussetzungen diegser Axiome besitzen durchaus den in
der Einleitung genannten logischen Sondercharakter; sie sind samtlich
negativer Natur, soweit es sich um die hier allein in Frage ‘stehenden
Aquivalenzbeziehungen handelt. Man konnte freilich annehmen, da8 in
diesem Fall ein indirektes Beweisverfahren zum Ziele fithren werde; die
Annahme

- (M,, N)~(M,N) resp. (M,,N)~ (M, N)
ist ja von positivem Charakter. Aber diese Vermutung triigt. Die Aqui-
valenz von Verbindungsmengen ist nimlich keineswegs nur so mdglich,
daB M, ~ M und N,~ N ist, sondern anch auf andere Weise; und
daher kann aus der angenommenen Aquivalenzbezichung ein Widerspruch
mit den Voraussetzungen
M, nicht ~ M, N, nicht ~ N

nicht abgeleltet werden. -

Die negative Fassung unserer Axiome stellt uns zmnichst vor die
Anfgabe, die bestimmte Beziechung (a), (b), (¢), (2) aufzufinden, die
zwischen (M, N) und den Mengen (M,, N,) und (M,, N') besteht, Fiir
dag Axiom II kann es erst im niichsten Paragraphen geschehen, fiir das
Axiom TIT soll es hier folgen.

Da (M,, N) Teilmenge von (M, N) ist, so kann nach Satz 13 von
§ 8 nur die Bezichung (a) oder (b) realisiert sein. Aber der Pall (a), d. b.

(M,, N)a(M, N)

igt wamdglich. Jede Teilmenge von (M,, N) ha.f- nimlich nach § 2, VI
eine der Formen _
‘MI’ Mﬁ’ 'N’ Nl’ (MS’ N)’ (Ml’ Nl)’ (‘MS? 'NJ,)’ )

wo M, ecine Teilmenge von M, ist. Keine von ibnen kann aber zu
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(M, N) iquivalent sein, Da nimlich M und N endliche Mengen sind,
so hat man fiir sie gemiB 10. die Relationen
Mb(M,N) und Nb(M,N).
GermaB Satz 4 hat man weiter
M.bM, M,bM, N,bN
und damit folgt die Behauptung nach Satz 6 von § 8 bereits fir
M,, M,, N, N,. Fir die drei Verbindungsmengen folgt sie aus den
Axiomen selbst; es ist ja, da M und N endliche Mengen sind,
M, nicht ~ M, M,nicht ~ M, N, nicht ~ N
und damit ist in der Tat die behauptete Nichtiquivalenz eine Folge von
(I1) und (TH). Also
11. Fir endliche (und fremde) Mengen M und N gilt die Beziehung
(M, N)b(M, N).
12. Die Verbindungsmenge zweier endlichen Mengen ist selbst end-
Uck; d. h. aus MdM und NAN folgt (M, N)d (M, N).
Wir haben nachzuweisen, daf die Beziehung
(M, N)a (M, N)

ausgeschlossen ist. Nun hat jede Teilmenge von (M, N) wieder eine der
Formen

M’ 'Ml’ N’ Nl’ (M’ 'Nl)’ (‘M:I.’ N)’ (Ml’ Nl)
und wir beweisen, genau wie eben (vgl. auch § 5, 2), daB keine dieser
Mengen zu (M, N') dquivalent ist. Damit ist der Satz bewiesen.

) § 5.
Das Aquivalenzproblem.

Die wichtigste Aufgabe, die zu behandeln ist, betrifit den Nachweis,

da8 die Mengen M und N &quivalent sind, falls fiir sie die Bezichung
MaN oder MdIN
_ besteht; also der Satz (Aquivalenzsatz)

1. Aus MaN oder MaN folgt M ~ N,

Ehe der Beweis gefiihrt wird, sollen die Xquivalenz-Relationen voran-
gostellt werden, die sich aus den vorstehenden Paragraphen unmittelbar
ergeben:

2. Aus MBN und McN folgt M nichi ~ N.

Wire nimlich M ~ N, so hitte man auch (§ 3, 12)

NBN oder NcXN,
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was aber gemiB § 8, 3 widerspruchsvoll ist. Hieraus folgt unmittelbar
weiter '

8 Mit M~ N ist nur MaN oder MdN vertrdglich.

Die Umkehrung dieses Satzes 3 ist es, die den eigentlichen Aqui-
valenzsatz 1 bildet. Ist er bewiesen, so folgt endlich noch, als Um-
kehrung von 2.: .

4. Aus M nicht ~ N folgt MbN oder M¢N.

Man kann diese vier Sitze auch folgendermaflen zZusammenfassen:
Die Beziehungen (a) und (d) sind hinreichende und notwendige Be-
dingungen fir die Aequivalenz, (b) und (¢) ebenso fir die Nichidgquivalenz.

Als Folge von 4. ergibt sich, was in § 3 und 4 noch offen bleiben
mubte,

5. Aus M,i M und M, nicht ~ M folgt M, bM; d.b. besteht fiir
die Teilmenge M, von M die Bezichung M, nicht ~ M, so gili M, b M.

Denn nach 4. gilt M, M oder M,cM; nach Satz 13 von § 8 nur
M,a M oder M,bM, also gilt M, b M.

Eine Anwendung hiervon gibt auch Antwort auf -die beziiglich des
Axioms II in § 4 gestellte Frage. s folgb jetzt

6. Sind M, und N, Teilmengen von M und N, und sst M, nicht
~ M, N, nicht ~ N, so folgt daraus stets (M,, N,)b(M, N).

Wir gehen nun zum Satz 1 iiber und beweisen zuniichst den ersten
Teil, also den eigentlichen Bernsteinschen Aquivalenzsatz, Sein Beweis
folgt aus dem Axiom II von-§ 4 iiber die Nichtiquivalenz der Verbin-
dungsmengen.

Aus der Voraussetzung MaN folgt zuniéchst

ein M~ N, ein N'~M,
Ware nun M nicht ~ N, so hitte man nach §1, 8
M nichi ~M', N’ nicht ~N.

Mit M und N sind sber such M’ und N’ fremde Mengen (§ 2, 1);
sie bestimmen daher eine Menge (M', N’), und fiir sie miiite gemaB
Axiom II nunmehr

1

(M', N') nichs ~ (M, N)
folgen. Andererseits folgt aber aus den beiden ersten Relationen un-
mittelbar nach § 4, I
(M', Ny~ (M, N) .
und damit ergibt sich ein Widerspruch. Damit ist der Beweis bereits

geliefert.
Freilich beruht der Beweis auf einer gewissen Voranssetzung, die noch



Axiomatik der Mengenlehre, 193

" zo erdrtern ist. Wir operieren mit der Verbindungsmenge von M und N
und haben deshalb die Voraussetzung nétig, daB M und N fremde Mengen
sind. Sind sie es nicht, so wird man am einfachsten so vorgehen, da8
man folgendes neue Axiom zugrunde legt%): '

I Sind M und N keine fremden Mengen, so gibi es sieis zwes
shnen Gguivalente, zueinander fremde Mengen M und N; so daf also

M~M und N~ N, und MR
GemiB § 3, 12 besteht auch fiir sie die Beziehung
MaR,

und auf sie 148t sich daher der obige Beweis iibertragen. Aus M~N
folgt dann auch M ~ N.

Es handelt sich nun noch um den gleichen Nachweis fiir die Be-
ziehung MdN. Ehe ich dazu iibergehe, erinnere ich daran, da8 die Eigen-
art der Beziehung MdN in der Cantorschen Theorie offen geblieben war;
fiir das durch sie bedingte Verhiiltnis von M zu N hatte sich ein Resultat
nicht ableiten lassen. Das darf nicht wundernehmen; das hierin ent-
haltene Problem stellt nimlich wieder ein logiseh unldsbares Problem,
und damit eine illusorische Aufgabe dar. Wir haben ja als Primissen
zunéichst nur die Aussagen )

kesn M, ~ N, kein N~ M.
Dazu kommen, da M und N endliche Mengen sind,
kein M,~ M, kein N,~ N,
also lauter Aussagen von negativem Charakter. Selbst der Weg des in-
direkten Beweises dndert daran in diesem Fall nichts; denn man miiBte
noch die Annahme ,
. M nicht ~N '
hinzufiigen. Nun wire es ja moglich, daB die fiir den Bewéis einzig in
Frage kommenden Axiome II und IIT der Nichtdquivalenz von § 4 die

Primissen positiv beeinflussen kdnnten; aber auch das ist nicht der Fall.
Denn diese Axiome lauten ja in ihrem SchluBteil iibereinstimmend

(M,,N,) nicht ~ (M, N).
Wir miissen also von Primissen ausgehen,” die sami und sonders

negativ sind, und kommen zu dem Schlu8, da8 sich die Aquivalenz M ~ N
im Fall endlicher Menge ohne eine nochmalige neue axiomatische Fest-

%) Es entspricht dem von Zermeld in seinen Grundiagen (Math, Ann. 63) ent-
baltenen Theorem 19. Man kinnte auch die groSte gemeinsame Teilmenge von M
und N axiomsatisch einfiibren und mit ihr operieren; doch seheint dies weniger einfach.

Mathematische Aunalen. 83. L 18
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getzung nicht folgern liBt. Das so gewonnene Resultat 1ift sich auch
in seiner allgemeinen Bedeutung leicht verstehen. Es liuft dem Tat-
bestand parallel, der uns aus der allgemeinen Theorie der endlichen Zahl-
grofen geldufig ist. Dort muB die Festsetzung, wann zwei Grofien als
gleich gelten sollen, erst frei — natiirlich zweckmiBig — geformt werden,
ehe man die Frage, ob zwei gegebene GrdBen als gleich zn gelten haben,
_in Betracht zichen kann. Msn denke 2. B. an die WeierstraBsche Theorie
der Irrationalzablen; sie sefzt bekanntlich die Gleichheit zweier Zahlen
o und b so fest, daB jeder Bestandteil von a kleiner ist als & und jeder
Bestandteil von b kleiner als a. Eine solche axiomatische Festsetzung
erweist sich also auch im Gebiet der endlichen Mengen, wenn man sie,
" wie hier, ausschlieflich auf die Mengenbezichungen, d.h. auf die Nicht-
dquivalenz von Menge und Teilmenge griindet, als eine Notwendigkeit.

Es fragt sich nur, welche Festsetzung man zweckmiBig zugrunde legt.
Beachtet man, daB es sich im Grunde um eine Axiomatik der GroBen-
lehre handelt, so legt offenbar nichts naher, als die eben genannte Defi-
nition zu benutzen, und dies soll in der Tat geschehen. Wir setzen also
fest (Aziom der Aquivalenz endlicher Mengen):

II. Zwes endliche Mengen M und N sind dguivelent, wenn fir
jede Teilmenge M’ und N’ die Bezichung M’'bN resp. N'b M besteht;
d.h. aus MdM, NAN, M'bN, N'bM fir jedes M’, N’ folgt M ~ N.

Hieraus 188t sich der Satz, da8 aus MdN auch M ~ N folgh, un-
mittelbar folgern. Ehe wir dazu fibergehen, wollen wir noch die Berech-
tigung unseres Axioms und seine Stellung im gesamten Aufbau niher er-
ortern. Wir wollen zunéichst nachweisen, da8 von den vier Beziehnngen

MaN, MbN, McN, MAN
nur die letzie mit dem Aziom vertraglich ist.

Aus Malk f
. . olgt - ein M'~N;
gomaB unserm Axiom ist aber fiir jedes M’
M'BN,

und man erhielte also NbN, was aber nach § 8, 8 widerspruchsvoll ist.
Aus MBN folgt '
. ein N' ~M;
was analog zur Relation MbM fihrt, die ebenfalls widerspruchsvoll ist.
Endlich folgt ans McN genan wie eben die widerspruchsvolle Re-
lation NON. -
Unser Axiom ksnn glso in der Tat nur mit der Beziehung MJN

4
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vertriiglich sein. Dies it aber auch wirklich der Fall. Die Folgerungen,
die sich aus : ‘
M'bBN ud MdAN, aus NBM und MIN
ergeben, lauten gemdB § 3,9, daB fir jedes M’ und N’
MbM uwd N'BN

ist; sie entsprechen der Endlichkeit von M und N und stellen die in
§ 4, 4 gefundene Eigenschaft der endlichen Mengen dar,
- Zusammenfassend folgt also: Das Axiom IT ist nur fiir endliche
Mengen realisiert, und iiberdies weder im Fall MHN, noch McN; da-
mit ist aber der Beweis seiner Berechtigung geliefert. s isf fir die
endlichen Mengen und shre Agquivalenz charakteristisch.
Der Beweis des Aquivalenzsatzes ergibt sich nun folgendermaBen.
GemiB § 4, Satz 4 ist fiir jedes 3’ und N’
MbM und N'BN;
ferner gilt nach Voraussetzung
MdIN ud NIM,
und hjeraus folgt nach § 8, 9 sofort
MBN und NOM
und nunmehr. nach unserm Axiom
M~ N,

§ 6.
Riitze iiber Verbindungsmengen,

Beien M und N einerseits, und 9 und N andrerseits fremde Mengen.
Zwischen M und M, sowie zwischen N und R bestehe je eine der Be-
ziehungen

Mo, MOM, McIM, MdM
und Na®, NR, NcR, NIR.
Es ist die Frage, welche Bezichung fiir
(M,N) und (M,NR) )
resultiert, wenn wir irgendeine Beziehung der ersten Zeile mit einer Be-
ziehung der zweiten Zeile kombinieren,
Wir beweisen zuniichst folgende Sitze:
Auvs Mo} und NaR folgt (M, N)a (D, N).
Aus MHM und NON folgt (M, N) b (M, N).
Avs M und NcR folgt (M, N) ¢ (M, N).
Aus MAM und NIR folgt (M, N)d (M, N).
Aus Mat und NdR folgt (M, N)a (MM, N).

ANl ol L o

18+
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Die Beweise von Satz 1, 4, 5 lassen sich foléendermaﬁen zasammen-
fassen. Die Voraussetzungen lauten gemeinsam
| M~ umd N~ R,
woraus gemif Axiom I von § 4
(M, N)~ (D, N)
folgt. Im Fall 1 und 5 sind nun M und M nach §4, Satz 3 unend-
liche Mengen, also gilt dies nach §4, 8 auch von (M, N) und (3, N)
und daher ergibt sich wieder :
(M, N)a (M, R).
Im Fall 4 sind dagegen M, N, M, N endliche Mengen, also auch
(§4,12) (M, N) und (M, N) und daher iss
(M, N)d (M, N).
Wir beweisen nun den Satz 2), Dam gehen wir von den Relationen
MbM und NOR '
aus, also von den Beziehungen
kein M,~M W'~ M,

kein N~ N'~AN,
und erhalten zunichst
(W, R')Y~ (M, N).

Wir folgern nun aus den gegebenen Relationen Mb% und NBHNR
mittels M~ M’ und N~ N weiter

MeM und NBHN,
oder aber (§ 5, 2)
W nicht ~ M, N’ nicht ~N
und daraus endlich, gemiB Satz 6 von §5
(T, ) b (M, N) .
oder (M, N)b (%, N).

) Geht man zun Michtigkeiten #iber, so bezieht sich der obige Satz auf den
Fall, da8 .

“ist; er sohheBt darans

m<me und m<uw,
my g, <mytn,.

In der allgemeinen Theorie fehlt noch heute ein Nachweis dieser Folgerung.
Sie ist von F. Bernstein unter der Annshme bewiesen worden, da8 m, mit u, ,ver-
gleichbar” igt. (Math. Ann. 61 (1905), 8. 129.) Nun scheidet zwar in dem vorlisgen-
den Aufban die Vergleichbarkeit als ofiene Frage gemiB § 3 sus, der Bernsteinsche
Beweis stiitzt sich aber anSerdem auf den Aquivalenzsstz. Der obige Beweis stiitzt
sich dagegen auf das Axiom IT von §4, das ja anch den Bernsteinschen Aquivalenz-
satz znr Folge hat.
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In derselben Weise beweist man den Satz 3, Kin letzter Sat.z, der
sich ableiten 138t, lautet:

8. Ist M eine endliche Menge, so folgt aus MBM und NdR

. (M, N)b (M, R).

Wegen MbI hat man nimlich

M~ .
wo mit M auch 9%’ eine endliche Menge ist. Hieraus und aus N~ R
f it
olgt weiter (M, N) ~ (T R).

Wir unterscheiden nun, ob 9% eine endliche oder unendliche Menge
ist. Im ersten Fall sind (', N) und (M, N) endliche Mengen, ferner
ist (3N, N) Teilmenge von (M, N) und daher ist gemiB § 4, 4

(M R)D(MR).

Ist aber ¥ eine unendliche Menge, so ist (M, 9R) nach § 4, 8 eben-
falls eine unendliche Menge; dagegen ist (', N) nach §4, 12 endlich
und daher gilt ebenfalls (§ 4, 7) i

(I, )b (MW, R).

Wegen M’ ~ M, N~ N folgt daraus weiter

(M,N)b(Ik, R).
In den anderen Fillen lassen sich eindentige Folgerungen nicht ent-
nehmen. Nur soviel sei bemerkt, da mit den Relationen
Mot und NBR
jede der beiden Beziehungen
, (M,N)a (M, %) und (M,N)b(M,N)
vertraglich ist.

’

-

87
Schiughetrachtung.

Die vorstehende Untersuchung liefert jedenfalls ein hinreichendes
Aziomensystem fiir die Sitze, die die Aquivalenzprobleme der Mengen be-
treffen. Wird fiir den Amgenblick noch die Bezeichnung MeN fiir die
Aquivalenz von M und N eingefiihrt, so handelt es sich, genauer gesprochen,
um die Kombination der Beziehungen, die durch

MaN, MbN, McN, MdN, MeN, M{N, MiN, (M, N)

dargestellt sind, und um die Art, wie sie assoziativ einander bedingen und
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sich miteinander verbinden. Ob die aufgestellten Axiome simtlich not-
wendig sind oder auch entbehrliche Bestandteile enthalten, mag offen
bleiben. Abgesehen von den Axiomen mehr formaler Bedeutung, wie die
tiber MeN, MfN, MiN sind es wesentlich die folgenden, die die mate-
riellen Stiitzen des Aufbaues darstellen: Das Axiem der Verknipfung, die
Axiome ifiber die Aquivalenz der Teilmengen und der Verbindungsmengen,
die Axiome fiber die Nichidquivalenz der Verbindungsmengen nicht dqui-
valexter Mengen und das Axiom iiber die dquivalenz endlicher Mengen.
Die Charakterisierung, die in diesen Bezeichnungen enthalten ist, zeigt
schon die Verschiedenheit der Gehiecte, denen sie angehéren, und zeigt
auch ihre allgemeine Notwendigkeit fiir den Aufbau.

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, ist die vorstehende Betrach-
tung zugleich eine Axiomatik der GroSenlekre; in der Tat ist ja von den
Elementen der Menge nirgends die Rede. Dies ist auch die Tatsache,
die dem in § 8 gefundenen Resultat seine Stellung im axiomatischen Auf-
bau anweist. Wir fanden dort, daf mit den Beziehungen Md N und Nd P
auch die Folgerung Ma P vertriglich ist. Sie konnte deshalb an sich
ebenfalls als axiomatische Festsetzung an Stelle des Axioms JI eingefiihrt
werden. Wie wir sahen, bewirkt sie als weitere Folgerung, daB aus Ma P
und PEN sich MdN ergibt, und liefert ebenfalls ein in sich widerspruchs-
freies System von Beziehungen. Es leS sich durch die Formeln
darstellen. (aa)=(dd)=a; (ad)=(da)=d

Dies wollen wir nun deuten. Zuniichst ist zu beachten, da8 in die
vorstehenden Schliisse die Beziehungen M BN und McXN nicht eingehen.
daf es sich bei ihmen vielmehr nur um MaN und MdN und deren
Kombinationen handelt. Nur auf sie beziehen sich also die obigen Regeln,
und auf sie beschréinke ich mich zunichst. Die Aufgabe ist dann, Objekte
mit GroBencharakter zu finden, die sich diesen Regeln fligen. Die in § 8
erwihnte Anslogie mit den Vorzeichenregeln macht dies leicht. Man er-
reicht es, indem man entgegengeseizie Groflen in Betracht szieht, deren
Teile zam Ganzen in der durch (@) festgelegten Beziehung stehen, also
der Dedekindschen Definition gentigen; die Beziehung Ma N gilt dann Fir
gleichartige, dagegen MJAN fir entgegengesetzte Objekte. Einseitig be-
grenzte Geraden von unendlicher Lange aber entgegengesetzter Richtung
bilden cin einfaches Beispiel, falls man als Teilmenge jeden ebenfalle un-
endlichen Bestandteil befrachtet und die Aquivalenz z. B. durch eineindeu-
tige Ahnlichkeitsabbildung definiert. Fiir je zwei von ihnen besteht dann
entweder die Relation (a) oder (d).

Man kapn leicht “erreichen, da8 auch die Beziebungen (b) und (¢)
anftyeten. Dies geschicht so, daB man auch Paare entgegengesetzt gerich-
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teter Geraden als Objekte zuldft. Fiir je zwei solche Paare besteht dann
die Bezichung (@), fiir jedes Paar und eine einzelne Gerade die Beziehung
(b) oder (¢), und fiir je zwei einzelne Geraden die Beziehung (@) oder (d).
Die Gesetze
(ag)=(dd)=a, (ad)=(da)=d

bleiben offenbar bestehen. Beziehungen (bb), (bd), (d¢) und (cc) sind
unméglich. Dagegen gibt es hier eine Regel fiir (be); es kann sowohl (a)
wie (d) resultieren. Endlich ergeben die Bezichungen

(ad) (ba) (d8), (aa) (ca) (ed)
(b) oder (c) als Resultat.

Die Tatsache, daB die Cantorsche Theorie die Unvereinbarkeit der
Annahme, M und N seien unendliche Mengen, mit der Beziehung MdN
des § 3 nicht nachzuweisen vermochte, erfihrt hierdurch neues Licht. Denn
die Zulassung von Elementen von zweierlei Art, die einander entgegen-
gesetzt sind, streitet weder gegen den Mengenbegriff als solchen, noch
such gegen die Dedekindsche Definition der unendlichen Mengen und die
auf ihr rubenden Eigenschaften. Fiir den so erweiterten Mengenbegriff
kann aber, wie wir sahen, im Fall unendlicher Mengen auch die Beziehung
MdAN realisiert sein. Wie weit sich auf solche Mengen die weiteren Be-
grifie und Sitze der Cantorschen Theorie iibertragen lassen, mag an dieser
Stelle auf sich beruhen bleiben'®),

Nur das sei noch erwihnt, daB die allgemeine Weiterfiihrung der bis-
her gefundenen Resultate in erster Linie die Beziehung der Menge zu
jbren Elementen, ferner den Ordnungsbegriff usw. ins Auge zu fassen hat.
Yeh will noch kurz zeigen, wie man die Elemente der Menge auf der
hier vorhandenen Grundlage einfithren kann. Voranzustellen ist das fol-
gende Axiom:

1. Jede Menge enthili Teilmengen, die nicht mehr selbst tn Teil-
mengen zerlegbar sind; sie heiBlen unzerlegbare Teilmengen oder Elemente.
Sie sollen duarch

mTM oder kiirzer durch m
bezeichnet werden. Von ihnen gilt der Satz:

Ist M~ N, so kenn eine nicht zerleghare Teilmenge von M keiner
zerlegbaren Teilmenge von N dquivalent sein und umgekehrt.

Aus der Aquivalenz M~ N folgt nimlich nach Axiom I von §3
zu jedem M’ die Existenz einer Teilmenge N’ von N, so da8

M~ N

%) Herr A. Frinkel hat mich darauf hingewiesen, daB nicht einmsl alle Axiome
iiber Teilmengen gelten. Axiom I bleibt besteben, Axiom II nicht; es gilt auch -
Axiom IIT von § 8.
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ist, Wiirde nun m = M’ ein zerlegbares N’ bedingen und wire N” eine
Teilmenge von N’, so folgt aus M’ ~ N’ gemiB demselben Axiom, daB
N” die Existenz einer Teilmenge von m bedingt, die zu N” &quivalent
ist; was aber einen Widerspruch darstellt.

Von diesem Tatbestand kann man nun wieder verlangen, daB er auch
umgekehrt gilt; d.h. man kann fordern:

II. Zwei Mengen M und N sind dquivaleni, wenn jedem BHlement
von M ein BElement von N zugehort und umgeleehrt.

DaB diese Forderung an sich widersprnchsfrei ist, wurde eben gezeigt;
da8 sie anch den allgemeinen Axiomen geniigt, die die Aquivalenzbeziehung
regeln (§1,Tund IT, §8,1, §4, I), ist leicht zu sechen. Damit moge diese
Betrachtung ihren AbschluB finden. Auf die Frage, wie mit der Ein-
fiihrung der Elemente und der neuen Aquivalenzbeziehung sich der axio-
matische Aufban Andern wiirde, soll hier nicht weiter eingegangen werden.

Jedenfalls entspricht die vorstehende Untersuchung den Forderungen,
die im Anfang gestellt wurden. Sie sieht von allen Wortdefinitionen ab
und benutzt ausschlieBlich Beziehungen zwischen den Objekten, von denen
sie handelt. Die Axiome liefern die Grundregeln fiir das Operieren mit
ibnen. Gerade um dies deutlich hervortreten zu lassen, ist jedem Axiom
und jedem Satz die ihm entsprechende formale Ausdrucksweise, also die
Bindung, die die beziiglichen Bezichungen durch den Satz oder das Axiom
erfahren, gegeben worden. Auch gind die einzelnen Axjome immer erst
dann eingefiithrt worden, wenn sie fiir den Fortgang der Beweise nétig
waren,

(Eingegangen am 14, 12. 1920.)



