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1 Einleitung

1.1 Einfiihrung und Zielsetzung

Die Aussagekraft einer 6konometrischen Analyse hingt davon ab, ob die empirischen Da-
ten, auf denen die Analyse aufbaut, tatsichlich die Phinomene und Begriffe abbilden, die
der Modellbildung zugrundeliegen. Die Frage der Datenqualitéit ist von zentraler Bedeu-
tung, weil die statistische Erfassung von Daten zu dkonomischen Fragestellungen stark
von der Genauigkeit der sprachlichen Definitionen, von subjektiven Bewertungen sowie
vom reibungslosen Ablauf der Messprozesse beeinflusst wird. Das Messergebnis ist somit
sensibel fiir Storeinfliisse. Besondere Probleme kénnen dabei nicht-zufillige Storeinfliis-
se bereiten, da ihre Auswirkungen hiufig nur schwer beschrieben werden kénnen. Trotz
der Bedeutung der Datenqualitidt werden die moéglichen Auswirkungen von Datenfehlern
bei 6konometrischen Analysen hiufig vernachléassigt. Begriindet wird dies damit, dass die
Fehler in den Daten nicht hinreichend genau bekannt sind, um sie zu korrigieren. Daher
sei es letztlich besser, mit den verzerrten Daten zu arbeiten, als diese aufgrund einer Berei-
nigung mit falschen Vorannahmen moglicherweise weiter zu verfilschen und sich iiberdies

dem Vorwurf auszusetzen, dass die Daten theoriegeleitet nachgesteuert wurden.

Die Fuzzy-Mengen-Theorie bietet eine Moglichkeit, vage und ungenaue Werte durch
graduellen Zugehorigkeiten zu einer Menge abzubilden. Daher wird vorgeschlagen, die
Behandlung fehlerhafter Daten in der Okonometrie auf eine andere Basis zu stellen, indem
Einschriankungen in der Datenqualitidt mit Hilfe von Fuzzy-Mengen modelliert werden.
Eine zentrale Methode zur 6konometrischen Datenanalyse ist die lineare Regression. Im
Mittelpunkt dieser Arbeit steht deshalb die Frage, wie Fehler in den Merkmalswerten in
geeigneter Weise als Fuzzy-Menge modelliert werden kénnen und welche Konsequenzen
dies fiir die Analyse von funktionalen Zusammenhéngen durch eine Regressionsschitzung
hat.

Die ersten Arbeiten zur Erweiterung der Regressionsanalyse durch den Einsatz von

Fuzzy Mengen-Theorie wurden ab 1985 vorgelegt.! Diese eroffneten eine Phase intensiver

17Zu den grundlegenden Arbeiten gehoren u.a.: [Heshmaty und Kandel, 1985; Tanaka, 1987; Diamond,
1990] sowie der Sammelband [Kacprzyk und Fedrizzi, 1992].
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1 FEinleitung

Forschungstéatigkeiten zu den Moglichkeiten der Fuzzy-Regression bis etwa 1997, in der
eine Vielzahl von methodischen Weiterentwicklungen vorgestellt wurden, seitdem gibt es
nur noch vereinzelte Veroffentlichungen dazu. Der Schwerpunkt der Forschung lag bisher
iiberwiegend bei der technischen Weiterentwicklung der Fuzzy-Regression, praktische Re-
levanz haben die Methoden aber nicht erreicht. Als Ursache dafiir ist zu sehen, dass es
trotz der Methodenfiille nur wenige Ansétze gibt, in denen die Interpretation der Regres-

sionsergebnisse systematisch hergeleitet und motiviert wird.

Tatsdchlich gibt es in der Literatur keine einheitliche Definition und Abgrenzung von
Fuzzy-Regression. Unter dem Begriff der Fuzzy-Regression werden sehr unterschiedliche
Analysekonzepte diskutiert, die z.T. nur in einem sehr weiten Sinne als Regressionsan-
sitze aufgefasst werden konnen. Die Vielfalt der Methoden ist u.a. im Sammelband von
Kacprzyk und Fedrizzi [1992] vertreten. Die Bandbreite reicht hierbei von der Approxi-
mation eines Fuzzy-Reglers an scharfe Daten, wie bei der ,weichen* Regression (engl. ,soft
regression) geméf [Niskanen, 2001] iiber die Possibilistische Regression geméfs |[Tanaka
und Ishibuchi, 1992] bis hin zu induktiven Ansitzen einer Kleinsten Quadrate Regression
auf der Basis von Fuzzy-Zufallsvariablen, vgl. dazu |[Kérner und Nither, 1998; Nither,
2000; Krétschmer, 2006a).

Als Hauptproblem bei der Modellierung von empirischen Analysezielen fiir die Metho-
den der Fuzzy-Regression stellt sich dar, dass die Fuzzy-Daten stark kontextabhéngig
modelliert werden, was seinerseits zu einer starken Kontextabhéingigkeit der Interpreta-
tion fithrt und diese erschwert. Die Flexibilitdt der Modellierung und Interpretation von
Fuzzy-Daten bringt Vorteile, aber auch Nachteile fiir die Datenanalyse. Dem Vorteil ei-
ner realistischeren Darstellung der Kenntnisse iiber die Daten und ihrer Qualitéit steht
der Nachteil gegeniiber, dass im extremen Fall jede Betrachtung als Einzelfall behandelt
werden und somit die Vergleichbarkeit der Daten erheblich eingeschrankt sein kann. Die
Modellierung von Fuzzy-Daten und deren Interpretation beziehen sich also stark auf den
konkreten Untersuchungsgegenstand. Dieser interpretatorische Kontext wurde bei der Me-
thodenentwicklung aber nur unbefriedigend beriicksichtigt, hdufig sogar vollig vernachlas-
sigt. So werden die Methoden bisher nur anhand sehr weniger, in der Mehrzahl artifizieller
Datenbeispiele vorgefiihrt.2 Zudem beklagen Redden und Woodall [1996] im Bezug auf die

’Insgesamt werden etwa fiinf Datenbeispiele immer wieder herangezogen. Gerne zitiert wird z.B. das
Beispiel bei dem eine Regression von Ausstattungsvariablen wie Qualitit des Baumaterials, Geschossfliche
im 1. und im 2. Stock sowie Zahl der Riaume auf den Kaufpreis japanischer Hauser aufgestellt wird, vgl.
[Tanaka u. a., 1995]. Der Datensatz umfasst 15 Datensétze. Die Frage, ob die Qualitdt des Baumaterials als
kategoriale Variable mit den drei Qualitétsstufen niedrig, mittel, hoch sinnvoll in die Regression einbezogen
werden kann, wird nicht erortert. Ein anderes vielzitiertes Beispiel stammt aus einer tatséichlich durch-
gefithrten Untersuchung iiber die subjektive Bewertung der Wiedergabequalitit von Videobildschirmen,
die in [Chang u. a., 1996] prisentiert wird. Es handelt sich dabei um einen bivariaten Ansatz mit sechs
Datenpunkten pro Bildschirmtyp. Die Daten dienen vor allem dazu, die Leistungsfihigkeit der jeweiligen
Technik vorzufiihren.
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1 FEinleitung

Possibilistische Regression das Fehlen einer Interpretation fiir die Fuzzy Regressionspa-
rameter. Der Nutzen von Methoden zur Fuzzy-Regression fiir die praktische Anwendung
bleibt damit ungeklart.

Da bereits vielfiltige Ansétze zur Fuzzy-Regression vorliegen, besteht das Ziel die-
ser Arbeit nicht darin, weitere Regressionsansitze fiir Fuzzy-Daten zu entwickeln. Statt-
dessen ist es das Hauptanliegen der vorliegenden Untersuchung, die interpretatorische
Liicke zwischen den Datenproblemen in empirischen Datensidtzen, deren Modellierung
als Fuzzy-Daten und den Aussagen und Analysen zu schliefen, die auf der Basis einer
Fuzzy-Regression iiber die vorliegenden Daten getroffen werden konnen. Im Zentrum der
Uberlegungen steht also nicht die Konstruktion der Fuzzy-Methoden als solche, sondern
vielmehr die fehlende Vorstellung iiber die mogliche Bedeutung der Fuzzy-Modellierungen
im konkreten Anwendungsfall. Die Arbeit ist so angelegt, dass die einzelnen Arbeitsschrit-
te von der Konstruktion der Fuzzy-Daten bis zur Interpretation der Fuzzy-Regression im
Sinne einer Machbarkeitsstudie nachvollzogen werden. Dabei werden fiir jeden der Schritte
exemplarische Beispiele ausgewihlt, um die Denkweise der Fuzzy-Modellierung auszuar-
beiten und die Moglichkeiten und Grenzen der Methoden auszuloten. In einer abschlie-
fsenden Auswertung werden die einzelnen Fallbeispiele unter dem Blickwinkel reflektiert,
inwieweit einzelne Ergebnisse auf andere Anwendungsfille iibertragen werden konnen und
verallgemeinerbar sind. Auf diese Weise wird die Einzelfallbetrachtung mit den Fragestel-
lungen der abstrakten Modellbildung verkniipft, und es kénnen Anforderungen an die
Modell- und die Methodenentwicklung formuliert werden, die aus einem konkreten An-

wendungsbezug heraus motiviert sind.

Um ein moglichst vollstindiges Bild iiber die Modellvorstellungen fiir den Zusammen-
hang zwischen den Fuzzy-Variablen zu erhalten, sollten bei der Aufarbeitung der Metho-
den zur Fuzzy-Regression moglichst viele Fuzzy-Anséitze einbezogen werden. Dabei ist die
iiberwiegende Zahl von Fuzzy-Regressionsmethoden nur auf eine explorative Datenanalyse
ausgerichtet. Aufserdem bieten einige der Methoden ein Verfahren an, mit dem die Streu-
ung der Daten um den funktionalen Zusammenhang subjektiv bewertet werden kann. Dies
erfordert die Auseinandersetzung mit Anséitzen, die eine Auffassung von Héufigkeitsver-
teilungen abbilden, die nicht durch klassische Zufallsvariable beschrieben werden kénnen.
Es erschien daher dringend geboten, strikt zwischen zufallsinduzierten Stérungen der Da-
ten, die als Zufallsvariable abgebildet werden kénnen, und nicht-zufélligen Stérungen der
Daten, die als Fuzzy-Mengen abgebildet werden kénnen, zu unterscheiden. Dies wurde
fiir notwendig erachtet, um in einem ersten Schritt zu analysieren, wie die Datenunschér-
fe, die mit Fuzzy-Daten abgebildet werden kann, sich bei der Funktionsapproximation
auswirkt und welche Bedeutung dies fiir die Interpretation der Approximationsergebnisse

hat. Dabei ist die Unterscheidung zwischen der Modellierung von zufélligen und von nicht-
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1 FEinleitung

zufilligen Einfliissen insbesondere fiir die Analyse von fehlerhaften Daten von zentraler
Bedeutung. Die Untersuchung konzentriert sich daher zunéchst auf explorative Regressi-
onsmethoden und somit auf Methoden zur Approximation von linearen Modellfunktionen.
Erst auf der Basis der Begrifflichkeiten und Mechanismen, die sich als Rahmen fiir die
Interpretation der Analyse von Fuzzy-Daten mit einer explorativen Regression ergeben,
ist die Einbettung in ein Verteilungsmodell und die Modellierung eines Schéitzmodells fiir

die Fuzzy-Regression bei Fehlern in den Daten sinnvoll moglich.

Als komplementére Erweiterung zu den stochastischen Regressionsansitzen interessie-
ren uns vor allem solche Ansétze, mit denen Strukturen in den Daten identifiziert werden
konnen. Wir beschrinken uns daher im Folgen auf die Methoden zur Fuzzy-Regression,
bei denen eine Fuzzy-lineare Funktion an alle Datenpunkte zugleich anzupassen ist, d.h.

bei denen die Daten global mit einer parametrisierten Funktion approximiert werden.

1.2 Aufbau der Arbeit

Nach einer Einfiihrung in die allgemeinen Qualitidtsprobleme bei der Erhebung von Wirt-
schaftsdaten und den moglichen Verzerrungen von Regressionsparametern aufgrund von
Datenfehlern in Kapitel 2 werden in Kapitel & die vorliegenden Methoden zur Fuzzy-
Regression kritisch erortert. Dabei werden einerseits die impliziten Annahmen an die
Daten herausgearbeitet, und andererseits wird untersucht, welche Informationen in den

Daten durch die Fuzzy-Regressionsfunktion verdichtet werden.

Um den Besonderheiten der einzelfallbezogenen Modellierung von Fuzzy-Daten gerecht
zu werden, wird in Kapitel 4 die Konstruktion von empirischen Fuzzy-Merkmalswerten
anhand einer empirischen Datenquelle der amtlichen Statistik als Fallbeispiel vorgefiihrt.
Dazu werden die Messfehler in den Merkmalen der Beschéftigtenstatistik analysiert. Aus-
gehend von den vorliegenden Messdaten werden dann prototypische Modellierungen von
empirischen Fuzzy-Daten entwickelt. Die Modellierung erfolgt hierbei grundsétzlich ex
post. Die Wahl fiel auf die Beschéftigtenstatistik, weil sie eine Totalstatistik ist. Das hat
den Vorteil, dass die Zufallsfehler entfallen, die durch die Verteilung der Stichprobe in der
Grundgesamtheit verursacht werden. Als Teilstatistik im Rahmen der amtlichen Arbeits-
marktstatistik hat die Beschiftigtenstatistik aukerdem den Vorzug, dass eine ausfiihrliche
und kontinuierliche Dokumentation der Probleme bei der Datenerfassung und der Da-
tenqualitit bereitgestellt wird. Von zusétzlichem Interesse fiir die Fehlermodellierung ist
die Tatsache, dass amtliche Statistiken hiufig eine grofse Vielfalt von Unschirfequellen
aufweisen, etwa durch den Einfluss administrativer Vorgaben auf Datenerhebung und

Datengehalt oder durch Methodenwechsel in der Erhebung.
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1 FEinleitung

Um den Zusammenhang zwischen der Fehlermodellierung in den Fuzzy-Daten, dem
Approximationsmodell und dem Approximationsergebnis zu verdeutlichen, wird in Kapi-
tel 5 ein Benchmarking zwischen verschiedenen Varianten der Kleinste Quadrate Fuzzy-
Regression durchgefiihrt, die mit der klassischen Kleinste Quadrate-Anpassung in den
,wahren“ und den fehlerhaften Werten ins Verhéltnis gesetzt werden. Da es normalerweise
nicht moglich ist, die ,wahren“ Werte zu ermitteln, die hinter einem fehlerhaften Mess-
ergebnis verborgen sind, werden fiir das Benchmarking simulierte Fuzzy-Daten verwen-
det. Fiir die Simulationen werden die Koinzidenzen zwischen ,wahren“ und fehlerhaften
Werten sowie deren Abbildung als Fuzzy-Zahl mit Hilfe von Fehlerszenarien konstruktiv

beschrieben.
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2 Theoretische Grundlagen

Im Rahmen der Wirtschafts- und Sozialstatistik werden Messdaten zur Deskription des
realen Geschehens erhoben, bearbeitet und zur Verfiigung gestellt. Die Qualitit dieser
Daten kann allerdings nur relativ beurteilt werden, wie Morgenstern in seiner grundle-
genden Arbeit herausstellt: ,,Es ist klar, dafs jeder, der Mefsergebnisse und Daten beniitzt,
wiinscht, daf diese genau seien und (...) das Wesentliche erfassen. (...) Die Frage, ob ein
Mefergebnis, eine Beobachtung, Beschreibung oder Zdhlung — worum immer es sich im
konkreten Fall handeln mag — genau und brauchbar ist, 1dft sich nur im Hinblick auf
den angestrebten Verwendungszweck beantworten. Mit anderen Worten: will man sinnvoll
iiber Genauigkeit diskutieren, so muf eine Statistik immer im Hinblick auf eine — wenn
auch noch so grob formulierte — Theorie oder ein Modell oder einen bestimmten Zweck
formuliert werden“.! Eine absolute Messgenauigkeit von Daten ist also ausgeschlossen.

Der reale Zustand des Geschehens kann nur ungefihr beschrieben werden.

Grundsitzlich stellen Beobachtungen mit Hilfe unserer Sinnesorgane oder anderer In-
strumente zur Wahrnehmung und Beschreibung der Realitit nur ein unvollkommenes
Abbild des realen Geschehens dar. Griinde dafiir bestehen unter anderem in der Kom-
plexitiatsreduktion, die unsere Wahrnehmung priagt, in der Unvollkommenheit unserer
Messinstrumente und darin, dass die Realitéit sich in stindiger Verédnderung befindet.
In diesem Sinne beschreiben Beobachtungsdaten die Realitdt immer nur ungefihr. Die
Unvollkommenheit der Daten zur Beschreibung des realen Geschehens wird hier ganz all-
gemein als Datenunschdrfe bezeichnet. Es gibt eine Vielzahl von Strategien, mit dieser
Unschéirfe der Daten umzugehen. In dieser Arbeit steht die quantitative Beschreibung von
Daten-unschirfen im Mittelpunkt. Die entsprechenden Modellierungen lassen Zwischen-
werte zu, die die Grenzsituation zwischen Existenz und Nicht-Existenz bzw. zwischen
Beobachtung und Nicht-Beobachtung abbilden. Wir wollen dafiir die folgende Unterschei-
dungen treffen?. Ein vertrautes und ausgearbeitetes Konzept von Datenunschérfe ist das
der Unsicherheit. Unsicherheit iiber eine Merkmalsbeobachtung liegt vor, wenn wir den
Zustand des Merkmals bei einem zuféllig ausgewdhlten Subjekt aus einer Grundmenge

messen, wobei der Merkmalszustand bei den Subjekten der Grundmenge in unterschied-

'Vgl. Morgenstern 1965, S. 2.
2Zur Unterscheidung der Begriffe vgl. [Bandemer, 1997].
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lichen Auspriagungen vorliegt. Hier bewirkt der Einfluss des Zufalls, dass wir unsicher
dariiber sind, wie bei allen moglichen bzw. bei einem weiteren zufillig ausgewéhlten Sub-
jekt der Merkmalswert ausfallen wiirde. Unsicherheit kann mit Wahrscheinlichkeiten gut

beschrieben werden, sie kann durch Einholen besserer Information nicht verringert werden.

Im Unterschied zur Unsicherheit sprechen wir von Ungenauigkeit, wenn aufgrund von
Wissenseinschriankungen nur ungefahr angegeben werden kann, welches der reale Zustand
des Merkmals ist. Ungenauigkeit iiber den Merkmalswert liegt z.B. vor, wenn das Mess-
verfahren unzuverlissig oder verzerrt ist oder wenn die Beobachtungsmdglichkeiten aus
Kosten- oder technischen Griinden eingeschrénkt sind. Ungenauigkeit kann durch Einho-
len von zusétzlicher Information bzw. von Verbesserungen im Messverfahren verringert

werden.

Als ein weiterer Unschérfeaspekt soll auflerdem Vagheit eingefiihrt werden. Vagheit ist
Ausdruck der Unvollkommenheit der sprachlichen Beschreibung der Realitdt und liegt
dann vor, wenn die quantitative Operationalisierung eines sprachlichen Begriffs nur in
Form einer mehrwertigen Menge maglich ist, die Teilzugehdrigkeiten umfassen kann. Z.B.
kann nicht eindeutig angegeben werden, welche Farbwerte der Aussage entsprechen, dass
eine Tomate ,rot* ist. Auch Vagheit kann durch Einholen zuséitzlicher Information nicht

verringert werden, sie enthélt aber offensichtlich keine Zufallseinfliisse.

In Abschnitt 2.7 wird ein Uberblick iiber die allgemeinen Qualititsprobleme bei der
Erhebung von Wirtschaftsdaten gegeben. Am Beispiel des klassischen Fehlermodells als
einfachem Fehlerstrukturmodell werden dann in Abschnitt 2.2 die méglichen Verzerrungen
des Regressionsergebnisses durch fehlerhafte Daten illustriert. Mit der Kritik am 6kono-
metrischen Fehlermodell in Abschnitt 2.3 wird der Perspektivwechsel von den klassischen
Schitzmodellen bei Fehlern in den Variablen zu Fuzzy-Modellen bei Fehlern in den Daten
eingeleitet. Abschnitt 2./ gibt zunéichst eine knappe Einfiihrung in die Grundlagen der
Fuzzy-Mengen-Theorie. Schlieflich werden in Abschnitt 2.5 Fuzzy-Merkmalswerte defi-

niert und als Konzept zur Modellierung von fehlerhaften Daten beschrieben.

2.1 Datenqualitat in der Wirtschafts- und
Sozialstatistik

In diesem Abschnitt sollen die wesentlichen Probleme der Datenqualitit in der Wirtschafts-
und Sozialstatistik rekapituliert und die Probleme bei der Quantifizierung von Fehlerein-

fliissen charakterisiert werden.
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Die Wirtschafts- und Sozialstatistik ist dadurch gekennzeichnet, dass Daten nahezu
ausschlieflich als Auskunftsdaten erhoben werden. Die statistischen Begriffe, die den Er-
fassungsvorgingen zugrundeliegen, werden daher im Bezug auf gesellschaftliche, politi-
sche und wirtschaftliche Anforderungen gebildet. Sie verkorpern oft Kompromisse, die
eine zeitliche oder internationale Vergleichbarkeit sicherstellen oder eine vielseitigere Nut-
zung der Daten? ermoglichen sollen, die damit gemessen werden. Fiir die Konzeption von
Statistiken bedeutet dies insgesamt, dass das, ,was beobachtet, erhoben werden kann,
(...) wesentlich von institutionellen Vorgaben ab|héngt|. Die Wirtschaftsverfassung, die
Steuergesetzgebung und dhnliche Vorhaben priadeterminieren die Definition von Merkma-
len, bestimmen die Moglichkeiten der Abgrenzung von Erhebungsmassen, etc.“4. Hinzu
kommt, dass die Datengewinnung haufig in einem hoch arbeitsteiligen Prozess erfolgt, in
dem ,die elementare Rezeption der Wirklichkeit (...) an jene — die Respondenten — de-
legiert [wird|, deren Tun auch Gegenstand der Beobachtung ist“®. Die Kommunikations-
und Verstindigungsprozesse bei der Erfassung der Rohdaten sind daher von essentieller

Bedeutung fiir die Datenqualitét.

Da fiir die Messung nur begrenzte Ressourcen zur Verfiigung stehen, wird der Rahmen
dessen, was faktisch beobachtet werden kann, auferdem von Kosten-Nutzen-Aspekten
determiniert. Aus diesem Grund — aber auch deshalb, um eine zu starke Belastung und
Ubermiidung der Befragten zu vermeiden — wird ein grofer Anteil der Daten im Zuge
von administrativen Prozessen erhoben, z.B. der Steuer- oder Sozialverwaltung. Etwa die
Hilfte der amtlichen Statistiken in Deutschland sind solche Sekundérstatistiken, die auf
Register der offentlichen Verwaltung basieren.® Diese Daten spiegeln meistens stéirker die
gesetzlichen Anforderungen wieder als die Zielgrofen aus der wirtschaftwissenschaftlichen
Theoriebildung. Griliches [1986| charakterisiert solche Daten daher als ,found data“.

Schlieflich konnen wirtschaftsstatistische Messungen nur bedingt unter unverinderten
Bedingungen wiederholt werden. Damit sind die Moglichkeiten stark eingeschrinkt, mit
denen die Richtigkeit der vorliegenden Daten iiberpriift und das Messverfahren justiert
werden kann. Insgesamt ist zu konstatieren, dass der Erfassungsvorgang typischerweise
weniger stabil als bei technischen Messverfahren und zugleich die Abbildung von Daten-

unschirfen deutlich erschwert ist.8

3Richter [2002] bezeichnet dies als ,multi purpose“-Charakter der statistischen Begriffe (S. 14).
4Vgl. Richter 2002, S. 7.

>Vgl. ebd. S. 7.

6Vgl. Statistische Amter des Bundes und der Linder 2006, S. 22.

"Vgl. ebd. S. 1466.

8Die Untersuchung von Morgenstern [1965] zu Messfehlern in der Wirtschafts- und Sozialstatistik gilt als
grundlegend und wird weiterhin gerne zitiert. Als zentral fiir die deutsche Statistik kdnnen aufterdem die
Arbeiten von Strecker und Wiegert gelten, die u.a. Schitzverfahren zur Beriicksichtigung der Antwortva-
riabilitdt untersuchen, hier etwa [Strecker und Wiegert, 1994; Strecker, 2004]. In neuerer Zeit wird dariiber
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Im Zuge der Qualitdtsentwicklung fiir die amtlichen Statistiken stellen die statistischen
Amter des Bundes und der Linder seit Anfang 2006 Qualitéitsberichte fiir alle Statistiken
als Service fiir die Nutzer/innen zur Verfiigung. Diese enthalten strukturierte Informa-
tionen iiber die Qualitit der statistischen Ergebnisse sowie Angaben zu den verwendeten
Methoden und Definitionen, die eine sachgerechte Nutzung der Statistiken ermdglichen
sollen. Somit liegen nun systematische Darstellungen der Fehlereinfliisse vor, die trotz
aller Einschrinkungen eine bessere Vergleichbarkeit zwischen den Datenungenauigkeiten

herstellen.

Den Qualitdatsberichten werden einheitliche Qualitdtsstandards zugrundegelegt, die es
zulassen, die Aspekte der Datenunschirfe besser zu beschreiben.? Wir verwenden sie da-
her als Ausgangspunkt fiir die weiteren Untersuchungen. Die Qualitdtsstandards bezie-
hen sich nicht nur auf die Datenqualitét der Statistiken im engeren Sinne sondern auch
auf den institutionellen Rahmen, z.B. fachliche Unabhingigkeit, Neutralitit, Objekti-
vitit sowie den Datenschutz, und auf die Prozesse zur Erfassung und Auswertung der
Daten, z.B. Verwendung adéquater Verfahren und Methoden sowie vor allem auch die
Vermeidung einer iiberméfigen Belastung der Befragten. Insbesondere konnen die Fehle-
reinfliisse iiberwiegend lediglich qualitativ beschrieben werden. Als Qualitatskriterien fiir
die statistischen Produkte im engeren Sinne werden die folgenden sechs Ziele definiert:!?
Relevanz, die sich darin ausdriickt, in welchem Mafs die Daten den Anforderungen der
Nutzer /innen entsprechen. Genauigkeit, d.h. der Ndhe des gemessenen Wertes zum ,wah-
ren”, aber unbekannten Wert. Aktualitdt und Piinktlichkeit, d.h. die Verdffentlichung der
Daten soll moglichst zeitnah erfolgen. Dazu sind Veroffentlichungstermine festzulegen und
bekanntzugeben, die eingehalten werden. Fiir wichtige Statistiken, bei denen die Aktua-
litdt hochste Prioritit hat, werden vorlaufige Ergebnisse verdffentlicht. Verfigbarkeit und
Transparenz, d.h. neben der leichten Verfiigbarkeit der Statistiken fiir die Nutzer/innen
miissen die Ergebnisse auch hinsichtlich Konzept und Methoden vollstdndig dokumentiert
sein. Vergleichbarkeit, d.h. die Ergebnisse sollen zeitlich, rdumlich und fachlich vergleich-
bar sein. Insbesondere werden einheitliche Standards in Bezug auf die Definitionen, die
Einheiten, die Merkmale und die Klassifikationen verwendet, die moglichst internationale
Giiltigkeit haben. Kohdrenz soll in dem Sinne gewéhrleistet sein, dass unterschiedliche
Statistiken, die sich auf die gleiche Grundgesamtheit beziehen, moglichst widerspruchsfrei

untereinander in Beziehung gesetzt werden, damit Statistiken aus verschiedenen Quellen

hinaus auch der leichtfertige Umgang mit der , Theoriehaltigkeit“ von amtlichen Daten problematisiert,
hier vor allem bei der volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung sowie bei internationalen Statistiken. Insbe-
sondere Bereinigungen bzw. Glittungen von Daten werden in vielen Fillen mit Bezug auf theoretische
Modelle durchgefiihrt. Zu diesem Problembereich vgl. [Holub und Tappeiner, 1995, 1997; Froeschl, 1999;
Richter, 2002].

9Vgl. [Statistische Amter des Bundes und der Liinder, 2006].

10Vgl. ebd. S. 6fF.
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kombiniert und gemeinsam verwendet werden konnen.!'! Die Statistiken sollen also als
Gesamtsystem entwickelt werden, in dem die Einzelstatistiken eine bestimmte Funktion

iibernehmen.

Zwischen den Qualititszielen gibt es Konkurrenzen. Haufig besteht ein wesentlicher
Gegensatz zwischen Genauigkeit und Aktualitdt, etwa wenn Wartezeiten bei der Daten-
sammlung zu beriicksichtigen sind.'? Um den Zielkonflikten zu begegnen, miissen bei der
Gestaltung des Erhebungsverfahrens Priorititen gesetzt werden, ,die je nach Interessen-
schwerpunkt des Anwenders selbst innerhalb der einzelnen Forschungsdisziplinen unter-
schiedlich ausfallen diirften“'3. Die Datenunscharfen sollen nun ausgehend von den Qua-

litdtszielen der amtlichen Statistik genauer betrachtet werden.

Die Mehrzahl der Kriterien wie Relevanz, Aktualitit, Vergleichbarkeit und Kohérenz
sind auf die Konzeptualisierung der statistischen Einheiten und Begriffe ausgerichtet. Die
Operationalisierung der zu messenden Merkmale sowie des Erhebungsverfahrens in einem
Arbeitsmodell, in dem versucht wird, eine méglichst hohe Ubereinstimmung mit den fach-
wissenschaftlichen Zielgrofen des Idealmodells sowie den darin enthaltenen theoretischen
Vorstellungen zu erreichen, wird auch als Addquation bezeichnet.'* Ziel bei der Adiquati-
on ist die Definition von eindeutigen Begriffen, so dass sowohl die Mess-Subjekte bzw. die
statistischen Einheiten als auch deren Merkmalswerte konkret und zweifelsfrei bestimmt
werden konnen.'®. Kriatschmer schlagt vor, Datenunschérfen, die durch die Adaquation
induziert sind, als Vagheit der statistischen Begriffe aufzufassen. In seiner Habilitations-
schrift stellt er ein entsprechendes Messmodell fiir Fuzzy-Variable vor, in weiteren Arbeiten
hat er weitreichende Ergebnisse zur Regressionsanalyse bei vagen Fuzzy-Konzepten vor-
gelegt.'® In dieser Arbeit soll der Schwerpunkt demgegeniiber auf den Datenunschérfen

liegen, die auf eine mangelnde Genauigkeit der Daten zuriickgehen.

"Das betrifft nicht nur die Verwendung identischer Klassifikationssysteme sondern reicht auch soweit,
dass bei Befragungen identische Frageformulierungen eingesetzt werden.

12In [Statistische Amter des Bundes und der Linder, 2006] wird aber darauf hingewiesen, dass eine
Verbesserung der Aktualitit nicht zwangslaufig mit einem Verlust an Genauigkeit verbunden sein muss.
Aktualitatsgewinne konnen im Rahmen einer Effizienzsteigerung der Prozesse bei der Statistikerstellung
gef. auch bei gleichbleibender Genauigkeit erreicht werden. Dazu tragen neue Erhebungstechniken, die
Einfiihrung flexiblerer Auswertungssoftware, Elektronischer Datenaustausch und das Instrument der Be-
reitstellung vorldufiger Ergebnisse bei (S. 16).

13Vgl. Lobbe 1993, S. 47.

14ygl. Strecker 1993, S. 26ff. Zu den Dimensionen der Datenunschiirfe vgl. Diagramm 2.1 auf Seite 25.

15 Allerdings kommt es vor, dass Merkmale nicht bei allen interessierenden Mess-Subjekten der Grund-
gesamtheit beobachtbar sind. So kénnen z.B. Aufwendungen bei unselbsténdigen regionalen Unternehmen
ohne eigene Buchfiihrung und bei kleinen Unternehmen, die von der Buchfiihrung befreit sind, nicht erfasst
werden. Um die Vollstindigkeit der Daten fiir dieses Merkmal zu gewihrleisten, werden bei der Erhebung
des Betriebspanels daher plausible Ersatzdaten aufgenommen, die nach einem vorab definierten Verfahren
zu bestimmen sind.

16Fiir weitere Verweise s. [Kriitschmer, 2001a, 2006a].
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Ein Fehler'™ im Messergebnis liegt definitionsgeméfs dann vor, wenn eine Einzelbe-
obachtung im Messergebnis vom ,wahren“ Wert bei einer fehlerfreien Durchfiihrung des
Arbeitssystems abweicht.'® Dabei ist das Messergebnis als Zusammenfassung aller bzw.
einer ausgewihlten Reihe von Einzelmesswerten aufzufassen. Die allgemeine Abweichung
zwischen dem Erhebungsergebnis und dem unbekannten ,wahren* Wert der Grundge-
samtheit wird als Gesamifehler des Ergebnisses bezeichnet. Je grofer der Gesamtfehler
ist, desto geringer ist die Genauigkeit des Messergebnisses. Als Mafstab fiir die Genauig-
keit des Messergebnisses wird eine Operationalisierung des Gesamtfehlers verwendet, die

iiblicherweise durch eine reellwertige Aggregation der Fehlereinfliisse bestimmt wird.

In Abhéngigkeit von der Art der Erhebung werden die Fehlereinfliisse zunéchst in stich-
probenbedingte Fehler und nicht-stichprobenbedingte Fehler unterschieden. Diese Unter-
scheidung soll verdeutlichen, dass bei Stichprobenerhebungen besondere Fehlereinfliisse zu
beriicksichtigen sind: Zum einen die Stichprobenzufallsfehler, die infolge der Zufallsaus-
wahl einer Teilmenge von Individuen und aufgrund der darauf basierenden Hochrechnun-
gen entstehen. Zum anderen die nicht-zufilligen Stichprobenfehler, die auf systematische
Ursachen zuriickzufiihren sind, die nur bei Stichprobenerhebungen auftreten, wie z.B.
wenn Maéngel hinsichtlich der Erhebungsgesamtheit oder Verzerrungen durch die Aus-
wahlmethode bestehen oder wenn das Hochrechnungsverfahren an sich fehlerhaft ist.!”
Nicht-stichprobenbedingte Fehler treten sowohl bei Stichprobenerhebungen als auch bei
Vollerhebungen auf. Es handelt sich dabei hdufig um systematische Fehler, d.h. ihr Auf-

treten kann zur Verzerrungen des Ergebnisses fiihren.

Sofern Aussagen iiber die Ungenauigkeit von Messwerten aufgrund von Fehlern ge-
macht werden konnen, ist es iiblich, eine Reihe von Einzelmessungen?® zusammenzufassen
und fiir diese den ,mittleren quadratischen Gesamtfehler MSE (engl. mean square error)
anzugeben. Es wird in der Regel angenommen, dass sich der mittlere quadratische Ge-
samtfehler additiv aus der Zufallskomponente und der systematischen Fehlerkomponente

des Ereignisses zusammensetzt, d.h.

(MSE)? = (Standardfehler)? + (Bias)?. (2.1)

"Die Abweichung des Messergebnisses vom ,wahren* Wert wird allgemein als ,,Fehler“ bezeichnet. Davon
sind die ,Messfehler als eine bestimmte Fehlerart zu unterscheiden, die in der Datenerhebungsphase
auftreten. Sie werden folglich durch den Fragebogen, die Interviewer/innen oder die Befragten verursacht.
Vgl. dazu Statistische Amter des Bundes und der Linder 2006, S. 14 und S. 87.

18Vgl. Strecker 1993, S. 26ff. Tatsichlich ist auch das im Prozess der Adiquation festgelegte Arbeitssystem
noch nicht eindeutig bestimmt und konkretisiert sich erst bei der tatséchlichen Durchfiihrung der Erhebung.

9Vgl. Krug u. a. 2001, S. 217.
20Diese werden entsprechend als das Messergebnis aufgefasst.
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Der Standardfehler ist ein Maf zur Beurteilung des Stichprobenzufallsfehlers und gibt die
sog. Prazision des Ergebnisses wieder.?! Unter der Annahme, dass die gemessenen Merk-
malswerte entsprechend der Auswahlwahrscheinlichkeit der Stichprobe fiir alle Merkmals-
werte der Grundgesamtheit reprisentativ sind, kann daraus der Stichprobenzufallsfehler
geschitzt werden. Uberdies kénnen die zufilligen Stichprobenfehler durch Vergroferung
der Stichprobe kontrolliert und verringert werden. Der Stichprobenzufallsfehler ist somit
vergleichsweise einfach zu bestimmen. Fiir wichtigere Erhebungsergebnisse bei Stichpro-
benstatistiken werden differenzierte Fehlerrechnungen durchgefiihrt,?? so dass relevante

Stichprobenfehler als hinreichend gut dokumentiert gelten konnen.

Hingegen ist eine quantitative Beschreibung des systematischen Fehlers, der alternativ
auch als Verzerrung oder als Bias bezeichnet wird, und damit der anderen Komponente
des Gesamtfehlers hiufig nur tendenziell oder gar nicht moglich. Zur Beschreibung des
Gesamtfehlers werden daher auch alternative Kennzahlen herangezogen wie z.B. Grofen-
ordnung und Vorzeichen des Bias bzw. dessen relatives Verhéltnis zum Standardfehler oder
aber die qualitative Bewertung des Gesamtfehlers sowie die Beschreibung der Fehlerarten,
die bei der Bewertung des Gesamtfehlers zu beriicksichtigen sind.?? Zur Bestimmung der
Grofenordnung des Gesamtfehlers eignet sich auch der Vergleich mit unabhéngigen Da-
tenressourcen.?* Im Unterschied zum Standardfehler kann die systematische Verzerrung
im Gesamtfehler nicht durch Vergroferung der Stichprobe verringert werden, sondern

ausschlieflich durch Verbesserung des Messverfahrens.

Nicht-stichprobenbedingte Fehler treten in allen Phasen des Datenerhebungs- und Auf-
bereitungsprozesses auf. Die nicht-stichprobenbedingten Fehler kénnen wie folgt charak-
terisiert werden:?® Fehler durch die Erfassungsgrundlage liegen vor, wenn z.B. statistische
Einheiten der Grundgesamtheit nicht erfasst werden, mehrfach erfasst werden oder aber
Einheiten falschlich erfasst werden. Messfehler sind Fehler, die wiahrend der Datenerhe-
bungsphase auftreten, sie werden z.B. durch missverstindliche Fragen des Fragebogens,
durch Falschauskiinfte seitens der Befragten oder durch die Interviewer/innen verursacht,
wenn diese durch ihr Auftreten das Antwortverhalten beeinflussen. Aufbereitungsfehler
sind Fehler, die in der Phase der Aufbereitung der Daten entstehen, z.B. bei der Daten-

21Vgl. Statistische Amter des Bundes und der Linder 2006, S. 83.

22Vgl. Statistische Amter des Bundes und der Linder 2006, S. 39.

23Vgl. ebd. S. 83f.

24Vgl. beispielsweise Federal Committee on Statistical Methodology [2001], Kapitel 8, S. 3f. In dem Ar-
beitspapier des Federal Committee on Statistical Methodology ist eine sehr umfangreiche Ubersicht iiber
den aktuellen Stand der Methoden zur Fehlerreduzierung und zur Fehlerschitzung sowie das Fehlerrepor-
ting in den USA zusammengestellt. Allerdings kénnen die Ergebnisse nur analog iibertragen werden, da
in den Analysen die Ungenauigkeit von Stichprobenstatistiken im Zentrum steht.

25Die Fehlersystematik ist ebenfalls Statistische Amter des Bundes und der Linder [2006] entnommen (S.
79ff.). Dort wird zu allen Fehlerarten auch angegeben, mit welchen Angaben die Relevanz der jeweiligen
Fehlerarten beschrieben werden konnen.
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erfassung, der Codierung oder bei der logischen Bereinigung aufgrund von Plausibilitats-
priifungen.?® Aufierdem entstehen Fehler durch Antwortausfille, sog. ,nonresponse“. Dabei
konnen ganze Einheiten entfallen, weil sie bei der Zdhlung nicht angetroffen werden oder
die Teilnahme an der Erhebung verweigern, sog. ,missing units“. Zudem kommt es zu feh-
lenden Merkmalswerten, sog. ,,missing items“, wenn eine Bestimmung des Merkmalswerts
nicht moglich ist, wenn keine Antwort erfolgt oder ggf. auch wenn besondere Datenschutz-
vorgaben zu beriicksichtigen sind. Die Fehlerwirkung von Antwortausfiallen hingt davon
ab, ob ein systematischer Zusammenhang zwischen antwortenden und nicht-antwortenden
Einheiten besteht.?”

Im Hinblick auf die Fuzzyfizierung von Datenungenauigkeiten soll hier noch besonders
auf die Bedeutung von Klassifikationsfehlern hingewiesen werden. Klassifikationsfehler
sind stark interdependent mit dem Adiquationsproblem, da Missklassifikationen in dem
Mafe zunehmen, wie Zuordnungen den Respondent/innen uneindeutig erscheinen. Thre
Zahl steigt also mit zunehmender Gliederungstiefe bzw. mit wachsender Komplexitét der
Klassifizierungsvorschrift tendenziell an.?® Von Bedeutung fiir die Datenanalyse sind vor
allem Missklassifikationen, die zu systematischen Abweichungen bei den Zuordnungen
fiihren. Ein Ausweg besteht hauptsichlich in der Vereinfachung des Klassifizierungssys-
tems, insbesondere durch Beschrinkung auf eine hohere Aggregationsstufe der Klassi-
fikation. Dies erkauft man sich allerdings mit einer steigenden Inhomogenitit bei den
Mess-Subjekten, die einer der entsprechenden Klassen zugeordnet sind. Die Verwendung
von Fuzzy-Klassifikationen wiirde hier die Moglichkeit anbieten, dass Ermessensentschei-
dungen bei den Klassifizierungsvorgingen ebenfalls abgebildet werden kénnen, so dass —
vermittelt {iber den Grad der Zugehorigkeit zu einer Klasse — eine grofere Homogenitit
in den Klassen erreicht werden konnte. Dennoch wird der Aspekt von Klassifikationsfeh-
lern im Weiteren nicht genauer betrachtet. Es wird auf die einschligigen Arbeiten zur

Fuzzy-Clusteranalyse verwiesen.??

Es ist hervorzuheben, dass das Konzept des Gesamtfehlers auf Aggregationsprozessen
in zwei Dimensionen beruht. Zum einen wird der Gesamtfehler im Bezug auf eine Zusam-
menfassung von Einzelmessungen bewertet. Zum anderen ist iiber alle vorkommenden
Fehlereinfliisse zu aggregieren. Insbesondere hinsichtlich des sog. ,systematischen Feh-
lers“ ist auf eine Begriffsverwirrung hinzuweisen, denn von einigen Autor/innen werden

auch nicht-zufillige Fehlereinfliisse als ,systematische Fehler bezeichnet??, im Zusam-

26Die Datenqualitiit kann u.a. nach der Quote der aufgrund der Plausibilititspriifung korrigierten Daten
bewertet werden.

27Zufillige Datenausfille fiihren u.a. auch zu einer Erhdhung des Stichprobenzufallsfehlers.
28Vgl. Neubauer 1993, S. 16f.

%S0 z.B. [Hoppner u. a., 1997].

3090 z.B. Krug u.a. 2001, S. 216f.

22



2 Theoretische Grundlagen

menhang mit dem Gesamtfehler ist als ,systematischer Fehler aber immer der mittlere
Fehler zu verstehen, der nicht auf den Stichprobenzufallsfehler zuriickzufiihren ist. In der
Wirtschafts- und Sozialstatistik gelingt normalerweise weder eine quantitative Beschrei-
bung aller Fehlerarten noch ist hinreichend genau bekannt, inwieweit sich die Einfliisse
der einzelnen Fehlerarten bei der Aggregation im Gesamtfehler gegenseitig kompensieren
oder verstirken. Um die Messfehler in den Daten anndhernd abzuschétzen, sollte daher
zunichst gepriift werden, welche Fehlerarten am stirksten zur Verzerrung der Daten bei-
tragen, um die Betrachtung dann darauf zu beschrénken. Die Untersuchung [Brinner,
2003| zu den Erhebungsungenauigkeiten beim Ubergang von der DDR-Statistik zur ge-
meinsamen bundesdeutschen Statistik bei der amtlichen Mortalititsmessung ist ein gutes
Beispiel fiir dieses Vorgehen, stellt mit ihrer Ausfiihrlichkeit aber eine positive Ausnahme

dar.

Die Ausprigung des Gesamtfehlers kann danach charakterisiert werden, ob in den Merk-
malswerten iiber eine Klasse von individuellen wirtschaftlichen Akteur/innen aggregiert
wird oder nicht. Merkmalsbeobachtungen, die auf Individualebene vorliegen, werden als
Mikrodaten bezeichnet. Aggregierte Daten, bei denen Teilpopulationen zusammengefasst

betrachtet werden, werden Makrodaten genannt.

Ein Vorteil bei der Verwendung von Makrodaten besteht darin, dass die Messfehler
aus den Einzelbeobachtungen sich zum Teil gegenseitig kompensieren. Grundsétzlich ist
aber die Zusammenfassung und Verallgemeinerung der Beobachtungen in den Makrodaten
nicht unproblematisch, wenn die Ausprigungen der Merkmalswerte inhomogen ausfallen
und von Einzelfillen iiberformt werden. Insbesondere kénnen Anderungen der Merkmals-
werte, die durch eine verdnderte Zusammensetzung innerhalb eines Aggregates entstehen,
damit nicht analysiert werden. Haufig werden Makrodaten als Analogon fiir ein fiktives
yreprasentatives Individuum® interpretiert. Allerdings existiert nicht notwendig ein Mess-
Subjekt mit den ,repriasentativen” Eigenschaften, so dass die Addquation bei Makrodaten
erschwert ist. Insgesamt gilt, dass Fehler in Makrodaten typischerweise systematische Feh-

ler sind, die in vielen Fallen zusatzlich iiber die Zeit korreliert sind.?!

Um die durch die Aggregation verursachten Adidquationsprobleme zu vermeiden, wer-
den inzwischen verstirkt Mikrodaten fiir die Analyse herangezogen. Dadurch wird aber
andererseits das Gewicht und die Auswirkungen von Messfehlern bei der Analyse ver-
schérft und der Einfluss von fehlenden Daten steigt.?? Zudem sind Inhomogenititen unter

den klassifizierten statistischen Einheiten von hoherer Relevanz.?3

31Vgl. Griliches 1986, S. 1476.
32Vgl. ebd. S. 1469.

33Vgl. Baltagi 1998, S. 105. Das Problem entsteht dann, wenn der Inhomogenitét im Regressions- bzw.
Schétzmodell nicht Rechnung getragen wird. Uberdies ist anzumerken, dass Klassifizierungen bei Regres-
sionsanalyse tiblicherweise mittels (0, 1)-Variablen eingebunden werden, die aufgrund der Diskretisierung
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Aus der Perspektive der Datenanalyse betrachtet, treten zu den Ungenauigkeiten, die
bei Datengewinnung entstehen, noch weitere Ungenauigkeiten hinzu. Diese werden durch
die Datentransformation oder durch Einschrinkungen bei der Vergleichbarkeit sowie durch
Unvereinbarkeiten zwischen den 6konometrischen Begriffshildungen und den verfiigharen
Daten induziert. Von besonderer Bedeutung sind aus dieser Perspektive die ,,synthetisier-
ten Daten*3*, mit denen theoretische Begriffe approximiert werden, fiir die es keine direkte
Entsprechung in der Realitit gibt und die durch Verkniipfung von Daten anderer Merk-
male konstruiert werden. Dies trifft auf viele wirtschaftliche Kennzahlen zu, wie z.B. den
Preisindex fiir die private Lebenshaltung oder das reale Bruttosozialprodukt. Aber auch
durch Fortschreibung mittels bekannter Bewegungsmassen bestimmte Bestandsmassen so-
wie Vergleichszahlen wie Relationsquotienten oder Differenzen werden durch Kombination
von primaren Daten berechnet. Fehler in den Eingangsdaten werden dabei entsprechend
mittransformiert. Dies kann zur gegenseitigen Verstirkung oder zur gegenseitigen Kom-
pensation der Fehlerbestandteile in den abgeleiteten Daten fithren. Beispielsweise konnen
konstante, additive Fehleranteile durch die Verwendung von Differenzen ausgeschaltet
werden, wohingegen sich der Gesamtfehler bei Fortschreibungen iiber die Perioden ku-
muliert. Bei der Verwendung von synthetisierten Daten ist in besonderer Weise darauf
zu achten, welche Theorieannahmen die Verkniipfungsoperationen motivieren. Uberdies
kann die Datensynthese Schwierigkeiten bei der empirischen Analyse bereiten, wenn durch
die Transformation verdeckte, zusitzliche Abhéngigkeiten zwischen einzelnen Merkmals-
variablen entstehen. Das reale Bruttosozialprodukt wird z.B. durch Division mit einem
aggregierten Preisindex ermittelt. Es ist folglich nicht moglich, die Messfehler auf dem
aggregierten Niveau als unabhéingig von den im Preisindex enthaltenen Ungenauigkeiten

bei der Messung der Preise und Mengenverhéltnisse zu betrachten.3?

Zusammenfassend sind die ausgefiihrten Interpretationsebenen fiir die Bewertung von
Datenunscharfen im Diagramm 2.1 gegeniibergestellt. Da die Operationalisierungen im
Messprozess und bei der Modellanpassung widerspriichliche Anforderungen an die statis-
tischen Begriffe und die Aussagekraft der Daten stellen konnen, werden hierbei die Seite
der Datengewinnung und der Datenanalyse gegeniibergestellt. Als Stufen, die zwischen
einem FErkenntnisinteresse bzw. einer Fragestellung und der Realitdt vermitteln sollen,

konnen die Ebenen des Idealmodells, des Arbeitsmodells sowie der Messung betrachtet

des Losungsraums zu Unstetigkeiten und Umschlagspunkten und damit zu einer groferen Sensitivitét im
Optimum fithren kénnen.

34Vgl. Neubauer 1993, S. 16f.

35Vgl. Griliches 1986, S. 1473: ,,The major serious problem (...) probably occurs in the measurement, of
sreal’ output, GNP or industry output in ,constant prices‘ (...). Since most of the output measures are
derived by deviding (,deflating‘) current value totals by some price index, the quality of these measures is
intimately connected to the quality of the available price data. Because of this, it is impossible to treat
errors of measurement at the aggregate level as being independent across price and ,quantity‘ measures'.
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(Eigene Darstellung)3®

Abbildung 2.1: Interpretationsebenen und Unschirfequellen bei der Datengewinnung und
bei der Modellanpassung

werden. Zwischen den Abstraktionsebenen sind jeweils spezifische Qualitdtsmerkmale zu

verzeichnen, die die Unschirfe der Daten ausmachen und beschreiben.

Auslosend fiir die datengestiitzte Beobachtung und deren Analyse ist eine allgemeine
Fragestellung bzw. ein Fragenkomplex. Bei einer Analyse der Beschiftigtenstruktur konnte
beispielsweise die Ausgangsfrage formuliert werden: ,Welches sind wichtige Einflussfakto-
ren auf die Entwicklung der Beschéftigung?*. Diese Fragestellung wird auf der Ebene eines
Idealmodells zunéchst in quantitative Zielgrofen X {ibertragen, die die hypothetischen Be-
griffe reprisentieren, bzw. auf der Seite der Datenanalyse in ein quantifizierbares Modell
F iibertragen, das funktionale Zusammenhénge zwischen Variablen von Analysegrofen

formuliert. Das quantifizierbare Modell F' schliefst im Falle einer induktiven Analyse auch

36Die Modellierungszusammenhiinge sind fiir die Seite der Datengewinnung in Anlehnung an Strecker und
Wiegert 1994, S. 104f, und fiir die Seite der Datenanalyse in Anlehnung an Frohn 1993, S. 62, dargestellt.
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ein Verteilungsmodell ein, das die Variabilititen zwischen den Analysevariablen und dem
Strukturmodell abbildet.37

Auf der Ebene des Arbeitsmodells werden die Zielmodelle dann so operationalisiert, dass
sie fiir die Anwendung geeignet sind. Fiir die Datengewinnung werden die Zielgréften da-
bei in ein Arbeitssystem umgesetzt, das einen durchfithrbaren Erhebungsplan darstellt.?®
Hierzu werden zusammen mit dem Erhebungsziel, der Addquation der Zielgréfen und den
operablen Merkmalen der definierten Einheiten auch die Erhebungstechnik einschlieflich
des Tabellenprogramms, der Erhebungsart, der Organisation der Feldarbeit sowie der
Aufbereitung der erhobenen Daten definiert und festgelegt.?® Durch das Arbeitssystem
wird ein Vektor der ,wahren“ Merkmalswerte Xy, reprisentiert. Analog wird bei der Da-
tenanalyse ein Arbeitsmodell f spezifiziert, in dem die Qualitdt und der Aussagewert
der erhéltlichen, d.h. der vorliegenden oder der beobachtbaren, Daten beriicksichtigt ist.
Beim Ubergang vom Idealmodell zum berechenbaren Arbeitsmodell miissen Analysevaria-
ble hiufig durch ein oder mehrere Hilfsvariable substituiert werden, die operationalisierbar
sind und bei denen eine zufriedenstellende Datenqualitit erreicht werden kann. Zur Fest-
legung des berechenbaren Arbeitsmodell ist eine passende Methode zur Bestimmung der

Relationen zwischen den Modellvariablen auszuwahlen.

Die Ebene der Messung steht auf der Seite der Datengewinnung fiir die Realisation des
Arbeitssystems, bei der ein Messwert x* gewonnen wird. Das Ergebnis x der Datenauf-
bereitung durch Datenbereinigung, Aggregation und ggf. auch Rekonziliation*® wird hier
bereits als Teil der Datenanalyse aufgefasst. Auflerdem wird auch die Bildung von ver-
kniipften Kennzahlen zu diesem Schritt gezihlt. Die Aufbereitung der Daten mittels einer
Fuzzy-Modellierung, die im Laufe dieser Arbeit diskutiert werden soll, ist somit ebenfalls

auf dieser Stufe der Datenanalyse einzuordnen.

Bemerkung 2.1 (Genauigkeitsschwelle) Durch die Bestimmung einer geeigneten
Mess-Skala fiir die Fragestellung wird auch festgelegt, mit welcher Sensitivitat die Messun-
gen durchgefiihrt werden sollen. Also z.B. ob die Grifie eines Objekts in der Einheit cm,

m oder km erfasst werden soll. In Abhdngigkeit davon verschiebt sich auch die Wahrneh-

37 Auch bei explorativen Studien wird hiufig bereits eine Vorauswahl ,relevanter Zielgrofen durchgefiihrt.
Ebenso werden die Parameter einer Approximations- bzw. Ausgleichsfunktion, die als Hinweis auf einen
proportionalen Zusammenhang gewertet werden konnen, durch die Qualitit und Reprisentativitéit der
verwendeten Daten beeinflusst.

38Dies ist eine Verkiirzung gegeniiber der Darstellung in [Strecker und Wiegert, 1994]. Sie setzen eine
Variabilitdt des Arbeitssystems und damit eine Menge von durchfiihrbaren Erhebungsplinen voraus, von
denen unter Kosten-Nutzen-Abwéigungen einer ausgewéhlt wird bzw. sich im Zuge der Erhebung konsti-
tuiert.

39Vgl. Strecker und Wiegert 1994, S. 103.

40D h. der Glittung von Daten, damit diese bestimmten Anforderungen geniigen wie etwa der Identitiit
gewisser Randsummen.
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mungsgrenze fir unwesentliche Verinderungen. So werden wir bei der Messung in km eine
Abweichung von 1 m als zu vernachldssigen betrachten, bei einer Messung im m hingegen
erst eine Abweichung im mm-Bereich. Zadeh bezeichnet dieses Phdnomen als ,granula-
tion“4" Die Wahl des Mafistabes kann ein bewusst gewdihltes Mittel zur Komplexititsre-
duktion sein. Morgenstern [1965] verweist allerdings darauf, dass bei der Verwendung von
sekunddren Datenquellen, auf die man bei wirtschaftsstatistischen Analysen hdufig ange-
wiesen ist, besonders darauf zu achten ist, welche Genauigkeitsschwelle iberhaupt fir alle
Merkmalsvariablen gewdhrleistet werden kann, um Scheingenauigkeiten zu vermeiden.4?
Grundsdatzlich sind Messfehler daher erst dann relevant, wenn sie die modellimmanente
Genauwigkeitsschwelle iiberschreiten. Es soll allerdings nicht verschwiegen werden, dass die-
se Stabilitit nur dann gilt, wenn keine komplexen Riickkopplungseffekte bestehen. Solche
Effekte sind z.B. Gegenstand der Chaostheorie.

Schlieflich erhalten wir aus der Anpassung des Arbeitsmodells anhand der passend
aufbereiteten Daten eine Approximation f (x), die fiir die Interpretation von funktionalen

Zusammenhéngen in den Merkmalswerten zur Verfiigung steht.

Auf der Seite der Datenanalyse werden wir uns im Folgenden auf die Regressionsanalyse
konzentrieren. Diese wird im folgenden Abschnitt kurz vorgestellt, wobei vor allem die

Ansitze zur Behandlung ungenauer Daten kritisch beleuchtet werden sollen.

2.2 Datenunscharfe bei einfacher, linearer Regression

Okonometrische Analysen haben die Aufgabe, funktionale Beziehungen zwischen ¢kono-
mischen Variablen mit Hilfe von statistischen Methoden zu identifizieren und zu messen.
Die von der Theorie vorgeschlagenen funktionalen Zusammenhénge sollen dabei mit Hilfe
empirischer Daten statistisch gepriift werden. Dabei soll nicht nur das Vorzeichen des Zu-
sammenhangs zwischen den 0konomischen Variablen bestatigt werden, sondern es sollen
nach Moglichkeit auch dessen quantitative Intensitdten abgebildet werden. Da Beziehun-
gen im sozialen Raum kontinuierlichen Anderungsprozessen unterliegen, ist das Ziel der
Untersuchungen darauf ausgerichtet, relevante ¢konomische Beziehungen zu ermitteln,
die zumindest iiber einen gewissen Zeitraum stabil sind. Nicht zuletzt sollen aus den vor-
liegenden Daten auch quantitative Prognosen ermittelt werden, fiir die im Rahmen der

Modellannahmen eine Abschitzung des Fehlerspielraums mdoglich ist.

Grundsitzlich stellt die Regressionsanalyse die zentrale Methode der Okonometrie dar,

mit der Modellparameter numerisch spezifiziert werden konnen. Typische Beispiele fiir

Vgl. [Zadeh, 1997].
42ygl. Morgenstern 1965, S. 95.
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solche Parameter, die wesentliche Zusammenhénge zwischen den 6konomischen Variablen

kennzeichnen, sind Grenzneigungen oder Elastizititen.*3

Am Anfang der Uberlegungen steht die Formulierung des Schétzproblems. Darin werden
die theoretische Voriiberlegungen in ein oder mehrere parametrisierte Funktionsgleichun-
gen iibersetzt, so dass die Parameter anhand von empirischen Daten ermittelt werden
konnen. Im Schétzproblem ist auferdem zu unterscheiden, welche Variable fiir den funk-
tionalen Zusammenhang als gegeben bzw. unabhéngig erscheinen und welche Variable
sich aus dem Zusammenhang ergeben und somit abhéngige Variable sind. In den Begrift-
lichkeiten der Okonometrie werden erstere als exogene Variable und zweitere als endoge-
ne Variable fiir den untersuchten Zusammenhang bezeichnet. Dabei wird angenommen,
dass Abweichungen von der Modellfunktion dadurch entstehen, dass der funktionale Zu-
sammenhang von zufilligen Storungen iiberlagert ist**, die ebenfalls auf die abhéngigen

Variablen — und im einfachen Modellansatz nur auf diese — einwirken.

Die Modellbildung findet in der Okonometrie meistens unter ungiinstigen Bedingungen
statt. Haufig ist der funktionale Zusammenhang im Zeitablauf nur beschriankt stabil. Ins-
besondere bei Mikrodaten kénnen die Storeinfliisse auf den Zusammenhang relativ grof
sein und stark variieren. Schliefslich sind bei der allgemeinen Interdependenz 6konomischer
Beziehungen Riickkopplungseffekte zwischen den beobachtbaren 6konomischen Variablen
und den Storvariablen zu erwarten. Es ist daher sinnvoll, den 6konometrischen Zusammen-
hang nur annidhernd abzubilden, so dass nur die wesentlichen Zusammenhangsparameter
geschétzt werden konnen. Fiir die meisten Situationen ist eine Beschreibung mit Hilfe
von linearen Modellfunktionen hinreichend genau. Beispielsweise konnen auch exponen-
tielle Wachstumsentwicklungen durch Logarithmieren auf eine lineare Zusammenhangs-
gleichung transformiert werden. Die Kleinste Quadrate-Regression ist allerdings nur dann
optimal, wenn die Storkomponente stochastisch unabhéngig von den Variablen der Mo-
dellgleichung ist. Andernfalls kann die Verzerrung der Schéitzparameter erheblich sein, wie
anhand des einfachen klassischen Fehlermodells illustriert werden kann, das den Effekt von

fehlerhaften Daten auf die Parameter der linearen Regression beschreibt.

Bei 6konometrischen Analysen kann keinesfalls davon ausgegangen werden, dass die Be-
dingungen fiir die Optimalitit der Kleinste Quadrate-Regression hinreichend gut erfiillt

sind. Es kommt haufig vor, dass die Storkomponente innere Abhéngigkeiten (Autokorrela-

43Vgl. Schneeweift 1990, S. 17.

441n der Literatur wird an dieser Stelle iiblicherweise die Bezeichnung ,stochastische Stérung“ verwendet,
um deutlich zu machen, dass die Stérung mittels eines Verteilungsmodells beschrieben und durch eine
Zufallsvariable abgebildet werden kann. Da Stochastik aus dem Altgriechischen auch als ,zum Erraten
gehorende Kunst“ iibersetzt werden kann, gehort die Fuzzy-Theorie in einem weiteren Sinne auch zu
den Gebieten der Stochastik. Vgl. Brockhaus, 21. vollig neu bearbeitete Auflage, Online-Ausgabe; Zugriff
iiber Munzinger-Online am 25. November 2009. Aus diesem Grund wird hier immer der Begriff ,zuféllig*
verwendet, wenn eine Modellierung mit Hilfe von Zufallsvariablen moglich ist.
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tionen)* aufweist oder durch Einflussfaktoren induziert ist, die nicht identifiziert werden
konnen oder die nicht messbar sind. Eine zutreffende Messung von funktionalen Bezie-
hungen ist daher nur dann moglich, wenn ,das Zustandekommen der beobachteten Daten
theoretisch verstanden und modellméaRig erfasst worden ist“46. Fiir das hinter den Daten
stehende 6konometrische Modell reicht es folglich nicht aus, eine Funktion anzugeben,
die gewisse Variable sinnvoll miteinander verkniipft, sondern es besteht die umfassendere
Anforderung, dass auch die stochastische Natur dieser Variablen anzugeben ist, wobei
die moglichen Interdependenzen der Storvariablen besonderes zu beriicksichtigen sind.
Dariiber hinaus sind alle Variablen im Modell zu spezifizieren, mit denen mdoglicherweise

Interdependenzen vorhanden sind.

Insgesamt bewegt man sich also bei der Spezifikation des Schitzmodells in dem Span-
nungsfeld, dass das Modell einerseits vollstindig genug sein soll, so dass alle wesentlichen
Effekte und Abhéngigkeiten in die Schétzung einbezogen werden, andererseits soll die Zahl
der Variablen nicht zu grof werden, um den approximativen Ansatz in der Modellbildung
zu wahren und nicht einer Scheingenauigkeit zu unterliegen, die den Instabilititen der
okonomischen Zusammenhinge nicht angemessen ist. Uberdies konnen bei einer wach-
senden Zahl von Variablen aussagekriftige Schitzergebnisse nur noch erreicht werden,
wenn immer mehr Beobachtungen einbezogen werden. Auflerdem steigt die Gefahr, dass
die Parameter nicht mehr identifiziert werden konnen, d.h. dass das Schétzproblem keine
oder keine eindeutige Losung hat. Nicht-Identifizierbarkeit eines Strukturmodells kann
aber grundsétzlich auch in der Natur der Fragestellung selbst liegen, wenn diese ungiins-
tig gestellt ist. Von einer Fehlspezifikation des Schitzmodells sprechen wir immer dann,
wenn wesentliche Einflussfaktoren oder Interdependenzen nicht modelliert wurden. Ei-
ne Schitzung nach einem fehlspezifizierten Modell fiihrt definitionsgeméf zu verzerrten

Parametern oder unzutreffenden Konfidenzmengen?’.

Die 6konometrische Modellkonstruktion basiert auf der Grundannahme, dass die Da-
ten eindeutig und fehlerfrei beobachtet werden und somit auch die Merkmalsvariablen
eindeutig und fehlerfrei sind. Fehler in den Variablen miissen demzufolge im Schiatzmodell
gesondert spezifiziert werden und die Verteilungsannahmen sind im Hinblick darauf zu
modifizieren. Entsprechende Schitzmodelle werden hiufig unter der Bezeichnung Modelle
mit Fehlern in den Variablen®® zusammengefasst. Als Ausgangspunkt fiir die weiteren

Untersuchungen wird in Abschnitt 2.2.1 zunéichst die ,klassische, lineare Regressions-

45 Autokorrelationen sind hiufig bei Zeitreihendaten festzustellen. Zu den unbekannten Einflussfaktoren
sind u.a. auch Beobachtungsfehler in den Daten zu zdhlen.

46ygl. Schneeweift 1990, S. 22.

4"Eine Verzerrung der Konfidenzmengen ist gleichbedeutend damit, dass der (Ko-)Varianzschitzer ver-
zerrt ist. Dies ist z.B. bei Heteroskedastizitdt der Storkomponente, d.h. einer verdnderlichen Streuung der
Modellabweichungen zwischen den Stichproben, der Fall.

*8Eine wichtige Publikation fiir den deutschsprachigen Raum ist z.B. [Schneeweit und Mittag, 1986].
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analyse eingefiihrt und die Kleinste Quadrate-Approximation als zentrale Schatzmethode
vorgestellt. Im Abschnitt 2.2.2 werden dann einfache Modelle bei Fehlern in den Varia-
blen als exemplarische Beispiele fiir die Verzerrungseffekte durch deterministische oder
zufiillige Fehler in den Daten diskutiert. Ein besonderer Augenmerk liegt dabei auf der

Modellierung der Fehlereinfliisse.

2.2.1 Grundmodell der linearen Regression

Die einfache, lineare Regression mit einer abhéingigen Variablen Y : {2 — R und £ unab-
hiangigen Variablen X7, ..., X} : Q — R stellt den Prototyp und im weitesten Sinne auch
das allgemeine Ideal der Regressionsanalyse dar. Fiir die Aufgabenstellung der linearen
Regression wird ein Zusammenhang zwischen k& unabhingigen Variablen Xi,..., X} und
einer abhédngigen Variablen Y unterstellt, der linear in den £ Parametern ag,ay,...,a; € R
ist.#* Dabei wird angenommen, dass die Abweichung zwischen den Beobachtungswerten
und der Modellgleichung durch eine Zufallsvariable ¢ modelliert werden kann. Im Mittel-

punkt steht somit die folgende allgemeine Modellgleichung

k
Y:a0+ZaJXj +£. (22)
j=1
Im Folgenden benotigen wir eine verkiirzte Notation der Schar der Modellfunktionen.
Wir setzen f(z,a) = ag + X, a;zj, wobei z = (21,...,2),a = (ag,a1,...,a;) € R*1. Hierbei
soll der Buchstabe ,z° auf eine unbestimmte Variable verweisen, damit in der weiteren
Diskussion eine Verwechslung mit den Variablen bzw- den Beobachtungswerten fiir die

abhéngige und die unabhingigen Variablen vermieden wird.

Die Parameter der Modellgleichung sollen nun aufgrund von empirischen Daten spe-
zifiziert werden. Dazu muss der Zustand der Modellvariablen fiir den Zusammenhang
wiederholt gemessen werden. Es sollen daher n Beobachtungen zur Beschreibung des Zu-
sammenhangs vorliegen. Im Schitzmodell wird angenommen, dass die gemessenen Daten
als Ergebnis von Zufallsprozessen zustande kommen und durch Zufallsvariablen beschrie-
ben werden konnen. Dabei werden fiir eine beliebige Modellvariable Z € {Y, X3,..., X;}
die Einzelmessungen unterschieden, so dass im Extremfall jede Einzelmessung einer an-
deren Wahrscheinlichkeitsverteilung folgen kann. Die Grundannahmen an den zufilligen

Messprozess werden folgendermafen prézisiert.

4D h. es ist zulissig, dass die unabhingigen Variablen eine nicht-lineare Funktion wiedergeben, z.B.
X1 = ZL',XQ = $2,X3 = 333.
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Definition 2.2 Sei n € N die Zahl der durchgefiihrten Einzelmessungen fiir die Modell-
variable Z. Fiir jedes 1 <7 < n ist die Zufallsvariable Z; : () — R eine Beobachtung. Die
Stichprobe wird dann vom n-Tupel (Z1,...,Z,) der Beobachtungen gebildet.

Fiir ein w € Q ist z; = Z;(w) der Beobachtungs- bzw. Merkmalswert und das n-Tupel
(z1,...,2n) = (Z1(w), ..., Z,(w)) ist das Stichprobenergebnis.

Die Begriffe werden gleichfalls auf die Familie der Modellvariablen (X7, ..., X}, Y) iiber-
tragen. Wir sprechen dann von einer Beobachtung der Modellvariablen, von einer Stich-
probe der Modellvariablen und so fort. Die Bedeutung ist im Folgenden immer aus dem

Kontext erkennbar.

In Anlehnung an die Begrifflichkeiten der 6konomischen Theorie werden im Folgenden
die Beobachtungswerte fiir die abhéngige Variable Y auch als Outputs und die Beobach-

tungswerte fiir die unabhéngigen Variablen X,..., X, als Inputs bezeichnet.

Wenn der funktionale Zusammenhang aufgrund der n Beobachtungswerte ermittelt wer-
den soll, ist zu beriicksichtigen, ob sich Verdnderungen in den Modellannahmen zwischen
den Beobachtungen ergeben und ob zwischen den n Beobachtungen Abhéingigkeiten vor-
liegen. Das Schitzmodell der einfachen, linearen Regression ist dadurch gekennzeichnet,
dass die Rahmenbedingungen sich zwischen den Beobachtungen nicht wesentlich dndern
und dass keine Abhéngigkeiten bei den Storvariablen bestehen. Im Modell wird dazu ange-
nommen, dass die Storvariablen ¢; paarweise unkorreliert sind und dass alle Storvariablen
dieselbe Streuung haben. Auferdem sollen die Stérvariablen im Mittel verschwinden. Da
der Zustand der unabhéngigen Variablen, anders als bei experimentellen Situationen, nor-
malerweise nicht vorgegeben werden kann, werden die unabhéngigen Variablen ebenfalls
als Zufallsvariable betrachtet.?® Da nur der Zusammenhang zwischen den unabhingigen
und der abhingigen Variablen geschitzt werden soll, kommt es auf die Verteilung der
unabhéngigen Variablen Xi,..., X, nicht an, sondern vielmehr auf die Verteilung der
Y1,..., Y, unter gegebenen Xiq,..., X, . Die Modellgleichung ist dann als bedingte Mo-
dellgleichung zu sehen und die Verteilungsannahmen gelten ebenfalls bedingt unter gege-

benem Stichprobenergebnis fiir die unabhingigen Variablen.

Das Schiatzmodell der einfachen, linearen Regression®!' kann nun unter Einbeziehung

der n Beobachtungen spezifiziert werden. Dabei werden die Zusammenhangsgleichungen

%0Zu den steuerbaren Zustinden konnen allerdings auch die Zeitperioden bei Zeitreihen betrachtet wer-
den, wenn ein Trend untersucht werden soll. Vgl. Schneeweifs 1990, S. 30.

>'Hier steht ,einfache, lineare Regression“ fiir das Modell der (engl.) ,,ordinary least squares regression‘
Im Unterschied dazu kann im Schitzmodell der verallgemeinerten, linearen Regression bzw. (engl.) ,,general
least squares regression nicht angenommen werden, dass die Varianzen fiir alle Beobachtungen gleich sind.
In diesem Fall muss fiir eine unverzerrte Schitzung der Parameterschitzer mittels der Kovarianzmatrix
transformiert werden. Dazu ist aber vorauszusetzen, dass die Kovarianzmatrix auch geschétzt werden kann.
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fiir die Beobachtungen in Form einer Matrixgleichung zusammengefasst.

Y =Xa+e, (2.3)
wobei
)
Y I Xi Xk a €1
Y = , X=]: : , a= ‘1 und €=
Yn 1 an Xnk: En
ag

Aufserdem soll die Verteilung der Storvariablen e die Gauf-Markov-Bedingungen erfiil-

len. Diese stellen die folgenden Anforderungen:

(GM.1)

(GM.2)

(GM.3)

E(e|X) =0, d.h. bei gegebenen Stichprobenwerten fiir die unabhéngigen Varia-
blen ist der Erwartungswert aller Storvariablen 0. Da die bedingte Erwartung
konstant ist, folgt daraus insbesondere, dass €4,...,¢, stochastisch unabhingig

von Xlla - aXnk ist.

E(ee”|X) = 02, d.h. bei gegebenen Stichprobenwerten fiir die unabhéngigen
Variablen gilt fiir alle 1 <i < n, dass Vare; = 02 € (0, 00] und die Storgroken sind

paarweise unkorreliert fiir A # i.

Die Matrix (X?)7(X0?) ist fast-sicher regulir. Dabei ist

X X

XO — . ) .
an Xnk:

die Stichprobenmatrix mit den Beobachtungswerten fiir die unabhéngigen Varia-

blen. Die Variation der unabhéngigen Variablen ist also in dem Mafe unabhéingig,

dass in der Stichprobe keine relevante Abhéangigkeit zwischen ihnen besteht.

Die Unkorreliertheit von X, e in (GM.1) stellt sicher, dass der Einfluss der gemeinsamen

Verteilung der Xq,..., X, gering ist und somit vernachléssigt werden kann.>?

Der Kleinste Quadrate-Schétzer fiir die einfache, lineare Regression ist dadurch defi-

niert, dass er die Summe der Abstandsquadrate zwischen den Beobachtungswerte fiir Y

und der Modellfunktion f(-,a) in den Beobachtungswerten fiir X1,..., X} minimiert.

52Vgl. Schneeweifs 1990, S. 39f.
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Definition 2.3 (Klassischer Kleinste Quadrate-Schétzer) Es sei das Schitzmodell
(2.3) mit den Verteilungsbedingungen (GM.1), (GM.2) und (GM.3) gegeben.

Fiir das Schitzmodell liege nun ein Stichprobenergebnis ((SL’H, e Tk, Yi)is 1 <0 < n)

vor. Ein Parameter a € R* der das Funktional
D*(a) = ) (yi - [(x1,2))?, (2.4)
i1

d.h. die Summe der Abstandsquadrate beziiglich der Modellgleichung (2.2), minimiert,
wird Kleinste Quadrate-Schatzer fiir das Schatzmodell der einfachen, linearen Regression

genannt.

Die Differenzen

ei(a) =y - f(xi,a)

zwischen den Outputs und den Funktionswerten in den Inputs werden als Residuen be-
zeichnet. Dabei werden die Funktionswerte ¢; = f(x;,a) als Schitzwerte fiir die Outputs
betrachtet. Es gilt D?(a) = ), e?(a). Die Residuen im Kleinste Quadrate-Schétzer werden

vereinfachend auch als e; = ¢;(a) notiert.

Der Kleinste Quadrate-Schétzer stellt eine Orthogonalprojektion des Vektors der Stich-

probenwerte fiir Y auf den Unterraum von R* dar, der durch die Vektoren der Stichpro-

benwerte fiir X7, ..., X} aufgespannt wird.?® Er kann nach der folgenden Formel berechnet
werden
a=(XTX)'XTy, (2.5)

wobei y = (y1,...,yn)" € R* der Vektor der Stichprobenwerte fiir Y ist. Die Inverse von
XTX existiert geméf Bedingung (GM.3). Diese stellt aukerdem sicher, dass der Kleinste

Quadrate-Schitzer eindeutig ist.>*

Es kann gezeigt werden, dass der Kleinste Quadrate-Schitzer im Schatzmodell der einfa-
chen, linearen Regression ein Optimum darstellt. Dabei kann die Giite unter verschiedenen
Perspektiven nachgewiesen werden. Diese Giiteeigenschaften gelten spiter bei der Fuzzy

Kleinste Quadrate-Regression hdufig nur noch unter Einschrinkungen. Im Hinblick auf die

3 Als Orthogonalprojektion hat a die giinstige Eigenschaft, dass die Residuen sich in der Summe gerade
ausgleichen, es gilt »; e; = 0. AuRerdem sind die Residuen fiir jede exogene Variable X; orthogonal zum
Vektor der entsprechenden Stichprobenwerte x() = (;;);, so dass " x) = 0. Vgl. Schneewei 1990, S.95f.

%4 Tatsichlich kann der Kleinste Quadrate-Schiitzer allgemeiner mit der Moore-Penrose-Inversen X7 X
berechnet werden, sofern die verallgemeinerte Inverse existiert. Der Kleinste Quadrate-Schitzer ist dann
aber im allgemeinen nicht mehr eindeutig.
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Untersuchung der Fuzzy-Regression bei einer Fuzzy-Modellierung von fehlerhaften Daten
wird daher bei der Erorterung der Giiteeigenschaften des Kleinste Quadrate-Schéitzers
eine Vorauswahl getroffen. Der Hauptaugenmerk liegt bei den Eigenschaften, die durch
Datenfehler beeinflusst werden sowie bei den Eigenschaften, die ebenfalls auf einige der
untersuchten Fuzzy-Methoden iibertragen werden kénnen. Da wir davon ausgehen miis-
sen, dass die beobachtete Situation das Schiatzmodell nur annidhernd erfiillt, werden auch
Aussagen iiber die Konvergenz der Schitzung benétigt. Deshalb werden lokale und asym-

ptotische Giiteeigenschaften unterschieden.

Als lokale Giiteeigenschaften sollen solche Eigenschaften des Kleinste Quadrate-Schétzers
gelten, die fiir ein und dieselbe Stichprobe nachgewiesen werden konnen. Eine wesentliche
lokale Eigenschaft ist die Approximationseigenschaft. Denn die Aufgabenstellung der li-
nearen Regression kann zunéchst auf die Losung des Kleinste Quadrate-Problems geméf
Gleichung (2.4) aus Definition 2.3 reduziert werden. Dies stellt eine Beschrinkung auf das
reine Approximationsproblem dar, bei dem eine lineare Ausgleichsgerade zu einer gege-
benen Menge von Datenpunkten ((x;,%;);1 < <n) zu bestimmen ist. Mit der Summe
der Fehlerquadrate D?(a) = ¥, |e;|? liegt dariiber hinaus auch eine Gitebewertung fir die
Approzimation vor, die beschreibt, wie gut die Outputs durch die Ausgleichsfunktion an-
gendhert werden. Die Kleinste Quadrate-Ausgleichsgerade kann als eine Art Mittelwert
iiber die moglichen Geraden betrachtet werden, die durch die Datenpunkte aufgespannt
werden. Dies ldsst sich damit motivieren, dass die Losung des Optimierungsproblems

min{a e R| ¥,(z; — a)?} gerade durch den Mittelwert Z. iiber die z; gegeben ist.

Aus einer allgemeinen Warte betrachtet ist eine Ausgleichsfunktion eine Funktion aus
einer festgelegten Menge von interessierenden Funktionen, die die gegebenen Daten best-
moglich annédhert. Die bestmogliche Anndherung wird im allgemeinen durch Minimieren
einer Distanzfunktion bestimmt. Im vorliegenden Fall der klassischen Kleinste Quadrate-
Approximation ist die Distanzfunktion durch das Quadrat der euklidischen Norm || -|[?
bestimmt. Mit Hilfe von Ausgleichsfunktionen kann untersucht werden, welche der vorge-
gebenen Funktionen die Punkte einer Datenwolke gut charakterisiert. Dabei werden keine
weiteren Annahmen bzgl. der Struktur der Daten aufgestellt. Mit einer Ausgleichsfunktion
konnen daher nur Zusammenhénge innerhalb der aktuell vorliegenden Daten identifiziert
werden. Diese konnen als Hinweise fiir quantitative Strukturen in den Daten aufgefasst
werden, sind aber nicht dazu geeignet, einen funktionalen Zusammenhang zu belegen
oder gar zu iiberpriifen. Insbesondere kénnen bei einer Ausgleichsgeraden keine Aussagen
dariiber getroffen werden, inwieweit die Kleinste Quadrate-Parameter den ,wahren“ Zu-
sammenhang beschreiben. Solche Analysen und die davon abzuleitenden Ergebnisse sind

nur im Rahmen eines Schitzmodells moglich.> Es ist daher notwendig die unterschied-

%In einem Schitzmodell kann z.B. der ,wahre“ Wert fiir einen Beobachtungswert modelliert werden,
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lichen Ansitze genau zu unterscheiden. Fiir die Kleinste Quadrate-Ausgleichsgerade soll
im Folgenden die Bezeichnung Kleinste Quadrate-Approzimation und fiir die zugehorigen
Parameter die Bezeichnung Approrimationsparameter reserviert sein. Im Unterschied da-
zu liegt eine Kleinste Quadrate-Schitzung nur dann vor, wenn diese im Bezug auf ein
Schitzmodell wie hier dem Schitzmodell der einfachen, linearen Regression (2.3) mit den
Verteilungsbedingungen (GM.1), (GM.2) und (GM.3) bestimmt wurde. Nur dann werden

wir von Parameter-Schdtzern sprechen.

Die Verteilungseigenschaften des Schitzmodells stellen sicher, dass der Kleinste Quad-
rate-Schitzer in der Ndhe der erwarteten Parameter liegt. Gemaf des Satzes von Gaufs-
Markov gilt fiir den Kleinste Quadrate-Schitzer unter den Gaufs-Markov-Bedingungen
die Eigenschaft, dass er BLUE ist, d.h. er ist erwartungstreu und unter allen linearen
Schéitzern im Schitzmodell derjenige mit der kleinsten Varianz (engl. ,,best linear unbiased

estimator*).55

Ganz allgemein kann hinsichtlich der Empfindlichkeit der Parameter-Schitzer auf Ande-
rungen in den Daten festgehalten werden, dass die Parameterschitzung tendenziell besser
ausfallt, wenn die Stichprobenwerte in X1, ..., X} stirker streuen. Hingegen steigt der An-
passungsfehler fiir den Achsenabschnitt ag, je weiter die X-Werte vom Ursprung entfernt
sind. Da in der 6konometrischen Praxis die X-Werte oft weit vom Nullpunkt entfernt

sind, ist die Schitzung des absoluten Glieds meist sehr unzuverléssig.>”

Weitere lokale Eigenschaften des Kleinste Quadrate-Schitzers liegen nur dann vor, wenn

die Storvariablen normalverteilt sind, d.h. wenn gilt
Vi<i<n: g ~N(0,0%) (2.6)

Unter der Normalverteilungsannahme gilt, dass die Kleinste Quadrate-Parameterschit-
zer aufserdem mit den Maximum Likelihood-Schétzern identisch sind. Daraus kann insbe-
sondere gefolgert werden, dass die Parameter-Schitzer unter dieser Voraussetzung sogar
effizient sind, d.h. erwartungstreu und unter allen erwartungstreuen Schétzern haben sie

kleinste Varianz.5®

Bei gegebener Stichprobenmatrix X sind die Parameter-Schitzer, wenn wir sie als Funk-
tionen von Zufallsvariablen betrachten, unter der Normalverteilungsannahme ebenfalls
normalverteilt. Dies gilt ebenfalls fiir jede Linearkombination der Parameterschitzer.

Als wichtigste Folgerung daraus lédsst sich die Varianz der Storvariablen aus den Da-

indem er mit dem Erwartungswert der Verteilung der Beobachtung identifiziert wird.
%6Vgl. SchneeweiR 1990, S. 109.
5TVgl. Schneeweifs 1990, S. 60f.
%8Vgl. ebd. S. 72.
%Vgl. Schneewei 1990, S. 111.
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ten schitzen, indem die Verteilung der Teststatistik in Gestalt der F-Verteilung analy-
tisch bestimmt und damit Konfidenzbereiche fiir die Schitzwerte berechnet werden. Auf
dieser Grundlage konnen dann schlieflich auch Tests fiir lineare Hypothesen wie z.B.

ay, = - = a, = 0 konstruiert werden.0

Die asymptotischen Giiteeigenschaften beziehen sich auf das Konvergenzverhalten des
Kleinste Quadrate-Schéitzers bei Vergroferung der Stichprobe, d.h. fiir n - oo. Eine we-
sentliche Forderung ist der Nachweis der Konsistenz des Parameter-Schétzers. Diese liegt
dann vor, wenn der Parameter-Schéitzer bei wachsender Stichprobengrofe stochastisch
gegen den zu schiatzenden Parameter konvergiert, d.h. wenn gilt P-lim,,,., a = a. Durch
Vergroferung der Stichprobe kann also im Schétzmodell der zugrundeliegende Parameter
beliebig nah approximiert werden. Der Kleinste Quadrate-Schéitzer ist konsistent, wenn
die Folge der unabhéngigen Variablen einer Beschrinktheitsbedingung geniigen und wenn

hinreichend viele Beobachtungen vom Stichprobenmittel abweichen.6!

Meistens erfiillen die Beobachtungen bzw. die Storvariablen ¢; in den Modellgleichun-
gen des Schitzmodells in der Realitét die Normalverteilungsannahme (2.6) nicht, sondern
weichen mehr oder weniger davon ab. Die Normalverteilung der Storvariablen kann dann
aber noch als asymptotische Eigenschaft sichergestellt werden, sofern die ¢; die Bedingun-
gen des zentralen Grenzwertsatzes erfiillen. Demnach stellt die Normalverteilung eine gute
Approximation fiir die gemeinsame Verteilung der Summe einer Vielzahl von Zufallsvaria-
blen dar, die je fiir sich unbedeutend und die weitgehend voneinander unabhéngig sind.%?
Eine typische Anforderung ist z.B., dass die Storvariablen stochastisch unabhéngig und
identisch verteilt sind. Wenn der zentrale Grenzwertsatz fiir die ¢; gilt, dann hat das zur
Folge, dass auch die Parameter-Schitzer asymptotisch normalverteilt sind. Wenn die Stor-
effekte unabhéngig und eher klein oder iiberwiegend symmetrisch sind, dann kann haufig
bereits bei relativ kleinen Stichproben — schon ab mehr als fiinf Beobachtungen — davon
ausgegangen werden, dass die Normalverteilungsannahme hinreichend gut erfiillt ist.%? Die
Konvergenz verschlechtert sich, je schiefer die Einzelverteilungen sind. Die Bedingungen
des zentralen Grenzwertsatzes sind klar verletzt, wenn die Verteilungen ,dicke Schwénze"
(engl. fat tails) haben, d.h. wenn beliebig grofe Ausschlige mit einer gewissen Haufigkeit
vorkommen. Unter den Bedingungen des zentralen Grenzwertsatzes gilt, dass der Kleins-
te Quadrate-Schétzer asymptotisch gleich dem Maximum Likelihood-Schéitzer und somit
auch asymptotisch effizient ist. Mit Hilfe der asymptotischen Konvergenz kann auch die

Approximation von Konfidenzbereichen und die Konstruktion von Tests durchgefiihrt wer-

60 Allgemein konnen Test fiir Hypothesen Kv =~ mit K € R”(F+1) ~ ¢ Rl konstruiert werden.

61Schneeweif [1990] fiihrt beispielsweise den Nachweis unter der Bedingung, dass fiir die Momentenmatriz
MM = FXTX gilt limp e M ™) existiert und fast sicher regulir ist (S. 92f).

62Vgl. Schneeweift 1990, S. 40.

63Vgl. ebd. S. 62. Der Hinweis bezieht sich dort vor allem auf die lineare Regression iiber Zeitreihen.
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den. Da zur Bestimmung der Konfidenzbereiche aber auch der Streuungsschitzer bendtigt
wird, verlangsamt sich bei den beiden letzteren Anwendungen allerdings die Konvergenz-
geschwindigkeit. Unter giinstigen Bedingungen kann ab mehr als 30 Beobachtungen von

einer hinreichenden Konvergenz ausgegangen werden.%

Im Hinblick auf die Modellierung von Fehlern in den Daten stellt das Ausreifterproblem
ein interessantes Beispiel fiir die Verletzung der Annahmen im Schitzmodell der einfachen,
linearen Regression dar. Als Ausreiffer werden Beobachtungswerte bezeichnet, die nicht
in eine erwartete Messreihe passen oder allgemein nicht den Erwartungen entsprechen.
Da die Abstidnde zu allen Stichprobenwerten mit dem gleichen Gewicht in die Kleinste
Quadrate-Schitzung einfliefien, reagiert diese sensitiv auf einzelne Punkte, die abseits von
den anderen Beobachtungswerten liegen.%> Ausreifer konnen daher einen starken Effekt
auf die Qualitit der Kleinste Quadrate-Schitzung haben. Der gleiche Effekt ist vor dem
Hintergrund des Schiatzmodells unterschiedlich zu beurteilen, je nachdem worin die Ursa-
che fiir den Ausreifler besteht. Ausreifferwerte sind auch im Rahmen des Schitzmodells
moglich, wenn die Stichprobenwerte seltene Werte der Verteilung annehmen oder wenn die
Stichprobe im Verhiltnis zur Streuung der Beobachtungen zu klein ist oder insgesamt die
vorliegende Stichprobe besonders ungiinstig ausgefallen ist. Andererseits konnen Ausrei-
fser auch darauf zuriickgehen, dass die statistischen Begriffe zu weit gefasst sind und daher
starke Inhomogenitidten vorkommen, oder dass die Beobachtungswerte sehr ungenau sind.
Schlieflich konnen Ausreifser dadurch verursacht sein, dass die Normalverteilungsannah-
me sich auch approximativ nicht halten lisst oder dass die Umweltbedingungen sich im
Laufe der Messreihe erheblich gedindert haben. Ausreiferwerte werden uns im Folgenden
unter anderem noch unter dem Stichwort von singuléren Fehlern in den Daten beschif-
tigen. Das Hauptinteresse wird aber eher bei verschmutzten Daten liegen, bei denen von

einer Ungenauigkeit jedes Beobachtungswertes auszugehen ist.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass die Kleinste Quadrate-Schitzung auf des Ba-
sis des einfachen, linearen Schiatzmodells sich trotz der aufgefiihrten Schwéchen in realen
Situationen h#ufig als recht stabil bei Abweichungen von den Grundannahmen erweist.
Die Vorziige der Kleinste Quadrate-Regression speisen sich aber iiberwiegend daraus,
dass die Normalverteilungsannahme zumindest asymptotisch gewéhrleistet ist. Wenn die
Normalverteilungsannahme nicht aufrecht erhalten werden kann, kénnen keine Konfidenz-
bereiche mehr bestimmt werden, so dass ein zuverldssiges Testen nicht mehr zu begriinden
ist.%6 In diesem Fall verbleiben im wesentlichen die lokalen Eigenschaften, d.h. die BLUE-

64Vgl. Schneeweift 1990, S. 66f.

65Im ungiinstigsten Fall kann ein einzelner, separat liegender Punkt sogar eine Drehung der Regressions-
geraden um 90° verursachen. Vgl. das Beispiel in Sen und Srivastava 1990, S. 12.

66Es kann daher sinnvoll sein, zu robusten Schiitzverfahren iiberzugehen, die zwar bei normalverteilten ¢;
nicht optimal sind, die aber bei Abweichungen von der Normalverteilung oft genauere Schétzungen liefern
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Eigenschaften und die Bestimmtheit bzw. die Approximationsgiite, von den asympto-
tischen Figenschaften verbleibt zunichst die Konsistenz. Da insbesondere gerade dann,
wenn die Datenqualitit schlecht ist, die Stichprobe im Bezug auf die Zahl der erfor-
derlichen Variablen im Schétzmodell klein ist, hat der Nachweis lokaler Eigenschaften

grundséatzlich Prioritéit, weil diese auch bei kleinen Stichproben gelten.

2.2.2 Auswirkungen von Fehlern in den Daten

Anhand des klassischen Fehlermodells fiir die lineare Regression kann einerseits gezeigt
werden, wie Fehler in den Daten {iblicherweise in das Schitzmodell integriert werden.
Andererseits kann damit illustriert werden, welche Effekte additive Fehler in den unab-
hangigen Variablen auf den Kleinste Quadrate-Schatzer haben. Insgesamt gibt dies einige
Hinweise darauf, welchen Einfluss Datenunschirfen auf die Aussagefahigkeit der linearen

Regression haben.

Die klassische Fehlermodellierung basiert auf der Zerlegung in eine Zufallskomponente
und eine mittlere deterministische Komponente, aus denen der mittlere quadratische Ge-
samtfehler MSE bei der Datenmessung ermittelt wird.5” Fehler in den Daten liegen auf
Modellebene dann vor, wenn alle Beobachtungen in der Stichprobe von den Fehlereinfliis-
sen gestort sind. Singulidre Fehlereffekte sind nach Moglichkeit vorab bei der Bereinigung
der Rohdaten durch entsprechende Transformationen oder durch Abschneiden von Aus-

reifferwerten auszuschalten.

Es wird zunédchst der Fall betrachtet, dass der mittlere deterministische Fehler eine
relevante Grofsenordnung erreicht und dass keine Zufallsfehler zu beriicksichtigen sind.
Per definitionem ist der mittlere deterministische Fehler hochstens eine Funktion des
,wahren® Beobachtungswertes. Der mittlere deterministische Fehler soll daher durch eine
lineare Funktion approximiert werden.®® Die fehlerhafte Beobachtung X;; fiir ein Merkmal

7 ergibt sich damit als

XZJ = I/j + ()OJAXWr (27)

i
wobei vj,¢; € R der absolute bzw. der relative Fehler und X7 die Zufallsvariable der
s2wahren“ Beobachtung ist, die hinter X;; verborgen ist. Was passiert nun, wenn weiterhin
das einfache, lineare Schatzmodell ohne Fehler in den Variablen unterstellt und die klassi-
sche Kleinste Quadrate-Schitzung durchgefiihrt wird? Die Transformation der Parameter

im Schatzmodell aufgrund der Verwendung der fehlerhaften Beobachtungen erhalten wir,

als die Kleinste Quadrate-Methode. Vgl. Schneeweifs 1990, S. 109.
67Vgl. Formel (2.1) auf Seite 20.
68Vgl. Schneeweifs 1990, S. 216fF.
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wenn wir die Fehlergleichung (2.7) nach X} auflésen und in das urspriingliche Schétzmo-

dell einsetzen. Damit erhalten wir die verfalschten Parameter

a.
ah=ag-—2v;, und a =—a,
0 90]' J 7 90]' J
Falls die Daten zur abhiingigen Variablen fehlerhaft gemessen werden, also falls Y; =

¢ +&Y*, dann werden die verfilschten Parameter
ag=&ag+¢ und aj=C&a; (1<j<k)

induziert. Auferdem wird bei fehlerhafter abhéngiger Variable die Storvariable und ins-
besondere auch deren Streuung um den Proportionalitdtsfaktor & bzw. £2 transformiert.
In beiden Féllen iibertrigt sich die lineare Transformation der Parameterschitzer ana-
log auf die jeweiligen Streuungsschitzer der Koeffizienten. Die Strukturbedingungen des

Schitzmodells werden also infolge von deterministischen Fehlern nicht veréndert.

Da der Achsenabschnitt ag in der Regel sehr stark streut und daher nicht fiir die In-
terpretation herangezogen wird, sind insgesamt vor allem relative deterministische Fehler
relevant, die auferhalb einer Umgebung von 1 liegen. Dann erhalten wir gegeniiber dem
,wahren“ Parameter verzerrte Parameter, die auch asymptotisch verzerrt sind. Die Schér-
fe von Tests auf der Basis der iiblichen Streuungsschitzer wird hingegen nicht beriihrt,
da die lineare Transformation ohne Verzerrungen iibertragen wird. Die gesamte Herlei-
tung basiert allerdings wesentlich darauf, dass Verdnderungen der Fehler zwischen den

Beobachtungen einer Merkmalsvariable vernachlassigt werden konnen.

Mit schwerwiegenderen Folgen ist zu rechnen, wenn davon auszugehen ist, dass die
Fehler in den Daten von Beobachtung zu Beobachtung variieren, denn das zieht regelméfig
eine Verzerrung der Kleinste Quadrate-Parameter nach sich. Die Auswirkungen konnen
nachgewiesen werden, indem ein Schitzmodell spezifiziert wird, das zufillige Fehler in
den Variablen beriicksichtigt. Eine fehlerhafte Beobachtung X;; fiir ein Merkmal j sei nun
beschrieben durch

Xij = X5 + 05, (2.8)
wobei die Zufallsvariable ¢ ein zufilliger Messfehler und X7 die Zufallsvariable der

~wahren“ Beobachtung ist, die hinter X;; verborgen ist.

Wansbeek und Meijer [2003] verwenden die Modellierung in Gleichung (2.8) gleichran-
gig sowohl fiir ,wahre* Beobachtungen X7, die grundsitzlich messbar wiren, als auch

fiir Theorievariable, die selber nicht operationalisierbar sind.5? In beiden Féllen liegen im

69Vgl. Wansbeek und Meijer 2003, S. 162.
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betrachteten Schiatzmodell keine Beobachtungswerte vor, so dass sie ,latente* Variable im
Modell darstellen. Im Licht der eingangs getroffenen Unterscheidung zwischen Ungenauig-
keit und Vagheit auf Seite 16 sind aber Zweifel an dieser Gleichsetzung angebracht. Diese
basiert auf der Annahme, dass die Differenz zwischen den vorliegenden Beobachtungs-
werten und den zugehorigen Werten der ,latenten Variablen eindeutig bestimmt und auf
einer reellwertigen Skala abgetragen werden kann. Die Bestimmung eines solchen reell-
wertigen Abstands mag auf der Grundlage des festgelegten Messverfahrens bei Fehlern
in den Daten noch gelingen. Die Quantifizierung des Unterschieds zwischen theoretischen
Begrifflichkeiten, von denen nur eine operationalisierbar ist, muss hingegen rein hypothe-
tisch erscheinen. Im allgemeinen kann weder vorausgesetzt werden, dass der Unterschied
skalierbar ist, noch dass die Unterschiede sich eindimensional als Abweichung nach oben

bzw. nach unten erfassen lassen.

Im ,klassischen Messfehlermodell“™ als dem einfachsten Modell mit stochastischen Feh-
lern in den Variablen setzen wir voraus, dass die ,wahren“, aber unbekannten Merkmals-

variablen das Grundmodell der linearen Regression erfiillen mit
Y = (X*)Ta* +e7,

wobei Y der Stichprobenvektor fiir die abhéngige Variable, X* die Stichprobenmatrix
fiir die unabhéngigen Variablen der ,wahren“ Werte, a* die ,wahren“ Parameter und
e* der Vektor der Storvariablen des ,wahren“ Zusammenhangs sind. Das unverfilschte
Schatzmodell entspreche der einfachen, linearen Regression, d.h. dafiir gelten die Gauf-
Markov-Bedingungen (GM.1), (GM.2) und (GM.3). Fiir die zufilligen Fehler ¢, gelte,
dass sie stochastisch unabhéngig sind, dass fiir alle 1 <7 <n,1 < j <k gilt E¢f; =0 und
Varig; = p3, wobei p? = 0 genau dann, wenn in den Beobachtungen fiir das Merkmal j

kein Fehler vorliegt. Ferner gelte fiir alle i, j, dass Cov(X,v5;) = Cov(ef,15;) = 0.

Schon in diesem Modell, bei dem die méglichen Abhéngigkeiten auf ein Minimum re-
duziert sind, fiihren die Fehler bei einer Schatzung aufgrund der vorliegenden Stichprobe
(X,Y) zu einer Abhéngigkeit der exogenen Variablen X und der Storvariablen. Denn es
gilt

Vgl. Angrist und Krueger 1999, S. 1340.
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Y =X"a+e mit e=e*-1a*, (2.9)
wobei
Loggy - 4y,
e =|: : " :
Loy P

dabei seien a der Parametervektor und € der Vektor der Storvariablen im transformier-
ten Schatzmodell, in dem die Fehler in den Variablen beriicksichtigt werden. Infolge der
Abhéngigkeit zwischen X und e fithrt die Kleinste Quadrate-Approximation zu Parame-
terschitzungen, die nicht erwartungstreu und zudem nicht konsistent sind und somit auch

asymptotisch nicht gegen den ,wahren“ Parameter konvergieren.”

Bei einer univariaten Regression mit nur einer exogenen Variablen wird bei einer naiven
Regression von Y auf X, wenn die Fehler in der unabhéngigen Variable nicht beachtet

werden, tatsichlich die folgende Modellgleichung geschitzt™

Cov(X},X1) Var Xy

Y =ay+ajAX;+e, wobei \= Var X, Var X,

Fiir die verallgemeinerte Formulierung auf der Ebene der Modellgleichung ist zu beachten,
dass fiir alle 1 < ¢ < n gilt Var(¢§) = p? = Var(ys), dies gilt entsprechend auch fiir
Var(X;)™. Die Verzerrung im Steigungsparameter ergibt sich damit als (1 - \) < 17,
Ein positiver Steigungskoeffizient a; > 0 wird also nach unten verzerrt und ein negativer

Steigungskoeffizient a; < 0 nach oben. Komplementar dazu wird der Achsenabschnitt dann

"L Zur Spezifikation des klassischen Fehlermodells vgl. Schneeweift 1990, S. 218ff. Die Situation ist
vergleichbar mit einer Miss-Spezifikation durch Ausschluss einer exogenen Variablen Xj.;, nidmlich
Xiw1 = ——(ag + ¥¥ aie)T, wobei ¢ die Variable fiir die Variablen in der allgemeinen Modellglei-
chung darstellt. Dort gilt: je stdrker die Korrelation zwischen einer verbleibenden Variablen X; und der
ausgeschlossenen exogenen Variablen Xj.; ist und je stirker der Zusammenhang zwischen Xj,; und Y
ist, desto stirker weicht der geschitzte Parameter a; im fehlspezifizierten Modell vom Parameter G; im
voll spezifizierten Modell ab. Zudem ist der Kleinste Quadrate-Schéitzer a; nicht erwartungstreu. Im uni-
variaten Modell gilt, dass bei positiver Korrelation von X7, Xo der Achsenabschnitt unterschétzt und die
Steigung iiberschiitzt wird; bei negativer Korrelation sind die Parameter in die jeweils entgegengesetzte
Richtung verzerrt. Sind alle exogenen Variablen unkorreliert bzw. orthogonal, so verursacht eine filschlich
ausgeschlossene Variable keinen Effekt auf die Parameterkoeffizienten der verbleibenden Variablen. Vgl.
Schneeweifs 1990, S. 148ff.

"Vgl. Angrist und Krueger 1999, S. 1341.

" Alternativ kann vorausgesetzt werden, dass die ; bzw. die X/ fiir alle ¢, identisch verteilt sind.

™Die Verzerrung ist demnach umso groRer, je groRer der relative Fehler von X; gemessen an dem Ver-

e Tas 2 _ Var(y])
héaltnis 7° = Var(le)

a1(1 + T2)_1

ist. Fiir den verzerrten Parameter der univariaten Gleichung gilt dann a} = a1\ =
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Eigene Darstellung in Anlehnung an Schneeweify 1990, S. 224.

Abbildung 2.2: Verzerrung der Parameterschitzer bei klassischen, zufalligen Fehlern —
Jeder der ,wahren“ Werte 7, 23,..., 2§ wurde zweimal beobachtet und
zwar jeweils einmal mit einem positiven und einmal mit einem negativen
Fehler vom selben Betrag.

betragsméfig zu hoch geschétzt. Dieses Phiinomen wird wegen des Dampfungseffekts auch
Attenuation™ genannt. Der Verzerrungseffekt wird in Abbildung 2.2 an einem einfachen

Beispiel illustriert.

Im multivariaten Fall hat die Summe iiber alle Steigungsparameter ebenfalls asympto-
tisch eine Verzerrung gegen 0. Der Vektor der Schiatzwerte liegt dabei in einem Halbraum,
der durch eine Hyperebene durch den Vektor der ,wahren“ Parameter nach oben begrenzt
wird.”® Insbesondere konnen einzelne Parameterschitzer weiter vom Nullpunkt entfernt
sein als der ,wahre* Koeffizient. Dies gilt selbst dann, wenn die entsprechende Varia-
ble selber fehlerfrei beobachtet wurde. Die Varianz der ,wahren* Storvariablen * wird
hingegen asymptotisch iiberschitzt™, demzufolge sind die Konfidenzbereiche fiir die Pa-
rameterwerte ebenfalls asymptotisch verzerrt und die Aussagekraft der Signifikanztests

wird verfalscht.

Eine gesonderte Betrachtung des Effektes eines stochastischen Fehlers in der abhéngigen

Variablen Y kann entfallen, da dieser unter den Annahmen des ,klassischen Fehlermodells*

"Der Begriff wird hauptsichlich in der englischsprachigen Literatur verwendet, vgl. Wansbeek und Meijer
2003, S. 164. Da die Wortbedeutung als solche auch im deutschen Sprachraum verwendet wird, wurde sie als
Bezeichnung iibernommen, vgl. Duden (1999-2004): Das Fremdworterbuch, aktualisierte Online-Ausgabe,
Dudenverlag: Mannheim; Zugriff iber Munzinger-Online am 25. November 2009.

"6ygl. Wansbeek und Meijer 2003, S. 164. Es kann gezeigt werden, dass die Verzerrung in einer exogenen
Variablen sich erhoht, wenn die Korrelation mit den iibrigen beobachteten Variablen stark ist oder wenn
sich die unabhéngige Varianz des ,wahren“ Anteils aufgrund der Korrelation mit den iibrigen Variablen
verringert. Gleichzeitig kann die Verzerrung aber auch dadurch abgeschwécht werden, dass die Ladung
in der Variable den entgegengesetzten Bias in den {ibrigen Variablen, die durch Fehler in den Variablen
verursacht werden, anteilig kompensiert, vgl. dazu Griliches 1986, S. 1479.

7T Aukerdem wird die Quadratsumme des erklirten Teils der Regression und damit auch R? asymptotisch
unterschitzt. Vgl. Wansbeek und Meijer 2003, S. 164.
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wegen der stochastischen Unabhéngigkeit von 15, und e* zur Stoérvariable gerechnet wer-
den kann und dort zunichst nur zu einer Erh6éhung des Standardfehlers der Regression
fiihrt. Falls die Messfehler in Y nicht klassisch sind, dann sind die Regressionsparame-
ter verzerrt, wobei die Verzerrung der Parameter gerade den Parametern einer virtuellen

Regression des Messfehlers in Y auf die unabhingigen Variablen X7, ..., X} entspricht.™

Liegen andere Fehlerstrukturen vor als im ,klassischen Messfehlermodell, konnen vol-
lig andere Verzerrungseffekte auftreten. So konnen, beispielsweise bei der Verwendung
von ,,Pro Kopf“-Grofen, sowohl die abhéngige als auch eine unabhingige Variable densel-
ben fehlerhaften Messwert im Nenner haben. Dies fiithrt dazu, dass bei einem ,wahren*

Parameter 0 die geschitzten Parameter gegen 1 verzerrt sind.”™

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass sowohl deterministische als auch zu-
fillige Fehler in den Variablen zu asymptotischen Verzerrungen bei den Kleinste Quadrate-
Parameter linearen Regression fiihren, wenn die Fehlereinfliisse vernachléssigt werden. Vor
allem der Schitzer fiir den Achsenabschnitt wird durch Fehler verzerrt und zwar sowohl
bei deterministischen als auch bei zufélligen Messungenauigkeiten. Da ay auch auf andere
Einfliisse sensitiv reagiert, hat er fiir die Interpretation des Schéitzergebnisses allerdings
wenig Bedeutung. Bei den Steigungsparametern ergeben sich Verzerrungen, wenn relati-
ve deterministische Fehler oder zufillige Fehler vorliegen. Dabei kann schon ein geringer
zufilliger Fehler erhebliche Verzerrungen verursachen, wenn dieser stark mit den vorlie-
genden Beobachtungen fiir die Merkmalsvariablen korreliert ist. Dariiber hinaus wirkt sich
die Verzerrung auf die Schiatzung aller Parameter im Modell aus, so dass auch die Zusam-
menhangsstruktur der Steigungsparameter beriihrt ist. Zudem verzerren Messfehler auch
den Schitzer fiir die Parameterkovarianz und die damit ermittelten Konfidenzbereiche.
Alle Schitzer sind nicht konsistent, so dass die Verzerrungen nicht ausgerdumt werden
konnen, indem die Stichprobe vergrofert wird. Hingegen wirken sich deterministische
Fehler nur lokal auf den zugehorigen Schitzer aus, wobei die Qualitit des entsprechenden
Signifikanztests unberiihrt bleibt.

Um zu unverzerrten Parameter-Schitzern bei Fehlern in den Variablen zu kommen,
miissen zusatzliche Informationen vorliegen. Der Einfluss eines deterministischen Fehlers
kann nur dann korrigiert werden, wenn dieser quantitativ bestimmt wurde, so dass das
Modell entsprechend transformiert werden kann. Bei zufilligen Fehlern in den Variablen
ist ein unverzerrten Schétzer fiir den Steigungsparameter dann bestimmbar, wenn obe-
re Grenzen fiir die Fehlervarianzen angegeben werden konnen. Alternativ ist auch eine

Schétzung mit Hilfe von Instrumentvariablen moglich®0.

"8Vgl. Angrist und Krueger 1999, S. 1341.
™Vgl. Angrist und Krueger 1999, S. 1343.
80Wansbeek und Meijer [2003] umreifen die Mdglichkeiten umfassender: ,when searching for consistent
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Das klassische Fehlermodell fiir die lineare Regression stellt eine starke Idealisierung
dar, mit der insbesondere gezeigt werden kann, dass variierende Fehler in den Beobach-
tungen zu erheblichen Verzerrungen der geschétzten Parameter und der Signifikanztests
fiihren konnen, sobald aufgrund der Fehlervariabilitit eine Korrelation mit der Stérvaria-
blen entsteht. Dabei kann die Variabilitdt von Fehlern in den Variablen im Schitzmodell
nur dadurch abgebildet werden, dass die Fehler als Zufallsvariable aufgefasst werden.
Schneeweif [1990] motiviert z.B. die Modellierung von zufilligen Fehlern so: ,,Folgen der-
artige Strukturbriiche [DN: aufgrund von sprunghaften Wechseln in den Fehlereinfliissen|
rasch aufeinander, dann konnen sie u.U. den Charakter von Zufallsschwankungen anneh-
men®“.8! Grundsitzlich kann eine unverzerrte Schiatzung nur dann erreicht werden, wenn
das Modell richtig spezifiziert ist. Die Spezifikation von Fehlereinfliissen erfolgt aber in der
Regel in Ergénzung zu der Spezifikation der ,eigentlichen Modellzusammenhénge. Grili-
ches [1986] weist daher darauf hin, dass die Korrektheit der Spezifikation von Messfehlern
in den Daten davon abhéngt, ob die Annahmen iiber die eigentlichen Modellvariablen
korrekt sind.®? In der Konsequenz stellt sich die Frage, ob die dichotome Abbildung von
Fehlern in den Beobachtungen als deterministische Fehler einerseits und als zufillige Fehler
andererseits reichhaltig genug ist, um den Einfluss von Fehlern bei der linearen Regression
angemessen zu beschreiben. Die Frage nach den Unzuldnglichkeiten bei der 6konometri-
schen Spezifikation von Fehlereinfliissen wird in Abschnitt 2.3 wieder aufgegriffen und

erortert.

2.3 Kritik am okonometrischen Fehlermodell

In Abschnitt 2.7 wurde motiviert, dass grundsitzlich davon ausgegangen werden kann,
dass wirtschaftsstatistische Beobachtungsdaten Fehler enthalten. Dabei steigt bei der Ver-
wendung von Mikrodaten in mikrokonometrischen Modellen die Bedeutung von Messfeh-
lern fiir die Giite der Parameterschitzungen — sowohl hinsichtlich ihres relativen Anteils
als auch hinsichtlich ihrer Streuung. Dennoch werden Datenungenauigkeiten und deren
Einfluss auf die Schitzgenauigkeit bei 6konometrischen Datenanalysen haufig vernachlis-
sigt.®3 Anhand des klassischen Fehlermodells wurde in Abschnitt 2.2.2 illustriert, dass

estimators, additional information, instruments, nonnormality, or additional structure (...) are desirable
(S. 166). Falls alle Stichprobenwerte im selben Orthanten liegen, dann liegt der unverzerrte Parameter-
schitzer in dem Polygon, das durch die k£ + 1 Parametervektoren aufgespannt wird, die man erhalt, wenn
man den Kleinste Quadrate-Schitzer fiir die einfache, lineare Regression fiir jede Modellvariable auf die
iibrigen Variablen berechnet. Vgl. ebd. S. 165.

81Vgl. Schneeweift 1990, S. 218.

82Vgl. Griliches 1986, S. 1485.

83 Auf einen allzu sorglosen Umgang mit empirischen Daten bei 6konometrischen Analysen wird von ver-
schiedenen Autor/innen aufmerksam gemacht. Als exemplarische Beispiele sei hier verwiesen auf [Pesaran
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vor allem zuféllig variierende Fehler in den Daten zu Korrelationen mit der Stérvariablen
sowie zu Verzerrungen der Parameter-Schétzer und der Signifikanztests fithren. In diesem
Abschnitt wurde bereits Kritik an der Modellierung der Fehlereinfliisse im 6konometri-
schen Schitzmodell angebracht, das nur eine Unterscheidung in vollstdndig funktional
bestimmte, deterministische Fehler in den Merkmalsvariablen 7;; = f;(Z;;(w)) und in va-
riierende Fehler kennt, die als Zufallsvariable 1);; modelliert werden konnen. Dabei kommt
es wegen des approximativen Charakters des Schitzmodells weniger darauf an, ob die
Fehler durch deterministische oder zufillige Einfliisse angetrieben sind, sondern ob sie
sich im Gesamtergebnis dhnlich wie eine deterministische Variable oder wie eine Zufalls-
variable darstellen. Somit sind Fehlereinfliisse fiir das Schitzmodell hauptsichlich dann
relevant, wenn sie hiufig auftreten. Dabei muss entweder gegeben sein, dass die Fehler gut
durch einen funktionalen Zusammenhang von Modellvariablen beschrieben werden kon-
nen, oder es muss gegeben sein, dass die Variation der Fehler beschrinkt und im Verhéltnis
zur Stichprobengrofe nicht zu grok ist.®* Hingegen werden singulire Fehlerereignisse nicht
weiter betrachtet, diese sind normalerweise vorab bei der Bereinigung der Rohdaten zu

bewerten und ggf. zu transformieren.

In der Praxis konnen nicht-zufillige Fehler meist nur mit einem Naherungswert im
Bezug auf ein aggregiertes Messergebnis bestimmt werden. Eine Modellierung von deter-
ministischen Fehlern ist also dann relevant, wenn diese im Verhéltnis zur Skalierung grof
sind und die Fehlerwerte nur unwesentlich um den mittleren Fehler variieren. Diese Model-
lierung von stetigen, deterministischen Fehlern als Funktion der Beobachtungswerte gibt
zwar unsere alltigliche Erfahrung wieder, z.B. wenn eine Waage das Gewicht immer um
10g zu wenig anzeigt. Bei einem grofien Teil 6konometrischer Datensétze ist es in der Pra-
xis aber kaum moglich, den systematischen Fehler mit einem eindeutigen Wert abzubilden.
Denn gerade die deterministischen Fehler kénnen haufig nur ansatzweise bestimmt wer-
den. In Abschnitt 2.1 wurde deutlich, dass Informationen iiber die Fehler in den Variablen
iiblicherweise in unterschiedlichen Formaten vorliegen, die von qualitativen Bewertungen
iiber die Schwere einzelner Fehler oder den Einfluss einzelner Fehlerarten iiber Kennzah-
len, wie z.B. Nichtbeantwortungsquoten, bis hin zu externen Abschitzungen reichen, wie
z.B. Fehlerschiatzungen auf der Basis von Kontrollstichproben oder Korrekturwerte an-
hand von unabhingigen Statistiken. Ein typischer Fall ist es beispielsweise, dass iiber die
vorliegenden Beobachtungswerte bekannt ist, dass sie die tatsdchlichen Werte tendenzi-

ell von unten annihern, d.h. die ,wahren“ Werte liegen fast immer dariiber. Statt einer

und Smith, 1992; Mayer, 1993; Richter, 2002].

847 war geniigt auf der formalen Ebene fiir die asymptotische Betrachtung, dass die Streuung der Fehler in
jeder Beobachtung o2 entspricht. Die Fehler konnten somit beliebig groR werden, solange die Fehlereinfliisse
durch eine endliche Konstante nach oben beschrinkt sind. Fiir eine konkrete Schétzung ist es aber relevant,
dass die Zahl der Parameter, die zu bestimmen sind, im Verhiltnis zur Stichprobengréfe nicht zu grofs
wird. Die Fehler sollten sich also moglichst entsprechend derselben Fehlerverteilung verhalten.
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Abbildung 2.3: Auswirkungen eines sprunghaften Wechsels im deterministischen Fehler —
Dabei liegen fast alle Beobachtungswerte mit Fehler ¢; in einem anderen
Sektor der X-Achse als die Beobachtungswerte mit Fehler c,.

reellwertigen Fehlerabbildung wire dann eher eine Abschitzung iiber den Fehlereinfluss

geeignet, um die mogliche Lage des ,wahren® Wertes zu betrachten.

Eine besondere Rolle nehmen stetige Fehlereinfliisse mit sprunghaften Anderungen ein.
Sie kénnen als Zwischenstufe und Ubergang zwischen deterministischen und zufilligen

Fehlern angesehen werden.

Den einfachsten Fall stellt die sprunghafte Anderung eines deterministischen Fehlers
dar, also z.B. Xj; = X;;. +c firl<i<mund X;; = Xi*j + ¢y fiir m+1 < i <n, wobei ¢; # ca.
Solche Spriinge sind z.B. naheliegend, wenn in einer Zeitreihenstatistik die Erhebungsme-
thode umgestellt wurde. Jeder der Fehler wirkt sich direkt auf den Achsenabschnitt ag
aus. Die sprunghafte Anderung in den Fehlereinfliissen ist daher wie ein Strukturbruch
zu betrachten.® In Abbildung 2.3 ist dargestellt, dass es zu erheblichen Verzerrungen der
Kleinste Quadrate-Schitzung kommen kann, wenn die Beobachtungswerte zu den Fehle-
reinfliissen ¢; bzw. ¢y sich in disjunkten Umgebungen hdufen. Wenn Indizien iiber einen
sprunghaften Wechsel im Fehlerbias vorliegen, kann dieser dhnlich wie ein Strukturbruch
geschitzt und getestet werden, wenn eine Klassifizierung der Beobachtungswerte nach
den Fehlereinfliissen maoglich ist.86 Dieser einfache Fall zeigt, dass die Klassifizierung der
Beobachtungswerte nach den Fehlerwerten und zudem die Bestimmung des jeweiligen
Fehlerwertes wesentlich ist, um sprunghafte deterministische Fehlereinfliisse im Schétz-

modell zu beriicksichtigen. Insbesondere ist die Modellierung dhnlich wie bei einfachen

8 Schneeweift und Mittag [1986] bezeichnen dieses Phéinomen als ,scheinbaren Strukturbruch® (S. 38f).

86In [Schneeweif, 1990] wird ein einfacher Test vorgestellt, der allerdings auf der Annahme beruht, dass
die Varianz in der Stichprobe konstant bleibt (S. 118fF). Allerdings gibt es in der Regel kaum Informationen
dariiber, inwieweit ein Methodenwechsel die Fehlerstreuung tatsichlich unberiihrt lisst. Eine wichtige Mo-
tivation fiir die Anderung der Messmethoden besteht sogar in der Regel gerade darin, dass die Fehleranteile
reduziert werden sollen.
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deterministischen Fehlereinfliissen dadurch erschwert, dass die Fehlerwerte héufig nicht
eindeutig bestimmt werden konnen.®” Dazu kommt, dass zur Bestimmung von sprunghaf-
ten Fehlereinfliissen zudem die Beobachtungswerte nach den unterschiedlichen Fehlern zu
klassifizieren sind. Diese Zuordnung ist aber nicht einfach, wenn die Fehler durch Anderun-
gen in den gesellschaftlichen Einstellungen oder im administrativen Verfahren induziert

sind.

Stetige Fehlereinfliisse mit sprunghaften Anderungen markieren den Ubergang zwischen
deterministischem und zufilligem Fehler im Schétzmodell. Wenn die Genauigkeit der Be-
obachtungen stark auf wechselnde gesellschaftliche Einstellungen oder auf administrative
Anderungen reagiert, dann sind hiufigere Spriinge in den Fehlern moglich. Bei zuneh-
mender Zahl vom Spriingen in den deterministischen Fehlern in der Stichprobe ist aber
irgendwann eine Schitzung der einzelnen deterministischen Fehler nicht mehr mdglich.
Es liegt dann nahe zu einem Ansatz {iberzugehen, in dem die Fehler in den Variablen als

Zufallsvariable modelliert sind.

Grundsitzlich kann Variabilitdt von Fehlern infolge der dichotomen Fehlermodellie-
rung im klassischen Schitzmodell ausschlieklich durch Zufallsvariable abgebildet werden.
Es gibt daher eine gewisse Tendenz alle Fehlereinfliisse als Zufallsvariable aufzufassen, die
nicht auf eine eindeutige Mafszahl verdichtet werden konnen. So kann eine Abschitzung
fiir einen unbekannten Fehler durch eine Gleichverteilung abgebildet werden, oder meh-
rere sprunghafte Wechsel in den Fehlereinfliissen werden dadurch zusammengefasst und
vereinfacht, indem man annimmt, dass sie ein und derselben Verteilung geniigen. Eine
Modellierung als Zufallsvariable ist im Schitzmodell aber nur unter bestimmten Voraus-
setzungen angemessen. Insbesondere erfordert die Modellierung, dass die Existenz einer
festen Haufigkeitsverteilung fiir die modellierten Ergebnisse plausibel ist. Als Indizien fiir
die Existenz einer festen Haufigkeitsverteilung fiir eine Fehlervariable sollten die folgenden
Anforderungen erfiillt sein: die Stichprobe fiir den Fehlereinfluss sollte grof genug sein, um
einerseits die Annahme einer stabilen Haufigkeitsverteilung zu stiitzen und andererseits
das Streuungsintervall der Fehler moglichst auszuschopfen, dabei sollten die Stichproben-
werte unter stabilen Bedingungen gezogen sein. Die Bedeutung einer ausreichenden Grofe
der Stichprobe steigt noch, wenn die Fehlerverteilung als sehr schief anzusehen ist. Die
Verzerrungen im klassischen Fehlermodell der Regression ergeben sich als direkte Folge

der Modellierung als reellwertige Zufallsvariable. Falls keine ausreichenden Informationen

87Grundsitzlich geniigt es fiir eine unverzerrte Schitzung der Steigungsparameter, die Differenzen im
Achsenabschnitt zu bestimmen, die durch die Spriinge im deterministischen Fehler induziert werden. Ein
Wert fiir diesen Sprungabstand kann in einigen Fillen durch Vergleich der Messreihen zwischen zwei
deterministischen Fehlereinfliissen abgeleitet werden. Aber auch dann ist zu fragen, ob dieser Fehlerwert
tatsiichlich so genau ist, wie er aufgrund der reellwertigen Abbildung erscheint, denn es verbleibt, daneben
ein ungenauer Anteil der deterministischen Fehler, der auf den Modellzusammenhang einwirkt. Aufserdem
bleibt das Problem bestehen, dass die Fehlereinfliisse noch mit Heteroskedastizitit behaftet sind.
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iiber Abhéingigkeiten vorliegen, kann es sein, dass die vorliegenden Korrelationen damit

tiberzeichnet werden und infolgedessen Scheinkorrelationen erzeugt werden.5

Die klassische Fehlermodellierung im Schitzmodell der Regression ist iiberdies auf einer
grundséitzlichen Ebene unbefriedigend, weil Fehler nur indirekt durch Strukturaussagen
modelliert werden konnen. Die iiblichen reellwertigen Daten beinhalten als solche kei-
ne Informationen iiber ihre Genauigkeit und Richtigkeit und kénnen in die statistischen
Analysewerkzeuge eingespeist werden, ohne dass die Giiltigkeit der Strukturannahmen
hinterfragt wird. Dies verfiihrt zum unkritischen Umgang mit dem Einfluss von Fehlern
in den Daten auf die Giite der Modellanpassung. Zudem werden diejenigen Informationen,
die iiber die Messfehler bekannt sind, nur als sekundire Merkmale in der Modellgleichung
abgebildet. Die Spezifikation der Messfehler ist damit von der Richtigkeit der Spezifikati-
on des ,eigentlichen” Strukturzusammenhangs abhéngig. Die Spezifikation der Fehlerein-
fliisse erscheinen infolgedessen nachrangig gegeniiber der Spezifikation der Variablen im
Gesamtmodell. Darin kann vermutlich ein Grund dafiir gesehen werden, dass hiufig die
Auswirkungen von Messfehlern in den Beobachtungsdaten und auf die Schétzergebnisse

nicht weiter untersucht werden.

Aus der Sicht der Semantik wére zudem zu problematisieren, ob angesichts der Un-
bestimmtheit der Fehlerbetrige dafiir iiberhaupt eine klassische Zufallsverteilung wie fiir
einfache, reellwertige Beobachtungen bestimmt werden kann. Diese Kritik kann grundsétz-

lich auf alle latenten Variablen in 6konometrischen Schitzmodellen ausgeweitet werden.®?

In dieser Arbeit soll daher ein Perspektivwechsel vorgenommen werden, bei dem Feh-
ler zuvorderst als Figenschaft der Beobachtungswerte aufgefasst werden und nicht als
Strukturkomponente des Modells. Dazu wird im Folgenden dem klassischen Modell zur
Fehlerschiatzung ein Modell mit Fuzzy-Daten gegeniibergestellt, bei dem die moglichen
fehlerinduzierten Verzerrungen in den Beobachtungen auf dem Stand des vorhandenen
Wissens bewertet werden. Der Vorteil eines solchen Modells liegt darin, dass die vor-
liegenden Informationen iiber die Genauigkeit der Daten vollstindig einbezogen werden
konnen. Dies ist besonders dann hilfreich, wenn deterministische Fehler nur durch eine
Abschétzung beschrieben werden oder wenn die Strukturzusammenhénge von zufilligen

Fehlereinfliissen nicht genau genug spezifiziert werden konnen.® Der Fuzzy-Ansatz fokus-

887um Unterschied zwischen der Addition von stochastisch unabhingigen Zufallsvariablen und von Fuzzy-
Werten vgl. das Beispiel in Abschnitt 2.5.2, S. 74.

8Tm Rahmen der Fuzzy-Theorie kann diese Fragestellung fiir Fuzzy-Zufallsvariablen untersucht wer-
den. Dabei kommt man zu dem Ergebnis, dass tatsfichlich fiir unterschiedliche Interpretationen der
Fuzzy-Zufallsvariablen unterschiedliche Verteilungen relevant sind. Die Verteilungsmodelle fiir Fuzzy-
Zufallsvariable werden in Abschnitt 6.7 dargestellt.

9 Als ein Fernziel von Regressionsmodellen mit Fuzzy-Fehlern kann daher gesehen werden, dass auch
unvollstdndige oder nur anteilige Korrelationen damit modelliert und geschétzt werden kénnen. Dazu wird
ein entsprechendes Schitzmodell mit Fuzzy-Zufallsvariablen bendtigt.
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siert, dabei auf die Abbildung der tatsichlich verfiigharen Information und stellt damit im
Unterschied zu den tkonometrischen Strukturannahmen den Grad des (Nicht-)Wissens
und dessen Bewertung in den Mittelpunkt der Analyse. Insbesondere baut ein Fuzzy-
Modell wesentlich auf der fachlichen Bewertung der Datenqualitit auf und bietet somit

die Moglichkeit, das Expert/innenwissen direkt im Modell abzubilden.

2.4 Fuzzy-Mengen und Fuzzy-Vektoren

Bei der Modellierung von Unsicherheit durch eine Zufallsvariable wird die unbekannte
Lage eines Messwerts mit Hilfe eines Verhaltensmodells beschrieben, das die Variabilitit
der Werte in Analogie zu einem Zufallsexperiment abbildet, dessen relative Haufigkeiten
sich bei hiufiger Wiederholung stabilisieren. Diese Modellierung hat den Vorteil, dass die
Verhaltensstabilitdten durch den Erwartungswert sowie ggf. hohere Momente der Ver-
teilung auf der Grundlage von vorliegenden Daten charakterisiert werden kénnen. Eine
Beschreibung als Zufallsvariable ist aber nur dann sinnvoll, wenn ausreichendes Wissen
fiir die Spezifikation des Verhaltensmodells verfiigbar ist. Statistische Modellierungen soll-
ten daher nach Moglichkeit durch eine ausreichende Anzahl von annahmegerechten Daten
hinterlegt werden konnen. Hingegen sind Schliisse, die sich in letzter Konsequenz nur auf

eine Realisation beziehen, als eher fragwiirdig zu betrachten.”!

Die Fuzzy-Mengen-Theorie stellt einen weiteren Ansatz zur Beschreibung von Daten-
unschirfen dar, mit dem vor allem Wissenseinschrankungen und Ungenauigkeiten bei
der numerischen Beschreibung eines Phinomens abgebildet werden kénnen. Die Fuzzy-
Modellierung geht von der subjektiven Abschétzung der moglichen Werte eines Objektes
aus, die fiir jede Beobachtung individuell zu beschreiben sind, verallgemeinernde Ver-
haltensannahmen treten demgegeniiber in den Hintergrund. Damit werden die aktuelle
Wahrnehmung bzw. die verfiighbare Information iiber den aktuellen Zustand des Phéno-

mens zum zentralen Gegenstand der Abbildung.

Ein wichtiger Ausloser fiir die Entwicklung der Fuzzy-Mengen-Theorie war die Er-
kenntnis, dass Modelle zur Datenapproximation trotz einer zunehmenden Verfeinerung
der Methoden dennoch mit wachsender Komplexitit der Modelle hiufig zu realitétsfrem-
den Ergebnissen fiihren. Zadeh, der Griindungsvater der Fuzzy-Mengen-Theorie, hat da-
her in seinem Aufsatz iiber ,Fuzzy sets“?? die Beschreibung von Fuzzy-Mengen mit der
programmatischen Aufgabenstellung verkniipft, dass mathematische Modelle fiir einen

praktischen Sachverhalt nur so genau formuliert werden sollen, wie es fiir die Losung

91Vgl. Bandemer 1997, S. 188.
92Vgl. [Zadeh, 1965].
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des Problems gerade angemessen ist.?3 Als sehr fruchtbar hat sich dieser Ansatz der be-
wusst unscharfen Modellierung beispielsweise bei der Konstruktion von technischen Reg-
lern erwiesen, wo es durch Nachbildung von menschlichem Kontrollverhalten in Form von
einfachen Regeln gelungen ist, komplexe Steuerungsprobleme mit linguistischer Inferenz
zu 16sen. Im Standardbeispiel des sog. ,umgekehrten Pendels”, d.h. eines aufrecht ste-
henden Stabes, der durch seitliche Bewegung eines Wagens zu balancieren ist, geniigen
dazu wenige Regeln der Art ,wenn der Stab stark nach links geneigt ist, dann fahre

stark nach rechts®. Zu den zahlreichen Anwendungsgebieten der Fuzzy-Mengen-Theorie

gehoren unter anderem auch Entscheidungsunterstiitzung mit Fuzzy-Optimierung oder
mit Fuzzy-Expert/innensystemen, Kiinstliche Intelligenz sowie Data Mining mit Fuzzy-

Clusteranalyse.

In Abschnitt 2.4.1 werden zunichst einige Grundbegriffe der Fuzzy-Theorie zur Ver-
fiigung gestellt, die zur Definition von Fuzzy-Vektoren und Fuzzy-Funktionen benotigt
werden. Fiir Fuzzy-Vektoren konnen Addition und Skalarprodukt eingefiihrt werden. Al-
lerdings gelten fiir Fuzzy-Vektoren arithmetische Besonderheiten, so dass nicht in der
iiblichen Weise eine Vektorraumstruktur sichergestellt wird. Es existiert dennoch eine
lineare Struktur, fiir die allerdings Einschrankungen bei der Addition und der Skalarmul-

tiplikation zu beriicksichtigen sind, wie in Abschnitt 2.4.2 aufgezeigt wird.

2.4.1 Fuzzy-Mengen: Definitionen und Grundbegriffe

Mit Fuzzy-Mengen kénnen vage Begriffe oder unscharfe Grenzen dadurch dargestellt wer-
den, dass ein Bereich des allmihlichen Ubergangs zwischen Zugehorigkeit und Nicht-
Zugehorigkeit zu einer Menge bzw. einer Kategorie zugelassen und mathematisch ab-
gebildet wird. Fuzzy-Mengen eignen sich somit gut, die ungenaue menschliche Wahr-
nehmung sowie menschliches Entscheidungsverhalten fiir eine maschinelle Verarbeitung
nachzubilden und mit mathematischen Methoden zu behandeln. Insbesondere ermdoglicht
eine Fuzzy-Modellierung es, den tatsachlichen, eingeschrankten Informationsstand besser
wiederzugeben. Somit konnen Idealisierungen aufgegeben werden, die zur Gewinnung von
reellwertigen Daten h&ufig notwendig sind. Denn diese vermitteln im allgemeinen eine

falsche Sicherheit {iber das Ergebnis, falls die Messungen durch Fehler verzerrt sind.

In diesem Teilkapitel sollen die grundlegenden Begriffe kursorisch vorgestellt werden, so
dass unkundige Leser/innen ein Gefiihl fiir die Operationen auf Fuzzy-Mengen erhalten.
Aufserdem sollen wichtige Begriffe fiir die Arbeit in einer exakten Definition zur Verfii-

gung gestellt werden. Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Fuzzy-Theorie wird auf die

93Vgl. Bandemer 1997, S. 61.
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einschldgige Literatur verwiesen.?*

Die Definition einer Fuzzy-Menge ist abgeleitet von der Représentation einer Menge
durch eine Indikatorfunktion. Wenn A eine Menge iiber der Grundmenge U ist, dann

kann A dquivalent dargestellt werden durch die Funktion 14 : U — {0,1} mit

1, fallsue A,
0, fallsu¢A.

La(u) =
Bei einer unscharfen Menge wird die Menge der Zugehorigkeitswerte iiber die binére Be-
wertung hinaus auf beliebige Werte im Intervall [0, 1] erweitert.

Definition 2.4 (Fuzzy-Menge) Sei U ein Grundmenge zulissiger Werte. Dann ist eine
Fuzzy-Menge A iiber U definiert durch

A={(u,nz3(w)) |ueU},

wobei puz: U — [0,1].

iy heikt Zugehirigkeitsfunktion von A. Wir interpretieren pi(u) als den Zugehdirig-

keitsgrad von u zu A.

Die Gesamtheit aller Fuzzy-Mengen iiber U ist die Fuzzy-Potenzmenge
F(U) = {A| A ist Fuzzy-Menge iiber U}.

Eine Fuzzy-Menge A, die nur binire Zugehorigkeitswerte annimmt, d.h. p5(R) € {0,1},
nennen wir zur Unterscheidung manchmal auch unechte oder crispe Fuzzy-Menge, weil sie

dann einer gewohnlichen Menge entspricht.

Die grundlegenden Mengenoperationen konnen mit den folgenden Definitionen auf Fuzzy-

Mengen iibertragen werden. Diese basieren auf dem min- und dem max-Operator?.

Definition 2.5 Seien A, B € F(U) Fuzzy-Mengen.

A ist Teilmenge von B genau dann, wenn gilt

VueU: px(u) < pg(u).

Wir schreiben A c B.

94Die Darstellungen in diesem Abschnitt stiitzen sich vor allem auf [Dubois und Prade, 1980; Bandemer
und Néther, 1992; Kruse u. a., 1993; Rommelfanger, 1994].

% Dabei stellt min eine t-Norm und max eine t-Conorm dar. Unter Verwendung anderer Paare von t-Norm
und ¢t-Conorm konnen abweichende Mengenoperationen definiert werden, die fiir bestimmte Anwendungen
gef. besser geeignet sind. Vgl. auch hierzu [Zadeh, 1965].
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Die Schnittmenge An B ist definiert durch die Zugehorigkeitsfunktion
pznp(w) = min{pz(u), pp(u)}.

Die Vereinigung Au B ist definiert durch die Zugehorigkeitsfunktion
pzop(w) = max{px(u), pp(u)}.

Das Komplement AC in U ist definiert durch die Zugehorigkeitsfunktion
prac(u) =1 - pz(u).

Anders in der klassischen Mengenlehre sind bei Fuzzy-Mengen eine Menge und ihr

Komplement nicht mehr disjunkt. Es gilt im allgemeinen A n AC # @.

A

T R

A

Y

T eee Tg
~ 0
(a) Diskrete Fuzzy-Menge A = {x1,...,26} (b) Trianguldre Fuzzy-Menge

A

dr drt
(c) Trapezformige Fuzzy-Menge (d) Allgemeine L R-Fuzzy-Menge
C = (cf,ch e eff) D= (d",d%lp,rp)Lr

(Eigene Darstellung in Anlehnung an Rommelfanger 1994, S. 14f)

Abbildung 2.4: Einige typische Beispiele fiir Fuzzy-Mengen

In Abbildung 2.4 sind einige typische Beispiele von Fuzzy-Mengen dargestellt. Das Kon-

struktionsprinzip fiir Fuzzy-Mengen ist am Beispiel einer Fuzzy-Menge A iiber einer endli-
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chen Menge {z1,...,2,} c R gut nachvollziehbar. In Abbildung 2.4(a) ist dargestellt, dass
dazu fiir jedes Element z; ein Zugehorigkeitswert p; € [0, 1] anzugeben ist. Fuzzy-Mengen
sollen unscharfe Beobachtungen oder Begriffe repréisentieren und in eine maschinenlesbha-
re Form iibertragbar sein. Exakte Zugehorigkeitsfunktionen zur Beschreibung von vagen
oder ungenauen Begriffen kénnen in der Regel nicht oder nur mit erheblichem Aufwand
erfasst werden. Dariiber hinaus ist eine iibergrofse Genauigkeit der Modellierung norma-
lerweise nicht notwendig. In dieser Arbeit werden daher ausschliefslich Fuzzy-Mengen fiir

die Modellierung verwendet, die als L R-Fuzzy-Intervalle dargestellt werden kénnen.

Definition 2.6 (LR-Fuzzy-Intervall) Seien a”,af € R und [4,74 > 0. Seien ferner
L,R:[0,00) —> [0, 1] Funktionen, fiir die gelte

(i) L(0) = R(0) =1 und

(ii) L, R monoton fallend.

Dann ist durch

L(“i—;”) falls u < aF,
pr(xr) =41 falls u € (a”, a®?),

R(*=2%)  falls u > af.

die LR-Fuzzy-Menge A = (aX,af;la,74)r mit den Spannweiten 4 und r4 in F(R) defi-

niert.

L und R sind die linke (bzw. rechte) Referenzfunktion von A. Falls L = R bzw. a =
a’ = a® notieren wir verkiirzt A = (a¥,a®;ls,74) L bzw. A= (a;la,74)LR- Eine LR-Fuzzy-
Menge ist in Abbildung 2.4(d) dargestellt, wobei die linke Referenzfunktion L treppen-

formig und die rechte Referenzfunktion R stetig ist.

LR-Fuzzy-Mengen konnen als Fuzzy-Verallgemeinerung von klassischen Intervallen ver-
standen werden. Die Konstruktion einer L R-Fuzzy-Menge kann anhand weniger Profilei-
genschaften vorgenommen werden. Zum einen ist das Intervall aller Werte zu bestimmen,
die positive Zugehorigkeit zur Menge haben. Zum anderen ist das Intervall aller Werte an-
zugeben, die sicher zur Menge gehoren und somit eine Zugehdrigkeit von 1 haben. Dariiber
hinaus kann noch eine Kurve spezifiziert werden, die den Ubergang bzw. den Kontrast
zwischen Nicht-Zugehorigkeit und sicherer Zugehorigkeit moglichst gut beschreibt. Eine

besonders einfache Konstruktion ist mdglich, wenn die Referenzfunktionen linear sind.
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Definition 2.7 (Trapezférmige und triangulire Fuzzy-Intervalle)
Seien B = (b, b%; 15,75, D = (d,dB;1p,rp) 1. LR-Fuzzy-Mengen in F(R) mit L = R.

Dann ist D eine trapezformige Fuzzy-Menge genau dann, wenn L(u) = 1 - u. Ein Bei-
spiel ist in Abbildung 2.4(c) dargestellt. Trapezformige Fuzzy-Mengen werden hiufig auch
durch das Tupel der Intervallenden des Trégers und des Kerns angegeben, d.h.

D= (d"—1p,d" d" d% +rp)
= (dg,d",d", df)

Eine trapezformige Fuzzy-Menge B ist eine triangulire Fuzzy-Menge genau dann, wenn
die Menge der Punkte mit Zugehorigkeit 1 einelementig ist und somit b = b* = bE, vgl.
Abbildung 2.4(b). Triangulire Fuzzy-Mengen werden ebenfalls hiufig in Tupelschreibweise
notiert, d.h. B = (b—1p,b,b+7g) = (bk,b,b).

Wenn man Fuzzy-Menge aus der Perspektive der Zugehdrigkeit betrachtet, ist es inter-
essant, welche Punkte einer Fuzzy-Menge fiir einen gegebene Zugehorigkeitsgrad o € [0,1]

mindestens eine Zugehorigkeit von a aufweisen.

Definition 2.8 (a-Schnitte) Sei A ¢ F(U) eine Fuzzy-Menge und a € (0,1]. Dann heift
die CANTOR-Menge

[A]* ={ueU|pz(u) 2 a}

a-Schnitt bzw. a-Niveau von A.

Fiir o = 0 definieren wir

supp A =[A]° = {u e U | pz(u) > 0}.

[ ]° ist der Triger von A (engl. ,support).

Ein weiterer spezieller a-Schnitt ist das 1-Niveau [pz]'. Dieses ist der Kern von A
(engl. ,core). Einen einelementigen Kern werden wir im Weiteren auch als Modalwert

bezeichnen.

Eine Fuzzy-Menge A heiRt normal, wenn sie einen nicht-leeren Kern hat, d.h. wenn gilt

[1z]' # 2.

Demnach sind alle L R-Fuzzy-Mengen als normale Fuzzy-Mengen definiert. Fiir beliebige
o € (0,1] konnen die a-Schnitte einer LR-Fuzzy-Menge A € F(R) berechnet werden als
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die Intervalle

[A]" = [a*(@),a"(a)]
= [a" — 14 L7 (a),a" + 4R ()], (2.10)

wobei L7 () = sup{u e R | L(u) > a} und R~!(«) entsprechend.

Wihrend trapezférmige und trianguldre Fuzzy-Mengen iiber ihre Trigermenge und ih-
ren Kern bereits vollstandig definiert sind, gilt dies im allgemeinen fiir L R-Mengen nicht.
Es kann aber gezeigt werden, dass Fuzzy-Mengen durch ihre Familie von a-Schnitten
eindeutig reprisentiert werden.”® Der Reprisentationssatz ermdoglicht es in vielen Féllen
Berechnungen fiir Fuzzy-Mengen auf a-Niveaus iibertragen und sie dort explizit durch-
zufithren. Die praktisch relevanten Fuzzy-Mengen iiber R konnen in aller Regel bereits
hinreichend genau dargestellt werden, indem iiber die Definition von trapezférmigen oder

trianguldren Fuzzy-Mengen hinaus ein oder zwei weitere a-Niveaus angegeben werden.

Die folgenden niitzlichen Eigenschaften kénnen vermittels der a-Schnitte von klassi-
schen Mengen auf Fuzzy-Mengen iibertragen werden. Wir bendétigen sie spéter bei der
Konstruktion von Fuzzy-Daten in Abschnitt 2.5.1, um wesentliche Eigenschaften von Da-

tenvektoren auch bei Fuzzy-Daten sicherstellen zu konnen.
Definition 2.9 Sei U c R™ und A € F(U) eine Fuzzy-Menge.
A ist konver genau dann, wenn

Vae(0,1]: [A]* ist konvex.

A ist kompakt genau dann, wenn

Vae(0,1]: [A]* ist kompakt.
A ist beschrinkt genau dann, wenn

[A]° ist beschriinkt.

Wenn Beobachtungen zu unabhéngigen Variablen X;,..., X und einer abhéingigen Va-
riablen Y untersucht werden sollen, liegen diese als Vektoren im RF*! vor. Entsprechend
werden auch Fuzzy-Vektoren im RF¥+! benotigt. Dazu wird zunichst allgemein das karte-

sische Produkt von Fuzzy-Mengen definiert.

96Zum Reprisentationssatz von Fuzzy-Mengen durch a-Schnitte vgl. beispielsweise Kruse u.a. 1993, S.
17f.
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Produkt von A und B

-
L

(Eigene Darstellung in Anlehnung an Rommelfanger 1994, S. 35)

Abbildung 2.5: Fuzzy-Mengen im R?

Definition 2.10 (Mehrdimensionale Fuzzy-Mengen) Seien U,V Grundmengen. Sei-
en nun A e F(U), BeF(V) sowie C e F(U x V).

Die zylindrische Erweiterung ZYIVAV von A auf U x V ist definiert durch

Hzg, 3(u,0) = pz(w).

Die zylindrische Erweiterung ZleE von B auf U x V ist analog definiert.
Das kartesische Produkt Ax B auf U x V ist definiert als Zyl,, AnZyl,; B, d.h.

pap(u,v) = min{p(u), pp(v)},

In Abbildung 2.5 sind zylindrische Erweiterung und kartesisches Produkt im R? illustriert.
Umgekehrt ist die Projektion Pry C von C auf U definiert durch

fipy, &(u) = sup{pg(u,v) [v eV},
Eine analoge Definition gilt fiir Pry, C.

Die Projektion macht die zylindrische Erweiterung wieder riickgdngig und fiir jedes
Ae F(U) gilt

Pry(Zyly, A) = A.
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Fiir C € F(U x V) gilt die umgekehrte Beziehung im allgemeinen aber nicht, sondern

vielmehr
Zyly (Pry C) n Zyl,(Pry, C) > C,

wie in Abbildung 2.5(b) gezeigt wird. Gleichheit gilt hier insbesondere, wenn C=AxB
mit A e F(U) und B e F(V).

Dies gibt Anlass zu der folgenden Definition.

Definition 2.11 Eine Fuzzy-Menge C ¢ F(U x V) ist interaktiv genau dann, wenn gilt

égPrUéxPrvé.

Umgekehrt ist C' nicht-interaktiv genau dann, wenn gil

ézPrUéxPrvé.

Fuzzy-Mengen werden also dann als nicht-interaktiv aufgefasst, wenn die Gesamtmenge
vollstdandig aus ihren Randmengen rekonstruiert werden kann. Interaktivitdt driickt in
dem Sinne eine Abhéngigkeit zwischen den Komponentenmengen aus, dass fiir manche
moglichen Randwerte die Menge der moglichen zugehorigen Koordinatenpunkte verengt
ist, d.h. es gibt in jedem u € Pry C bzw. in jedem v € Pry C nur eine ,bedingte* Fuzzy-
Bildmenge.

Damit sind alle Begriffe eingefiihrt, mit denen wir Fuzzy-Vektoren iiber R™ definieren
konnen. Grundsitzlich wire es moglich, nur diejenigen Fuzzy-Mengen im R™ als Fuzzy-
Vektoren aufzufassen, die einen einelementigen Kern haben. Allerdings kommt es nicht
selten vor, dass ungenaue Beobachtungen nur als Fuzzy-Intervalle mit einem intervall-
formigen Kern abgebildet werden konnen. Aus diesem Grund wird eine verallgemeinerte
Definition vorgenommen. Mehrgipflige und unendliche Fuzzy-Mengen sollen aber keines-

falls als Fuzzy-Vektoren in Frage kommen.

Definition 2.12 (Fuzzy-Vektor) Sei m € N. Die Menge aller Fuzzy-Mengen iiber R™,

die normal, beschrinkt, konvex und kompakt sind, notieren wir mit F2%°(R™). Eine belie-

bige Fuzzy-Menge C € Frob(R™) ist ein m-dimensionaler Fuzzy- Vektor iiber R™. Fuzzy-

coc

Vektoren A € Fnob(R) mit einelementigem Kern bezeichnen wir auch als Fuzzy-Zahlen-

Vektoren oder mehrdimensionale Fuzzy-Zahlen.
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Sei C' e Fmob(R™) nun ein nicht-interaktiver Fuzzy-Vektor. Dann gibt es gemiR Defini-

coc

tion 2.11 Fuzzy-Mengen C1, ..., C,, € Fno(R), so dass gilt

coc

C=Cyx-xChy.

Daher werden nicht-interaktive Fuzzy-Vektoren in Anlehnung an die iibliche Vektoren-

schreibweise auch notiert als C = (Cy,...,C),).

Die Teilmenge aller nicht-interaktiven Fuzzy-Vektoren in F7%(R™) bezeichnen wir zur
Unterscheidung als F2(R)™.

coc

Unabhéngig von der inhaltlichen Information, die damit abgebildet wird, hat ein Fuzzy-
Vektor Z € Frob(R™m) die Bedeutung ,ungefihr 2. Das ikt sich aus den gegebenen Ei-
genschaften begriinden: Als normale Fuzzy-Menge existiert z € R™, so dass pz(z) = 1,
damit wird mindestens das Element z als sicher zugehorig betrachtet. Kompaktheit und
Beschrénktheit beinhalten, dass alle a-Schnitte sowie der Tréger in R™ abgeschlossen und
beschrénkt sind. Aus der Konvexitit folgt, dass Z eingipflig ist. Da fiir die a-Schnitte gilt,
dass o > 3 genau dann wenn [Z]® c [Z]#, zieht die Konvexitiit auferdem nach sich, dass
der Akzeptanzgrad der Zahlen im Trager mit wachsender Entfernung vom Kern monoton

abnimmt.

Um Fuzzy-Mengen als Erweiterung von gewohnlichen Zahlen oder Mengen verwenden
zu konnen, sind die Operationen auf reellwertigen Vektoren oder Mengen in geeigneter
Weise zu iibertragen. Ein wesentliches Prinzip zur Ubertragungen von gewohnlichen Funk-

tionen auf Fuzzy-Eingangswerte ist das sog. Erweiterungsprinzip nach Zadeh.

Definition 2.13 (Erweiterung einer Funktion) Seien U,V beliebige Grundmengen
und f:U — V eine Funktion. Fiir A € F(U) ist durch
17 (0) = sup{pz(u) | we Us f(u) = v}

das (fuzzy-)erweiterte Bild f(A) von A durch f definiert.
Die Funktion

]7: FU) —>f(V),;4vl—> f(Z)

wird erweiterte Funktion von f genannt.

Aus Bequemlichkeit wird iiblicherweise auch die erweiterte Funktion mit f bezeichnet.
Dies lasst sich dadurch motivieren, dass die erweiterte Funktion fiir alle unechten Fuzzy-
Eingangswerte, also fiir alle gewohnlichen Eingangswerte, die urspriinglichen Bildwerte

ergibt.
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p(f1)=0,5

' pu(f2)=0,3
p(fs) = 0,75

1(fa) =0,1
p(fs) =1

™

\j

(Eigene Darstellung)

Abbildung 2.6: Fuzzy-Biindel von Funktionen

Die Menge der erweiterten Funktionen ist im Bezug auf die Funktionen auf Fuzzy-
Mengen nicht sehr reichhaltig.”” Fiir die Analyse von ungenauen Daten mit Fuzzy-Regres-
sion ist es aber zentral, dass der Riickbezug zu den reellwertigen Funktionen erhalten
bleibt. Da erweiterte Funktionen direkt aus gewohnlichen Funktionen abgeleitet werden,

sind sie besonders gut als Modellfunktionen fiir die Fuzzy-Regression geeignet.
Andererseits ist es ebenfalls denkbar, dass ungenaue Daten eine ungenaue Beschreibung

einer Menge moglicher reellwertiger Approximationsfunktionen darstellen.

Definition 2.14 (Fuzzy-Biindel von Funktionen) Seien U,V beliebige Grundmen-

gen. Dann ist eine Fuzzy-Menge F ein Fuzzy-Biindel von Funktionen, wenn gilt
FeF(Map(U,V)) = F(VY),

wobei Map(U,V) = VU = {f | f: U — V}. D.h. jeder Funktion f € supp F wird der
Zugehorigkeitswert pz(f) zugeordnet.

Sei AcU x V. Fiir (u,v) € A kann dann definiert werden

M(u,v) = {up(f) | f € Fmit f(u) = o},

M (u,v) ist im allgemeinen nicht einelementig wie Abbildung 2.6 zeigt. Wenn aus F
eindeutige Informationen iiber die Zugehorigkeit von (u,v) zu A abgeleitet werden sol-
len, dann geht das nur unter Zuhilfenahme eines Aggregationsoperators, z.B. pz(u,v) =
sup M (u,v).

Bei der Erweiterung von Funktionen auf Fuzzy-Mengen entstehen dadurch, dass Fuzzy-

Mengen eine positive Ausdehnung haben, arithmetische Besonderheiten gegeniiber dem

97Vgl. Dubois und Prade [1980], S. 95ff.
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(Eigene Darstellung in Anlehnung an Rommelfanger 1994, S. 41)

Abbildung 2.7: Addition der L R-Fuzzy-Intervalle Aund B

(Eigene Darstellung in Anlehnung an Rommelfanger 1994, S. 41)

Abbildung 2.8: Skalarmultiplikation der LR-Fuzzy-Zahl A mit A = 2 bzw. A = -2

reellwertigen Fall, bei dem Datenpunkte immer die Ausdehnung 0 haben. Insbesonde-
re konnen die Linearititseigenschaften, die bei der Berechnung der klassischen Kleinste
Quadrate-Parameter und der Konstruktion von Tests von zentraler Bedeutung sind, nur

mit Einschrankungen iibertragen werden.

2.4.2 Lineare Strukturen iiber F7%(R)

coc

Mit dem Erweiterungsprinzip in Satz 2.13 kann die gewohnliche Addition und Multipli-
kation reeller Zahlen auf Fuzzy-Intervalle in R {ibertragen werden. Fiir Fuzzy-Intervalle
in LR-Darstellung gelten die folgenden einfachen Formeln zur Berechnung der Addition

und der Skalarmultiplikation.
Satz 2.15 Fiir A= (aX,a®;14,74)r, B = (b5, 0%:15,75) Lk und X € R gilt

A@B=(a+0", a® + %10 +1p,ra+78) 1R
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sowie

o i (AaZ, Xaf; | Nla, [Mra)rr  falls A >0,
(Aa®, Xa; | Nra,|Nla)r  falls A <O0.

Allgemein gilt, dass stetige Funktionen bzw. stetige Operationen auch mittels der a-
Schnitte direkt berechnet werden konnen, sofern die Zugehorigkeitsfunktionen der Fuzzy-
Mengen von oben halbstetig sind. Demzufolge kann die Fuzzy-Arithmetik alternativ auch

aus den Rechenregeln fiir Intervalle hergeleitet werden.

Satz 2.16 Seien A; € F(R) (1 <i<m) mit von oben halbstetigen Zugehorigkeitsfunktio-

nen pz, und sei f:R™ — R eine stetige Funktion, dann gilt
Vael0,1]: [f(Ar,.. A)] = FLALY - TAY).
Ein Beweis dieses Satzes in sehr allgemeiner Form findet sich z.B. in [Kruse u. a., 1993].%8

Nachfolgend nutzen wir den Zusammenhang zwischen Intervallmathematik und Fuzzy-
Arithmetik aus und stellen stellvertretend nur die Rechenregeln fiir Fuzzy-Mengen zur

Verfiigung. Diese gelten analog auch fiir Intervalle in R .

Satz 2.17 (Rechenregeln) Seien A, B,C € Frot(R™) Fuzzy-Mengen und \, \' € R Ska-

coc

lare. Dann gelten die folgenden Rechenregeln

Assoziativitdt:
(AeB)eC=Ae (Ba() (2.11)
sowie
A N)oA=X o (N o A); (2.12)
Kommutativitat:
AeB=BeA; (2.13)

9%8Vgl. ebd. S. 36ff. Dubois und Prade [1980] zufolge stammt der urspriingliche Beweis des Satzes von
Nguyen im folgenden Artikel: Nguyen, H.T. (1978): A note on the extension principle. J. Math. Anal.
Appl., 64, No. 2, S. 369-330.

YEinfiihrung und Beweise der Rechenregeln finden sich z.B. bei Dubois und Prade 1980, S. 49ff.
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FExistenz eines neutralen Elements der Addition:
Ao {0} = A; (2.14)

Ezxistenz eines neutralen Elements der Skalarmultiplikation:

1o A=A (2.15)
Vertriglichkeit zwischen Addition und Skalarmultiplikation:

rXo(AeB)=(AoA)e (\oB). (2.16)
Fiir die Skalarmultiplikation gilt im allgemeinen nur eine Richtung der Distributivitét

A+N)eAc(hoAd)e (N oA). (2.17)

Der linke und der rechte Term in der Distributionsregel fiir die Skalarmultiplikation sind
genau dann gleich, wenn zusitzlich A einelementig ist oder AN > 0. Fiir diese letzte
Regel ist die Konvexitiit von A tatsichlich notwendig. Alle anderen Regeln gelten auch

fiir allgemeine Fuzzy-Vektoren.

Bemerkung 2.18 Fine Inverse der Addition @ existiert im allgemeinen nicht.
Seien A, B c R™ Intervalle A =[a,b],B =[c,d].
Gesucht ist A® B = [a,b] @ [c,d] = [a+c,b+d] £ {0}.

Dies gilt nur dann, wenn a = —c und b = —=d. Damit A, B wohldefiniert sind, muss
auflerdem gelten —d < —c = a < b = -d. Die Gleichung ist also nur dann erfillbar, wenn

A einelementig ist.

Daraus erhalten wir im Fall von Fuzzy-Mengen sofort: falls es ein o € [0,1) gibt, so dass

[A)® nicht einelementig ist, dann ezistiert keine additive Inverse von A. Insbesondere gilt
Ao ((-1) 0 A) #{0}.

Dies ist ein Gegenbeispiel, welches zeigt, dass (A0 A)@ (N ©A) = (A\+X)© A nicht immer

erfillt ist.’00

Die Menge der Fuzzy-Vektoren F1%°(R™) versehen mit der erweiterten Addition &

coc

und der erweiterten Skalarmultiplikation ® ist kein Vektorraum, da keine Inverse fiir @

100Gleichermafen gibt es keine Inverse fiir die Multiplikation. Diese ist fiir den Nachweis der Vektorraum-
struktur aber unerheblich.

62



2 Theoretische Grundlagen

existiert und die Vertriglichkeit mit der Skalarmultiplikation auf die positive Halbachse
beschrénkt ist, wie die Rechenregeln in Satz 2.17 zeigen. Infolgedessen wichst bei Ver-
wendung der erweiterten Addition — und analog bei den anderen mit dem Zadehschen
Erweiterungsprinzip iibertragenen Rechenoperationen — die Unschérfe des Ergebnisses
monoton mit jedem weiteren Fuzzy-Summanden. Einmal beriicksichtigte Unschérfe ist
somit irreversibel. Am Beispiel der Distributionsregel in Gleichung (2.17) wird deutlich,
dass die Unschérfe des Ergebnisses im allgemeinen sogar abhéngig von der Reihenfolge

der Rechenschritte in der erweiterten Funktion ist.

Die Multiplikation zweier LR-Fuzzy-Intervalle ist zwar in F7%(R) enthalten und so-

coc

mit wohldefiniert. Das Ergebnis ist aber nicht mehr vom selben LR-Typ wie die Fuzzy-
Eingangswerte und kann daher insbesondere nicht mehr als geschlossene Formel ermittelt
werden. Eine Darstellung ist nur auf den a-Niveaus mdoglich. Wir erhalten die folgenden

Berechnungsformeln:

Satz 2.19 Seien L, R von oben halbstetige Referenzfunktionen und A = (a%,a®:;14,74) 1,

B = (bE,bR;1p,75) k. Wir notieren die Grenzen der a-Niveaus als [A]® = [a£ (), af(a)]

bzw. [B]* = [b¥(«),bf(«)]. Dann kann die Multiplikation gemif Satz 2.16 fiir alle «v €

[0, 1] folgendermaken berechnet werden.

Falls b"(«) > 0, dann

[a" ()b (@), af ()b ()] a"(a) 20,
[a" (@), a" ()] @ [b" (), 0" ()] = { [a” ()R (), a® ()" ()] aF(a) <0,
[af(a)bR(a),af ()b (a)] al(a) <0< af(a).

Falls b%(«) < 0, dann

[ (a)b"(a),a" ()b ()] a™(@) 20,
[a" (@), a" ()] @ [b" (), 0% ()] = { [a®(a)bF(a), al ()b ()] aF() <0,
[af ()bl (a),a"(a)bt ()] af(a) <0< afi(a).

Den Fall b%(a) < 0 < bf(«) bendtigen wir im Folgenden nicht. Daher stellen wir die

Formeln hier nicht zur Verfiigung.

Fiir die Multiplikation zweier Fuzzy-Mengen in F%°(R™) gilt ebenfalls das Assoziativ-

coc

und das Kommutativgesetz. Das Distributivgesetz gilt im Allgemeinen nur in eine Rich-
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tung,'0! d.h. fir A, B,C € Fob(R™) gilt

coc

Ao(BeC)c(AdoB)e (Ao l). (2.18)

Damit liegen nun alle Formeln vor, mit denen lineare Funktionen }7%;a;r; mit
(at,...,am),(x1,...,xy) € R™ auf LR-Fuzzy-Mengen iibertragen werden kénnen. Wir
wollen zur sprachlichen Vereinfachung alle moglichen Varianten von erweiterten linea-
ren Funktionen unter dem Begriff der Fuzzy-linearen Funktion zusammenfassen. Dabei
soll die Bezeichnung ,Fuzzy-linear” die Einschrinkung gegeniiber der Linearitdt im reell-
wertigen Fall hervorheben. Die Eigenschaften der Fuzzy-linearen Funktionen werden in
Abschnitt 3.1 vorgestellt. Dort finden sich auch beispielhafte Abbildungen.

Definition 2.20 (Fuzzy-lineare Funktionen) Sei A ¢ R™ und f : R®" x A — R,

(u,a) — fa(u) =u’a eine Schar linearer Funktionen.

Wir nennen jede der daraus mit dem Erweiterungsprinzip gewonnen Funktionen

coc coc

f(A) R™ — Fro(R), uv— P A; 0 u, fiir Ae An F'(R)™,
j=1

f(,a): FrP(R)™ — E'(R), (Th,...,Up) — PBa;0U; firacA
j=1

f(,A): Fr(RY™ — F(R), (U, ..., Uy) — @A, 00, fir Aec An EM(R)™
=1
eine Fuzzy-lineare Funktion. Wir symbolisieren die Funktionstypen durch f[u, A], f[U,a]
bzw. f[U, A].

Die Funktionsschar u”a mit a € A kann bei Bedarf auch auf interaktive Fuzzy-Vektoren
iiber R™ erweitert werden. Diese sind fiir die Untersuchung der Fuzzy-Regression aber
eher nachrangig. Fiir die Interpretation von interaktiven Fuzzy-Parametern liegen bis-
lang nur wenige Ansétze vor.'9? Interaktive Fuzzy-Vektoren auf der anderen Seite liegen
typischerweise als symmetrische, bohnenférmige Fuzzy-Daten vor. Wenn Fuzzy-Inputs
als interaktive Fuzzy-Vektoren dargestellt werden, sind sie also im Vergleich zu nicht-
interaktiven Fuzzy-Vektoren bei der Datenmodellierung bereits stark geglittet. Zur Ver-
einfachung werden wir uns in dieser Arbeit auf den Fall nicht-interaktiver Parameter und

nicht-interaktiver Daten beschranken.

101yg]. Kruse u. a. [1993], S. 39.

102Einige Ansétze zur Fuzzy-Regression beziehen sich auf Modelle mit interaktiven Parametern, so z.B.
[Celmins, 1987b; Chang und Lee, 1994a]

64



2 Theoretische Grundlagen

2.5 Von der Fehlerschatzung zur Fehlerbewertung

Am Ende der kritischen Revision des 6konometrischen Fehlermodells in Abschnitt 2.3
stand der Vorschlag, zu einer alternativen Fehlermodellierung iiberzugehen, bei der die
Moéglichkeiten einer Fuzzy-Modellierung von ungenauen Werten ausgenutzt werden. Da-
mit wird ein Perspektivwechsel vorgenommen. Wihrend die Fehlereinfliisse im Schéitzmo-
dell mit Fehlern in den Variablen als Struktureigenschaft aufgefasst werden, werden sie bei
der Fuzzy-Modellierung als Eigenschaft der Daten selbst betrachtet. Deren Ungenauigkeit
ist dabei fiir jeden Beobachtungswert auf dem aktuellen Stand des Wissens zu bewerten.
Um diesen Ansatz von den Modellen mit Fehlern in den Variablen abzugrenzen, soll er

im Folgenden als Regressionsmodell mit Fehlern in den Daten bezeichnet werden.

Zunidchst wird in Abschnitt 2.5.1 der Begriff von Fuzzy-Daten konkretisiert und es wer-
den zwei wesentliche semantischen Zugéinge vorgestellt. In Abschnitt 2.5.2 wird schliefs-
lich das Konzept der Fuzzy-Merkmalswerte eingefiihrt, mit dem die Abschitzung iiber
die moglich Lage eines Einzelwertes abgebildet werden kann, der mit Fehlern beobachtet

wird. Dabei ist die Abschitzung selber als Beobachtungswert zu betrachten.

2.5.1 Modellierung von Fuzzy-Daten

Gegeniiber beliebigen Zahlen oder Werten zeichnen Daten sich dadurch aus, dass sie Infor-
mationen iiber einen gewissen, uns interessierenden, Gegenstand oder Zustand tragen. Zu
dem schieren Wert tritt also ein semantischer Kontext hinzu. Ublicherweise wird ein einzel-
nes Datum als Realisierung einer Variablen iiber einer geeigneten Grundmenge betrachtet.
Information trigt das Datum nur dann, wenn fiir den interessierenden Gegenstand mehr
als ein abbildbarer Zustand existiert.!% Allgemein ist ein Fuzzy-Datum Z die Realisation
einer Variablen U : Q — F (1) mit Fuzzy-Werten iiber einem Wertebereich Y10 so dass
fiir ein w € Q gilt U(w) = Z. Dabei muss man sich die Variable U eingebettet in einen
Interpretationskontext vorstellen. Meistens liegt der Modellierung von Fuzzy-Daten die
Vorstellung von menschlicher Wahrnehmung und Verstindigung zugrunde, die sich hiu-
fig auf uneindeutige und ungefihre Begriffe bezieht. Mit Bezug auf die Abbildung von

verbalen Begriffen spricht man daher oft auch von linguistischen Variablen.

Fiir die Messung von reellwertigen Daten werden verschiedene Typen von Skalen un-
terschieden. In erster Linie sind dabei ordinale und metrische Skalen zu unterscheiden.
Allerdings werden auch kategoriale oder nominale Skalen héufig mit ganzen Zahlen wie-

dergegeben. Mit dem Skalentyp wird eine Unterscheidung getroffen, welche Operationen

103ygl. Bandemer 1997, S. 24.
104Entsprechend der Einfiihrung wird angenommen, dass T mehr als ein Element enthilt.
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grundsétzlich auf den Datenwerten erlaubt sind, d.h. Vergleichsoperationen auf einer ordi-
nalen Skala, arithmetische Operationen auf einer metrischen Skala etc. Dabei verschwin-
den weitere wichtige Aspekte fiir die Auswertung der Daten, wie z.B. Verlisslichkeit und
Genauigkeit der Messung, hinter den Beobachtungswerten. Sie sind bei der Konstruktion
der Analysemodelle und der Interpretation der Ergebnisse gesondert abzuwigen. Fuzzy-
Daten basieren auf klassischen reellwertigen Skalen und erweitern diese durch die Mog-
lichkeit, bei Unschiirfen in den Daten'® graduelle Uberginge fiir die Zugehorigkeit zum
Messwert anzugeben. Dazu werden alle Werte der zugrunde liegenden Skala danach bewer-
tet, zu welchem Grad sie beim aktuellen Wissensstand zum jeweiligen Beobachtungswert
zugehorig sind. Die Modellierung zielt darauf hin, dass der aktuelle Wissensstand iiber
die Ungenauigkeit oder Uneindeutigkeit der Daten so gut und so korrekt wie moglich
abgebildet wird. Dabei kann der aktuelle Wissensstand sich aus allen méglichen Quellen
speisen, wie z.B. vorliegende Daten, ergiinzende und alternative Statistiken oder Exper-

tenmeinungen.

Die graduelle Zugehorigkeit zu einer Menge ist ein sehr offenes Konzept zur Abbil-
dung von Datenunschirfen, das vielseitig ausgelegt und eingesetzt werden kann. In der
Literatur zur Fuzzy-Mengen-Theorie gibt es infolgedessen eine kontinuierliche Auseinan-
dersetzung mit der Frage, welche Interpretationen von Datenunschérfe mit Fuzzy-Mengen
beschrieben werden konnen und welche Bedeutung dabei die Zugehérigkeitsgrade anneh-
men.'% Es ist daher unerlisslich, dass die Semantik von Fuzzy-Daten explizit angegeben
wird, wenn diese fiir weitergehende Analysen verwendet werden sollen. Denn eine sinn-
volle Interpretation von Analyseergebnissen ist nur unter der Bedingung mdoglich, dass
der Aussagegehalt der Fuzzy-Daten definiert und die angewendete Methodik mit dieser

semantischen Bedeutung vereinbar ist.

In Abschnitt 2.7 wurde auf Seite 19 bereits angemerkt, dass die Qualitit von Daten
sich hauptsidchlich im Bezug auf die Addquation und auf die Genauigkeit der Messung
begriindet. Beim Addquationsproblem stehen unter anderem Fragen der Uneindeutigkeit
der statistischen Begriffe sowie der Homogenitiat und Vergleichbarkeit der Messwerte im
Mittelpunkt. Demgegeniiber beziehen sich Genauigkeitsprobleme direkt auf die Fehler in
den Daten. Diese stellen sich als eindeutige Begriffe dar, die aufgrund eines eingeschrank-

ten Wissensstandes ungenau oder uneindeutig erscheinen. In Anlehnung an Kruse u.a.

195Die Begriffe, mit denen in dieser Arbeit Unschiirfen in den Daten differenziert werden, wurden zu
Beginn von Kapitel 2 eingefiihrt, s. S. 15.

106 Arbeiten, die Vorschlige zur Modellierung von Fuzzy-Mengen machen, sind z.B. [Zadeh, 1965; Dubois
und Prade, 1980; Bandemer und Gottwald, 1993; Zimmermann, 1996]. Im Sammelband [Dubois und Prade,
2000] werden die Grundlagen der Fuzzy-Mengen-Theorie auf dem aktuellen Stand der Forschung vorge-
stellt. Dort nimmt die semantische Differenzierung zwischen unterschiedlichen Arten von Fuzzy-Mengen
und ihre Eignung fiir bestimmte Anwendungsgebiete groften Raum ein. In [Avenhaus und Seising, 1999]
wird die Rolle der Fuzzy-Mengen-Theorie im Verhéltnis zur Wahrscheinlichkeitstheorie erértert.
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[1993] soll daher in dieser Arbeit zwischen den Interpretationskonzepten der physikalischen
und der epistemischen Fuzziness unterschieden werden. Diese beiden Konzepte werden in
den weiteren Untersuchungen zugrunde gelegt, um daran zu verdeutlichen, welche Kon-
sequenzen die unterschiedlichen Perspektiven fiir die Regressionsanalyse bei Fuzzy-Daten
haben. Kritschmer [2001a] hat in seiner Habilitationsschrift ein allgemeines Messmodell
fiir Fuzzy-Daten entwickelt. Er bezieht sich aber in seiner Arbeit hauptsichlich auf eine

physikalische Interpretation der Fuzziness.

Fuzzy-Daten in der physikalischen Interpretation erhélt man, wenn Werte von Begrif-
fen mit einer vagen Definition spezifiziert werden, d.h. wenn durch die Definition der
Zielgrofke bzw. des statistischen Begriffs eine Uneindeutigkeit gegeben ist, die sich auch
durch Einholen von besserer Information nicht weiter ausraumen lasst. Haufig fithren Ad-
aquationsprobleme zu solchen vagen statistischen Begriffen. Ein einfaches anschauliches
Beispiel ist die Beschreibung aller Oberflichenpunkte im Gesicht, die zur Nase gehoren.
Ein bekanntes Beispiel fiir eine vage Begriffsdefinition in der Wirtschaftsstatistik ist etwa
das Bruttosozialprodukt'%7. Physikalische Fuzzy-Daten konnen als genaue Abbildung ei-
nes uneindeutigen, vagen Objektes oder Zustandes verstanden werden. Die Fuzzy-Menge

wird hier also als unverédnderliches mathematisches Objekt aufgefasst.!%8

Im Gegensatz dazu liegen Fuzzy-Daten in der epistemischen Interpretation vor, wenn
ein eindeutiger, reellwertiger Wert fiir die Beobachtung existiert, dieser aber aufgrund von
eingeschrinkten Informationen oder fehlerhaften Messverfahren nur ungenau beschrieben
werden kann. Die Fuzzy-Menge wird dann als Abschétzung fiir die mogliche Lage des ver-
borgenen, eindeutigen Wertes spezifiziert. Dabei erfolgt die Abschétzung auf der Basis des
aktuell verfiigbaren Wissens, d.h. durch Einholen von besseren Informationen koénnte die
Qualitdt der Abschitzung erhoht werden. Ein einfaches anschauliches Beispiel stellt z.B.
die sprachliche Beschreibung dar, eine Person sei ,um die 35 Jahre alt“. Es ist klar, dass
die betreffenden Person ein eindeutiges Alter hat, dieses kann aber ohne weitere Nach-
forschungen nur mit einer Menge von mehreren plausiblen Werten beschrieben werden.
Ein Beispiel aus der Wirtschaftsstatistik fiir einen eindeutigen Wert, der in der Regel nur
ungenau erfasst werden kann, ist etwa das Netto-Jahreseinkommen. In der Regel kénnen
nur einzelne individuelle Einkommensbestandteile oder das Jahreseinkommen in einer an-
deren Abgrenzung erfasst werden, das Netto-Einkommen kann hingegen nur annédhernd
bestimmt werden. Folglich ist ein Fuzzy-Datum in der epistemischen Interpretation kein
unverdnderliches mathematisches Objekt, sondern stellt eine kontextabhéingige, ggf. sub-
jektiv festgelegte, Begrenzung und Zugehorigkeitsbewertung der Grundmenge von mogli-

chen Werten dar.

107Pflegetiitigkeiten werden z.B. nur dann zum Bruttosozialprodukt gerechnet, wenn sie iiber den Markt
vermittelt angeboten werden, familifire Pflege wird hingegen nicht mitgerechnet.

108ygl. Borgelt u.a. 1999, S. 371.
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Aus den Beschreibungen wird deutlich, dass physikalische Fuzzy-Daten sich eher wie
Punkte darstellen, mit denen ein uneindeutiger Zustand als Gesamtheit abgebildet wird,
epistemische Fuzzy-Daten stellen sich hingegen eher als Intervallabschétzungen dar, die
eine Menge mdoglicher Werte erfassen. Im Bezug darauf sprechen wir vom Punkit- und vom

Mengencharakter von Fuzzy-Daten.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass eine Modellierung von Fuzzy-Daten
fiir Fehler in den Daten grundsétzlich dem epistemischen Interpretationskonzept geniigt.
Hingegen konnen Fuzzy-Modellierungen von Adiquationsfehlern idealtypisch als physi-
kalische Fuzzy-Daten betrachtet werden. In der Praxis findet man allerdings hiufig eine
Vermischung von Adéquationsfehlern und Datenungenauigkeiten vor, so dass eine ein-
deutige Zuordnung zum physikalischen oder epistemischen Interpretationskonzept nicht
moglich ist, weil keiner der Einfliisse zu vernachlissigen ist. Bei der Modellierung von
Fuzzy-Merkmalswerten entspricht dies einem Changieren zwischen der physikalischen und
der epistemischen Interpretationsperspektive. Dies ist fiir die Konstruktion empirischer
Fuzzy-Daten nachrangig, wird aber bei der Approximation einer Regressionsgleichung
dann zum Problem, wenn die jeweilige Semantik besondere Anforderungen an das arith-
metische Kalkiil oder den Optimierungsansatz stellt. Die Eigenschaften der physikalischen
und der epistemischen Modellierung konnen bei solchen vagen statistischen Begriffen, de-
ren Messung mit Fehlern behaftet ist, als Extrempunkte betrachtet werden. Wahrend bei
mehreren Werten fiir ein Merkmal in der physikalischen Fuzzy-Modellierung von einer
Homogenitét in der Qualitit der Abschéitzungen ausgegangen werden kann, ist eine Ho-
mogenitit in der Qualitdt der Abschétzungen bei der epistemischen Fuzzy-Modellierung
nicht mehr ohne Weiteres sichergestellt.'®® Eine semantische Interpretation kann daher

auch im Bezug auf die Eigenschaften der beiden Extreme hergeleitet werden.

Haufig werden epistemische Fuzzy-Daten auch als ,,Possibility-Verteilungen“ bezeich-
net, weil sie dhnlich wie Wahrscheinlichkeitsverteilungen ebenfalls eine Quantifizierung
der Moglichkeit von Zustdnden oder Ereignissen sind. Tatsdchlich gibt es eine ausgear-
beitete Theorie der Possibilitits-Verteilungen. Diese unterscheidet sich semantisch aber
deutlich vom epistemischen Interpretationskonzept. Wahrend epistemische Fuzzy-Daten
fiir jedes Zugehorigkeitsniveau eine Intervallabschitzung abgeben, trifft eine Possibility-
Verteilung im Sinne eines Verteilungskonzeptes eine Aussage iiber Auftretenshiaufigkeiten,
wenn es eine Ambiguitit des Auftretens gibt. Damit sollen Verteilungen fiir Situationen
beschrieben werden, bei denen nicht eindeutig festgestellt werden kann, ob ein Ereignis

eingetreten ist oder ob es nicht eingetreten ist, bei denen also die sog. ,Regel des aus-

109Fine alternative Beschreibung konnte sein, dass die Rinder von physikalischen Fuzzy-Daten ebenfalls
auf der verwendeten Skala in Bezug gesetzt werden kénnen, wihrend die Ridnder von epistemischen Fuzzy-
Daten allenfalls in einen ordinalen Bezug gesetzt werden kdnnen.
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geschlossenen Dritten nicht gilt. Aufbauend auf den Possibility-Verteilungen wurde eine

ganze Verteilungstheorie entwickelt, die Possibility-Theorie.'0

Mit den klassischen Skalentypen erhalten wir somit bei Beriicksichtigung der semanti-
schen Konzepte fiir Fuzzy-Daten die folgenden Skalentypen fiir Fuzzy-Daten. Fiir Fuzzy-
Daten mit physikalischer Interpretation konnen kategoriale, ordinale und metrische Skalen
problemlos iibertragen werden. Bei fuzzifizierten kategorialen Skalen kann es im Unter-
schied zum klassischen Fall Uberschneidungen zwischen den Kategorien geben, wobei
einzelne Elemente Teilzugehorigkeiten in mehr als einer Kategorie haben, als Operationen
sind nur Schlussweisen der Fuzzy-Interferenz zulédssig. Fuzzifizierte ordinale Skalen sind
nur dann wohldefiniert, wenn eine geeignete Fuzzy-Priferenzrelation angegeben wird, die
wieder eine ordinale Struktur etabliert. Fiir fuzzifizierte metrische Skalen konnen die arith-
metischen Operationen mit dem Erweiterungsprinzip iibertragen werden und gegeniiber
dem klassischen Fall gelten u.a. die Einschrankungen, die in Abschnitt 2.4.2 diskutiert
wurden. Ebenso konnen epistemische Fuzzy-Daten auf der Basis von kategorialen, ordina-
len und metrischen Skalen definiert werden.''' Im Unterschied zu physikalischen Fuzzy-
Skalen, deren Elemente als Objekte verstanden werden konnen, stellen die Elemente von
epistemischen Fuzzy-Skalen Fuzzy-Sicherheitsmengen bzw. Fuzzy-Mengen-Abschiatzungen

fiir einen eindeutigen unbekannten Wert dar.!!?

In der Praxis wird ein Fuzzy-Datum Z iiber den reellen Zahlen R meistens durch die
folgenden Angaben spezifiziert: festzulegen sind der Kern als Punkt bzw. Intervall der
sicher moglichen Punkte, der Tréger als Intervall der Zahlen, die zu einem positiven
Grad noch als zum Datum zugehorig akzeptiert werden sollen sowie die Geschwindig-
keit der monotonen Abnahme der Zugehorigkeiten vom Kern zum Rand des Tréigers, die
durch die Form der Referenzfunktion modelliert wird.''3 Die Zugehorigkeitsfunktion wird
auf der Basis der vorliegenden Gegebenheiten und Kenntnisse festgelegt. Die Spezifizie-

rungsvorschrift beinhaltet somit eine subjektive Bewertung des unscharfen Datums, die

10Vgl. [Dubois u. a., 2000]. Folgt man Borgelt u. a. [1999], dann kénnen eher physikalische Fuzzy-Mengen
in Possibility-Verteilungen ,jiibersetzt“ werden. Bei der Fuzzy-Menge fiir die Nase wiirde die zugehorige
Possibility-Verteilung beschreiben, wie plausibel es ist, dass in der Aussage ,er hat einen Fleck auf der
Nase”“ mit der Angabe ,auf der Nase”“ bestimmte Raumpunkte im Gesicht eines Menschen beschrieben
sind (S. 372).

"iDie Ubertragung leuchtet bei metrischen Skalen sofort ein, wobei Fuzzy-Intervall-Abschiitzungen eta-
bliert werden. Eine kategoriale, epistemische Fuzzy-Skala konnte beispielsweise sinnvoll sein, um Klas-
sifikationsfehler abzubilden, die durch fehlerhafte Messwerte induziert sind. Eine ordinale, epistemische
Fuzzy-Skala konnte z.B. genutzt werden, um Probleme in der zeitlichen Abgrenzung bei Stromgrofen
darzustellen.

12Dje Unterscheidung ist z.B. dafiir relevant, welche Fuzzy-Priferenzrelation jeweils fiir die Fuzzy-
ordinalen Skalen geeignet erscheint. Wahrend fiir erstere Variante eher eine Defuzzifizierung herangezogen
werden kann, erscheint bei der zweiteren Variante vielleicht eher ein e-Vergleich angemessen. Die tatséch-
liche Festlegung kann allerdings nur unter Beriicksichtigung der konkreten Modellierung erfolgen.

13Vgl. Bandemer 1997, S. 67.
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die Ungenauigkeit oder Vagheit in der konkreten Situation ausdriickt. Die auf Basis der
subjektiven Bewertungen spezifizierte Zugehorigkeitsfunktion stellt nur eine von vielen
moglichen Vereinfachungen der Situation dar. Der modellierte Fuzzy-Beobachtungswert
ist infolgedessen nicht eindeutig. Haufig wird aber die Eindeutigkeit eines Messwertes als
Nachweis fiir seine Objektivitit bzw. fiir seine Aussagekraft iiber die reale Situation wahr-
genommen. In diesem Sinne erscheinen reellwertige Messwerte als objektiver als Fuzzy-
Beobachtungswerte. Dabei wird iibersehen, dass auch reellwertige Messwerte subjektiven
Bearbeitungs- und Vereinfachungsprozessen unterworfen sind, die zu einer Verdnderung
des Messergebnisses fiihren konnen. Ganz im Gegenteil besteht ein wesentlicher Vorteil
einer Fuzzy-Modellierung im Vergleich zu einer Darstellung des Bereichs moglicher Wer-
te in Form einer Intervallabschitzung gerade darin, dass man von dem Dilemma befreit
wird, eine scharfe Grenze zwischen moglichen und unméglichen Werten zu spezifizieren.
Statt einer scharfen Grenze wird ein allméhlicher Ubergang zwischen sicher méglichen und
sicher unmoglichen Werten eingesetzt, den man sich wie die Einstellung des Kontrastes
bei einem Schwarz-Weif-Foto vorstellen kann, bei dem Weif mit 0, Schwarz mit 1 und
dazwischenliegende Zugehorigkeitswerte mit abgestuften Grautdnen identifiziert werden.
Verédnderungen der Zugehorigkeitsfunktion unter Wahrung der lokalen Monotonie sind
demnach vergleichbar mit Kontrastdnderungen bei Grautonbildern, die in der Regel den

semantischen Gehalt nicht wesentlich #ndern.!4

Die subjektive Modellierung und die Tatsache, dass Vagheit und Ungenauigkeit von
Messverfahren abgebildet werden sollen, bedeutet nicht, dass zur Spezifikation von Fuzzy-
Daten weniger Informationen bendétigt werden als bei der Spezifikation bzw. Messung von
scharfen Daten. Ganz im Gegenteil verhilft eine Fuzzy-Modellierung dazu, dass zusitz-
liches Wissen iiber die individuellen und konkreten Erhebungsbedingungen quantitativ
abgebildet wird und bei der kalkulatorischen Datenanalyse mit verarbeitet werden kann.
Sie kann damit bessere Ergebnisse liefern als eine Analyse scharfer Daten, bei der die ab-
schlieflende Interpretation von unausgesprochenen, subjektiven Daumenregeln iiberformt

wird.

Damit eine Regressionsanalyse bei Fuzzy-Daten durchgefiihrt werden kann, miissen
die arithmetischen Operationen definiert sein. Wir beziehen uns daher in dieser Arbeit
ausschlieRlich auf metrische Fuzzy-Skalen mit Daten aus F2%(R).

coc

Definition 2.21 (Skalenniveau der Fuzzy-Daten fiir die Fuzzy-Regression)
Im Folgenden werden nur noch Fuzzy-Messwerte bzw. Fuzzy-Beobachtungen verwendet,

fiir die die Ergebnisse der erweiterten Addition, des erweiterten Skalarproduktes und der

14ygl. Bandemer 1999, S. 253.

70



2 Theoretische Grundlagen

erweiterten Multiplikation wohldefiniert sind. D.h. fiir die Mess-Skala S ¢ F(R) fiir eine
Variable Z in der Modellfunktion gelte, dass

Sc FnOb(]R)

coc

und fiir je zwei Skalenwerte U,V €S und X € R sei erfiillt

UeoVeS,
ANoUeS oder -MoUeS,
UoVeFR).

Durch die Definition sollen insbesondere kategoriale Fuzzy-Daten, d.h. linguistische Be-
wertungen der Art ,niedrig”, ,mittel”, jhoch“, im Weiteren als mogliche Merkmale aus-
geschlossen werden. Diese sind mit der Einbeziehung von unscharfen Dummy-Variablen
in die Regressionsgleichung vergleichbar und wéren im Hinblick auf mdégliche Interpreta-
tionen und ihre Aussagekraft gesondert zu betrachten. Wir beriicksichtigen daher auch
kategoriale Klassifikationen, wie sie z.B. in der Beschéftigtenstatistik die Klassifikationen

der Berufe oder der Wirtschaftszweige darstellen, und deren Messprobleme nicht weiter.

2.5.2 Fuzzy-Merkmalswerte als Alternative

In diesem Abschnitt werden die allgemeinen Anforderungen fiir die Konstruktion von
Fuzzy-Merkmalswerten formuliert, mit denen Fehler in den Daten abgebildet werden kon-
nen. Dies dient zur Vorbereitung auf die konstruktive Modellierung von Fuzzy-Daten am

Beispiel der Beschiftigtenstatistik in Kapitel 4.

Man kann sich zunéchst exemplarisch vorstellen, dass fiir eine beliebige Modellvariable
fehlerhafte Werte anstelle der ,wahren“ Werte Z* : () — R beobachtet werden. Fiir die
Konstruktion wird ein einzelner, konkreter Beobachtungswert z* = Z*(w) herausgegriffen.
Bei der Modellierung eines epistemischen Fuzzy-Datums Z, das den Fehlereinfluss in z*
abbildet, ist fiir jedes Zugehorigkeitsniveau « € [0,1] das Intervall der Werte zu spezi-
fizieren, die aufgrund der fehlerhaften Messung der Daten gleichermafen moglich sind.
Im Unterschied zum 6konometrischen Fehlermodell wird hierbei also der Fehler nicht ge-
sondert spezifiziert. Die Fuzzy-Intervall-Abschitzung fiir die Fehler in den Daten zielt im
Gegenteil darauf hin, alle moglichen Werte fiir z unter den aktuell verfiigharen Informa-
tionen so scharf wie moglich einzugrenzen. Infolgedessen wird fiir die Fuzzy-Modellierung
keine Unterscheidung in ,wahren“ Wert und Messfehler benotigt. Das Fuzzy-Datum ist
umgekehrt aber im allgemeinen auch nicht dazu geeignet, einen eindeutigen Wert zu spe-

zifizieren, der den ,wahren* Wert des Modells représentiert.

71



2 Theoretische Grundlagen

Da bei realen Datenerhebungen bei Fehlern in den Daten der ,wahre* Wert unbekannt
ist, soll im Folgenden fiir alle epistemischen Fuzzy-Daten die Annahme getroffen werden,

dass diese den ,wahren* Wert tatséchlich enthalten.

Definition 2.22 Seien fiir 1 < i < n die Fuzzy-Daten Z; ein Messergebnis, das die feh-
lerhaften Beobachtungen fiir ein Merkmal abbildet. Seien ferner z* die zu Z; gehorigen
wahren® Werte. Dann ist das Fuzzy-Datum Z; giinstig fiir die i-te Beobachtung genau

dann, wenn gilt
% esupp(Z:).

Im giinstigen Fall gilt also fiir den ,wahren“ Wert 2, dass dieser tatséchlich von der

Fuzzy-Beschreibung 7 eingehiillt wird.

In die Konstruktion der Fuzzy-Merkmalswerte bei Fehlern in den Daten kénnen grund-
satzlich alle Informationen auf dem aktuellen Stand des Wissens einbezogen werden. Vor-
aussetzung fiir die Modellierung von Informationen ist allerdings, dass sie fiir die Quanti-
fizierung von Zugehdrigkeitsgraden iiber dem Wertebereich herangezogen werden kénnen.
Einer Abbildung von qualitativen Einschitzungen iiber die Fehlereinfliisse sind durch die

Anforderung der Quantifizierbarkeit Grenzen gesetzt.

Wenn die Modellierung von Fuzzy-Merkmalsvariablen fiir Fehler in den Daten ex post,
d.h. nach Abschluss des Erhebungsverfahrens, vorgenommen wird, ergibt sich eine pa-
radoxe Situation dadurch, dass der vorliegende, fehlerhafte Messwert x die sicherste In-
formation iiber den unbekannten ,wahren“ Wert z darstellt. Es ist also ausgehend vom
fehlerhaften Wert x die Information iiber die mogliche Lage des ,wahren Wertes z zu
erschliefen. Es liegt daher aus Griinden der Risikovermeidung nahe, fiir = eine Zuge-
horigkeit von 1 anzunehmen, sofern nicht starke Griinde dafiir vorliegen, den Kern des
Fuzzy-Datums so zu verschieben, dass er z nicht enthéilt. Andernfalls besteht die Gefahr,
die verschmutzte Information aus dem falschen Wert x damit noch aktiv zu verschlim-
mern. Uberdies ginge bei einer solchermafen transformierten Modellierung die Informa-
tion iiber den vorliegenden Wert x fiir weitere Betrachtungen vollstindig verloren. Diese
Herangehensweise unterscheidet sich diametral von der Modellierung der Fehlereinfliisse
durch eine Zufallsvariable, in der die Abweichung zwischen Beobachtung und ,wahrem*
Wert als reellwertige Zahl erscheint, die nach Belieben relativ zum ,wahren* Wert oder
relativ zur fehlerhaften Beobachtung betrachtet werden kann. Dabei kann unter den Be-
dingungen des Strukturmodells der unbekannte ,wahre* Wert mit dem Erwartungswert

identifiziert werden, so dass die beobachteten, fehlerhaften Werte als Streuungsumgebung
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zum unbekannten ,wahren“ Wert aufgefasst werden.!'> Wesentliche Voraussetzung dafiir

ist allerdings, dass das Verteilungsmodell zutrifft.

Bei einer Fuzzy-Modellierung von Messungenauigkeiten besteht aufgrund der normali-
sierten Darstellung der Fuzzy-Zahlen die Gefahr, dass diese als eine Gewichtungsfunktion
aufgefasst werden, die sich dhnlich wie eine Wahrscheinlichkeitsdichte verhilt. Dabei liegt
ein Denkfehler vor, denn es wird iibersehen, welche Kompensationseffekte bei der Ver-
kniipfung von Wahrscheinlichkeitsdichten entstehen: durch die Kumulierung der Punkt-
haufigkeiten aus den Einzelverteilungen in den relativen Haufigkeiten der gemeinsamen
Verteilung werden namlich Verstarkungs- oder Abschwichungseffekte bei den Auftretens-
wahrscheinlichkeiten induziert. Insbesondere kann die Gesamtverteilung eine héhere Spe-
zifitit aufweisen als die Einzelverteilungen. Diese Kompensation gibt es bei der Verkniip-
fung von Fuzzy-Zahlen nicht. Am Beispiel der Addition von stochastisch unabhingigen
Zufallsvariablen bzw. von Fuzzy-Mengen kann gut verdeutlicht werden, dass zwischen den

beiden Betrachtungsweisen ein fundamentaler Unterschied besteht.

Wir betrachten dazu zwei gleichverteilte Zufallsvariablen X; ~ G([1,3]), Xa ~ G([2,4])
mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichten fx, = %1[1,3], fx, = %1[274]. Falls X; und
X5 aufserdem stochastisch unabhéngig sind, kann die Verteilung von X; + X5 als Faltung

der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichten berechnet werden, d.h.

fX1+X2 (t) = (fX1 * fX2)(t)

1
:5]1[173](7)1[274](75—7)(17'
1
25/1[1,3]m[t—4¢—2](7’)d7’
(t-3) fiirte[3,5]
L(7-t) fiirte(5,7]

Als Ergebnis erhalten wir eine Dreiecksverteilung, wie in Abbildung 2.9 dargestellt ist.

Wenn die Wahrscheinlichkeitsdichten als Zugehorigkeitsfunktionen interpretiert und
normalisiert werden, erhalten wir in LL-Darstellung die Fuzzy-Mengen A, = (1,3;0,0),
und A, = (2,4;0,0) ., die gewohnliche Intervalle in R sind. Wie in Abschnitt 2.5.2 darge-
stellt wurde, konnen die Fuzzy-Zahlen als Zugehorigkeitsbeschreibung von ungenau beob-
achteten aber unbekannten reellwertigen Zustinden ai,as € R betrachtet werden, deren
Zugehorigkeit zum wahren* Zustand mit A; bzw. A, beschrieben wird. Sowohl die Wahr-

scheinlichkeitsbetrachtung als auch die Fuzzy-Bewertung bilden ab, dass die ,wahren®

15Djes ist gerade die Modellvorstellung des statistischen Fehlermodells. Diese Transformation ist aber
im Fuzzy-Kontext nicht darstellbar, so dass gewohnte Vorstellungen aus der Statistik nicht ohne Weiteres
ibertragbar sind.
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(Eigene Darstellung)
Abbildung 2.9: Wahrscheinlichkeitsdichten bei der Addition zweier stochastisch unabhén-

giger gleichverteilter Zufallsvariablen

' Avl ZQ El D ZQ
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Y

(Eigene Darstellung)

Abbildung 2.10: Addition von zwei Fuzzy-Mengen, die der Dichte der Gleichverteilungen
entsprechen

Werte irgendwo im Intervall [1,3] bzw. [2,4] liegen. Die Zugehorigkeit der Summe a; +ay

zur Summe der ,wahren“ Zustinde kann aber nur unspezifisch beschrieben werden als
Ao Ay =(a+e,b+d:0,0), =(3,7;0,0),.

Eine Kompensation durch eine Hiufung von Vorkommnissen findet dabei nicht statt, vgl.
Abbildung 2.10. Dies ist ein wesentlicher Unterschied zum Wahrscheinlichkeitskalkiil. Da-
her dient das Fuzzy-Kalkiil eher als ,Abschitzungstechnik® dafiir, wie die Ungenauigkeit
der Beobachtungen sich in den Modellrechnungen auswirkt. Eine wesentliche Konsequenz
des Perspektivwechsels vom Fehler in den Variablen- zu einem Fehler in den Daten-Ansatz
ist dariiber hinaus, dass die Korrelation der Fehlereinfliisse mit der Storvariablen aufgelost

werden kann.!16

16Im Rahmen von Verteilungsansitzen fiir Fuzzy-Zufallsvariablen ist es vermutlich auch méglich, abge-
schwiichte, anteilige Korrelationen zu modellieren.

74



2 Theoretische Grundlagen

Eine Modellierung von epistemischen Fuzzy-Merkmalswerten bei fehlerhaften Daten ist
vor allem dann sinnvoll, wenn die Evidenz fiir die Modellierung eines 6konometrischen
Schéatzmodells fiir die Fehlereinfliisse nicht ausreicht. Der Perspektivwechsel auf einen
Ansatz mit Fehler in den Daten sollte also dann in Erwdgung gezogen werden, wenn
deterministische Fehler mit h&ufigeren Spriingen im Fehlerbetrag vorliegen oder wenn
die Stichprobe fiir den Fehlereinfluss im Verhiltnis zur Schiefe der Fehlerverteilung und
zur Fehlervarianz letztlich zu klein ausféllt. Eine Fuzzy-Modellierung der Fehlereinfliisse
erscheint in jedem Fall dann geboten, wenn relevante Fehlereinfliisse nur ungefihr be-

schrieben und quantifiziert werden konnen.

Ein Vorteil des Fuzzy-Ansatzes besteht darin, dass damit grundséitzlich die Abbildung
des aktuell vorliegenden Wissens iiber die Genauigkeit jedes einzelnen Beobachtungswer-
tes moglich ist. Damit ist ein Instrumentarium verfiighbar, mit dem der Informationsgrad
iiber die Datenqualitit in den Mittelpunkt der Analysen geriickt werden kann. Beispiels-
weise konnte mit Hilfe einer Fuzzy-Modellierung eine Landkarte bzw. eine Feldanalyse
iiber die Genauigkeit der Datenwerte in einem Datensatz erstellt werden. Entsprechend
bietet die Fuzzy-Modellierung einen Anlass dafiir, nach besseren Bewertungsverfahren fiir
die Qualitit der Daten zu suchen und mit Bezug auf die Fuzzy-Abbildung weiter zu ver-
bessern. Falls eine Fuzzy-Modellierung der individuellen Beobachtungswerte zu aufwéindig
erscheint, lasst die Fuzzy-Modellierung es ebenfalls zu, zu einer stirker vereinheitlichten

Verwendung der Unschérfecharakteristika iiberzugehen.

Einige Konstruktionsstrategien fiir die empirische Anwendung werden in Kapitel / am

Beispiel der Beschiftigtenstatistik herausgearbeitet.
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Fuzzy-Regression

Es gibt eine grofe Variationsbreite von Fuzzy-Methoden zur Datenanalyse, die in einem
gewissen Sinne als ,Fuzzy-Regression“ aufgefasst werden konnen. Im Folgenden soll unter-
sucht werden, inwieweit Fuzzy-Daten genutzt werden konnen, um Ungenauigkeiten von
Daten bei der einfachen Regression zu beriicksichtigen. Wir beschrinken uns daher auf
solche Ansétze zur Fuzzy-Regression, bei denen eine lineare bzw. eine erweiterte lineare

Funktion bei vorliegenden Fuzzy-Daten approximiert wird.

In der Literatur werden hauptséchlich zwei Motive fiir die Durchfiihrung einer Fuzzy-
Regression genannt. Einerseits wird Fuzzy-Regression benétigt, wenn die Merkmalswer-
te in Form von Fuzzy-Daten vorliegen und eine Regressionsanalyse durchgefiihrt wer-
den soll. Fiir diese Situation sind weite Teile eines statistischen Instrumentariums be-
reits ausgearbeitet. Die entsprechenden Ansitze basieren auf Schitzmodellen mit Fuzzy-
Zufallsvariablen. Fiir diese konnen wesentliche Giiteeigenschaften der klassischen Kleinste
Quadrate-Schéitzer bestéitigt werden. Allerdings ist die Modellierung durch die Vertei-
lungsannahmen und deren technische Eigenschaften und Anforderungen stark vorstruk-
turiert, mit denen die Giite der Schétzer sichergestellt wird. Im Rahmen der epistemischen
Semantik ist die Interpretation der Schitzparameter aber nicht trivial, weil sich in den
Fuzzy-Daten alternative Konstruktionsstrategien zur Beschreibung der moglichen wah-
ren” Werte niederschlagen kénnen. Es bleibt daher unklar, iiber welche Mechanismen und
bis zu welchem Grad die Giiteaussagen iiber die Schitzparameter auf eine Situation mit
epistemischen Fuzzy-Daten iibertragen werden konnen. Neben diesen Ansétzen gibt es
aufkerdem eine Reihe von Methoden zur Fuzzy-Regression, bei denen die epistemische Se-
mantik stirker im Mittelpunkt steht. Fiir diese Ansétze wird allerdings in der Regel kein
Verteilungsmodell angegeben. Sie sind daher zu den explorativen Regressionsmethoden

zu rechnen.

Andererseits kann mit Hilfe einer Fuzzy-linearen Funktion ein ungefahrer funktiona-
ler Zusammenhang zwischen den unabhéngigen und der abhéngigen Variablen modelliert

werden, wenn der Zusammenhang abgeschwécht ist, so dass er mit einer reellwertigen
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Funktion nicht mehr adiquat abgebildet werden kann.! Ein abgeschwichter Zusammen-
hang ist z.B. naheliegend bei kleinen Stichproben oder bei Instabilitdten zwischen den
Einzelmessungen. Mit Bezug auf die zweite Herangehensweise wird bei einer groften An-
zahl von Methoden zur Fuzzy-Regression in Aussicht gestellt, dass die Bestimmung ei-
nes Strukturzusammenhangs auch in Situationen moglich ist, in denen keine wahrschein-
lichkeitstheoretischen Verteilungsannahmen gemacht werden konnen. Stattdessen soll die
Fuzziness der angepassten Fuzzy-Funktion die Variabilitit der Beobachtungen zum funk-
tionalen Zusammenhang abbilden. Leider werden, bis auf wenige Ausnahmen wie etwa
Coppi u.a. [2006], bei keinem dieser Ansitze hinreichend genau festgelegt, welche Ziele
mit der Datenanalyse angestrebt werden. Damit fehlt ein systematischer Zugang zur In-
terpretation der Regressionsfunktion und der Nutzen des Ansatzes fiir die Datenanalyse
bleibt unklar.

Da Fuzzy-Daten kontextbezogene Informationen iiber die Ungenauigkeit in den Be-
obachtungen abbilden, ist es tatsichlich eine relevante Frage, welche Aussagen iiber die
globale Ungenauigkeit daraus abgeleitet werden kénnen. Die damit verbundenen Fra-
gen der Interdependenz zwischen der Modellierungsstrategie fiir die Fuzzy-Daten und der
Regressionsfunktion sollen in dieser Arbeit genauer betrachtet werden. Um der Verschie-
denartigkeit der Anséitze gerecht zu werden, werden die Methoden zur Fuzzy-Regression
hauptséchlich im Bezug auf ihre explorativen Eigenschaften untersucht und miteinander
verglichen. Diese Herangehensweise wurde auch deshalb gewéhlt, weil dadurch die Unter-
scheidung der verschiedenen Ursachen von Datenunschirfe durch Vagheit, Ungenauigkeit

oder Variabilitat und deren Semantik erleichtert wird.

In Abschnitt 2.4.2 wurde bereits aufgezeigt, dass fiir Fuzzy-Vektoren nicht in der iib-
lichen Weise eine Vektorraumstruktur sichergestellt werden kann. Es existiert dennoch
eine lineare Struktur, fiir die allerdings Einschrankungen bei der Addition und der Skalar-
multiplikation zu beriicksichtigen sind. Diese arithmetischen Einschrinkungen erfordern
besondere Strategien bei der Datenapproximation. In Abschnitt 3.7.7 werden zunéchst
die besonderen Eigenschaften von Fuzzy-linearen Funktionen diskutiert, die bei der Da-
tenanalyse in Betracht zu ziehen sind. Die Eigenschaften der Fuzzy-linearen Funktionen
bedeuten nicht notwendig eine Einschriankung, sondern kénnen unter Umsténden auch ge-
zielt fiir die Datenanalyse ausgenutzt werde. Dieser Aspekt wird spéiter in Abschnitt 3.3
erneut aufgegriffen und genauer erértert. In Abschnitt 3.71.2 wird schliefslich beleuchtet,
wie sich die eingeschrinkte Linearitit auf das Funktional auswirkt, das bei der Regression

7u optimieren ist.

Ein Uberblick iiber die Methoden zur Fuzzy-Regression wird in Abschnitt 3.2 gegeben.

Zu den unterschiedlichen Ansétzen wird jeweils eine Methode ausfiihrlich priasentiert, um

1Vgl. [Néther, 2006].
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damit einen Einblick in die technischen Besonderheiten des Ansatzes zu vermitteln. Die
Fuzzy-Regressionsmethoden werden in Abschnitt 3.8 schlieflich in Auseinandersetzung

mit unterschiedlichen Zielen in der empirischen Datenanalyse allgemein bewertet.

Zum Abschluss werden die vorgestellten Fuzzy-Regressionsmethoden danach verglichen,
inwieweit die Modellvorstellungen, die den Methoden zugrundeliegen, tatsichlich einen
Beitrag zur Beantwortung von 6konometrischen Fragestellungen leisten kénnen. Um eine
Systematik fiir die Bewertung der Fuzzy-Regression zu etablieren, werden fiir die Me-
thodendiskussion formalisierte Approximations- bzw. Regressionsmodelle zugrundegelegt,
wobei wir bei der Anpassung einer Ausgleichsfunktion zwischen einem defuzzifizierten
Ausgleich und der Approximation einer fuzzifizierten Ausgleichsfunktion bzw. bei den
Strukturmodellen zwischen einem Modell mit reellwertigen und mit Fuzzy-Parametern
unterscheiden.? Ziel der Methodendiskussion ist die Entwicklung von Kriterien zur Be-
wertung und Auswahl eines Fuzzy-Regressionsansatzes bei praktischen Anwendungen.
Konkret sollen als Vorbereitung auf das Benchmarking in Kapitel 5 die Regressionsme-
thoden identifiziert werden, die fiir die Regression bei epistemischen Fuzzy-Daten am

besten geeignet sind.

3.1 Eigenschaften der Fuzzy-linearen

Modellfunktionen

Die Fuzzy-linearen Funktionen vom Typ f[U,a], f[u, A] und f[U,A] sind die Kandida-
tinnen, die als Modellfunktionen in der Fuzzy-Regression verwendet werden sollen. Da die
Funktionen wegen der Einschriankungen in der Linearitdt nicht in der gewohnten Weise
wie lineare Funktionen interpretiert werden konnen, ist die Art des funktionalen Zusam-
menhangs zu charakterisieren, den diese beschreiben. Dazu werden in einem ersten Schritt

die jeweiligen Funktionseigenschaften in einem gegebenen Parameter a bzw. A untersucht.

Bei der Funktionsanpassung sind umgekehrt die Eigenschaften der Bildmengen bei ge-
gebenen Messwerten (X;,Y;) € Fob(R)™*! fiir 1 < ¢ <n und frei variierenden Parametern
acAcRm™bzw. AeF(A) c Frob(R)™ relevant. Hierbei sind Einschrinkungen nétig, um

coc

die Wohldefiniertheit des Approximationsproblems zu sichern.

2Grundsitzlich kann bei den Modellansiitzen sowohl die Annahme von reellwertigen Parametern als
auch von Fuzzy-Parametern unabhingig davon gesehen werden, ob die Eingangsdaten Fuzzy-Daten sind
oder nicht.
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Y

Xl jzz XB
(Eigene Darstellung)

Abbildung 3.1: Fuzzy-lineare Funktion f[ﬁ,g] ‘mit beliebigen Fuzzy-Inputs X1, X5, X,
und zugehorigen Bildwerten Y7, Y5, Y3

3.1.1 Abbildungscharakteristika der Fuzzy-linearen Funktionen

Im Folgenden werden einige Eigenschaften von Fuzzy-linearen Funktionen vorgestellt,
die den Zusammenhang zwischen Input- und Outputwerten charakterisieren. Die Zusam-
menstellung verdeutlicht, dass die Modellierung einen funktionalen Zusammenhangs als
Fuzzy-linearer Zusammenhang mit einigen Einschrdnkungen und Besonderheiten verbun-

den ist.

Den einfachsten Fall stellt die Fuzzy-lineare Funktion f[U,a] dar. Sei dazu a e Rk+!
angenommen. Dann ist f die direkte Erweiterung einer klassischen linearen Modellfunk-
tion auf ein Tupel von Fuzzy-Eingangswerten (Xi,...,X}) € F*(R)*. Abbildung 3.1
zeigt, dass die Bildwerte ebenfalls Fuzzy-Daten sind und sich durch Projektion der Fuzzy-
Inputs vermittelt iiber die reellwertige lineare Funktion auf die Y-Achse ergeben. Dabei
wird sowohl die Lage der Fuzzy-Eingangswerte als auch deren Fuzziness proportional zu
den Steigungsparametern a; transformiert. Die Spannweite y%(0) — y*(0) des Bildwertes
Y (Xi,...,X,) ergibt sich als lineare Transformation der Spannweiten der Eingangswerte
X;. Dabei sind yZ(0) und y%(0) die linke und die rechte Intervallgrenze des Triigers von

Y, d.h. [Y]° = [y£(0),y®(0)]3. Es gilt

k

y"(0) - y"(0) =Z la;1(25(0) - (0)).

Bei der Fuzzy-linearen Funktion f[u, ;f] mit reellwertigen Inputs und Fuzzy-Parametern
(Ao, ..., A}) € Frob(R)E+! werden hingegen reellwertige Eingangswerte auf Fuzzy-Werte

coc

abgebildet. Die Funktion erzeugt also ,zusitzliche* Fuzziness. Ahnlich wie im reellwertigen

3Vgl. die Setzung in Satz 2.19 auf S. 63.
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(Eigene Darstellung)

Abbildung 3.2: Fuzzy-lineare Funktion f [u, A] mit reellwertigem Input z und zugehori-
gem Bildwert Y

Fall kénnen auch die Fuzzy-Parameter aus dem Funktionsgraphen abgelesen werden. Sei
dazu zunichst k = 1. Dann gilt Ay = f7(0) und A, = fz(1) ey Ay, wobei o die Hukuhara-
Subtraktion auf Fuzzy-Mengen ist. Die Hukuhara-Subtraktion B oy A ist fiir zwei Fuzzy-
Mengen A, B € Fob(R™) nur dann definiert wenn die Gleichung A ® X = B eine Losung

coc

X € Frob(Rm) hat. Dann ist Boy A = X.4 Aufgrund der Konstruktion der Fuzzy-linearen
Funktionen gibt es immer eine Losung fiir die Subtraktion. Auch fiir hohere Dimensionen
konnen die Parameter durch Einsetzen der Basiskoordinaten analog ermittelt werden.
Im Fall £ = 2 also durch Einsetzen von (1,0),(0,1) u.s.f. Bei gleicher Spannweite der
Inputwerte — die hier 0 ist — wachsen die Outputspannweiten mit wachsendem Abstand

von z zum Koordinatenursprung. Fiir die Spannweiten gilt:

k
y"(0) =y"(0) = (ag'(0) - aff(0)) + ;(af(o) = a5 (0))]z]

Die Funktion hat ihre schmalste Stelle fiir x = 0, so dass sich in jeder Koordinatenrichtung
eine schmetterlingsformige Gestalt abzeichnet, wie Abbildung 3.2 illustriert. Eine Trans-
lation aus der 0 kann nur durch Verschiebung der Eingangswerte erreicht werden. Die
eingeschrinkte Linearitdt bewirkt iiberdies, dass die Bilder auf der gegeniiberliegenden

Halbachse jeweils um den Kern gespiegelt sind.

Die Abbildung von Fuzzy-Inputs mit einer Fuzzy-linearen Funktion vom Typ f[U,Z]
erzeugt ebenfalls zusitzliche Fuzziness gegeniiber dem Fall mit reellwertigen Parametern.
Bei Einsetzen von unechten Fuzzy-Vektoren (X, ...,X,,) = x € R™ ist die Funktion iden-

tisch mit dem Typ f[u, A]. Die Eigenschaften, d.h. Spiegelung der Bildwerte bei einem

Vorzeichenwechsel im Parameter sowie Wachstum der Outputspannweiten fiir wachsenden

4Zur Definition vgl. Diamond und Kloeden 1994, S. 8.
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Entfernung von Xl-j vom Ursprung, konnen daher analog iibertragen werden. Zur Bestim-
mung der Outputspannweiten gibt es keine vergleichbare Formel wie in den beiden ersten
Fillen, stattdessen konnen die Spannweiten der Bilder Y mit der folgenden Formel nach

unten abgeschéitzt werden.

m

y"(0) =y"(0) 2 (ag'(0) - ag(0)) + Z a5 (0)57(0) = a5 (0)z§ (0)].

Es gilt Gleichheit, wenn es kein 1 < j <m gibt, so dass a}(0) <0 < al*(0).

Schlieflich kann jede Fuzzy-lineare Funktion f[-, A] mit Fuzzy-Parametern auch als
Fuzzy-Biindel F; e F(Lin(R¥,R)) linearer Funktionen aufgefasst werden. Seien dazu
fol, feolt die Funktionen, die die Intervallgrenzen von f auf dem a-Niveau beschreiben.
D.h. fol, foR : R — R sind definiert dadurch, dass fiir alle x € R* ein X € Fnob(R)k

coc

existiert, so dass fL(x) = inf[f(X)]® und foB(x) = sup[ f(X)]*. Damit wird definiert
supp(Fy) = {fa|a € [A]° und foe {f**, [} fiir o € [0,1]}

und

1y, (fa) = pa(a).

Eine umgekehrte Beziehung gilt nicht, da ein Fuzzy-Biindel von Funktionen im allge-
meinen iiber einem Inputwert x verschiedene Zugehorigkeitswerte annimmt, d.h. es gibt
g1, g € Fmit g1(x) = - = g/(x), aber puz(g1) # - # pp(g).5 Im allgemeinen kann
daher aus F eine fuzzifizierende Funktion nur in Gestalt einer aggregierten Randfunktion
gewonnen werden. Beispielsweise ist fp : RF — F7%(R) bei Supremumsbildung definiert

coc
durch

tre@(y) = sup  pg(f). (3.1)
fGF,y:f(!L‘)

3.1.2 Fuzzy-lineares Bild auf der Parametermenge

Nun soll der umgekehrte Fall betrachtet werden, bei dem die Inputwerte fiir die Modell-
funktion gegeben, die Funktionsparameter aber unbestimmt sind. Seien dazu n Inputvek-
toren gegeben, d.h. fiir 1 <4 <n seien x; € R™ baw. (X1, ..., X;m) € F1o%(R)™ gegeben.

coc

Durch Einsetzen der Inputvektoren in die parametrisierte Modellfunktion erhalten wir

zu jedem Parameter ein n-Tupel von hypothetischen Funktionswerten. Diese stellen die

>Vgl. Dubois und Prade 1980, S. 99f.
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Suchmenge fiir die Funktionsanpassung dar. Die Parameter sind zunéchst unbestimmt,

daher konnen wir die FEigenschaften der Suchmenge anhand der Auswertungsfunktionale

Xt PR (R)™ — Fro(R)", xo(A) = (f1(zin, -, Tom); L <0 < 1) (3.2)

fiir reellwertige Inputvektoren

bzw.

Xz :R™ — F"(R)", xz(a) = (fa(Xi1, ..., Xim); 1< <n) (3.3)

fiir Fuzzy-Inputvektoren

iiber der Parametermenge untersuchen.

Im Fall der reellwertigen linearen Regression bilden die Bildmengen der Auswertungs-
funktionale einen linearen Teilraum in der Parametermenge. Aufgrund der eingeschrink-
ten Linearitit konnen bei den Fuzzy-linearen Funktionen die Linearititseigenschaften nur
fiir die Skalarmultiplikation mit positiven Werten A € [0, 00) garantiert werden, wie Glei-
chung (2.17) zeigt.

Noch deutlicher wird der Charakter dieser Einschrinkung, wenn man sich klarmacht,
dass alle verwendeten Fuzzy-Mengen ihrerseits als Funktionen modelliert sind. Zur Ver-
einfachung wird hierbei angenommen, dass Ay = {0}. Das stellt keine Einschriinkung dar,
weil die nachfolgend diskutierten Einschrinkungen durch die (Skalar-)Multiplikation von
Fuzzy-Intervallen induziert sind und daher nicht fiir ;fo gelten. Wir erhalten dann bei-

spielsweise bei m =1 fiir y,
V1<i<n,ae(0,1]:
(a"(a),a(@)) eR* — [a"(@),a"(a)] c R +—

[ziaf(a), x;af ()] fiir z; > 0,

[z;af (@), z;a" ()] fiir z; <O.

[fx(z:)]" =

Fir m =1 und x5 erhalten wir bei reellwertigen Parametern in dhnlicher Weise

Vi<i<n,ae(0,1]:
[azE (), azF(a)] fiir a >0,

weR i [fu(F)]" = ,,
[azf(a),axt(a)] fiir a<O.
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Aus diesen Darstellungen ist ersichtlich, dass bei gegebenem Input x € R™ das Aus-
wertungsfunktional Yy fiir beliebige Fuzzy-Parameter (A, ..., A,,) € F1%(R)™ mit der-
selben Bestimmungsfunktion berechnet werden kann. Fiir x ¢ hingegen konnen die Funk-
tionsauswertungen nur fiir die Teilmengen der Parametermenge mit derselben Bestim-
mungsfunktion berechnet werden, fiir die sich die Vorzeichen nicht dndern. Die Situation
entspricht im Prinzip der in Abbildung 3.2, dabei sind allerdings die Fuzzy-Inputs mit
den Fuzzy-Funktionsparametern /Tj der abgebildeten Funktion zu identifizieren und die
unbestimmten Parameter a des Auswertungsfunktionals mit den Eingangswerten x der
Beispielfunktion. Dies macht deutlich, dass y g sich bei einem Vorzeichenwechsel in der

Menge der Parameter sprunghaft dndert.

Sei nun A c R™ eine m-dimensionale Menge. Dann kénnen Berechnungen jeweils nur auf
der Schnittmenge von A mit einem kartesischen Orthanten von R™ durchgefiihrt werden.
Dabei werden die kartesischen Orthanten durch das m-fache Kreuzprodukt positiver bzw.

negativer Halbachsen der reellen Zahlen gebildet.

Definition 3.1 (Kartesische Orthanten) Seien die positive und negative Halbachse

von R indiziert durch

[0,00) b=1,
(—00,0] b=-1.

Ry =

Dann sind die kartesischen Orthanten von R™ definiert durch

Va=(br,...,bn) e {-1,1}": Rg=XRy,.
j=1

Insgesamt erhalten wir also, dass x g bei reellwertigen Parametern A c R™ iiber der
Parametermenge in 2™ Bereiche zerfillt, die bei der Optimierung getrennt zu behandeln

sind.6

Einen Sonderfall stellt es dar, wenn bei Fuzzy-Inputs (X1, ..., X;n) € Frob(R)™ eine

coc

Fuzzy-lineare Funktion mit Fuzzy-Parametern A c F12(R)™ angenommen wird, wenn

also xg @ F(R)™ — Frob(R)™ zu betrachten ist. Um die Berechnung nicht unnotig
zu komplizieren soll davon ausgegangen werden, dass alle Inputs in einem Orthanten von
R™ liegen. Das kann ggf. durch eine Datentransformation erreicht werden. Satz 2.19 zeigt,

dass dann nicht nur die Parametervorzeichen in den verschiedenen Orthanten gesondert

Dieser Sachverhalt liisst sich in streng formalisierter Form dariiber herleiten, dass die Einbettungsfunk-
tionale jpnonrym von Fie?(R)™ nach L?([0,1]xS”)™ nur auf den kartesischen Orthanten linear sind. Vgl.

Kratschmer 2006a, S. 2584.
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zu betrachten sind, sondern dariiber hinaus auch die Félle bei denen 0 € Avj ist. Diese
Uberginge iiber die Koordinatenachsen sind besonders aufwindig zu berechnen, da es im

allgemeinen o € (0,1) gibt, so dass 0 < af () oder af'(a) <0.

Bei Vorliegen von Fuzzy-Inputs bedarf es daher besonderer Mafsnahmen, um die Fuzzy-
lineare Approximation zu bestimmen. Insbesondere ist nachzuweisen, dass ein globales
Optimum fiir das Regressionsproblem existiert. Der Suchaufwand zur Bestimmung der
Parameter kann reduziert werden, wenn Dateneigenschaften nachgewiesen werden kénnen,
die die Lage des Steigungsparameters in bestimmten Orthanten nach sich zieht.” Dariiber
hinaus ist es sinnvoll, explorative Instrumente zur Reduzierung der Zahl der potentiellen

Orthanten zu entwickeln.

3.2 Methoden der Fuzzy-Regression

Bei allen Methoden zur Fuzzy-Regression wird zu gegebenen Fuzzy-Daten eine Funktion
aus einer Menge von interessierenden Funktionen bestimmt, die die gegebenen (Fuzzy-)
Daten abhéngig von den Annahmen des jeweiligen Regressionsansatzes ,bestmdoglich® an-
nahert. Dabei wird die bestmogliche Annédherung zwischen Daten und Modellfunktion im
allgemeinen durch Minimieren einer Distanzfunktion bestimmt. Beispiele fiir eine solche
Distanzfunktion sind u.a. Metriken und Quasimetriken auf Fuzzy-Zahlen, aber auch an-
dere Funktionen, die die Abweichung zwischen zwei Fuzzy-Mengen abbilden. Wir notieren

diese Anforderungen in allgemeiner Form:

Definition 3.2 Mit M = Lin(F7(R)*, Frob(R)) sei die Menge der Fuzzy-linearen Funk-

coc coc

tionen bezeichnet. Seien nun n, k € N mit k < n. Seien ferner fiir 1 <7 < n die Fuzzy-Daten
(Xi1,..., X, Y;) in Fnob(R)k+1 gegeben.

Seien auferdem A c F2(R)**1 eine Menge von Fuzzy-Parametern. Die Menge H c

coc

Frob(R)™ sei nun durch die Vektoren der Auswertungsfunktionale auf A gegeben

H= {(X(Yu,---,flk)(g)’ o ’X(Xvnl,...,ink)(g)) | Ae A und f(,AV) e M}.

Eine Ausgleichsfunktion f(-,Z) € M mit Parameter e A ist dann dadurch definiert,
dass gilt

VHeH: dist((Yi,...,Y,), H)>

dist ((?1, . ,?n), (X(xm,,”glk)(j), .. ’X()?m,...,)?nk)(A)))v

"In diese Kategorie sind die Eigenschaften der Dichte (engl. tightness) und des Zusammenhaltes (engl.
cohesiveness) der Daten einzuordnen, die in [Diamond und Tanaka, 1999] eingefiihrt werden (S. 373ff.).
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wobei dist eine beliebige Distanzfunktion sei.

Bei der Berechnung einer Ausgleichsfunktion ist nicht gefordert, dass die angepasste
Funktion alle Datenpunkte beriihrt. Ziel der Methoden zur Fuzzy-Regression ist die glo-
bale Approximation einer Funktion an alle gegebenen Daten zugleich. Davon sind die
Methoden der Interpolation zu unterscheiden, bei denen das Ziel ist, dass die angepasste
Funktion die Datenpunkte enthélt bzw. schneidet. Dies ist aber haufig nur dann erreichbar,
wenn zugelassen wird, dass die Funktion lokal an eine Teilmenge von Punkten angepasst

werden kann.

Unabhéngig von der Semantik bei der Konstruktion von Fuzzy-Daten, die in Abschnitt
2.5.1 auf Seite 68 skizziert wurde, spielt der Dualismus zwischen Punktcharakter und
Mengencharakter auch bei der Konstruktion der Methoden zur Fuzzy-Regression eine
Rolle. Dabei bezieht sich der Punktcharakter auf die Lage eines Fuzzy-Vektors im Ko-
ordinatensystem, das durch die Merkmalsskalen aufgespannt wird, hingegen bezieht sich
der Mengencharakter auf die Zugehorigkeitsumgebungen des Fuzzy-Vektors und somit
auf die Unschérfecharakteristik. Je nachdem, welcher Blickwinkel gerade eingenommen
wird, ist der Grad der Anndherung zwischen den Daten und der Approximationsfunk-
tion durch eine Abstandsfunktion (Punktcharakter) bzw. durch eine Mengenbeziehung
(Mengencharakter) zu beschreiben. Dieser Dualismus spiegelt sich bei den Methoden der
Fuzzy-Regression u.a. darin wieder, dass sie bis auf wenige Ausnahmen entweder dem An-
satz der Possibilistischen Regression oder dem Ansatz der Fuzzy-Regression vom Kleinste

Quadrate-Typ zuzurechnen sind.

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber den Stand der Methodenentwicklung ge-
geben und es werden die zentralen Herangehensweisen zur Fuzzy-Regression vorgestellt.
Bei der Aufarbeitung des Forschungsstandes stehen die technischen Eigenschaften der
Methoden zunéchst im Mittelpunkt, da die iiberwiegenden Zahl der Artikel zur Fuzzy-
Regression sich darauf beschrénkt. Die Verkniipfung mit einem Modellansatz und damit
zu einer Interpretation des Approximationsergebnisses wird anschliefsfend im Abschnitt 3.3

herausgearbeitet und diskutiert.

Zur Vereinfachung gilt im Weiteren fiir alle Fuzzy-Werte B € F19(R), dass sie einen
eindeutigen Modalwert b € R haben, sofern nicht explizit andere Angaben gemacht wer-
den. D.h. unabhéngig davon, ob es sich dabei um Fuzzy-Parameterwerte, Fuzzy-Inputs
oder -Outputs handelt, sei der Kern aller Fuzzy-Werte einelementig. Zudem sei aus Ver-
einfachungsgriinden immer vorausgesetzt, dass die Fuzzy-Daten vollstindig im positiven

Orthanten liegen.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression

(Eigene Darstellung)

Abbildung 3.3: Inklusionsbedingung [Y;]* c [ f(x;, A)]* fiir das Anspruchsniveau &

3.2.1 Possibilistische Regression

Der erste Ansatz der Possibilistischen Regression® wurde von Tanaka, Uejima und Asai
entwickelt und von diesen 1982 vorgestellt. Als Grundmodell stellen wir hier eine aus-
gereifte Version vor, wie sie z.B. in Diamond und Tanaka [1999] beschrieben ist. An

reellwertige Daten (x;,y;) € R¥*! oder Fuzzy-Daten vom Typ (x;,Y;) € RF x F9(R) wird

coc

dabei eine Fuzzy-Modellfunktion vom Typ f[u, A] angepasst. Die Approximation basiert
auf der Idee, die bestmogliche Funktion unter den zuldssigen Funktionen zu finden, fiir
die eine Fuzzy-Ahnlichkeitsrelation zwischen den Daten und den Funktionswerten erfiillt
ist. Der Vorteil dieses Ansatzes besteht darin, dass das Approximationsproblem in Form

eines LP-Problems dargestellt und gelost werden kann.

Bei der einfachen Possibilistischen Regression besteht die Menge der zulédssigen Funk-
tionen aus denjenigen Fuzzy-linearen Funktionen, die fiir ein vorgegebenes Zugehorigkeits-
niveau « € [0, 1] der Bedingung gentigen, dass fiir alle Beobachtungswerte der Wert der ab-
hingigen Variablen Y; im Fuzzy-Funktionswert f(x;, A) mit A = (A, ..., Ay) € Frob(R)k+1
enthalten ist. D.h. fiir die gilt, dass die x-Niveau-Menge zu Y; eine Teilmenge der k-
Niveau-Menge zum Fuzzy-Funktionswert f(x;, A) ist. Die Inklusionsbedingung ist in Ab-
bildung 3.3 dargestellt. Durch diese Bedingung ist eine Ahnlichkeitsrelation beschrieben,

die auch durch lineare Ungleichungen ausgedriickt werden kann, denn
[ DI 2 [V]" =[x D)M(R) <yl (8) und f(xi, A)F(r) 29 (5),  (34)

wobei [Y;]% = [yF (%), (w)] und [f (xi, A)]* = [ (xi D)2 (%), f (i, A)F(w)] sei.

8Die Bezeichnung fiir diese Klasse von Methoden geht darauf zuriick, dass die ermittelte Approxima-
tionsfunktion h#ufig mit Bezug auf die Semantik der Possibility-Verteilungen interpretiert wird. Diese
mogliche Interpretation wird spater in Abschnitt £.3.2 kritisch hinterfragt.
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»

L

(Eigene Darstellung in Anlehnung an Tanaka und Ishibuchi 1992, S. 57)

Abbildung 3.4: k-Niveaudarstellung einer Possibilistischen Regression mit dem An-
spruchsniveau k =0

Fiir die Approximation soll gelten, dass die Gesamtunschérfe bei Aggregation iiber die
Funktionswerte im Parameter A minimal ist. Die Approximationsfunktion wird also als
,minimale Einhiillende* zum vorgegebenen Niveau x konstruiert. In der Regel wird als
Maf fiir die aggregierte Unschéirfe G* die Summe der Unschérfen der Approximations-
werte auf dem x-Niveau verwendet?. Falls die Parameter Ay, ..., A, LR-Fuzzy-Zahlen mit

einelementigen Kernen sind, ist G* also mit Satz 2.15 und Gleichung (2.10) definiert durch

M=

G (a, A) = 3 (f (e A)R(R) = f (i DF()),

~
I
—

M=

(35 B0 14,27 (0)

<
Il
—_

dabei ist zur Vereinfachung der Schreibweise fiir alle 1 <7 <n gesetzt x;0 = 1.

Da G* in den Variablen [4,,74; linear ist, ergibt sich das folgende LP-Problem

min G (x, A)
unter NB f(x;, A)*(r) <yF(r) und f(x;, A) % (k) > yf(k) (1<i<n) (3.5)
la;,ma;,20 (0<j<k)

Abbildung 3.4 zeigt die Intervallfunktion auf dem k-Niveau, die sich bei einer Possibi-
listischen Regression an die vorliegenden Fuzzy-Daten (z;,Y;) € R x Fnb(R) ergibt. Dabei

wurde als Anspruchsniveau s = 0 gewéhlt. Die Intervallfunktion auf dem x-Niveau beriihrt

gerade die extremen Randwerte der Fuzzy-Datenpunkte auf dem x-Niveau.

%Tn einigen fritheren Arbeiten wird das einfachere Unschiirfemaf G'(z, A) = Zfzo(l A, +7a;) verwendet,
vgl. z.B. [Savic und Pedrycz, 1991; Tanaka und Ishibuchi, 1992; Moskowitz und Kim, 1993|. Dieses muss
allerdings als unbrauchbar angesehen werden, da mit G’ als Zielfunktion die Losungsparameter von der
Skalierung der Merkmalswerte abhéingig sind, wie [Jozsef, 1992] zeigt.

87



3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression

Da die Fuzzy-lineare Funktion bei der Anpassung nur auf dem x-Niveau zu berechnen
ist, kann das Verfahren ohne Weiteres auf Fuzzy-Daten vom Typ ()?Z,?Z) ausgeweitet

werden. Das Vorgehen wird in [Sakawa und Yano, 1992a,b| prisentiert.

Anstelle von (3.4) werden auch andere Ahnlichkeitsrelationen verwendet. Tanaka und
Ishibuchi [1992] schlagen etwa auch die Bestimmung einer maximalen Ausfiillenden mit
der Zuliissigkeitsbedingung [f(x;, A)]* c [Y;]* vor, die sog. Necessity Regression. Das
zugehorige Approximationsproblem ist allerdings nur dann losbar, wenn es ein a € RF+1

gibt, so dass fiir alle 1 <7 <n gilt f(x;,a) €Y.

Als dritte elementare Variante kann gefordert werden, dass Approximationsfunktion
und Funktionswerte einen nicht-leeren Schnitt haben, d.h. [f(x;, A)]* n [Y;]® # @, die-
se Regressionsmethode wird auch als Conjunction Regression'® bezeichnet. Mit Bezug
auf verschiedene Indizes zum Vergleich von Fuzzy-Zahlen, die von Dubois und Prade
entwickelt wurden, interpretieren Sakawa und Yano [1992a]| den zuléssigen Bereich der
Conjunction Regression als die Menge der Fuzzy-linearen Funktionen fiir die die so-
genannte Possibility fiir ,Y; = f(x;, A)“ mindestens x betrigt, wobei Pos(A = B) =
sup{min{uz(u), uz(u)} | u € R}. Sie konstruieren andere possibilistische Regressions-

methoden auf der Basis von weiteren Ahnlichkeitsindizes fiir Fuzzy-Mengen.!!

Als Alternativen zur Beriicksichtigung der aggregierten Gesamtunschirfe G* in der
Zielfunktion schligt Bardossy [1990] u.a. den Mittelwert iiber die Spannweiten der Ap-
proximationswerte sowie den Mittelwert iiber Flicheninhalte der Approximationswerte
vor, der linearisiert werden kann. Tsaur und Wang [1999] erweitern die Funktionsanpas-
sung um die zusétzliche Anforderung, dass die Spannweiten in den Approximationswerten
die jeweiligen Spannweiten der gemessenen Y; moglichst gut von oben annithern sollen,

indem sie die folgende Zielfunktion verwenden:

n k k
Ghw = Z (([ inj'r’AjR’l(/i)] - ryZ.R’l(/ﬁ)) + ([ ;xilejL’l(/i)] - lyl.L’l(/Q))).

i=1 * j=0

Dabei gilt unter den Nebenbedingungen von (3.5), dass G4, > 0.2

10Vgl. Tanaka und Ishibuchi 1991, S. 151. Die Ahnlichkeitsrelation des nicht-leeren Schnittes passt gut
zur epistemischen Interpretation, da wir davon ausgehen, dass der jwahre* Wert im Support der Daten
enthalten ist und die Approximationsfunktion die ,wahren“ Werte ebenfalls umfassen soll, so dass diese
tendenziell im Schnittbereich liegen. Tatséchlich aber ist das Ergebnis der einfachen Conjunction Regressi-
on kaum interpretierbar, weil die Minimierung von G entweder zu oco-vielen reellwertigen Losungen fithrt
(in diesem Fall wire eine Necessity Regression angemessener) oder die Losung bei stark volatilen Daten
die xk-Niveaus gerade noch an den Réndern beriihrt und damit nur die zuléssigen Werte mit der geringst-
moglichen Zugehorigkeit erfasst. Unabhingig davon kann die Maximierung der Schnitte zwischen Daten
und Approximation grundsitzlich aber sehr wohl als Giitekriterium fiir die Anpassung betrachtet werden.

"Der interessanteste davon ist Nec(Y; ¢ f(x;,A)) = inf{max{1 - 1y, (W), g, 1y (w)} | uw € R} Es gilt

Nec(A c B) # 0 genau dann, wenn der Kern von A einen nichtleeren Schnitt mit supp B hat. In diesem
Fall ist Nec(A c B) = uz([4]").
12 Achtung, das lisst sich nicht mehr auf Fuzzy-Parameter A iibertragen, deren Komponenten nichttriviale
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Die Ahnlichkeit zwischen den Daten- und den Funktionswerten wird bei den Methoden
der Possibilistische Regression fiir ein vorgegebenes r-Niveau ausgewertet und bezieht
ausschlieRlich dieses ein. Dies fiihrt allerdings dazu, dass das 1-Niveau von f (,Z) nicht
durch das Optimierungsproblem bestimmt ist, da das Unschéirfemals in der Zielfunktion
nicht von der Lage der Modalwerte abhédngt und die Abgrenzung des zuléssigen Bereiches
durch die Nebenbedingungen nur auf den Randwerten des x-Niveaus beruht. Das Opti-
mierungsproblem liefert demzufolge nur eine lineare Intervallfunktion, die die x-Schnitte

(x;,[Y;]?) der Eingangsdaten annihert.

Das Approximationsproblem ist also insofern schlecht gestellt, dass die Modalwerte
der Schatzfunktion f(,Z) nicht aus den Informationen in den Daten bestimmbar sind.
Insbesondere ist die Losung von (3.5) unabhéngig von der Lage der Modalwerte der Ein-
gangswerte Y;. Es sind daher zusiitzliche Annahmen iiber die Eigenschaften der Anpas-
sungsfunktion zu treffen, um eine echte Fuzzy Funktion'? als Datenapproximation zu

erhalten.

Die meisten Autor/innen umgehen das Problem der unbestimmten Modalwerte durch
die Annahme, dass die Fuzzy-Parameter symmetrisch sind.!* Diese Annahme wird al-
lerdings in der Regel nicht inhaltlich motiviert. Meist beschrinkt sich die Begriindung
darauf, dass dies der Vereinfachung der Berechnungen dient. Insbesondere bei der An-
wendung der Fuzzy-Regression auf reellwertige Daten (x;,y;) dringt sich sogar hiufig der
Verdacht auf, dass Verteilungsannahmen aus der Statistik unhinterfragt auf die Fuzzy-
Parameter iibertragen werden.' Nur so ist zu erkldren, warum in mehreren Arbeiten ein
Benchmarking zwischen der Modalwertgeraden der Possibilistischen Regression und der
Kleinste Quadrate-Regression durchgefiihrt wird.'® Genauso gut konnte aber auch eine
asymmetrische Lage der Modalwerte relativ zum linken und rechten Ende des Supports
unterstellt werden. So kann z.B. vorgegeben werden, dass der Modalwert den Support im
Verhéltnis 1 : 2 unterteilt. Ein Nachteil einer solchen relativen Vorgabe der Modalwerte
von f(-,zzlv) ist aber, dass bei echten Fuzzy-Daten die Modalwertgerade von der Vorgabe

von k abhdngt und bei einer Variation von s im allgemeinen nicht stabil ist.

Fuzzy-Intervalle sind!
13Vergleiche dazu Definition 2.4.

1480 z.B. [Sakawa und Yano, 1992a; Chang und Lee, 1994b; Diamond und Tanaka, 1999]. In diesem Fall
gibt es hdufig dennoch co-viele Lésungen.

15Als ein besonders augenfilliges Beispiel kann [Wang und Tsaur, 2000] gelten. Sie unterstellen eine
Gleichverteilung von Informationen auf dem x-Niveau und leiten daraus ab, dass die Intervallmitte auf-
grund der Erwartungswerteigenschaft als besonders reprasentativ gewertet werden kann.

16Vgl. [Chang und Lee, 1994b; Kim u. a., 1996; Chang und Ayyub, 2001]. Die hohe Qualitéit der Anpas-
sung ist in der Regel stark von der giinstigen Verteilung der Beispieldaten beeinflusst, Artefakte werden
meist nicht diskutiert. In der Simulationsstudie von Kim u. a. [1996] werden z.B. auch hiufigkeitsbezogene
Giitekriterien verwendet, die nicht geeignet sind, die Eigenschaften einer Fuzzy-Approximation angemes-
sen darzustellen, da sich aus der Anpassungsfunktion keine weitergehenden Aussagen iiber die rdumliche
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Y

(Eigene Darstellung)

Abbildung 3.5: Possibilistische Regression mit symmetrischen Parametern (unterste ge-
strichelte sowie die beiden gepunkteten Geraden) vs. hybride Possibilis-

tische Regression mit Kleinste Quadrate Modalwertgerade (gestrichelte
Geraden)

Es gibt mehrere Anséitze, bei denen Dateninformationen aus mehreren a-Niveaus be-
riicksichtigt werden, um die Modalwerte von f(-, A) zu bestimmen. Dazu gehoren die
hybriden Methoden zur Fuzzy-Regression, bei denen zunichst eine klassische Kleinste
Quadrate-Regression iiber die Modalwerte der Beobachtungen durchgefiihrt wird, d.h.
es wird zunéichst angenommen, dass wir reellwertige Beobachtungen (x;,[Y;]) haben. Im
zweiten Schritt werden die Unschérfen der Modellfunktion geméf (3.5) minimiert. Da-
bei werden die Approximationswerte der Modalwertregression als Modalwerte der Fuzzy-
linearen Approximation vorgegeben. Der Grundansatz der hybriden Fuzzy-Regression
wird in [Savic und Pedrycz, 1991, 1992| vorgestellt, [Ishibuchi und Nii, 2001] erweitern
den Ansatz auf Fuzzy-lineare Modellfunktionen mit asymmetrischen Fuzzy-Parametern.
Auflerdem wurden Methoden zur hybriden Fuzzy-Regression mit interaktiven Fuzzy-
Parametern entwickelt und zwar fiir Parameter mit quadratischen Referenzfunktionen,
vgl. [Tanaka und Ishibuchi, 1991], und mit exponentiellen Referenzfunktionen, vgl. [Tana-
ka u.a., 1995]; diese Ansétze fithren allerdings zu nicht-linearen Nebenbedingungen. Ab-
bildung 3.5 zeigt, dass die Triagermenge der Approximationsfunktion bei der hybriden
Fuzzy-Regression im allgemeinen eine Obermenge der Triagermenge bei der Grundmetho-
de der Possibilistischen Regression ist. Fiir Fuzzy-Daten (X;,Y;) € Fnob(R)**1, bei denen
nicht nur die abhéingige Variable Y sondern auch die unabhéngigen Variablen Xi,..., X}
ungenau vorliegen, schlagen Redden und Woodall [1996] die Verwendung der orthogona-
len Kleinste Quadrate-Regression zur Bestimmung der Modalwertgeraden vor, damit alle

Dimensionen der Datenungenauigkeit in der Approximation beriicksichtigt werden.!”

Verteilung oder die relative Hiufigkeit der Daten zwischen den extremen Randpunkten ableiten lassen.
17Vgl. ebd. S. 209.
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Statt der Verkniipfung einer klassischen Regression fiir die defuzzifizierten Eingangs-
daten mit einer Possibilistischen Regression kénnen auch andere hybride Kombinationen
verschiedener Fuzzy-Regressionsmethoden verwendet werden, die sich monoton zueinan-
der verhalten und entsprechend angeordneten a-Niveaus zugeordnet werden. Wir fassen
solche Methoden, zu denen auch die beschriebenen hybriden Ansitze gerechnet werden
konnen, unter dem Oberbegriff Bricolage'® bzw. Designapprozimation zusammen. Bei-
spiele dafiir sind die Bestimmung von trapezoidalen Fuzzy-Parametern in [Tanaka und
Ishibuchi, 1992|, indem fiir Intervalldaten, die als s-Schnitt iiber Fuzzy-Daten (x;,Y;)
betrachtet werden konnen, sowohl eine Possibility als auch eine Necessity Intervallappro-
ximation berechnet werden, wobei die Possibility Approximation das 0-Niveau und die
Necessity Approximation das 1-Niveau der Designapproximation bilden. [Ishibuchi und
Nii, 2001] hingegen verkniipfen in den trapezoidalen Fuzzy-Parametern die possibilistische
Anpassung fiir das k-Niveau mit einer possibilistischen Anpassung fiir das 1-Niveau. Die
so gewonnene Approximation hat die Eigenschaft, dass sie die Daten auf allen Niveaus
o' > k einhiillt und iiberdies hat sie eine geringere Spannweite als die Approximation

gemék der einfachen Possibilistischen Regression.

Ein kritischer Punkt bei den Methoden der Possibilistischen Regression ist die Auswahl
des Vergleichsniveaus . Offensichtlich nimmt die Spannweite der Approximationsfunkti-
on f(,j) zu, je ndher s bei 1 liegt. Dabei sei der triviale Fall ausgenommen, bei dem
fiir alle Daten gilt Y; = f(x;, A). Bei reellwertigen Daten (x;,y;) wird durch x die Min-
destzugehorigkeit der Datenpunkte zur Fuzzy-linearen Funktion nach unten begrenzt,
d.h. gy, 3)(i) > k. Es wird also festgelegt, bis zu welchem Zugehorigkeitsgrad die Va-
riationsbreite der Fuzzy-linearen Approximationsfunktion durch die Daten beschrieben
wird. Fuzzy-Daten (x;,Y;) beinhalten im Gegensatz dazu bereits eine Zugehorigkeitsbe-
wertung.'? Infolgedessen fiihrt eine Erhohung von x zu einer besseren Approximation fiir
die o/’-Niveaus mit o' > k, wobei gleichzeitig die Gesamtunschirfe der Anpassungsfunk-
tion wachst und somit die Anpassung der a/-Niveaus mit o’ < k verschlechtert und durch

eine vergroberte Abschéitzung ersetzt wird.?°

Insgesamt fiihrt eine Erhohung von x zu einer besseren Anpassung der Modalwerte und
damit auch einer stirkeren Gewichtung der Variation in der Lage der Daten, allerdings

um den Preis zunehmender Funktionsunschérfe.?! Demgegeniiber fiihrt eine Verringerung

8Diese Bezeichnung ist durch den franzosischen Begriff fiir ,Bastelei* inspiriert.

19[Ishibuchi und Nii, 2001] untersuchen auch das Ubergangsmodell, bei dem reellwertige Daten mit einem
Zugehorigkeitswert fi(x, y,) (4, v) = py, (v) = pily, (v) mit p; € (0,1] versehen sind.

20Diese zusitzliche Unschiirfe bietet aber im allgemeinen keine Sicherheit dafiir, dass auch die Werte auf
dem o/-Niveau mit o’ < k von der Approximationsfunktion eingehiillt werden. Ein Gegenbeispiel lisst sich
z.B. mit asymmetrischen Fuzzy-Daten konstruieren, die nicht gleichférmig sind.

21[Chang und Lee, 1994b] charakterisieren diesen Sachverhalt so: ,die Verwendung eines hohen r-Niveaus
bedeutet, dass die Entscheidungstréger/in hoheres Vertrauen in die Modalwerte der Daten [hat]‘. Ahnlich
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(Eigene Darstellung)

Abbildung 3.6: Anpassung der Lageschwankungen bei x; vs. Anpassung der Datenunge-
nauigkeit bei ko

von k zu einer stirkeren Gewichtung der Fuzziness der Datenpunkte, verbunden mit
einer Verringerung der Parameterspannweiten. Der Zielkonflikt wird in Abbildung 3.6
illustriert. Zum Anspruchsniveau x; ist die angepasste Intervallfunktion schmal und die
Fuzzy-Approximation fiir die Niveaus oberhalb von x; liegt nahe an den Modalwerten
der BEingangswerte Y; und Ys. Die Spannweite der Anpassung auf dem Niveau r; ist
hingegen sehr grof. Umgekehrt stellt der Fuzzy-Approximationswert zum Niveau rky eine
gute Approximation der Triigermengen von Y; und Y, dar, wohingegen die Modalwerte

der Eingangswerte nicht gut approximiert werden.

Hinter der Festlegung von x verbirgt sich somit ein komplexes Entscheidungsproblem bei
dem die Bewertung des Beitrags der Fuzzy-Daten zur Lage der Approximationsfunktion
nur im Widerspruch zur Bewertung des Beitrags der Fuzziness der Daten zur Fuzziness
der Approximationsfunktion beriicksichtigt werden kann. Vermutlich aus diesem Grund

wird haufig der Kompromisswert x = % gewahlt.

Eine bessere Alternative bietet die Methode von Sakawa und Yano [1992a,b| mit einer
Mehrzieloptimierung, bei der sowohl das Anspruchsniveau x maximiert als auch die Ge-
samtunschérfe der Approximation minimiert wird. Das Optimierungsproblem kann mit
einem interaktiven Algorithmus gelost werden, bei dem nach jedem Schritt der lokale An-
stieg in der Gesamtunschérfe bei Erhéhung von k als Entscheidungskriterium zur Verfii-
gung gestellt wird. Als Ergebnis erhélt man ein subjektiv und kontextabhéngiges ,bestes”

Anspruchsniveau k.

Es gibt nur wenige Ansétze zur Bestimmung von Giiteindizes fiir das Ergebnis einer
Possibilistischen Regression, da iiblicherweise davon ausgegangen wird, dass die Giite der
Anpassung durch die Wahl von x vorgegeben wird und s somit das Anspruchsniveau fiir

die Anpassung darstellt. Dieser Deutung steht aber der beschriebene Widerspruch fiir die

argumentieren auch [Chang und Ayyub, 2001].
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(Eigene Darstellung)

Abbildung 3.7: Berechnung von D; als Fliche der Mengendifferenz {(y, yi3.(v)) |y e R} &
{(, 15z 3 (y) |y e R}

Anpassungsgiite bei der Auswahl eines geeigneten x entgegen. Zudem ist die Giite der An-
passung auf dem s-Niveau hoch abhingig davon, inwieweit die spezifizierten Fuzzy-Daten
auf dem r-Niveau vergleichbar sind. Denn im Unterschied zum {iblichen Konstruktions-
prinzip von «-Schnitten wird bei der Possibilistischen Regression mit der Auswahl des
Anspruchsniveaus  nicht zugleich sichergestellt, dass die erwiinschte Eigenschaft — hier
die Mengenéhnlichkeit — ebenso fiir alle dariiberliegenden Niveaus mit o’ > x gilt. Es
findet also faktisch eine Verengung der Betrachtung allein auf das Niveau  statt. Von
diesem Problem ist einzig der Ansatz von Ishibuchi und Nii [2001] ausgenommen, bei dem
intervallformige Fuzzy-Parameter als Parameter der Approximationsfunktion vorgesehen

werden, die zusétzlich auf dem 1-Niveau minimale Einhiillende darstellen.

Das von Kim und Bishu [1998]| vorgeschlagene Maf D fiir die Anpassungsgiite einer
Fuzzy-linearen Funktion an Fuzzy-Daten eignet sich auch fiir die Possibilistische Regres-
sion. Dabei werden die aukerhalb der Schnittmenge von Y; und f(X;, A) liegenden Flichen
als Mafzahl fiir die Abweichung gewertet,?? wobei fiir die Definition der allgemeinste Fall
von Fuzzy-Daten mit Fuzzy-Inputs X; = (X1, ..., X)) € Fr(R)* zugrundegelegt wird.

Es sei

D; = A(Y, f(Xi, A))

- — s 7 dx 3.6
fsupp(mupp(f(xi,;»'“n@) s (W) (3.6)

Z2Tatséchlich berechnen Kim und Bishu [1998] einen relativen Index R = ¥, R; mit R; =
D/ [, wpp(¥5) 15, (y) dy. Der einfache Index D wird von Kao und Chyu [2002] verwendet, die die Ar-
beit von Kim und Bishu allerdings zitieren. R ist nicht auf 1 normiert, kann aber vielleicht als ,relative
Ungenauigkeitsverschlimmerung* der Approximation gegeniiber der Eingangsungenauigkeit in den Daten
betrachtet werden.
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und

D=3D. (3.7)

i=1
Die Konstruktion wird in Abbildung 3.7 verdeutlicht.

D; verringert sich, je grofer die Schnittfliche von Y; und f(X;,Y;) ist und je groRer
der relative Anteil von f ()?1,17;) ist, der Y; iiberdeckt. Zusitzlich zur wiinschenswerten
groftmaoglichen Uberdeckung wird dabei also auch bewertet, wie stark die Kongruenz

zwischen dem Approximationswert und dem Datenwert ist.

Wie in Abschnitt 3.1.1 dargestellt wurde, kann eine relative Verringerung der Spannwei-
ten der Y; bei wachsendem X durch eine Fuzzy-lineare Funktion nicht abgebildet werden.
Chang und Lee [1994b] zeigen, dass diese funktionale Einschrinkung eine wesentliche
Ursache dafiir ist, dass als Ergebnis der Possibilistischen Regression hiufig keine Fuzzy-
Parameter sondern reellwertige Parameter, d.h. mit Spannweite 0, bestimmt werden. Eine
Verbesserung der Anpassung kann bei Daten mit einer fallenden Tendenz in den Spann-
weiten dadurch erreicht werden, dass in (3.5) auch negative Spannweiten l4,,74, € R
zugelassen werden. Dies fiihrt bei der Schreibweise als Fuzzy-lineare Funktion zu Fuzzy-
Parametern Kj, die nicht wohldefiniert sind. Die Gleichung kann aber weiterhin formal
mit dem Erweiterungsprinzip sinnvoll berechnet werden, so dass negative Spannweiten als
von interaktiven Parametern verursacht zu betrachten sind.?* Georgescu [1998] schligt mit
dem ,decoupling principle” eine dhnliche Strategie vor, indem auf dem vorgegebenen k-
Niveau jeweils eine klassische Regressionsgerade an die linken bzw. rechten Intervallgren-
zen der Fuzzy-Daten (xi,}"i-) angepasst wird, wobei zugelassen wird, dass die Parameter
A nicht mehr wohldefiniert sind und af(x) > af(x). Im Ergebnis erhalten wir weiterhin

immer einen Intervallkorridor.24

Ein besonderer Nachteil der Possibilistischen Regression ist es, dass diese Methoden
besonders sensitiv auf Anderungen in den Randwerten der Datenwolke reagieren. Aus-
reifser haben somit einen direkten Einfluss auf die Approximationsfunktion, der durch
Vergroferung der Zahl der Beobachtungen nicht verringert werden kann. Peters [1994]
und Chen [2001] stellen Methoden vor, mit denen durch eine Transformation der Possibi-
listischen Regression in ein Fuzzy-Optimierungsproblem der Einfluss von extremen Werten
abgeschwicht und potentielle Ausreifer explorativ bestimmt werden kénnen. Einen an-

deren Ansatz entwickelt Inuiguchi [2003] — allerdings nur fiir Intervalldaten —, indem

23Vgl. Chang und Lee 1994b, S. 69.

24Die Erstellung einer Designapproximation durch eine Schichtung iiber mehrere x-Niveaus ist im all-
gemeinen nicht moglich, weil diese die notwendige Monotonie nicht erfiillen. Hier ist das in der Arbeit
vorgefiihrte Beispiel irrefithrend!
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er Schlupfvariablen einerseits fiir zuldssige und andererseits fiir unzuléssige Abweichun-
gen der Approximationswerte von den Intervalldaten einfiihrt.?® In der zu minimierenden
Zielfunktion wird fiir jede Abweichung eine spezifische Strafbewertung in Abhéngigkeit
von der Schwere der Verletzung der Zuldssigkeit beriicksichtigt. Dabei werden zuléssi-
ge Abweichungen mit einem Funktional zur robusten Approximation bewertet, so dass
die Sensitivitit fiir Ausreifer sinkt, unzulissige Abweichungen hingegen werden linear
progressiv betraft. Der Vorteil dieses Ansatzes liegt u.a. darin, dass auch das Necessity-

Problem immer losbar ist.

Es gibt einen flieRenden Ubergang zwischen einigen Designansitze zur Fuzzy-Regression
und den metrischen Ansitzen zur Fuzzy-Regression im néchsten Abschnitt. Beispielswei-
se bestimmen Kim und Bishu [1998] bei Fuzzy-Daten (x;,Y;) auf dem s-Niveau simultan
klassische Regressionsgeraden zu den Modalwerten sowie den linken und rechten Inter-
vallgrenzen. Dies fiihrt im Wesentlichen zum selben Ergebnis wie die Kleinste Quadrate

Fuzzy-Regression mit einer Modellfunktion vom Typ f[u, A].?6

3.2.2 Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression

Eine weitere Klasse von Fuzzy-Regressionsmethoden zeichnet sich dadurch aus, dass der
Anpassung der Fuzzy-linearen Funktion an die Fuzzy-Daten eine Metrik d auf F72°(R)
zugrunde gelegt wird, mit der die Residuen e;(A) zwischen den Datenwerten und den
Approximationswerten der Modellfunktion gebildet werden kénnen, die zu minimieren

sind. Die Residuen sind definiert durch
62(1’4,) = d(27 f(XmAV))a

wobei wiederum X; = (X;1,...,X;) € Frod(R)e und A = (Ay,..., Ay) € Frob(R)*+L ist.
Der Vorteil dieses Ansatzes liegt darin, dass die Residuen auch eine Aussage zur Giite
der Modellanpassung treffen. Nahezu alle metrischen Ansétze zur Fuzzy-Regression sind
dariiber hinaus so konstruiert, dass die verwendeten Metriken bei reellwertigen Daten
(x;,y;) zum Euklidischen Abstand entarten und das zugehorige Optimierungsproblem
damit zur {iblichen Kleinste Quadrate-Regression wird. Daher fassen wir diese Methoden
hier unter dem Oberbegriff Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression zusammen. Die direk-
te Ubertragung der klassischen Kleinste Quadrate-Schiitzer auf Fuzzy-Daten mittels des

Erweiterungsprinzips, das in Definition 2.13 eingefiihrt wurde, fithrt zu einer Regressi-

Z5Beispielsweise wird bei der Possibilistischen Regression eine Uberschreitung der linken Grenze des
k-Niveaus durch die linke Grenze der Approximation um ¢ als unzuldssige Abweichung gewertet.

26ygl. Korner und Nither 1998, S. 114. Der Rechenalgorithmus ist auch in Gleichung (5.5) auf S. 165
zusammengefasst.
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»

L

(Eigene Darstellung in Anlehnung an Korner und Néther 1998, S. 109)

Abbildung 3.8: Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression fiir triangulire Fuzzy-Daten (a:z,}’;;)
mit f(-, A)

A

pd

\j

(Eigene Darstellung)

Abbildung 3.9: Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression fiir Fuzzy-Daten (X;,Y;) mit f(-,a)

onsfunktion mit einer relativ groen Spannweite und ist daher im Vergleich mit den hier

vorgestellten Methoden unbrauchbar, wie Korner und Néther [1998] zeigen.?”

Als Grundmodell stellen wir die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression vor, wie sie z.B.
in [Diamond und Tanaka, 1999] und [K6rner und Néther, 1998 beschrieben ist. An belie-
bige Fuzzy-Daten (X;,Y;) wird dabei eine Modellfunktion vom Typ f[ﬁ,a], f[u,Z] oder
f [ﬁ ,K] angepasst. Analog wie bei der klassischen Kleinste Quadrate Regression ist der-
jenige Parameter Ae Fnob(R)* gesucht, fiir den die Summe der Abstandsquadrate bzw.

der quadrierten Residuen e; minimal wird, d.h.

D) = ile%@) _ id?(%f(féﬂ)) — min. (3.8)

Die Losung des Regressionsproblems, fiir die die Summe der Abstandsquadrate D? mini-

mal wird, ist offensichtlich von der Wahl der verwendeten Metrik d abhéngig. Dabei lassen

2TVgl. ebd. S. 101ff.
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A B
1 AH
X1
L X
L AN
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L
L

(Eigene Darstellung)

Abbildung 3.10: Berechnung des d5-Abstands von A und B

sich eine Vielzahl der Methoden zur Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression mit Werten in
Frob(R) auf die Metrik do zuriickfithren, die von Diamond und Kloeden [1994] untersucht
wird.?® In den Abbildungen 3.8 und 3.9 werden einfache Beispiele fiir die mogliche Anwen-
dung von Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression gezeigt. Im Vergleich zur Possibilistischen
Regression féllt auf, dass die Ausgleichsfunktion die Daten nicht einhiillt und ggf. sogar

gar keine Schnittmengen mit den Eingangsdaten aufweisen kann.

Jede Fuzzy-Menge A e Fiob(R)? lisst sich durch ihre Stiitzfunktion s : [0,1]xS? — R
eindeutig beschreiben, wobei S° = {-1,1} die Oberfliche der Einheitskugel im R! sei. Bei
der Abbildung 5 : A —> sy werden aufterdem die Monotonie und die lineare Struktur
erhalten. Die Definition und die Eigenschaften der Stiitzfunktion sind fiir die weitere
Diskussion nicht zentral und sind daher im Anhang A.1 zusammengefasst.?? Mit der Kon-

struktion (A | B) < (s1|sp) lasst sich das Skalarprodukt auf F2°(R) iibertragen, das auf

L2([0,1]xS°) bzgl. A011@\S® definiert ist, wobei wieder die iiblichen Einschrankungen fiir
die Linearitat zu beachten sind. Diese giinstigen Eigenschaften der Stiitzfunktion werden
bei der Definition der Metrik d, auf F2°(R) ausgenutzt.

coc

28Dort wird sie allerdings unter der Bezeichnung ps diskutiert.

?Tn [Diamond und Kloeden, 1994] wird zunichst die allgemeinere Menge F°(R) der konvexen, kom-
pakten, normalen Fuzzy-Mengen iiber R eingefiihrt. Zusammen mit der Definition von d2 wird dann eine
Einschrinkung auf die Teilmenge der Fuzzy-Mengen A ¢ F,(R) vorgenommen, deren Stiitzfunktionen
quadratintegrierbar sind, d.h. fiir die gilt s7 € L*([0,1] x S°). Dies ist die iibliche Grundmenge fiir die
Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression mit Metriken, die mittels der Stiitzfunktionen definiert sind. Auf
diese Feinheiten wird hier verzichtet. Es gilt ohnehin F"°°(R) c F%,(R).

30 Auf einige der Eigenschaften werden wir allerdings bei den Berechnungen in Kapitel 5 wieder zuriick-

greifen.
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Definition 3.3 (6,-Metrik) Fiir Fuzzy-Mengen A, B ¢ F*(R) sei nun die Metrik &,

coc

gegeben durch

03(A,B) = 7552 A\ @\ 3.9
2(A, B) [0,1]><S0($A Sg) (3.9)
Da fiir jede Fuzzy-Zahl Z und jedes a € [0,1] gilt, dass sz(a,-1) = —zL(a) und sz(a,1) =

2B(«) erhalten wir

5%(/1 E) = % fol[(—aL(a) +b%(a))? + (a®(a) - b''(a))?] da (3.10)

mit A0 A5’ den zu [0,1] bzw. SY gehérigen Borel-Lebesgue-Mafen. AufRerdem sei wie
oben notiert [A]* = [al(a),af(a)],[B]* = [bE(c),bB(a)]. Die Flichen, auf die sich die
Bestimmung des d,-Abstands bezieht, sind in Abbildung 3.10 dargestellt. Es ist zu erken-
nen, dass die Fliche, um die die Gipfel der Fuzzy-Mengen voneinander verschoben sind,

dadurch doppelt gewertet wird.

Satz 3.4 Fiir LR-Fuzzy-Zahlen A= (a;lA,rA)LR,E = (b;lg,mB) LR ldsst sich die folgende
Berechnungsformel fiir d, herleiten, falls L1, R=! € L2(R):3!

05(A, B) = (a=0)* +|[RI5(ra ~ r5)* + | L[5 (14 ~ 15)?

3.11
+2(a=B)[[IRI(ra = 75) = | Llh(a = 1) | .

wobei

1 rt 1 1
Ih=5 [ LM@)yda, L= [ (L7 (@)?da und
2 Jo 2 Jo

1 rt 1 rt
IRl =5 [ B@)da,  IRE=5 [ (R(a)* da.
0 2 Jo

Fiir trianguliire Fuzzy-Mengen gilt || L||; = ||R||: = } und ||L[j3 = ||R|3 = §. Mit der Defini-

tion 02,,(A, B) = Y% 02(A4, By) fiir A= (4,,...,A,,),B=(By,...,By) € F12(R)™ kon-

coc

nen in der iiblichen Weise entsprechende Ergebnisse fiir die Menge der m-dimensionalen
Fuzzy-Vektoren F12°(R)™ hergeleitet werden. Es gilt der folgende Satz:3?

Satz 3.5 Sei das Skalarprodukt auf F72°(R)™ auf einen Orthanten R, beschrénkt. Dann

ist der metrische Raum (F1%(R)™, ds,,,) ein abgeschlossener, konvexer Kegel im separier-

baren Hilbertraum L2([0,1] x S™~1).

31Vgl. Kérner und Nither 1998, S. 100.
32Vgl. Kritschmer 2001b, S. 5.
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Fiir den Nachweis, dass eine minimierende Losung fiir das Kleinste Quadrate-Problem
(3.8) existiert, kann nun der Projektionssatz fiir Hilbertrdume herangezogen werden.3?
Dieser besagt, dass fiir jede konvexe, abgeschlossene Teilmenge @ + G ¢ ‘H eines Hilber-
traumes H und fiir jedes Element h € H ein eindeutiges Element gy € G existiert, so dass

fiir die zugehorige Norm || - || = || - || gilt3*
1A= goll = min{]|h - gl | g € G}

Eine Losung der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression existiert also immer dann, wenn

die Menge

j({(f()?u, X D) f (R K D)) | A e A})
=) ({(X(yll,__,ylk)(g), X (Em ) (A)) | A€ «4})

konvex und abgeschlossen in L?([0,1] x SY)™ ist.35 Damit kann die Existenz einer Losung

in den folgenden Féllen gezeigt werden:

Satz 3.6 Notwendige Bedingungen dafiir, dass das Kleinste Quadrate Fuzzy-Optimie-
rungsproblem (3.8) 1sbar ist, sind:

(i) Der Approximationsparameter ist ein reellwertiger Vektor a € R¥*1;

(ii) der Fuzzy-Approximationsparameter ist von der Gestalt A= (Ao, a,...,ap) € F1%(R)x

R¥ oder
(iii) die Fuzzy-Beobachtungsdaten sind von der Gestalt (z;,Y;).

Wie Kratschmer [2006a] zeigt, sind im Fall (i) die gefundenen Approximationsparameter
a eindeutig, wenn die sog. Regressionsfunktion X : Rkl —  Fnrob(R)n

ar— Xz, . %0@) X% % (@) injektiv ist (Identifizierbarkeit).?®

Ein Vorteil bei der Verwendung von 5 ist, dass dadurch eine o-Algebra iiber F%*(R)
induziert wird, fiir die wesentliche Definitionen und Ergebnisse der Wahrscheinlichkeits-
theorie und Statistik rekonstruiert werden konnen. Auf dieser Grundlage ldsst sich eine

Schitztheorie fiir die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression geméif (3.8) entwickeln, fiir die

#3Kritschmer [2006a] prisentiert einen detaillierten Nachweis des Satzes. Eine friihe Version des Appro-
ximationssatzes fiir triangulére Fuzzy-Vektoren ist z.B. bei Diamond [1992] zu finden.

34 Als Projektionseigenschaft ist zu sehen, dass eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass
go € G das minimierende Element ist, darin besteht, dass fiir alle g € G gilt: (z — go,9 — go) < 0.

#Der in [Diamond und Kérner, 1997; Kérner und Nither, 1998] skizzierte Nachweis fiir eine allgemeine

Losbarkeit von (3.8) ist nur fiir konstante Funktionen f[-, A] = C € F?*(R) geeignet.

30Ein Nachweis der Identifizierbarkeit fiir die Fille (ii) und (iii) steht noch aus.

99



3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression

wesentliche Ergebnisse der klassischen Regressionsanalyse bestétigt werden konnen.3” Die

Schitzeigenschaften werden in Abschnitt 3.3.3 genauer diskutiert.

Bei LR-Fuzzy-Zahlen die durch Tupel von reellwertigen Zahlen reprasentiert werden,
liasst sich das Kleinste Quadrate-Problem mit Hilfe der Darstellung (3.11) in ein qua-
dratisches Optimierungsproblem iiber reellwertigen Variablenvektoren (3 iiberfiihren, so
dass die Approximationsparameter in Abh#ngigkeit von den Variablenvektoren (3 als
AB) = (Ay(B),...,Au(B)) € Frb(R)**! bestimmt werden. In [Diamond und Korner,
1997; Korner und Néther, 1998| werden Algorithmen zur Berechnung der quadratischen
Optimierung présentiert. Dabei ist zu beachten, dass bei einer Modellfunktion mit Fuzzy-
Parametern zusitzliche Nebenbedingungen aufgenommen werden miissen, die sicherstel-
len, dass die Spannweiten der /Tj (B) nicht-negativ sind.?® Bei Modellfunktionen mit Fuzzy-
Inputs ist aufgrund der Nicht-Linearitdten der Modellfunktion, die in Abschnitt 3.1.2 dar-
gestellt wurden, fiir jeden der Orthanten R, ein gesondertes Optimierungsproblem aufzu-
stellen. Die Suche nach einem optimalen Variablenvektor 8 kann dann jeweils immer nur
beschrinkt auf dem Orthanten Ry durchgefiihrt werden. Dabei kann es vorkommen, dass
es fiir mehrere paarweise verschiedene Orthanten R # R, lokale Losungen Bq, Ep von (3.8)
gibt. Wir erhalten dann als globale Losung der Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation

den Parametervektor, der die Summe der Abstandsquadrate minimiert, d.h.
B = argmin 3 03(Y;, £(X:, A(B,))).
i=1

wobei K(Bq) = (/TO(BQ), . ,Zk(Bq)) € o (R)*1! der zum optimalen reellwertigen Va-

coc

riablenvektor Bq fiir den Orthanten R, gehdrige Vektor von Fuzzy-Parametern in der

Fuzzy-linearen Modellfunktion ist.3?

Die Approximationseigenschaften der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression lassen sich

auf eine ganze Familie von Metriken 0,y iibertragen, die auf F22°(R) topologisch &quiva-

lent zu 0, sind. Seien dazu v ein WahrscheinlichkeitsmaR auf [0,1] und A, B € Fob(R).

coc

Dann ist die zugehorige Metrik d(,y definiert durch

2 (A D)= )2 S0
00, (A,B) = [0,1]xso(8’4 sg) dre N> .
d(,y unterscheidet sich somit von d, durch die Einfithrung einer Gewichtsfunktion bei der

Integration iiber die a-Niveaus der Stiitzfunktionen sz, s5.%° Ein Grofteil der Metriken,

3TVgl. [Kriitschmer, 2001b, 2004, 2006a].
38 Aus diesem Grund wird bei Optimierung der Nachweis einer Kuhn-Tucker-Bedingung benétigt.

3Da bei Fuzzy-Inputs in der Regel nur Modellfunktionen mit reellwertigen Steigungsparametern
(a1,...,ar) € R vorgesehen werden, kann in der Regel identifiziert werden aj=p3; fir 1<j<k.

“9Zur Definition von §(,y vgl. [Diamond und Korner, 1997]. Die Familie 4, stellt auf F(R) einen

coc
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die fiir alternative Methoden zur Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression verwendet werden,
lassen sich auf die allgemeine Form 0, zuriickfiihren, so z.B. [Bardossy u. a., 1992; Xu und
Li, 2001] fiir v = fd\, wobei f f.s. positiv und monoton nicht-fallend sei. Die Herleitung bei
[Chang, 2001] zeigt, dass die Metrik bei [Bardossy u.a., 1992] mit f = id |j1) auch als Ab-
standsmessung der nach der Schwerpunkmethode defuzzifizierten Fuzzy-Zahlen gesehen

werden kann.4!

Es lassen sich aber nicht alle bekannten Methoden der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regres-
sion ohne Weiteres auf die angesprochenen Metriken d(,) zuriickfiihren. Als ein Beispiel
kann die von Yang und Lin [2002] verwendete Metrik fiir L R-Fuzzy-Zahlen gelten. Sie ist
fiir Fuzzy-Werte A = (a;la,74)r, B = (b;1g,75) Lr € F1o(R) definiert durch

dy (A, B) = [a =0 + [a~|[LllLa = (b= |ILIlis) ] + [a + | Rllra - (b+ || Rllrs)]?,

1
wobei ||L|| = fL (a)da und ||R|| = fR_l(oz da. Bei dieser Metrik werden die qua-

drierten Flachen des Abstandes der Intervallgrenzen beriicksichtigt, d.h. am Beispiel der
linken Spannweite ( [ inf[A]* —inf[ B]* da) , anstelle der Abstandsquadrate der Intervall-

grenzen, wie bei (.12

Es werden mehrere Strategien fiir den Umgang mit Fuzzy-Daten vorgeschlagen, bei de-
nen nur eine eingeschrinkte Vertriglichkeit zwischen dem funktionalen Zusammenhang
der Datenpunkte und dem Verhalten der Ungenauigkeitsumgebungen besteht. In [Dia-
mond, 1992| und [Diamond und Tanaka, 1999] werden z.B. Vertréglichkeitsbedingungen
dafiir abgeleitet, wann die vorliegende Wolke von Fuzzy-Daten die gegebene Modellfunk-
tion gut beschreibt und das Approximationsproblem somit als ,,gut gestellt* aufzufas-
sen ist. Falls die Spannweiten der Fuzzy-Daten bei wachsendem Abstand vom Koordi-
natenursprung fallen, anstelle zu wachsen, kann mit Hilfe der metrischen Erweiterung
der Hukuhara-Subtraktion eine Fuzzy-Funktion mit schrumpfenden Spannweiten appro-
ximiert werden. Man gelangt so zu Fuzzy-linearen Modellen mit erweiterter Differenz

(engl. ,,extended LR-Fuzzy linear models).*3

D’Urso und Gastaldi [2000] schlagen einen anderen Weg ein, um eine Fuzzy-Funktion
zu bestimmen, die die Fuzzy-Daten (x;, Y; ) bestmoglich approximiert. Dazu geben sie die

Forderung auf, dass die Approximationsfunktion eine Fuzzy-lineare Funktion ist. Statt-

Spezialfall der Metriken auf Fuzzy-Mengen dar, die Bertoluzza u.a. [1995] vorstellen. Vgl. dazu Satz A.6
in Anhang A.1.

41In Kapitel 5 bzw. in Anhang A.1 wird deutlich, dass der dort definierte Schwerpunkt — analog wie der
Steiner-Punkt o 7 fiir die §2-Metrik — einen minimierenden Wert fiir die Metrik dy darstellt.

*2In [Yang und Liu, 2003] wird nach einer dhnlichen Philosophie eine Metrik fiir bohnenférmige Fuzzy-
Zahlen (a,C7)q im R¥ hergeleitet.

#3Vgl. [Diamond und Kérner, 1997].
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dessen wird eine simultane Kleinste Quadrate-Regression fiir die Approximationsfunktion
aufgestellt, bei dem die Spannweiten der Approximationswerte (X/R = (L/E(x) eine li-
neare Abhéngigkeit von den Modalwerten gy = g(x) aufweisen. Dieser Zusammenhang ist

modelliert als:

_ T
Yi=a Xi+€yi7

(F=b"(a"x;) +d" e,

(=0 (a"x;) + d" +ecr,

wobei Y; = (i, (X, CR) g sowie a € R¥ und bL/R, dL/R,syi,sgiL,sgiR ¢ R. Fiir dieses Regressi-

onsproblem kann dann rekursiv eine optimale Losung berechnet werden.**

Die Nihe zur klassischen Kleinsten Quadrate-Regression macht deutlich, dass auch
die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression auf Anderungen in der relativen Lage der Ein-
gangsdaten reagiert und daher keine robuste Methode ist. Dabei kann grundséatzlich ei-
ne beliebige Defuzzifizierung der Fuzzy-Daten als Lagecharakteristik betrachtet werden.
Aufgrund ihrer Eigenschaft als minimierende Werte fiir die do-Metrik, vgl. Satz A.8 im
Anhang, empfehlen sich aber vor allem die Steiner-Punkte o 7 als Defuzzifizierung. Die Ap-
proximation ist ebenfalls sensitiv fiir Anderungen in der Unschirfecharakteristik, also den
Spannweiten der Fuzzy-Daten. Bei der Approximation von physikalischen Fuzzy-Daten ist
dies als erwiinschter Effekt zu werten, weil somit die gesamte Information aus den Fuzzy-
Datenpunkten bei der Approximation zu Geltung kommt. Bei epistemischen Fuzzy-Daten

kann eine hohe Sensitivitét fiir die Rédnder der Trigermengen hingegen unerwiinscht sein.

3.2.3 Weitere Ansatze

Neben den beiden grofsen Methodenklassen, die bisher vorgestellt wurden, gibt es weitere
Ansétze zur Regression bei Fuzzy-Daten, die sich nicht oder nicht eindeutig einer der

beiden Gruppen zuordnen lassen.

Solymosi und Dombi [1992] interpretieren Fuzzy-Daten (X;,Y;) € F1(R)2 als Feh-
lerumgebungen von reellwertigen Messwerten und bestimmen dazu aus der Schar der
Funktionen, die alle Fehlerumgebungen schneiden, diejenige, die aggregiert iiber alle Feh-
lerumgebungen die hochste Zugehorigkeit hat (,curve fitting problem®). Die Giite der
Anpassung wird dabei durch das Maximum der Schnittmenge jeder Fehlerumgebung mit

der Fuzzy-Erweiterung der Anpassungsfunktion auf der Fehlerumgebung bestimmt, also

4 Ein Beweis fiir die Konvergenz des Verfahrens wird allerdings nicht erbracht.
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durch

a;(a) = sup{min{ug, (¥), 1,500 (¥) } | y € R}. (3.12)

Dabei sei a = (ag,a1) € Ac R2

Diese Makzahl wird auch als Possibility? fiir Y; = f(X;;a) bezeichnet. Gesucht ist der
Parameter @ € A, der bei Zusammenfassung iiber alle Daten (X;,Y;) maximale Possibi-
lity fiir die Ahnlichkeit mit den Messdaten hat. Es soll folglich der Parameter bestimmt

werden, fiir den gilt

VaeA: minicapo;(a) <minigago;(Q). (3.13)

Unter bestimmten Stetigkeitsbedingungen kann eine Losung fiir das Problem mit nu-
merischen Methoden approximativ bestimmt werden. Als Ergebnis erhalten wir einen zu-
friedenstellenden Parameter @ zusammen mit einem Zugehorigkeitswert ug (@) = minigiq,
a;(a) zur Fuzzy-Menge der moglichen Losungen L. Der Funktionsanpassung liegt ein
Konstruktionsprinzip zugrunde, bei dem eine vorgegebene parametrisierte Funktionen-
menge anhand der Fuzzy-Eingangsdaten auf ihre Plausibilitit iiberpriift wird. Dabei wird
die Plausibilitit einer Einzelfunktionen in der Zugehorigkeit ihres Parameterwerts zur
Parametermenge abgebildet. Der funktionale Zusammenhang kann hier also mit einem
Fuzzy-Biindel von Funktionen identifiziert werden. Fiir die Ubertragung der Fuzziness
aus den Daten auf die Parametermenge ist immer ein Aggregrationsoperator — hier Glei-
chung (3.13) —, der die Abhéngigkeit von den Messungen 1 < i <n eliminiert, mit einem
Integrationsoperator — hier Gleichung (3.12) —, der die Abhéngigkeit von (z,y) € R?

eliminiert, zu verkniipfen.

Diese , transfer principles* werden u.a. von Bandemer und Néather [1992] ausfiihrlich
beschrieben.*6 Die Fuzzy-Parametermenge L, die sich als Ergebnis der Ubertragungsprin-
zipien ergibt, ist auch unter den geforderten Stetigkeitsbedingungen im allgemeinen nicht
normalisiert und ldsst sich in der Regel auch nicht mit elementaren Referenzfunktionen,
wie z.B. linearen oder quadratischen Referenzfunktionen, darstellen. Dariiber hinaus exis-
tiert nur dann eine Losung, wenn die Fuzzy-Daten auf dem funktionalen Zusammenhang
liegen. Insgesamt stellen die Ubertragungsprinzipien eher einen Ansatz zur Funktionsinter-

polation bei Fuzzy-Daten dar und gehoren nicht im engeren Sinne zur Fuzzy-Regression.

45Vgl. dazu auch Abschnitt 3.2.1, S. 88.

46Tn weiteren Aufsiitzen wird herausgearbeitet, welches der Ubertragungsprinzipien fiir bestimmte Fra-
gestellungen geeignet ist. Vgl. [Bandemer und Kudra, 1988; Kudra, 1990] sowie den Methodeniiberblick
bei [Néther, 2006].
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Eine wegweisende Methode zur Fuzzy-Regression wurde Ende der 80er Jahre von Cel-
mins ausgearbeitet.*” Sie ist als quasi-metrischer Kleinste-Quadrate-Ansatz zu betrachten.
Die Methode ist ausschliefslich auf den Fall bohnenformiger Fuzzy-Daten ausgelegt, die
im allgemeinen auch interaktiv sind. Zu jedem Parameter werden Schlupfwerte c;; , einge-
fithrt, mit denen der funktionale Zusammenhang der Modellfunktion erfiillt ist. D.h. fiir
die gilt:

f([)?z]l + (Citas - - 7Cik,a)T; a) - ([2]1 +Cio,a) = 0.
Gesucht ist derjenige Parameter @ fiir den die Summe der quadratischen Abweichungen
d%([()?i,?i)]l, [(Xz, 371)]1 + (Cil,a, ce acik,aacio,a)T) =
- ~ 2
(1 - /’L(X17)7l)([(X27 1/'Z)]l + (Cil,a7 <3 Cik.as CiO,a)T))

in den verschobenen Beobachtungen minimal ist. Fiir bohnenformige Fuzzy-Daten Z; =
()?Z-, }7;) gibt es eine positiv semidefinite Matrix Az, und einen Modalwert z; = [()?Z, 17;)]1 €
R¥*1, so dass pz (z) = 1 -min{l, V(2 = 2)T Az (2 - z)}. Folglich ist || - |, =1-pz eine

Quasinorm auf R**1. Die resultierende Approximationsfunktion wird durch zwei Hyperbel-

Aste gebildet, so dass der Funktionswert mit der geringsten Unschirfe nicht notwendig
0 ist. Der Ansatz wird nicht weiter verfolgt, da er auf den Fall bohnenférmiger Fuzzy-
Daten und der dazugehorigen Quasinorm beschrinkt ist. Ein bedenkenswerter Aspekt
der Regression nach Celmins ist vor allem die relative Giitebewertung der Approxima-
tionsfunktion mit der Zugehorigkeit zu den Fuzzy-Messwerten. Daraus konnen weitere
Giiteindizes abgeleitet werden, wie z.B. der Zusammenhalt (engl.  grade of collocation‘)
zwischen zwei Fuzzy-Mengen A und B, der gerade der Hohe der Schnittmenge A n B
entspricht.

Eine Designmethode im Grenzbereich zu den metrischen Ansédtzen haben Kao und
Chyu [2002] fiir Fuzzy-Daten (X;,Y;) € Frob(R)k1 mit X; = (X;1,..., X;,) vorgestellt.
Die Daten werden zunéchst defuzzifiziert zu (X;,7;), z.B. nach dem Schwerpunktverfah-
ren, wobei X; = (T;1,..., %) der Vektor der Schwerpunkte von )?i und y; der Schwer-
punkt von Y; ist. An die defuzzifizierten Werte (X;,7;) wird eine klassische Regressions-
gerade approximiert (Lageapprozimation), so dass wir reellwertige Steigungsparameter
a=(ap,...,ax) € ]Bi’”l erhalten. Im zweiten Schritt wird der Fuzzy—ikchsgnabschnitt ZO SO

bestimmt, dass [Zo]l =T und dass fiir den Approximationswert Y; = Aq + Zj’dj)?ij gilt,

4TVgl. [Celmins, 1992, 1987a,b].
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dass die Summe iiber die Mengendifferenzen

D; = g, (y) = ng (y)l dy,

supp(¥;)usupp(¥;)
die bereits in (3.6) eingefiihrt wurden, minimal ist. (Unschirfeapprozimation). E = Zo —Qp
kann als globale Fehlerabweichung interpretiert werden. Dabei ist darauf hinzuweisen, dass
eine wohldefinierte Losung fiir die hypothetische Residuengleichung €; = ?i—(’a‘oJij Ejfij)
fiir die Fuzzy-Arithmetik im allgemeinen nicht existiert.*® Die Methode kann nur fiir Mo-
dellfunktionen mit Fuzzy-Parametern (Avo,al,...,ak) angewendet werden und fiithrt zu
einem #hnlichen Ergebnis wie die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression. Allerdings wird
geméal Y, D; die bessere Abdeckung erreicht,* so dass das Ergebnis dem intuitiven Ver-
standnis der Approximation von Fuzzy-Ungenauigkeitsumgebungen in der epistemischen

Interpretation sehr nahe kommt.

Eine weitere Variante stellt die Fuzzy-Regression nach Tran und Duckstein [2002| dar,
fiir die eine Mehrzieloptimierung durchgefiihrt wird, die als Giitekriterien bei der Optimie-
rung sowohl die Abstandsminimierung in einer Intervallmetrik als auch die Unschéirfean-
passung nach dem Inklusionsansatz der Possibilistischen Regression auf einem gegebenen
Anspruchsniveau x beriicksichtigt. Zusétzlich wird noch eine Kompensation fiir Ausreifier
zugelassen. Es handelt sich dabei also um eine hybride Fuzzy-Regression. Aufgrund der
Kompromissbildung in der Losung ist es allerdings kaum moglich, die Approximations-

funktion inhaltlich zu interpretieren.

Von den hier beschriebenen Ansédtzen werden wir in den folgenden Abschnitten nur
noch auf die Funktionsevaluation zuriickgreifen. Diese ist ein Beispiel fiir die Bestimmung
des Zusammenhangs zwischen Fuzzy-Messdaten und der Menge der Approximationspa-
rameter. In der klassischen Regression ist ein solcher Zusammenhang vor allem bei der

Bestimmung eines Parameterkonfidenzintervalls relevant.

*8Einen Ausweg bietet hier u.a. die metrische Vervollstindigung der Hukuhara-Subtraktion, wie sie in
[Diamond und Koérner, 1997] bei der Konstruktion von Fuzzy-linearen Modellen mit erweiterter Differenz
hergeleitet wird.

49Djes ist dem Giitevergleich fiir Diamond-, Kim-Bushu- sowie Kao-Chyu-Regression in [Kao und Chyu,
2002] zu entnehmen (S. 405).
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3.3 Empirische Anwendung der Fuzzy-Regression —

ein kritischer Methodenvergleich

Haufig bleibt bei der Darstellung von Fuzzy-Regressionsmethoden unklar, welche Ziele
die Autor/innen mit der Methode verfolgen und wie die Ergebnisse interpretiert werden
konnen. Dies gilt ganz besonders fiir Designanséitze wie die Possibilistischen Regression
und davon abgeleitete Ansitze. Es ist festzustellen, dass es gerade bei diesen Ansétzen
hiufig keine eindeutigen Modellvorstellungen iiber die Fuzziness in den Daten gibt. Wenn
die Annahmen iiber die Fuzziness in den Daten und iiber die Fuzziness des Strukturzu-
sammenhangs aber nicht sauber unterschieden werden, ist keine schliissige Interpretation
der Approximationsfunktion moglich. Es kann daher nicht verwundern, dass die Metho-
den noch keinen Eingang in die empirische Datenanalyse gefunden haben. Aber auch bei
den Kleinste Quadrate-Ansitzen zur Fuzzy-Regression fehlt es an einer tiefergehenden
Auseinandersetzung damit, wie die empirischen Fragestellungen in der Modellfunktion
abgebildet werden konnen und nach welchen Kriterien ein geeigneter Modellansatz auszu-
wahlen ist. Insbesondere bleibt daher offen, welche Anforderungen an die Interpretation
der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression zu stellen sind, wenn die Abschitzungen, die in
den Fuzzy-Daten abgebildet sind, eher unscharf sind und zudem nicht von einer Homo-
genitdt der Abschitzung in den Beobachtungswerten ausgegangen werden kann. Diese
Aspekte sind fiir die Modellierung eines Approximations- oder Schitzmodells fiir Fehler

in den Daten noch genauer zu untersuchen.

In diesem Abschnitt wird der Versuch unternommen, die Analysekriterien fiir die Fuzzy-
Regression neu zu ordnen und konsequent auszuarbeiten. Dabei werden die Fuzzy-linearen
Funktionen in den Mittelpunkt der Modellbildung gestellt. Ausgehend von den Methoden
zur Fuzzy-Regression, die in den vorangehenden Abschnitten vorgestellt wurden, werden
dann verschiedene Interpretationsansitze durchgespielt, um schliefslich konkrete Analyse-
kriterien abzuleiten. Dabei wird in der iiblichen Weise grundsétzlich zwischen den explora-
tiven Ansdtzen mit reellwertigen Parametern und mit Fuzzy-Parametern in den Abschnit-
ten 3.3.1 und 3.5.2, sowie den Ansitzen mit induktive Struktur- und Verteilungsannah-
men in Abschnitt 3.5.3 unterschieden. Ziel der Systematisierung ist es, die Definition der
,Fuzzy-Regression weiter zu prézisieren und dariiber hinaus die vorhandenen Methoden

zur Fuzzy-Regression nach ihrer Eignung fiir die Datenanalyse zu bewerten.

Bei der Formulierung der Fuzzy-Regressionsmodelle gehen wir davon aus, dass Fuzzy-
Daten (X;,Y;) € Fnob(R)+! fiir Messvorginge 1 < i < n vorliegen, deren funktionaler
Zusammenhang analysiert werden soll. Bei der verallgemeinerten Betrachtung wird grund-
sitzlich vernachléssigt, wie diese Daten zustande gekommen sind und was sie beinhalten.

Fuzzy-Daten geben in dieser Sicht ganz allgemein eine verschmutzte Datenlage wieder, wo-
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bei angenommen wird, dass die Daten den Wissensstand iiber die Datenlage bestmdoglich
abbilden.

Wir fiihren dariiber hinaus noch eine zusétzliche Dimension in die Modelldiskussion
ein, ndmlich die Unterscheidung in physikalische Fuzzy-Daten, als scharfe Beschreibung
des abgebildetes vagen Zustandes, und in epistemische Fuzzy-Daten, als unscharfe Ab-
schiatzung des vorliegenden Zustandes, die zudem Wahrnehmungsschwankungen unterlie-
gen kann. Der Mengencharakter der epistemischen Fuzzy-Daten zieht nach sich, dass die
Fuzziness des Fuzzy-linearen Bildes auf der rechten Seite der Modellgleichung im Sin-
ne einer Abschéitzung nach oben zu interpretieren ist, da die erweiterten Operationen
keine Kompensation beriicksichtigen, sondern alle moglichen Kombinationen voll beriick-
sichtigen. Diese vorsichtige Abschitzung ist mit der Fuzzy-Abschitzung fiir den ,wah-
ren“ Wert fiir die abhingige Variable ins Verhéltnis zu setzen. Der ,wahre* Outputwert
ist also sowohl innerhalb der Fuzzy Outputs als auch innerhalb der zulédssigen Funkti-
onswerte zu verorten. Geeignete Approximationsverfahren kénnen daher entweder durch
Maximieren der Schnittmenge Y; n f(X;, A)® oder durch Minimieren eines metrischen
Abstands d(Y;, f(X;,A)) gebildet werden. Die Unterschiede, die die Interpretationsper-
spektiven nach sich ziehen, sind ein wichtiger Ausgangspunkt fiir das Benchmarking der
Fuzzy-Regression bei Fuzzy-Daten, mit denen ungenaue Daten reprisentiert werden, in
Kapitel 5.

3.3.1 Defuzzifizierter Ausgleich

Beim defuzzifizierten Ausgleich wird an die vorliegenden Fuzzy-Daten eine erweiterte
Fuzzy-Funktion angepasst, deren Parameter alle reellwertig sind. Wir haben den folgenden
Modellansatz.

Sei A c R¥*! eine Menge reeller Vektoren. Dann sei die Menge der interessierenden

Funktionen gegeben durch

o~ k —~

f(,a): FI(R)Y — F2N(R), f(X,a) =ao®Pa; 0 X mit a € A.
j=1

Der Modellansatz fiihrt zu einer Defuzzifizierung der Fuzzy-Daten in der Approxima-

tionsfunktion. Ein wesentlicher Vorteil der Bestimmung einer defuzzifizierten Ausgleichs-

geraden liegt darin, dass diese einen direkten Vergleich mit den Ergebnissen einer Regres-

sionsrechnung auf der Basis von reellwertigen Daten zulésst.

507 B. durch Maximieren der Schnittfliche, oder durch durch Maximieren der Hohe des Schnitts, falls es
eine Schnittmenge gibt.
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Da keine weiteren Annahmen an die Struktur der Daten gemacht werden, konnen mit
der Ausgleichsfunktion nur lineare Zusammenhénge innerhalb der aktuell vorliegenden
Fuzzy-Daten identifiziert werden. Die Anpassungsgerade selber liefert daher zunéchst
nur Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen den vorliegenden Fuzzy-Inputs und
-Outputs. Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen den dahinter verborgenen ,wah-
ren“ Werten konnen demnach nicht ohne Weiteres direkt aus den Approximationspara-
metern abgelesen, sondern immer nur mittelbar aus der Abbildung der zugehorigen Feh-
lerumgebungen abgeleitet werden. Es ist zu beachten, dass die Ausgleichsfunktion den
Zusammenhang in den Daten geméfs den technischen Eigenschaften der verwendeten Di-
stanzfunktion charakterisiert. Anders als bei den Strukturmodellen in Abschnitt &.3.3 ist
hier also eine Interpretation des Approximationsergebnisses nicht methodenunabhingig

moglich, sondern ist immer auf das jeweilige Anpassungsfunktional zu beziehen.

Als Methoden zum defuzzifizierten Ausgleich von Fuzzy-Daten stehen einerseits die
Ubertragungsprinzipien zur Evaluation von reellwertigen Funktionen mit Fuzzy-Daten
aus Abschnitt 3.2.3 und andererseits die metrischen Ansétze zur Kleinste-Quadrate Fuzzy-

Regression zur Verfiigung.

Bei der Funktionsevaluation werden die Fuzzy-Daten als Fehlerumgebungen betrach-
tet, die den moglichen Definitionsbereich begrenzen und eine Genauigkeitsbewertung der
,wahren“ Werte abbilden. Sie entsprechen somit nahezu idealtypisch der Vorstellung von
epistemischen Fuzzy-Daten. Zu einem gegebenen Anspruchsniveau s kann dann jeweils
eine Menge von Parametern bestimmt werden, fiir die die aus den Daten iibertragene
Zugehorigkeit mindestens x ist. Die Anpassungsfunktionen queren die Gesamtheit der
Fuzzy-Daten mindestens mit der vorgegebenen Plausibilitdt. Das Anpassungsproblem ist
aber bei den meisten Verfahren®' nur dann l6sbar, wenn die gemessenen Zusténde keiner
oder nur einer sehr geringen Variabilitdt unterliegen, d.h. wenn der zugrundeliegende Zu-
sammenhang fast deterministisch ist. Anders ausgedriickt muss die Messungenauigkeit we-
sentlich grofer als die Variabilitidt der Beobachtungen sein. Methodisch wird zunéchst eine
Zugehorigkeits-Bewertung von reellwertigen Funktionen in Gestalt eines Fuzzy-Biindels
von Funktionen vorgenommen, aus denen anschlieffend eine giinstige Funktion ausgewahlt
werden kann, z.B. wie bei Solymosi und Dombi [1992] durch Intervallschachtelung zur Ma-

ximierung des Zugehorigkeitswertes.

Demgegeniiber erhalten wir bei der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression optimale L.6-
sungen, fiir die keine gesonderte Zugehorigkeitsbewertung vorliegt. Bei der Approximati-
on wird die Abstandssumme zwischen den Fuzzy-Werten der abhingigen Variablen und

den erweiterten Funktionswerten der Fuzzy-Inputs minimiert. Die reellwertige Approxi-

51Eg gibt auch Ubertragungsprinzipien, fiir die immer mindestens eine Losung existiert, vgl. z.B. Bande-
mer und Nather 1992, S. 192ff.
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mationsfunktion beschreibt den funktionalen Zusammenhang zwischen den Bewertungs-
bzw. den Ungenauigkeitsumgebungen, die durch die Fuzzy-Daten abgebildet werden. Da-
bei setzt die Anpassung beim Punktcharakter der Fuzzy-Mengen an und betrachtet die
Fuzzy-Zahlen als Gesamtheit. Der defuzzifizierte Kleinste Quadrate Fuzzy-Ausgleich ist
daher besonders gut fiir physikalische Fuzzy-Daten geeignet und liefert dann eine Ap-
proximationsfunktion im iiblichen Sinne. Bei einer Kleinste Quadrate-Fuzzy-Regression
von epistemischen Fuzzy-Mengen werden die subjektiven Bewertungsumgebungen bei der
Approximation ebenso als Punkte behandelt. Die subjektive Bewertung eines moglichen
Wertes geht dabei mit einer Gewichtung in die Approximation ein, die fiir jede Fuzzy-
Metrik spezifisch ausfillt. Bei der d,-Metrik werden etwa die Integrale iiber die Abwei-
chungsquadrate der linken und der rechten Seiten der a-Niveaus betrachtet. Relevant ist
somit vor allem der Anstieg des Ubergangs in den Zugehorigkeiten und nicht die Zugeho-
rigkeitshewertung eines einzelnen Punktes. Wahrend bei der d,-Metrik alle a-Niveaus mit
demselben Gewicht beriicksichtigt werden bei den Metriken vom Typ d(,) abweichende
Gewichte vorgegeben, mit denen die a-Niveaus in die Integration eingehen. Die Approxi-
mationsfunktion kann daher nur in Abhéngigkeit von der Modellierung der Fuzzy-Daten

und deren Aussagekraft interpretiert werden.5?

Fiir die Verwendung der metrischen Ansétze und insbesondere der Kleinste Quadrate
Fuzzy-Regression spricht, dass damit auch bei volatilen Fuzzy-Daten eine Approximati-
onsfunktion bestimmt werden kann. Aufterdem kann die Funktionsapproximation mit der
iiblichen Terminologie durchgefiihrt und untersucht werden. Dabei ist die Funktionsap-
proximation so konstruiert, dass sie eine Erweiterung der klassischen Kleinste Quadrate-
Approximation bei reellwertigen Daten darstellt. Dariiber hinaus konnen fiir die do-Metrik
wesentliche Ergebnisse der statistischen Regression auch fiir die Fuzzy-Regression nachge-
wiesen werden, so dass daraus leicht Hypothesen zur Konstruktion von 6konometrischen

Modellen gewonnen werden konnen.

Insgesamt kommen fiir die defuzzifizierte Approximation bei Fuzzy-Daten hauptséch-
lich die metrischen Methoden der Kleinst Quadrate Fuzzy-Regression in Frage. Dabei ist
bei Vorliegen von Fuzzy-Ungenauigkeitsumgebungen in der epistemischen Interpretation
besonders zu betrachten, welche Metriken bei welchem Mess- und Modellierungsansatz

besonders geeignet sind.

*2Die genaue Art der Abhingigkeit wird dann im Fall von Fuzzy-Fehlern in Kapitel 5 untersucht.
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3.3.2 Approximation einer Fuzzy-Charakteristik

Beim Modellansatz der Approximation einer Fuzzy-Charakteristik wird eine Fuzzy-lineare
Modellfunktion an die Daten angepasst, so dass die Unschérfe in den Fuzzy-Daten sich
auch in der Fuzziness der Parameter niederschliagt. Im Unterschied zum Ansatz in Ab-
schnitt 3.3.1 wird die Fuzziness in den Messwerten der unabhiingigen Variablen also nicht
nur proportional mittels des Erweiterungsprinzips umgebrochen, sondern es wird eine

dariiber hinausgehende Zunahme der Fuzziness durch die Abbildung beriicksichtigt.

Sei dazu A c F29(R)*! eine Menge von Fuzzy-Vektoren. Dann sei die Menge der

coc

interessierenden Funktionen fiir jedes A = (ZO, . ,Zk) e A gegeben durch

F(, A): Fro(RYF — FoN(R), f(X,A) = Ay o éij ©X;.

coc coc
J=1

Die Approximation einer Fuzzy-linearen Funktion mit Fuzzy-Parametern lasst sich ei-
nerseits aus rein technischen Griinden motivieren, wenn die Fuzzy-Daten mit einer linea-
ren Funktion mit Fuzzy-Parametern bestmdglich approximiert werden konnen. Wie in
Abschnitt 3.1 gezeigt wurde, ist dies dann der Fall, wenn die Spannweiten der Werte der
abhéngigen Variablen global gesehen grofser sind als die Spannweiten der Fuzzy-Werte der
unabhéngigen Variablen nach der linearen Transformation geméfs dem Erweiterungsprin-

7ip, die den Lagezusammenhang der Fuzzy-Daten charakterisiert.

Man stelle sich dazu etwa die folgende Situation vor, wenn die defuzzifizierten Fuzzy-
Daten mit der Gerade y = 0,52+ 1 approximiert werden konnen, aber fiir die Spannweiten

die folgenden funktionalen Zusammenhénge gelten:

ly =lx bzw. 7y =2ry.

Die Fuzziness der Approximationsfunktion kann in diesem Fall als ,unerklarter additiver
Rest der Abbildung der unabhéngigen Variablen X7, ..., X auf die abhéngige Variable Y’
betrachtet werden, der durch die gegeniiber der Werteproportionalitit erhohte Fuzziness

in Y induziert wird.?3

Fiir eine Approximation nach diesem Ansatz eignen sich insbesondere die Methoden
zur metrischen bzw. zur Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression mit Fuzzy-Parametern. Da

Fuzzy-Steigungsparameter nur dann auftreten, wenn die Unschérfe von Y mit wachsendem

»Dazu ist allerdings zu bemerken, dass mit der Zahl der Regressoren die eingebrachte Unschirfe bzw.
Gesamtspannweite in der Tendenz ansteigt, so dass ab einer gewissen Dimension der Modellgleichung der
beschriebene Fuzzy-Uberschuss in der Praxis vermutlich nicht mehr auftreten wird. Hierauf hat die Wahl
der Merkmalsskalierungen einen relevanten Einfluss.
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Abstand des Variablenvektors (X7,..., X}) von 0 wéchst, kann man sich haufig auf eine
Modellfunktion mit Fuzzy-Parametern (Ag,ay, ..., a) € F19(R) x R beschréinken. Fiir

coc

die Approximation wird dann eine vereinfachte Fuzzy-Modellfunktion
k
Y:Ao@@a]’QXj (314)
j=1

verwendet. Dabei nimmt die Fuzzy-Inhomogenitiit A, die ,zusitzliche Grundunschirfe in
Y auf.

Bemerkung 3.7 FEine Interpretation der Fuzziness im Ergebnis als ,zusdtzliche Grund-
unschdarfe” ist maoglich, wenn die Approzimationsfunktion in eine einfache lineare Appro-
ximationsfunktion und einen Fuzzy-linearen Rest dekomponiert werden kann. Es ist also

zu fragen, wann eine solche Dekomposition konstruiert werden kann.

Sei dazu ein Defuzzifizierungsoperator Op : Fo0(R)*1 — R*¥1 gegeben, der bzgl. der

Addition homomorph ist, d.h. es gelte Op(A® B) = Op(A) + Op(B). Ahnlich wie bei der
Definition der zufilligen Stérung mit Erwartungswert 0 kann dann im univariaten Modell

die Dekomposition folgendermaflen vorgenommen werden:

Y = [0p(4Ay) @ Op(A)) 0 X] @ [(As - Op(Ay)) @ (A, - Or(4)) 0 X].

Diese Darstellung soll mit der einfachen Modellgleichung identifiziert werden
? = Zo @ 2{1 © )?

Da Op(A4y) € R, gilt offensichtlich Op(Ay) @ (Ag-Or(Ay)) = Ag. Sei ave (0,1] und o, =
Op(Ay) gesetzt. Fiir die Defuzzifizierung oy von Ay gilt, dass aX(a) -0y <0 < afi(a) - oy.
Daher konnen wir mit Satz 2.19 fiir den multiplikativen Teil des Ansatzes die Operationen

auf der Ebene der a-Schnitte berechnen.

1. Fall: 0, > 0.

o1 © [¢5(a),2%(a)] @ ([af(a), af()] - 01) © [2"(a), 2" (a)]
- [0 (@), 0127 ()] @ [aF(a) - o1, aft(a) - 0] @ [¢(a), ()]
- [0 (a), 012" (a)] @ [(ak (@) - 01)2"(a), (af (@) - o1 )a"(a)]

= [a1 ()2 (@) + 01 (2" (a) - 2 (), a7 (@) 2" (@) + 01 (2" (@) - 2" ()]

Das ist identisch mit [A; © X]® genau dann wenn oy = 0 (und damit auch a*(0) < 0 <
af(0)) oder z*(a) = 2% ().
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2. Fall: 0; < 0.
Die Identitdt ist wiederum nur dann erfullt, wenn oy =0 oder z*(a) = zf(«).

Zusammengefasst wird deutlich, dass eine solche Dekomposition nur fir Fuzzy-Daten
vom Typ (332,572) existiert, also wenn alle Inputs reellwertig sind. AufSerdem existiert im-
mer eine einfache Dekomposition bei der Approzimation mit vereinfachten Modellfunktio-

nen wie in Gleichung (3.14).

Allerdings ist es bei Fuzzy-Fehlerumgebungen haufig nicht sinnvoll, einen funktionalen
Zusammenhang zwischen den Unschirfeumgebungen der Inputs und den Unschirfeum-
gebungen der Outputs zu unterstellen, beispielsweise wenn der Einfluss auf die Genau-
igkeit der Messungen sich sprunghaft &ndert. Sinnvoll ist dies in den wenigen Féllen, in
denen sich die Datengenauigkeit tatsidchlich mit wachsenden bzw. fallenden Messwerten
kongruent oder iiberproportional zur Steigung der Anpassungsfunktion verschlechtert. In
solchen Fillen kann die Art des Unschirfezusammenhangs mit einer Kleinste Quadra-
te Fuzzy-Regression quantifiziert werden. Insbesondere kann es bei Fuzzy-Daten (z;,Y;)
mit reellwertigen Inputs wiinschenswert sein, den funktionalen Zusammenhang fiir die

Messungenauigkeit der Outputs in der Approximationsfunktion mit zu beriicksichtigen.

Dem gegeniiber ist es bei physikalischen Daten grundsétzlich wiinschenswert, die An-
passung der Modellfunktion durch die Verwendung von Fuzzy-Parametern ggf. noch zu

verbessern, da hierbei ein vager Begriff ,genau“ beschrieben wird.

Ein alternativer Ansatz besteht darin, Abweichungen in der Zurechenbarkeit der ge-
messenen Fuzzy-Daten zur Modellfunktion zuzulassen, d.h. die Abweichung von einer
klassischen, reellwertigen Modellfunktion wird mit einem geringeren Zugehorigkeitsgrad
zum Funktionszusammenhang bewertet.>* Wenn wir uns die Datenwerte entlang der reell-
wertigen Modellfunktion auf die y-Achse projiziert vorstellen, kann dies als Dampfung im
Informationsgewinn bei einer Haufung von Daten interpretiert werden®>, die als Fuzziness
der Approximationsfunktion abgebildet wird. Formal wird dabei ein Fuzzy-Biindel von
parallelen linearen Funktionen an die Fuzzy-Daten angepasst, das in Form einer Fuzzy-

linearen Funktion dargestellt wird.

5 Auch dieser Interpretationsansatz wurde bereits im Zusammenhang mit der klassischen statistischen
Regression diskutiert. In den Modellen fiir eine Regression mit stochastischen Parametern wird von der
Annahme ausgegangen, dass aufgrund von beobachtungsspezifischen Einfliissen Abweichungen in den Mo-
dellparametern vorliegen, die durch eine Zufallsvariable beschrieben werden kénnen. Man kann sich dies als
Biindel von reellwertigen Geraden vorstellen, wobei fiir die Geraden eine Héufigkeitsverteilung existiert.
Die Schétzverfahren ermdglichen es, die individuellen Abweichungen zu schitzen. Vgl. z.B. [Hildreth und
Houck, 1968; Rosenberg, 1973; Newbold und Bos, 1985].

P»Weiter aufen liegende Werte gehdren also moglicherweise eher zu einem weniger typischen Funktions-
zusammenhang. Dicht beieinander liegende Werte gehdren moglicherweise zum selben, méglicherweise aber
auch zu unterschiedlichen Funktionszusammenhéngen.
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Die Grundvorstellung des beschriebenen Approximationsansatzes lasst sich am besten
anhand der Methoden zur Evaluation reellwertiger Funktionen anhand von Fuzzy-Daten
aus Abschnitt 5.2.8 verdeutlichen. Durch die Anwendung eines Transfer-Operators wird
die Fuzziness der Daten in die Menge der Funktionsparameter projiziert und wir erhalten
eine Fuzzy-Menge der méglichen Parameter A. Durch den Zusammenhang pz(f(-,a)) =
pz(a) ist das dazugehorige Fuzzy-Biindel von Funktionen F definiert. Im allgemeinen
ist A aber nicht-normalisiert und interaktiv, so dass die Fuzzy-Parametermenge nicht
in einen Vektor von Fuzzy-Parameter-Werten fiir die einzelnen Merkmalskomponenten
zerlegt werden kann. Dariiber hinaus ist A typischerweise nicht von einfacher Gestalt und
im allgemeinen nicht Element in der Menge der LR-Fuzzy-Zahlen. F lisst sich daher nicht

wie gefordert als Approximationsfunktion darstellen.

Grundsitzlich kommen vor allem die Methoden zur Possibilistischen Regression dem
zweiteren Approximationsprinzip nahe. Das wird bei der Possibilistischen Regression mit
rein reellwertigen Daten (x;,y;) besonders deutlich. Dabei wird eine Fuzzy-lineare Funk-
tion mit Fuzzy-Parametern so angepasst, dass die reellwertigen Datenpunkte von der Ap-
proximationsfunktion eingehiillt und mit einem Zugehorigkeitswert ,uf(.g)(xi,yl-) € [k, 1]
relativ zur Modalwertgeraden versehen werden. Mit der Vorgabe des Anspruchsniveaus
wird eine Entscheidung dariiber getroffen, zu welchem Grad die Einzelwerte mindestens
zur charakterisierenden linearen Funktion zugehdrig sind. Dabei geht die Possibilistische
Regression von der extremen Annahme aus, dass jede Beobachtung potentiell die Ab-
grenzung des Bereiches moglicher Funktionswerte erweitert und dass eine Haufung von
Punkten keinen Beitrag zur Bestétigung der Plausibilitit eines Funktionsparameters leis-
tet. Die Zugehorigkeitsbewertung erfolgt nach einem vorgegebenen Lagemuster. In der

Regel wird angenommen, dass die Fuzzy-Parameter symmetrisch sind.

Im Gegensatz dazu haben Bardossy u.a. [1992] gezeigt, dass die Kleinste Quadrate
Fuzzy-Regression bei reellwertigen Daten (x;,1;) auch bei vorgegebenen Modellfunktio-
nen mit Fuzzy-Parametern immer nur die klassischen reellwertigen Kleinste Quadrate-
Parameter ergibt.’¢ Bei einer Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation spielen folglich
nur die Lage der Datenpunkte und die Form der Daten eine Rolle fiir die Approximati-
onsfunktion. Eine Teilzugehorigkeit zum funktionalen Zusammenhang kann damit nicht
bestimmt werden. Die Ergebnisse konnen auf alle Metriken geméf Bertoluzza u. a. [1995]

verallgemeinert werden.

Diese Beispiele konnen als Illustration dafiir gesehen werden, dass das alternative Ap-
proximationsmodell nur dann l6sbar ist, wenn eine zuséitzliche Instanz angegeben werden
kann, mit der die Inhomogenitit der Messereignisse technisch bewertet wird. Z.B. zu

welchem Grad die Volatilitdt der Daten als einfache Lagevariation von der Modellfunkti-

%6Vgl. ebd. S. 185f. fiir den univariaten Fall sowie S. 189 fiir den multivariaten Fall.
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on und zu welchem Grad sie als abweichende Zugehorigkeit zum Gesamtzusammenhang

bewertet werden soll.?”

Zusammenfassend ist zu konstatieren, dass bei Fuzzy-Daten in der epistemischen In-
terpretation die Approximation einer Fuzzy-Charakteristik nach dem ersten Modellansatz
hauptséchlich bei Daten mit reellwertigen Inputs (x;, }7;) sinnvoll ist. Die Kleinste Quadra-
te Fuzzy-Regression ist ausschlieflich fiir Modelle mit der ersten Interpretation geeignet.
Die Possibilistische Regression bei Fuzzy-Daten gibt hingegen mit der Wahl von x einen
Kompromiss zwischen dem ersten und den zweiten Modellansatz vor, wie auf Seite 92
erortert wurde. In diesem Sinne ldsst sich auch ein Ergebnis von Béardossy [1990] inter-
pretieren. Dort wird gezeigt, dass bei Fuzzy-Daten vom Typ (z;,Y;) jeder Datenpunkt
der possibilistischen Approximationsfunktion auf dem x-Niveau auf einer Geraden mit
Zugehorigkeitsgrad von mindestens x liegt, die durch die moéglichen Parameter definiert

ist. Es gilt
Vi1<i<n¥y e[V;]"Tay) e [A]": y = f(ai,a(y))).

Im Unterschied dazu steht bei der iiberwiegenden Anzahl der Methoden zur Fuzzy-
Designregression der erste Modellansatz im Vordergrund, da die Approximationsfunktion
zunachst an Lagecharakteristika der Fuzzy-Daten angepasst werden, bevor die Unschér-

fecharakteristik bestimmt wird.

Der zweite Approximationsansatz ist grundséitzlich sowohl fiir physikalische als auch
fiir epistemische Fuzzy-Daten denkbar. Wie in Abschnitt 3.2.1 bereits erortert wurde,
ist allerdings die Possibilistische Regression aufgrund ihrer technischen und interpreta-
torischen Schwéchen nicht als Anpassungsmethode zu empfehlen.”® Somit sind bislang
noch keine tragfihigen Ansétze zur Approximation eines Fuzzy-Biindels von reellwertigen
Funktionen bekannt.

5TBei den Regressionsansitzen mit stochastischen Parametern, die in der Statistik diskutiert werden, wird
diese Bewertung z.B. durch die Annahme gewihrleistet, dass die stochastischen Parameter autokorreliert
sind, oder durch die Annahme, dass eine Korrelation zwischen Storvariabler und unabhéngigen Variablen
besteht, die auf die Zufallsverteilung der Koeffizienten zuriickgeht. Dies sind Annahmen, die es ermdoglichen,
die Modellparameter sowie deren Varianzen aus den vorliegenden Daten zu schitzen. Als Fuzzy-Ansatz fiir
variierende Koeffizienten kann man sich z.B. eine Methode mit gewichteten Abstéinden d, (Y, f(X, A)) =
pxd(Y, f(X,A)) oder d,, (Y, f(X,A)) =d(uxY, f(X, A)) vorstellen, wobei die Zugehorigkeits-Gewichte
ux exogen vorzugeben sind. Es wire noch zu priifen, inwieweit auch Methoden zur endogenen Bestimmung
solcher Zurechnungsgewichte vorstellbar sind. Naheliegend wire z.B. T' : F"°(R)* — [0,1] Mak der
Fuzziness und px = D'(X).

*8Gtattdessen wiren Fuzzy-Ansitze mit geeigneten, formalisierten Verteilungsannahmen zu untersuchen.
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3.3.3 Fuzzy-Schatzung

Von Parameterschéitzung kann erst dann gesprochen werden, wenn der Modellanpassung
ein 6konometrisches Schitzmodell zugrundeliegt. In der Einleitung zu Abschnitt 2.2 wur-
de bereits dargestellt, dass im Rahmen eines Schitzmodells einerseits der Strukturzusam-
menhang funktional zu beschreiben und andererseits die Abhéngigkeiten der Modellva-
riablen und deren Konvergenzverhalten im Rahmen eines Verteilungsmodells zu erkliren

ist.

Bei Fuzzy-Daten ist dazu insbesondere zu beschreiben, in welcher Beziehung Wahr-
scheinlichkeitsverteilung und Fuzziness zueinander stehen. Ahnlich wie im reellwertigen
Fall wird das gewihlte Verteilungsmodell durch eine Fuzzy-Zufallsvariable verkorpert,
also durch eine messbare Abbildung Z : Q — F7(R). Dabei ist F7°(R) mit einer
passenden o-Algebra zu versehen. Krétschmer [2001b] stellt einen verallgemeinerten An-
satz vor, mit dem Fuzzy-Zufallsvariable als gewthnliche Zufallsvariable im Rahmen der
klassischen Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie definiert werden kénnen. Die Definition
legt die Messbarkeit beziiglich der Borel-o-Algebra der d,-Topologie zugrunde.?® Er zeigt,
dass die verallgemeinerte Definition eine Vereinheitlichung der Messbarkeitskonzepte fiir
Fuzzy-Zufallsvariablen von Puri/Ralescu bzw. von Kwakernaak ist. Fiir den Erwartungs-
wert einer Zufallsvariable kommen mehrere Definitionen in Frage. Fiir metrische Raume
(Y,d) kann der Erwartungswert E® Z einer Zufallsvariable Z nach einem Prinzip von

Fréchet definiert werden als Losung des Minimierungsproblems
Ed*(Z,E® 7) £ inf Ed*(Z,w). (3.15)

Es kann gezeigt werden, dass der Fréchet-Erwartungswert beziiglich der do-Topologie iden-
tisch mit dem Aumann-Erwartungswert%? ist. Da der Aumann-Erwartungswert linear bzgl.
der Addition ist, ist somit gewéhrleistet, dass der definierte Erwartungswert E®) 7 linear
bzgl. der Addition @ ist, d.h. E®? (N 0 Z, @ \y© Z,) = (M 0 ¥ Z)) @ (A, 0 ) Z,).

Entsprechend wird die Varianz fiir Fuzzy-Zufallsvariablen iiblicherweise als zugehéri-
ge Fréchet-Varianz definiert, d.h. Var® Z = E62(Z,E®) Z). Die so definierte Fréchet-
Varianz ist reellwertig. Sie liegt auch dem Nachweis der statistischen Eigenschaften der

Parameterschitzer in den nachfolgend beschriebenen Modellen zugrunde.

59Djiese Definition ist topologisch dquivalent zu den weiteren Metriken () auf der Basis der Stiitzfunk-
tionen sz geméf [Bertoluzza u. a., 1995] bzw. [Diamond und Kérner, 1997].

60Der Aumann-Erwartungswert E(Y) Z einer Fuzzy-Zufallsvariable Z ist dadurch definiert, dass fiir alle
a € [0,1] gilt [E(A) Z]a = E®([Z]™). Dabei ist der Aumann-Erwartungswert E(Y[Z] der klassischen
zufilligen Menge [Z]® definiert als EY[Z]® = {En | n e LY(R™,B™) und n(w) € [Z]*(w) f.s.}. Die
Identitét zwischen Fréchet- und Aumann-Erwartungswert kann auf die d(,)-Metriken erweitert werden,
sofern die Dichte von v symmetrisch und positiv definit ist, vgl. Nather 2000, S. 207ff.
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Als lineare Modellgleichungen stehen auch im Strukturmodell grundséitzlich nur die
Funktionsvarianten zur Verfiigung, die in den vorangehenden Abschnitten diskutiert wur-
den. Zur Vereinfachung beschrinken wir uns auf eine Situation mit deterministischen
Regressoren x; € R™ bzw. X; € Frnod(R)™. D.h. es wird vorerst ausgeschlossen, dass die
Regressoren selber ebenfalls Zufallsvariable sind. AuRerdem seien Y;(w) Realisationen von
Fuzzy-Zufallsvariablen die einem Verteilungsmodell fiir epistemische Fuzzy-Daten unter-
liegen, d.h. insbesondere gebe es eine reellwertige Zufallsvariable U : 0 — R, so dass

U*(w) € Yi(w) die ;wahren Werte sind.

Als eine Grundfrage fiir die Konstruktion einer Strukturfunktion ist zu entscheiden,
ob die ungenauen Messverhiltnisse in das Strukturmodell integriert werden sollen oder
nicht. Je nachdem wird entweder ein defuzzifiziertes Modell angepasst, das aufgrund der
beobachteten Fuzzy-Umgebungen als plausibler Zusammenhang fiir die urspriingliche Zu-
fallsvariable U* angesehen werden kann, oder es wird ein fuzzifizierendes Modell angepasst,
in dem der lineare Zusammenhang zwischen den Messungenauigkeiten mit abgebildet ist.
Eine explizite Beriicksichtigung der Messverhéltnisse ist dann sinnvoll, wenn Hypothe-
sen iiber das Verhalten der Verschmutzungen vorliegen und die Verschmutzung durch
das Messverfahren einen wesentlichen Einfluss auf die Qualitit der Beobachtungen hat.%!
Man ist dann allerdings mit einigen Einschrinkungen konfrontiert, die ihre Ursache in der
Fuzzy-Arithmetik haben. Insbesondere muss man sich fragen, ob eine Zunahme der Mess-
ungenauigkeit mit wachsendem Abstand vom Koordinatenursprung plausibel ist, ob also
auch Fuzzy-Steigungsparameter A} fiir j # 0 angesetzt werden sollen. Die Hauptfrage ist
hierbei, ob beide Aspekte in derselben Zusammenhangsgleichung geschitzt werden sollen,
oder ob es aufgrund der starken arithmetischen Abhéngigkeiten und Begrenzungen doch

sinnvoller ist, beide Aspekte getrennt zu modellieren und zu schétzen.

Mit der folgenden Gleichung wird ein linearer Strukturzusammenhang mit reellwertigen

Parametern aq, ..., a; € R modelliert
—~ k —~
EY:a()@@aj@Xj. (316)
j=1
Als Schitzmethode steht die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression in der d,-Metrik zur

Verfiigung.%? Es kann gezeigt werden, dass die Parameterschitzer unter bestimmten Re-

gularitiatsanforderungen stark konsistent sind.®® Auferdem kann die asymptotische Kon-

61Also z.B. dann, wenn die Unschiirfe in Y in einem bestimmten Verhéltnis zur Unschiirfe in X steht,
d.h. wenn die Modellierung faktisch zu einer Homogenisierung des Verhiltnisses der Messungenauigkeiten
zwischen den unabhéngigen und der abhéngiger Variablen beitrégt.

62Vgl. [Kritschmer, 2006a,c].
63Vgl. [Kritschmer, 2006c|.

116



3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression

vergenz der Verteilung der Parameterschitzer gegen eine RF-wertige Normalverteilung

gezeigt werden.%4

Die Giiteeigenschaften werden allerdings in einem Verteilungsmodell hergeleitet, das
von ,unscharfen Messkonzepten® ausgeht und damit von einer physikalischen bzw. lin-
guistischen Interpretation der Fuzzy-Zufallsvariablen, die den Punktcharakter der Fuzzy-
Daten ausnutzt. Es bleibt daher ungeklért, inwieweit die statistischen Eigenschaften der
Schitzer auch auf das Strukturmodell fiir epistemische Fuzzy-Daten iibertragbar sind.
Bei epistemischen Fuzzy-Daten liegt es nahe, die Schitzfunktion im Sinne einer Plau-
sibilitatsbewertung fiir den ,wahren“ Regressionszusammenhang zu interpretieren. Dazu
miisste die Qualitdat der Plausibilitdtsbewertung, die durch die Regressionsfunktion repra-

sentiert wird, allerdings genauer beschrieben werden.

In einer Situation, in der nur die Outputs als Fuzzy-Daten beobachtet werden, so dass
die zufillige Variabilitit zum Teil unter der Messungenauigkeit verborgen bleibt, kann ein
Strukturmodell mit Fuzzy-Parametern Ay, ..., A, € Fr%(R) hinterlegt werden:

coc

—~ —~ k —~
EY:A()EB@AJ' OR (317)
j=1

dabei seien die x; € R. Der Zuwachs der Fuzziness in den Bildwerten gegeniiber den
Eingangswerten ist dann ebenfalls Gegenstand des Strukturmodells. Fiir diese Modell-
gleichung gibt es unter bestimmten Bedingungen sogar beste, lineare, erwartungstreue
Schiitzer (BLUE).55 Dabei ist ein linearer Parameterschitzer 5; bei Fuzzy-Daten definiert
durch

mit \;; € R, und es wird die Erwartungstreue bzgl. des Aumann-Erwartungswertes gefor-
dert. Die Existenz von BLUE-Schétzern ist eine nicht-asymptotische Eigenschaft und ist
gerade bei Fuzzy-Daten wiinschenswert, da in Situationen, in denen Fuzzy-Daten vorlie-

gen, hiufig keine groften Stichproben durchgefiihrt werden kénnen.

Anders als beim klassischen Regressionsproblem mit reellwertigen i.i.d. Zufallsvariablen
sind die Parameterschitzer der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression aber im allgemeinen
nicht identisch mit den BLUE-Schétzern. In [Néther, 2000] wird gezeigt, dass es in einem
Modell mit & > 2 im allgemeinen keinen BLUE-Schétzer gibt.®6 Entscheidend fiir die Nicht-

64Vgl. [Kritschmer, 2006b).
65Vgl. [Néther, 1994; Korner und Nither, 1998; Nither, 2001, 2006].

66Dabei wird ein Modell ohne Inhomogenitét Ay angenommen, d.h. in unserer Notation existiert dennoch
immer ein BLUE, falls X¢ = 14y und falls gilt Vary; = o2,
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Ubertragbarkeit der Ergebnisse fiir reellwertige Zahlen auf Fuzzy-Zahlen sind wiederum
die Einschrankungen fiir die Linearitit von Fuzzy-Zahlen, die u.a. nur monoton nicht-
fallendes Verhalten in den Spannweiten zulésst. Der hauptsédchliche Grund dafiir, dass
nur in seltenen Fillen BLUE-Schéitzer existieren, ist aber darin zu sehen, dass die Fuzzy-
Arithmetik bei linearen Fuzzy-Schitzern erzwingt, dass fiir Modalwerte und Spannweiten

der Regressionsfunktion dieselbe Proportionalitit zugrunde liegen.

Es werden daher auch schwichere Ansétze von BLUE-Schitzern untersucht.5” So ist ein
in der Fréchet-Varianz bester Schétzer komponentenweise BL UFE, wenn es unterschiedliche
lineare, erwartungstreue Schitzer in separierten Regressionen fiir die Modalwerte bzw. fiir
die Spannweiten gibt. Bei L R-Fuzzy-Daten ergibt sich der komponentenweise BLUE aus
der Losung des Kleinste Quadrate-Problems fiir die Modalwerte und fiir die Spannweiten.
Die Losung ist allerdings nur dann wohldefiniert, wenn die Losung des Schitzproblems

fiir die Spannweiten keine negativen Parameter enthélt.

Insgesamt ist es aufgrund der Einschrankungen fiir die Existenz eines BLUE giinsti-
ger, zu Kleinste Quadrate-Schétzern fiir (3.17) iiberzugehen, fiir die immer eine Losung
existiert. Zur statistischen Giite der Kleinste Quadrate-Schétzer fiir dieses Schitzmodell

liegen allerdings keine gesonderten Ergebnisse vor.

Der Vollstindigkeit halber sei hier darauf hingewiesen, dass es bislang keine Ansétze
gibt, mit denen ein Verteilungsmodell fiir die Vagheit des Strukturzusammenhangs model-
liert und geschéitzt werden kann. Fiir die alternative Interpretation einer Modellfunktion
mit Fuzzy-Parametern wie in Abschnitt 3.3.2, Seite 112f, bei der die Beobachtungen nur
lose einem gemeinsamen Zusammenhang geniigen, gibt es also insgesamt noch kein zu-

friedenstellendes Approximationsverfahren.

Die Aufstellung einer Strukturgleichung mit Fuzzy-Parametern ist nur in den speziellen
Fiéllen sinnvoll, in denen das Verhalten der Messungenauigkeiten mit einer Fuzzy-linearen
Funktion anndhernd beschrieben werden kann. Dies trifft hauptsichlich bei Fuzzy-Daten

(x;,Y;) € RF x F29(R) zu. In den iibrigen Féllen ist eine Modellfunktion mit reellwerti-
gen Steigungsparametern, d.h. eine defuzzifizierte oder eine vereinfachte Modellfunktion,
besser geeignet. Grundsitzlich stellt die Fuzzy-lineare Schitzfunktion aber keinen klassi-
schen Funktionsgraphen im R**! dar, sondern eine Abbildungsvorschrift fiir den funktio-
nalen Zusammenhang zwischen Fuzzy-Variablen, die die Fuzzy-Abschiatzungsumgebungen
fiir die mogliche Lage der ungenauen Beobachtungswerte reprisentieren. Je nachdem,
welches Verteilungsmodell hinterlegt werden kann, ist es daher beispielsweise moglich,
dass die geschétzte Proportionalitit des Zusammenhangs nur auf einem gewissen (Un-)

Genauigkeitsniveau zutrifft.

67Vgl. [Korner und Nither, 1998; Néther, 2000, 2006].
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Falls die Eingangswerte X, im wesentlichen genau sind, stellt ein reellwertiger Struk-
turzusammenhang eine Proportionalitit zu den Fuzzy-Umgebungen ?Z(wz) her, die den
.wahren® Wert U (w;) enthalten. Es wire daher wiinschenswert, wenn die reellwertigen
Bildwerte als ,bestmogliche Plausibilitdtsbewertung fiir den ,wahren“ Wert U’ (w;) be-
trachtet werden konnten. Dies wire anhand verschiedener Verteilungsmodelle fiir episte-
mische Fuzzy-Daten noch genauer zu untersuchen. Als Vorbereitung auf die Auswahl eines
geeigneten Verteilungsmodells fiir die Regression bei epistemischen Fuzzy-Daten wird in
Kapitel 5 zunéchst ein Benchmarking der klassischen Kleinste Quadrate-Approximation
mit der Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation durchgefiihrt, dabei werden exemplari-
sche Szenarien fiir ungenaue Messergebnisse verwendet. Mit den Ergebnisses des Bench-
marking kann dann in Abschnitt 6.1 eine erster Ausblick auf die praktischen Anforderun-

gen an das Verteilungsmodell gegeben werden.

Bei Daten mit deterministischen Fuzzy-Inputs X; kann die Strukturgleichung dariiber
hinaus héchstens als Aussage zur Plausibilitit des Zusammenhangs der ,wahren“ U} (w)
zum ungenauen Messwert X; ausgewertet werden. Die Plausibilitit des ,wahren* Zu-
sammenhangs konnte nur dann geschiitzt und beschrieben werden, wenn die X; als Zu-
fallsvariable modelliert werden, die ebenfalls einem Verteilungsmodell fiir epistemische
Fuzzy-Daten geniigen, wenn also zu einem Modell mit stochastischen Eingangswerten

ibergegangen wird.58

68 Ansiitze zur Fuzzy-Regression mit stochastischen Fuzzy-Inputs werden z.B. in [Wiinsche und Néther,
2002; Néther, 2006] betrachtet.
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Beschaftigtenstatistik

Die Beschiftigtenstatistik hat giinstige Eigenschaften, die ausschlaggebend fiir ihre Aus-
wahl als Ausgangspunkt der Analyse in der vorliegenden Arbeit waren: Da die Beschéftig-
tenstatistik eine Totalstatistik ist, entfallen Probleme, die durch die Verteilung der Stich-
probe in der Grundgesamtheit verursacht werden. Insbesondere kann die Beriicksichtigung
von zusitzlichen stochastischen Unschérfen in den Daten vernachlissigt werden. Infolge
der Herkunft der Daten aus dem Meldeverfahren fiir die Sozialversicherungen bietet sie
andererseits zusétzlich die Grundlage fiir eine Untersuchung der Fuzzifizierbarkeit solcher
Datenunschérfen, die durch den Einfluss der Gesetzgebung und andere administrative

Rahmenbedingungen verursacht werden.

Fiir zusétzliche Informationen iiber wesentliche Datenfehler in der Beschiftigtensta-
tistik konnen die Stichprobenstatistiken der Erwerbsbevolkerung herangezogen werden,
die héufig als Kontrollstatistiken verwendet werden. Solche komplementiren Datenquel-
len sind vor allem Mikrozensus und SOEP sowie andererseits auf der Unternehmensseite
das Betriebspanel. Zudem stehen im Verbund der Arbeitsmarktstatistik mit diesen und
weiteren Statistiken vielfiltige externe Informationen zur Verfiigung, die bei der Daten-

modellierung erginzt werden konnen.

Bei der Modellierung von Fuzzy-Daten ist die Ungenauigkeit fiir jeden Beobachtungs-
wert auf dem aktuellen Stand des Wissens zu bewerten. Die Modellierung von Fuzzy-
Daten ist daher stark auf den Einzelfall bezogen. Sie entzieht sich dadurch weitgehend
einer Vereinheitlichung, da jede Situation gesondert abzubilden und zu betrachten ist. Um
dieser Offenheit des Modellierungsansatzes gerecht zu werden, sollen in diesem Kapitel
am Beispiel der Beschiftigtenstatistik zunédchst reale Fehlereinfliisse daraufhin untersucht
werden, wie diese bei der Konstruktion von Fuzzy-Merkmalswerten beriicksichtigt und
operationalisiert werden konnen. Alle Fehlereinfliisse in der Beschiiftigtenstatistik konnen
als systematisch angesehen werden, weil sie als Totalerhebung keinem Stichprobeneinfluss

unterliegt.

Die exemplarischen Modellierungen wurden so ausgewahlt, dass sie bestimmten Typen

von Fehlereinfliissen zugeordnet werden konnen. Dieses Vorgehen ermdglicht es, das kon-
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struktive Verfahren zur Abbildung von Fuzzy-Merkmalsvariablen am konkreten Beispiel
vorzufithren und mit einer allgemeinen Erorterung der Strategien bei der Modellierung zu
verbinden. Ankniipfend daran werden in einem zweiten Schritt die beispielhaften Model-
lierungen danach ausgewertet, welche spezifischen Eigenschaften der Fuzzy-Daten bei der
Fuzzy-Regression zu beriicksichtigen sind und welche Anforderungen sich daraus fiir die

Regressionsanalyse ergeben.

In Abschnitt 4.7 werden zunéchst die Besonderheiten der Beschiftigtenstatistik vor-
gestellt und die relevanten Fehlerquellen beschrieben. Die Auswertung der Fehlerein-
fliisse fiir die Modellierung konkreter Fuzzy-Merkmalsvariablen erfolgt in Abschnitt 4.2.
Dort werden einige Beispiele und Prinzipien zur Konstruktion von empirischen Fuzzy-
Daten vorgestellt. Abschliefsend werden in Abschnitt 4.5 die wesentlichen Eigenschaften
der empirischen Fuzzy-Merkmalswerte charakterisiert, die bei der Anpassung von Fuzzy-

Regressionsmodellen zu beriicksichtigen sind.

4.1 Eigenschaften der Beschaftigtenstatistik

Die Beschéftigtenstatistik ist eine Sekundarstatistik, die auf einem integrierten Meldever-
fahren basiert. Dabei ist jede sozialversicherungspflichtig beschéftigte Person durch die
Arbeitgeber /innen zunéchst an die zustindige Krankenkasse zu melden. Diese priifen die
Daten auf inhaltliche Richtigkeit und Vollstindigkeit und nehmen — falls erforderlich —
Korrekturen vor.! Die von den Krankenkassen gepriiften Daten werden an die Datenstellen
der Rentenversicherungstriager weitergeleitet. Diese leiten die fiir die Arbeitsverwaltung
relevanten Daten nach einer weiteren Priifung an die Bundesagentur fiir Arbeit (BA)?
weiter, wo sie statistisch aufbereitet werden. Entscheidend fiir die Aussagefahigkeit der
Beschiftigtenstatistik ist daher, dass die Meldungen moglichst vollstindig und ziigig an die
BA i{ibermittelt werden. Sie ist insofern hoch abhéngig von Einfliissen auf die Meldediszi-
plin der Betriebe und der beteiligten Sozialversicherungstriger, z.B. durch Anderungen im
Meldeverfahren sowie davon, wie die Sozialversicherungspflicht jeweils gesetzlich geregelt
ist. Da die Beschéftigtenstatistik eine Totalauszdhlung darstellt, konnen die Ergebnisse
regional, wirtschaftsfachlich und beruflich tief gegliedert werden. Zudem hat sie aufgrund
der bestehenden Meldepflicht eine sehr hohe Abdeckung. Allerdings erfasst die Statistik
nur die Personen, die sozialversicherungspflichtig beschéftigt sind. Sozialversicherungs-
pflichtig sind alle Beschéftigten, die der Versicherungspflicht in der Krankenversicherung,

der Rentenversicherung oder der Arbeitslosenversicherung unterliegen. ,Beschiftigung®

"Diese Uberpriifungspflicht fiir die Krankenkassen besteht seit der 2. Datenerhebungs- und
Dateniibermittlungs-Verordnung (DEVO/DUVO) vom 29. Mai 1981.

’Bis Anfang 2004 Bundesamt fiir Arbeit.
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ist dabei nach dem 4. Sozialgesetzbuch, §7 Abs. 1 definiert als ,nichtselbstindige Ar-
beit, insbesondere in einem Arbeitsverhéltnis“. Betriebliche Berufsausbildung wird dazu
gerechnet. Somit sind u.a. Beamte, Selbstindige, mithelfende Familienangehorige ausge-
schlossen. Geringfiigig beschiftigte Personen werden erst seit 1999 von der Meldepflicht
eingeschlossen und erfasst.?> Nach den Ergebnissen der Reprisentativstatistik iiber die
Bevolkerung und den Arbeitsmarkt (Mikrozensus) stellen sozialversicherungspflichtig Be-
schéftigte einen Anteil von iiber 75% an allen Erwerbstéitigen, wobei die Gesamtheit der
Beschiftigten eines Wirtschaftszweiges, bedingt durch die Beschéftigtenstruktur in den
einzelnen Wirtschaftszweigen, durch die Ergebnisse der Beschéftigtenstatistik unterschied-
lich stark reprasentiert wird.* Damit sind Ergebnisse aus der Beschaftigtenstatistik ein

wesentlicher Faktor fiir die Darstellung des erwerbsstatistischen Gesamtbildes.?

Der Bestand an sozialversicherungspflichtig Beschéftigten wird vierteljahrlich jeweils
zum Quartalsende als Auswertungsstichtag — d.h. am 31. Mérz, am 30. Juni®, am 30.
September und am 31. Dezember eines Jahres — nachgewiesen. Fiir das frithere Bun-

desgebiet liegen Bestandsdaten seit Juni 1974 vor, fiir die neuen Bundeslénder seit Mérz
1992.7

4.1.1 Meldeverfahren und Datenerfassung

Das Meldeverfahren wird zunichst nach der geltenden DEUV vom 10. Februar 1998 dar-
gestellt. Auf die Verdnderungen im Zeitablauf wird dann gesondert hingewiesen. Demnach
sind die Arbeitgeber/innen auskunftspflichtig fiir bestehende sozialversicherungspflichtige
Beschéftigungsverhéltnisse. Sie miissen iiber die sozialversicherungspflichtigen Arbeitneh-
mer /innen in ihren Betrieben an die Tréger/innen der Sozialversicherung Meldungen er-
statten. Meldetatbestédnde sind insbesondere Anmeldung sowie Abmeldung bei Aufnahme
bzw. Beendigung einer sozialversicherungspflichtigen Beschéftigung, Unterbrechung der

sozialversicherungspflichtigen Beschiftigung bei Wegfall des Anspruchs auf Arbeitsentgelt

3Seit der gesetzlichen Neuregelung zum Stichtag 1.4.1999 sind Arbeitgeber/innen verpflichtet, auch fiir
Personen, die ausschlieflich sogenannte geringfiigig entlohnte Tétigkeiten ausiiben, pauschalierte Beitrige
zu Kranken- und Rentenversicherung zu entrichten. Die Ergebnisse sind Gegenstand eigener Statistiken,
die die BA veroffentlicht.

480 ist im Verarbeitenden Gewerbe der Abdeckungsgrad hoch, wihrend er z.B. in der Offentlichen
Verwaltung, im Handel oder in der Land- und Forstwirtschaft erheblich geringer ist.

Vgl. Statistisches Bundesamt 2009, S. 4.

SFiir den Stichtag 30. Juni werden die Daten mit einer stiirkeren Aufgliederung ausgewiesen als zu den
anderen Stichtagen. Dazu gehort beispielsweise die Auswertung nach Wirtschaftsabschnitten, nach Berufen
sowie nach Altersgruppen.

"Fiir das Land Berlin koénnen statistische Ergebnisse, infolge der Zusammenlegung von Arbeitsagentu-
ren, nicht mehr getrennt nach Ost- und West-Berlin nachgewiesen werden. Vgl. [Statistisches Bundesamt,
vierteljahrlich| fiir den 31. Mérz 2008.

122



4 Datenunscharfen in der Beschiéiftigtenstatistik

fiir mindestens einen Monat® und Jahresmeldung fiir jedes am 31.12. eines Jahres beste-
hende Beschiftigungsverhéltnis. Die Meldefristen wurden mittlerweile vereinheitlicht; alle
Meldungen haben grundsitzlich mit der néichsten Lohn- und Gehaltsabrechnung zu erfol-
gen.? Auler bei der Anmeldung wird mit den aufgefiithrten Meldungen jeweils das Ende

eines Lohnzahlungszeitraumes mit dem darin erzielten Arbeitsentgelt angezeigt.

Voraussetzung fiir die Meldung einer/eines sozialversicherungspflichtigen Beschéftigten
ist, dass fiir den Betrieb eine Betriebsnummer vergeben wurde und dass eine Versicher-
tennummer fiir den/die Beschéftigte existiert. Um sicherzustellen, dass eine Versicherten-
nummer, die fiir eine Arbeitnehmer/in verwendet wird, eindeutig ist, werden Meldedaten
ohne Versichertennummer nicht weitergeleitet und zunéchst ein Priifverfahren durchge-
fiihrt, bevor schliefllich ggf. eine neue Versichertennummer vergeben wird. Die daraus
entstehenden Verzogerungen fiithren vor allem bei Erstbeschiftigungsverhiltnissen zu ei-
nem verspiteten Eingang der Meldungen bei der BA. Die Betriebsnummern werden von
den Betriebsnummernstellen der Arbeitsagenturen auf Antrag des Betriebs vergeben. Zu
den Betriebsnummern werden in einer zentralen Betriebsdatei der BA die wesentlichen
Merkmale des Betriebs gefiihrt, so dass dariiber Wirtschaftsklasse, Regionalkennziffer des
Betriebes und Dienststellennummer der zustindigen Arbeitsagentur identifiziert und in

der Beschiftigtenstatistik zugespielt werden kénnen.

Die eingehenden Meldungen fiir die Beschiftigten werden von der BA in eine Versi-
chertendatei iibernommen. Dabei werden alle Meldungen zu einer Versicherungsnummer
chronologisch in einem Versichertenkonto abgelegt, das somit den Beschéiftigungsverlauf
abbildet. Zusétzlich zu den Angaben iiber Beschiftigungsbeginn und -ende sowie das
zugehorige Bruttoentgelt stehen die folgenden auswertbaren Merkmale in der Beschéftig-
tenstatistik zur Verfiigung: Alter; Geschlecht; Staatsangehorigkeit; allgemeiner und be-
ruflicher Ausbildungsabschluss; ausgeiibte Tétigkeit (Beruf); Auszubildende; Stellung im
Betrieb als Facharbeiter/in, Meister/in oder Polier/in oder andere Vollzeitbeschéftigte;
Voll-, Teilzeitbeschaftigung; Wirtschaftszweig des Betriebes; bis zum 31. Dezember 2004
auch Rentenversicherungstriger mit der Gliederung in Arbeiter/innen und Angestellte!?
sowie Arbeits- und Wohnort, aus denen die Ein- und Auspendler fiir Regionen ermittelt

werden konnen.!!

8Unterbrechungen im Sinne der DEUV sind z.B. Zeiten der Arbeitsunfihigkeit mit Bezug von Kran-
kengeld nach Ende der Lohnfortzahlung, Mutterschutzzeiten, Zeiten des Elternurlaubs mit Bezug von
Erziehungsgeld sowie Wehrdienst- und Zivildienstzeiten.

9Vgl. Statistisches Bundesamt vierteljihrlich vom 31. Mérz 2008, S. 7.

0Das Merkmal wird aufgrund der Organisationsreform in der gesetzlichen Rentenversicherung seit dem
1. Januar 2005 nicht mehr erhoben.

H1Vgl. Statistisches Bundesamt vierteljéahrlich vom 31. Miirz 2008, S. 5b.
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Die Auswertung der Quartalsbestinde der Beschéftigtenstatistik erfolgt nach einer War-
tezeit von sechs Monaten nach dem Stichtag. Mit der Wartezeit sollen die Verzogerungen
im Meldeverfahren ausgeglichen werden. Der Abstand von sechs Monaten zwischen Stich-
tag und Auswertung ist dabei ein Kompromiss zwischen grofstmoglicher Aktualitéit der
Ergebnisse und einer moglichst vollstandigen Erfassung aller fiir den Berichtsstichtag vor-
liegenden Meldungen. Erfahrungsgeméif liegen der BA nach sechs Monaten ca. 95% der
Meldungen vor. Zur Ermittlung des Beschéftigtenbestandes wird jedes Versichertenkonto
maschinell daraufhin abgefragt, ob der/die Versicherte am Stichtag in einem Beschéftig-
tenverhéltnis stand oder nicht. Das versichertenbezogenen Vorgehen hat den Vorteil, dass
nicht eine konsistente Abfolge von Jahresmeldungen, An- und Abmeldungen vorliegen
muss. Fehlende Meldungen und logische Fehler kénnen héufig unter Zuhilfenahme be-
reits vorliegender Meldungen interpoliert werden. Wenn z.B. die Aufnahme einer neuen
Beschiftigung gemeldet wurde, kann die Beendigung des vorhergehenden Beschéftigungs-
verhiltnisses erginzt werden, obwohl die Abmeldung der vorhergehenden Arbeitgeber/in

noch nicht vorliegt.!'?

Die vierteljdhrliche Berichterstattung zur Struktur des Beschéftigtenbestandes ist nicht
die einzige Statistik, die auf der Basis der Meldungen zur Sozialversicherung erstellt wird.
Einmal jéhrlich werden zusétzlich die zeitraumbezogene Angaben zur Beschéftigungsdau-
er und zur beitragspflichtigen Hohe des Bruttoentgelts ausgewertet, das sog. Jahreszeit-
raummaterial. Beim Jahreszeitraummaterial werden nur entgeltrelevante Meldungen ein-
bezogen, so dass nur sicher bestehende Beschiftigungsverhéltnisse einbezogen werden.!?
Das Jahreszeitraummaterial wird daher insbesondere auch fiir Bewegungs- und Verlaufs-
untersuchungen von Beschéftigungsverhiltnissen herangezogen. Aufgrund der Meldever-
zogerungen liegt ein sicherer Bestand an Beschéaftigungsmeldungen aber erst nach einer
Wartezeit von etwa drei Jahren vor, so dass Statistiken und Auswertungen, die auf das
Jahreszeitraummaterial aufbauen, erst nach einer Wartezeit von drei Jahren zur Verfiigung
stehen.'* In der Beschdftigten-Historik werden die seit dem Bestehen des Meldeverfah-
rens zur Sozialversicherung abgegebenen Meldungen von der BA kontenbezogen abgelegt.
Sie umfasst in bereinigter und vervollstindigten Form alle Beschiftigungsfille, fiir die
seit 1975 mindestens einmal eine sozialversicherungspflichtige Beschéftigung vorlag.!> Die

Historik wurde 1990 aus den archivierten Datenbestinden aufgebaut und wird seitdem

12Vgl. Statistisches Bundesamt vierteljihrlich vom 31. Mirz 2008, S. 10.

13Der Sachverhalt wird in Abschnitt 4.2.1 genauer erliutert.

14ygl. Liiken 2002, S. 22. Die Vollstindigkeit der Meldungen hat allerdings aufgrund der Automatisierung
des Meldeverfahrens erheblich zugenommen. So wird im aktuellen Qualitétsbericht zur Beschéftigtensta-
tistik, [Statistisches Bundesamt, 2009], darauf hingewiesen, dass seit 2001 eine nachtrigliche Korrektur der
als vorldufig anzusehenden Quartalsergebnisse nicht notwendig war. Somit konnen die Ergebnisse letztlich
doch als ,endgiiltig” gelten (S. 7).

15Vgl. Liiken 2002, S. 39.
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fortlaufend ergénzt. Sie bietet u.a. die Moglichkeit, die Struktur verspéteter Meldungen in
den Quartalsauswertungen zu untersuchen.'® Die Historik ist auferdem die Datengrundla-
ge fiir die Beschdftigtenstichproben des IAB. Dabei werden 1%- bzw. 2%-Stichproben der
Beschiftigten in der Historik gezogen, wobei den Versichertenkonten noch Daten aus der
Leistungsempfiangerdatei der BA zugespielt werden. Die Beschiftigtenstichproben bieten
jeweils kontinuierliche Verlaufsdaten zur sozialversicherungspflichtigen Erwerbsgeschichte
und zum Bezug von Arbeitslosengeld, -hilfe oder Unterhaltsgeld und eignen sich dement-

sprechend zur Analyse von Erwerbsverliaufen und Leistungsbezugsbiographien.!”

Die Betriebe, die Beschiftigte melden, konnen iiber die Betriebsnummer identifiziert
werden. Es ist daher moglich, die sozialversicherungspflichtig Beschéftigten — sowie seit
1999 auch die geringfiigig Beschiftigten — auf Betriebsebene zu aggregieren. Dies wird
genutzt, um sekundéire Betriebsgréfenklassen zu ermitteln. Seit 1977 werden jeweils zum
30. Juni aus der Beschiftigtenstatistik die Angaben iiber Betriebe ausgewertet und als
zusitzliche Merkmale in den Datensétzen ergénzt. Die Betriebe, fiir die mindestens eine
Beschiftigte/r in der Beschiftigtenstatistik gemeldet ist, werden im Betriebs-Historik-
Panel aufbereitet, das sich aus aus Querschnittsdatensitzen ab dem Jahr 1975 fiir West-
deutschland und ab 1992 fiir Ostdeutschland zusammensetzt. Jeder Querschnitt umfasst
alle Betriebe des gesamtdeutschen Raumes, die zur Jahresmitte (Stichtag: 30.06.) in der
Beschiftigten-Historik erfasst sind. Aufserdem bilden sie die Grundlage fiir die Ziehung
der Betriebe fiir das Betriebspanel der TAB. Das TAB-Betriebspanel stellt die zentrale
Quelle fiir Analysen zur Arbeitskriftenachfrage auf dem Arbeitsmarkt in Deutschland
dar. Diese reprisentative Arbeitgeberbefragung zu betrieblichen Bestimmungsgroften der
Beschiftigung wird seit 1993 in Westdeutschland und seit 1996 auch in Ostdeutschland
jahrlich vom Forschungsbereich ,Betriebe und Beschiftigung® des IAB durchgefiihrt. In
den Linked-Employer-Employee-Datensdtzen (LIAB) wird eine Verbindung zwischen den
Daten des TAB-Betriebspanels und den Personendaten der Beschiftigtenstatistik herge-
stellt. Dazu werden die Daten des Betriebspanels mit den ldngsschnittaufbereiteten Mel-

dungen der sozialversicherungspflichtig Beschéftigten verkniipft.

Das Meldeverfahren zur Sozialversicherung, das der Beschiftigtenstatistik zugrundeliegt

wird seit dem 1.1.1973 durchgefiihrt.'® Grofere Anderungen im Meldeverfahren hat es zum

16Zu den ersten Ergebnissen iiber strukturelle Einfliisse auf verspitete Meldungen vgl. [Cramer und
Majer, 1991].

"Komplementiir zu den Beschiftigtenstichproben wird auch ein Beschiftigtenpanel erstellt, bei dem
2%-Stichproben aus dem Quartalsbeschéaftigtenbestand gezogen werden. Bei dieser Stichprobe steht die
Aktualitit im Vordergrund. Sie ist repréisentativ fiir die amtlichen Bestandszahlen zu den Quartalsstich-
tagen.

Bnfolge des 1969 verabschiedeten Arbeitsférderungsgesetzes wurde mit der 1. ,Verordnung iiber die
Erfassung von Daten fiir die Triger der Sozialversicherung und fiir die Bundesanstalt fiir Arbeit (Daten-
erfassungsverordnung — DEVO)“ vom 24.11.1972 und der 1. ,Verordnung iiber die Datenermittlung auf
maschinell verwertbaren Datentrégern im Bereich der Sozialversicherung und der Bundesanstalt fiir Arbeit
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1.1.1981 mit der 2. DEVO und der 2. DUVO!? gegeben, mit denen u.a. sichergestellt wur-
de, dass nur noch eine Versicherungsnummer fiir jede Person vergeben wird. Auferdem
wurden darin Zustdndigkeiten in einem mehrstufigen Priifverfahren geregelt, mit dem die
Vollstindigkeit und Korrektheit der Meldungen verbessert wurde. Mit Wirksamkeit zum
1.1.1999 wurde das bis dahin giiltige Meldeverfahren (DEVO/DUVO) schlieflich durch
seit dem 1.1.1999 giiltige ,Verordnung iiber die Erfassung und Ubermittlung von Daten
fiir die Tréager der Sozialversicherung (Datenerfassungs- und -iibermittlungsverordnung —
DEUV)“ abgelést, die zu einer vollstindigen Uberarbeitung und Neugestaltung des Ver-
fahrens fiihrte und mit der auch geringfiigige Beschéftigungsverhiltnisse meldepflichtig
wurden.? Insgesamt hat sich die Erfassung der geringfiigig Beschéiftigten im Zeitverlauf
zweimal gedndert. Bis zum 1. Quartal 1999 wurden in den Quartalsdaten nur die so-
zialversicherungspflichtigen Beschéftigten ausgewiesen. Ab dem 1.4.1999 sind auch die
ausschlieklich geringfiigig Beschiftigten in den Daten enthalten. Zum 1.4.2003 wurde die
letzte Anderung wirksam. Galt vorher das Prinzip, dass in den Quartalsdaten nur ein
(Haupt-)Beschéftigungsverhéltnis pro Person erfasst wurde, wird ab dem 2. Quartal 2003
nun insofern davon abgewichen, dass auch geringfiigige Beschiftigungsverhéltnisse, die
neben einer sozialversicherungspflichtigen Hauptbeschiftigung ausgeiibt werden, aufge-
nommen werden. Diese Anderungen in der Grundgesamtheit wirken sich auch auf die

Berechnung der Betriebsgrofse und der Beschéiftigtenanteile in den Betrieben aus.?!

Ferner ist bei vergleichenden Analysen zu beachten, dass der Entgeltbegriff sich {iber
die Zeit verandert hat. Dabei wurde das Entgelt ,sukzessive auf Beziige, die neben dem
Lohn gezahlt wurden, ausgedehnt, so dass im Zeitverlauf immer mehr Lohnzuschlige

“22So ist beispielsweise seit 1984

dem beitragspflichtigen Entgelt zugerechnet wurden
vorgeschrieben, dass Lohnsonderzahlungen in das Bruttoentgelt einzubeziehen sind. Ge-
ringfiigigkeitsgrenze und Beitragsbemessungsgrenze, als Mindestentgelt bzw. maximaler
Entgeltbestandteil, die der Sozialversicherung unterliegen, wurden ebenfalls im Zeitver-
lauf hiufig angepasst.23 Weitere Anderungen im Meldeverfahren ergeben sich bei einer
Umstellung der verwendeten Klassifikationen fiir die Wirtschaftszweige der Unternehmen

oder die ausgeiibten Berufe der Beschéftigten.

(Dateniibermittlungsverordnung — DUVO)“ vom 18.12.1972 ein neues Meldeverfahren zur Sozialversiche-
rung eingefiihrt.

""Beide vom 29.5.1980.

20Vgl. Statistisches Bundesamt vierteljihrlich vom 31. Mérz 2008, S. 6.

21Vgl. Schmucker und Seth 2009, S. 45.

22Vgl. Schmihl und Fachinger 1994, S. 188.

23Eine tabellarische Ubersicht findet sich z.B. in Schmucker und Seth 2009, S. 37ff.
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4.1.2 Fehlereinfliisse in der Beschaftigtenstatistik

Die Merkmale, die in den Meldungen zur Sozialversicherung anzugeben sind, beziehen
sich auf die Person oder den Betrieb oder das Beschéftigungsverhiltnis. Bis auf die Merk-
male Geschlecht und Geburtsjahr sind sie im Prinzip iiber die Zeit verdnderlich; im Laufe
ein und desselben Beschiftigungsverhéltnisses sind sie jedoch iiberwiegend konstant.2*
Die Merkmale der Beschéftigtenstatistik konnen unterschieden werden in diejenigen, die
versicherungsrechtlich relevant sind und solche, die ausschliefslich statistischen Zwecken
dienen.?® Zu den versicherungsrechtlich relevanten Merkmalen gehoren die Versicherungs-
nummer, die Beschéaftigungszeit und das versicherungspflichtige Entgelt. Aufgrund dieser
Angaben werden die Zahlungen fiir die Sozialversicherungen ermittelt. Es ist daher da-
von auszugehen, dass sie von den Arbeitgeber/innen genau angegeben und zudem von
den Versicherten iiberpriift werden. Diese Genauigkeit ist einer der Vorziige der Beschéf-
tigtenstatistik. Dabei sind die Definitionen der einzelnen Merkmale gesetzlich festgelegt
und erfiillen in erster Linie juristische und administrative Anforderungen, so dass eine

Identifikation mit volkswirtschaftlichen Begriffsbestimmungen erschwert ist.26

Bei den Meldungen fiir statistische Zwecke sind Abstufungen in der Genauigkeit zu
vermuten, da verschiedene Stellen fiir die Ermittlung der Merkmalswerte zustindig sind.
Die wirtschaftsfachliche und regionale Zuordnung des Betriebes, also die Merkmale, die
sich auf den Betrieb selber beziehen, werden von Fachkriften in den Betriebsnummern-
stellen der Arbeitsagenturen vorgenommen und in der hauseigenen Betriebsdatei gefiihrt.
Trotz der Unschirfe der Klassifizierung selber ist hier von einer zufriedenstellenden Ein-
heitlichkeit und Genauigkeit der Angaben auszugehen.?”. Die personlichen Merkmale der
Versicherten beruhen hingegen auf Angaben der Arbeitgeber/innen und werden auch dort
verschliisselt. Die Codierung dieser Merkmale wird zwar durch die Anleitungen des Mel-
deverfahrens gem. DEUV vorgegeben, jedoch kann eine einheitliche Handhabung nicht
erreicht werden. Betriebsspezifische Berufsbezeichnungen kénnen z.B. zu abweichenden
Klassifizierungen gleicher Tétigkeiten fiihren und insbesondere bei kleinen Betrieben wer-
den die Meldungsvordrucke haufig von nicht fachlich geschulten Kréften ausgefiillt. Mit
einem Betriebswechsel dndern sich iiberzufillig hdufig auch die Ausprigungen von Varia-
blen, die man irrtiimlich als iiber die Zeit konstant ansehen koénnte, z.B. die Ausbildung
oder die Stellung im Beruf. Das kann einerseits auf Meldefehler des Betriebes zuriick-

zufithren sein, andererseits auch eine tatsichliche Verdnderung des jeweiligen Status be-

24Vgl. Bender u.a. 1996, S. 11.
25Vgl. Cramer 1985, S. 62fF
26Vgl. Bender u.a. 1996, S. 11.

2"Dennoch gibt es Hinweise darauf, dass die Betriebsklassifizierungen in den AA-Regionen unterschied-
lichen Tendenzen folgen kénnen. Vgl. Fritsch u.a. 2002, S. 94.
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deuten.?8 Beispielsweise werden Anderungen im Ausbildungsstatus hiiufig erst bei einem

Betriebswechsel neu erfasst.2?

Grundsitzlich konnen die Ergebnisse der Beschéftigtenstatistik nicht besser sein als die
zum Auswertungszeitpunkt vorliegenden Meldungen. Wermter und Cramer [1988] stellen
dazu fest: ,Wie grof die Fehlermargen anzusetzen sind, diese Frage ist vor oder in einer
angemessenen Zeit nach einer Auswertung nicht zu beantworten“.3® Typische Ursachen
fiir Meldeverzogerungen und -ungenauigkeiten konnen z.B. sein: unvollstidndige und nicht
fristgerechte Meldungen durch die Betriebe; Verzogerungen in der Dateniibermittlung
zwischen Krankenkassen, Datenstelle der Rentenversicherungstriager und BA — ggf. ver-
ursacht durch das Klarungsverfahren fiir eine unbekannte Versicherungsnummer — oder
die unzutreffende Verwendung von Betriebsnummern auferhalb ihres Geltungsbereichs
durch die Arbeitgeber/innen. Da Meldeverzogerungen bzw. -unterlassungen mit ungleich-
miéfiger Dauer und Verteilung auftreten, die nicht kurzfristig beobachtet werden kénnen,
konnen Konjuktureinfliisse auf die Entwicklung des Beschéiftigungsstandes am aktuellen

Rand in der Beschéftigtenstatistik nicht bzw. nur eingeschrinkt beobachtet werden.

Dariiber hinaus ist davon auszugehen, dass es systematische Einfliisse auf die Verzo-
gerung von Meldungen gibt. Bei den ersten Auswertungen der Historik-Datei konnten
Cramer und Majer [1991]| im Bezug auf die Struktur verspéteter Meldungen zeigen, dass
relativ kurze Beschiftigungszeiten nachgemeldet werden ,und zwar in stidrkerem Mafe fiir
Auslander, Teilzeitkrifte, Frauen und Arbeiter“3!. Dabei gingen die Meldeverzogerungen
vermutlich iiberwiegend auf versicherungsrechtliche Probleme zuriick, fiir die ein Kli-
rungsverfahren erforderlich wurde. Eine weitere strukturelle Ursache fiir die Verspitung
hing mit der Art des meldenden Betriebes zusammen: ,Kleinere Betriebe mit weniger
sachkundigem Personal, zudem aus Branchen, in denen sich wegen der dort typischen
hoheren Fluktuation versicherungstechnische Problemfélle hdufen, sind vor allem fiir die

Verzogerung verantwortlich®.32

Aufgrund des Verfahrens fiir die Vergabe von Betriebsnummern gibt es Inhomogeni-
taten bei der Identifizierung und Klassifizierung der statistischen Einheit der ,Betriebe.
Prinzipiell war beabsichtigt, dass die Betriebsnummern die Einheit der ,Arbeitsstitte”
aus der Arbeitsstiattenzihlung 1970 und dementsprechend eine ,0rtliche Produktionsein-
heit einschlieklich der in der Ndhe befindlichen Verwaltungs- und Hilfsbetriebe* abbil-
den sollten. Verschiedene Niederlassungen eines Betriebes sollten also auch verschiede-

ne Betriebsnummern erhalten. Aufgrund des Widerstandes der Arbeitgeber/innen wurde

Z8Vgl. Schmucker und Seth 2009, S. 94.
29Vgl. ebd. S. 55.

30Vgl. ebd. S. 480.

31Vgl. Cramer und Majer 1991, S. 83.
32Vgl. Cramer und Majer 1991, S. 83.
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schliefslich eine flexiblere Regelung fiir die Betriebsidentifizierung vorgesehen. Es ist daher
moglich, dass Niederlassungen in derselben Gemeinde, die demselben Wirtschaftszweig
angehoren, unter derselben Betriebsnummer zusammengefasst sind. Ebenso ist es mog-
lich, dass eine Niederlassung auf Antrag der Arbeitgeber/innen aus praktischen Griinden
mehrere Betriebsnummern erhilt, 7.B. getrennt fiir Angestellte und Arbeiter/innen.?? In
den Vorstudien zum IAB-Betriebspanel wurde deutlich, dass die Vergabepraxen fiir die
Betriebsnummer sich zwischen den Branchen unterscheiden. So bezieht sich etwa im verar-
beitenden Gewerbe die Betriebsnummer in fast allen Féllen auf eine betriebswirtschaftlich
sinnvoll interpretierbare Einheit. Vor allem in der &ffentlichen Verwaltung, bei den Sozi-
alversicherungstrigern sowie den Organisationen mit Erwerbscharakter treten hingegen
haufig Abgrenzungen auf, die fiir Analysen auf Betriebsebene wenig Sinn machen.3* Tm
Bezug auf Langsschnittbetrachtungen ist auferdem zu beachten, dass die Betriebsnum-
mer im zeitlichen Verlauf auf unterschiedliche Betriebe verweisen kann. Im Grundsatz ist
die Betriebsnummer personlich an die Inhaber/in des Betriebes gebunden, nicht aber an
einen Einzelbetrieb als solchen. Mégliche Verlaufe konnen z.B. sein: Wechsel der Betriebs-
nummer bei Wechsel der Inhaber/in bzw. Wechsel der Rechtsform, Neugriindung eines
Betriebes unter derselben Betriebsnummer, Integration mehrerer Betriebe oder Ausgliede-
rung von Unternehmensteilen sowie verinderte Zuordnung der Beschiftigten auf mehrere

Nummern.3?

Da die Beschiftigungsentwicklung in einer Region haufig von wenigen Grofbetrieben
dominiert wird, werden bei Verdnderungen der Wirtschaftszugehorigkeit oder Betriebs-
verlagerungen erhebliche Effekte ausgelost, die singulér auftreten. Dies ist besonders dann

relevant, wenn solche Betriebe ungiinstig abgegrenzt oder zugeordnet sind.

Mit der Einfithrung der DEUV am 1.1.1999 wurde die Abgabe der Meldungen zur So-
zialversicherung per EDV als Standard eingefiihrt. Aufterdem wurde die Aufbereitung der
Beschiiftigtenstatistik in der BA in einem ,data warehouse” neu aufgebaut, wobei die zu
verarbeitenden Einzeldaten zunéchst zu Aggregaten verdichtet werden, die fiir die Stan-
dardauswertungen ausreichend sind. Dadurch kénnen die grofsen Datenbestdnde schneller
und flexibler als bisher ausgewertet werden.?¢ Allgemein konnte durch die Automatisie-
rung die Vollstandigkeit und Korrektheit der Daten verbessert werden. Insgesamt wird
im aktuellen Qualititsbericht zur Beschiftigtenstatistik konstatiert, dass die Qualitit der
Daten — aufgrund der bestehenden Meldepflicht und der mehrstufigen Priif- und Kor-
rekturverfahren — fiir statistische Zwecke als ,sehr gut eingeschétzt“ wird. Fehlerhafte

Angaben in den Meldungen werden grundséitzlich nur bei den Angaben zum Beruf er-

33Vgl. [Cramer, 1985].
34Vgl. Fritsch 1997, S. 132.
35Vgl. [Fritsch, 1997].
36Vgl. Liiken 2002, S. 52.
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wartet. Fehlende Einheiten (d.h. unit-non-response) gibt es nur in den Féllen, in denen
die letzte Beschiftigungsmeldung schon linger zuriickliegt und keine Abmeldung erfolgt
ist. Solche unvollstindigen Kontenverldufe existieren in geringem Umfang. Fehlende Mel-
dungen (d.h. item-non-response) kommen hingegen haufiger vor. Relevant ist die Anzahl
fehlender Meldungen fiir das Merkmal Ausbildungsstand: derzeit werden fiir iiber 15%
der Beschaftigten keine konkreten Angaben zum Bildungsabschluss gemeldet.?” Da die
Fehlermodellierungen im néichsten Abschnitt als exemplarische Beispiele dienen sollen,
wird die Relevanz der Fehlereinfliisse allerdings im Folgenden vernachlassigt. Ausschlag-
gebend fiir die Auswahl ist eher, ob die Merkmalsvariablen zur Illustration verschiedener

Fehlertypen herangezogen werden kénnen.

4.2 Fuzzy-Modellierung von Merkmalen

Aufbauend auf die verfiigharen Daten der Beschéftigtenstatistik werden in diesem Ab-
schnitt Fuzzy-Merkmalsvariable konstruiert, die den tatsidchlichen Informationsstand iiber
den Fehler in den Beobachtungen mdoglichst gut wiedergeben sollen. Mit der Fuzzifizierung
soll die Ungenauigkeit der Messwerte durch eine Zugehorigkeitsabschétzung der moglichen
Lage des ,wahren“ Merkmalswertes abgebildet werden. Die Fuzzy-Daten sind daher iiber-
wiegend epistemisch zu interpretieren. Es ist also z.B. konkret zu bewerten, wie sich die
Meldeprobleme, die Inhomogenitidten bei der Betriebsnummernvergabe oder die Lern-
effekte bei einer Umstellung des Meldeverfahrens bei der gegebenen Problemstellung in

den moglichen Werten einer Merkmalsvariablen niederschlagen.

Wie in Definition 2.21 in Abschnitt 2.5.1 festgehalten wurde, sollen im Hinblick auf die
Fuzzy-Regression zunéchst nur Merkmale mit metrischer Skala betrachtet werden, fiir die
die zugehorigen Fuzzy-Merkmale ebenfalls als metrisch skaliert angesehen werden kon-
nen. Es werden aber nur einige Erhebungsmerkmale der Beschiftigtenstatistik auf einer
metrischen Skala gemessen, ndmlich Beschaftigungsbeginn, Beschiftigungsende, sozialver-
sicherungspflichtiges Bruttoentgelt und Alter. Daher werden in dieser Arbeit iiberwiegend
abgeleitete Merkmale, wie etwa Bestandszahlen, untersucht. Diese sind deutlich von der
Giite der verwendeten Berufs- oder Wirtschaftszweigklassifikationen beeinflusst.?® Die Mo-
dellierung sollte vor allem die relevanten Unschirfen wiedergeben, die die Genauigkeits-
schwelle iiberschreiten. Ein Vorschlag, mit dem dariiber hinaus die Genauigkeitsschwelle

bei der Modellierung explizit einbezogen werden kann, wird in Abschnitt 4.2.6 vorgestellt.

Die Fuzzy-Merkmalswerte werden hier nicht in Form von LR-Fuzzy-Zahlen gemaf De-

finition 2.6 spezifiziert, sondern als gestuft trapezféormige Fuzzy-Mengen S-ter Ordnung,

3TVgl. Statistisches Bundesamt 2009, S. 5f.

38Dariiber hinaus wird klassifiziert nach: Geschlecht, Staatsangehorigkeit, Beschéftigungsort, Wohnort,
Stellung im Beruf, Ausbildung, Vollzeit/Teilzeit, Familienstand.
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d.h. die Seiten der a-Niveaus konnen als lineare Polygonziige mit (hochstens) S —1 Un-
stetigkeitspunkten dargestellt werden. Als prototypisches Beispiel einer trapezformigen
Fuzzy-Menge 2-ter Ordnung kann die Datenmodellierung in Abbildung 4.5 auf Seite 142
angesehen werden. Die Modellierung der Flanken der Fuzzy-Mengen als lineare Polygon-
ziige lassen eine flexible Anndherung an beliebige Referenzfunktionen zu und sind iiberdies
leicht zu programmieren. Da die Fuzzy-Trapeze S-ter Ordnung im wesentlichen trapez-
formige Fuzzy-Zahlen sind, konnen die Berechnungsmethoden der linearen Regression,
die in Kapitel 3 vorgestellt wurden, ohne grofen Aufwand auf die konstruierten Fuzzy-

Merkmalswerte iibertragen werden.

Zur Konstruktion der Fuzzy-Merkmalswerte muss der Gesamtfehler abgeschitzt und
quantifiziert werden. Dazu werden die bekannten, wesentlichen Fehlereinfliisse identifi-
ziert. Fiir die Konstruktion der Fuzzy-Daten wird zum einen die Menge der sicher mog-
lichen Punkte bestimmt, die den Kern der Fuzzy-Menge ausmachen, und zum anderen
die Menge der gerade noch mdoglichen Punkte, die die Tragermenge bilden. Der Kontrast
fiir den Ubergang zwischen moglichen und nicht-mdglichen Punkten wird dann entweder
durch die Vorgabe von Ubergangspunkten auf den kritischen a-Niveaus fiir 1 < s < S
oder durch die Vorgabe von Referenzfunktionen mit den zugehorigen Spannweiten festge-
legt. In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Vorschlége fiir die Konstruktion
von empirischen Fuzzy-Daten vorgestellt. Schlieflich werden die Eigenschaften der vorge-
schlagenen Fuzzy-Modellierungen diskutiert, dabei werden unter anderem Ansétze fiir die
Verallgemeinerung der Modellierungsverfahren erortert. Das Ziel der Beispielsammlung
liegt dabei weniger in der Giite der konstruierten Fuzzy-Merkmale selber als darin, ver-
schiedene Konstruktionskonzepte aufzufachern und aufzubereiten, die zum Weiterdenken

anregen sollen.

4.2.1 Auswirkung fehlender Meldungen — Individuelle
Fuzzy-Zugehorigkeit zum Beschaftigtenbestand

Als Beispiel wird das Merkmal der individuellen Zugehdirigkeit zum Beschdftigtenbestand
bei der Quartalsauswertung betrachtet. Die Auswertung findet mit einer Wartezeit von

mindestens sechs Monaten nach dem Stichtag statt.

Der Vollstandigkeitsgrad der abgegebenen Meldungen in den Meldebestidnden fiir die
Stichtage unterliegt Schwankungen. Die Meldeprobleme fiithren auf der Ebene der Be-
standskonten dazu, dass sozialversicherungspflichtig Beschéftigte filschlich nicht im Be-
stand aufscheinen oder dass sie filschlich weiterhin im Bestand gefiihrt werden. Es gibt

allerdings keine Moglichkeit, die Zahl der ,,unterlassenen Meldungen“ auf der Grundlage
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des vorhandenen Datenmaterials festzustellen.3? Dabei fallen die Meldeprobleme vor al-
lem bei den Quartalsauswertungen und den Jahresauswertungen ins Gewicht, so dass von
einem anndhernd vollstindigen Meldeeingang erst nach einer Wartezeit von drei Jahren
ausgegangen werden kann. Zu beachten ist, dass verzogerte Meldungen zu Fehlern in der
Wiedergabe der Struktur des Beschéiftigtenbestandes fithren. Auch diese konnen nicht

aktuell identifiziert und somit nicht korrigiert werden.

Fehlende Meldungen kénnen in den Versicherungskonten mit logischen Priifalgorithmen
zu einem sehr grofien Teil ausgeglichen werden, indem Daten aus einer Ersatzmeldung
erginzt werden. Daher ist es sinnvoll, die Datenunschérfen durch die Meldeprobleme zu-
nichst auf der Ebene der individuellen Versicherungskonten zu beschreiben und erst in
einem weiteren Schritt die Aggregation zu einer Bestandszahl zu betrachten. Ansétze
zur Fuzzy-Modellierung des aggregierten Beschéftigtenbestandes werden im néchsten Ab-
schnitt 4.2.2 untersucht.

Grundsitzlich besteht nur dann Sicherheit {iber ein bestehendes Beschiftigtenverhélt-
nis am Stichtag, wenn die vorliegenden Meldungen auf dem Versicherungskonto die Be-
schiftigung bis zu einem Datum anzeigen, das iiber den Stichtag hinausreicht. Falls die
letzte vorliegende Meldung nur Zeiten vor dem Stichtag erfasst, kann die Beschiftigung
somit nur bedingt festgestellt werden, wobei die Ungewissheit mit wachsendem Abstand
zunimmt.*® Eine Anmeldung ist nur eine unsichere Meldung, da sie nur den Beschifti-
gungsbeginn, nicht aber eine Beschiftigungsdauer anzeigt und es vorkommen kann, dass
trotz Anmeldung keine Beschiftigung erfolgt.*! Die Beschiftigung kann erst dann als si-
cher gelten, wenn eine Anmeldung durch eine nachfolgende zahlungsrelevante Meldung
— eine der sog. ,Entgeltmeldungen” Unterbrechungs-, Jahres- oder Abmeldung — besté-
tigt wird. Diese fungieren daher auch als Ersatzmeldungen fiir fehlende Anmeldungen.
Hingegen gibt es fiir fehlende Abmeldungen keine Ersatzmeldungen, die das Ende der
Beschiftigung anzeigen. Von besonderer Relevanz sind dabei Beschéiftigungsverhiltnisse,
die wihrend oder zum Ende einer Unterbrechung beendet werden. Da eine Abmeldung
dann keine Zahlungsrelevanz mehr hat, unterbleibt sie hiaufig. Unterbrecher /innen werden
dann félschlicherweise zu lange im Bestand mitgefiihrt. Durch fehlenden Abmeldungen
nach Zeiten der Beschiftigungsunterbrechung, insbesondere bei Unterbrechungen durch
Elternzeit z.T. auch durch Wehr- und Zivildienst, werden Verzerrungen in groferem Um-

fang verursacht.*?

39Vgl. Wermter und Cramer 1988, S. 477.

40Dje Bestandszugehorigkeit sinkt bei genauer Betrachtung also auch fiir real fortlaufende Beschiiftigun-
gen wahrend des Jahres, bis sie durch die Jahresmeldung bestéitigt werden und die Zugehorigkeit wieder
auf 1 springt.

4! Anmeldungen werden bei der Quartalsauswertung aufgrund der vergleichsweise kurzen Wartezeit mit
einbezogen.

42ygl. Wermter und Cramer 1988, S. 469ff. Im Jahr 1986 wurde der Erziehungsurlaub von sechs auf zehn
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Fiir die Modellierung eines Fuzzy-Wertes ist zu beurteilen, wie die Verringerung der
Gewissheit durch Meldefehler im individuellen Versicherungskonto identifiziert und quan-
tifiziert werden konnen. Uber fehlende Anmeldungen in einem Versicherungskonto, ins-
besondere iiber fehlende Anmeldungen von bisher nicht registrierten Personen, liegen am
aktuellen Rand keine Informationen vor, sie kénnen folglich nicht dargestellt werden. Feh-
lende Abmeldungen sind dann wahrscheinlich, wenn eine Jahresmeldung fehlt oder wenn
eine neue Meldung durch eine andere Arbeitgeber/in erfolgt. Aukerdem kann eine vor-
liegende Unterbrechungsmeldung als Indiz fiir die erh6hte Moglichkeit einer fehlenden
Abmeldung gewertet werden. Meldeausfille sind iiberwiegend mit Strukturkomponenten
verkniipft, z.B. werden Beschiftigte in Kleinstbetrieben zu einem groferen Teil verspétet
oder gar nicht gemeldet, und treten haufig nur punktuell auf, z.B. kénnen Meldeverzoge-

rungen durch einen Verarbeitungsfehler in einer Krankenkasse verursacht sein.

Die abnehmende Mdglichkeit eine Beschéftigung mit wachsendem zeitlichen Abstand
von der letzten vorliegenden Meldung kann quantitativ mit Hilfe von externen Infor-
mationen iiber die charakteristische Fortdauer der Beschéftigung beschrieben werden.
Damit kann eine Teilzugehorigkeit der jeweiligen Beschéftigten zum Beschéftenbestand
an einem Kalendertag bestimmt werden. In Anlehnung an die Datenbereinigung in der
Historik-Datei wird zur Modellierung der Datenunschérfen bei einer Quartalsauswertung
der Beschiftigtenstatistik der folgende Ansatz verwendet. Die Modellierung basiert auf
den Annahmen, dass eine Meldeverzogerung nicht ldnger als ein Jahr dauert und dass

hochstens eine (Jahres-)Meldung verloren geht.*?

Eine unscharfe Modellierung wird dann ausgelost, wenn im Versichertenkonto (noch)
eine Jahresmeldung fehlt, der keine weiteren Meldungen folgen. Ist die letzte vorliegende
Meldung eine Jahresmeldung fiir 39, so kann angenommen werden, dass die Zugehorigkeit

zum Bestand zwischen y, und dem Stichtag der fehlenden Jahresmeldung y; linear bis auf

Monate verlingert. Eine Aufstellung der Anderungen der Beurlaubungsfristen fiir die Elternzeit bis 1996
ist in Bender u.a. 1996, S. 25 zu finden.

43Die Bereinigung um ,Altfille* erfolgte bis Ende der 80er Jahre zunichst mit einem mechanischen
Abschneideverfahren. Dabei wurde von den Fillen, fiir die linger als ein Jahr keine Meldungen mehr ein-
gegangen waren, in chronologischer Reihenfolge so viele ausgesondert bzw. ggf. auch wieder eingegliedert,
wie es dem Saldo zwischen den neu gemeldeten Beschiftigten und den abgemeldeten Beschiftigten ent-
sprach. Vgl. Wermter und Cramer [1988], S. 479.
Der Ansatz basierte auf der Beobachtung, dass die Zahl der Anmeldungen im Saldo die der Abmeldungen
iibersteigt und deren Summe i{iber einen Zeitraum von zwei Jahren in etwa die Zahl der offengeblie-
benen Konten reproduziert. Die ersten Auswertungen mit der Historik-Datei zeigten aber, dass durch
das Abschneideverfahren zusétzliche Verzerrungen in der Beschiftigtenstruktur verursacht wurden und es
dariiber hinaus dazu fiihrte, dass Beschéftigtenanstiege wihrend eines Konjunkturaufschwungs nicht er-
kennbar wurden. Eine wesentliche Stérke der Beschiftigtenstatistik ist aber gerade die Genauigkeit in der
Abbildung der regionalen, wirtschaftsfachlichen und beruflichen Beschiiftigtenstruktur. Das Interpolati-
onsverfahren fiir fehlende Meldungen sollte daher moglichst keine zuséitzlichen unbekannten Verzerrungen
in den Bestandsdaten erzeugen. Infolgedessen wurde schlieflich auf die Datenbereinigung mit dem Ab-
schneideverfahren verzichtet.
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(Eigene Darstellung)

Abbildung 4.1: Individuelle Zugehdrigkeit zum Bestand bei fehlender Jahresmeldung in g
und y — Zu beachten: Die Modellierung erfolgt erst fiir Stichtage ¢ > y;.

einen Schwellenwert § abnimmt, der im Zusammenhang mit dem Anteil ,typischerweise
fehlender Folgemeldungen gewéhlt werden kann. Bis zum Ende des zweiten Folgejahres
1o kann eine bis Null sinkende Zugehorigkeit unterstellt werden. Anhand der so konstru-
ierten Fuzzy-Menge iiber der Zeitleiste, die die individuelle Bestandszugehorigkeit einer
Beschiftigten darstellt, kann an jedem Stichtag s fiir jedes Individuum ¢ eine Zugehorig-
keit zum Beschéftigtenbestand p,; € [0,1] ausgewertet werden. Die Modellierung ist in
Abbildung 4.1 illustriert.

Der 2-Jahres-Zeitraum fiir das Abklingen der Zugehorigkeit ist dadurch zu begriin-
den, dass erst nach zwei Jahren die Kontrollzyklen des Meldeverfahrens iiberwiegend
abgeschlossen sind und eine annéhernde Vollstindigkeit in den Meldeeingéingen erreicht
wird.* Es liegen Strukturstatistiken iiber Abweichungen in der Meldedisziplin bei spe-
zifischen Beschiftigtengruppen bzw. Betriebstypen vor. Liangere Laufzeiten und fehlende
Meldungen sind demnach typisch fiir Beschéftigungsverhéltnisse von Frauen und Auslin-
derInnen sowie fiir Meldungen von Kleinstbetrieben. Die Modellierung des Effekts von

fehlenden Abmeldungen kann damit ggf. noch modifiziert werden.

Ist die letzte vorliegende Meldung eine Unterbrechungsmeldung, dann kann entspre-
chend eine linear bis Null fallende Zugehorigkeit fiir das Jahr nach der Unterbrechungs-
meldung unterstellt werden, sofern in einem Zeitfenster von einem Jahr danach keine

Folgemeldungen vorliegen.*?

#Es ist zu vermuten, dass sich durch die aktuellen Anderungen im Erhebungsverfahren (z.B. Auswei-
tung des elektronischen Meldeverfahrens, Verschmelzen der Rentenversicherungstriiger) erhebliche Verbes-
serungen in der Meldegenauigkeit ergeben haben. In der Einfiihrung zur Fachserie 1 ,Bevilkerung und
Erwerbstétigkeit”, Reihe 4.2.1 ,Struktur der sozialversicherungspflichtigen Beschéftigten vom 31.12.2006
wird allerdings weiterhin darauf hingewiesen, dass die vierteljihrlichen Bestandsergebnisse verfahrensbe-
dingt fiir einen Zeitraum von drei Jahren als vorlaufig gelten und von der BA gegebenenfalls noch korrigiert
werden (S. 4).

45Bei Anmeldung durch eine neue Arbeitgeber /in innerhalb eines kiirzeren Zeitraums kann gegebenenfalls
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Der so bestimmte individuelle Fuzzy-Zugehorigkeitswert ji; ; ist eine Bewertung dafiir,
zu welchem Grad das Individuum ¢ zum gegebenen Stichtag ¢t dem Beschéaftigtenbestand
angehort. Der Wert kann also als Klassenzugehorigkeit interpretiert werden. Im Unter-
schied zu einem Gewichtungsfaktor, der den Einfluss des Individuums auf einer kardinalen
Skala abbildet, die eine rechnerische Ubertragung der Verhiltnisse ermoglicht, reprisen-
tieren die Zugehorigkeitsgrade aber nur eine ordinale Anordnung. Die individuellen Be-
standszugehorigkeiten konnen daher nicht sinnvoll arithmetisch verkniipft werden. Sie sind
eher als Vorstufe fiir die Bestimmung von aggregierten Fuzzy-Merkmalen zu sehen, wie es
etwa die Auszéhlung des Fuzzy-Beschiftigtenbestandes darstellt, die in Abschnitt 4.2.2
beschrieben wird. In dhnlicher Weise wie die iiblichen Gewichtungsfaktoren kénnen die
individuellen Zugehorigkeitsgrade auch als Genauigkeitsinformation in die Bewertung von
anderen Merkmalswerten iibertragen werden. Dies kann besonders bei Merkmalsauswer-
tungen interessant sein, die sich auf Teilbestéinde beziehen. So kann es etwa von Interesse
sein, den Zugehorigkeitsgrad zum Beschaftigtenbestand auf das Merkmal ,,Ausbildungs-
stand“ zu iibertragen, um diesen bei der Bestimmung von ausbildungsstandbezogenen,

abgeleiteten Betriebsgrofienklassen ebenfalls zu beriicksichtigen.46

Entsprechend wie bei dem Bereinigungsverfahren bei der Erstellung der Historik-Datei
bleiben bei der individuellen Fuzzy-Bestandszugehorigkeit die Strukturinformationen iiber
die gemeldeten Beschiftigten erhalten und werden dariiber hinaus durch die Bewertung
der Meldesicherheit von Abmeldungen erginzt. Eine Ergdnzung von Informationen iiber
fehlende Anmeldungen ist auf der Ebene der individuellen Versicherungskonten nicht bzw.
nur in der Tendenz*” moglich. Diese konnen ggf. bei der Auszihlung von aggregierten
Teilbestdnden abgeschétzt werden, dort aber zu Lasten der Differenzierung nach den

Strukturmerkmalen.

Insgesamt ist die Modellierung der individuellen Fuzzy-Zugehorigkeit zum Beschéftig-
tenbestand ein Beispiel fiir die Fuzzifizierung einer bindren Variablen, iiber deren aktu-
ellen ,Schaltzustand“ Ungewissheit besteht. Die Modellierung beruht dabei stark auf der
Kontextinformation iiber die ,Schaltvorginge“, hier z.B. die typischen Eigenschaften des
Meldeverfahrens. Die Zugehorigkeitswerte sind nur im Rahmen eines ordinalen Vergleichs
interpretierbar und konnen bei der Bildung von Teilpopulationen als Information iiber die

Klassenzugehorigkeit genutzt werden.

eine schneller fallende Zugehorigkeit unterstellt werden, falls nicht ein nahtloser Beschiftigungswechsel
anzunehmen ist.

46Dabei wire zu unterstellen, dass die Angaben fiir den ,,Ausbildungsstand unabhingig von den Struk-
turmerkmalen sind, die in die Bestandszugehorigkeit einflieffen.

4TEs ist z.B. moglich, durchschnittliche Verspéitungsdaten als ,tendenzielle Zahl von fehlenden Anmeldun-
gen“ einzubeziehen. Der Vorteil einer Fuzzy-Modellierung ist dann, dass die aktuelle Bestandsinformation
mit dem Expert/innenwissen gewichtet werden kann. Daumenregeln kdnnen so visualisiert und objektiviert
werden.
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4.2.2 ,Beschiaftigtenbestand” — aggregierte

Fuzzy-Bestandsauszahlung

Als Beispiel wird das Merkmal der aggregierten Zugehdrigkeit zum Beschdftigtenstand
bei der Quartalsauswertung betrachtet. Die Auswertung findet mit einer Wartezeit von

mindestens sechs Monaten nach dem Stichtag statt.

Aus der Beschiftigtenstatistik wird insbesondere der Beschiftigtenstand zu gegebe-
nen Stichtagen ermittelt. Eine erste verldssliche Auszidhlung der Bestandsdaten wird bei
den Quartalsauswertungen nach einer Wartezeit von sechs Monaten durchgefiihrt. Auf-
grund verspiteter Meldeeingiinge gelten die Bestandszahlen aber fiir weitere drei Jahre
als vorldufig und werden gegebenenfalls angepasst, so dass das Wissen iiber die Fehlerein-
fliisse in den Bestandszahlen sich mit erhohter Wartezeit verdndert. Durch den unsicheren
Eingang der Meldungen entstehen Niveaufehler in der Beschéftigtenentwicklung. Positive
Niveaufehler entstehen durch die fehlenden oder verzogerten Abmeldungen. Aus den nicht
eingegangenen Anmeldungen entstehen demgegeniiber negative Niveaufehler. Fiir diese ist
strukturell relevant, dass besonders héufig Anmeldungen von Berufsanfinger/innen von
Verzogerungen betroffen sind, da hierbei noch das Kontroll- und Vergabeverfahren fiir feh-
lende Versicherungsnummern durchgefiihrt werden muss.*® Verzogerte Anmeldungen be-
wirken, dass sich eine Zunahme der Beschéftigung bei einem Konjunkturaufschwung erst
nach einer deutlichen Wartezeit in der Beschéftigtenstatistik niederschligt. Eine Auswer-
tung der Historik-Datei zeigte, dass zwischen den entstehenden negativen und positiven
Niveaufehlern keine Korrelation beobachtet werden kann, d.h. der Saldo der Niveaufehler

ist aktuell nicht bestimmbar und kann positiv oder negativ ausfallen.*?

Durch die in Abschnitt 4.2.1 eingefiihrte individuelle Fuzzy-Zugehorigkeit zum Beschéf-
tigtenbestand, werden die Auswirkungen der Meldefehler abgebildet, soweit sie im indivi-
duellen Versicherungsverlauf beschreibbar sind. Damit kann hauptséchlich der Fortschrei-
bungsfehler korrigiert werden, der daraus entsteht, dass der Beschéftigtenbestand infolge
von nicht erfolgten Abmeldungen systematisch iiberzeichnet wird und dessen Effekt sich
iiber die Folgeperioden kumuliert. Um eine zunehmende Uberzeichnung der Bestandsda-
ten zu verhindern, ist eine solche zeitnahe Korrektur des Fortschreibungsfehlers besonders

wichtig.

Es ist zu beachten, dass verzogerte Meldungen auch zu Fehlern in der Wiedergabe
der Struktur des Beschiftigtenbestandes fiihren kénnen. Beispielsweise wenn die Wirt-
schaftszweigzugehorigkeit einer Person, die real nicht mehr beschéftigt ist, weiterhin aus-

gewiesen wird, hingegen diejenige einer Person, die eine Beschiftigung neu aufgenommen

48Vgl. Wermter und Cramer 1988, S. 477.
19Vgl. [Cramer und Majer, 1991].
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20,4 21,8 .
(Eigene Darstellung)®?

Abbildung 4.2: Fuzzy-Beschéftigtenbestand am 30.9.1984 in Mio. Beschiftigte

hat, noch nicht. Diese Fehler konnen kaum aktuell identifiziert und somit nicht korrigiert
werden. Auferdem entstehen in einzelnen Stichtagen spezifische Effekte: die Bilanzfunk-
tion der Jahresmeldung fiihrt zu verstirkten Korrekturen fiir fehlende Meldungen, die
hiufig zu einer starken Erhéhung der gemeldeten Beschiftigten fiihrt; Verdnderungen in
der Verteilung der Beschaftigten auf die Wirtschaftszweige, insbesondere aber in der Be-
triebsstruktur des sekundéren Betriebspanels ergeben sich z.B. auch durch die regelméfig

durchgefiihrten Betriebsnummernrevisionen.

Zur Konstruktion des Fuzzy-Merkmalswertes werden hier zunéchst die individuellen
Zugehorigkeiten zum Stichtagsbestand ausgezdhlt. In einen zweiten Schritt kénnen die

Fuzzy-Bestandszahlen dann noch um weitere Fehlerinformationen modifiziert werden.

Fiir einen gegebenen Stichtag liegen uns fiir alle Individuen ¢ € {1,... N}, fiir die ein
Versichertenkonto existiert, individuelle Bestandszugehorigkeiten p; vor. Die individuellen

Zugehorigkeiten konnen ohne Einschrinkung in fallender Reihenfolge angeordnet werden:
(p;), sodass 1>p;>->puy>0.

Damit koénnen wir, wie in Abbildung 4.2 dargestellt, den Fuzzy-Bestand B definieren
durch

pi(n) = gy, n1(1) fin, wobei By = max{i|u; = 1}.5

Dabei sei allgemein fiir a,b € R mit a < b mit 1f,;) die Indikatorfunktion fiir das In-

tervall [a,b] bezeichnet, die fiir Elemente von [a,b] den Wert 1 annimmt und ansonsten

verschwindet.
*Diese Definition entspricht — bis auf die Optimierung der Zugehéorigkeitswerte fiir eine passgenaue
Bewertung — der erweiterten Addition. Die Verwendung von @ wiirde in diesem Fall zu einem sehr

kleinen, konstanten Zugehorigkeitswert . = min{yu, |1 <i < N} fiihren.
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Die Treppenfunktion kann dhnlich wie in Abbildung 4.2 durch eine geglittete Form des
Fuzzy-Bestandswertes ersetzt werden, die dann giinstigere Eigenschaften fiir die Anpas-
sung der Regressionsfunktion aufweist. Der so bestimmte aggregierte Fuzzy-Wert fiir den
Rohbestand an Beschéftigten kann ggf. um weitere Einfliisse modifiziert werden, die nur

fiir aggregierte Bestdnde modelliert werden konnen.

Bei Daten vor 199952 konnen z.B. die ,typischen Anteile von fehlenden Abmeldungen
nach einer Unterbrechungsmeldung nachtréglich korrigiert werden, so dass die Spezifika
bestimmter Beschiftigtengruppen — wie Frauen, Auslidnder/innen, Arbeiter/innen, Be-
schéftigte in Kleinstbetrieben — besser reprasentiert werden. Mit Hilfe von Expert/innen-
wissen werden dazu fiir den jeweiligen Teilbestand Modifizierungsfunktionen® m! oder
mf : [0,1) — [-1,1] modelliert, die fiir jedes a-Niveau angeben, wie der Verlauf der
linksseitigen bzw. der rechtsseitigen Zugehorigkeiten im aggregierten Teilbestand gegen-
iiber der Annahme fiir die individuelle Bestandszugehorigkeit in Abschnitt 4.2.1 zu kor-
rigieren ist. Die Modifizierungsfunktion kann z.B. auf der Basis von historischen Da-
ten iiber die chronologischen Héufigkeiten der fehlenden Abmeldungen nach einer Un-
terbrechung fiir den entsprechenden Teilbestand konstruiert werden. Die Bestandszuge-
horigkeit auf dem Niveau o wird dann auf der rechten Seite des Fuzzy-Bestandes um
mf(a) < 0 nach unten korrigiert. D.h. fiir w(a) = sup[B]® setzen wir Mngd(w(a)) =
max{min{pz(w(a))+m(a), 1}, 0}. Dabei muss allerdings ggf. durch ein Glattungsverfah-
ren sichergestellt werden, dass Emod wieder eine konvexe Fuzzy-Menge ist. Abbildung 4.3
zeigt in verallgemeinerter Form, wie Fuzzy-Merkmalswerte durch eine Modifikation mit

mL und m?® kalibriert werden konnen.

Falls in relevantem Umfang die Abmeldungen von Frauen unzuverléssig erfolgen, dann
konnte beispielsweise die Bestandszahl fiir Beschaftigungsverhiltnisse von Frauen mit der
Modifikationsfunktion mf(«) = —cpa? mit positiver Dampfungskonstante cp € [0, 1] ange-
passt werden. Der modifizierte Fuzzy-Bestand an beschéftigten Frauen ist dann gegeben
durch

p(2) +miug(2)) fiir 2 > sup[B]!

(2) = .
pg(z) fiir z < sup[B]*.

HE

mod

>Die Grenzen des Supports sind [Cramer und Majer, 1991] entnommen (S. 84).

>2Gpitestens seit 1999 werden mehrere Typen von Unterbrechungen in den Meldungen erhoben, vgl.
Anlageband zu Schmucker und Seth 2006, S. 95ff.

>3In [Bandemer und Néither, 1992] werden modifizierte Fuzzy-Daten dadurch definiert, dass sie fiir ein
seinfaches® Fuzzy-Datum A e F2*(R) durch eine Modifizierung der Zugehorigkeitsfunktion f(uz) fiir
f:10,1] — [0, 1] gewonnen werden konnen, dabei gilt nicht notwendig f surjektiv. Die Definition bezieht
sich allerdings hauptséchlich auf lingustische Fuzzy-Daten, um aus der Aussage ,,u ist A die modifizierte
Aussage ,,u ist sehr A“ ableiten zu konnen (S. 99). Der hier entwickelte Begriff der Modifizierungsfunktion

kann nicht damit identifiziert werden, sondern stellt demgegeniiber eine Weiterentwicklung dar.
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S .
L

Abbildung 4.3: Kalibrieren von Fuzzy-Merkmalsdaten mit Modifizierungsfunktionen m

Es ist sinnvoll, fiir jeden relevanten Teilbestand eine spezifische Modifizierungsfunk-
tion zu bestimmen, damit die jeweilige Mischung der Korrektureinfliisse abgebildet werden
kann. Dieses Vorgehen hat aber im allgemeinen zur Folge, dass die Summe iiber die grup-
penspezifischen Bestandszahlen nicht mehr gleich der Fuzzy-Zahl fiir den Gesamtbestand
ist, sondern sich je nach Abschitzung der jeweiligen Korrekturfunktionen unterscheidet.?
Eine Korrektur fiir verzogerte Anmeldungen im Fuzzy-Beschéftigtenbestand ist ebenfalls
nur dann moglich, wenn externe Informationen iiber die aktuelle Entwicklung der Anmel-
dungen vorliegen. Sie sind in der Auswirkung auf den aggregierten Bestand vergleichbar

mit der Korrektur um fehlende Abmeldungen nach Unterbrechungen.?®

Bei den Quartalsbestédnden, bei denen auch die Anmeldungen gewertet werden, kann
es sinnvoll sein, den Anteil an ,faulen® Anmeldungen zu korrigieren. Damit sind An-
meldungen gemeint, auf die tatsdchlich keine Beschiftigung folgt. Infolge von ,faulen®
Anmeldungen verringert sich der Bestandswert gegeniiber dem vorliegenden Wert. Die
Zahl der ,faulen“ Anmeldungen kann durch die unteren Intervallgrenzen der a-Niveaus
modelliert werden und fiihrt zu einer wachsenden linken Spannweite mit fallendem Zuge-

horigkeitsniveau.>6

Die Modellierung der aggregierten Bestandszahl der Beschéftigten ist ein Beispiel fiir
die Konstruktion eines Fuzzy-Auszihlungswertes fiir die Elemente einer Fuzzy-Klasse.
Das Verfahren zur Bestimmung der Fuzzy-Bestandszahl kann dadurch motiviert werden,
dass zum Wert des sicheren Bestandes stiickweise die Anzahl der Elemente mit jeweils

der néichsthéheren Zugehdrigkeit hinzuaddiert werden, so dass das Supremum der Tri-

5 Alternativ zu diesem Vorgehen konnen auch im jeweiligen Bestandskonto spezifische Fuzzy-
Verlaufscharakteristika fiir die entfallene Abmeldungen in Abhéngigkeit zur Zugehorigkeit zu einer Teil-
gruppe erganzt werden. Nach diesem Ansatz sind die Fuzzy-Werte der Teilbestinde und des Gesamtbe-
standes per Definitionem miteinander vertriglich. Das Verfahren ist jedoch sehr aufwindig.

% Dies wire besonders interessant, um die Unterschiitzung der Beschiftigungsspitzen im September zu
korrigieren, die iiberwiegend durch Meldeverzogerungen verursacht wird.

6Dieses Beispiel ist vermutlich rein akademisch, da ,faule“ Anmeldungen nicht so oft vorkommen.
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germenge gerade der Anzahl aller Werte in der Fuzzy-Klasse entspricht. Falls Einfliisse
auf die Eingangsdaten erst auf dem Aggregationsniveau der Bestandszihlung quantifi-
ziert werden konnen, kann dies durch eine Modifikation des aggregierten Fuzzy-Bestandes
beriicksichtigt werden. Dazu ist eine Modifikationsfunktion zu bestimmen, mit der die
obere bzw. die unteren Intervallgrenzen auf den a-Niveaus entsprechend transformiert
werden. Da die Fuzzy-Bestandswerte den Charakter von Abschétzungen des ungenau be-
obachteten Wertes haben, ist es zuldssig und niitzlich, die Werte schlieflich zu glatten,
um wohldefinierte Fuzzy-Beobachtungen zu erhalten, die sich als Eingangswerte fiir die

Fuzzy-Regression eignen.

4.2.3 ,,Gehalt oberhalb der Beitragsbemessungsgrenze” —

Fuzzy-Informationserganzung

Als Beispiel wird das Merkmal FEinkommen oberhalb der Beitragsbemessungsgrenze be-
trachtet.

Durch die jeweils geltende Gesetzgebung iiber die Sozialversicherungspflicht wird u.a.
vorgegeben, wonach das Bruttoentgelt zu bemessen ist, das fiir die Sozialversicherung ge-
meldet und erfasst wird.®” Dabei wird das Entgelt nur bis zur Beitragsbemessungsgrenze
exakt erfasst; liegt das Entgelt dariiber, wird lediglich der Betrag der Bemessungsgrenze
gemeldet. D.h. die gemeldeten Bruttoeinkommen werden oberhalb der geltenden Beitrags-
bemessungsgrenze GG abgeschnitten. Im Datensatz fithrt das zu einer auffallenden Haufung
von Einkommen in Hohe der Beitragsbemessungsgrenze.®® Die Beitragsbemessungsgrenze
kann zudem von Jahr zu Jahr variieren, so dass bei Lingsschnittbetrachtungen auch die

Effekte der Betragsdnderungen zu beachten sind.

Die Vielfalt der Einkommen, die an der Beitragsbemessungsgrenze abgeschnitten wur-
den, kann durch einen Fuzzy-Einkommenswert dargestellt werden, der mit Hilfe externer
Informationen die jeweils aktuelle Haufigkeitsverteilung von Einkommen oberhalb von G
nachzeichnet.?® Der Wert fiir die Beitragsbemessungsgrenze wird also durch eine Fuzzy-
Wert ersetzt, der die mogliche Lage des tatséchlichen Einkommens abbildet. Dies ist eine
einfache Ubertragung des iiblichen Verfahrens zur Imputation der Einkommen oberhalb
von G in eine Fuzzy-Modellierung. In Abbildung 4.4 wird dargestellt, dass dadurch auch

Verdnderungen von G einfach nachvollzogen werden konnen.

Die beschriebene Modellierung von Einkommen oberhalb der Beitragsbemessungsgren-

ze hat im beschriebenen Fall allerdings zur Folge, dass reellwertige Einkommenswerte von

5TAb Juni 1999 sind auch geringfiigig Beschiftigte enthalten.
58Vgl. Schmucker und Seth 2006, S. 49.
*¥Notigenfalls muss eine konvexe Hiille dieser Verteilung herangezogen werden.
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(Eigene Darstellung)

Abbildung 4.4: Erhohung der Beitragsbemessungsgrenze von G nach G’

hoher Genauigkeit mit Fuzzy-Werten zu vergleichen sind. Die Instrumente der Datenana-
lyse sind daher so auszuwéhlen, dass die reellwertigen Bruttoentgelte unterhalb und die
Fuzzy-Entgelte oberhalb von G miteinander ins Verhiltnis gesetzt werden kénnen. Im
vorliegenden Fall, bei denen von einer hohen Genauigkeit der Einkommen unterhalb der
Beitragsbemessungsgrenze ausgegangen werden kann, erscheinen die metrischen Ansétze

als geeignet.

Die Fuzzy-Erginzung der Einkommensverteilung oberhalb von G ist ein Beispiel dalfiir,
wie externe Informationen zugespielt werden kénnen, um die Ungenauigkeit eines Mess-
wertes besser abzuschétzen. Sie stellt somit einen Standardfall fiir die Fuzzy-Modellierung

von Datenungenauigkeiten dar.

4.2.4 Durchschnittliches Bruttoentgelt — Fuzzy reprasentativer
Wert

Als Beispiel wird das Merkmal durchschnittliches Bruttoentgelt betrachtet.

Wenn die Datenanalyse auf einem héheren Aggregationsniveau durchgefiihrt werden
soll, ist es meistens erforderlich, individuelle Rohdaten zu aggregierten Werten zusam-
menzufassen. Ein hoheres Aggregationsniveau ermoglicht es dabei, die Komplexitit des
Zusammenhangs zu vereinfachen und die Zahl der verwendeten Variablen zu reduzieren.
Aufserdem kompensieren sich zufillige Fehler in den Ausgangsdaten bei einer Aggrega-
tion oft gegenseitig. Der aggregierte Wert soll relevante Eigenschaften der individuellen
Rohdaten charakterisieren. Als Beispiel wollen wir hier die Bestimmung des durchschnitt-
lichen Bruttoentgelts fiir bestimmte Teilpopulationen betrachten, also etwa das Durch-
schnittsentgelt fiir die weiblichen Beschéftigten nach AA-Region, Wirtschaftszweig und
Hochschulabschluss. Das Durchschnittsentgelt soll das ,typische® Entgelt der individu-
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gal ar o' G b
(Eigene Darstellung)

Abbildung 4.5: Reprisentatives Bruttoentgelt als Quartilsprofil iber Median, i— und %—
Quartil

ellen Rohdaten charakterisieren. Da der Mittelwert reellwertig ist, gehen aber bei der
Durchschnittsbildung Informationen iiber die Streuung der individuellen Punkte verlo-
ren. Insbesondere ist nicht mehr ersichtlich, welcher Wertebereich durch die Eingangs-
daten aufgespannt wird und damit auch, wie gut die individuellen Beobachtungen im
Durchschnittswert reprisentiert werden. Fuzzy-Daten stellen eine Moglichkeit dar, wie
die Abweichungen vom Mittelwert fiir die Anpassung eines funktionalen Zusammenhangs

zur Verfiigung gestellt werden konnen.

Das ,,Fuzzy-reprisentative Bruttoentgelt® fp fiir die Teilpopulation P c {1,...,n} kann
aus den individuellen Merkmalswerten z; folgendermafien konstruiert werden, vgl. Abbil-

dung 4.5. Zur Definition der Zugehorigkeitsfunktion definieren wir zunéchst die Ecken

ar, = Median{z; | i € P},

aly = 3-Quartil{z; | i € P}, alf = 2-Quartil{z; | i e P},

ab =inf{w;|i € P}, all = sup{x; | i e P}.

1

fp hat nun ihren Kern im Median der individuellen Rohdaten, das Niveau fiir a = 3

wird durch das i— und das %—Quartil aufgespannt und der Triger umfasst den gesamten
Wertebereich der Individualdaten, d.h.

t—al
z(aL—(;O) fiir ¢ € [af, al
t— aL .
. Saz—aT) fiir t € [al,ar)
1z, (t)y=+<1 firt=ap
1 aqR—t . R
3+ Safap) fiir t € (ar,al’]
R_y
2(;(1)37(15) fiir t € (af, alt]
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In die Konstruktion von fp kann die Fuzzy-Ergénzung fiir das Bruttoentgelt oberhalb
von G problemlos einbezogen werden, da zur Berechnung der Quartilswerte nur die An-
zahl der jeweiligen Fille relevant ist. Sofern das %—Quartil oberhalb von G liegt, kann
— aufgrund der vorgeschlagenen Modellierung auf der Basis der Haufigkeitsverteilung —
dasjenige Entgelt herangezogen werden, dessen Flichenanteil dem verbleibenden Perso-

nenanteil fiir das Quartil entspricht, die ein Einkommen oberhalb von G haben.

Alternativ zum Quartilsansatz kann auch eine Konstruktion auf der Basis des Mittel-
werts vorgenommen werden. Dabei werden rechte und linke Spannweite jeweils als Mit-
telwert, der positiven bzw. der negativen Abweichungen der individuellen Rohdaten vom

Mittelwert bestimmt®, d.h. die LR-Fuzzy-Zahl Lp sei definiert durch m;, = ﬁ Yiep Ti

1 1
card(mp,—x;>0) card(z;—mp,>0)

Wihrend die erstere Konstruktion die Streuung der Einzelwerte abbildet, stellt die zwei-

sowie [, = Yiepmax(my — x;,0) und rp = >iep max(x; —myp,0).
tere eher die Ungenauigkeit des Mittelwerts im Verhéltnis zu den Einzelwerten dar, die

dieser reprasentiert.

Mit der Definition eines Fuzzy-repréisentativen Merkmalswertes (Fuzzy-Mittelwert) ist
es moglich, Informationen iiber die Streuung der aggregierten Rohdaten in die weite-
ren Berechnungsverfahren einzubringen und zu visualisieren. Als Bestandteile der Fuzzy-
Modellierung kénnen gesetzt werden: der relevante Wertebereich als Trigermenge, cha-
rakterisierende Punkte als Kern der Fuzzy-Zahl sowie ein Ubergangsprofil fiir den Beitrag
der vorliegenden Datenpunkte zum Bereich der charakterisierenden Punkte, die als Zuge-
horigkeit zum charakterisierenden Bereich interpretiert werden. Da Fuzzy-Daten konvex
sind, gilt dabei die Einschrankung, dass als Kern nur ein Intervall oder ein Punkt zuléssig
sind, mehrere lokale Haufungspunkte bei den individuellen Rohdaten kénnen daher nur

stark vereinfacht und reduziert abgebildet werden.

4.2.5 ,Strukturbruch Bruttoentgelt” — Fuzzy-Angleichung

Als Beispiel wird das Merkmal sozialversicherungspflichtiges Bruttoentgelt betrachtet, fiir
das aufgrund einer Anderung der amtlichen Definition ein Strukturbruch zu beriicksich-

tigen ist.

Lohnsonderzahlungen sind seit 1984 in das Bruttoentgelt einzubeziehen. Bis dahin war
dies freigestellt und wurde von den Betrieben uneinheitlich gehandhabt. Die gednder-
te Regelung wirkte sich in der Tendenz wie eine Einkommenssteigerung aus und zwar
vorzugsweise in den hoéheren Einkommen. So fiihrte die Neuregelung bei den Beschéf-

tigten, die ein Arbeitsentgelt oberhalb der Beitragsbemessungsgrenze bezogen, zu einem

60vgl. Coppi u.a. 2006, S. 281f.
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sprunghaften Anstieg um ca. 250.000 Personen.6! Auferdem sind vermutlich in groferem
Umfang Einkommen unterhalb der Einkommensgrenze in die Sozialversicherungspflicht
yhineingewachsen®, auch ohne dass es zu einer realen Einkommenssteigerung gekommen
ist. Im Vergleich mit den Angaben im Sozio-oekonomischen Panel (SOEP) konnte nach-
gewiesen werden, dass die Anderung der Definition fiir das sozialversicherungspflichtige
Bruttoentgelt tatsichlich das Ausmaf eines Strukturbruchs annimmt.5? Sofern die gel-
tende Definition als korrektes Messverfahren gewertet wird, konnen die abweichenden

Messungen vor dem Strukturbruch als Messfehler aufgefasst werden.

Ein Ausgleich fiir den Zuwachs von Personen, die vor der Definitionsidnderung nicht
sozialversicherungspflichtig waren, ist nicht ohne Weiteres moglich.53 Bei Beschéftigten,
die vor der Anderung bereits sozialversicherungspflichtig waren, fufert sich die Anderung
in einer Anderung des Einkommensniveaus, so dass eine Fehlerabschitzung fiir bereits

vorliegende Beobachtungen vorzunehmen ist.

Die Abschitzung der Abweichung ist nur dann moglich, wenn eine giiltige Definition der
statistischen Einheit angegeben werden kann, die es ermdoglicht die ,fehlerhaften® Abwei-
chungen zu quantifizieren. Bei dem vorliegenden Strukturbruch soll die Berechnung des
Bruttoentgelts in der Definition ab 1984 die mafgebende Definition darstellen, die wir mit
L bezeichnen wollen. Die Wahl der ,,geltenden® Definition wird im allgemeinen vom Zweck
der Auswertung abhingen. Wir wihlen sie hier u.a. deshalb, weil bei der Neudefinition
des sozialversicherungspflichtigen Bruttoentgelts ab 1984 zusitzliche Entgeltbestandteile
einbezogen wurden, mit denen eine Vereinheitlichung in der praktischen Handhabung er-
reicht wurde und infolge derer das Bruttoentgelt nicht kleiner als das Bruttoentgelt in der
Definition vor 1984 (kurz: L<) ist. Im allgemeinen gilt fiir einen Stichtag ¢ also L; < L.
Bei den vor 1984 gemeldeten Bruttoentgelten ist folglich die mogliche, ungewisse Aus-
weitung des Umfangs bei Verwendung der Mafstabsdefinition L darzustellen: ,moglicher
Wert von L; bei vorliegendem Messwert fiir L;“. Fiir Zeitpunkte ¢ vor 1984 kann daher
das Bruttoentgelt in der damaligen Definition wie in Abbildung 4.6 in die Definition L
iberfiithrt werden. Dabei liegt es nahe, den vorliegenden Messwert mit der Zugehorigkeit
1 zu bewerten und eine monoton fallende Zugehorigkeit fiir den Bereich der moglichen

Werte nach der Definition L anzunehmen.

Eine Schwierigkeit bei der Konstruktion des Fuzzy-Ausgleichs fiir den Strukturbruch

beim Bruttoentgelt besteht darin, dass die Messwerte Ly in fast allen Fallen gegeniiber

61Vgl. Bender u.a. 1996, S. 15.
62Vgl. Steiner und Wagner 1997, S. 640.

53Dies stellt einen der Selektionseffekte der Beschiiftigtenstatistik dar. Aufgrund des bis 1999 verwen-
deten Meldeverfahrens liegen im Rahmen der Beschiftigtenstatistik keine Einkommensinformationen fiir
geringfiigig Beschiftigte vor. Der Ubergang von der Nicht-Erfassung zur Erfassung kann daher fiir diesen
Zeitraum nur durch Informationen aus alternativen Datenquellen ergénzt werden.
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Abbildung 4.6: Fuzzy-Angleichung fiir den Strukturbruch im Bruttoentgelt — Gegebene
Messwerte Ly und L;, sowie zwei Varianten zur Modellierung der Fuzzy-
Anpassung Et von L; an die Definition L. Dabei ist [,,x der maximale
Wert der moglichen Bruttoentgelte gemaf L. [, ist ein Regelungswert
zur Korrektur des 1-Niveaus.

dem Mafstab L zu niedrig ausfallen. Das 1-Niveau des Fuzzy-Ausgleichs hat somit im-
mer einen gewissen Abstand zum verborgenen ,wahren Wert. Andererseits fithrt eine
Transformation, die dem Messwert Ly eine Zugehorigkeit von uz, (L) < 1 zuweist, dazu,
dass die Information {iber den urspriinglichen Messwert abgewertet wird. Eine Abwertung
der Zugehorigkeit von Ly sollte aber mdglichst nur dann vorgenommen werden, wenn der
Stand der Informationen einen anderen Wert als Wert mit der héchsten Moglichkeit nahe-
legen. Ansonsten ist eher eine vorsichtige Alternative zu empfehlen, bei der das 1-Niveau
von L, bis zu einem Jtypischen® Ausgleichswert e, (t) ausgeweitet wird. Dann erscheinen

alle Werte im Intervall [Ly, [, (¢)] als ununterscheidbar sicher moglich.

Fiir ein rein quantitatives Verfahren zur Homogenisierung der Effekte durch die Einfiih-
rung eines neuen Messverfahrens kann folgendermafsen vorgegangen werden: Seien as ¢ R
die Messwerte nach dem alten Verfahren und a; € R die Messwerte nach dem neuen
Verfahren. Sei ferner A ein Fuzzy-reprisentativer Wert fiir die Menge der Differenzen
{a; —a5|1<i<n} (zur Konstruktion vergleiche Abschnitt 4.2.4). Dann kann die Fuzzy-
Angleichung A4; von as berechnet werden als A; = as @ A. Dies ist gleichbedeutend damit,
dass p173 (a5) = ux(0) und somit im allgemeinen kleiner als 1. Dieses Verfahren kann aber
nur unter der Bedingung gerechtfertigt werden, dass der Verdnderungssaldo {iberwiegend
nur von der Definitionsinderung beeinflusst und nicht von anderen Rahmenbedingungen
iiberlagert wird. Andernfalls ist eine Modellierung vorzuziehen, die inhaltlich motiviert

werden kann.

Die hier beschriebenen Ansitze konnen nicht nur verwendet werden, um Anderungen

im Messverfahren zu antizipieren und zu homogenisieren, dhnlich konnen auch Merk-
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malsvariablen aus mehreren Datensidtzen angeglichen werden, die bei der Datenanalyse
miteinander verkniipft werden sollen. Besondere Beachtung verlangt dabei die Frage, was
iiberhaupt iiber die mdoglichen ,wahren“ Werte bekannt ist und was dies zur quantita-
tiven Abschitzung beitragt. Beispielsweise kommt es hiufig vor, dass der vorliegende
Messwert nur eine untere oder obere Grenze fiir die moglichen Werte darstellt und der
vorliegende Messwert im Extremfall ggf. nie zutrifft. So kann die Zahl geringfiigig Beschif-
tigter mit den Angaben aus der Beschéftigtenstatistik bzw. aus dem Mikrozensus nach
unten abgeschétzt werden, liegt aber tendenziell um einen erheblichen Anteil dariiber.%
In einer solchen Situation kann die Modellierung eines Fuzzy-Ausgleichswertes eine, 7.T.
sogar erhebliche, verzerrte Abschitzung fiir den verborgenen ,wahren Wert darstellen.
Dieses Problem soll im Folgenden als Randbeobachtungs-Problem bezeichnet werden. Das
Randbeobachtungs-Problem ist Ausdruck eines Zielkonfliktes zwischen der Datenwahrheit
und -klarheit aufgrund der vorliegenden Messwerte einerseits und der Giite des modellier-
ten Fuzzy-Wertes anhand des vorliegenden Expert/innenwissens andererseits. Hierbei hat
eine Fuzzy-Modellierung der fehlerhaften Werte dennoch den Vorzug, dass der mégliche

Wertebereich aufgespannt wird und nicht — wie hiufig {iblich — vernachlissigt wird.

4.2.6 Genauigkeitsschwelle und Relevanzschranke

Aufgrund der Einschriankungen im Messverfahren konnen alle Punkte in einer Umgebung
um den reellwertigen Beobachtungswert nicht vom eigentlichen Messwert unterschieden
werden. Wie Bemerkung 2.1 verdeutlicht, ist die Genauigkeitsschwelle in erster Linie als
bewusst gewihlte Komplexititsreduktion bzw. als Granulation in die Mess-Skala einge-
schrieben, auf der auch die Abschitzung der Ungewissheit der Messung abgetragen wird.

Sie tritt daher zunichst nur implizit in Erscheinung.

Grundsétzlich reprisentiert jedes Fuzzy-Datum schon an und fiir sich die (Un-)Genauig-
keit des Messwertes, weil alle Punkte auf einem «a-Niveau mindestens zum Grad « nicht
vom Merkmalswert unterscheidbar sind.%® Da die Zugehorigkeitsgrade nur ordinal skaliert

sind, wird zudem deutlich, dass die Genauigkeitsschwelle selber ein vager Wert ist.

Da Fehlereinfliisse in den Daten vor allem in dem Mafe relevant sind, wie sie die Ge-
nauigkeitsschwelle iiberschreiten, kann es sinnvoll sein, bei der Konstruktion von Fuzzy-

Daten die Genauigkeitsschwelle explizit zu modellieren. Damit wird zwischen Messfehlern

64Dies hat sich mit Anderung im Meldesystem seit 1999 vermutlich wesentlich gedindert, da nun auch
eine Meldepflicht fiir geringfiigig Beschiftigte besteht.

%5 Grundsétzlich kénnen die Fuzzy-Genauigkeitsumgebungen durch eine Ahnlichkeitsrelation formalisiert
werden. Diese bildet eine Fuzzy-Partition der Mess-Skala, die auf 1 normiert ist. Allerdings ermdglicht
diese Darstellung keine Unterscheidung zwischen Genauigkeitsschwelle und Fehlereinfluss. Vgl. dazu Kruse
w.a. 1993, S. 223f.
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Abbildung 4.7: Umgebung I fiir die Genauigkeitsschwelle des Messverfahrens und Rele-
vanzschranke ¢ fiir die Fehlermodellierung

und Genauigkeitsschwelle unterschieden und deren Verhéltnis hervorgehoben. Zu diesem
Zweck kann die Genauigkeitsschwelle auf ein vorgegebenes y-Niveau normiert werden.
Unter der Annahme, dass der beobachtete Wert die sicherste Information iiber den ei-
gentlichen Wert ist, konnen Punkte, die in der Ndhe des Messwertes liegen, nicht bzw.
so gut wie nicht vom eigentlichen Wert unterschieden werden. ~ sollte somit nahe an
1 sein. Als Beispiel wurde in Abbildung 4.7 das 1-Niveau mit der Umgebung I" fiir die

Genauigkeitsschwelle identifiziert.

Dabei kann I' aufgrund des Messwertes aus einer vorgegebenen, technisch motivierten
Partition von Genauigkeitsumgebungen ausgewahlt werden. Oder I" kann als Kugel mit
einem festen Radius und dem Messwert als Mittelpunkt, d.h. als Streuungsumgebung um

den Messwert, modelliert werden.

Zusitzlich kann vorkommen, dass eine sichere Grenze fiir die moglichen Werte eines
Merkmalswertes sehr weit vom Kern des Fuzzy-Datums entfernt ist. In einem solchen Fall
ist es haufig sinnvoll, die Darstellung auf den Bereich relevanter Fehlerabweichungen zu
beschréanken und den Fuzzy-Wert nach unten abzuschneiden. Abbildung 4.7 zeigt einen

Fuzzy-Merkmalswert mit Relevanzschranke ¢.

Die Fuzzy-Modellierung kann daher dazu genutzt werden, einen reprisentativen Wert
bei ungiinstiger Datenlage zu bestimmen. Damit wird es z.B. moglich, schwach besetzte
Teilpopulationen, die hiaufig ausgeschlossen werden, dennoch in die quantitative Analyse

mit einzubeziehen.

Je nach der subjektiven Einschitzung der vorliegenden Messwerte konnen dazu manuell
ein oder mehrere prototypische ,mittlere“ Werte ausgewihlt werden. In Abhéngigkeit
davon, wie gut die Représentation durch die ausgewédhlten Werte eingeschétzt wird, kann
zusatzlich eine vorgegebene Anzahl von umgebenden Werten in das 1-Niveau einbezogen

werden. Der Wertebereich an vorliegenden Messwerten spannt den Triger des Fuzzy-
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Abbildung 4.8: Reprisentativer Wert bei ungiinstiger Datenlage — 19 Messwerte liegen
vor, davon werden die zentralen 5 zur Bestimmung des Intervalls ,mittler-
er Werte verwendet.

Datums auf. Falls — etwa aufgrund der geringen Anzahl von Werten — davon auszugehen
ist, dass der Wertebereich dadurch nicht hinreichend genug beschrieben wird, kann dies

durch die Angabe einer Relevanzschranke ¢ antizipiert werden (vgl. Abbildung 4.8).

Dadurch, dass in schwach besetzten Teilpopulationen nicht genug Information zur Iden-
tifizierung charakteristischer Merkmalsauspragungen vorliegen, hat die in den Aggregaten
reprisentierte Information ein unterschiedliches Gewicht. Es ist daher ganz besonders bei
der Verwendung von solchen Fuzzy-Intervall-Daten darauf zu achten, dass die Fuzzy-
Genauigkeitsumgebungen durch die Analysemethoden nur soweit gewichtet werden, wie

es der Aussagekraft der Datenmodellierung entspricht.

4.3 Konstruktionsprinzipien und allgemeine

Eigenschaften der Fuzzy-Merkmalswerte

Im vorhergehenden Abschnitt wurden einige Vorschldge zur Modellierung von Fuzzy-
Merkmalswerten vorgestellt, bei denen die Fuzzy-Modellierung dazu beitrigt, dass Un-
genauigkeiten in den Daten besser abgebildet werden konnen. Die gemeinsamen Eigen-
schaften der Fuzzy-Daten und einige Besonderheiten im Vergleich zu reellwertigen Daten
werden als Vorbereitung auf das Benchmarking der Fuzzy-Regression im nachfolgenden

Kapitel 5 zusammengefasst und diskutiert.

Der hauptséchliche Nutzen bei der Verwendung von Fuzzy-Merkmalswerten liegt darin,
dass Messfehler in den Beobachtungsdaten dokumentiert und visualisiert werden. Und
zwar konkret mit den quantitativen Auswirkungen auf die jeweiligen Messwerte. Fiir die

Fuzzy-Modellierung ist haufig der Preis zu zahlen, dass nur noch schwiichere Aussagen
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fiir die Datenanalyse hergeleitet werden konnen. Dem steht der Vorteil gegeniiber, dass
mit Fuzzy-Daten der Einfluss von Messfehlern auf die Analyseergebnisse systematisch

abgebildet und somit objektiviert werden kann.

Es fillt auf, dass alle vorgestellten Merkmalsmodellierungen asymmetrisch sind. Sie
unterscheiden sich damit von den iiblichen e-Fehlerumgebungen [« — ¢,z + €]. Der Unter-
schied kann einerseits dadurch erklart werden, dass die vorgestellten Fuzzy-Daten nicht
vom Ansatz einer Haufigkeitsverteilung ausgehen,®® sondern eine nach dem Grad der
Moglichkeit gewichtete Fehlerabschitzung sind. Ein wesentlicher Grund ist aber darin zu
sehen, dass in fast allen Beispielen — mit Ausnahme der repréisentativen Fuzzy-Werte —
systematische Fehlereinfliisse abgebildet werden. Fiir die weiteren Untersuchungen ist also
davon auszugehen, dass epistemische Fuzzy-Daten typischerweise asymmetrisch sind. Je
nach der Qualitit der Beobachtungen kénnen iiberdies auch intervallférmige Fuzzy-Daten

vorkommen.

Die empirischen Ansitze zur Konstruktion von Fuzzy-Daten fiir ungenaue Beobach-
tungen, wie sie in diesem Kapitel vorgestellt wurden, basieren auf wenigen Prinzipien.
Die Modellierungsbeispiele zeigen, dass verschiedene Eigenschaften der Fuzzy-Daten als
Informationen iiber den verborgenen ,wahren“ Wert relevant sind. Diese Eigenschaften
konnen als Dimensionen der Giite der Fehlerabschitzung in epistemischen Fuzzy-Daten

aufgefasst werden:

Ein wesentlicher Aspekt ist die Schdrfe der Abschdtzung, die sich bei einem reellwertigen
s,wahren* Wert in der Ausdehnung der Triagermenge bzw. in der Intensitidt des Kontrast-
iibergangs zwischen voller Zugehorigkeit und Nicht-Zugehorigkeit ausdriickt. Die Schéarfe
der Abschétzung ist bei giinstigen Fuzzy-Daten identisch mit deren Fuzziness, sofern der

,wahre“ Wert, eindeutig und reellwertig ist.6”

Zudem ist die Ndhe zwischen dem Kern des Fuzzy-Datums und dem ,wahren® Wert
ausschlaggebend fiir die Giite der Fehlermodellierung. Diese kann entweder als Abstand
zwischen ,wahrem* Wert und Modalwert, d.h. |z — 2|, gemessen werden oder alternativ

als Zugehorigkeitswert des ,wahren® Wertes zum Fuzzy-Datum, d.h. uz (2).

Schliefslich ist auch die Gewichtung durch den Rand des Fuzzy-Datums von Bedeutung
fiir die Qualitdt der Fehlerdarstellung. Diese ist dann um so wichtiger, wenn die Lage

des ,wahren“ Wertes nur sehr ungenau und asymmetrisch beschrieben werden kann. Ein

66Mit dem zentralen Grenzwertsatz kann im klassischen Verteilungsmodell davon ausgegangen werden,
dass bei einer Vermischung mehrerer Fehlereffekte eine Normalverteilung zugrundeliegt, die symmetrisch
ist.

67Bei einem Fuzzy-Datum, das einen reprisentativen Wert fiir mehrere Subjekte wiedergibt, wird die Ab-
bildung der Ungenauigkeit durch mehrere Werte gestiitzt, so dass die weiche Fehlerabschitzung inhaltlich
schirfer ist als bei einem individuellen Messwert.
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Abbildung 4.9: Dimensionen fiir die Giite der Fehlerabschitzung bei Fuzzy-Daten — Mals
der Fuzziness §(A) und Zugehorigkeit des wahren Wertes 27 bzw. Inklu-
sion des ,wahren”“ Wertes x; durch den Rand.

wichtiges Beispiel dafiir ist das Randbeobachtungs-Problem®. Also z.B. dann, wenn das
Messverfahren einen Wert liefert, von dem bekannt ist, dass dieser in jedem Fall zu niedrig
ausfallt, so dass der ,wahre“ Wert nur mit einer Ausweitung des rechten Randes sicher in
die Trégermenge eingeschlossen werden kann. In einem solchen Fall ist es wichtig, dass
die Gewichtung durch die Rinder bei der Datenanalyse angemessen gewertet wird. Die
beschriebenen Dimensionen fiir die Giite der Fehlerabschitzung sind in Abbildung 4.9

zusammengefasst.

Bei einer Modellierung von Fuzzy-Daten unter Hinzuziehung von Expert/innenwissen
bestehen kaum Einschriankungen dafiir, welche Datenungenauigkeiten abgebildet werden
konnen, sofern irgendwelche quantifizierbare Informationen dariiber vorliegen. Ein Ein-
schrinkung — insbesondere bei der Datenmodellierung fiir makrockonomische Analysen
oder von synthetischen Begriffen — besteht allerdings in der erforderlichen Eingipfligkeit
und Konvexitdt der Fuzzy-Daten. Hier ist zu priifen, ob die kleinste konvexe Hiille ei-
nes Fehlerabschitzungsgebirges eine sinnvolle Abschitzung darstellt. Alternativ kann das

Fehlerabschitzungsgebirge ggf. in Teilbeobachtungen aufgesplittet werden.

Ein Kriterium, das fiir die Datenanalyse mit Fuzzy-Daten nur mit Schwierigkeiten be-
urteilt werden kann, ist die Homogenitidt der Daten. Bei vagen statistischen Begriffen,
d.h. bei linguistischen Variablen, kann ohne Zweifel die Homogenitéit der Daten bei einer
Fuzzy-Modellierung erh6ht werden, weil dadurch ein breiteres Spektrum der Begriffsfacet-
ten in die Messwerte einflieft und somit im Vergleich mit einfachen reellwertigen Mess-
werten der Einfluss von Abgrenzungsproblemen reduziert ist. Was kann aber iiber die

Homogenitdt von epistemischen Fuzzy-Daten ausgesagt werden, die eine subjektive Ab-

68Vgl. Abschnitt 4.2.5, S. 146.
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schitzung der Datenfehler unter Einbeziehung von Expert/innenwissen darstellen? Wann
ist die Mess-Situation und der Aussagegehalt der vorliegenden Fuzzy-Daten als vergleich-

bar anzusehen?

Zunichst ist argumentativ zwischen der Ebene der Beobachtung der fehlerbehafteten
Daten und deren Vergleichbarkeit sowie andererseits der Ebene der subjektiven Fehlerab-
schiatzung zu unterscheiden. Inhomogenititen bei der Datenbeobachtung konnen durch die
Fehlerabschitzung ausgeglichen werden. So kénnen singulédre Effekte auf die Datengenau-
igkeit, wie z.B. regionale Meldeprobleme oder die voriibergehend verringerte Datenqualitét
aufgrund der Einfiihrung eines neuen Erhebungsverfahrens, sichtbar und damit iiberhaupt
erst vergleichbar gemacht werden. Die Vergleichbarkeit bei der Abschéitzung der Daten-
ungenauigkeiten selber wird im Einzelfall davon abhéngen, welche Informationen iiber
die einzelnen Mess-Situationen aktuell verfiighar sind und wie diese bei der Konstruk-
tion der Daten abgebildet werden. Grundsétzlich sind daher standardisierte Verfahren
zur Modellierung von epistemischen Fuzzy-Daten zu bevorzugen. Bei den Methoden zur
Fuzzy-Datenanalyse sollte darauf geachtet werden, dass sie einen geeigneten Kompromiss
zwischen Sensitivitit und Robustheit bei Anderungen in den Referenzfunktionen bzw.

den Réndern der Fuzzy-Daten einhalten.

Grundsitzlich sollen die Beobachtungswerte fiir Modellvariablen, die in der Modellglei-
chung miteinander ins Verhéltnis gesetzt werden, in ihrer Genauigkeit und Homogenitit
vergleichbar sein. Diese Anforderung gilt fiir die Fuzzy-Modellierung von Fehlern in den
Daten umso mehr, da Fehlereinfliisse sich bei einer Aggregation gegenseitig kompensieren
konnen. Falls Fuzzy-Daten nachtriglich aggregiert werden, kann iiberschiissige Fuzziness
erzeugt werden, weil die Fuzziness, die durch erweiterte Fuzzy-Funktionen erzeugt wird,
irreversibel ist. Es ist daher zu fordern, dass die Datenungenauigkeiten nach Moglichkeit
genau auf der Aggregationsebene abgebildet werden, die fiir das Zusammenhangsmodell

benotigt werden.
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In diesem Kapitel soll die Fuzzy-Regression als eine Alternative zur klassischen Regression
bei fehlerhaften Daten untersucht werden. Dazu nehmen wir ankniipfend an die Kritik in
Abschnitt 2.3 an, dass die Merkmalswerte mit Fehlern behaftet sind, die im Rahmen eines
klassischen Fehlermodells nicht angemessen abgebildet werden konnen, weil die Fehlerein-
fliisse zu stark sind, nicht spezifisch genug beschrieben werden kénnen oder singuldren
Spriingen unterliegen. Insbesondere gebe es keine Kenntnisse iiber Abhingigkeiten mit
den Fehlereinfliissen in den Beobachtungen. Es wurde vorgeschlagen, solche Fehler in
Form von Fuzzy-Merkmalswerten zu modellieren und somit fiir die Datenanalyse nutzbar
zu machen. Anforderungen an die Modellierung und deren Eigenschaften wurden in Ka-
pitel / bereits anhand konkreter Beispiele ausgearbeitet und untersucht. Messfehler, die
den genannten Anforderungen entsprechen und die gut in Form von Fuzzy-Beobachtungen

abgebildet werden kénnen, werden im Folgenden auch kurz als Fuzzy-Fehler bezeichnet.

Wenn die fehlerbehafteten Daten in Form von Fuzzy-Daten vorliegen, konnen Fuzzy-
Regressionsmodelle konstruiert werden, die den Modellen zur klassischen Regression bei
Fehlern in den Daten gegeniiber zu stellen sind. Fiir den Vergleich in diesem Kapitel
werden die Fuzzy-Modelle nicht nach den Modellfunktionen, sondern nach drei Typen
von Fehlereinfliissen unterschieden: Ansitze mit Fuzzy-Daten von Typ ()?i, y;) stellen das
direkte Fuzzy-Analogon zum klassischen Fehlermodell dar. Fuzzy-Fehler kénnen, anders
als im klassischen Schitzmodell, auch in der abhéingigen Variablen Y auftreten. Sie sind
in diesem Fall von der Variation der Beobachtungen vom funktionalen Zusammenhang
zu trennen, und wir erhalten ein gesondertes Modell mit Fuzzy-Daten vom Typ (:L’Z,?Z)
Schliefslich sind Fille zu betrachten, in denen sowohl die Regressoren als auch die Regres-
sand Fuzzy-Fehler enthalten, so dass wir Fuzzy-Daten vom Typ (X;,Y;) haben. In diesem

letzteren Fall werden die beiden vorhergehenden Félle zusammengefiihrt.

Es soll im Folgenden immer vorausgesetzt sein, dass die Fuzzy-Daten giinstig im Sinne
von Definition 2.22 sind, so dass die ,wahren* Werte immer im Support der Fuzzy-Daten

enthalten sind.
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Die Eigenschaften der Fuzzy-Regression fiir die Datenanalyse werden im Vergleich mit
einer ,fehlerblinden* klassischen Regression herausgearbeitet. Allerdings stoft ein analy-
tischer Vergleich selbst im univariaten Modell schnell an seine Grenzen, da die Losungs-
parameter im Fuzzy-Fall von Einflussgrofen, wie z.B. der Streuung der Spannweiten der
Fuzzy-Daten', abhingen, die auch aus methodischen Griinden mit den Verzerrungen im
klassischen Fehlermodell nicht vergleichbar sind. Deshalb wird anhand von Fallbeispielen
mit simulierten Fuzzy-Daten ein Benchmarking zwischen den Methoden durchgefiihrt.
Um die Zahl der Einflussgrofsen nicht zu stark auszuweiten, werden die Untersuchun-
gen zundchst in einem univariaten Modell durchgefiihrt. Sowohl im induktiven Modell
mit Verteilungsannahmen als auch bei der explorativen Datenanalyse ist es zentral, dass
das Ergebnis der Modellapproximation den Zusammenhang in den Daten moglichst gut
wiedergibt. Wir werden uns daher bei der Untersuchung auf die Unterschiede bei den
Approximationseigenschaften der ausgewéhlten Regressionstechniken konzentrieren und

beschranken.

Die hauptsichliche Schwierigkeit fiir das Benchmarking besteht darin, geeignete Da-
tenséitze von Fuzzy-Daten mit Fuzzy-Fehlern zu finden. Die Testdaten sollen es ermdgli-
chen, fiir einzelne Aspekte der Datenmodellierung zu kontrollieren, und zudem sollen die
,wahren“ Werte als Vergleichsmafsstab zur Verfiigung stehen. Deshalb wird hier der Ver-
such unternommen, Algorithmen zur maschinellen Erzeugung von Fuzzy-Datensitzen zu
entwickeln, so dass deren Eigenschaften mit vorgegebenen Parametern gesteuert werden
konnen. Die automatische Generierung von Fuzzy-Daten schafft zudem die Mdoglichkeit,
eine beliebige Anzahl von vergleichbaren Datensitzen zu erzeugen, wie sie fiir die Durch-
fiihrung von Simulationsstudien notwendig sind. Gegeniiber der negierenden Abgrenzung
von Fuzzy-Fehlern gegeniiber Daten mit zufilligen Fehlern als ,nicht-zufallig®, zwingt die
Entwicklung von Verfahren zur Datengenerierung dazu, die Eigenschaften von Daten mit
Fuzzy-Fehlern konstruktiv anzugeben. Die Entwicklung der Algorithmen hat somit als
Voraussetzung, dass Szenarien von relevanten und typischen Fuzzy-Fehlern entwickelt
werden. Dies wird als Chance gesehen, die Abgrenzung von zufélligen und Fuzzy-Fehlern

fiir die empirische Praxis zu prézisieren und zu konkretisieren.

In Abschnitt 5.7 wird das Verfahren des Benchmarking motiviert und beschrieben,
darunter speziell in Abschnitt 5.1.1 die verwendeten Verfahren zur Generierung von pro-
totypischen Fuzzy-Fehler-Daten. Anhand von ausgewihlten Fallbeispielen werden in Ab-
schnitt 5.2 die Eigenschaften der Fuzzy-Regression bei Fuzzy-Fehlern illustriert. Deren

Bedeutung fiir die Interpretation werden abschliefiend in Abschnitt 5.3 ausgewertet.

' Beispielsweise hiingen die Losungsparameter bei trianguléren Fuzzy-Daten von der Streuung der linken
Endpunkte der Triager und der Korrelation zwischen Kernen und linken Endpunkten ab. Vgl. dazu den
Rechenalgorithmus (5.12) auf S. 174.
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5.1 Benchmarking der Fuzzy-Regression

Fuzzy-Daten stellen gegeniiber den ,fehlerblinden” reellwertigen Beobachtungen eine Zu-
nahme an Information dar, die dann von Nutzen ist, wenn das Approximationsergebnis
dadurch verbessert werden kann. Eine Verbesserung muss nicht zu einem vollstandigen
Ausgleich der Verzerrungen fithren, sondern kann z.B. auch darin bestehen, dass die Ap-
proximationsparameter korrigiert werden oder dass der Wissensstand sich besser als bisher
in der Approximationsfunktion widerspiegelt. Eine wesentliche Fragestellung des Bench-
markings bezieht sich folglich auf den Einfluss der Fehlermodellierung in den Fuzzy-Daten
auf die Approximation. Dariiber hinaus ist zu fragen, welcher Art die Sensitivitdt der

Fuzzy-Approximationsfunktion im Bezug auf Anderungen in den Fehlerbewertungen ist.

In Abschnitt 3.3 wurde hervorgehoben, dass auch bei der Fuzzy-Regression die Kleinste
Quadrate-Ansétze prominent sind, die fiir reellwertige Daten mit der klassischen Kleinste
Quadrate-Regression zusammenfallen und die auf einer Metrik auf Fuzzy-Mengen basie-
ren. Insbesondere die d,-Metrik ermoglicht es, wesentliche Ergebnisse der statistischen
Kleinste Quadrate-Regression auch auf den Fuzzy-Fall zu iibertragen und somit zu ei-
ner Fuzzy-Schéitzung zu gelangen wie in Abschnitt 3.3.3. Unter anderen wegen dieser
Vergleichbarkeit mit der klassischen Regression wurde die d,-Metrik sowie die Klasse der
davon abgeleiteten Metriken gemif Bertoluzza u. a. [1995] fiir das Benchmarking herange-
zogen. Aukerdem stehen fiir diese Klasse von Metriken Rechenalgorithmen zur Verfiigung?,

so dass sie fiir die eigenen Zwecke leicht nachprogrammiert? werden konnten.

Die Kleinste Quadrate-Approximationsfunktion beschreibt den funktionalen Zusam-
menhang zwischen den Bewertungs- bzw. den Ungenauigkeitsumgebungen, die durch die
Fuzzy-Daten beschrieben werden. Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen den ,wah-
ren“ Werten kénnen demnach nicht wie gewohnt direkt aus den Approximationsparame-
tern abgelesen, sondern immer nur mittelbar aus der Abbildung der zugehérigen Feh-
lerumgebungen abgeleitet werden. Die Approximationsparameter lassen sich folglich nur
dann in einfacher Weise als Hinweis auf eine lineare Proportionalitit der Merkmalsva-
riablen interpretieren, wenn die Fuzzy-Daten eine scharfe Abschéitzung der abgebildeten
statistischen Begriffe wiedergeben. Das ist vor allem dann der Fall, wenn die Fuzzy-Daten
der physikalische Interpretation entsprechen oder wenn die Fuzziness der Daten klein ist.
Bei Fuzzy-Daten mit denen Fuzzy-Fehler abgebildet werden, ist hingegen iiberwiegend
davon auszugehen, dass sie unscharfe Abschitzungen des ,wahren* Messwertes sind, die

iiberdies noch semantische Inhomogenititen sowie zusitzliche subjektive Einfliisse in der

2Vgl. [Diamond und Kérner, 1997; Korner und Néther, 1998].

Die Programme fiir die Datensimulation und die Berechnung der Fuzzy-Approximation wurden in GNU
Octave geschrieben, der vergleichbaren Open Source-Entwicklung zu MATLAB.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

Modellierung* aufweisen konnen. Eine wesentliche Frage ist also, in welcher Weise die ver-
schiedenen Aspekte der Fuzzy-Modellierung die Approximation beeinflussen und ob diese
Wirkungen mit der Fehlerbewertung in den Daten konform sind. Nur dann kann davon
ausgegangen werden, dass Fehlereinfliisse durch eine entsprechende Fuzzy-Modellierung
in der Tendenz korrigiert werden konnen. Interessant ist auferdem, wie stark die Korrek-
tur sich auswirkt: Was kann in welchem Mafe korrigiert werden und wann lohnt sich der
Aufwand einer Fuzzy-Modellierung, weil der klassische Stabilitdtsoptimismus ausgehebelt

wird?

5.1.1 Simulation von Daten mit Fuzzy-Fehlern

Die Simulationsverfahren sollen Fuzzy-Werte liefern, die als typische Abbildung einer un-
genauen Messung von reellwertigen, ,wahren“ Daten gesehen werden konnen, die einen
linearen Zusammenhang beschreiben. Dabei soll die Ungenauigkeit sich infolge eines ty-
pischen Szenarios von Fuzzy-Fehlern ergeben. Also einer Mess-Situation, in der die Fehler
nicht in Form von Zufallsvariablen im Modell darstellbar sind. Mit der Konstruktion der
Fehlerszenarien sollen typischerweise vorkommende Abweichungen des Messwertes vom
,wahren“ Wert in empirischen Datensétzen charakterisiert und nachempfunden werden.
Gewissermafsen werden damit verallgemeinerbare Anforderungsprofile generiert, an de-
nen die Sensitivitdt der Regressionsmethoden zu erproben ist. Anhand der in Kapitel 4
konstruierten Fuzzy-Merkmalswerte wurde bereits herausgearbeitet, dass die Qualitit der
Fehlerdarstellung entlang von drei Eigenschaften eingeordnet werden kann, die sich in Tei-
len auch widersprechen: der Schirfe der Abschitzung, der Nihe zwischen dem Kern des
Fuzzy-Datums und dem ,wahren“ Wert sowie — insbesondere in Situationen, in denen
ein Randbeobachtungs-Problem vorliegt — der Gewichtung durch den Rand des Fuzzy-

Datums.?

Entsprechend dem Fazit in Abschnitt 4.3 sollen die Fuzzy-Daten iiberwiegend asym-
metrisch sein. Aufserdem sollen sie im Sinne von Definition 2.22 giinstig sein, wobei wir
fiir den Vergleich mit klassischen Methoden unterstellen, dass der Modalwert eines Fuzzy-
Datums dem fehlerhaften, reellwertigen Messwert entspricht. Die zweitere Annahme hat
den Zweck, die Konstruktion der Fehlerszenarien zu vereinfachen, gleichzeitig entfallt aber
damit die Moglichkeit, mit der Lage des Modalwertes die Giite der Beschreibung des
,wahren® Wertes durch die Fuzzy-Fehlerumgebung nachtrédglich zu kalibrieren und zur
Verbesserung der Abbildungsgiite zu nutzen. Gleichwohl wird es typisch fiir empirische

Mess-Situationen sein, dass der fehlerbehaftete Messwert mangels besseren Wissens mit

“Es geht hier z.B. um Verzerrungen in der Wahrnehmung, wie wir sie beispielsweise von optischen
Tauschungen her kennen.

®Vgl. Abschnitt 4.2 und dort v.a. S. 149.
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dem Modalwert der zugehorigen Fuzzy-Beobachtung identifiziert wird.

Weitere Voraussetzungen an die Fuzzy-Daten dienen der technischen Vereinfachung bei
der Berechnung der Fuzzy-linearen Approximationsfunktion. Insbesondere soll gelten, dass
0 < inf; supp(fi), d.h. dass alle X-Werte strikt positiv sind, damit bei den arithmetischen
Operationen nur die Vorzeichen der Funktionsparameter zu beriicksichtigen sind.® Diese
Vorgabe bedeutet gegeniiber empirischen Fuzzy-Daten keine Einschriankung, weil sie durch
eine Transformation der Daten immer erreicht werden kann. Tatséchlich kann aufgrund
der besonderen Form von Fuzzy-linearen Funktionen die Analysequalitit sogar verbessert
werden, indem die Fuzzy-Daten so transformiert werden, dass alle Werte fiir ein exogenes
Merkmal in der positiven bzw. der negativen Halbachse zu liegen kommen. O.E. gelte
dariiber hinaus, dass die unscharf beobachteten, ,wahren“ Werte aufsteigend sortiert sind,
d.h. 0 < 2] < - < 2. Auberdem werden fiir das Benchmarking nur trianguldre Fuzzy-
Zahlen verwendet, weil diese die einfachste Form von asymmetrischen LR-Fuzzy-Mengen

sind.

Fiir die Fuzzy-Fehler-Daten werden zunéchst die ,wahren® Werte bestimmt. Da auch
die Streuung der X-Werte einen Einfluss auf die Approximationsparameter hat, werden
diese im ersten Schritt durch eine Zufallsziehung aus dem relevanten Intervall — das ist in
diesem Fall das Intervall [0, 10] — vorgegeben. Daraus werden die Y-Werte mit der vorge-
gebenen ,wahren linearen Funktion berechnet. Wir beriicksichtigen den Fall ungestorter
Y-Werte und den Fall, dass die Y-Werte mit einer Normalverteilung um den ,wahren®

Zusammenhang variieren, also den einfachen Fall des klassischen Regressionsmodells.

Die Untersuchung der Fallbeispiele mit isolierten Fehlern in der unabhéngigen Variablen
bzw. in der abhingigen Variablen sollen eine Vorstufe fiir die Untersuchung der Fallbei-
spiele mit Fehlern sowohl in den Beobachtungswerten fiir die unabhéngigen als auch fiir
die abhéngigen Variablen bilden. Dieses Vorgehen zielt darauf hin, dass die Fehlereffekte
bei der Approximation mit Fuzzy-Fehlern (5(:“ }7;) als Zusammenwirken von Fehlereffekten
interpretiert werden konnen, die durch fehlerhafte Einzelvariablen verursacht sind. Dazu
ist sicherzustellen, dass die Fehlereinfliisse in den Einzelvariablen sich bei der Zusammen-
fiihrung nicht gegenseitig kompensieren, sondern eher gegenseitig verstirken und somit

die Korrekturwirkung der untersuchten Methoden besser verdeutlicht werden kénnen.

Fiir das Benchmarking werden zwei unterschiedliche Verfahren zur Erzeugung von giins-
tigen Fuzzy-Merkmalswerten verwendet, die den Einfluss von typischen Fehlern auf die

generierten ,wahren® Werte beschreiben.

Mit dem ersten Verfahren soll eine Situation nachgebildet werden, in der die Mess-

werte einem additiven, systematischen Fehler unterliegen, der im wesentlichen konstant

6Vgl. dazu Abschnitt 3.1.
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(Eigene Darstellung)

Abbildung 5.1: Konstruktion von Fuzzy-Daten mit einfachen, systematischen Fehlern

ist. Der Fehler in den Einzelmessungen soll aber dem systematischen Fehler nicht genau
entsprechen, sondern von beliebigen Schwankungen iiberlagert sein, so dass er sich nur
im Mittel iiber alle Messwerte abzeichnet. Bei einer vorliegenden Beobachtung z wiirde
man in dieser Situation den Einfluss des systematischen Fehlers in einem Fuzzy-Datum
abbilden, indem die Trégermenge so weit aufgespannt wird, dass sie den ,wahren* Wert
sicher enthélt. Die Fuzzy-Menge ist dann schief in Richtung von z, so dass z die Tra-
germenge proportional zum systematischen Fehler in einem festen Verhiltnis teilt. Das
Konstruktionsverfahren wird in Abbildung 5.1 verdeutlicht. Zur Generierung eines Daten-
satzes fiir dieses Fehlerszenario wird zunéchst die Tragermenge des Fuzzy-Merkmalswertes
Z; bestimmt, indem die Breite der Trigermenge ¢; mit einer Gleichverteilung iiber dem
Intervall [0, K] gezogen wird und die Lage von z relativ zum linken Rand ebenfalls
gleichverteilt im Intervall durch ~; € [0, (;] festgelegt wird. Dieses Vorgehen sorgt dafiir,
dass die Fuzzy-Daten eine beliebige Breite annehmen, die sich nicht monoton verhélt.
Die Spannweite der Messwerte ist dabei unabhingig von d({0},X). Aukerdem schépfen
die ,wahren“ Werte die gesamte Breite der moglichen Werte aus, ohne dass eine Haufung
auftritt. Die Modalwerte z; werden nun so berechnet, dass sie die Tragermenge in einem
festen, asymmetrischen Verhéltnis my teilen, dabei wird der Verhéltniswert my aus ei-
nem gegebenen Bereich m c [0, 1] gezogen. Insbesondere ist die Lage der Modalwerte im
Support damit nicht unmittelbar an die Lage der ,wahren“ Werte gebunden, gleichwohl
weichen sie systematisch davon ab. Der Wert des systematischen Fehlers ergibt sich ex

post als Mittelwert der Differenzen z; — 2.

Damit die Fallbeispiele so aufeinander aufbauen, dass bei Fuzzy-Daten ()?Z-, }7;) die Feh-
lereffekte sich verstirken, werden die Modalwerte fiir alle X; so bestimmt, dass sie die Tré-
germenge im Verhiltnis 0.7 bis 0.9 teilen. Die Modalwerte fiir die Y; teilen demgegeniiber

die Tragermenge im Verhiltnis 0.2 bis 0.4. Dabei werden die Verhéltniswerte gleichverteilt
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(Eigene Darstellung)

Abbildung 5.2: Konstruktion von Fuzzy-Daten mit korrelierten Fehlern

aus den jeweils angegebenen Intervallen gezogen. In der Kombination der Messfehler wird
dann der negative Fehlereffekt im Achsenabschnitt der Approximationsfunktion teilweise
kompensiert, im Steigungsparameter verstirkt sich hingegen die Tendenz zur Verringe-

rung der Steigung.

Mit dem zweiten Verfahren soll in stark vereinfachter Form eine Situation reproduziert
werden, in der die Fehlerabweichungen in X mit der Entfernung d({0}, X) korreliert sind
oder in der die Fehlerabweichungen in Y mit der Entfernung d({0}, X) — d.h. gleichfalls
mit der Entfernung von X vom Koordinatenursprung — korreliert sind. In einem ersten
Schritt werden Modalwerte zu den vorliegenden ,wahren Werten bestimmt. Dabei wird
die Korrelation mit Hilfe einer arctan-Funktion modelliert, die ihren Nullpunkt in der
Mitte des Intervalls annimmt, das durch die Inputwerte aufgespannt wird. Auf diese Weise
kann erreicht werden, dass die Modalwerte der Fuzzy-Daten bis zum Mittelpunkt der
Datenwolke immer ndher an den ,wahren” Werten zu liegen kommen, und in der Mitte
auferdem ein Seitenwechsel relativ zu den ,wahren“ Werten stattfindet. Zur Berechnung

der Modalwerte werden hier die folgenden Funktionen verwendet:

Fiir X : [X.]' = 2} + ¢, -arctan(z} - %), (5.1)
— * + *
fir Y : [V:]' = yf + ¢, -arctan(x} - i B ), (5.2)

2

wobei c;,c, € R geeignete Kontraktionsparameter seien. Damit die Fehlereffekte sich im
Kombinationsfall bei Fuzzy-Daten (X;,Y;) verstirken, wurden ¢, < 0 und ¢y > 0 gewéhlt;
konkret ¢, = -0.4 und ¢, = 0.2. Tendenziell wird die Steigung der Approximationsgeraden

dadurch nach oben verzerrt, wohingegen der Achsenabschnitt nach unten verzogen wird.

Die rechten und linken Spannweiten werden in Abhéngigkeit davon konstruiert, auf
welcher Seite der ,wahre* Wert eingeschlossen ist. Das Konstruktionsverfahren wird in

Abbildung 5.2 gezeigt. Auf der freien Seite wird die Spannweite kU gleichverteilt im Inter-
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vall [0,¢Y] bis zum vorgegebenen Maximalbetrag (U gewiihlt. Auf der gebundenen Seite
reicht die Spannweite gleichverteilt im Intervall [0,(4] bis zum vorgegebenen Maximal-
betrag (4 iiber den ,wahren® Wert hinweg, d.h. fiir X betrigt die Spannweite auf der
gebundenen Seite |[X;]! - x|+ k2, wobei k2 der zufillige Wert fiir die zusitzliche Spann-
weite ist. Die Gesamtspannweiten der so konstruierten Fuzzy-Daten sind in der Mitte des
Wertebereiches minimal und nehmen zu beiden Enden hin zu. Zudem haben die Modal-
werte eine Drift relativ zu den Enden der Trigermengen und zwar z.B. bei den X-Werten
von weit links nach weit rechts, wobei der ,wahre* Wert eine deutliche Entfernung vom
Modalwert hat und eher am langen Ende des Fuzzy-Werts liegt. Das generierte Fehlersze-
nario ist somit eine gute Illustration fiir eine Situation bei der die Gewichtung durch den
Rand der Fuzzy-Menge relevant ist. Die Schmetterlingsform der Datenungenauigkeiten
ist plausibel fiir die konstruierte Situation, weil dort, wo der Abstand zwischen ,wahren“

Wert und Messwert am geringsten ist, die Messgenauigkeit in der Tat am hochsten ist.

Weitere Fehlerszenarien mit besonderen Effekten werden durch eine manuelle Nachbe-
arbeitung von simulierten Datensétzen erzeugt, da sie nur schwer automatisiert werden
konnen. Dazu gehoren Fehlerszenarien, die einzelne bzgl. ihrer Lage oder ihrer Unschéarfe
extreme Fuzzy-Mengen enthalten oder aber Datensétze mit grofen und stark wechselnden

Fehlerabweichungen.

5.1.2 Vergleichskriterien

Ein Vergleich zwischen einer klassischen Kleinste Quadrate-Approximation und einer
Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation ist im eigentlichen Sinne nicht moglich, da es
sich dabei um Approximationsverfahren handelt, die in der Qualitit vollig verschieden
sind. Im ersten Fall erhalten wir eine Funktion, die den Zusammenhang von reellwertigen
Punkten wiedergibt, im zweiten Fall hingegen eine Funktion, die den Zusammenhang von
Fuzzy-Werten abbildet, die wir als Fehlerumgebungen von reellwertigen Punkten inter-
pretieren. Auch eine Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation, die sich als einfache lineare
Funktion darstellt, hat mithin eine vollig andere Aussage als eine klassische Ausgleichs-
gerade, da sie auch den Zusammenhang zwischen den Ungenauigkeitscharakteristiken der
Fuzzy-Daten einschliefst und simultan ausgleicht. Die Fuzzy-Modellierung der Regression
mit Fehlern in den Variablen erweist aber erst dann einen Nutzen fiir die Datenanalyse,
wenn Riickschliisse iiber die Zusammenhénge zwischen Messfehlern, Eigenschaften der

Fuzzy-Daten und Eigenschaften der Fuzzy-Approximationsfunktion moglich sind.

Die reellwertigen Regressionsansidtze werden daher als Extrembeispiele und als Ver-
gleichsmafstab fiir die Fuzzy-Approximationsfunktion eingesetzt. Dabei wird fiir verschie-

dene Szenarien von Fuzzy-Fehlerumgebungen durchgespielt, wie sich die Unterschiede
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zwischen den Approximationsergebnissen darstellen und welche Schliisse daraus fiir die
Interpretation gezogen werden kénnen. Ziel dabei ist es, Zusammenhange bei der Fuzzy-
Approximation zu erkennen, die zusitzliche Aussagen fiir die Datenanalyse ermoglichen
sowie Einflussfaktoren im Bezug auf die Modellierung der Fuzzy-Daten zu identifizieren,
die fiir die Giite der Approximationsfunktion besonders relevant sind. Das Benchmarking
ist also als [llustration und als Vorstufe zu einem systematischen Vergleich zwischen ver-
schiedenen Ansitzen zur Regression bei Fuzzy-Fehlern zu sehen, insbesondere sind die

Ergebnisse nicht ohne weiteres verallgemeinerbar.

Fiir das Benchmarking werden die folgenden klassischen Kleinste Quadrate- Approxima-

tionen als Vergleichsmafstab herangezogen:

Die Kleinste Quadrate-Approximation an die ,2wahren” Werte wird als Abbildung des
,wahren“ Zusammenhangs betrachtet. Der Grund fiir die Verwendung der Approximation
anstelle der vorgegebenen linearen Funktion liegt darin, dass die Datensétze fiir die Fall-
beispiele eher klein sind, so dass fiir die Beispiele, in denen normalverteilte Y unterstellt

werden, die Ziehungseffekte aus dem Vergleich ausgeschaltet werden sollen.

Bei allen simulierten Fehlerszenarien werden die Modalwerte der Fuzzy-Daten mit den
fehlerhaften Messungen identifiziert. Daher gibt die Kleinste Quadrate-Approzimation der
Modalwerte ([X;]',[Y;]') das Ergebnis einer naiven Regressionsrechnung wieder, bei der
der Einfluss der Fehler nicht beachtet wird.

In den Modellen mit fehlerhaftem X wird auferdem eine Kleinste Quadrate-Approxima-
tion dber die Werte in den Endpunkten der Trdger von X durchgefiihrt. Konkret wird
dazu im Modell mit genauen Outputs die Ausgleichsgerade fiir die erweiterte Menge von

artifiziellen Beobachtungswerten

(@1(0).91), - (27(0),5)  und (27°(0), 1), -, (2,7(0), yn)

berechnet. Im Modell mit fehlerhaften In- und Outputs werden zur Vereinfachung anstel-
le von genauen y; die Modalwerte [}7@]1 sowie zum Vergleich die Steiner-Punkte und die
,wahren“ Werte eingesetzt. Dieser dritte Ansatz bildet ab, wie die Approximation aus-
fallt, wenn die X-Werte mit extremen Fehlern in beide Richtungen gemessen werden, so
dass diese sich bei der Approximation z.T. gegenseitig ausgleichen. Mit diesem Ansatz
lasst sich demonstrieren, wie stark die Abweichung bzw. Verzerrung ist, die sich aus der

Fehlervariabilitit bei der Messung von X ergibt.”

Die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression wird hauptséchlich auf der Basis der d,-Metrik
durchgefiihrt. Mit Hilfe der Klasse der Fuzzy-Metriken geméif Bertoluzza u. a. [1995] kann

"Vgl. das anschauliche Beispiel zur Attenuation in Schneeweiff 1990, S. 224 sowie die illustrierende
Abbildung 2.2 auf S. 42.
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N[

(Eigene Darstellung)

Abbildung 5.3: Berechnung des Abstandes in der gewichteten Metrik

aufserdem untersucht werden, welchen Effekt eine unterschiedliche Gewichtung der -
Niveaus bei der Abstandsmessung auf die Funktionsapproximation hat. Definition und
einige wichtige Eigenschaften der Metriken nach Bertoluzza u.a. sind im Anhang A.1,
Definitionen A.6 und A.9 beschrieben. Der besondere Vorzug dieser Metriken liegt darin,
dass sie bei LR-Fuzzy-Mengen nur zu verdnderten Gewichtungsfaktoren in den Rechen-

algorithmen fiihren, so dass diese leicht angepasst werden konnen.®

Als Vergleichsmetriken wihlen wir zum einen die Hagaman-Metrik? dy, in die wie bei
der 9,-Metrik alle a-Niveaus eingehen, wobei die Niveaus mit hoher Zugehorigkeit stiarker
gewichtet werden als Niveaus mit niedriger Zugehorigkeit. In Anlehnung an die allgemeine
Definition fiir die erweitere Familie der Kleinste Quadrate Fuzzy-Metriken ist dy definiert
durch

5% (A, B) :f[ | (5(00) = 850,02 (@) A (@) ® X% (u)
0,1]x
1 r1
-3 [ 1-a(0) + (@) + (0 (@) ~H(0))*)f () da (5.9
0
wobei f eine stetige Gewichtungsfunktion ist, fiir die gelte f|7 > 0 und [01 fdA' = 1.
Damit gilt fiir triangulire Fuzzy-Mengen, dass nur die Gewichte ||L||3 und ||L||; in der

Formel zur Berechnung der Metrik angepasst werden miissen. Wir wihlen f(a) = 2« und

erhalten damit [|Ly f|3 = ||Rps|[3 = 75 und [[Lp sl = ||Ra sl = 3.

Als weitere Variante wihlen wir die folgende gewichtete Metrik

(. B) = 2035, Blus) + £[(-a*(0) +54(0))? + (a(0) - b7(0))?],

8Vgl. Diamond und Kérner 1997, S. 30.
9Vgl. [Bardossy u. a., 1992].
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>
\

(Eigene Darstellung)

Abbildung 5.4: Unterschiede zwischen den Fuzzy-Metriken do,0y,0c — Datenwerte wie
im Text angegeben (S. 162).

AB,  ADB, A B
g, [ 0.7917 0.2917 0.3558

Om || 0.8542 0.1979 0.1988
dc || 0.8203 0.2695 0.3414

Tabelle 5.1: Abstandswerte fiir d9, 0, g

wobei Ay 5 die bei a = 0,5 abgeschnittene Fuzzy-Menge sei, die durch 13,5 (W) = kgL aps
definiert ist. 07 bildet somit einen Kompromiss zwischen 43 fiir die obere Hélfte der Fuzzy-
Mengen, die mit einem Gewicht von w; = % gewertet wird, und dem zugehorigen Intervall-
abstand der Triagermengen, der mit einem Gewicht von ws = i eingeht. Die Ermittlung
von &g wird in Abbildung 5.3 verdeutlicht. In der iiblichen Weise werden als Faktoren
Ll = ||Rcl|3 = & und ||L¢||r = [|Relli = 55 berechnet. Die Unterschiede zwischen den
Metriken konnen am Beispiel der Fuzzy-Mengen in Abbildung 5.4 verdeutlicht werden. Die
abgebildeten Fuzzy-Mengen sind gegeben durch A = (2; 1,1.5)L,§1 = (3;1.5,1.5)L,§2 =
(2.25;0,75,2.25) 1, By = (2.25:2.25,2.25),. Wahrend B, in relativ gleichméfiger Entfer-
nung zu A liegt, liegen die Modalwerte von B, und Bj nahe beim Modalwert. Der einzige
Unterschied von B, und By besteht darin, dass die Triigermenge von Bj stirker von A
abweicht. Die geméaf d5, 05, ermittelten Abstandswerte sind in Tabelle 5.1 aufgelistet.
Da die d5-Metrik keine Gewichtungen zwischen den «-Niveaus vornimmt, kann sie als
,heutrale’ Abstandsmessung betrachtet werden. Die Hagaman-Metrik 6y legt demgegen-
iiber starkes Gewicht auf die Modalwerte, entsprechend ist der Abstand zu B, und Bs
besonders klein. Die Metrik ¢ reagiert ebenfalls stiirker auf Anderungen in den Modal-
werten als die do-Metrik. Im Unterschied zu 0y ist sie aber sensibler fiir Abweichungen

der Trigermenge, wie der Ubergang von B, zu Bs zeigt.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

5.2 Benchmarking der Kleinste Quadrate

Fuzzy-Regression bei Fuzzy-Fehlern

Die Ergebnisse einer Fuzzy-Approximation werden hier anhand der simulierten Fuzzy-
Daten zu den alternativen Fehlerszenarien durchgespielt, die in Abschnitt 5.1 vorgestellt
wurden. Dabei werden zunéchst Datensétze mit genauen Inputs sowie mit genauen Out-
puts untersucht, weil dadurch die unterschiedlichen Effekte von Fehlern in Y und Feh-
lern in X isoliert betrachtet werden konnen, bevor sie im allgemeinen Ansatz zusam-
mengefithrt werden. Die Giite einer Approximationsfunktion wird dabei hauptséichlich
danach beurteilt, wie gut der Steigungsparameter a; die Steigung der Kleinste Quadrate-
Approximation der ,wahren® Werte anndhert. Dies ist auch dadurch begriindet, dass in
den Ansétzen zur Kleinste Quadrate-Regression der Achsenabschnitt iiblicherweise in Ab-
hiangigkeit vom Steigungsparameter als ,Saldierungsgrofe berechnet wird. Die Zahl der
Varianten sollte nicht iiberméfig erhoht werden, daher werden in allen Beispielen dieselben
Strukturparameter vorgegeben und zwar als Achsenabschnitt ag = 1,5 und als Steigung
a, =0,3.

Die Datensétze, die fiir die untersuchten Fallbeispiele generiert wurden, sind in An-
hang A.2 dokumentiert. Es soll hier bereits fiir alle Fallbeispiele vorausgeschickt werden,
dass die Fuzzy-Approximation mit d; und den davon abgeleiteten Metriken zu Ergebnis-
sen fiithren, die eine dhnliche Gréfenordnung haben, wie die iiblichen Kleinste Quadrate-
Ergebnisse. Beispielsweise liegen bei der Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation mit
Fuzzy-Inputs die d,-Residuen der Fuzzy-Approximation immer zwischen dem Residuum
des linken Endwertes und dem Residuum des rechten Endwertes zur Endwerteappro-
ximation. Damit bewegen sich die Fuzzy-Approximationsverfahren auch bei den Giite-
kennziffern im wesentlichen im Rahmen der Dimensionen, die auch fiir die klassische
Regressionsrechnung gelten. Es ist allerdings darauf hinzuweisen, dass das Residuum
der Fuzzy-Approximation als metrischer Abstand von Fuzzy-Werten berechnet wird und
somit vorzeichenfrei ist. Das Vorzeichen kann gesondert nach einer Ordnungsrelation
fiir Fuzzy-Zahlen zugewiesen werden. Wir verwenden hierzu das Vorzeichen der Diffe-
renz oy — 0%, i) zwischen den Steiner-Punkten von Y; und dem zugehorigen Fuzzy-
Approximationswert, weil die Steiner-Punkte die Schwerpunkte der Fuzzy-Mengen im
Bezug auf die d,-Metrik darstellen.!®

Es ist zu beachten, dass in diesem Abschnitt ausnahmsweise die Dezimalzahlen in ame-
rikanischer Schreibweise mit einem Punkt verwendet werden, um die Lesbarkeit der No-
tation fiir die Fuzzy-Daten in LR-Schreibweise zu erhéhen. Wir schreiben also ab jetzt
1.5 statt 1,5.

OFiir die alternativen Metriken dz und dg konnen angepasste minimierende Werte bestimmt werden,
die wir als die zugehorigen Steiner-Punkte verwenden. Vgl. dazu Definition A.9 im Anhang A.1.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

5.2.1 Modell mit genauen Inputs

Als Modell mit genauen Inputs betrachten wir eine Regression bei Fuzzy-Fehlern in den
Daten fiir Y, d.h. es liegen Daten (x;,Y;) vor. Dieser Approximationsansatz ist dann
sinnvoll, wenn die Messungenauigkeiten in Y gegeniiber der zufilligen Variabilitit auffal-
lig sind. Er bietet sich u.a. an, wenn Einflussfaktoren auf die Ungenauigkeit in Y nicht
eindeutig identifiziert werden kénnen. In dieser Situation kann entweder eine defuzzifizier-
ter Ausgleich durchgefiihrt werden (vgl. Abschnitt 3.3.1) oder eine Fuzzy-Charakteristik
angepasst werden (vgl. Abschnitt 3.3.2).

Beim defuzzifizierten Ausgleich wird der Zusammenhang der genauen Inputs x; mit den

moglichen ,wahren“ y* in den Mittelpunkt gestellt. Dabei wird eine Funktion vom Typ
y=ap+a;-x

approximiert, wobei die Parameter ag, a; € R sind. Da die Fuzzy-Daten L R-Fuzzy-Intervalle
sind, kann die Kleinste Quadrate-Bedingung ¥, 62(Y;, ag + a12;) gemik Formel (3.11) als
Gleichung in den Parametern ag, a; umgeschrieben werden. Das Minimum kann wie iiblich
durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen 9,,,0,, berechnet und unter Verwendung der

Berechnungsformel (A.6) fiir o5 zusammengefasst werden zu:

do = O'_Yv_—dl,f‘.,
)

o = c(z,o¢

5.4
(z) (5.4)
wobei c(u,v) = + YLy (u; — @) (v; - 0.) und 73, = = ¥, 05 als Mittelwert der Steiner-Punkte

von Y, gesetzt ist.

Die Kleinste-Quadrate-Approximation in der 9, Metrik beriicksichtigt demzufolge die
Zugehorigkeitsbewertung fiir die ,wahren* Outputs dadurch, dass die plausible mogliche
Lage von y; mit oy charakterisiert und verallgemeinert wird. Dabei ist oy die reelle Zahl,
die unter d, minimalen Abstand zu Y; hat.'! Aus dem einfachen Zusammenhang oy =
yi+||L||1(ry; —ly;) fiir triangulére Fuzzy-Daten'? ist ersichtlich, dass bei der defuzzifizierten
Anpassung eine Korrektur des Modalwertes um die gewichteten Anteile der Spannweiten

beriicksichtigt wird.

Falls stattdessen eine Fuzzy-lineare Funktion mit Fuzzy-Parametern zugrundegelegt
wird, bildet der lineare Zusammenhang ab, wie die reellwertigen z; mit den Fehlerum-

gebungen Y; fiir den ,wahren* Wert y; verkniipft sind. Der funktionale Zusammenhang

Vgl Satz A.S.
12g]. Satz A.9.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

erzeugt dabei gegeniiber der Genauigkeit der z; zuséitzliche Fuzziness in den Bildwerten.
Die Fuzzy-lineare Funktion hat demzufolge Fuzzy-Parameter Zfo, A, und wir approximie-

ren Funktionen vom Typ:
Y = 12[0 @ Zl O x.

Die linken (bzw. rechten) Spannweiten des Steigungsparameters verschwinden, wenn die

linken (bzw. rechten) Spannweiten von Y; in i eine nicht-wachsende Tendenz haben.!3

Im Rahmen seiner Dissertation hat Korner [1997] Rechenverfahren fiir die Kleinste
Quadrate Fuzzy-Regression hergeleitet und zur Verfiigung gestellt.'* Aus den dort vorge-
stellten Formeln ist direkt ersichtlich, dass die Approximationsparameter im wesentlichen
durch die Kleinste Quadrate-Losung jeweils fiir die Modalwerte sowie die linken und rech-

ten Spannweiten berechnet werden kénnen, d.h.

a L 7
=@z 2y, | =(272) 27y, | 0 =(272) 2y, (5.5)
al lAl TAI
wobei y = (y1,...,Un)T ly = (Ivy,-. . Iv,)T vy = (ryy,...,1ry,)T und Z = (1¢,,),x) mit
1(n) = (1,,1) e R™ ist.

Eine Abweichung ergibt sich dann, wenn einer der Kleinste-Quadrate-Parameter fiir die
Spannweiten < 0 wird. Dann ist eine quadratische Optimierung unter Vorzeichenneben-
bedingungen durchzufiihren, die insbesondere auch eine Verdnderung der Parameter fiir

die Modalwertgerade nach sich zieht.

Als dritte Variante wurde der vereinfachter Modellansatz mit
Y = ZS ®aj-x

angepasst. Dieser fiihrt zum selben Steigungsparameter a; gemif Gleichung (5.4) wie
die defuzzifizierte Approximation. Der Modalwert des Fuzzy-Achsenabschnitts Zg liegt in
der Regel nahe beim Achsenabschnitt des defuzzifizierten Ansatzes ag. Seine Spannweiten
gleichen die empirische Tendenz in den Spannweiten aus, d.h. wenn bei der Anpassung
der Fuzzy-Charakteristik eine Fuzziness im Steigungsparameter A; verbleibt, dann ist die
Spannweite von Zg grofker als die Spannweite von Ay, wie in Tabelle 5.2 zum Beispiel mit

einfachem, systematischem Fehler abzulesen ist.

13Ein Ausweg besteht darin, dass die Forderung eines Fuzzy-linearen Zusammenhangs durch die schwé-
chere Forderung eines linearen Zusammenhangs in den Modalwerten sowie eines davon unabhéngigen li-
nearen Zusammenhangs in den in den Spannweiten ersetzt wird, vgl. als Beispiele [Chang und Lee, 1994b;
Diamond und Korner, 1997; D’Urso und Gastaldi, 2000].

1Vgl. [Kérner und Néther, 1998; Diamond und Korner, 1997].

165



991

1.5

1

Abbildung 5.5: Modell mit genauen Inputs und einfachem systematischen Fehler: Die ,wahren“ Werte der Outputs weichen mit Varianz
s% = 0.5 zufillig vom urspriinglichen Zusammenhang ab.

Legende: ,wahre“ Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen (o), ,wahre* Gerade (—), defuzzifizierte Approximation (
Fuzzy-Approximation (— —), Begrenzungsgeraden des Triagers der Fuzzy-Approximation (— —)
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), Modalwertgerade der
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

,wahre* | defuzz. vereinf. Fuzzy-

Werte | Modell Modell Modell
ap || 2.0490 | 2.0752 | (2.0183;0.1776,0.4054), | (2.0444;0.1730,0.2963)
ap || 0.2172 | 0.2114 0.2114 (0.2070;0.0008,0.0185) 1,

Tabelle 5.2: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit genauen Inputs und einfa-
chem systematischen Fehler

Das Datenbeispiel in Abbildung 5.5 ist mit dem Algorithmus erzeugt, der Fuzzy-Daten
mit einfachen systematischen Fehlern simulieren soll. Der systematische Fehler in den
Beobachtungen ergibt sich ,ex post* als 1. = %Zl(yZ —-y!) = -0.06472. Die Approximati-
onsfunktion mit Fuzzy Parametern kann direkt gemaf den Kleinste Quadrate-Formeln in
Gleichung (5.5) berechnet werden, so dass die Spannweiten sich in etwa als ,Mittel* {iber
die Ergebnisspannweiten ergeben, und die Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation
mit der Kleinste Quadrate-Approximation der Modalwerte zusammenfillt. Es sind keine
besonderen Effekte aus der zufilligen Variabilitdt der Y-Werte zu beobachten. Im Fallbei-
spiel weichen die Kleinste Quadrate-Parameter der linearen Approximation der ,wahren®
Werte stark von den vorgegebenen Parametern ab. Die defuzzifizierte Approximation ni-
hert die ,wahre“ Gerade insgesamt gut an, insbesondere gibt sie den Steigungsparameter
besser wieder als die Gerade der Modalwerte der Regression mit Fuzzy-Parametern, die
— wie oben beschrieben — mit der Kleinste Quadrate-Approximation an die fehlerhaften
Beobachtungen zusammenfillt. Die Giite der defuzzifizierten Approximation kann damit
erklart werden, dass die Messfehler in den Beobachtungen in den Steiner-Punkten oy,
die geméf Gleichung (5.4) der Berechnung vom a; zugrundeliegen, durch eine Lageanpas-
sung relativ zum Verhéltnis der linken und der rechten Spannweite antizipiert und damit
proportional mit der gewdhlten Metrik korrigiert werden. Im vereinfachten Fuzzy-Modell
erhilt man zusétzlich zum Steigungsparameter noch eine Approximation der mittleren
zusitzlichen Ungenauigkeit der Outputs Y gegeniiber den Inputs X. Die Approximati-
on der Fuzzy-Charakteristik zeichnet sich dadurch aus, dass sie die Fuzzy-Umgebungen
in den Eingangsdaten gut annidhert und zudem die leichte Drift in den Modalwerten der
Fuzzy-Daten verdeutlicht. Allerdings ist darauf hinzuweisen, dass die gute Approximation
des Achsenabschnitts im ausgewéhlten Beispiel eine Ausnahme ist und dadurch entsteht,
dass der kleinste Fuzzy-Wert isoliert liegt und damit grofsen Einfluss auf alle Approxima-
tionsvarianten hat. Typischerweise liegt die Gerade der Modalwerte der Fuzzy-Regression
hingegen parallel zur ,wahren“ Gerade, was auch dem Einfluss des einfachen, systemati-
schen Fehlers entspricht. Insgesamt sind aber die Abweichungen zwischen den verschie-
denen Steigungsparametern eher klein. Die fehlerhaften Beobachtungen in Y verursachen

somit also eine leichte Verringerung in der Steigung der Approximationsfunktion.
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Abbildung 5.6: Modell mit genauen Inputs und korreliertem Fehler: Die ,wahren* Werte der Outputs weichen mit Varianz s = 0.3
zufillig vom urspriinglichen Zusammenhang ab.

Legende: ,wahre“ Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen (o), ,wahre* Gerade (—), Modalwerteapproximation (---.), defuzzifizierte
Approximation (....), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation (— —), Begrenzungsgeraden des Tragers der Fuzzy-Approximation (— —)
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

,wahre* | Modal- | defuzz. vereinf. Fuzzy-
Werte werte | Modell Modell Modell
ag || 1.5299 | 0.9084 | 1.1242 | (1.1155;0.3139,0.3486), | (1.0328;0,0.3654),,
ar; || 0.2986 | 0.4098 | 0.3710 0.3710 (0.3843;0.0535,0),

Tabelle 5.3: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit genauen Inputs und korre-
liertem Fehler

Die Fuzzy-Daten in Abbildung 5.6 sind mit dem zweiten Algorithmus generiert, der
korrelierte Fehler nachempfinden soll. Dabei fallen Modalwerteapproximation und die
Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation nicht zusammen. Dies ist bei der Fuzzy-
Approximation mit reellwertigen Inputs nur dann der Fall, wenn bei der Kleinste Quadrate-
Anpassung der Spannweiten von E ein negativer Wert ermittelt wurde. Die dadurch
ausgeloste Optimierung fiithrt immer zu einer kleineren Steigung als bei der Modalwer-
teapproximation. Bei diesem Fehlerszenario fiihrt das zu einer Verbesserung des Stei-

gungsparameters in den Modalwerten der Approximation.

Auffillig ist aukerdem der Verwringungseffekt bei der Approximation des Modells mit
Fuzzy-Parametern, der durch die Drift in den Modalwerten relativ zu den Endpunkten
entsteht. Dieser Effekt wird dadurch erzeugt, dass die linken Spannweiten in Richtung
0 schnell abnehmen und infolgedessen die linke Spannweite des Achsenabschnitts ver-
schwindet. Hingegen nehmen fiir wachsende X die rechten Spannweiten schnell ab, was
die rechte Spannweite des Steigungsparameters verschwinden lésst. Wie Tabelle 5.3 zeigt,
wird hinsichtlich der reellwertigen Benchmarkgeraden auch hier wieder das beste Approxi-
mationsergebnis bei der defuzzifizierten Approximation mit einer Steigung von a; = 0.3710
erzielt, gefolgt von der Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation. Schlieflich ist die Mo-

dalwerteapproximation am stirksten nach oben verzerrt.
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Abbildung 5.7: Modell mit genauen Inputs und korreliertem Fehler — Vergleich von Fuzzy-Approximation und vereinfachter Fuzzy-
Approximation

Legende: ,wahre“ Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen (o), ,wahre* Gerade (—), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation (——),
Begrenzungsgeraden des Trégers der Fuzzy-Approximation (— — ), Modalwertgerade der vereinfachten Approximation (.....),
Begrenzungsgeraden des Trégers der vereinfachten Approximation (----)
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

Abbildung 5.7 zeigt, dass sowohl Fuzzy-Approximation als auch die Approximation
des vereinfachten Modells den ,wahren“ Zusammenhang zu einem grofsen Teil einhiil-
len, so dass der Korridor des 0-Niveaus eine gute Abschitzung fiir den ,wahren* Zusam-
menhang darstellt. Allerdings darf dies nicht als Konfidenzintervall missverstanden wer-
den. Die Fuzzy-Approximation ist eher als eine Abbildung der Fehlersensitivitit durch
die vorliegenden Daten und deren Ungenauigkeiten zu verstehen. Dabei werden aller-
dings nicht die maximalen Fehlerausschlige abgebildet, sondern deren Kleinste Quadrate-
Approximation und mithin so etwas wie eine ,mittlere oder ,wesentliche“ Fehlersensi-
tivitdt. In einem induktiven Modell wire es hingegen mdoglich, iiber die Fuzzy-lineare
Funktion hinaus noch Konfidenzintervalle fiir die Parameterschitzer bzw. die Approxi-
mationsfunktion zu bestimmen. Bei der vereinfachten Approximation tritt im Gegensatz
zur Fuzzy-Approximation der Verwringungseffekt nicht auf, der einen Hinweis darauf gibt,
wie sich die Modalwerte der Fuzzy-Daten im Verhéltnis zu den Endpunkten der jeweiligen

Tréagermengen verschieben.

Die Verwendung einer der alternativen Metriken wiirde bei diesem Datenbeispiel eine
Anderung in den Fuzzy-Parametern bewirken, da sich bei beiden alternativen Metriken
die Modalwerte stiarker auswirken. Z.B. verschlechtern sich die Parameter der Fuzzy-
Approximation mit 0y zu Ay = (0.9930;0,0.3558),;,21 =(0.3932;0.0561,0) .

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die defuzzifizierte Approximation bei
den betrachteten Beispielen fiir die beiden Fehlerszenarien mit genauen Inputs die ,wahre
Gerade am besten angenihert hat. Dies zeigt, dass mit dem Ubergang zum Steiner-Punkt
— und zwar derjenige fiir die Jo,-Metrik — eine geeignete und wohlinformierte Korrektur
fiir die fehlerbehafteten Outputs vorgenommen werden kann, sofern die Fehlereinfliisse
nach dem Ansatz der vorgestellten Fehlerszenarien modelliert werden konnen. Der verein-
fachte Fuzzy-Ansatz liefert als einzige zusétzliche Information die mittlere Gesamtunschér-
fe in den Fuzzy-Daten. Demgegeniiber sind zwar die Parameter der Modalwertgerade der
Fuzzy-Approximation im Vergleich zur defuzzifizierten Approximation stiarker verzerrt,
sie geben aber Auskunft iiber lineare Tendenzen in den Fuzzy-Daten, die in der Form der
Fuzzy-linearen Funktion abgebildet werden.'> Da bei der Modellierung von Fuzzy-Daten
typischerweise eine Fuzzy-Umgebung fiir den fehlerbehafteten Messwert konstruiert wird,
so dass dieser zum Mafstab wird und nicht der unbekannte ,wahre* Wert, und da Unschér-
fe im Fuzzy-linearen Modell irreversibel ist, d.h. negative Unschérfe ist auszuschliefien, ist
die Interpretation der Modellierungstendenz in den Daten allerdings erschwert. Im zwei-
ten Fallbeispiel wird im Verwringungseffekt nur die Tendenz in den linken Spannweiten

vollstandig abgebildet. In den rechten Spannweiten der Approximationsfunktion kann das

15Bei den untersuchten Fallbeispielen gab die Summe der Abstandsquadrate R? keinen Hinweis darauf, ob
die Fuzzy-Approximation oder die vereinfachte Fuzzy-Approximation grundsétzlich zu bevorzugen wire.
Ein validierter Nachweis bleibt einer umfangreicheren Simulationsstudie iiberlassen.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

Verschwinden der rechten Spannweiten nur dadurch abgebildet werden, dass die rech-
te Spannweite des Fuzzy-Steigungsparameters 0 wird, d.h. dass die rechte Spannweite
der Funktion parallel zur Modalwertgerade ist. Eine vollstindige Abbildung des Effektes

wiirde es hingegen erfordern, dass zu negativen Spannweiten iibergegangen werden kann.

5.2.2 Modell mit genauen Outputs

Als weiteren isolierten Ansatz betrachten wir das Fuzzy-Modell, in dem umgekehrt die
Inputs ungenau und die Outputs genau sind. Wir haben somit Fuzzy-Daten (Xl-,yi).
Dieser Ansatz ist vergleichbar mit dem klassischen Messfehlermodell der Regression. Der
lineare Zusammenhang bildet ab, wie die X-Fehlerumgebungen mit den genauen Y zu-
sammenhingen. Da Fuzzy-linearen Funktionen Fuzzy-Eingangswerte aufgrund des Er-
weiterungsprinzips immer in Fuzzy-Werte abbilden, kann nur eine lineare Funktion mit
Y -Fehlerumgebungen als Bildwerten beriicksichtigt werden. Diese sollen moglichst gut an
die reellwertigen y; angendhert werden. Wir approximieren entsprechend die folgenden

Fuzzy-lineare Funktionen:
?(y) —ap®a; © X.

Die Notation ?(y) soll verdeutlichen, dass der Zusammenhang nur zu unbekannten, ,yvir-
tuellen” Fehlerumgebungen der genauen Beobachtungen y; besteht, auch wenn die Appro-

ximation die Abstdnde zu den Eingangswerten minimiert.

Die Losung der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression kann fiir die Metrik d5 in geschlos-
sener Form berechnet werden. Dabei ist wegen der eingeschrinkten Linearitit der Aus-
wertungsfunktionale x g g auf R zwischen dem Fall mit positiven und mit negativen

Steigungsparameter a; zu unterscheiden, wie in Abschnitt 3.7.2 dargestellt wurde.

1. Fall: Fiir a; > 0 gilt mit Satz A.5 in Anhang A.1, dass

Zég(yi,ao ®a © X@) = Z(yl — Qg — alcr)?i)Q + 2(53(0, (llyio) (56)

2

= Z(yz‘ —ap - a10g,)* +aj 253(07)?5),

wobei X° =X, © 0%, die im Steiner-Punkt o5, zentrierte Fuzzy-Menge ist.

Wir setzen nun ¢ = ZM%(O,X{’). Offensichtlich gilt ¢ > 0.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

Aus (5.6) erhalten wir die folgenden Normalengleichungen:

Oag = —2n(y. —ag — a10%.), (5.7)
O = )2 2(yi — a0 - ar0g,)(~0%,) + 2qas. (5.8)

Setzen wir nun J,, gleich 0, so folgt
ag =Y. — 10 ..
Eingesetzt in (5.8) ergibt sich daraus
Oay = 2[(q + zi:(o'ii -0x%.)})ar - zzj(yz -y )(og, —05.)]. (5.9)

Insgesamt erhalten wir folglich als Fuzzy Kleinste Quadrate-Losung unter der Bedingung,

dass a; > 0:

Sy - 3)(0g, - T%) LTy - 5)(og, - 7F)

¢+Tilog, -%)  f+aLilog -o%)

ay =

(5.10)

und
ap =Y. —10x.. (5.11)

2. Fall: Sei a; <0.

Dann erhalten wir mit Satz A.8 auf S. 221, dass fiir alle 1 <i <n gilt
050, (a1 X)°) = a3 65(0, (-X,)°) = a7 65(0, X7).

Fiir trianguliire Fuzzy-Zahlen A gilt dariiber hinaus auch, dass o_ 1 = —oz. Durch Aus-
rechnen erhalten wir daher, dass die Approximationsparameter ebenfalls mit den Formeln
(5.10) und (5.11) bestimmt werden kénnen. Die Approximationsparameter a;,as konnen
also bei der defuzzifizierten Regression mit ungenauen Inputs nicht durch eine klassische
Kleinste Quadrate-Approximation in den Steiner-Punkten bestimmt werden, wie im Fall
mit genauen Inputs und Fuzzy-Outputs in Gleichung (5.4). Stattdessen verringert sich die

Steigung mit steigender Fuzziness der Inputs, die im Wert ¢ gemessen wird.

Mit dieser Berechnung konnen wir zeigen, dass der Steigungsparameter bei Fuzzy-Daten
(X;,y;) mit trianguliiren X; im Betrag immer kleiner oder gleich dem Kleinste Quadrate-

Wert ohne Nebenbedingungen ist. Diamond und Korner [1997| geben die folgenden Formel
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

zur Berechnung der optimalen Steigungsparameter ohne Nebenbedingungen an'6

C’XY

XY 5.12
Crx (5.12)

dl =
wobei

Cxx =c(x,7) + || Rl[3e(rx,rx) + || Ll3e(lx, Ix) + 2[||Rlhe(@,rx) = [|Lllie(z, Ix)]
Cxy =c(z,y) +||Rl[3e(rx, ry) +[[LIe(lx, Iy)
+[[Rl[e(z, ry) + c(rx,y)] = || LIh[e(z, Iy ) + c(lx, y)]

wobei ¢(-,-) definiert ist wie auf S. 164. Bei trianguléiren Fuzzy-Mengen ist || R||3 = ||| = &
und [|Rly = [|Z]: = 1.

Damit erhalten wir, dass fiir reellwertige y; gilt
1 _ -
Cxy =— > (i-y)(ox, -7%)

und

1 5 1 — 5 —
o[+ o 70| [+ e+ B

und folglich |ay| < |ay).

16Vgl. Diamond und Koérner 1997, S. 18fF.
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Abbildung 5.8: Modell mit genauen Outputs und einfachem systematischen Fehler (s? = 0.3)

Legende: ,wahre‘ Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen (o), ,wahre* Gerade (—), Modalwerteapproximation (----), Endwerteapproximation
(— —), Fuzzy-Approximation (— —)
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

‘ H ,wahre* Werte ‘ Modalwerte ‘ Endwerte ‘ Fuzzy-Daten

ag 1.6377 1.5928 1.7304 1.6542
ap 0.3175 0.3107 0.3024 0.3078

Tabelle 5.4: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit genauen Outputs und ein-
fachem systematischen Fehler

In Abbildung 5.8 ist ein Fallbeispiel mit genauen Outputs und einfachem systemati-
schen Fehler in den Inputs zu sehen. Der ,ex post“ bestimmte systematische Fehler be-
triigt ¢. = - ¥, (2;—x}) = 0.28361. Die Parameter der Benchmark-Approximationen sind in
Tabelle 5.4 zusammengefasst. Dabei ndhert die Modalwerteapproximation den ,wahren*
Steigungsparameter am besten an, ist aber im Vergleich zu den anderen Benchmark-
Geraden am stéirksten nach unten verschoben. Das entspricht im wesentlichen dem Effekt
einer konstanten Verschiebung aller X-Werte um den Betrag des systematischen Fehlers
nach rechts. Die Endwerteapproximation hat den am weitesten abweichenden Steigungs-
parameter, der am kleinsten ausfillt, wie es aufgrund der Attenuation bei variierenden
Fehlereinfliissen — in diesem Fall dem linken und rechten Rand der Trigermenge — zu
erwarten ist, die in Abschnitt 2.2.2 beschrieben ist. Die Fuzzy-Approximationsgerade liegt
zwischen Modalwerte- und Endwerteapproximation. Durch einen Wechsel zu den alterna-
tiven Fuzzy-Metriken kann in diesem Fehlerszenario eine Verbesserung der Steigungspara-
meter erreicht werden. Dies ist damit zu erkldren, dass beide ein groferes Gewicht auf die
Modalwerte der Fuzzy-Daten legen und daher die Approximationsfunktion stirker zur
Modalwerteapproximation ziehen. Im Vergleich zu den Datensétzen ohne zufillige Sto-
rungen fallen die Fehlereffekte bei Datensitzen mit zufélligen Storungen in den ,wahren*

Werten anscheinend in etwas abgeschwéchter Form aus.

Bei manchen Datenbeispielen, die fiir dieses Fehlerszenario erzeugt wurden, fillt ab-
weichend zu hier die Modalwerteapproximation steiler aus als die ,wahre* Gerade,'” den-
noch liefert der Steigungsparameter der Modalwerteapproximation in der Regel die beste
Anndherung an die ,wahre* Steigung. Insgesamt wirken sich bei der Approximation der
Benchmark-Geraden sowohl der ,konstante” systematische Fehler 4. als auch die vari-
ierenden Fehler aus, die ¢. iiberlagern. Dies lasst sich anhand der klassischen Modelle
mit Fehler in den Variablen, die in Abschnitt 2.2.2 dargestellt wurden, gut erkldren: der
Anteil des additiven, deterministischen Fehlers, der in etwa ). entspricht, fiihrt zu einer
negativen Verschiebung des Achsenabschnitts im Vergleich zur ,wahren“ Approximati-
onsgeraden und die variierenden Fehleranteile — die aufgrund der Konstruktion in der

Summe verschwinden — fiihren bei der positiven Steigung des Zusammenhangs zu einer

"Dies ist auf Abhingigkeiten zwischen den Fehlereinfliissen mit den ,wahren* Werten zuriickzufiihren.
Etwa trifft eine steilere Verzerrung bei der Modalwertgeraden hiufig mit einer negativen deskriptiven
Kovarianz der Fehlerschwankungen mit den ,wahren“ Werten zusammen. Dies ist aber nicht hinreichend.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

Verzerrung des Steigungsparameters nach unten. Die Fuzzy-Approximation bildet hier-
bei einen Kompromiss zwischen der Modalwerte- und der Endwerteapproximation und
reagiert robuster auf eine Verdnderung in der Modellierung der Fehlerintervalle bzw. der
Modalwerte.

Aus der Approximationsfunktion kann riickwirkend eine virtuelle Fehlerumgebung fiir
die y; berechnet werden, die ausdriickt, welche Fuzziness des Datenpunktes zum selben
Approximationsergebnis gefiihrt hitte. Seien dazu ag,a; die Losungsparameter der Ap-
proximation. Wir unterstellen, dass die virtuelle Fehlerumgebung ?Z.R von y; die folgende
Gestalt hat

Y (y:) = ao ® a1 X; @ hy,.

Die virtuelle Fehlerumgebung soll das Residuum in y; reproduzieren, d.h. es soll gelten
05 (yi» o ® a1 X;) = 63 (Y (1), G0 @ a1 X;).

Dies ist dann der Fall, wenn gilt
hzi = 05(yi, G0 ® dﬁ?i)-

Das Vorzeichen von h,, kann gemafs einer passenden Ordnungsrelation auf Fuzzy-Mengen
bestimmt werden. Wir wihlen das Vorzeichen entsprechend dem Vorzeichen von y; —

o da der Steiner-Punkt einer Fuzzy-Menge A die Bigenschaft hat, dass er den

ap®a1 X;?

Abstand zu A minimiert, vgl. Satz A.8.
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Abbildung 5.9: Bildwerte der Fuzzy-Approximation und die projizierten virtuellen Fehlerumgebungen des Datenbeispiels mit einfachem
systematischen Fehler

Legende: ,wahre* Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen (o), Modalwerte der virtuellen Fehlerumgebungen (+), virtuelle Fehlerumgebungen
(—), Bildwerte der Fuzzy-Approximation (....), ;wahre“ Gerade (—), Fuzzy-Approximation (— )
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

Die Fuzzy-Approximationsgerade ist, anders als bei den bekannten reellwertigen Funk-
tionen, nicht identisch mit dem Funktionsgraphen, sondern reprisentiert die Abbildungs-
vorschrift fiir beliebige Fuzzy-Mengen aus F1%°(R) als Inputs durch eine Fuzzy-Relation.
Abbildung 5.9 zeigt die Fuzzy-Approximationswerte in den X;, in denen die Genauig-
keit der y; verschwimmt. Aufierdem sind dort die virtuellen Fehlerumgebungen in y; ein-
gezeichnet. Da die Modalwerte der virtuellen Fehlerumgebungen im allgemeinen nicht
mit g; iibereinstimmen sind diese gesondert hervorgehoben, sie kennzeichnen geméf dem
Berechnungsverfahren gerade den Residualabstand von der Approximationsgeraden. Die

Bildwerte do @ a; ® X; iiberdecken in allen Punkten die ,wahre* Gerade. Der ,wahre* Wert

*

Yi
Dariiber hinaus ist auch die Projektion des ,wahren“ Wertes auf den ,wahren“ Zusam-

ist im allgemeinen aber nicht Element des zugehorigen Fuzzy-Approximationswertes.

menhang nicht notwendig im Fuzzy-Approximationswert enthalten.!®

8Dies ist u.a. auch abhingig von der Qualitiit der Fehlerbeschreibung durch die Fuzzy-Daten, sowohl
global als auch im betreffenden individuellen Fuzzy-Merkmalswert.
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Abbildung 5.10: Modell mit genauen Outputs und korreliertem Fehler (s2 = 0.3)

Legende: ,wahre“ Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen (o), ,wahre* Gerade (—), Modalwerteapproximation (----), Endwerteapproximation
(——), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation (— —)
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

‘ H ,wahre* Werte ‘ Modalwerte ‘ Endwerte ‘ Fuzzy-Daten

ag 1.3788 1.0715 1.2624 1.1678
a; 0.3102 0.3644 0.3309 0.3476

Tabelle 5.5: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit korrelierten Fehlern

In Abbildung 5.10 sind die Ergebnisse der Fuzzy-Approximation bei Fuzzy-Inputs mit
korrelierten Fehlern dargestellt. Hier hat umgekehrt die Modalwerteapproximation die
grofste Steigung, die am weitesten von der ,wahren“ Steigung abweicht, und die End-
werteapproximation néhert den ,wahren“ Zusammenhang am besten an.!? Die Giite der
Endwerteapproximation ist vermutlich dadurch zu erklidren, dass die Spannweite, in der
der ,wahre* Wert liegt im Vergleich zur gegeniiberliegenden Spannweite lang ist, so dass die
Kombination der Endpunkte in Richtung einer Korrektur zieht.?° Die Fuzzy-Approxima-
tion liegt zwischen den reellwertigen Approximationen der fehlerhaften Werte. Mit diesem
Beispiel lasst sich gut illustrieren, dass Modalwerte- und Endpunkteapproximation im uni-
variaten Fall tatsichlich extreme Fille markieren, zwischen denen die Kleinste Quadrate
Fuzzy-Approximation einen Kompromiss bildet. Die Ubersicht der Approximationspara-

meter aus Abbildung 5.10 in Tabelle 5.5 verdeutlicht diesen Zusammenhang.

YDas Bild ist typisch fiir das Modell mit korrelierten Fehlern in X .

20Leider sind die vorgefiihrten Beispiele nicht so gut geeignet, um zu zeigen, das dieser Effekt nicht
wesentlich durch die Attenuation induziert ist. Dies ist dem Interesse geschuldet, die Bespiele so auszu-
wahlen, dass die Effekte sich bei der Zusammenfiithrung der Betrachtungen in Abschnitt 5.2.3 fiir Daten
mit fehlerhaften Inputs und Outputs gegenseitig nicht kompensieren. Tatsédchlich ist die Steigung der
Endwerteapproximation aber auch in solchen Fehlerszenarien am besten, in denen eine negative Korre-
lation der Beobachtungsfehler mit den ,wahren* Werten vorliegt, d.h. wenn in Gleichung (5.1) gewéhlt
wird ¢, = 0.4 > 0. Dort fiihrt die Endwerteapproximation entgegen der allgemeinen Attenuation zu einer
Erhohung der Steigung.
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Abbildung 5.11: Modell mit genauen Outputs und korreliertem Fehler bei Uberstreckung der Spannweiten um den Faktor 4

Legende: ,wahre‘ Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen (o), ,wahre* Gerade (—), Modalwerteapproximation (----), Endwerteapproximation
(——), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation (— —)
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

‘ H ,wahre* Werte ‘ Modalwerte ‘ Endwerte ‘ Fuzzy-Daten

ag 1.3788 1.0715 1.8033 1.4991
a; 0.3102 0.3644 0.2305 0.2867

Tabelle 5.6: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit genauen Outputs und kor-
relierten Fehlern und bei Uberstreckung der Spannweiten um den Faktor 4

Ein interessanter Effekt entsteht, wenn die linken und rechten Spannweiten des Daten-
satzes um den Faktor 4 verlingert werden, um einen Datensatz mit sehr ungenauen Daten

zu erzeugen. Wenn also die folgenden Transformationen durchgefiihrt werden
Iy, =4lx, sowie 7% =4ry,.

Wie Abbildung 5.11 zeigt, ist in diesem Fall wieder die Endwerteapproximation am un-
giinstigsten. Hingegen kommt der Steigungsparameter der Fuzzy-Approximation dem des
,wahren“ Zusammenhangs am néchsten. Die Modalwerteapproximation dndert sich auf-
grund der Konstruktion gegeniiber dem nicht-transformierten Datensatz nicht. Offenbar
gelingt es hier durch die Fuzzy-Daten den Verzerrungseffekt der Modalwerte durch die
Breite und die Gewichtung durch die Spannweiten auszugleichen, wobei gleichzeitig der
erhohte Effekt der Attenuation durch die starke Wertung der Modalwerte unterbunden
wird. Insbesondere fiihrt die Datentransformation im Bezug auf die Qualitit der Fuzzy-
Modellierung dazu, dass der ,wahre® Wert relativ ndher an den Modalwert riickt. Die
Approximationsparameter werden in Tabelle 5.6 dargestellt. Das Approximationsergebnis
fiir die Fuzzy-Daten kann bei diesem Datenbeispiel bei Verwendung von dy so verbessert
werden, dass die Fuzzy-Approximation nahezu mit der ,wahren“ Geraden zusammenfallt:
all =1.0594, aff =0.3122. Die Verwendung von g fiihrt hingegen zu einem schlechteren
Ergebnis. Wird ein einzelner Ausreiffer dadurch erzeugt, dass nur bei einem Wert die
Spannweiten verdndert wird, dann reagiert die Endwerteapproximation stirker als die

Fuzzy-Approximation.

Insgesamt zeigen die untersuchten Fallbeispiele, dass die Kleinste Quadrate Fuzzy-
Regression, mit der bei genauen Outputs ausschlieklich ein defuzzifizierter Zusammenhang
angepasst werden kann, unter den Benchmarkvarianten nur im Ausnahmefall das beste
Ergebnis liefert. Gleichzeitig wird deutlich, dass die Modalwerteapproximation und die
Endwerteapproximation fiir die bisher betrachteten Fehlerszenarien tatsichlich geeignete
Benchmarks darstellen, die das Variationsspektrum der Fuzzy-Regression markieren. Da-
bei nimmt die Fuzzy-Regression die Funktion eines Kompromisses an, der eine Mischung
zwischen den extremen Ansitzen darstellt. Insbesondere weist die Fuzzy-Regression eine
grofere Robustheit gegeniiber Anderungen in der Fehlermodellierung auf, dies allerdings

71 dem Preis, dass die alternativen Methoden im Einzelfall zu einer besseren Lésung kom-
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

men. Zudem ist der Korrektureffekt einer Fuzzy-Regression umso geringer, je stirker die

Fehler in den Daten von einem deterministischen Anteil dominiert sind.

5.2.3 Modell mit fehlerhaften In- und Outputs

Wenn unter den Inputs die Messwerte fiir ein Merkmal nur ungenau vorliegen und auch
die Outputs ungenau vorliegen, sind Fuzzy-Daten (X;,Y;) zu beriicksichtigen. Der lineare
Zusammenhang bildet dann ab, wie die Fehlerumgebungen der exogenen Merkmale mit
den Fehlerumgebungen der endogenen Merkmale zusammenhéngen. Da es sich hierbei um
die Zusammenfiihrung der beiden vorhergehenden Modelle handelt, erhalten wir zunéchst

allgemein den Funktionsansatz:
? = ZO @ 2{1 © )?

Eine technische Schwierigkeit besteht allerdings darin, dass das Produkt A; ® X keine LR-
Fuzzy-Menge mehr ist und die Metrik daher alternativ berechnet werden muss. Dariiber
hinaus ist diese Berechnung erheblich erschwert, wenn der Support eines Steigungspa-
rameters 0 enthilt, d.h. 0 ¢ A;, weil dann gemif Satz 2.19 die Multiplikation fiir die
a-Niveaus unterschiedlich zu berechnen ist, je nachdem ob a*(«) > 0, a”(«) < 0 < af* ()
oder a’(«) < 0.2! Fuzzy-Steigungsparameter sind vor allem dann angebracht, wenn die
Ungenauigkeitsumgebungen der Y; in i tendenziell linear wachsen. Bei vielen Datensét-
zen ist ein solches Wachstum in der Ungenauigkeit aber vernachléssighar. Auch bei den
simulierten Daten mit korrelierten Fehlern wie in Abbildung 5.6 liegt kein eindeutiges
monotones Wachstum der Datenungenauigkeiten in Y vor, so dass auch in einer solchen

Situation ein Ansatz mit reellwertigen Steigungsparametern begriindet werden kann.

Wir beschrianken uns hier daher auf den vereinfachten Ansatz2?

?:Zo®a1®)?.

Daneben kann hier dhnlich wie in Abschnitt 5.2.1 auch eine vollstindig defuzzifizierte

2In der Literatur wird verschiedentlich diskutiert, ob ein Steigungsparameter mit Element 0 iiberhaupt
als sinnvoll anzusehen ist, da ein solcher als ,,ungefiihr 0 interpretiert werden kann und somit der Gleichung
nur ,zusitzliche Unschérfe” hinzufiige. Insbesondere bei den metrischen Ansétzen ist diese Argumentation
m.E. nicht stichhaltig, da es hier um die bestmo6gliche Approximation der Abbildungsrelation zwischen X
und Y geht.

22Die vereinfachte Fuzzy-Modellfunktion ist in Abschnitt 3.3.2, S. 111 definiert. Gemif Bemerkung 3.7
kann A als zusitzliche Grundunschirfe gegeniiber einer einfachen linearen Abbildung von Fuzzy-Werten
interpretiert werden.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

Modellfunktion angepasst werden, d.h.

Y=a069a1®)?.

Als wichtige Benchmarks werden zudem die Kleinste Quadrate-Regression in den Steiner-
Punkten der Fuzzy-Daten (0,03 ) sowie Fuzzy-Regressionen in den Randdaten (¢6,Y7)
bzw. (X;, () betrachtet, wobei & € supp(X;) und ¢ € supp(Y;). Als markante Punkte fiir
& und (; werden im Folgenden die Steiner-Punkte herausgegriffen. Die Steiner-Punkte
konnen aus den Fuzzy-Daten abgeleitet werden und zudem riicken sie die Approximatio-
nen auf das Lageniveau der Fuzzy-Approximation, wie in den isolierten Betrachtungen in
den Abschnitten 5.2.1 und 5.2.2 herausgearbeitet wurde.
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Abbildung 5.12: Modell mit Fuzzy-Daten und einfachem systematischen Fehler: Benchmarking

Legende: ,wahre Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen bzw. Modalwerte der Fuzzy-Daten (o), Fuzzy-Beobachtungen (—

10

(—), Modalwerteapproximation (----), Endwerteapproximation (— —), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation (— —)

), swahre* Gerade
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Abbildung 5.13: Modell mit Fuzzy-Daten und einfachem systematischen Fehler: Bildwerte der Fuzzy-Approximationsfunktion mit
Fuzzy-Parameter Ag

Legende: ,wahre“ Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen bzw. Modalwerte der Fuzzy-Daten (o), Fuzzy-Messwerte (—), Bildwerte der
Fuzzy-Approximation (.....), ,wahre* Gerade (—), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation (— —), Begrenzungsgerade des Tragers der
Fuzzy-Approximation (— —)

o)R(] Uop UI WIS -AZZN,] JIUI UOISSOIFOY G



5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

‘ H ,wahre* Werte ‘ Modalwerte ‘ Endwerte ‘ Fuzzy-Daten ‘
ag 1.5397 1.3442 1.4693 | (1.3689;0,0.2376)
a, 0.3048 0.2996 0.2895 0.2998

Tabelle 5.7: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit Fuzzy Daten und mit ein-
fachem systematischen Fehler und Fuzzy A, — Benchmarking

Zunichst werden wieder einige Datenbeispiele mit einfachen systematischen Fehlern
in X und Y vorgefiihrt. Ahnlich wie auch schon in den Szenarien mit genauen Inputs
bzw. genauen Outputs ist auch hier die Endwerteapproximation insgesamt die schlech-
teste Approximation.?? Mit der Modalwerte- und der Fuzzy-Approximation wird eine
ahnliche Steigung bestimmt, die nah an der ,wahren“ Steigung liegt. Allerdings ist der
Achsenabschnitt der Modalwerteapproximation deutlich niedriger als bei der ,wahren*
Approximation. Hingegen wird bei der Fuzzy-Approximation ein Korridor zur rechten
Seite hin aufgespannt, der die ,wahre* Gerade enthélt, wie in Abbildung 5.13 ersichtlich
ist. Dabei spiegelt sich in der Fuzziness von Ay wieder, dass die breiten linken Spannweiten
der X; mit schmalen linken Spannweiten der Y; verkniipft sind und die schmalen rechten

Spannweiten der X; mit breiten rechten Spannweiten der Y;.

23Die Nihe zwischen der Endwerteapproximation und der ,wahren* Gerade &ndert sich bei diesem Szena-
rio, wenn statt der Modalwerte der Y; die Steiner-Punkte, die ebenfalls zusammen mit den Fuzzy-Werten
vorliegen, als reprisentative Punkte gewéhlt werden. Die Steigung wird dadurch aber nicht wesentlich
beeinflusst.
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Abbildung 5.14: Modell mit Fuzzy-Daten und einfachem systematischen Fehler: Vergleich mit dem defuzzifizierten Modell und den
Randapproximationen

Legende: ,wahre“ Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen bzw. Modalwerte der Fuzzy-Daten (o), Fuzzy-Messwerte (—), ,wahre* Gerade (—),
defuzzifizierte Approximation (— —), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation (— — ), Modalwertgerade der vereinfachten
Fuzzy-Approximation bei genauen Inputs 0. (-); Fuzzy-Approximation bei genauen Outputs o (----)
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

,wahre* Fuzzy- defuzz. genaue genaue
Werte Modell Modell Inputs Outputs

ag || 1.5397 | (1.3689;0,0.2376), | 1.4209 | (1.3743;0.1195,0.3178), | 1.4358

ay || 0.3048 0.2998 0.3012 0.3007 0.2985

Tabelle 5.8: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit Fuzzy Daten und mit ein-
fachem systematischen Fehler — Vergleich mit dem defuzzifizierten Modell
und den Randapproximationen

Im Vergleich der Fuzzy-Approximation mit der defuzzifizierten Fuzzy-Regression und
den Randapproximationen mit genauen Inputs bzw. genauen Outputs kommt insgesamt
die defuzzifizierte Anpassung der ,wahren“ Gerade am néchsten. Hierbei unterscheiden
sich die Steigungsparameter der Fuzzy-Anséitze nur graduell, wie Tabelle 5.8 zeigt. Auch
die einfache Kleinste Quadrate-Approximation zu den Steiner-Punkten entspricht im we-
sentlichen den Vergleichsergebnissen: ay = 1.4238 und a; = 0.3007, wobei a; wie in Ab-
schnitt 5.2.1identisch mit der Steigung bei Approximation mit genauen Inputs ist. Die bei-
den reellwertigen Approximationsfunktionen sind nahezu deckungsgleich, ebenso sind die
Modalwertgeraden der Fuzzy-Approximationsfunktionen in Abbildung 5.14 kaum zu un-
terscheiden. Die Beriicksichtigung einer Fuzziness der Approximationsfunktion bildet den
Einfluss der Modalwerte deutlicher ab und schliefst die ,wahre* Gerade in der Triagermen-
ge ein. Bei Unterstellung von reellwertigen Inputs ergibt sich im Unterschied zum Fuzzy-
Modell bei Fuzzy-Inputs eine Approximation mit positiver linker und rechter Spannweite,

da auch die linken Spannweiten der Y; eine Zunahme der Fuzziness darstellen.
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Abbildung 5.15: Modell mit Fuzzy-Daten und korreliertem Fehler: Benchmarking

Legende: ,wahre“ Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen bzw. Modalwerte der Fuzzy-Daten (o), Fuzzy-Messwerte (—), ,wahre* Gerade (—),
Modalwerteapproximation (----), Endwerteapproximation (— —), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation (— —)
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Abbildung 5.16: Modell mit Fuzzy-Daten und korreliertem Fehler: Bildwerte der Fuzzy-Approximationsfunktion mit Fuzzy-Parameter
Ap

Legende: ,wahre“ Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen bzw. Modalwerte der Fuzzy-Daten (o), Fuzzy-Messwerte (—), Bildwerte der
Fuzzy-Approximation (.....), ,wahre* Gerade (—), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation (— —), Begrenzungsgeraden des Trégers der
Fuzzy-Approximation (— )
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

‘ H ,wahre* Werte ‘ Modalwerte ‘ Endwerte ‘ Fuzzy-Daten ‘
ag 1.6175 0.9237 1.1048 (1.1292;0.0822,0.0924) ,
aq 0.2678 0.4064 0.3700 0.3636

Tabelle 5.9: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit Fuzzy Daten und mit kor-
reliertem Fehler und Fuzzy Ay — Benchmarking

Im zweiten Fehlerszenario mit korreliertem Fehler in den Daten weicht die Modalwer-
teapproximation am stirksten von der ,wahren“ Gerade ab, wie in Tabelle 5.9 zu sehen
ist. Demgegeniiber liegen die Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation und Endwer-
teapproximation nahe beisammen, wobei als markante Punkte fiir die Endwerteappro-
ximation zunéchst geméfs den Voriiberlegungen in Abschnitt 5.1.2 die Modalwerte von
Y; gewiihlt wurden. Falls stattdessen Steiner-Punkte als markante Punkte der Y; gewihlt
werden, wird die Endwerteapproximation ndher an die ;wahre* Gerade gedreht, so dass sie
zur besten Anndherung im Vergleich mit den Benchmarkapproximationen wird. Dies ist
konsistent mit der Schlussfolgerung in Abschnitt 5.2.2, dass im gewéhlten Fehlerszenario

die Fehler in den Messdaten in den Steiner-Punkte gut korrigiert werden.
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Abbildung 5.17: Modell mit Fuzzy-Daten und korreliertem Fehler: Vergleich mit dem defuzzifizierten Modell und den
Randapproximationen

Legende: ,wahre“ Werte (*), fehlerhafte Beobachtungen bzw. Modalwerte der Fuzzy-Daten (o), Fuzzy-Messwerte (—), ,wahre* Gerade (—),
defuzzifizierte Approximation (— —), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation (— — ), Modalwertgerade der vereinfachten
Fuzzy-Approximation bei genauen Inputs 0% (w); Fuzzy-Approximation bei genauen Outputs oy (-=--)
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

,wahre* Fuzzy- defuzz. genaue genaue
Werte Modell Modell Inputs Outputs

ap || 1.6175 | (1.1292;0.0822,0.0924), | 1.1248 | (1.1298;0.1953,0.1924), | 1.1391

ay || 0.2678 0.3636 0.3650 0.3641 0.3620

Tabelle 5.10: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit Fuzzy Daten und mit
korreliertem Fehler — Vergleich mit dem defuzzifizierten Modell und den
Randapproximationen

Beim Vergleich mit dem defuzzifizierten Modell und den Randapproximationen lassen
sich keine wesentlichen Unterschiede identifizieren. Auch hier hat die einfache Kleinste
Quadrate-Approximation an die Steiner-Punkte dieselbe Steigung wie die Approximation
bei genauen Inputs: ag = 1.1291 und a; = 0.3641. Die Spannweite der Fuzzy-Approximation
fallt im Vergleich zum Modell mit genauen Outputs schmal aus, da die einflieflende Fuz-
ziness in den X; nicht zusitzlich durch die Abbildungsvorschrift zu generieren ist (vel.
Abbildung 5.10 bzw. Tabelle 5.10 in diesem Abschnitt).

Endwerte Fuzzy-Daten defuzz. Modell
Qg a1 Qg a1 Qg ay
X-Dehnung 1.6248 0.2642 1.3891 0.3116 | 1.3891 0.3116

Y-Dehnung 1.1048 0.3700 | (1.5096;0.6926,0.6915);, 0.2842 | 1.4540 0.2958
XY-Dehnung || 1.6248 0.2642 | (1.6823;0.4722,0.4966), 0.2482 | 1.5733 0.2724

Tabelle 5.11: Approximationsparameter des Beispieldatensatzes bei Dehnung der Spann-
weiten der Fuzzy-Werte um den Faktor 4

Die Verinderungen durch eine Uberstreckung der Spannweiten um das 4-fache wurde
wieder anhand des Fallbeispiels mit korrelierten Fehlern in Abbildung 5.15 untersucht.?*
Die Ergebnisse fiir die Parameterwerte sind in Tabelle 5.11 dargestellt. Wie die Zusammen-
stellung der Approximationsparameter fiir alle Uberstreckungsvarianten zeigt, fiihrt eine
Dehnung der Daten in der X-Richtung, dhnlich wie bei den Modellen mit genauen Out-
puts, zu einer flacheren Steigung der Endwerteapproximation, die damit die ,wahre* Ge-
rade besser approximiert, wohingegen die Fuzzy-Approximation ihre Steigung nur wenig
andert. Die defuzzifizierte Approximation ist hier identisch mit der Fuzzy-Approximation,

da die X-Spannweiten die Y-Spannweiten deutlich iibersteigen.

Bei Dehnung der Fuzzy-Werte in Y-Richtung dndert sich die Endwerteapproximation
gegeniiber dem Ausgangsdatensatz nicht. Die Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation

approximiert die ,wahre“ Gerade recht gut. Dabei vergréfert sich die Spannweite um

24Bei den Datensiitzen mit einfachen systematischen Fehlern kommt es nur zu den offensichtlichen Ef-
fekten.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

etwa das 7-fache.?> Die Approximation des defuzzifizierten Modells fillt steiler als die
Fuzzy-Approximation aus. Insgesamt wirkt sich hier offenbar aus, dass die Intervallend-
werte eine gute Korrektur der fehlerhaften Messwerte darstellen. Bei einer Kombination
der Dehnungen in X- und Y-Richtung liegt die defuzzifizierte Fuzzy-Approximation né-
her an der ,wahren“ Gerade als das vereinfachte Fuzzy-Modell. Die Steigung der Fuzzy-

Approximation ist sogar flacher als die ,wahre* Gerade.

Durch die Uberstreckung erhalten die Endwerte im Verhiltnis zu den Modalwerten der
Fuzzy-Daten ein hoheres Gewicht. Aufgrund der Besonderheit in der Konstruktion der
Fuzzy-Fehlerszenarien, dass die Modalwerte identisch mit den fehlerhaften Beobachtun-
gen sind, wird v.a. bei den Szenarien mit korrelierten Fehler eine Verbesserung in der
Approximation erreicht. Dies wird bei der Endwerteapproximation besonders deutlich.
Einen Korrektureffekt fiir den korrelierten Fehler in den Modalwerte bei einer Uberstre-
ckung gibt es sowohl in X- als auch in Y-Richtung. Die Korrektureffekte wirken aufgrund
der gewihlten Konstruktion der Fehlerszenarien in dieselbe Richtung und bei einer Ver-

langerung in X- und Y-Richtung addieren sie sich auch zu einem gewissen Anteil.

5.3 Ergebnisse und Interpretation

Die vorgestellten Fallbeispiele zeigen, dass mit der Fuzzy-Regression in fast allen unter-
suchten Féllen ein giinstigerer Steigungsparameter ermittelt wird als mit der Modalwer-
teapproximation, die die fehlerhaft gemessenen Werte ohne Korrekturen beriicksichtigt.
Die Endwerteapproximation als das entgegengesetzte Benchmark stellt hingegen ein eher
artifizielles Beispiel dar, bei dem ausgenutzt wird, dass die Beriicksichtigung der End-
punkte des Fehlerintervalls bei positiver Steigung des urspriinglichen Zusammenhangs in
der Regel zu einer geringeren als der tatsichlichen Steigung fiihrt. Wie die Fallbeispiele
mit korreliertem Fehler zeigen, ist diese einfache Interpretation der Endwerteapproxima-
tion nicht immer zu halten, da einerseits die Fehlerbewertung bei der Konstruktion der
Fuzzy-Daten und andererseits Korrelationen in den fehlerhaften Beobachtungen sich dar-
in auswirken. Die Eignung als Benchmark begriindet sich daher im Riickblick vor allem
aufgrund der geometrischen Eigenschaft, Approximationsgerade der Endpunkte der Tra-

germengen X; zu sein.

Als weitere Benchmark hat sich im Laufe der Untersuchungen die Kleinste Quadrate-

Approximation an die Steiner-Punkte og bzw. oy herauskristallisiert, da sie sehr nah

ZDieses Verhalten ist erklirungsbediirftig: Erwarten wiirde man zunichst etwa das 4-fache, da rechte
und linke Spannweiten der Y; jeweils um den Faktor 4 steigen. Der Wachstumsfaktor entsteht vermutlich
dadurch, dass die Spannweiten nach aufsen hin schnell wachsen und bei Multiplikation des Dehnungsfaktors
die langen Spannweiten entsprechend vervielfacht werden und sich infolgedessen stéirker auswirken.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

bei der defuzzifizierten Approximation liegt. Im Fall mit genauen Inputs sind die beiden
Approximationen identisch, im Fall mit genauen Outputs zeigt Gleichung (5.10) auf Seite
173, dass die Steigung der defuzzifizierten Gerade fiir echte Fuzzy-Daten immer kleiner

ist als bei der Steiner-Punkte-Approximation.?

Die Ansétze der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression bewidhren sich unterschiedlich
gut in den verschiedenen Fehlerszenarien. Insgesamt betrachtet, schneiden das verein-
fachte und das defuzzifizierte Modell dhnlich gut ab, wenn man beriicksichtigt, dass im
Fall mit genauen Outputs alle untersuchten Fuzzy-Ansitze zusammenfallen. Es ist zu
konstatieren, dass der defuzzifizierte und der vereinfachte Fuzzy-Ansatz den verborgenen
,wahren“ Zusammenhang zufriedenstellend approximieren und zwar in dem Sinne, dass
die Approximationsgeraden die ,wahre Gerade immer besser anndhern als die Modalwer-
teapproximation und sich dabei im Rahmen der Grenzen bewegen, die in die Modellierung
der Fuzzy-Daten eingeflossen ist. Es erscheint daher zuléssig, die defuzzifizierte Approxi-
mation bzw. die Modalwertgerade der vereinfachten Fuzzy-Approximation als plausiblen
Ort fiir die verborgene ,wahre* Gerade anzusehen. Die Plausibilitdtsbhewertung erhélt al-
lerdings dadurch einen besonderen Charakter, dass sie sich immer auf den funktionalen
Zusammenhang von Fuzzy-Fehlerumgebungen bezieht. Die Approximationsfunktionen er-
scheinen daher im Wesentlichen als Kompromiss zwischen Modalwerteapproximation und
Endwerteapproximation, der zu einer hoheren Robustheit der Approximationsparameter
gegeniiber Anderungen in den Daten verhilft. Dabei gilt die Robustheit sowohl im Bezug
auf Anderungen in den fehlerbehafteten, reellwertigen Beobachtungen, solange diese in-
nerhalb der Trigermenge der Fuzzy-Daten verbleiben, als auch im Bezug auf Anderungen
in der Modellierung der Fuzzy-Daten, sofern diese den Steiner-Punkt nur wenig beeinflus-
sen. Hingegen ist die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression in vergleichbarer Weise wie die
klassische Regressionsrechnung sensitiv fiir Verdnderungen in der Lage der Fuzzy-Werte,

wenn diese zu einer wesentlichen Transformation der Steiner-Punkte fiihrt.

Im Fall von Fuzzy-Daten mit genauen Outputs schneidet die defuzzifizierte Appro-
ximation, die identisch mit der Modalwertgerade der vereinfachten Approximation ist,
am besten ab. Dies gilt ebenfalls fiir die Fallbeispiele bei denen sowohl Inputs als auch
Outputs Fuzzy-Mengen sind. Bei dem Szenario mit korrelierten Fehlern ist die Abwei-
chung von der Fuzzy-Approximation aber nur gering. Die Anwendung des Fuzzy-Modells
mit Fuzzy-Steigungsparameter nimmt ein Sonderposition ein und wurde aus technischen
Griinden auf den Fall mit genauen Inputs beschrinkt. Die Modalwertgerade weicht hierbei
in Richtung der Approximation iiber die fehlerhaften Messwerte von der defuzzifizierten

Approximation ab. Falls eine der Spannweiten negativ ausfallen wiirde, wird dies dadurch

26Inshesondere im Fallbeispiel mit einfachen systematischen Fehlern hat die Steiner-Punkte-
Approximation eine Steigung, die hoher ist als die der ,wahren“ Gerade und als die der Modalwerteappro-
ximation.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten

kompensiert, dass ein flacherer Steigungsparameter angepasst wird?. Stattdessen gibt die
Fuzzy-Approximation Hinweise auf funktionale Tendenzen in der Modellierung der Fuzzy-
Daten. Also beispielsweise: wie entwickeln sich die Relationen zwischen Modalwert, linker
und rechter Spannweite im Verhiltnis zum zugrundeliegenden funktionalen Zusammen-
hang. Allerdings fiihren die Einschrankungen durch die Irreversibilitdt von Fuzziness dazu,
dass die Interpretation der Entwicklungstendenzen wenig intuitiv erscheint. Die Schwie-
rigkeiten konnen anhand des Fallbeispiels in Abbildung 5.6 gut illustriert werden, bei
dem die linke Spannweite der Y; mit steigenden Werten wiichst, wohingegen die rechte
Spannweite féllt. Dies fiihrt zu einer verschwindenden linken Spannweite im Achsenab-
schnitt Ay nicht aber zu einer verschwindenden rechten Spannweite, die rechte Spannweite

verschwindet stattdessen beim Steigungsparameter A;.

Sowohl bei der Approximation eines Modells mit Fuzzy-Steigungsparameter als auch
bei der Approximation eines vereinfachten Fuzzy-Modells ist zu beachten, dass die Ap-
proximationsfunktion nur in denjenigen Komponenten eine positive Spannweite aufweist,
in denen die Fuzziness der abhéingigen Variablen Y tendenziell grofer ist als die Fuzziness
der unabhédngigen Variablen X. Wenn die Spannweiten proportional zur Steigung der Ap-
proximationsgeraden zusammenhingen, kompensieren sie sich, bei groferer Spannweite

in Y entsteht eine positive Spannweite.

Defuzzifizierte bzw. vereinfachte Fuzzy-Approximation und Fuzzy-Approximation kon-
nen daher als komplementidre Anwendungen aufgefasst werden, wobei mit ersteren Aus-
sagen iiber die plausible Lage der ,wahren“ Gerade getroffen und mit Hilfe von zweiterem
Tendenzen in der Bewertung und Konstruktion der Fuzzy-Daten hervorgehoben werden
konnen. Bei einer solchen Anwendung sollte aber auf Methoden iibergangen werden, die

zumindest eine abnehmende Entwicklung der Spannweiten abbilden kénnen.

Bei einem Vorliegen von Fehlern in den Variablen — d.h. im Fall von Fuzzy-Daten mit
genauen Outputs —, dem unsere besondere Aufmerksamkeit galt, schneidet die (defuzzi-
fizierte) Fuzzy-Approximation, die hier mit den anderen Ansitzen zur Fuzzy-Regression
zusammenfillt, im Vergleich mit den Benchmarks eher mittelméfig ab. Aufgrund der ho-
heren Trigheit gegeniiber Anderungen in den Eingangsdaten haben die Parameter der
Fuzzy-Approximation aber den Vorteil, dass sie robust sind. Demgegeniiber scheint sich
die relative Performance beim Ubergang zu den Fehlerszenarien mit Fuzzy-Daten (X;,Y;)
zu verbessern. Insbesondere bei korrelierten Fehlern sind die Fuzzy-Ansétze eindeutig bes-
ser als eine naive Regression, die die Fehlereinfliisse nicht beriicksichtigt. In diesem Fall
erhalten wir bei der vereinfachten Approximation nicht mehr dieselbe Steigung wie im
defuzzifizierten Modell. Die Giite der Approximation steigt insbesondere im Uberstre-
ckungsbeispiel, bei dem die Ungenauigkeit der Daten sehr hoch wird und der Einfluss des

Rands der Trigermenge relativ zum Modalwert hoch ist.

2TDas ist natiirlich einfach die Auswirkung der Quadratischen Optimierung unter Nebenbedingungen.
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Anhand der verwendeten Benchmarks kann gut gezeigt werden, welchen Einfluss die
Modellierung der Fuzzy-Daten auf die Giite der Approximationen hat. Im Fall der ge-
wihlten Fehlerszenarien, bei denen die Modalwerte mit den fehlerbehafteten Messwerten
identifiziert werden, ist das Verhéltnis zwischen rechter und linker Spannweite in den
Fuzzy-Daten die wesentliche Einflussgrofe fiir die Anpassungsgiite.?® Dies hingt mit der
zentralen Rolle der Steiner-Punkte zusammen, die bei trianguléren Fuzzy-Daten Z durch
Transformation der Modalwerte aus dem Grofsenverhiltnis zwischen den Spannweiten be-

rechnet wird: oz =z + || L||1(r2 - l2).

Der Einfluss der Schirfe der Fehlerabschitzung in den Fuzzy-Daten wurde bei korre-
lierten Fehlern mit den Uberstreckungsbeispielen eingeschrinkt erprobt. Demnach kann
die Fuzzy-Approximation im Vergleich mit den Benchmarks die beste Approximation sein.
Allerdings wurde die Modalwerteapproximation von der Uberstreckung nicht beriihrt und
die Endwerteapproximation verschlechtert sich. Ein besonderer Zusammenhang zwischen
der Fuzziness der Daten und der Giite der Approximation ist hingegen nicht zu erkennen.
Der Grad der Fuzziness — bzw. umgekehrt die Schirfe der Abschiatzung — ist somit fiir
die Approximation nur mittelbar relevant. Dennoch ist es eine wesentliche Information fiir
die relative Giite der Approximationsfunktion, ob noch weit entfernte Punkte der Feh-
lerumgebungen in die Parameter einfliefen. Die Approximation gilt gewissermafien nur
zu einem gewissen Grad an Fuzziness. Kennzahlen iiber die Fuzziness bzw. die Schérfe
der Fuzzy-Daten sind daher eine wichtige Zusatzinformation bei der Interpretation der

Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression.

Bei einer vorliegenden Einschéitzung dariiber, wie nah die Modalwerte der Fuzzy-Daten
in der Gesamtbetrachtung bei den ,wahren® Werten liegen, kénnen ungiinstige Effekte
gef. durch die Wahl einer geeigneten Bertoluzza-Metrik korrigiert werden, die den Kom-
promiss zwischen Modalwerten und Endwerten gewichtet. Im Fall der verwendeten Feh-
lerszenarien, in denen der Modalwert eindeutig falsch ist, wire es evtl. sinnvoll zu einer
Bertoluzza-Metrik iiberzugehen, die kein Gewicht auf eine Umgebung der Modalwerte

legt.

Mit den Fehlerszenarien, die fiir das Benchmarking konstruiert wurden, sollten einfache
systematische Fehler und korrelierte Fehler exemplarisch untersucht werden. Aus diesem
Grund wurden die Generierungsalgorithmen so einfach wie mdoglich angelegt und sollten
moglichst plakativ sein. Die Fuzzy-Modellierung der Fehlerszenarien sollte einerseits ty-
pische Messfehler wiedergeben und andererseits auch eine typische Fuzzy-Modellierung

beschreiben, mit der man eine entsprechenden Mess-Situation abbilden konnte. Es ist

28 Tatsichlich macht die Berechnungsformel fiir die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression deutlich, dass
die Korrelationen zwischen linken und rechten Spannweiten und die Korrelationen der Spannweiten mit
den Modalwerten fiir die Berechnung des Steigungsparameters relevant sind. Vgl. Diamond und Ko&rner
1997, S. 18f.
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festzustellen, dass die klassischen Benchmark-Approximationen auf die Fehlereffekte so
reagieren, wie es aufgrund der theoretischen Uberlegungen zu erwarten war.2? In diesem

Sinne kénnen die beiden Fehlerszenarien als stimmig betrachtet werden.

Allerdings konnten bei den einfachen, systematischen Fehlern aufser der Translation
durch den deterministischen Anteil ). nur geringe Effekte in den Benchmarkgeraden beob-
achtet werden. Diese sind auf die variierenden Fehleranteile in den Modalwerten zuriickzu-
fiihren. Insgesamt erscheint die Konstruktion von unbekannten, systematischen Einfliissen
noch zu stark von klassischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen induziert zu sein, da die
Konstruktion letztlich auf einer einfachen Verkniipfung von Gleichverteilungen basiert. Es
ware wiinschenswert, wenn Konstruktionsalgorithmen entwickelt werden kénnten, die die

Einzeleffekte besser trennen.

Umgekehrt ist die Korrelation und ihre Verzerrungswirkung im zweiten Fallbeispiel
extrem stark, so dass mogliche andere Einfliisse davon vollstédndig iiberformt werden,
insbesondere unterscheiden sich die Ergebnisse verschiedener Simulationsginge so gut
wie nicht. Hierzu wére eher zu iiberlegen, wie abgeschwichte Korrelationseffekte erzeugt

werden konnten.

Ein moglicher Losungsansatz liegt darin, von Fehlerszenarien auszugehen, bei denen
die Ungenauigkeit funktional beeinflusst ist. Also beispielsweise, dass die Ungenauigkeit
in den Inputs mit dem Abstand zum Ursprung ansteigt. Auferdem konnten Fuzzy-Daten
(Xi, )7;) genutzt werden, um unterschiedliche Fehlereinfliisse in den Komponenten zu be-

riicksichtigen und zu mischen.

Bisher wurde Fuzzy-Regression nur aus der Perspektive der explorativen Datenanalyse
betrachtet, wobei die Untersuchung von mechanischen Eigenschaften der moglichen Ap-
proximationsmodelle und der Parameterapproximationen im Mittelpunkt stand. Dabei
wurde durch die Simulation von Fehlerszenarien von Fuzzy-Daten eine Verbindung zwi-
schen den ,wahren“ Werten und den Fehlereinfliissen in den Beobachtungen hergestellt,
die als Anhaltspunkt fiir eine Gegeniiberstellung der Methoden genutzt werden konn-
te. Aufgrund dieses Konstruktionsprinzips eignen sich die simulierten Fehlerszenarien als
Instrument fiir den Ubergang zu Verteilungsmodellen fiir Fuzzy-Fehler. Sie bieten den
Vorteil, dass damit die besonderen Bedingungen bei der Modellierung von Fehlern in den
Daten operationalisiert und eingefangen werden konnen. Zum Abschluss sollen daher im
folgenden Kapitel 6 noch einige Uberlegungen zur Einbettung von Fehlerszenarien in die

Verteilungsmodelle von Fuzzy-Zufallsvariablen angekniipft werden.

29Vgl. Abschnitt 2.2.2.
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6 Potentiale der Fuzzy-Regression

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der vorangegangenen Untersuchungen im Hin-
blick auf die Anwendung von Fuzzy-Regression zur Datenanalyse bei fehlerbehafteten
Daten zusammengefasst und ausgewertet. Die Fragestellung wurde aus verschiedenen Per-
spektiven beleuchtet. Ausgangspunkte dafiir war der Vorschlag fehlerbehaftete Daten als
Fuzzy-Daten zu modellieren, die nicht als Strukturmodell dargestellt werden kénnen, da
nicht genug Informationen iiber die Art der Fehler vorliegt. Anhand der exemplarischen
Modellierung von Fuzzy-Merkmalsdaten am Beispiel der Beschéftigtenstatistik konnten
die folgenden typischen Zielstellungen fiir die Modellierung von Fuzzy-Fehlern heraus-
gearbeitet werden, die z.T. miteinander konkurrieren: Schirfe der Abschidtzung, Néhe
zwischen dem Kern des Fuzzy-Datums und dem ,wahren Wert, Gewichtung durch den
Rand des Fuzzy-Datums. Beim kritischen Vergleich der Fuzzy-Approximationsmethoden
wurde der Schwerpunkt auf die Interpretation der verschiedenen Ansitze fiir Approxi-
mationsfunktionen gelegt. Als zentrale Methode, die bei allen Modellansétzen verwendet
werden kann, erwies sich hierbei die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression. Sie fiihrt vor
allem bei Fuzzy-Inputs im Fehlerszenario mit korreliertem Fehler durch die Kompromiss-
bildung zwischen Modalwerte- und Endwerteapproximation zu einer Korrektur gegeniiber

einer naiven Approximation iiber die fehlerbehafteten Werte.

Es liegt nahe, die Approximationsfunktion im defuzzifizierten Modell — bzw. die Mo-
dalwertgerade im vereinfachten Fuzzy-Modell — als plausible Approximation iiber die ver-
borgenen ,wahren Werte zu sehen. Eine Bestitigung dieser Betrachtungsweise ist aber nur
dann moglich, wenn Verteilungsannahmen gemacht werden, die abbilden, welche Informa-
tionen iiber die ,wahren* Werte in den Fuzzy-Daten beschrieben ist. Die Auswertung der
Fallbeispiele soll daher dadurch abgerundet werden, dass im ersten Abschnitt 6.1 einige
Verteilungsmodelle fiir Fuzzy-Zufallsvariable vorgestellt werden und eine Einordnung der
Fehlerszenarien, die bei den Fallbeispielen verwendet wurden, in die Verteilungsmodelle
versucht wird. Damit wird der Ubergang zu den Fuzzy-Schitzmodellen im Forschungs-
ausblick vorbereitet. In Abschnitt 6.2 wird fiir die Untersuchungen in dieser Arbeit ein
abschlieftendes Fazit iiber die Einsatzmoglichkeiten von Fuzzy-Regression als Instrument
der Datenanalyse gezogen, die in den Ausblick auf die Forschungsperspektiven in Ab-

schnitt 6.2 miinden.
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6.1 Verteilungsmodelle fiir die Fuzzy-Regression bei

Fuzzy-Fehlern

In diesem Abschnitt werden die Fehlerszenarien der Fallstudien aus Kapitel 5 den Vertei-
lungsmodellen fiir Fuzzy-Zufallsvariable in der epistemischen Interpretation gegeniiberge-
stellt. Da die Fehlerszenarien selber eher holzschnittartig gewihlt wurden, geht es hierbei
nicht darum, deren Verteilungseigenschaften zu analysieren. Stattdessen soll der Vergleich
Hinweise dafiir liefern, wie die Beobachtungen aus den Fallstudien vor dem Kontext ei-
nes Verteilungsmodells interpretiert werden konnten. Ziel ist es, einen Ausblick auf die
Parameterschiatzung im Fuzzy-linearen Modell zu geben, fiir das die Untersuchungen in
dieser Arbeit eine Vorstufe darstellen, die aber in dieser Arbeit nicht abschliefend geleistet

werden.

Die Verteilungsmodelle fiir Fuzzy-Zufallsvariable werden nur knapp skizziert, dabei liegt
der Augenmerk vor allem auf den Unterscheidungsmerkmalen. Die Darstellung folgt im
wesentlichen Couso u.a. [2007]. Thnen zufolge sind drei Verteilungsmodelle fiir physika-
lische und fiir epistemische Fuzzy-Daten zu unterscheiden, die mit einem spezifischen
Interpretationsansatz fiir Fuzzy-Daten verkniipft werden konnen. Wesentlicher Grund fiir
die Unterscheidung der Verteilungsmodelle ist, dass damit unterschiedliche Vorstellun-
gen iiber die Streuung respektive die Dispersion der Fuzzy-Zufallsvariablen reprisentiert

werden.

Die erste Variante einer Fuzzy-Zufallsvariable in der Definition von Puri und Ralescu
[1986] ist hauptséchlich auf eine Situation bezogen, bei der die Beobachtungen nicht einem
numerischen Wert entsprechen, sondern einen vagen linguistischen Begriff ausdriicken. In
Anlehnung an die Definition der reellwertigen zufilligen Menge wird dabei angenommen,
dass die Fuzzy-Zufallsvariable Z : Q — Fno(R) jeder Beobachtung eine Fuzzy-Menge
zuordnet. Uber einem gewthnlichen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) ist eine zufilli-
ge Menge als messbare Abbildung M : Q — 29 definiert, formal ist sie nichts anderes
als eine mengenwertige Zufallsvariable. Eine Fuzzy-Zufallsvariable Z : Q — F7%(R)

wird dann dadurch definiert, dass alle a-Niveaus gewohnliche Zufallsmengen sind, d.h.
wenn fiir alle o € [0,1] gilt [Z]® : Q — 2R ist eine zufillige Menge. Es lésst sich zei-
gen, dass Z eine Funktion ist, die im klassischen Sinne fiir eine o-Algebra auf Q und
eine o-Algebra auf F72(R) messbar ist, die durch eine passende Metrik d auf F7%(R)
erzeugt wird. In der Wahrscheinlichkeitsverteilung, die durch die Fuzzy-Zufallsvariable
induziert wird, kann also die Zufallsinformation, die die Zufallsvariable modelliert, in der
iiblichen Weise zusammengefasst werden. Als Beispiel fiir diesen Ansatz kann eine Zu-

fallsvariable Z herangezogen werden, die die vagen linguistischen Bewertungen ,;hoch®
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6 Potentiale der Fuzzy-Regression

,mittel®, niedrig“ abbildet.! Dann kann die folgende Verteilung angenommen werden:
P(,hoch*) =0,5, P(,mittel“) = P(,niedrig") = 0,25.

Bei den gebrauchlichen Metriken fiir Fuzzy-Daten kann die Varianz im Verteilungsmo-
dell von Puri/Ralescu auf die Varianz einer reellwertigen Zufallsvariablen Z’ zuriickgefiihrt
werden. Diese Varianz wird als ,klassische* Varianz bezeichnet und wird berechnet als
Fréchet-Varianz gemiR Var(Z) = [ d2(Z,E(Z)) dP, wobei E(Z) € F)(R) der Fréchet-
Erwartungswert von Z bzgl. d sei, die in Gleichung (3.15) auf S. 115 definiert ist. Sie
ist folglich ebenfalls reellwertig. Dieser Sachverhalt ldsst sich so interpretieren, dass die
Varianz nur auf Verdnderungen der defuzzifizierten Werte der Zufallsvariablen reagiert

und diese somit nur in ihrem Punktcharakter wahrnimmt.?2

Bei einem weiteren Ansatz von Kwakernaak bzw. von Kruse/Mayer? zur Definition
einer Fuzzy-Zufallsvariablen wird eine Fuzzy-Menge als Modellierung fiir das unvollstén-
dige Wissen iiber eine Beobachtung angesehen, die tatsichlich reellwertig ist. Dabei wird
angenommen, dass die Fuzzy-Zufallsvariable Z : Q@ — Fnob(R) ungenaue Informationen
iiber eine klassische Zufallsvariable U* : 2 — R abbildet, die als urspringliche Zufalls-
variable bezeichnet wird. Folglich beschreibt fiir w € 2 die Zugehorigkeit pz, (2) die
Bewertung der Zugehorigkeit des urspriinglichen Ereignisses {U*(w) = z} zur ungenauen

Beobachtung Z(w).

In formaler Beschreibung ist eine Abbildung Z : Q — Fnob(R) genau dann eine Fuzzy-

coc

Zufallsvariable, wenn fiir jedes a € (0,1] die Funktionen inf[Z]® sowie sup[Z]® A-B(R)-
messbar sind. Damit ist sichergestellt, dass fiir jedes w €  und jedes « € (0,1] eine
reellwertige Zufallsvariable U, : @ — R existiert, so dass pz,(Us(w)) 2 a. Die U,

heifen Selektoren von Z.

Da die urspriinglichen Werte U*(w) hinter den Fuzzy-Werten Z(w) ,verborgen® sind,
konnen letztere als Aggregation iiber alle moglichen Selektoren U : 2 — R betrachtet wer-
den, fiir die w € Q existiert, so dass U(w) € Z(w). Bei vorliegender Fuzzy-Variable Z kann
daher die Plausibilitit, dass ein moglicher Selektor U der urspriinglichen Zufallsvariable

U* entspricht, durch Aggregation iiber die Punktzugehorigkeiten zur Fuzzy-Zufallsvariable

!Tatséchlich gibt es auch nicht-diskrete Verteilungen fiir linguistische Variable, wenn beispielsweise das
Adéaquationsproblem bei der Erfassung statistischer Begriffe modelliert wird.

’Die Varianz im ,klassischen® Modell reagiert auch auf Verinderungen in der Genauigkeit der Werte,
wie Couso u.a. 2007, S. 5 zeigen.

*Die Definition wird in der {iberarbeiteten Version von [Kruse und Meyer, 1987] vorgestellt. Als Origi-

nalarbeit von Kwakernaak wird meistens zitiert: H. Kwakernaak (1978): Fuzzy random variables I. Inform.
Sei., 15:1-29.
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6 Potentiale der Fuzzy-Regression

Z bewertet werden. Z.B. kann der Plausibilititsgrad* von U bestimmt werden durch
ace(U) = inf 7 (U(w)).

Dabei wird angenommen, dass die Ahnlichkeit zu U* mit inf, pz(U) monoton wiichst.

Der Zulissigkeitsgrad acc kann nun auf die Menge der zugehdrigen Wahrscheinlichkeits-

verteilungen Py der zuléssigen Zufallsvariablen U projiziert werden und wir erhalten

supp(Py) = {Py | U : Q — R ist Zufallsvariable, so dass
Jace (07 1]7"‘} €(): MZ(w)(U(w)) 2 a}a

iy (Q) = sup ace(U)
Py=Q

- g;lg)(igguz(w)(U(w)))-

P ist eine Fuzzy-Menge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen und stellt eine Vereinigung
der Wahrscheinlichkeitsverteilungen P der zuldssigen Zufallsvariablen dar. Sie beschreibt
den bestmoglichen Grad, mit dem eine der Zufallsvariablen U zu Z gehért, die die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung @) erzeugen. Auf Basis dieses Modells konnen nur bewertete Aus-
sagen gemacht werden, die fiir ein Ereignis B aus der Zusammenhangsformel pp_(Q(B))
abzuleiten sind. Durch Anwendung von Minkowski-Operationen erhalten wir so Aussagen
der Art: ,Der Grad der Zulissigkeit, dass die Wahrscheinlichkeit des ,wahren Ereignisses
U* = z gleich 0,25 ist, ist mindestens 0,1 und héchstens 0,7

Die Ergebnisse der reellwertigen urspriinglichen Zufallsvariable U* sind bei diesem An-
satz deterministisch vorgegeben, sie sind aber vermittels der Fuzzy-Zufallsvariable Z nur
ungenau wahrnehmbar. Diese stellt sich also fiir jedes w € 2 als Fuzzy-Biindel von reell-
wertigen Zufallsvariablen dar. In diesem Modell wird die Varianz von Z als Fuzzy-Menge
der Varianzen der méglichen reellwertigen Selektoren berechnet.” Der Wert jiy,, 7 (2)
gibt die Moglichkeit wieder, mit der z beim ungenauen Messprozess Z die Varianz der

urspriinglichen Variablen ist.

Schlieflich schlagen Couso u.a. [2007] eine weitere Variante als Verteilungsmodell fiir
eine Fuzzy-Zufallsvariable Z vor. Dabei wird angenommen, dass die Zufallsvariable die
Verkniipfung von zwei Teilexperimenten U* : (2, A) — (I',C) und V : B(R) xI' — [0, 1]

ist, wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung P = PU" des ersten Teilexperimentes bekannt

“Die Bezeichnung acc steht fiir den englischen Begriff ,acceptability degree. Vgl. Couso u.a. 2007, S.
136.

SD.h. fiir alle a e (0,1] sei [Var(Z)]* = {Var(U) | U ist Zufallsvariable und 3 w € Q so dass
1%y (U(w)) > a}. Die so definierte Varianz ist im allgemeinen nicht eindeutig definiert. Vgl. dazu aus-
fithrlich [Miranda u. a., 2005].
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sei und fiir jedes v € ' gelte V(-,7) = V(-|7) € [0,1]B®) ist eine bedingte Possibili-
tatsverteilung.® Die beiden Teilexperimente sind dadurch verkniipft, dass fiir w €  mit
dem Zwischenergebnis 7' = U*(w) gelte V(A|Y') = Vi) (A) = sup.c4 pz,)(2) fiir alle
A eB(R).” Dabei seien die mdglichen Ubergangswahrscheinlichkeiten Q(A| ~) fiir das Er-
eignis, dass das Gesamtergebnis der verkniipften Teilexperimente in A € B(R) liegt, durch
den Wert V(A|v) nach oben beschrénkt.® Das Verteilungsmodell, das durch eine klassi-
sche Zufallsvariable induziert wird, wird also dadurch generalisiert, dass unterstellt wird,
dass die beobachteten ungenauen Fuzzy-Werte abhingig vom aktuell realisierten Wert
der ,urspriinglichen* Zufallsvariablen U* sind. Da die bedingte Possibilitéitsverteilung die
Verteilung des Gesamtexperimentes nach oben beschriankt, kénnen wiederum unter Ein-
satz von Minkowski-Operationen Aussagen gemacht werden wie: die Wahrscheinlichkeit,
dass die Beobachtung U* = z in das Intervall [a,b] fillt, ist mindestens 0,3 und maximal
0,7.

Die Varianz einer Fuzzy-Zufallsvariable erscheint in diesem Modell im Unterschied zum
zweiten Ansatz als gewohnliche (scharfe) Menge in R. Dabei werden fiir die Varianz
des Verteilungsmodells die einfachen Varianzen fiir alle Wahrscheinlichkeiten aus der be-

schrinkten Menge der méglichen Ubergangswahrscheinlichkeiten () zusammengefasst.

Wie Kritschmer [2001b] gezeigt hat, konnen sowohl Zufallsvariablen nach dem Vertei-
lungsansatz von Puri/Ralescu als auch Zufallsvariablen nach dem Ansatz von Kwakernaak
als einfache Zufallsvariable Z : (Q, A, P) — (F19(R), F) mit kompakten Fuzzy-Werten
aufgefasst werden, die mit der Borel-o-Algebra F bzgl. d5 versehen ist. Das Konstrukti-
onsverfahren nach dem Ansatz von Couso u.a. ergibt nur dann eine Fuzzy-Zufallsvariable,
wenn zusitzliche Anforderungen an die Messbarkeit gestellt werden. Wir setzen daher
fiir dieses Modell immer voraus, dass Z eine Fuzzy-Zufallsvariable nach dem zusammen-
fassenden Konzept gemifs Kratschmer [2001b] ist. Da der Aumann-Erwartungswert und
der Fréchet-Erwartungswert fiir eine Fuzzy-Zufallsvariable zusammenfallen,? sind der Er-
wartungswert, im Verteilungsmodell von Puri/Ralescu und im Modell von Kwakernaak
identisch. Derselbe Erwartungswert kann entsprechend auch fiir das Modell nach Couso

u.a. verwendet werden.!0

Die eigentlichen Anforderungen an V sind Messbarkeits- und Normalisierungseigenschaften.

"Bei der Darstellung von Couso u. a. [2007] wird auf die Zufallsvariable U* verzichtet. Damit die beiden
Darstellungen sich entsprechen, muss gelten dass U* surjektiv ist bzw. dass PV fast sicher auf D\ U “(92)
gilt V(A,-) =0 fiir alle A € B(R). Mit der hier gewdhlten Darstellung soll die Vergleichbarkeit mit den
anderen Definitionen von Fuzzy-Zufallsvariablen erreicht werden.

8Im Rahmen der Theorie der Possibilititsverteilungen kann dies auch direkt aus den Eigenschaften einer
Possibilitiatsverteilung gefolgert werden.

98. dazu Gleichung (3.15) auf Seite 115.
0Djes ist sinnvoll, da auch hier per Definitionem eine Fuzzy-Zufallsvariable vorliegt.
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Das Verteilungsmodell von Puri/Ralescu geht vom Punkt-Charakter der Fuzzy-Zahlen
aus und ist daher fiir Fuzzy-Fehler kaum geeignet. Die beiden letzteren Ansétze hingegen
geben jeweils eine Situation wieder, in der bei reellwertigen Beobachtungen nur Fuzzy-
Fehlerumgebungen beobachtet werden kénnen, die die Zugehorigkeit der moglichen Werte
zur Beobachtung beschreiben, also bei epistemischen Fuzzy-Daten. Das Modell nach Kwa-
kernaak ist dann angemessen, wenn zu jedem Zugehorigkeitsniveau o angegeben werden
kann, in welchem Intervall [Z]O‘ sich die moglichen Beobachtungswerte bewegen. Dabei
wird angenommen, dass der ,wahre* Zustand bereits feststeht, der Realisierungswert zu
einem Ereignis w € 2 liegt also schon vor. Im Verteilungsmodell nach Couso u.a. wird
demgegeniiber angenommen, dass fiir jeden beobachteten Zustand w €  die zugehori-
ge Messungenauigkeit V(- | U(w)) angegeben werden kann. Dabei sei allerdings nur die
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den ,wahren* Zustand bekannt. Ein Vorteil des Vertei-
lungsmodells von Couso u.a. besteht darin, dass die Berechnung der Varianzmenge weniger

Irregularititen aufweist als bei der Fuzzy-Varianz im Kwakernaak-Modell.'!

Um die Fehlerszenarien aus Kapitel 5 besser einordnen zu konnen, werden die verwende-
ten Konstruktionsverfahren mit Hilfe von gewohnlichen Zufallsvariablen formalisiert. Da-
bei sollen die eingesetzten Zufallsvariablen stochastisch unabhingig sein. Wir beschranken
uns zunichst auf die Betrachtung der Verteilungsmodelle fiir epistemische Fuzzy-Fehler

in der abhéngigen Variablen Y .12

Die Konstruktion des Fehlerszenarios mit einfachem, systematische Fehler kann folgen-
dermafsen beschrieben werden. Seien dazu m € (0,1) das feste Verhéltnis, mit dem der
Modalwert die Trigermenge teilt. m wird hier zur Vereinfachung abweichend zu den simu-
lierten Fuzzy-Daten als konstant angenommen. Seien ferner UL, U, U stochastisch unab-
hiingige reellwertige Zufallsvariable. Dabei seien U und U% gleichverteilt mit G([0, 5])
und U sei normalverteilt mit N(u(x),02). U reprisentiert das Verhalten der ,wahren®

Werte. Dann ergeben sich die Randwerte der Triagermenge und der Modalwert wie

YE(0)=U-U", (6.1)
Y=U-U'+m(U"+UR)=U + (m-1)U" + mU~, (6.2)
YE(0)=U+ U~ (6.3)

Diese Beschreibung ist mdéglich, weil es im Ergebnis nicht unterscheidbar ist, ob zunéchst
die Breite ¢ der Trigermenge beliebig in [0, K ] und danach die Positionierung des ,wahren*

Wertes beliebig im Intervall [0, ] festgelegt wird, oder ob ausgehend vom ,wahren* Wert

"Vgl. dazu [Kruse und Meyer, 1987] sowie [Miranda u. a., 2005].

2Diese Einschriinkung fiihrt allerdings dazu, dass der Fall von Fuzzy-Fehlern in den Variablen und
reellwertigen Outputs hier ausgeschlossen wird. S. dazu weiter unten.
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die rechte und die linke Spannweite beliebig im Intervall [0, £] gezogen wird. Wir erhalten

damit als Beschreibung der Fuzzy-Fehler des Szenarios

2O i e [YE(0), Y]
pp(t) = | St fiir e (Y, YR(0)]
0 sonst,
% fiir t € [U - UL, U + (m - 1)UL + mUZE]
= gt firte U+ (m - 1)UL+ mUR, U + UR]
0 sonst

In dhnlicher Weise kann auch das Generierungsverfahren fiir das Fehlerszenario mit kor-
reliertem Fehler in Y formalisiert werden. Seien dazu g(x) = ¢, arctan(z + 5) wie in Glei-
chung (5.2), falls ] = 0 und z; = 10, und seien ferner U, Uy, U, stochastisch unabhéngige,
reellwertige Zufallsvariable, wobei U normalverteilt mit N (u(z),0?) und U; gleichverteilt
mit G([0,¢4]), Uz gleichverteilt mit G([0,¢Y]). Dann erhalten wir die Randwerte der

Tragermenge und den Modalwert als

U+g(x)-U; fiir g(x) <0

YE(0) = (6.4)
U-U, fiir g(x) >0

Y =U+g(x) (6.5)

YR(0) = U+U, fiir g(x) <0 (6.6)

U+g(x)+U; fiir g(x) >0
Entsprechend kann die Beschreibung der Fehlerszenarios hergeleitet werden als

O fijr e [VE(0),Y]

Y-YL(0)
R - .

MO % fiir t € [V, Y£(0)]
0 sonst,

U@t figr g(x) < 0, € [U +g(x) - U, U + g()]

)
Gl fir g(a) <0t e (U +g(x), U + U]
= ;};(fg*(i?) fiir g(z) > 0,t € [U - U, U + g(z)]
Ul il fijr g(2) > 0,t € (U + g(2), U + g(x) + Uy]
0 sonst
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Das Verteilungsmodell nach Kwakernaak verlangt, dass fiir alle a-Niveaus die Rand-
funktionen inf[Y]® und sup[Y]® A - B(R)-messbar sind. Aus den Formeln der Zuge-
horigkeitsfunktionen pg ist erkennbar, dass die Randfunktionen als stetige Funktionen
iber Zufallsvariable ebenfalls Zufallsvariable sind. Allerdings ist dieses Verteilungsmodell
blind dafiir, dass U die ,wahren Werte repréasentiert. U erhélt damit fiir die Interpreta-
tion die Bedeutung eines nicht weiter spezifizierbaren Normalverteilungseinflusses in der
Mischung, die sich durch das Biindel der moglichen Zufallsvariablen ergibt. Aussagen iiber
die ,wahren“ Werte konnen nur vermittelt iiber den Plausibilitdtsgrad acc(W') bzw. iiber

den besten Plausibilitidtsgrad supyy. Py acc(W) getroffen werden.

Bei den gewihlten Konstruktionsverfahren werden zunichst die ,wahren“ Werte und
die Fuzzy-Umgebungen in Abhéngigkeit davon bestimmt. Dies kommt dem Aufbau des
Verteilungsmodells nach Couso et al. sehr nahe. Allerdings ist es fiir das Verteilungsmodell
erforderlich, dass Zufallseinfliisse und Fuzziness so separiert werden konnen, dass die Possi-
bilitdtsverteilungen, die die Messungenauigkeit abbilden, nur noch von den Werten auf der
Mess-Skala bzw. von den ,wahren“ Werten abhéngen. Gegeniiber der allgemeinen Formu-
lierung in Gleichungen (6.1)-(6.3) und (6.4)—(6.6) sind dazu die Werte fiir die Spannweiten
als unabhingig von w € Q zu betrachten. D.h. es ist zu setzen UL = ul o U,UR = uf o U
mit u”, uf: R — R, so dass die Spannweiten nur noch von den Werten abhiangen, die U
annimmt. Analog ist vorauszusetzen, dass Uy = uy o U,Us = ug o U mit uq,us : R — R, so
dass die Spannweiten nur noch von den Werten abhéngen, die U; bzw. U; annehmen. Die-
se Annahmen stellen bei nicht-diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen im allgemeinen
keine grofe Einschrinkung dar. Da die so eingeschrinkte Fuzzy-Variable einen Spezialfall
einer Fuzzy-Zufallsvariablen in der Definition von Kwakernaak darstellt, ist sie ebenfalls

eine Fuzzy-Zufallsvariable in der iiblichen Definition.

Das Verteilungsmodell von Couso u.a. ermoglicht es, den Zufallseinfluss von der Unge-
nauigkeit der Messung zu trennen, so dass einerseits der ,wahre* Wert explizit im Modell
vorliegt, der im Modell von Kwakernaak nur implizit erfasst werden kann, und andererseits
die Mechanik fiir den Zusammenhang zwischen ,wahrem* Wert und Messungenauigkeit
angegeben werden kann. Man bezahlt die Trennung der Effekte allerdings mit einer Vari-
anz, die gegeniiber dem Ansatz von Kwakernaak weniger spezifisch ist. Insgesamt riickt die
Modellierung nach Couso u.a. stiarker in die Nidhe des klassischen Fehlermodells, bei dem
ebenfalls die Zufallsvariable der ,wahren“ Werte mit Fehlerumgebungen versehen wird.
Hier wire noch genauer zu untersuchen, welche spezifischen Vorziige das Fuzzy-Modell

gegeniiber dem klassischen Fehlermodell hat.
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Die Ergebnisse zur Konsistenz und zum Zentralen Grenzwertsatz gelten fiir das Puri/
Ralescu-Modell bei Regression mit reellwertigen Parametern.'3 Sie lassen sich nicht ohne
Weiteres auf die Verteilungsmodelle nach Kwakernaak bzw. nach Couso u.a. iibertragen.
Dariiber hinaus sind die unterschiedlichen Verteilungsmodelle relevant, wenn die Varianz
der Schitzparameter zu bestimmen ist, d.h. insbesondere bei der Ermittlung von Kon-
fidenzbereichen und bei der Konstruktion von Tests. Gerade fiir den Ansatz nach Kwa-
kernaak ist die Berechnung durch Irregularititen erschwert.'® Ein wesentliches Ziel des
Verteilungsmodells von Couso u.a. ist es, ein Verteilungsmodell fiir epistemische Fuzzy-
Daten zur Verfiigung zustellen, das leichter zu berechnen und leichter zu interpretieren

ist.

Allgemein kann das Verteilungsmodell nach Kwakernaak als gute Illustration fiir die
Schitzung eines defuzzifizierten Modells bei Fuzzy-Fehlern betrachtet werden, da die
Fuzzy-Daten als Bewertung eines Biindels von reellwertigen Zufallsvariablen aufgefasst
werden.’> Es ist davon auszugehen, dass die defuzzifizierte Approximationsgerade nur
dann eine zufriedenstellende Plausibilitdtsbewertung fiir den verborgenen ,wahren“ Zu-
sammenhang darstellen kann, wenn die Abschitzung der ,wahren“ Werte gut angepasst
ist. Die zufilligen Realisationen der ,wahren“ Outputs, die im Couso-Modell von out-
putabhingigen Ungenauigkeitsumgebungen verwischt werden, koénnen grundsétzlich mit
einer vereinfachten Modellgleichung mit Fuzzy-Achsenabschnitt besser beschrieben wer-
den. Eine Fuzzy-Charakteristik mit Fuzzy-Steigungsparameter erscheint hingegen nicht
angemessen, da damit keine Aussage mehr iiber die plausible Lage der ,wahren* Werte

getroffen werden kann.

Unser besonderes Interesse galt den Regressionsmodellen mit Fuzzy-Fehlern in den In-
puts. Falls hierbei genaue Outputs vorliegen, ergibt sich allerdings eine Friktion in der
Modellgleichung: der Erwartungswert iiber die Outputvariable ist immer reellwertig und
die rechte Seite der Gleichung ergibt immer eine Fuzzy-Zahl mit positiven Spannweiten.'
Die Gleichung ist daher nicht im eigentlichen Sinne erfiillbar. Es ist somit anzugeben, was

unter ,,Gleichheit” im Sinne der Modellgleichung zu verstehen ist.

Wenn die Modellgleichung defuzzifiziert wird, kann die abhiingige Variable Y als klas-
sische, reellwertige Zufallsvariable dargestellt werden, deren Verteilung mit einem der
klassischen Modelle beschrieben werden kann. Es seien also Y eine reellwertige Zufallsva-

riable und Op : F%(R) — R ein Defuzzifizierungsfunktional mit den Eigenschaften wie

13Vgl. Funoten 63f auf Seite 116.
14ygl. [Kruse und Meyer, 1987] sowie [Miranda u. a., 2005].

15Es ist aber auch die Anpassung einer Fuzzy-Charakteristik mit Fuzzy-Parametern gut mit dem
Kwakernaak-Ansatz vereinbar, da damit die gewichtete Abschéitzung iiber die moglichen Bildwerte auf
die Regressionsfunktion {ibertragen werden kann.

16Vgl. das empirische Beispiel in Abschnitt 5.2.2.
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in Bemerkung 3.7'7, dann gelte
EY = OF(CL0€9CL1 @5(:) =a0+OF(a1 @X)

Unter diese Modelle kann z.B. die Kleinste Quadrate-Regression iiber die Steiner-Punkte

der Inputs gerechnet werden.

Um zu einem geschlossenen Fuzzy-Schitzmodell zu gelangen, kann umgekehrt aber auch
Y als urspriingliche Zufallsvariable aufgefasst werden, die die ,wahren Werte abbildet und
die in eine unbekannte Fuzzy-Zufallsvariable Y eingebettet ist, deren Fuzziness durch die
Fuzziness der Inputwerte induziert wird. Dazu sei Y eine Fuzzy-Zufallsvariable und es

gebe einen Selektor Vj von Y, so dass
EY = ag ®ay ® X und Y= Vo P-fast sicher.

Falls fiir die Zufallsvariable Y das Verteilungsmodell nach Kwakernaak hinterlegt wird,
ist eine eindeutige Verortung von Y zu Y nicht mdglich. Stattdessen kann z.B. gefordert

werden, dass gilt

accy(Vp) = argmax  acc(V),
V Selektor von Y

WObeiE?=a0®a1®)?.

Falls ein Verteilungsmodell geméaft Couso u.a. unterstellt wird, kann Y mit der Zu-
fallsvariablen der ,wahren* Werte identifiziert werden. Aussagen iiber die bedingte Pos-
sibilitdtsverteilung V' sind dann aus den aktuell vorliegenden Fuzzy-Daten abzuleiten.
Beispielsweise konnte eine zum unterstellten Fehlerszenario passende Defuzzifizierung fiir
das Verhéaltnis von ,wahren* Werten und Fuzzy-Fehlerumgebungen in den Inputs gewahlt
werden, um die Lage von Y relativ zum Funktional x g, 5, (@) in den vorliegenden Fuzzy-
Inputs zu bestimmen. Typischerweise entspricht das bei einem Kleinste Quadrate-Ansatz

iber 0, zunichst dem Steiner-Punkt o da dieser den Abstand zu ag ® a; ® X;

ap®a10X;’
minimiert. Dabei ist der Steiner-Punkt a(is neutraler Ansatz zur Defuzzifizierung zu sehen,
wenn keine weiteren Informationen iiber das Fehlerszenario vorliegen, da bei der Bestim-
mung kein Zugehorigkeitsniveau bevorzugt wird. Falls davon auszugehen ist, dass die
,wahren“ Werte bei den Inputs in einem anderen Verhéltnis zu den Fuzzy-Daten stehen,
das sich auf das Regressionsfunktional {ibertrigt, kann ggf. eine andere Defuzzifizierung
vorgezogen werden. So kann z.B. zu einer anderen Defuzzifizierung iibergegangen werden,
wenn aufgrund eines Randbeobachtungs-Problems das Gewicht des Modalwertes reduziert

oder wenn das Gewicht der linken Spannweite erhoht ist.

"Vermutlich ist es sinnvoll, dariiber hinaus vorauszusetzen, dass Op #hnliche Linearititsbedingungen
wie die Stiitzfunktion einer Fuzzy-Menge erfiillt.
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6 Potentiale der Fuzzy-Regression

Um das Verhiltnis zwischen ,wahren* Werten und den abgebildeten Fehlereinfliissen in
den Inputs besser zu beschreiben, kann schlieflich zu Modellen iibergegangen werden, bei

denen auch Verteilungsannahmen iiber die Inputvariablen gemacht werden.

6.2 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression

Wenn der praktische Nutzen einer Fuzzy-Modellierung von fehlerbehafteten Daten fiir die
Datenanalyse zusammenfassend bewertet werden soll, ergibt sich vor dem Hintergrund

der Untersuchungen in dieser Arbeit eher ein gemischtes Bild.

Mit der Fuzzy-Modellierung von fehlerhaften Daten wird ein Perspektivwechsel vorge-
nommen. Statt einer Modellierung von wesentlichen Strukturzusammenhingen wird in
den Fuzzy-Merkmalswerten die Ungenauigkeit aufgrund von Fehlereinfliissen einzelfallbe-
zogen und auf dem aktuellen Stand des Wissens abgebildet. Dabei lisst die Modellierung in
Form von LR-Fuzzy-Intervallen es zu, dass auch qualitative Einfliisse dargestellt werden,
wenn sie quantitativ zumindest ungefihr beschrieben werden kénnen. Insbesondere kon-
nen damit auch systematische Fehler operationalisiert werden, die nur ungenau bekannt
sind. Die Fuzzy-Perspektive bietet somit die Mdoglichkeit, ein reichhaltigeres Spektrum
von Fehlereinfliisssen abzubilden, als bei den klassischen Verfahren zur Fehlerschitzung.
Aufgrund der einzelfallbezogenen Modellierung konnen auch singulire Effekte aufbereitet

und bei den anschliefsenden Analysen einbezogen werden.

Da bei der Modellierung der Fuzzy-Daten eine subjektive Bewertung der Datenungenau-
igkeiten vorgenommen wird, ist dieser Vorteil allerdings mit der Gefahr verbunden, dass
Artefakte durch Tauschungen in der Wahrnehmung induziert werden. Falls fehlerhafte, re-
ellwertige Messdaten vorliegen, deren Ungenauigkeiten ex post als Fuzzy-Daten modelliert
werden sollen, muss zudem der Paradoxie begegnet werden, dass fiir die nicht-zutreffenden
Werte die hochste Sicherheit im Bezug auf ihre Zugehdrigkeit zum Fuzzy-Merkmalswert
besteht.

Insgesamt konnen Fuzzy-Merkmalswerte als ein Instrument gesehen werden, mit dem
eine vorsichtige Bestandsaufnahme von Fehlereinfliissen durchgefiihrt und eine vorschnelle
Vereinfachung bzw. Idealisierung von Verzerrungseffekten in den Daten vermieden werden
kann. Die einzelfallbezogene Modellierung der Fehlereinfliisse und deren Visualisierung in
den Fuzzy-Daten bietet auferdem einen Ansatzpunkt zur Analyse von weichen Faktoren
der Datenqualitét, wie z.B. das Expert/innenwissen, das in die Modellierung eingeflossen
ist, oder die vorgenommene quantitative Bewertung von qualitativen Fehlereffekten. Denn
auf der Basis der Fuzzy-Daten konnen auch die Strukturen in den Ungenauigkeitsumge-

bungen untersucht werden. Die Ergebnisse konnen evaluiert und zur Verbesserung der
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6 Potentiale der Fuzzy-Regression

Fuzzy-Modellierung sowie zur Generierung von weiterem Fehlerwissen, also von Wissen

iiber die Fehlereinfliisse, verwendet werden.

Ein &hnlich positiver Befund kann fiir die Methoden zur Fuzzy-Regression bei episte-

mischen Fuzzy-Daten hingegen nicht abgegeben werden.

Der Vorzug der Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation gegeniiber anderen Ansétzen
zur Fuzzy-Regression besteht vor allem darin, dass damit sowohl bei Modellfunktionen
mit reellwertigen Parametern als auch bei Modellfunktionen mit Fuzzy-Parametern im-
mer eine Losung des Approximationsproblems existiert. Da die d5-Metrik als Erweiterung
der euklidischen Metrik definiert und stetig in L2([0, 1] x S?) eingebettet ist, kann die Lo-
sung zudem als Fortsetzung der klassischen Kleinste Quadrate-Approximation aufgefasst

werden.

Da die metrische Approximation vom Punktcharakter der Fuzzy-Daten ausgeht, kann
die Approximationsgerade grundsétzlich nur als Abbildungsvorschrift fiir Fuzzy-Ungenau-
igkeitsumgebungen gelesen und interpretiert werden, die dhnlich genau bzw. ungenau sind
wie die Eingangsdaten, auf deren Basis sie ermittelt wurden. Sie kann somit nur auf einem

gegebenen Genauigkeitsniveau interpretiert werden.

Das Benchmarking in Kapitel 5 zeigt, dass die Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation
auf der Basis der modellierten Fuzzy-Merkmalswerte tatséchlich zu einer Korrektur gegen-
iiber einem naiven Kleinste Quadrate-Ausgleich fiihrt, bei dem die Fehlereinfliisse nicht
beriicksichtigt werden. Dies gilt sowohl fiir die Approximationsgerade im defuzzifizierten
Modell als auch fiir die Modalwertgerade der Approximation im vereinfachten Fuzzy-
Modell. Zudem erweisen sich die Parameter der Fuzzy-Approximation als robuster gegen-
iiber Verdnderungen in den Modalwerten oder der Triagermengen der Fuzzy-Daten als die
reellwertigen Benchmarks der Modalwerteapproximation oder der Endwerteapproximati-
on. In diesem Sinne kann die Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation im Rahmen der
explorativen Verfahren zur Fuzzy-Regression auch als Annidherung an einen plausiblen

funktionalen Zusammenhang der verborgenen ,wahren“ Werte aufgefasst werden.

Wihrend fiir die explorative Approximation einer Ausgleichsgeraden das Abbildungs-
verhiltnis der Fuzzy-Ungenauigkeitsumgebungen unproblematisch ist, wird hingegen im
Schitzmodell eine Interpretation fiir den Zusammenhang zwischen Input-Werten und
Output-Werten benétigt, die auch das Verhaltnis zwischen den Fuzzy-Ungenauigkeitsum-
gebungen mit einbezieht. So ist es in einem Schitzmodell z.B. erkldrungsbediirftig, in
welchem Verhiltnis eine genaue Outputvariable zum Fuzzy-Bild von ungenauen Input-
Variablen steht. Einige Beispiele fiir entsprechende Schitzmodelle wurden in Abschnitt 6.1
auf S. 209 prasentiert. Mit einer dhnlichen Problemstellung ist man konfrontiert, wenn in

einem Schiitzmodell die Fuzziness der Y wesentlich von der Fuzziness von f(fl, o X
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6 Potentiale der Fuzzy-Regression

Ao, ay,. .. ,ar) abweicht. Falls singuldre Fehlereinfliisse in den Daten bekannt sind, wird
dies bei einer Modellierung als Fuzzy-Merkmalsvariable in der Regel durch eine auffallend
grofse Spannweite der Ungenauigkeitsumgebung abgebildet. Infolge der Robustheit der
Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression bei Anderungen in den Spannweiten der Fuzzy-Daten

werden die Auswirkungen des singuldren Fehlers durch die Modellierung abgeschwécht.

Gleichformige Strukturen in den epistemischen Fuzzy-Daten, die Auswirkungen auf das
Approximationsergebnis haben und fiir dessen Interpretation relevant sind, konnen mit
Hilfe von Fehlerszenarien angegeben werden. Der Begriff der Fehlerszenarien wurde in die-
ser Arbeit eingefiihrt, weil fiir die Simulation von Fuzzy-Merkmalswerten eine konstruktive
Beschreibung von moglichen Fehlereinfliissen in den Daten gemeinsam mit den daran an-
kniipfenden Modellierungsstrategien benotigt wird, die den Stand des Wissens iiber den
s,wahren“ Wert, abbilden. Umgekehrt konnen Fehlerszenarien fiir vorliegende Fuzzy-Daten
auch Auskunft dariiber geben, welche Aspekte der Fuzzy-Daten zur Beschreibung der
,wahren“ Werte relevant sind. Infolgedessen kénnen damit auch Annahmen iiber Arte-
fakte verdichtet und operationalisiert werden, die aufgrund der Modellierungsstrategie
entstehen, so dass sie bei der Auswahl der Approximationsmethode Beriicksichtigung fin-
den konnen. Die Fehlerszenarien konnen, aber miissen nicht, in ein Verteilungsmodell von
Fuzzy-Zufallsvariablen eingebettet sein. Durch die Einfithrung von Fehlerszenarien als zu-
siatzlichem Instrument ist es also moglich, sowohl die Bewertung der Zugehorigkeitsgrade
fiir die Messwerte als auch eine Metabewertung fiir die Giite der Fuzzy-Abschéitzungen

zu formalisieren und in das Approximationsverfahren einzubeziehen.

Die Fehlerszenarien konnen bei der Approximation durch die Auswahl einer Kleinste
Quadrate-Metrik d(,y antizipiert werden, die eine Gewichtung zwischen den Zugehdorig-
keitsniveaus der Fuzzy-Daten vornimmt, die sich in Richtung der ,wahren“ Werte aus-
wirkt. Die Verbesserung der Approximationsgiite der Fuzzy-Approximation in den Ab-
bildungen 5.10 und 5.11 kann auch so gelesen werden, dass eine bessere Approximation
erzielt wird, je enger die Ndhe zwischen den ,wahren Werten und den Modalwerten
der Fuzzy-Daten relativ zu den Randern der Tragermenge ist. Dahinter tritt die Fuzzi-
ness als Qualitatskriterium im Hinblick auf die Approximationsgiite zunichst zuriick. Die
Fehlerszenarien, die der Simulation der Fallbeispiele zugrundegelegt wurden, beschreiben
Situationen, in denen die vorliegenden fehlerhaften Werte die sicherste Information iiber
die ,wahren Werte darstellen. In Reaktion darauf wird eine Modellierungsstrategie fiir die
Fuzzy-Daten gewéhlt, bei der der Beobachtungswert den Modalwert bildet und die Rénder
der Triagermenge so aufgespannt werden, dass der ,wahre* Wert sicher eingeschlossen ist.
Hierbei ist der Modalwert nur in Ausnahmeféllen identisch mit dem ,wahren“ Wert. Ge-
gen die verwendeten Fehlerszenarien, die die Paradoxie bei der Bewertung der fehlerhaften

Beobachtungswerte in den Mittelpunkt stellen, lasst sich kritisch einwenden, dass diese im-
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6 Potentiale der Fuzzy-Regression

mer noch eine verzerrte Darstellung der Datenungenauigkeit sind. Trotz des Aufwands fiir
die Fuzzy-Modellierung konne demnach keine Verbesserung in der Abbildung erreicht wer-
den, so dass besser darauf verzichtet werden sollte. Dem kann entgegengehalten werden,
dass die Modellierung von Fehlereinfliissen durch Zufallsvariable in einem Schitzmodell
zwar das offenere Konzept ist, weil dafiir nur Annahmen iiber die Haufigkeitsverteilung
der Abweichungen getroffen werden miisse und auf die 6rtliche Fixierung von fehlerhafter
Messung und ,wahrem* Wert verzichtet werden kann, so dass die beschriebene Paradoxie
entfallt. Es darf aber nicht vergessen werden, dass das Wahrscheinlichkeitskalkiil, dessen
man sich dann bedient, mit starken Annahmen versehen ist. Wenn die Verteilungsan-
nahmen nicht zutreffen, kénnen die Abbildungsfehler daher erheblich sein. Im Vergleich
dazu erfordert eine Fuzzy-Modellierung in viel starkerem Mafe, sich die Verzerrungen bei
der Abbildung bewusst zu machen und zu analysieren. Sie kann damit zu einer héheren

Transparenz im Umgang mit Fehlern in den Daten beitragen.

Die do-Metrik wertet alle Zugehorigkeitsniveaus gleich und fiihrt zu einer Approxima-
tion in der die Abweichungen auf allen a-Niveaus gleichméfig beriicksichtigt werden.
Somit wird in der d,-Metrik kein Niveau der Fuzzy-Daten besonders gewichtet, auferdem
wird kein Zugehorigkeitsbereich ausgeschlossen. Die beiden alternativen Kleinste Quadra-
te Fuzzy-Metriken 0y und dg, die fiir die Fallbeispiele verwendet wurden, gewichten die
Modalwerte starker als die d,-Metriken. Daher kann damit nur in den Fallen eine Ver-
besserung der Approximation erreicht werden, in denen die Modalwerte in Richtung der
,wahren“ Geraden ziehen. Die d-Metrik zeichnet sich also dadurch aus, dass sie neutral
gegeniiber beliebigen Fehlerszenarien ist. Da die Modalwerte bei den simulierten Fuzzy-
Daten keine gute Anndherung an den ,wahren“ Wert sind, ist grundséitzlich ein Fuzzy-
Abstandsfunktional besser fiir die Approximation geeignet, bei dem eine Umgebung um
den Modalwert nicht gewichtet wird. Beispielhaft wird hier die folgenden Definition vor-
geschlagen: Sei € (0,1). Dann sei fiir A, B € Frob(R) die folgende Quasi-Metrik definiert
0.(A, B) = 65(Alx], BIr1), wobei Al#] durch pi11.(2) = min{pz(2), s} gegeben sei, entspre-
chend fiir Bl%]). Fiir 6, gilt aufgrund der Konstruktion allerdings im allgemeinen nicht
mehr, dass 5H(Z, §) =0 = A= B. Insbesondere ist d,, keine Erweiterung der euklidischen
Metrik mehr.

Bei der Approximation eines Modells mit Fuzzy-Steigungsparametern kénnen keine
Aussagen iiber die plausible Lage der ,wahren* Werte abgeleitet werden. Stattdessen gibt
die Approximation Hinweise auf globale Strukturen in den Ungenauigkeitsumgebungen
der Fuzzy-Daten, wenn man von der Vorstellung ausgeht, dass die ungenauen Outputs bei
Angabe von genauen Inputs moglichst gut reproduziert werden sollen. Aufgrund der einge-
schriankten Linearitit von Fuzzy-Zahlen ist die Approximation einer Fuzzy-Charakteristik

aber nur in wenigen Fillen sinnvoll méglich. Insbesondere muss die Monotonie in den

214



6 Potentiale der Fuzzy-Regression

Spannweiten der Fuzzy-Outputs moglichst zur Schmetterlingsform der Fuzzy-linearen Mo-
dellfunktion passen. Eine Abnahme von Spannweiten kann mit diesem Modellansatz nicht
oder nur mit wenig intuitiven Methoden entdeckt werden. Aus diesem Grund ist der An-
satz nicht fiir eine Evaluation von Fehlerstrukturen geeignet. Fiir die Untersuchung der
Abschitzungsstrukturen in den Fuzzy-Daten ist es unwichtig, ob die Fuzzy-Daten als
Einheiten linear verkniipft sind. Es wire daher sinnvoller, zu alternativen Approximati-
onsmodellen iiberzugehen, die eine grofere Flexibilitat in der Anpassung haben. Daher
ist eher zu empfehlen, dass die Betrachtung auf die geometrischen Eigenschaften im Ko-
ordinatenraum ausgerichtet wird, wie es z.B. der Ansatz von D’Urso und Gastaldi [2000]
vorsieht. Die Anpassung von Fuzzy-linearen Modellen mit Fuzzy-Steigungsparametern ist
hingegen interessant, wenn ein entsprechendes Fuzzy-Biindel von Funktionen angepasst

werden soll, d.h. wenn nur ein vager Strukturzusammenhang vorliegt.

Abschliefsend ist aus den Ergebnissen dieser Arbeit das Fazit zu ziehen, dass der Vorteil
einer Fuzzy-Modellierung bei Fehlern in den Daten in erster Linie darin liegt, dass die
Fehlereinfliisse einzelfallbezogen und explizit abgebildet werden kénnen und somit fiir
weitere Analysen zur Verfiigung stehen. Die Modellierung von Fuzzy-Merkmalswerten
kostet einigen Aufwand und lohnt sich vor allem dann, wenn die Qualitdt der Daten
sowie die Qualitit der Abbildung der Datenungenauigkeiten durch die Fuzzy-Daten im
Vordergrund der Untersuchungen stehen. Die Methoden zur Fuzzy-Regression stellen ein
Instrumentarium zur Funktionsapproximation zur Verfiigung, wenn solche Fuzzy-Daten
vorliegen. Beim derzeitigen Stand der Entwicklung sind sie als explorative Methoden zu
charakterisieren, mit denen eine Ausgleichsgerade bestimmt werden kann, die fiir das
Genauigkeitsniveau der vorliegenden Daten auch als plausible Gerade fiir die verborgenen
,wahren“ Werte interpretiert werden kann. Die Giite der Approximation kann verbessert
werden, wenn die Modellierungsstrategie fiir die Fuzzy-Daten durch ein Fehlerszenario

beschrieben und durch die Auswahl einer passenden Metrik antizipiert werden kann.

6.3 Forschungsperspektiven

Aus den Ergebnissen der vorangegangenen Untersuchungen ergeben sich einige weiterfiih-
rende Fragestellungen. Als besonders aussichtsreich erscheint hierbei die Entwicklung von
Messverfahren, mit der die Moglichkeit zur einzelfallbezogenen Abbildung von Fehlerein-
fliissen durch eine Fuzzy-Modellierung besser ausgenutzt werden kann. Ergidnzend zu der
bisherigen Modellierung von Fehlereinfliissen ex post zu bereits vorliegenden Daten wire
es hilfreich, auch iiber Verfahren zur Generierung von epistemischen Fuzzy-Beobachtungen
im Zuge des Messprozesses zu verfiigen. Dabei wire zunéchst iiber Verfahren zur Hebung

von bereits vorhandenem Wissen fiir die Bewertung der Datenqualitit nachzudenken, z.B.

215



6 Potentiale der Fuzzy-Regression

durch begleitende, qualitative Fragebogen zur Erhebung von Informationen iiber Beson-
derheiten im laufenden Messprozess oder durch eine Reaktivierung und Einbindung von

dokumentierten Wissensbestanden.

Die Fuzzifizierung von Klassifizierungungssystemen, wie z.B. der Wirtschaftszweige oder
der Berufe, wurde in dieser Arbeit nicht genauer behandelt. Fuzzy-Klassifikationen er-
moglichen es, dass die Abwigung fiir die Zuordnung einer statistischen Einheit in die eine
oder die andere Klasse durch Teilzugehorigkeiten abzubilden. Dadurch kann die Zahl von
Missklassifikationen reduziert und Erosionsprozesse innerhalb von Klassifikationssystemen
konnen explizit abgebildet und im Zeitverlauf nachvollzogen werden. Forschungsbedarf be-
steht im Hinblick auf Fuzzy-Klassifikationen zum einen in der Frage, wie ein praktikables
Erhebungsverfahren bei Verwendung von Fuzzy-Klassifikationen gestaltet werden kdnnte.
Zum anderen wiren fiir die Verwendung von Daten, die eine Fuzzy-Klassifizierung bein-

halten, andere Regressionsmethoden erforderlich, als in dieser Arbeit vorgestellt wurden.'®

Da die Fuzzy-Daten auf der Basis einer subjektiven Bewertung der Datenungenauig-
keiten modelliert werden, ist es moglich, dass bei einer ungiinstigen Modellierung Schein-
zusammenhénge durch die Modellierung der Daten verursacht werden, die das Approxi-
mationsergebnis verschlechtern. Um giinstige Strategien fiir die Modellierung von Fuzzy-
Fehlern zu finden, wire daher noch genauer zu untersuchen, welche Interdependenzen
zwischen den Eigenschaften der Fuzzy-Daten und den Approximationsparametern beste-
hen und ob es Dateneigenschaften gibt, auf die das Approximationsverfahren besonders
sensitiv reagiert. Insbesondere ist abzugrenzen, inwieweit eine ungiinstige Beschaffenheit
der Fuzzy-Daten dem Stand des Wissens entspricht oder ob sie durch unbewusste Prozesse

erzeugt wurden und zu korrigieren sind.

Die Fehlerszenarien, die in dieser Arbeit fiir die Simulation von epistemischen Fuzzy-
Daten konstruiert wurden, sind relativ einfach angelegt. Das Bild, das sie zeichnen, ist im
Fall der sog. einfachen, systematischen Fehler noch zu stark von klassischen Zufallseinfliis-
sen gepragt, im Fall der sog. korrelierten Fehler sind die Effekte so stark ausgeprigt, dass
bei Fuzzy-Daten (X;,Y;) kaum noch Unterschiede zwischen den Benchmarks zu erkennen
sind. Mit den Fehlerszenarien werden die Modellierungsstrategien fiir fehlerhafte Daten
vereinheitlicht und konzentriert, daher stellen sie ein wesentliches Instrument dar, mit
dem die Auswirkungen eines Modellierungsverfahrens auf das Approximationsergebnis
analysiert werden kann. Es besteht daher grofser Bedarf fiir die Entwicklung von realis-
tischeren Fehlerszenarien. Weiteres Forschungspotential ist vor allem im Hinblick auf die
Mischung von Modellierungsstrategien zu sehen, insbesondere dann, wenn zu multiva-

riaten Ansitzen iibergegangen wird. In diese Richtung geht auch schon die Frage nach

18Es ist zu vermuten, dass die ,,Profilzuordnungsverfahren nach Manton u.a. [1994] in diese Richtung
gehen.
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der Kompensation oder Verstirkung von Fehlereffekten bei Daten mit Fuzzy-Inputs und
Fuzzy-Outputs, die in Abschnitt 5.1.17 angesprochen wurde. Nicht zuletzt bilden die Feh-
lerszenarien eine wichtiges Bindeglied fiir die Konstruktion von Verteilungsmodellen fiir

epistemische Fuzzy-Daten.

Im Bezug auf die Methoden zur Fuzzy-Regression steht eine genauere Sensitivititsana-
lyse fiir bi- und multivariate Kleinste Quadrate-Anséitze noch aus. Es ist damit zu rechnen,
dass dann, dhnlich wie bei den klassischen Fehlermodellen, die Verzerrungs- und Korrek-
tureffekte komplexer sind, und nicht mehr so leicht interpretiert werden kénnen, wie in
den vorgefithrten Fallbeispielen. Der Forschungsbedarf in Bezug auf die Entwicklung von
Schatzmodellen bei epistemischen Fuzzy-Merkmalswerten wurde bereits in Abschnitt 6.1
skizziert. Bei einem Modell mit Fuzzy-Inputs kann in einem Schétzmodell, mit dem eine
Aussage iiber den Zusammenhang zwischen den ,wahren“ Werten getroffen werden soll,

nicht auf eine Modellierung mit stochastischen Inputs verzichtet werden.
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A Anhang

A.1 )-Metrik und Steiner-Punkt

Der Steiner-Punkt stellt im Bezug auf die do-Metrik auf dem Raum der Fuzzy-Zahlen
Fnob(R) in dhnlicher Weise einen Schwerpunkt dar, wie dies der Mittelwert im Bezug auf

die Euklidische Metrik ist. Die technischen Eigenschaften, die bei der Kleinste Quadrate

Fuzzy-Regression Verwendung finden, werden hier zusammengestellt.

Das Konzept der Stiitzfunktion einer Menge und die weiteren Eigenschaften konnen von
gewohnlichen konvexen, kompakten Mengen in R™ auf konvexe, kompakte Fuzzy-Mengen
iber R™ {ibertragen werden.! Zunéchst wird die Definition fiir gewohnliche Mengen iiber

R™ angegeben.

Definition A.1 (Stiitzfunktion einer konvexen, kompakten Menge) Sei K c R™

konvex und kompakt. Dann ist die Stitzfunktion sk : R™ — R von K definiert durch
si(u) =sup{{u,z) |z € K}.

Da K konvex und kompakt ist, wird das Supremum immer angenommen und sk ist
wohldefiniert.

Die Definition kann mit Hilfe der a-Schnitt-Darstellung auf Fuzzy-Mengen iibertragen
werden. Wir bendtigen im Weiteren nur die Definition der Stiitzfunktion einer Fuzzy-

Menge fiir m = 1.

Definition A.2 (Stiitzfunktion einer Fuzzy-Menge) Sei A € F19(R) eine konvexe,

coc

kompakte Fuzzy-Menge. Die Stiitzfunktion sz :[0,1] xS® — R von A ist dann definiert
durch

sup{uy |y € [A]*} fiir a € (0,1],
sy(a,u) = . .
tir =0,

'Vgl. Diamond und Kloeden 1994, S. 13ff.
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wobei SO = {-1,1} die euklidische Einheitskugel in R! sei. Das Produkt uy entspricht dem
Skalarprodukt (u,y) iiber R!.

Eine konvexe, kompakte Fuzzy-Menge wird eindeutig durch ihre Stiitzfunktion charak-

terisiert.

Satz A.3 (Eigenschaften der Stiitzfunktion) Die Stiitzfunktionen sind linear beziig-
lich der erweiterten Addition und des positiven Skalarprodukts auf Fuzzy-Mengen. Seien
A, B e Fno(R) und A > 0. Dann gilt

coc

Sisg=si+tsg und s,,7=As7.

Fiir negative Skalare A < 0 kann der folgende Zusammenhang berechnet werden. Fiir
alle a € (0,1]

Sroa(a,u) = S—Ao(—l)(aa )

=-As_g(a,u) (A.1)
= -Asup{uy | y € [-a"(a),-a"(a)]}

= —Asup{u(-y) |y’ € [a" (@), ()]}

= -Asz(o, —u). (A.2)

Sei nun die Funktion 7 : Fnot(R) — Map([0,1] x S°, R), A —> s gegeben, mit der die
konvexen, kompakten Fuzzy-Mengen in ihre Stiitzfunktionen abgebildet werden. Dann
gilt, dass j injektiv ist. Auferdem {iibertragt j die lineare Struktur mit Addition und
positiver Skalarmultiplikation von F7%(R) in die Menge der Funktionen Map([0,1] x
SO R).2

Die do-Metrik wird so definiert, dass der Abstand zwischen Fuzzy-Mengen in F7%(R)

coc

mit dem Abstand der zugehorigen Stiitzfunktionen identifiziert wird.

Definition A.4 (0,-Metrik) Fiir Fuzzy-Mengen A, B € F%(R) sei die Metrik 6, gege-

ben durch

03(A,B) = : (s1—s5)2 dA @2

0,1]xS°

mit M0 AS" den zu [0,1] bzw. SO gehorigen Borel-Lebesgue-Mafen.

’Die Skalarmultiplikation fiir y kann durch Definition einer ,negativen“ Skalarmultiplikation fiir negative
Skalare A < 0 geméf Gleichung (A.2) auf ganz R erweitert werden. Vgl. Kritschmer 2006a, S. 2581.
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Satz A.5 Da fiir jede Fuzzy-Zahl Z und jedes o € [0, 1] gilt, dass sy(a,-1) = -2zF(a) und
sy(a,1) = zB(a) kann die Definition von &, umformuliert werden. Seien A, B € Fn(R),

dann gilt
BB =5 [ [(-a"(@) +1(@)) + (0" () - 1*(a))?] da

Aus dieser Darstellung und der Konstruktion des ,negativen* Skalarproduktes geméfs
Gleichung (A.2) kann gefolgert werden, dass d; homogen in beliebigen Skalaren \ € R ist.
Es gilt

02(0,AX) = X262(0, X). (A.3)

Bei LR-Fuzzy-Intervallen kann der do-Abstand mit der folgenden Formel direkt berech-
net werden, falls gilt L=, R~ € L2(R):

05(A, B) = (a=0)* +|[RI5(ra ~ r5)* + | L[I3(1a ~ 15)?

A4
+2(a=B)[[IRI(ra —75) = | Llh(a ~ 1) ] A

wobei

1 rt 1 1
lh=5 [ 1) da, EE=5 [ (L7(@)?da und
0 0
1 rt 1 1
IRl =5 [ B@)da,  IRIE=5 [ (R(a)? da.
0 2 Jo

Es gibt eine ganze Klasse von Metriken, die eine dquivalente Topologie auf Fro(R)™
induzieren wie d,. Um zu einer Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression mit diesen Metri-
ken iiberzugehen, miissen nur einige Gewichtsfaktoren im Optimierungsproblem verédndert

werden.

Satz A.6 (Erweiterte Familie von Kleinste Quadrate Fuzzy-Metriken)
Sei ein endliches WahrscheinlichkeitsmaR v auf B([0,1]) gegeben. Fiir A, B ¢ F1(R)

coc

ist die erweiterte Metrik ¢,y dann gegeben durch?
FopAB)= [ (salw) =gl w)? dve) @ X ().

Unter Verwendung eines Beweises von Bertoluzza u. a. [1995] kann gezeigt werden, dass
bei Einschrinkung auf die LR-Fuzzy-Intervalle alle §(,y-Metriken topologisch dquivalent

zur do-Topologie sind.

3Vgl. Diamond und Ké&rner 1997, S.30.
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Der 4(,)-Abstand von LR-Fuzzy-Intervallen kann mit derselben Formel wie der os-
Abstand direkt berechnet werden, falls gilt L=!, R~! € L2(v). Dabei sind nur die Gewichts-
faktoren | RIS IR LIS, |LI|& anzupassen. Dabei werden die gegeniiber Gleichung

(A.4) veréinderten Gewichtsfaktoren bestimmt als

|L||(V) 2] L (a) dv(a), |L||(V) 2/ (L™ (a))? dv(a) und
IRIY =5 [ R (@) du(a), RIS =5 [ (R (@))? ().

Der Steiner-Punkt stellt im Bezug zur do,-Metrik so etwas wie den reellwertigen Schwer-
punkt einer Fuzzy-Menge dar. Thm kommt daher eine #hnliche Funktion zu wie dem
Mittelwert im Bezug zur Euklidischen Metrik.

Definition A.7 (Steiner-Punkt einer Fuzzy-Menge) Sei A ¢ F%(R) eine Fuzzy-

coc

Menge. Dann ist der Steiner-Punkt von A definiert durch
i= . AN\ (@) ® X’
o /{;lesous (a,u) dA (@) (u)

Satz A.8 Der Steiner-Punkt ist ein charakterisierender Punkt fiir A in dem Sinne, dass

gilt
({0} ) = inf 8,({), ).

Es gilt die folgende Zerlegung des Abstands von Fuzzy-Mengen in den euklidischen
Abstand zwischen den Steiner-Punkten und den verbleibenden Abstand der Ungenauig-

keitsumgebungen.
03(A,B) = |loz - ogl* + 55 (A°, B),

wobei A° = Ao oz und B°=Be og die in 0 zentrierten Fuzzy-Mengen sind.

Die Steiner-Punkte erben von den Stiitzfunktionen auch die lineare Struktur, d.h. fiir
A, B e Frnod(R) und \ > 0 gilt

coc

0isg =0i+tog und o,,7=M\o7.

Fiir negative Skalare A < 0 gilt mit Gleichung (A.1)

Orod = —A0O_7= = [Ao_ A
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Fiir die in 0 zentrierten Fuzzy-Mengen kann daraus die folgende Umformung fiir nega-

tive Skalare A < 0 abgeleitet werden, die wir fiir Berechnungen benétigen.

(M) = M- (-\o_3)
= (-N)(-4) - (-N)o_x (A.5)
= (-A)(-A).

Da der Steiner-Punkt einer Fuzzy-Menge A den 6,-Abstand minimiert, kann bei LR-
Fuzzy-Intervallen A = (a;l4,74) g durch Einsetzen und Minimieren von Formel (A.4) die

folgende einfache Bestimmungsgleichung berechnet werden.

ox=a+|R|ira—|L|ila. (A.6)

Uber den Weg der Minimierungseigenschaft kann auch ein Steiner-Punkt fiir die erwei-

terte Familie von Kleinste Quadrate Fuzzy-Metriken definiert werden.

Definition A.9 Der Steiner-Punkt fiir eine erweiterte Kleinste Quadrate Fuzzy-Metrik

0, ist definiert, wenn es einen eindeutigen Wert o gibt*, so dass gilt
) A
5(11)({0%/)}7 AV) = gelﬂg 5(1/)({7]}7;[)-

Fiir L R-Fuzzy-Intervalle kann somit fiir eine erweiterte Kleinste Quadrate Fuzzy-Metrik

() durch Minimieren der folgende abgeleitete Steiner-Punkt bestimmt werden

o = a+ R4~ LI,

“Die Definition gilt also insbesondere dann nicht, wenn d(v) eine Quasi-Metrik ist, d.h. wenn aus
5(U)(Z,§) = 0 nicht folgt A = B.
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A.2 Dokumentation der abgebildeten Datensatze

Auf den folgenden Seiten werden die Fallbeispiele dokumentiert, die in Abschnitt 5.2
prasentiert wurden. Dabei werden nur die Datensétze selber sowie die Residuen und die
Bestimmtheitsmafse fiir die Benchmarkapproximationen dargestellt. Die Parameterwer-
te wurden bereits im Text angegeben. Bei den Fuzzy-Approximationen werden nur die
Ergebnisse fiir die do-Metrik ausfiihrlich dokumentiert. Das Bestimmtheitsmaf fiir die
verschiedenen Modellansitze der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression werden geméfs der

folgenden Formel berechnet, die hier in der allgemeinsten Variante notiert wird:?

(AR D)

R*=1 —
z?zl 52(}/;71/:)2

Y

wobei V. = %Z’;:l?; den Mittelwert der Fuzzy-Messwerte bezeichnet. Je niher R? bei 1

liegt, desto besser ist die Anpassung.

Die Datenwerte sind mit steigenden ,wahren“ Werten z} angeordnet. Die Auflistung
der Residuen erfolgt in der Reihenfolge der Datenwerte. Sie konnen daher entsprechend

zugeordnet werden.

Fiir die Benchmarkregressionen werden die folgenden Kiirzel verwendet:

e JWAHR" fiir die ,wahre* Gerade,

e MOD* fiir die Modalwerteapproximation,

e END* fiir die Endwerteapproximation,

e .DFUZ" fiir die Approximation im defuzzifizierten Modell,

e VFUZ" fiir die Approximation im vereinfachten Fuzzy-Modell,

e FFUZ" fiir die Approximation im Modell mit Fuzzy-Parametern.

e RINP“ bzw. ,ROUT* fiir die Randapproximationen mit genauen, reellwertigen In-
bzw. Outputs bei Fuzzy-Daten ()A(’i,?i), wobei als markante Punkte die Steiner-

Punkte o bzw. oy ausgewihlt wurden.

®Vgl. z.B. Diamond und Kérner 1997, S. 18.
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A.2.1 Fallbeispiele mit genauen Inputs
Outputs mit einfachen, systematischen Fehlern

Datenwerte

IO
0.2148 || 1.8986 | 1.8115, 2.0670, 2.6126
2.3010 || 3.4795 | 3.0461, 3.3480, 3.8500
3.2772 1.9462 | 1.6910, 1.8854, 2.2020
3.7644 || 2.5957 | 2.4941, 2.5773, 2.8830
4.1217 || 3.1249 | 2.9321, 3.0905, 3.3997
4.1764 || 2.4992 | 2.0431, 2.1964, 2.5348
4.8715 || 2.6378 | 2.6346, 2.6404, 2.6498
6.2007 || 4.5804 | 4.3511, 4.4980, 4.7736
6.4699 || 3.4919 | 3.4055, 3.5779, 4.0131
7.7410 || 4.4822 | 4.0944, 4.2303, 4.5430
8.5502 || 4.4000 | 4.3582, 4.4594, 4.8112
8.6171 || 3.6671 | 3.3216, 3.4798, 4.0769
9.1746 || 3.6870 | 3.2216, 3.5591, 4.1577
9.3576 || 3.3532 | 3.0634, 3.2527, 3.7463
9.7320 || 4.1263 | 3.8677, 4.1371, 4.8262

Bestimmtheitsmafl und Residuen

| | WAHR | DFUZ | VFUZ | FFUZ |

R? 0.5279 | 0.5115 | 0.5078 | 0.5083
-0.1970 | 0.0189 | 0.0664 | 0.0993
0.9308 | 0.8364 | 0.8388 | 0.8406
-0.8145 | -0.8521 | -0.8525 | -0.8522
-0.2708 | -0.2382 | -0.2447 | -0.2423
0.1807 | 0.1816 | 0.1849 | 0.1832
-0.4568 | -0.7155 | -0.7161 | -0.7157
-0.4691 | -0.4638 | -0.4930 | -0.4909
1.1848 | 1.1440 | 1.1450 | 1.1451
0.0378 | 0.2005 | 0.2007 | 0.2006
0.7521 | 0.5627 | 0.5640 | 0.5649
0.4941 | 0.6392 | 0.6403 | 0.6413
-0.2534 | -0.3075 | -0.3130 | -0.3103
-0.3545 | -0.3905 | -0.4037 | -0.3994
-0.7280 | -0.7248 | -0.7255 | -0.7249
-0.0362 | 0.1093 | 0.1564 | 0.1409
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Outputs mit korrelierten Fehlern

Datenwerte
I RO O
0.4610 || 1.1004 | 0.6222, 0.6935, 1.3656
2.4582 || 2.1749 | 1.7422, 1.8140, 2.4678
2.8096 || 3.0295 | 2.6269, 2.6839, 3.2806
3.1652 || 2.0073 | 1.5640, 1.6820, 2.3047
3.4241 || 2.6215 | 2.1531, 2.3153, 2.7851
3.4807 || 3.1147 | 2.7300, 2.8132, 3.3758
3.9813 || 2.2028 | 1.8413, 1.9565, 2.2917
4.1143 || 2.7931 | 2.4460, 2.5666, 2.8604
4.5940 || 3.4129 | 3.2589, 3.2832, 3.6318
6.1510 || 3.4448 | 3.0746, 3.6941, 3.8159
8.1899 || 4.1672 | 3.8036, 4.5458, 4.7307
8.5004 || 4.2493 | 3.8611, 4.6358, 4.7376
9.5519 || 4.7641 | 4.7332, 5.1697, 5.3679
9.5575 || 3.3670 | 3.1250, 3.7726, 3.7977
9.6498 || 4.4094 | 4.1522, 4.8163, 4.8586

Bestimmtheitsmafl und Residuen

| | WAHR | MOD | DFUZ | VFUZ | FFUZ

R? 0.7868 | 0.8736 | 0.8450 | 0.8409 | 0.8419
-0.5671 | -0.4038 | -0.4515 | -0.4594 | -0.4644
-0.0888 | -0.1017 | -0.0766 | -0.1115 | -0.1129
0.6608 | 0.6243 | 0.6524 | 0.6564 | 0.6553
-0.4676 | -0.5233 | -0.4902 | -0.4954 | -0.4958
0.0694 | 0.0039 | -0.0022 | -0.0404 | -0.0302
0.5456 | 0.4786 | 0.5176 | 0.5216 | 0.5202
-0.5157 | -0.5832 | -0.5896 | -0.5934 | -0.5909
0.0349 | -0.0276 | -0.0405 | -0.0847 | -0.0641
0.5115 | 0.4924 | 0.5359 | 0.5440 | 0.5411
0.0786 | 0.2654 | 0.1637 | 0.1823 | 0.1815
0.1922 | 0.2815 | 0.2441 | 0.2697 | 0.2564
0.1816 | 0.2443 | 0.1901 | 0.2244 | 0.2085
0.3824 | 0.3473 | 0.4425 | 0.4444 | 0.4482
-1.0163 | -1.0520 | -1.0527 | -1.0569 | -1.0566
-0.0015 | -0.0461 | -0.0430 | -0.1049 | -0.0951
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A.2.2 Fallbeispiele mit genauen Outputs

Inputs mit einfachen, systematischen Fehlern

Datenwerte

RO AON I

2.5725 | 1.9086, 2.8736, 3.1575 2.4260

3.2887 | 3.1356, 3.7861, 3.8768 2.1009

3.5655 | 3.0134, 3.7667, 3.8892 2.7733

3.5688 | 3.4730, 4.0098, 4.0820 2.6839

3.6461 | 2.9080, 3.7099, 3.8336 3.0898

3.9933 | 3.5096, 3.9405, 4.1231 3.5238

6.8990 | 6.2850, 6.9973, 7.2322 3.8402

7.0135 | 6.9978, 7.2431, 7.3245 3.4893

7.5218 | 6.7794, 8.0532, 8.2648 3.9751

7.7442 | 7.6955, 8.1801, 8.3849 4.0236

8.5395 | 8.0355, 8.8759, 8.9922 4.2336

9.1450 | 9.0412, 9.5913, 9.7036 5.1410

9.4140 | 8.9367, 9.6481, 9.8798 4.7418

9.4362 | 8.9660, 9.7782, 9.8770 4.7920

9.8449 | 9.3574, 9.9935, 10.1087 || 4.2687

Bestimmtheitsmafl und Residuen
WAHR | MOD END FFUZ
z;(0) , #1(0)

R2 0.8612 0.8442 0.8223 0.8365
-0.0283 | -0.0597 | 0.1184, -0.2592 | -0.1298
-0.5808 | -0.6683 | -0.5777, -0.8018 | -0.6791
0.0037 | 0.0101 | 0.1317,-0.1332 | 0.0831
-0.0867 | -0.1548 | -0.0967, -0.2809 | -0.1783
0.2946 0.3443 | 0.4801, 0.2002 | 0.3569
0.6184 0.7066 | 0.7321, 0.5466 | 0.6783
0.0124 0.0732 | 0.2092, -0.0772 | 0.1110
-0.3749 | -0.3541 | -0.3572, -0.4560 | -0.3827
-0.0505 | -0.1200 | 0.1946, -0.2545 | -0.1594
-0.0726 | -0.1109 | -0.0339, -0.2424 | -0.1413
-0.1151 | -0.1171 | 0.0733, -0.2160 | -0.1327
0.6001 0.5680 | 0.6765, 0.4762 | 0.5719
0.1155 0.1511 | 0.3089, 0.0237 | 0.1775
0.1586 0.1609 | 0.3503, 0.0748 | 0.2028
-0.4944 | -0.4293 | -0.2914, -0.5186 | -0.4271
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Inputs mit korrelierten Fehlern

Datenwerte

IO

7

1.1446 | 1.0194, 1.6816, 1.7393 || 1.6573

2.1369 | 2.0418, 2.6478, 2.7886 || 1.8442

2.8526 | 2.8374, 3.3338, 3.3861 || 2.5033

3.0218 | 2.9536, 3.4937, 3.5299 || 2.4199

3.2043 | 3.1028, 3.6648, 3.8173 || 1.7828

3.3382 | 3.2227, 3.7894, 3.8004 || 2.5270

3.9368 | 3.9188, 4.3311, 4.4145 || 2.8294

4.6469 | 4.5358, 4.9167, 4.9648 || 2.5769

5.3990 | 5.3238, 5.4180, 5.4791 || 3.6900

5.5095 | 5.3094, 5.4843, 5.5576 || 3.2058

5.7011 | 5.4394, 5.6014, 5.8335 || 2.6983

5.9191 | 5.6597, 5.7425, 5.9517 || 3.2400

6.6518 | 6.2840, 6.3005, 6.7043 || 3.8645

9.1768 | 8.5272, 8.6533, 9.3190 || 4.2402

9.7485 | 8.9787, 9.2115, 9.8607 || 4.0582

Bestimmtheitsmaft und Residuen
WAHR | MOD END FFUZ
zF(0), =f(0)

R? || 0.8413 | 0.8317 0.8241 0.8296
-0.0767 | -0.0271 | 0.0576, -0.1806 | -0.0891
-0.1975 | -0.1922 | -0.0937, -0.3408 | -0.2181
0.2396 0.2169 | 0.3022, 0.1206 | 0.2234
0.1036 0.0752 | 0.1803, -0.0104 | 0.1031
-0.5900 | -0.6242 | -0.5061, -0.7425 | -0.6277
0.1126 0.0746 | 0.1984, 0.0073 | 0.1109
0.2294 0.1796 | 0.2705, 0.1065 | 0.1921
-0.2434 | -0.2863 | -0.1862, -0.3281 | -0.2749
0.6364 0.6441 | 0.6663, 0.6149 | 0.6421
0.1178 0.1357 | 0.1868, 0.1046 | 0.1428
-0.4491 | -0.4145 | -0.3638, -0.4941 | -0.4245
0.0250 0.0758 | 0.1051, 0.0085 | 0.0717
0.4223 0.4970 | 0.5231, 0.3840 | 0.4754
0.0147 0.0154 | 0.1566, -0.1054 | 0.0858
-0.3447 | -0.3701 | -0.1749, -0.4667 | -0.3593
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In- und Outputs mit einfachen, systematischen Fehlern

Datenwerte
| o [2h0), @ 2P [y | yR), w L uFO) |
0.7565 | 0.3231, 1.2406 , 1.3447 1.7601 | 1.4746, 1.6555, 2.1275
1.5919 | 1.2573, 1.8882, 1.9680 2.2621 | 2.0940, 2.1728, 2.3278
1.8179 | 1.2556, 2.3321, 2.5194 1.7656 | 1.6058, 1.7282, 1.9650
1.9567 | 1.3018, 2.4139, 2.5818 2.1494 | 2.0573, 2.1543, 2.3650
2.5648 | 2.5211, 2.9140 , 2.9664 2.6245 | 2.3058, 2.4877, 2.8181
3.0342 | 2.9805, 3.4213, 3.4805 1.6640 | 1.4937, 1.5565, 1.7410
3.2275 | 3.0720, 3.2665 , 3.3348 3.2191 | 2.7777, 2.8949, 3.2456
6.3359 | 6.1947, 6.3425, 6.3749 2.9478 | 2.7850, 2.9219, 3.2946
6.7360 | 6.7275, 7.2360 , 7.3431 3.7295 | 3.5826, 3.6857, 3.8988
7.1145 | 6.6109, 7.3448, 7.6373 4.0084 | 3.7039, 3.8085, 4.1479
7.8404 | 7.1400, 8.1058 , 8.4711 4.2982 | 3.9067, 4.0014, 4.3622
7.8960 | 7.4153, 8.3024 , 8.6258 3.5498 | 3.2025, 3.3850, 3.7018
8.1148 | 7.9959, 8.2206 , 8.2831 4.0070 | 3.6848, 3.8306, 4.4116
9.3564 | 9.3091, 9.4971 , 9.5408 4.2708 | 4.1486, 4.2151, 4.4590
9.7960 | 9.3866, 10.2224, 10.3177 || 4.6574 | 4.3367, 4.4535, 4.8523

Bestimmtheitsmafl und Residuen

WAHR | MOD END DFUZ | FFUZ | RINP | ROUT
27 (0) , 2i'(0)

R? 0.8605 | 0.8763 0.8613 0.8672 | 0.8735 | 0.8754 | 0.8677
-0.0103 | -0.0603 | 0.0927, -0.2030 | -0.1263 | -0.0543 | -0.0641 | -0.0963
0.2371 | 0.2629 | 0.3395, 0.1337 | 0.2462 | 0.2467 | 0.2493 | 0.2426
-0.3282 | -0.3146 | -0.1046, -0.4705 | -0.3047 | -0.3138 | -0.3025 | -0.3296
0.0132 | 0.0870 | 0.3082, -0.0624 | 0.1225 | 0.1379 | 0.1113 | 0.1524
0.3029 | 0.2705 | 0.2885, 0.1596 | 0.2768 | 0.2516 | 0.2514 | 0.2481
-0.8006 | -0.8126 | -0.7757, -0.9205 | -0.8370 | -0.8397 | -0.8388 | -0.8428
0.6957 | 0.5722 | 0.5362, 0.4602 | 0.5705 | 0.5567 | 0.5569 | 0.5525
-0.5232 | -0.3223 | -0.3409, -0.3930 | -0.3683 | -0.3463 | -0.3420 | -0.3397
0.1366 | 0.1738 | 0.2687, 0.0905 | 0.1516 | 0.1485 | 0.1486 | 0.1579
0.3001 | 0.2641 | 0.4253, 0.1281 | 0.2752 | 0.2720 | 0.2683 | 0.2869
0.3687 | 0.2290 | 0.4650, 0.0796 | 0.2593 | 0.2613 | 0.2523 | 0.2833
-0.3967 | -0.4464 | -0.2311, -0.5816 | -0.4644 | -0.4579 | -0.4596 | -0.4655
-0.0062 | 0.0238 | 0.0464, -0.0367 | 0.2050 | 0.1350 | 0.1063 | 0.0673
-0.1208 | 0.0259 | 0.0507, -0.0164 | -0.0772 | -0.0062 | -0.0378 | -0.0209
0.1317 | 0.0470 | 0.2666, -0.0030 | 0.1276 | 0.0943 | 0.0861 | 0.1265
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In- und Outputs mit korrelierten Fehlern

Datenwerte

OO I PO O

0.5850 | 0.5701, 1.1244, 1.1823 || 1.2590 | 0.9154, 0.9893, 1.2676

1.5032 | 1.4205, 2.0205, 2.1029 || 1.7823 | 1.5133, 1.5236, 1.9625

1.7921 | 1.6209, 2.3000, 2.4418 || 2.4363 | 2.1139, 2.1824, 2.6059

1.9582 | 1.8796, 2.4600, 2.4771 || 2.1109 | 1.7468, 1.8600, 2.1884

2.8622 | 2.8174, 3.3165, 3.4683 || 2.5206 | 2.1811, 2.2934, 2.7160

3.2124 | 3.1440, 3.6380, 3.7625 || 2.8268 | 2.4929, 2.6140, 2.8813

3.6208 | 3.6122, 4.0000, 4.1174 || 2.7654 | 2.4509, 2.5758, 2.8699

4.8865 | 4.8427, 4.9370, 5.1749 || 3.0606 | 2.9699, 3.0354, 3.2002

5.5303 | 5.2535, 5.3394, 5.5530 || 3.1493 | 2.9994, 3.2447, 3.2767

5.8729 | 5.4233, 5.5889, 5.9727 || 2.9113 | 2.8315, 3.0533, 3.1305

6.1996 | 5.7074, 5.8515, 6.3071 || 3.3109 | 3.1512, 3.4850, 3.4870

6.5940 | 6.0541, 6.1913, 6.6434 || 3.3498 | 3.2731, 3.5512, 3.5630

8.3185 | 7.7379, 7.8077, 8.3742 || 4.0977 | 4.0427, 4.3531, 4.3925

8.9830 | 8.3865, 8.4534, 9.0342 || 3.7490 | 3.5680, 4.0138, 4.1089

9.4416 | 8.7951, 8.9021, 9.4440 || 4.0448 | 3.9107, 4.3145, 4.3255

Bestimmtheitsmafl und Residuen
WAHR | MOD END DFUZ | FFUZ | RINP | ROUT
zf(0) , #(0)

R? 0.9031 0.9503 0.9370 0.9337 | 0.9368 | 0.9388 | 0.9439
-0.5151 | -0.3914 | -0.3264, -0.5530 | -0.4545 | -0.4584 | -0.4541 | -0.4660
-0.2378 | -0.2213 | -0.1068, -0.3593 | -0.2127 | -0.2080 | -0.1979 | -0.2075
0.3388 0.3239 | 0.4778, 0.1740 | 0.3688 | 0.3606 | 0.3585 | 0.3595
-0.0310 | -0.0634 | 0.0597, -0.1614 | -0.1056 | -0.0862 | -0.0693 | -0.0947
0.1365 0.0219 | 0.1461, -0.0948 | 0.1260 | 0.0964 | 0.0905 | 0.0943
0.3490 0.2118 | 0.3458, 0.1170 | 0.2397 | 0.2330 | 0.2314 | 0.2376
0.1781 0.0264 | 0.1343, -0.0526 | 0.0971 | 0.0700 | 0.0629 | 0.0778
0.1344 0.1052 | 0.1386, 0.0156 | 0.1244 | 0.1220 | 0.1295 0.1259
0.0506 0.1510 | 0.1959, 0.0851 | 0.1224 | 0.1137 | 0.1152 | 0.1123
-0.2791 | -0.1418 | -0.0584, -0.2617 | -0.1731 | -0.1712 | -0.1700 | -0.1751
0.0330 0.1831 | 0.2682, 0.0463 | 0.1342 | 0.1331 | 0.1243 | 0.1331
-0.0337 | 0.1112 | 0.2061, -0.0120 | 0.0925 | 0.0968 | 0.0865 | 0.0988
0.2523 0.2562 | 0.3849, 0.1495 | 0.2753 | 0.2784 | 0.2711 0.2838
-0.2744 | -0.3455 | -0.1944, -0.4341 | -0.3514 | -0.3373 | -0.3346 | -0.3281
-0.1014 | -0.2272 | -0.0449, -0.2850 | -0.2192 | -0.2079 | -0.2020 | -0.1984
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