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1 Einleitung
1.1 Einführung und ZielsetzungDie Aussagekraft einer ökonometris
hen Analyse hängt davon ab, ob die empiris
hen Da-ten, auf denen die Analyse aufbaut, tatsä
hli
h die Phänomene und Begri�e abbilden, dieder Modellbildung zugrundeliegen. Die Frage der Datenqualität ist von zentraler Bedeu-tung, weil die statistis
he Erfassung von Daten zu ökonomis
hen Fragestellungen starkvon der Genauigkeit der spra
hli
hen De�nitionen, von subjektiven Bewertungen sowievom reibungslosen Ablauf der Messprozesse beein�usst wird. Das Messergebnis ist somitsensibel für Störein�üsse. Besondere Probleme können dabei ni
ht-zufällige Störein�üs-se bereiten, da ihre Auswirkungen häu�g nur s
hwer bes
hrieben werden können. Trotzder Bedeutung der Datenqualität werden die mögli
hen Auswirkungen von Datenfehlernbei ökonometris
hen Analysen häu�g verna
hlässigt. Begründet wird dies damit, dass dieFehler in den Daten ni
ht hinrei
hend genau bekannt sind, um sie zu korrigieren. Dahersei es letztli
h besser, mit den verzerrten Daten zu arbeiten, als diese aufgrund einer Berei-nigung mit fals
hen Vorannahmen mögli
herweise weiter zu verfäls
hen und si
h überdiesdem Vorwurf auszusetzen, dass die Daten theoriegeleitet na
hgesteuert wurden.Die Fuzzy-Mengen-Theorie bietet eine Mögli
hkeit, vage und ungenaue Werte dur
hgraduellen Zugehörigkeiten zu einer Menge abzubilden. Daher wird vorges
hlagen, dieBehandlung fehlerhafter Daten in der Ökonometrie auf eine andere Basis zu stellen, indemEins
hränkungen in der Datenqualität mit Hilfe von Fuzzy-Mengen modelliert werden.Eine zentrale Methode zur ökonometris
hen Datenanalyse ist die lineare Regression. ImMittelpunkt dieser Arbeit steht deshalb die Frage, wie Fehler in den Merkmalswerten ingeeigneter Weise als Fuzzy-Menge modelliert werden können und wel
he Konsequenzendies für die Analyse von funktionalen Zusammenhängen dur
h eine Regressionss
hätzunghat.Die ersten Arbeiten zur Erweiterung der Regressionsanalyse dur
h den Einsatz vonFuzzy Mengen-Theorie wurden ab 1985 vorgelegt.1 Diese erö�neten eine Phase intensiver1Zu den grundlegenden Arbeiten gehören u.a.: [Heshmaty und Kandel, 1985; Tanaka, 1987; Diamond,1990℄ sowie der Sammelband [Ka
przyk und Fedrizzi, 1992℄.
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1 EinleitungFors
hungstätigkeiten zu den Mögli
hkeiten der Fuzzy-Regression bis etwa 1997, in dereine Vielzahl von methodis
hen Weiterentwi
klungen vorgestellt wurden, seitdem gibt esnur no
h vereinzelte Verö�entli
hungen dazu. Der S
hwerpunkt der Fors
hung lag bisherüberwiegend bei der te
hnis
hen Weiterentwi
klung der Fuzzy-Regression, praktis
he Re-levanz haben die Methoden aber ni
ht errei
ht. Als Ursa
he dafür ist zu sehen, dass estrotz der Methodenfülle nur wenige Ansätze gibt, in denen die Interpretation der Regres-sionsergebnisse systematis
h hergeleitet und motiviert wird.Tatsä
hli
h gibt es in der Literatur keine einheitli
he De�nition und Abgrenzung vonFuzzy-Regression. Unter dem Begri� der Fuzzy-Regression werden sehr unters
hiedli
heAnalysekonzepte diskutiert, die z.T. nur in einem sehr weiten Sinne als Regressionsan-sätze aufgefasst werden können. Die Vielfalt der Methoden ist u.a. im Sammelband vonKa
przyk und Fedrizzi [1992℄ vertreten. Die Bandbreite rei
ht hierbei von der Approxi-mation eines Fuzzy-Reglers an s
harfe Daten, wie bei der �wei
hen� Regression (engl. �softregression�) gemäÿ [Niskanen, 2001℄ über die Possibilistis
he Regression gemäÿ [Tanakaund Ishibu
hi, 1992℄ bis hin zu induktiven Ansätzen einer Kleinsten Quadrate Regressionauf der Basis von Fuzzy-Zufallsvariablen, vgl. dazu [Körner und Näther, 1998; Näther,2000; Kräts
hmer, 2006a℄.Als Hauptproblem bei der Modellierung von empiris
hen Analysezielen für die Metho-den der Fuzzy-Regression stellt si
h dar, dass die Fuzzy-Daten stark kontextabhängigmodelliert werden, was seinerseits zu einer starken Kontextabhängigkeit der Interpreta-tion führt und diese ers
hwert. Die Flexibilität der Modellierung und Interpretation vonFuzzy-Daten bringt Vorteile, aber au
h Na
hteile für die Datenanalyse. Dem Vorteil ei-ner realistis
heren Darstellung der Kenntnisse über die Daten und ihrer Qualität stehtder Na
hteil gegenüber, dass im extremen Fall jede Betra
htung als Einzelfall behandeltwerden und somit die Verglei
hbarkeit der Daten erhebli
h einges
hränkt sein kann. DieModellierung von Fuzzy-Daten und deren Interpretation beziehen si
h also stark auf denkonkreten Untersu
hungsgegenstand. Dieser interpretatoris
he Kontext wurde bei der Me-thodenentwi
klung aber nur unbefriedigend berü
ksi
htigt, häu�g sogar völlig verna
hläs-sigt. So werden die Methoden bisher nur anhand sehr weniger, in der Mehrzahl arti�ziellerDatenbeispiele vorgeführt.2 Zudem beklagen Redden und Woodall [1996℄ im Bezug auf die2Insgesamt werden etwa fünf Datenbeispiele immer wieder herangezogen. Gerne zitiert wird z.B. dasBeispiel bei dem eine Regression von Ausstattungsvariablen wie Qualität des Baumaterials, Ges
hoss�ä
heim 1. und im 2. Sto
k sowie Zahl der Räume auf den Kaufpreis japanis
her Häuser aufgestellt wird, vgl.[Tanaka u. a., 1995℄. Der Datensatz umfasst 15 Datensätze. Die Frage, ob die Qualität des Baumaterials alskategoriale Variable mit den drei Qualitätsstufen niedrig, mittel, ho
h sinnvoll in die Regression einbezogenwerden kann, wird ni
ht erörtert. Ein anderes vielzitiertes Beispiel stammt aus einer tatsä
hli
h dur
h-geführten Untersu
hung über die subjektive Bewertung der Wiedergabequalität von Videobilds
hirmen,die in [Chang u. a., 1996℄ präsentiert wird. Es handelt si
h dabei um einen bivariaten Ansatz mit se
hsDatenpunkten pro Bilds
hirmtyp. Die Daten dienen vor allem dazu, die Leistungsfähigkeit der jeweiligenTe
hnik vorzuführen.
11



1 EinleitungPossibilistis
he Regression das Fehlen einer Interpretation für die Fuzzy Regressionspa-rameter. Der Nutzen von Methoden zur Fuzzy-Regression für die praktis
he Anwendungbleibt damit ungeklärt.Da bereits vielfältige Ansätze zur Fuzzy-Regression vorliegen, besteht das Ziel die-ser Arbeit ni
ht darin, weitere Regressionsansätze für Fuzzy-Daten zu entwi
keln. Statt-dessen ist es das Hauptanliegen der vorliegenden Untersu
hung, die interpretatoris
heLü
ke zwis
hen den Datenproblemen in empiris
hen Datensätzen, deren Modellierungals Fuzzy-Daten und den Aussagen und Analysen zu s
hlieÿen, die auf der Basis einerFuzzy-Regression über die vorliegenden Daten getro�en werden können. Im Zentrum derÜberlegungen steht also ni
ht die Konstruktion der Fuzzy-Methoden als sol
he, sondernvielmehr die fehlende Vorstellung über die mögli
he Bedeutung der Fuzzy-Modellierungenim konkreten Anwendungsfall. Die Arbeit ist so angelegt, dass die einzelnen Arbeitss
hrit-te von der Konstruktion der Fuzzy-Daten bis zur Interpretation der Fuzzy-Regression imSinne einer Ma
hbarkeitsstudie na
hvollzogen werden. Dabei werden für jeden der S
hritteexemplaris
he Beispiele ausgewählt, um die Denkweise der Fuzzy-Modellierung auszuar-beiten und die Mögli
hkeiten und Grenzen der Methoden auszuloten. In einer abs
hlie-ÿenden Auswertung werden die einzelnen Fallbeispiele unter dem Bli
kwinkel re�ektiert,inwieweit einzelne Ergebnisse auf andere Anwendungsfälle übertragen werden können undverallgemeinerbar sind. Auf diese Weise wird die Einzelfallbetra
htung mit den Fragestel-lungen der abstrakten Modellbildung verknüpft, und es können Anforderungen an dieModell- und die Methodenentwi
klung formuliert werden, die aus einem konkreten An-wendungsbezug heraus motiviert sind.Um ein mögli
hst vollständiges Bild über die Modellvorstellungen für den Zusammen-hang zwis
hen den Fuzzy-Variablen zu erhalten, sollten bei der Aufarbeitung der Metho-den zur Fuzzy-Regression mögli
hst viele Fuzzy-Ansätze einbezogen werden. Dabei ist dieüberwiegende Zahl von Fuzzy-Regressionsmethoden nur auf eine explorative Datenanalyseausgeri
htet. Auÿerdem bieten einige der Methoden ein Verfahren an, mit dem die Streu-ung der Daten um den funktionalen Zusammenhang subjektiv bewertet werden kann. Dieserfordert die Auseinandersetzung mit Ansätzen, die eine Au�assung von Häu�gkeitsver-teilungen abbilden, die ni
ht dur
h klassis
he Zufallsvariable bes
hrieben werden können.Es ers
hien daher dringend geboten, strikt zwis
hen zufallsinduzierten Störungen der Da-ten, die als Zufallsvariable abgebildet werden können, und ni
ht-zufälligen Störungen derDaten, die als Fuzzy-Mengen abgebildet werden können, zu unters
heiden. Dies wurdefür notwendig era
htet, um in einem ersten S
hritt zu analysieren, wie die Datenuns
här-fe, die mit Fuzzy-Daten abgebildet werden kann, si
h bei der Funktionsapproximationauswirkt und wel
he Bedeutung dies für die Interpretation der Approximationsergebnissehat. Dabei ist die Unters
heidung zwis
hen der Modellierung von zufälligen und von ni
ht-
12



1 Einleitungzufälligen Ein�üssen insbesondere für die Analyse von fehlerhaften Daten von zentralerBedeutung. Die Untersu
hung konzentriert si
h daher zunä
hst auf explorative Regressi-onsmethoden und somit auf Methoden zur Approximation von linearen Modellfunktionen.Erst auf der Basis der Begri�i
hkeiten und Me
hanismen, die si
h als Rahmen für dieInterpretation der Analyse von Fuzzy-Daten mit einer explorativen Regression ergeben,ist die Einbettung in ein Verteilungsmodell und die Modellierung eines S
hätzmodells fürdie Fuzzy-Regression bei Fehlern in den Daten sinnvoll mögli
h.Als komplementäre Erweiterung zu den sto
hastis
hen Regressionsansätzen interessie-ren uns vor allem sol
he Ansätze, mit denen Strukturen in den Daten identi�ziert werdenkönnen. Wir bes
hränken uns daher im Folgen auf die Methoden zur Fuzzy-Regression,bei denen eine Fuzzy-lineare Funktion an alle Datenpunkte zuglei
h anzupassen ist, d.h.bei denen die Daten global mit einer parametrisierten Funktion approximiert werden.1.2 Aufbau der ArbeitNa
h einer Einführung in die allgemeinen Qualitätsprobleme bei der Erhebung von Wirt-s
haftsdaten und den mögli
hen Verzerrungen von Regressionsparametern aufgrund vonDatenfehlern in Kapitel 2 werden in Kapitel 3 die vorliegenden Methoden zur Fuzzy-Regression kritis
h erörtert. Dabei werden einerseits die impliziten Annahmen an dieDaten herausgearbeitet, und andererseits wird untersu
ht, wel
he Informationen in denDaten dur
h die Fuzzy-Regressionsfunktion verdi
htet werden.Um den Besonderheiten der einzelfallbezogenen Modellierung von Fuzzy-Daten gere
htzu werden, wird in Kapitel 4 die Konstruktion von empiris
hen Fuzzy-Merkmalswertenanhand einer empiris
hen Datenquelle der amtli
hen Statistik als Fallbeispiel vorgeführt.Dazu werden die Messfehler in den Merkmalen der Bes
häftigtenstatistik analysiert. Aus-gehend von den vorliegenden Messdaten werden dann prototypis
he Modellierungen vonempiris
hen Fuzzy-Daten entwi
kelt. Die Modellierung erfolgt hierbei grundsätzli
h expost. Die Wahl �el auf die Bes
häftigtenstatistik, weil sie eine Totalstatistik ist. Das hatden Vorteil, dass die Zufallsfehler entfallen, die dur
h die Verteilung der Sti
hprobe in derGrundgesamtheit verursa
ht werden. Als Teilstatistik im Rahmen der amtli
hen Arbeits-marktstatistik hat die Bes
häftigtenstatistik auÿerdem den Vorzug, dass eine ausführli
heund kontinuierli
he Dokumentation der Probleme bei der Datenerfassung und der Da-tenqualität bereitgestellt wird. Von zusätzli
hem Interesse für die Fehlermodellierung istdie Tatsa
he, dass amtli
he Statistiken häu�g eine groÿe Vielfalt von Uns
härfequellenaufweisen, etwa dur
h den Ein�uss administrativer Vorgaben auf Datenerhebung undDatengehalt oder dur
h Methodenwe
hsel in der Erhebung.
13



1 EinleitungUm den Zusammenhang zwis
hen der Fehlermodellierung in den Fuzzy-Daten, demApproximationsmodell und dem Approximationsergebnis zu verdeutli
hen, wird in Kapi-tel 5 ein Ben
hmarking zwis
hen vers
hiedenen Varianten der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression dur
hgeführt, die mit der klassis
hen Kleinste Quadrate-Anpassung in den�wahren� und den fehlerhaften Werten ins Verhältnis gesetzt werden. Da es normalerweiseni
ht mögli
h ist, die �wahren� Werte zu ermitteln, die hinter einem fehlerhaften Mess-ergebnis verborgen sind, werden für das Ben
hmarking simulierte Fuzzy-Daten verwen-det. Für die Simulationen werden die Koinzidenzen zwis
hen �wahren� und fehlerhaftenWerten sowie deren Abbildung als Fuzzy-Zahl mit Hilfe von Fehlerszenarien konstruktivbes
hrieben.
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2 Theoretis
he GrundlagenIm Rahmen der Wirts
hafts- und Sozialstatistik werden Messdaten zur Deskription desrealen Ges
hehens erhoben, bearbeitet und zur Verfügung gestellt. Die Qualität dieserDaten kann allerdings nur relativ beurteilt werden, wie Morgenstern in seiner grundle-genden Arbeit herausstellt: �Es ist klar, daÿ jeder, der Meÿergebnisse und Daten benützt,wüns
ht, daÿ diese genau seien und (. . .) das Wesentli
he erfassen. (. . .) Die Frage, ob einMeÿergebnis, eine Beoba
htung, Bes
hreibung oder Zählung � worum immer es si
h imkonkreten Fall handeln mag � genau und brau
hbar ist, läÿt si
h nur im Hinbli
k aufden angestrebten Verwendungszwe
k beantworten. Mit anderen Worten: will man sinnvollüber Genauigkeit diskutieren, so muÿ eine Statistik immer im Hinbli
k auf eine � wennau
h no
h so grob formulierte � Theorie oder ein Modell oder einen bestimmten Zwe
kformuliert werden�.1 Eine absolute Messgenauigkeit von Daten ist also ausges
hlossen.Der reale Zustand des Ges
hehens kann nur ungefähr bes
hrieben werden.Grundsätzli
h stellen Beoba
htungen mit Hilfe unserer Sinnesorgane oder anderer In-strumente zur Wahrnehmung und Bes
hreibung der Realität nur ein unvollkommenesAbbild des realen Ges
hehens dar. Gründe dafür bestehen unter anderem in der Kom-plexitätsreduktion, die unsere Wahrnehmung prägt, in der Unvollkommenheit unsererMessinstrumente und darin, dass die Realität si
h in ständiger Veränderung be�ndet.In diesem Sinne bes
hreiben Beoba
htungsdaten die Realität immer nur ungefähr. DieUnvollkommenheit der Daten zur Bes
hreibung des realen Ges
hehens wird hier ganz all-gemein als Datenuns
härfe bezei
hnet. Es gibt eine Vielzahl von Strategien, mit dieserUns
härfe der Daten umzugehen. In dieser Arbeit steht die quantitative Bes
hreibung vonDaten-uns
härfen im Mittelpunkt. Die entspre
henden Modellierungen lassen Zwis
hen-werte zu, die die Grenzsituation zwis
hen Existenz und Ni
ht-Existenz bzw. zwis
henBeoba
htung und Ni
ht-Beoba
htung abbilden. Wir wollen dafür die folgende Unters
hei-dungen tre�en2. Ein vertrautes und ausgearbeitetes Konzept von Datenuns
härfe ist dasder Unsi
herheit. Unsi
herheit über eine Merkmalsbeoba
htung liegt vor, wenn wir denZustand des Merkmals bei einem zufällig ausgewählten Subjekt aus einer Grundmengemessen, wobei der Merkmalszustand bei den Subjekten der Grundmenge in unters
hied-1Vgl. Morgenstern 1965, S. 2.2Zur Unters
heidung der Begri�e vgl. [Bandemer, 1997℄.
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2 Theoretis
he Grundlagenli
hen Ausprägungen vorliegt. Hier bewirkt der Ein�uss des Zufalls, dass wir unsi
herdarüber sind, wie bei allen mögli
hen bzw. bei einem weiteren zufällig ausgewählten Sub-jekt der Merkmalswert ausfallen würde. Unsi
herheit kann mit Wahrs
heinli
hkeiten gutbes
hrieben werden, sie kann dur
h Einholen besserer Information ni
ht verringert werden.Im Unters
hied zur Unsi
herheit spre
hen wir von Ungenauigkeit , wenn aufgrund vonWissenseins
hränkungen nur ungefähr angegeben werden kann, wel
hes der reale Zustanddes Merkmals ist. Ungenauigkeit über den Merkmalswert liegt z.B. vor, wenn das Mess-verfahren unzuverlässig oder verzerrt ist oder wenn die Beoba
htungsmögli
hkeiten ausKosten- oder te
hnis
hen Gründen einges
hränkt sind. Ungenauigkeit kann dur
h Einho-len von zusätzli
her Information bzw. von Verbesserungen im Messverfahren verringertwerden.Als ein weiterer Uns
härfeaspekt soll auÿerdem Vagheit eingeführt werden. Vagheit istAusdru
k der Unvollkommenheit der spra
hli
hen Bes
hreibung der Realität und liegtdann vor, wenn die quantitative Operationalisierung eines spra
hli
hen Begri�s nur inForm einer mehrwertigen Menge mögli
h ist, die Teilzugehörigkeiten umfassen kann. Z.B.kann ni
ht eindeutig angegeben werden, wel
he Farbwerte der Aussage entspre
hen, dasseine Tomate �rot� ist. Au
h Vagheit kann dur
h Einholen zusätzli
her Information ni
htverringert werden, sie enthält aber o�ensi
htli
h keine Zufallsein�üsse.In Abs
hnitt 2.1 wird ein Überbli
k über die allgemeinen Qualitätsprobleme bei derErhebung von Wirts
haftsdaten gegeben. Am Beispiel des klassis
hen Fehlermodells alseinfa
hem Fehlerstrukturmodell werden dann in Abs
hnitt 2.2 die mögli
hen Verzerrungendes Regressionsergebnisses dur
h fehlerhafte Daten illustriert. Mit der Kritik am ökono-metris
hen Fehlermodell in Abs
hnitt 2.3 wird der Perspektivwe
hsel von den klassis
henS
hätzmodellen bei Fehlern in den Variablen zu Fuzzy-Modellen bei Fehlern in den Dateneingeleitet. Abs
hnitt 2.4 gibt zunä
hst eine knappe Einführung in die Grundlagen derFuzzy-Mengen-Theorie. S
hlieÿli
h werden in Abs
hnitt 2.5 Fuzzy-Merkmalswerte de�-niert und als Konzept zur Modellierung von fehlerhaften Daten bes
hrieben.2.1 Datenqualität in der Wirts
hafts- undSozialstatistikIn diesem Abs
hnitt sollen die wesentli
hen Probleme der Datenqualität in der Wirts
hafts-und Sozialstatistik rekapituliert und die Probleme bei der Quanti�zierung von Fehlerein-�üssen 
harakterisiert werden.
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2 Theoretis
he GrundlagenDie Wirts
hafts- und Sozialstatistik ist dadur
h gekennzei
hnet, dass Daten nahezuauss
hlieÿli
h als Auskunftsdaten erhoben werden. Die statistis
hen Begri�e, die den Er-fassungsvorgängen zugrundeliegen, werden daher im Bezug auf gesells
haftli
he, politi-s
he und wirts
haftli
he Anforderungen gebildet. Sie verkörpern oft Kompromisse, dieeine zeitli
he oder internationale Verglei
hbarkeit si
herstellen oder eine vielseitigere Nut-zung der Daten3 ermögli
hen sollen, die damit gemessen werden. Für die Konzeption vonStatistiken bedeutet dies insgesamt, dass das, �was beoba
htet, erhoben werden kann,(...) wesentli
h von institutionellen Vorgaben ab[hängt℄. Die Wirts
haftsverfassung, dieSteuergesetzgebung und ähnli
he Vorhaben prädeterminieren die De�nition von Merkma-len, bestimmen die Mögli
hkeiten der Abgrenzung von Erhebungsmassen, et
.�4. Hinzukommt, dass die Datengewinnung häu�g in einem ho
h arbeitsteiligen Prozess erfolgt, indem �die elementare Rezeption der Wirkli
hkeit (...) an jene � die Respondenten � de-legiert [wird℄, deren Tun au
h Gegenstand der Beoba
htung ist�5. Die Kommunikations-und Verständigungsprozesse bei der Erfassung der Rohdaten sind daher von essentiellerBedeutung für die Datenqualität.Da für die Messung nur begrenzte Ressour
en zur Verfügung stehen, wird der Rahmendessen, was faktis
h beoba
htet werden kann, auÿerdem von Kosten-Nutzen-Aspektendeterminiert. Aus diesem Grund � aber au
h deshalb, um eine zu starke Belastung undÜbermüdung der Befragten zu vermeiden � wird ein groÿer Anteil der Daten im Zugevon administrativen Prozessen erhoben, z.B. der Steuer- oder Sozialverwaltung. Etwa dieHälfte der amtli
hen Statistiken in Deuts
hland sind sol
he Sekundärstatistiken, die aufRegister der ö�entli
hen Verwaltung basieren.6 Diese Daten spiegeln meistens stärker diegesetzli
hen Anforderungen wieder als die Zielgröÿen aus der wirts
haftwissens
haftli
henTheoriebildung. Grili
hes [1986℄ 
harakterisiert sol
he Daten daher als �found data�7.S
hlieÿli
h können wirts
haftsstatistis
he Messungen nur bedingt unter unverändertenBedingungen wiederholt werden. Damit sind die Mögli
hkeiten stark einges
hränkt, mitdenen die Ri
htigkeit der vorliegenden Daten überprüft und das Messverfahren justiertwerden kann. Insgesamt ist zu konstatieren, dass der Erfassungsvorgang typis
herweiseweniger stabil als bei te
hnis
hen Messverfahren und zuglei
h die Abbildung von Daten-uns
härfen deutli
h ers
hwert ist.83Ri
hter [2002℄ bezei
hnet dies als �multi purpose�-Charakter der statistis
hen Begri�e (S. 14).4Vgl. Ri
hter 2002, S. 7.5Vgl. ebd. S. 7.6Vgl. Statistis
he Ämter des Bundes und der Länder 2006, S. 22.7Vgl. ebd. S. 1466.8Die Untersu
hung von Morgenstern [1965℄ zu Messfehlern in der Wirts
hafts- und Sozialstatistik gilt alsgrundlegend und wird weiterhin gerne zitiert. Als zentral für die deuts
he Statistik können auÿerdem dieArbeiten von Stre
ker und Wiegert gelten, die u.a. S
hätzverfahren zur Berü
ksi
htigung der Antwortva-riabilität untersu
hen, hier etwa [Stre
ker und Wiegert, 1994; Stre
ker, 2004℄. In neuerer Zeit wird darüber
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2 Theoretis
he GrundlagenIm Zuge der Qualitätsentwi
klung für die amtli
hen Statistiken stellen die statistis
henÄmter des Bundes und der Länder seit Anfang 2006 Qualitätsberi
hte für alle Statistikenals Servi
e für die Nutzer/innen zur Verfügung. Diese enthalten strukturierte Informa-tionen über die Qualität der statistis
hen Ergebnisse sowie Angaben zu den verwendetenMethoden und De�nitionen, die eine sa
hgere
hte Nutzung der Statistiken ermögli
hensollen. Somit liegen nun systematis
he Darstellungen der Fehlerein�üsse vor, die trotzaller Eins
hränkungen eine bessere Verglei
hbarkeit zwis
hen den Datenungenauigkeitenherstellen.Den Qualitätsberi
hten werden einheitli
he Qualitätsstandards zugrundegelegt, die eszulassen, die Aspekte der Datenuns
härfe besser zu bes
hreiben.9 Wir verwenden sie da-her als Ausgangspunkt für die weiteren Untersu
hungen. Die Qualitätsstandards bezie-hen si
h ni
ht nur auf die Datenqualität der Statistiken im engeren Sinne sondern au
hauf den institutionellen Rahmen, z.B. fa
hli
he Unabhängigkeit, Neutralität, Objekti-vität sowie den Datens
hutz, und auf die Prozesse zur Erfassung und Auswertung derDaten, z.B. Verwendung adäquater Verfahren und Methoden sowie vor allem au
h dieVermeidung einer übermäÿigen Belastung der Befragten. Insbesondere können die Fehle-rein�üsse überwiegend ledigli
h qualitativ bes
hrieben werden. Als Qualitätskriterien fürdie statistis
hen Produkte im engeren Sinne werden die folgenden se
hs Ziele de�niert:10Relevanz, die si
h darin ausdrü
kt, in wel
hem Maÿ die Daten den Anforderungen derNutzer/innen entspre
hen. Genauigkeit, d.h. der Nähe des gemessenen Wertes zum �wah-ren�, aber unbekannten Wert. Aktualität und Pünktli
hkeit, d.h. die Verö�entli
hung derDaten soll mögli
hst zeitnah erfolgen. Dazu sind Verö�entli
hungstermine festzulegen undbekanntzugeben, die eingehalten werden. Für wi
htige Statistiken, bei denen die Aktua-lität hö
hste Priorität hat, werden vorläu�ge Ergebnisse verö�entli
ht. Verfügbarkeit undTransparenz, d.h. neben der lei
hten Verfügbarkeit der Statistiken für die Nutzer/innenmüssen die Ergebnisse au
h hinsi
htli
h Konzept und Methoden vollständig dokumentiertsein. Verglei
hbarkeit, d.h. die Ergebnisse sollen zeitli
h, räumli
h und fa
hli
h verglei
h-bar sein. Insbesondere werden einheitli
he Standards in Bezug auf die De�nitionen, dieEinheiten, die Merkmale und die Klassi�kationen verwendet, die mögli
hst internationaleGültigkeit haben. Kohärenz soll in dem Sinne gewährleistet sein, dass unters
hiedli
heStatistiken, die si
h auf die glei
he Grundgesamtheit beziehen, mögli
hst widerspru
hsfreiuntereinander in Beziehung gesetzt werden, damit Statistiken aus vers
hiedenen Quellenhinaus au
h der lei
htfertige Umgang mit der �Theoriehaltigkeit� von amtli
hen Daten problematisiert,hier vor allem bei der volkswirts
haftli
hen Gesamtre
hnung sowie bei internationalen Statistiken. Insbe-sondere Bereinigungen bzw. Glättungen von Daten werden in vielen Fällen mit Bezug auf theoretis
heModelle dur
hgeführt. Zu diesem Problemberei
h vgl. [Holub und Tappeiner, 1995, 1997; Froes
hl, 1999;Ri
hter, 2002℄.9Vgl. [Statistis
he Ämter des Bundes und der Länder, 2006℄.10Vgl. ebd. S. 6�.
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2 Theoretis
he Grundlagenkombiniert und gemeinsam verwendet werden können.11 Die Statistiken sollen also alsGesamtsystem entwi
kelt werden, in dem die Einzelstatistiken eine bestimmte Funktionübernehmen.Zwis
hen den Qualitätszielen gibt es Konkurrenzen. Häu�g besteht ein wesentli
herGegensatz zwis
hen Genauigkeit und Aktualität, etwa wenn Wartezeiten bei der Daten-sammlung zu berü
ksi
htigen sind.12 Um den Zielkon�ikten zu begegnen, müssen bei derGestaltung des Erhebungsverfahrens Prioritäten gesetzt werden, �die je na
h Interessen-s
hwerpunkt des Anwenders selbst innerhalb der einzelnen Fors
hungsdisziplinen unter-s
hiedli
h ausfallen dürften�13. Die Datenuns
härfen sollen nun ausgehend von den Qua-litätszielen der amtli
hen Statistik genauer betra
htet werden.Die Mehrzahl der Kriterien wie Relevanz, Aktualität, Verglei
hbarkeit und Kohärenzsind auf die Konzeptualisierung der statistis
hen Einheiten und Begri�e ausgeri
htet. DieOperationalisierung der zu messenden Merkmale sowie des Erhebungsverfahrens in einemArbeitsmodell, in dem versu
ht wird, eine mögli
hst hohe Übereinstimmung mit den fa
h-wissens
haftli
hen Zielgröÿen des Idealmodells sowie den darin enthaltenen theoretis
henVorstellungen zu errei
hen, wird au
h als Adäquation bezei
hnet.14 Ziel bei der Adäquati-on ist die De�nition von eindeutigen Begri�en, so dass sowohl die Mess-Subjekte bzw. diestatistis
hen Einheiten als au
h deren Merkmalswerte konkret und zweifelsfrei bestimmtwerden können.15. Kräts
hmer s
hlägt vor, Datenuns
härfen, die dur
h die Adäquationinduziert sind, als Vagheit der statistis
hen Begri�e aufzufassen. In seiner Habilitations-s
hrift stellt er ein entspre
hendes Messmodell für Fuzzy-Variable vor, in weiteren Arbeitenhat er weitrei
hende Ergebnisse zur Regressionsanalyse bei vagen Fuzzy-Konzepten vor-gelegt.16 In dieser Arbeit soll der S
hwerpunkt demgegenüber auf den Datenuns
härfenliegen, die auf eine mangelnde Genauigkeit der Daten zurü
kgehen.11Das betri�t ni
ht nur die Verwendung identis
her Klassi�kationssysteme sondern rei
ht au
h soweit,dass bei Befragungen identis
he Frageformulierungen eingesetzt werden.12In [Statistis
he Ämter des Bundes und der Länder, 2006℄ wird aber darauf hingewiesen, dass eineVerbesserung der Aktualität ni
ht zwangsläu�g mit einem Verlust an Genauigkeit verbunden sein muss.Aktualitätsgewinne können im Rahmen einer E�zienzsteigerung der Prozesse bei der Statistikerstellungggf. au
h bei glei
hbleibender Genauigkeit errei
ht werden. Dazu tragen neue Erhebungste
hniken, dieEinführung �exiblerer Auswertungssoftware, Elektronis
her Datenaustaus
h und das Instrument der Be-reitstellung vorläu�ger Ergebnisse bei (S. 16).13Vgl. Löbbe 1993, S. 47.14Vgl. Stre
ker 1993, S. 26�. Zu den Dimensionen der Datenuns
härfe vgl. Diagramm 2.1 auf Seite 25.15Allerdings kommt es vor, dass Merkmale ni
ht bei allen interessierenden Mess-Subjekten der Grund-gesamtheit beoba
htbar sind. So können z.B. Aufwendungen bei unselbständigen regionalen Unternehmenohne eigene Bu
hführung und bei kleinen Unternehmen, die von der Bu
hführung befreit sind, ni
ht erfasstwerden. Um die Vollständigkeit der Daten für dieses Merkmal zu gewährleisten, werden bei der Erhebungdes Betriebspanels daher plausible Ersatzdaten aufgenommen, die na
h einem vorab de�nierten Verfahrenzu bestimmen sind.16Für weitere Verweise s. [Kräts
hmer, 2001a, 2006a℄.
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2 Theoretis
he GrundlagenEin Fehler 17 im Messergebnis liegt de�nitionsgemäÿ dann vor, wenn eine Einzelbe-oba
htung im Messergebnis vom �wahren� Wert bei einer fehlerfreien Dur
hführung desArbeitssystems abwei
ht.18 Dabei ist das Messergebnis als Zusammenfassung aller bzw.einer ausgewählten Reihe von Einzelmesswerten aufzufassen. Die allgemeine Abwei
hungzwis
hen dem Erhebungsergebnis und dem unbekannten �wahren� Wert der Grundge-samtheit wird als Gesamtfehler des Ergebnisses bezei
hnet. Je gröÿer der Gesamtfehlerist, desto geringer ist die Genauigkeit des Messergebnisses. Als Maÿstab für die Genauig-keit des Messergebnisses wird eine Operationalisierung des Gesamtfehlers verwendet, dieübli
herweise dur
h eine reellwertige Aggregation der Fehlerein�üsse bestimmt wird.In Abhängigkeit von der Art der Erhebung werden die Fehlerein�üsse zunä
hst in sti
h-probenbedingte Fehler und ni
ht-sti
h	probenbedingte Fehler unters
hieden. Diese Unter-s
heidung soll verdeutli
hen, dass bei Sti
hprobenerhebungen besondere Fehlerein�üsse zuberü
ksi
htigen sind: Zum einen die Sti
hprobenzufallsfehler, die infolge der Zufallsaus-wahl einer Teilmenge von Individuen und aufgrund der darauf basierenden Ho
hre
hnun-gen entstehen. Zum anderen die ni
ht-zufälligen Sti
hprobenfehler, die auf systematis
heUrsa
hen zurü
kzuführen sind, die nur bei Sti
hprobenerhebungen auftreten, wie z.B.wenn Mängel hinsi
htli
h der Erhebungsgesamtheit oder Verzerrungen dur
h die Aus-wahlmethode bestehen oder wenn das Ho
hre
hnungsverfahren an si
h fehlerhaft ist.19Ni
ht-sti
hprobenbedingte Fehler treten sowohl bei Sti
hprobenerhebungen als au
h beiVollerhebungen auf. Es handelt si
h dabei häu�g um systematis
he Fehler, d.h. ihr Auf-treten kann zur Verzerrungen des Ergebnisses führen.Sofern Aussagen über die Ungenauigkeit von Messwerten aufgrund von Fehlern ge-ma
ht werden können, ist es übli
h, eine Reihe von Einzelmessungen20 zusammenzufassenund für diese den �mittleren quadratis
hen Gesamtfehler� MSE (engl. mean square error)anzugeben. Es wird in der Regel angenommen, dass si
h der mittlere quadratis
he Ge-samtfehler additiv aus der Zufallskomponente und der systematis
hen Fehlerkomponentedes Ereignisses zusammensetzt, d.h.
(MSE)2 = (Standardfehler)2 + (Bias)2. (2.1)17Die Abwei
hung des Messergebnisses vom �wahren� Wert wird allgemein als �Fehler� bezei
hnet. Davonsind die �Messfehler� als eine bestimmte Fehlerart zu unters
heiden, die in der Datenerhebungsphaseauftreten. Sie werden folgli
h dur
h den Fragebogen, die Interviewer/innen oder die Befragten verursa
ht.Vgl. dazu Statistis
he Ämter des Bundes und der Länder 2006, S. 14 und S. 87.18Vgl. Stre
ker 1993, S. 26�. Tatsä
hli
h ist au
h das im Prozess der Adäquation festgelegte Arbeitssystemno
h ni
ht eindeutig bestimmt und konkretisiert si
h erst bei der tatsä
hli
hen Dur
hführung der Erhebung.19Vgl. Krug u. a. 2001, S. 217.20Diese werden entspre
hend als das Messergebnis aufgefasst.
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2 Theoretis
he GrundlagenDer Standardfehler ist ein Maÿ zur Beurteilung des Sti
hprobenzufallsfehlers und gibt diesog. Präzision des Ergebnisses wieder.21 Unter der Annahme, dass die gemessenen Merk-malswerte entspre
hend der Auswahlwahrs
heinli
hkeit der Sti
hprobe für alle Merkmals-werte der Grundgesamtheit repräsentativ sind, kann daraus der Sti
hprobenzufallsfehlerges
hätzt werden. Überdies können die zufälligen Sti
hprobenfehler dur
h Vergröÿerungder Sti
hprobe kontrolliert und verringert werden. Der Sti
hprobenzufallsfehler ist somitverglei
hsweise einfa
h zu bestimmen. Für wi
htigere Erhebungsergebnisse bei Sti
hpro-benstatistiken werden di�erenzierte Fehlerre
hnungen dur
hgeführt,22 so dass relevanteSti
hprobenfehler als hinrei
hend gut dokumentiert gelten können.Hingegen ist eine quantitative Bes
hreibung des systematis
hen Fehlers, der alternativau
h als Verzerrung oder als Bias bezei
hnet wird, und damit der anderen Komponentedes Gesamtfehlers häu�g nur tendenziell oder gar ni
ht mögli
h. Zur Bes
hreibung desGesamtfehlers werden daher au
h alternative Kennzahlen herangezogen wie z.B. Gröÿen-ordnung und Vorzei
hen des Bias bzw. dessen relatives Verhältnis zum Standardfehler oderaber die qualitative Bewertung des Gesamtfehlers sowie die Bes
hreibung der Fehlerarten,die bei der Bewertung des Gesamtfehlers zu berü
ksi
htigen sind.23 Zur Bestimmung derGröÿenordnung des Gesamtfehlers eignet si
h au
h der Verglei
h mit unabhängigen Da-tenressour
en.24 Im Unters
hied zum Standardfehler kann die systematis
he Verzerrungim Gesamtfehler ni
ht dur
h Vergröÿerung der Sti
hprobe verringert werden, sondernauss
hlieÿli
h dur
h Verbesserung des Messverfahrens.Ni
ht-sti
hprobenbedingte Fehler treten in allen Phasen des Datenerhebungs- und Auf-bereitungsprozesses auf. Die ni
ht-sti
hprobenbedingten Fehler können wie folgt 
harak-terisiert werden:25 Fehler dur
h die Erfassungsgrundlage liegen vor, wenn z.B. statistis
heEinheiten der Grundgesamtheit ni
ht erfasst werden, mehrfa
h erfasst werden oder aberEinheiten fäls
hli
h erfasst werden. Messfehler sind Fehler, die während der Datenerhe-bungsphase auftreten, sie werden z.B. dur
h missverständli
he Fragen des Fragebogens,dur
h Fals
hauskünfte seitens der Befragten oder dur
h die Interviewer/innen verursa
ht,wenn diese dur
h ihr Auftreten das Antwortverhalten beein�ussen. Aufbereitungsfehlersind Fehler, die in der Phase der Aufbereitung der Daten entstehen, z.B. bei der Daten-21Vgl. Statistis
he Ämter des Bundes und der Länder 2006, S. 83.22Vgl. Statistis
he Ämter des Bundes und der Länder 2006, S. 39.23Vgl. ebd. S. 83f.24Vgl. beispielsweise Federal Committee on Statisti
al Methodology [2001℄, Kapitel 8, S. 3f. In dem Ar-beitspapier des Federal Committee on Statisti
al Methodology ist eine sehr umfangrei
he Übersi
ht überden aktuellen Stand der Methoden zur Fehlerreduzierung und zur Fehlers
hätzung sowie das Fehlerrepor-ting in den USA zusammengestellt. Allerdings können die Ergebnisse nur analog übertragen werden, dain den Analysen die Ungenauigkeit von Sti
hprobenstatistiken im Zentrum steht.25Die Fehlersystematik ist ebenfalls Statistis
he Ämter des Bundes und der Länder [2006℄ entnommen (S.79�.). Dort wird zu allen Fehlerarten au
h angegeben, mit wel
hen Angaben die Relevanz der jeweiligenFehlerarten bes
hrieben werden können.
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2 Theoretis
he Grundlagenerfassung, der Codierung oder bei der logis
hen Bereinigung aufgrund von Plausibilitäts-prüfungen.26 Auÿerdem entstehen Fehler dur
h Antwortausfälle, sog. �nonresponse�. Dabeikönnen ganze Einheiten entfallen, weil sie bei der Zählung ni
ht angetro�en werden oderdie Teilnahme an der Erhebung verweigern, sog. �missing units�. Zudem kommt es zu feh-lenden Merkmalswerten, sog. �missing items�, wenn eine Bestimmung des Merkmalswertsni
ht mögli
h ist, wenn keine Antwort erfolgt oder ggf. au
h wenn besondere Datens
hutz-vorgaben zu berü
ksi
htigen sind. Die Fehlerwirkung von Antwortausfällen hängt davonab, ob ein systematis
her Zusammenhang zwis
hen antwortenden und ni
ht-antwortendenEinheiten besteht.27Im Hinbli
k auf die Fuzzy�zierung von Datenungenauigkeiten soll hier no
h besondersauf die Bedeutung von Klassi�kationsfehlern hingewiesen werden. Klassi�kationsfehlersind stark interdependent mit dem Adäquationsproblem, da Missklassi�kationen in demMaÿe zunehmen, wie Zuordnungen den Respondent/innen uneindeutig ers
heinen. IhreZahl steigt also mit zunehmender Gliederungstiefe bzw. mit wa
hsender Komplexität derKlassi�zierungsvors
hrift tendenziell an.28 Von Bedeutung für die Datenanalyse sind vorallem Missklassi�kationen, die zu systematis
hen Abwei
hungen bei den Zuordnungenführen. Ein Ausweg besteht hauptsä
hli
h in der Vereinfa
hung des Klassi�zierungssys-tems, insbesondere dur
h Bes
hränkung auf eine höhere Aggregationsstufe der Klassi-�kation. Dies erkauft man si
h allerdings mit einer steigenden Inhomogenität bei denMess-Subjekten, die einer der entspre
henden Klassen zugeordnet sind. Die Verwendungvon Fuzzy-Klassi�kationen würde hier die Mögli
hkeit anbieten, dass Ermessensents
hei-dungen bei den Klassi�zierungsvorgängen ebenfalls abgebildet werden können, so dass �vermittelt über den Grad der Zugehörigkeit zu einer Klasse � eine gröÿere Homogenitätin den Klassen errei
ht werden könnte. Denno
h wird der Aspekt von Klassi�kationsfeh-lern im Weiteren ni
ht genauer betra
htet. Es wird auf die eins
hlägigen Arbeiten zurFuzzy-Clusteranalyse verwiesen.29Es ist hervorzuheben, dass das Konzept des Gesamtfehlers auf Aggregationsprozessenin zwei Dimensionen beruht. Zum einen wird der Gesamtfehler im Bezug auf eine Zusam-menfassung von Einzelmessungen bewertet. Zum anderen ist über alle vorkommendenFehlerein�üsse zu aggregieren. Insbesondere hinsi
htli
h des sog. �systematis
hen Feh-lers� ist auf eine Begri�sverwirrung hinzuweisen, denn von einigen Autor/innen werdenau
h ni
ht-zufällige Fehlerein�üsse als �systematis
he Fehler� bezei
hnet30, im Zusam-26Die Datenqualität kann u.a. na
h der Quote der aufgrund der Plausibilitätsprüfung korrigierten Datenbewertet werden.27Zufällige Datenausfälle führen u.a. au
h zu einer Erhöhung des Sti
hprobenzufallsfehlers.28Vgl. Neubauer 1993, S. 16f.29So z.B. [Höppner u. a., 1997℄.30So z.B. Krug u. a. 2001, S. 216f.
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2 Theoretis
he Grundlagenmenhang mit dem Gesamtfehler ist als �systematis
her Fehler� aber immer der mittlereFehler zu verstehen, der ni
ht auf den Sti
hprobenzufallsfehler zurü
kzuführen ist. In derWirts
hafts- und Sozialstatistik gelingt normalerweise weder eine quantitative Bes
hrei-bung aller Fehlerarten no
h ist hinrei
hend genau bekannt, inwieweit si
h die Ein�üsseder einzelnen Fehlerarten bei der Aggregation im Gesamtfehler gegenseitig kompensierenoder verstärken. Um die Messfehler in den Daten annähernd abzus
hätzen, sollte daherzunä
hst geprüft werden, wel
he Fehlerarten am stärksten zur Verzerrung der Daten bei-tragen, um die Betra
htung dann darauf zu bes
hränken. Die Untersu
hung [Brinner,2003℄ zu den Erhebungsungenauigkeiten beim Übergang von der DDR-Statistik zur ge-meinsamen bundesdeuts
hen Statistik bei der amtli
hen Mortalitätsmessung ist ein gutesBeispiel für dieses Vorgehen, stellt mit ihrer Ausführli
hkeit aber eine positive Ausnahmedar.Die Ausprägung des Gesamtfehlers kann dana
h 
harakterisiert werden, ob in den Merk-malswerten über eine Klasse von individuellen wirts
haftli
hen Akteur/innen aggregiertwird oder ni
ht. Merkmalsbeoba
htungen, die auf Individualebene vorliegen, werden alsMikrodaten bezei
hnet. Aggregierte Daten, bei denen Teilpopulationen zusammengefasstbetra
htet werden, werden Makrodaten genannt.Ein Vorteil bei der Verwendung von Makrodaten besteht darin, dass die Messfehleraus den Einzelbeoba
htungen si
h zum Teil gegenseitig kompensieren. Grundsätzli
h istaber die Zusammenfassung und Verallgemeinerung der Beoba
htungen in den Makrodatenni
ht unproblematis
h, wenn die Ausprägungen der Merkmalswerte inhomogen ausfallenund von Einzelfällen überformt werden. Insbesondere können Änderungen der Merkmals-werte, die dur
h eine veränderte Zusammensetzung innerhalb eines Aggregates entstehen,damit ni
ht analysiert werden. Häu�g werden Makrodaten als Analogon für ein �ktives�repräsentatives Individuum� interpretiert. Allerdings existiert ni
ht notwendig ein Mess-Subjekt mit den �repräsentativen� Eigens
haften, so dass die Adäquation bei Makrodateners
hwert ist. Insgesamt gilt, dass Fehler in Makrodaten typis
herweise systematis
he Feh-ler sind, die in vielen Fällen zusätzli
h über die Zeit korreliert sind.31Um die dur
h die Aggregation verursa
hten Adäquationsprobleme zu vermeiden, wer-den inzwis
hen verstärkt Mikrodaten für die Analyse herangezogen. Dadur
h wird aberandererseits das Gewi
ht und die Auswirkungen von Messfehlern bei der Analyse ver-s
härft und der Ein�uss von fehlenden Daten steigt.32 Zudem sind Inhomogenitäten unterden klassi�zierten statistis
hen Einheiten von höherer Relevanz.3331Vgl. Grili
hes 1986, S. 1476.32Vgl. ebd. S. 1469.33Vgl. Baltagi 1998, S. 105. Das Problem entsteht dann, wenn der Inhomogenität im Regressions- bzw.S
hätzmodell ni
ht Re
hnung getragen wird. Überdies ist anzumerken, dass Klassi�zierungen bei Regres-sionsanalyse übli
herweise mittels (0, 1)-Variablen eingebunden werden, die aufgrund der Diskretisierung
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2 Theoretis
he GrundlagenAus der Perspektive der Datenanalyse betra
htet, treten zu den Ungenauigkeiten, diebei Datengewinnung entstehen, no
h weitere Ungenauigkeiten hinzu. Diese werden dur
hdie Datentransformation oder dur
h Eins
hränkungen bei der Verglei
hbarkeit sowie dur
hUnvereinbarkeiten zwis
hen den ökonometris
hen Begri�sbildungen und den verfügbarenDaten induziert. Von besonderer Bedeutung sind aus dieser Perspektive die �synthetisier-ten Daten�34, mit denen theoretis
he Begri�e approximiert werden, für die es keine direkteEntspre
hung in der Realität gibt und die dur
h Verknüpfung von Daten anderer Merk-male konstruiert werden. Dies tri�t auf viele wirts
haftli
he Kennzahlen zu, wie z.B. denPreisindex für die private Lebenshaltung oder das reale Bruttosozialprodukt. Aber au
hdur
h Forts
hreibung mittels bekannter Bewegungsmassen bestimmte Bestandsmassen so-wie Verglei
hszahlen wie Relationsquotienten oder Di�erenzen werden dur
h Kombinationvon primären Daten bere
hnet. Fehler in den Eingangsdaten werden dabei entspre
hendmittransformiert. Dies kann zur gegenseitigen Verstärkung oder zur gegenseitigen Kom-pensation der Fehlerbestandteile in den abgeleiteten Daten führen. Beispielsweise könnenkonstante, additive Fehleranteile dur
h die Verwendung von Di�erenzen ausges
haltetwerden, wohingegen si
h der Gesamtfehler bei Forts
hreibungen über die Perioden ku-muliert. Bei der Verwendung von synthetisierten Daten ist in besonderer Weise daraufzu a
hten, wel
he Theorieannahmen die Verknüpfungsoperationen motivieren. Überdieskann die Datensynthese S
hwierigkeiten bei der empiris
hen Analyse bereiten, wenn dur
hdie Transformation verde
kte, zusätzli
he Abhängigkeiten zwis
hen einzelnen Merkmals-variablen entstehen. Das reale Bruttosozialprodukt wird z.B. dur
h Division mit einemaggregierten Preisindex ermittelt. Es ist folgli
h ni
ht mögli
h, die Messfehler auf demaggregierten Niveau als unabhängig von den im Preisindex enthaltenen Ungenauigkeitenbei der Messung der Preise und Mengenverhältnisse zu betra
hten.35Zusammenfassend sind die ausgeführten Interpretationsebenen für die Bewertung vonDatenuns
härfen im Diagramm 2.1 gegenübergestellt. Da die Operationalisierungen imMessprozess und bei der Modellanpassung widersprü
hli
he Anforderungen an die statis-tis
hen Begri�e und die Aussagekraft der Daten stellen können, werden hierbei die Seiteder Datengewinnung und der Datenanalyse gegenübergestellt. Als Stufen, die zwis
heneinem Erkenntnisinteresse bzw. einer Fragestellung und der Realität vermitteln sollen,können die Ebenen des Idealmodells, des Arbeitsmodells sowie der Messung betra
htetdes Lösungsraums zu Unstetigkeiten und Ums
hlagspunkten und damit zu einer gröÿeren Sensitivität imOptimum führen können.34Vgl. Neubauer 1993, S. 16f.35Vgl. Grili
hes 1986, S. 1473: �The major serious problem (...) probably o

urs in the measurement of
real` output, GNP or industry output in 

onstant pri
es` (...). Sin
e most of the output measures arederived by deviding (
de�ating`) 
urrent value totals by some pri
e index, the quality of these measures isintimately 
onne
ted to the quality of the available pri
e data. Be
ause of this, it is impossible to treaterrors of measurement at the aggregate level as being independent a
ross pri
e and 
quantity` measures�.
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2 Theoretis
he Grundlagen
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sys tem

Mode l l  der  Z ie lg rößen Mode l l  über  Merkma ls -
z u s a m m e n h ä n g e
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mode l l

Da tenau fbe re i t ung

Arbeitsmodell

Messung

Idealmodell

D a t e n g e w i n n u n g Datenana lyse

Fragestellung

Realität (Eigene Darstellung)36Abbildung 2.1: Interpretationsebenen und Uns
härfequellen bei der Datengewinnung undbei der Modellanpassungwerden. Zwis
hen den Abstraktionsebenen sind jeweils spezi�s
he Qualitätsmerkmale zuverzei
hnen, die die Uns
härfe der Daten ausma
hen und bes
hreiben.Auslösend für die datengestützte Beoba
htung und deren Analyse ist eine allgemeineFragestellung bzw. ein Fragenkomplex. Bei einer Analyse der Bes
häftigtenstruktur könntebeispielsweise die Ausgangsfrage formuliert werden: �Wel
hes sind wi
htige Ein�ussfakto-ren auf die Entwi
klung der Bes
häftigung?�. Diese Fragestellung wird auf der Ebene einesIdealmodells zunä
hst in quantitative ZielgröÿenX übertragen, die die hypothetis
hen Be-gri�e repräsentieren, bzw. auf der Seite der Datenanalyse in ein quanti�zierbares Modell
F übertragen, das funktionale Zusammenhänge zwis
hen Variablen von Analysegröÿenformuliert. Das quanti�zierbare Modell F s
hlieÿt im Falle einer induktiven Analyse au
h36Die Modellierungszusammenhänge sind für die Seite der Datengewinnung in Anlehnung an Stre
ker undWiegert 1994, S. 104f, und für die Seite der Datenanalyse in Anlehnung an Frohn 1993, S. 62, dargestellt.
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2 Theoretis
he Grundlagenein Verteilungsmodell ein, das die Variabilitäten zwis
hen den Analysevariablen und demStrukturmodell abbildet.37Auf der Ebene des Arbeitsmodells werden die Zielmodelle dann so operationalisiert, dasssie für die Anwendung geeignet sind. Für die Datengewinnung werden die Zielgröÿen da-bei in ein Arbeitssystem umgesetzt, das einen dur
hführbaren Erhebungsplan darstellt.38Hierzu werden zusammen mit dem Erhebungsziel, der Adäquation der Zielgröÿen und denoperablen Merkmalen der de�nierten Einheiten au
h die Erhebungste
hnik eins
hlieÿli
hdes Tabellenprogramms, der Erhebungsart, der Organisation der Feldarbeit sowie derAufbereitung der erhobenen Daten de�niert und festgelegt.39 Dur
h das Arbeitssystemwird ein Vektor der �wahren� Merkmalswerte XW repräsentiert. Analog wird bei der Da-tenanalyse ein Arbeitsmodell f spezi�ziert, in dem die Qualität und der Aussagewertder erhältli
hen, d.h. der vorliegenden oder der beoba
htbaren, Daten berü
ksi
htigt ist.Beim Übergang vom Idealmodell zum bere
henbaren Arbeitsmodell müssen Analysevaria-ble häu�g dur
h ein oder mehrere Hilfsvariable substituiert werden, die operationalisierbarsind und bei denen eine zufriedenstellende Datenqualität errei
ht werden kann. Zur Fest-legung des bere
henbaren Arbeitsmodell ist eine passende Methode zur Bestimmung derRelationen zwis
hen den Modellvariablen auszuwählen.Die Ebene der Messung steht auf der Seite der Datengewinnung für die Realisation desArbeitssystems, bei der ein Messwert x∗ gewonnen wird. Das Ergebnis x̂ der Datenauf-bereitung dur
h Datenbereinigung, Aggregation und ggf. au
h Rekonziliation40 wird hierbereits als Teil der Datenanalyse aufgefasst. Auÿerdem wird au
h die Bildung von ver-knüpften Kennzahlen zu diesem S
hritt gezählt. Die Aufbereitung der Daten mittels einerFuzzy-Modellierung, die im Laufe dieser Arbeit diskutiert werden soll, ist somit ebenfallsauf dieser Stufe der Datenanalyse einzuordnen.Bemerkung 2.1 (Genauigkeitss
hwelle) Dur
h die Bestimmung einer geeignetenMess-Skala für die Fragestellung wird au
h festgelegt, mit wel
her Sensitivität die Messun-gen dur
hgeführt werden sollen. Also z.B. ob die Gröÿe eines Objekts in der Einheit 
m,m oder km erfasst werden soll. In Abhängigkeit davon vers
hiebt si
h au
h die Wahrneh-37Au
h bei explorativen Studien wird häu�g bereits eine Vorauswahl �relevanter� Zielgröÿen dur
hgeführt.Ebenso werden die Parameter einer Approximations- bzw. Ausglei
hsfunktion, die als Hinweis auf einenproportionalen Zusammenhang gewertet werden können, dur
h die Qualität und Repräsentativität derverwendeten Daten beein�usst.38Dies ist eine Verkürzung gegenüber der Darstellung in [Stre
ker und Wiegert, 1994℄. Sie setzen eineVariabilität des Arbeitssystems und damit eine Menge von dur
hführbaren Erhebungsplänen voraus, vondenen unter Kosten-Nutzen-Abwägungen einer ausgewählt wird bzw. si
h im Zuge der Erhebung konsti-tuiert.39Vgl. Stre
ker und Wiegert 1994, S. 103.40D.h. der Glättung von Daten, damit diese bestimmten Anforderungen genügen wie etwa der Identitätgewisser Randsummen.
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2 Theoretis
he Grundlagenmungsgrenze für unwesentli
he Veränderungen. So werden wir bei der Messung in km eineAbwei
hung von 1 m als zu verna
hlässigen betra
hten, bei einer Messung im m hingegenerst eine Abwei
hung im mm-Berei
h. Zadeh bezei
hnet dieses Phänomen als �granula-tion�.41 Die Wahl des Maÿstabes kann ein bewusst gewähltes Mittel zur Komplexitätsre-duktion sein. Morgenstern [1965℄ verweist allerdings darauf, dass bei der Verwendung vonsekundären Datenquellen, auf die man bei wirts
haftsstatistis
hen Analysen häu�g ange-wiesen ist, besonders darauf zu a
hten ist, wel
he Genauigkeitss
hwelle überhaupt für alleMerkmalsvariablen gewährleistet werden kann, um S
heingenauigkeiten zu vermeiden.42Grundsätzli
h sind Messfehler daher erst dann relevant, wenn sie die modellimmanenteGenauigkeitss
hwelle übers
hreiten. Es soll allerdings ni
ht vers
hwiegen werden, dass die-se Stabilität nur dann gilt, wenn keine komplexen Rü
kkopplungse�ekte bestehen. Sol
heE�ekte sind z.B. Gegenstand der Chaostheorie.S
hlieÿli
h erhalten wir aus der Anpassung des Arbeitsmodells anhand der passendaufbereiteten Daten eine Approximation f̂(x̂), die für die Interpretation von funktionalenZusammenhängen in den Merkmalswerten zur Verfügung steht.Auf der Seite der Datenanalyse werden wir uns im Folgenden auf die Regressionsanalysekonzentrieren. Diese wird im folgenden Abs
hnitt kurz vorgestellt, wobei vor allem dieAnsätze zur Behandlung ungenauer Daten kritis
h beleu
htet werden sollen.2.2 Datenuns
härfe bei einfa
her, linearer RegressionÖkonometris
he Analysen haben die Aufgabe, funktionale Beziehungen zwis
hen ökono-mis
hen Variablen mit Hilfe von statistis
hen Methoden zu identi�zieren und zu messen.Die von der Theorie vorges
hlagenen funktionalen Zusammenhänge sollen dabei mit Hilfeempiris
her Daten statistis
h geprüft werden. Dabei soll ni
ht nur das Vorzei
hen des Zu-sammenhangs zwis
hen den ökonomis
hen Variablen bestätigt werden, sondern es sollenna
h Mögli
hkeit au
h dessen quantitative Intensitäten abgebildet werden. Da Beziehun-gen im sozialen Raum kontinuierli
hen Änderungsprozessen unterliegen, ist das Ziel derUntersu
hungen darauf ausgeri
htet, relevante ökonomis
he Beziehungen zu ermitteln,die zumindest über einen gewissen Zeitraum stabil sind. Ni
ht zuletzt sollen aus den vor-liegenden Daten au
h quantitative Prognosen ermittelt werden, für die im Rahmen derModellannahmen eine Abs
hätzung des Fehlerspielraums mögli
h ist.Grundsätzli
h stellt die Regressionsanalyse die zentrale Methode der Ökonometrie dar,mit der Modellparameter numeris
h spezi�ziert werden können. Typis
he Beispiele für41Vgl. [Zadeh, 1997℄.42Vgl. Morgenstern 1965, S. 95.
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2 Theoretis
he Grundlagensol
he Parameter, die wesentli
he Zusammenhänge zwis
hen den ökonomis
hen Variablenkennzei
hnen, sind Grenzneigungen oder Elastizitäten.43AmAnfang der Überlegungen steht die Formulierung des S
hätzproblems. Darin werdendie theoretis
he Vorüberlegungen in ein oder mehrere parametrisierte Funktionsglei
hun-gen übersetzt, so dass die Parameter anhand von empiris
hen Daten ermittelt werdenkönnen. Im S
hätzproblem ist auÿerdem zu unters
heiden, wel
he Variable für den funk-tionalen Zusammenhang als gegeben bzw. unabhängig ers
heinen und wel
he Variablesi
h aus dem Zusammenhang ergeben und somit abhängige Variable sind. In den Begri�-li
hkeiten der Ökonometrie werden erstere als exogene Variable und zweitere als endoge-ne Variable für den untersu
hten Zusammenhang bezei
hnet. Dabei wird angenommen,dass Abwei
hungen von der Modellfunktion dadur
h entstehen, dass der funktionale Zu-sammenhang von zufälligen Störungen überlagert ist44, die ebenfalls auf die abhängigenVariablen � und im einfa
hen Modellansatz nur auf diese � einwirken.Die Modellbildung �ndet in der Ökonometrie meistens unter ungünstigen Bedingungenstatt. Häu�g ist der funktionale Zusammenhang im Zeitablauf nur bes
hränkt stabil. Ins-besondere bei Mikrodaten können die Störein�üsse auf den Zusammenhang relativ groÿsein und stark variieren. S
hlieÿli
h sind bei der allgemeinen Interdependenz ökonomis
herBeziehungen Rü
kkopplungse�ekte zwis
hen den beoba
htbaren ökonomis
hen Variablenund den Störvariablen zu erwarten. Es ist daher sinnvoll, den ökonometris
hen Zusammen-hang nur annähernd abzubilden, so dass nur die wesentli
hen Zusammenhangsparameterges
hätzt werden können. Für die meisten Situationen ist eine Bes
hreibung mit Hilfevon linearen Modellfunktionen hinrei
hend genau. Beispielsweise können au
h exponen-tielle Wa
hstumsentwi
klungen dur
h Logarithmieren auf eine lineare Zusammenhangs-glei
hung transformiert werden. Die Kleinste Quadrate-Regression ist allerdings nur dannoptimal, wenn die Störkomponente sto
hastis
h unabhängig von den Variablen der Mo-dellglei
hung ist. Andernfalls kann die Verzerrung der S
hätzparameter erhebli
h sein, wieanhand des einfa
hen klassis
hen Fehlermodells illustriert werden kann, das den E�ekt vonfehlerhaften Daten auf die Parameter der linearen Regression bes
hreibt.Bei ökonometris
hen Analysen kann keinesfalls davon ausgegangen werden, dass die Be-dingungen für die Optimalität der Kleinste Quadrate-Regression hinrei
hend gut erfülltsind. Es kommt häu�g vor, dass die Störkomponente innere Abhängigkeiten (Autokorrela-43Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 17.44In der Literatur wird an dieser Stelle übli
herweise die Bezei
hnung �sto
hastis
he Störung� verwendet,um deutli
h zu ma
hen, dass die Störung mittels eines Verteilungsmodells bes
hrieben und dur
h eineZufallsvariable abgebildet werden kann. Da Sto
hastik aus dem Altgrie
his
hen au
h als �zum Erratengehörende Kunst� übersetzt werden kann, gehört die Fuzzy-Theorie in einem weiteren Sinne au
h zuden Gebieten der Sto
hastik. Vgl. Bro
khaus, 21. völlig neu bearbeitete Au�age, Online-Ausgabe; Zugri�über Munzinger-Online am 25. November 2009. Aus diesem Grund wird hier immer der Begri� �zufällig�verwendet, wenn eine Modellierung mit Hilfe von Zufallsvariablen mögli
h ist.
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2 Theoretis
he Grundlagentionen)45 aufweist oder dur
h Ein�ussfaktoren induziert ist, die ni
ht identi�ziert werdenkönnen oder die ni
ht messbar sind. Eine zutre�ende Messung von funktionalen Bezie-hungen ist daher nur dann mögli
h, wenn �das Zustandekommen der beoba
hteten Datentheoretis
h verstanden und modellmäÿig erfasst worden ist�46. Für das hinter den Datenstehende ökonometris
he Modell rei
ht es folgli
h ni
ht aus, eine Funktion anzugeben,die gewisse Variable sinnvoll miteinander verknüpft, sondern es besteht die umfassendereAnforderung, dass au
h die sto
hastis
he Natur dieser Variablen anzugeben ist, wobeidie mögli
hen Interdependenzen der Störvariablen besonderes zu berü
ksi
htigen sind.Darüber hinaus sind alle Variablen im Modell zu spezi�zieren, mit denen mögli
herweiseInterdependenzen vorhanden sind.Insgesamt bewegt man si
h also bei der Spezi�kation des S
hätzmodells in dem Span-nungsfeld, dass das Modell einerseits vollständig genug sein soll, so dass alle wesentli
henE�ekte und Abhängigkeiten in die S
hätzung einbezogen werden, andererseits soll die Zahlder Variablen ni
ht zu groÿ werden, um den approximativen Ansatz in der Modellbildungzu wahren und ni
ht einer S
heingenauigkeit zu unterliegen, die den Instabilitäten derökonomis
hen Zusammenhänge ni
ht angemessen ist. Überdies können bei einer wa
h-senden Zahl von Variablen aussagekräftige S
hätzergebnisse nur no
h errei
ht werden,wenn immer mehr Beoba
htungen einbezogen werden. Auÿerdem steigt die Gefahr, dassdie Parameter ni
ht mehr identi�ziert werden können, d.h. dass das S
hätzproblem keineoder keine eindeutige Lösung hat. Ni
ht-Identi�zierbarkeit eines Strukturmodells kannaber grundsätzli
h au
h in der Natur der Fragestellung selbst liegen, wenn diese ungüns-tig gestellt ist. Von einer Fehlspezi�kation des S
hätzmodells spre
hen wir immer dann,wenn wesentli
he Ein�ussfaktoren oder Interdependenzen ni
ht modelliert wurden. Ei-ne S
hätzung na
h einem fehlspezi�zierten Modell führt de�nitionsgemäÿ zu verzerrtenParametern oder unzutre�enden Kon�denzmengen47.Die ökonometris
he Modellkonstruktion basiert auf der Grundannahme, dass die Da-ten eindeutig und fehlerfrei beoba
htet werden und somit au
h die Merkmalsvariableneindeutig und fehlerfrei sind. Fehler in den Variablen müssen demzufolge im S
hätzmodellgesondert spezi�ziert werden und die Verteilungsannahmen sind im Hinbli
k darauf zumodi�zieren. Entspre
hende S
hätzmodelle werden häu�g unter der Bezei
hnung Modellemit Fehlern in den Variablen48 zusammengefasst. Als Ausgangspunkt für die weiterenUntersu
hungen wird in Abs
hnitt 2.2.1 zunä
hst die �klassis
he�, lineare Regressions-45Autokorrelationen sind häu�g bei Zeitreihendaten festzustellen. Zu den unbekannten Ein�ussfaktorensind u.a. au
h Beoba
htungsfehler in den Daten zu zählen.46Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 22.47Eine Verzerrung der Kon�denzmengen ist glei
hbedeutend damit, dass der (Ko-)Varianzs
hätzer ver-zerrt ist. Dies ist z.B. bei Heteroskedastizität der Störkomponente, d.h. einer veränderli
hen Streuung derModellabwei
hungen zwis
hen den Sti
hproben, der Fall.48Eine wi
htige Publikation für den deuts
hspra
higen Raum ist z.B. [S
hneeweiÿ und Mittag, 1986℄.
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2 Theoretis
he Grundlagenanalyse eingeführt und die Kleinste Quadrate-Approximation als zentrale S
hätzmethodevorgestellt. Im Abs
hnitt 2.2.2 werden dann einfa
he Modelle bei Fehlern in den Varia-blen als exemplaris
he Beispiele für die Verzerrungse�ekte dur
h deterministis
he oderzufällige Fehler in den Daten diskutiert. Ein besonderer Augenmerk liegt dabei auf derModellierung der Fehlerein�üsse.2.2.1 Grundmodell der linearen RegressionDie einfa
he, lineare Regression mit einer abhängigen Variablen Y ∶ Ω Ð→ R und k unab-hängigen Variablen X1, . . . ,Xk ∶ Ω Ð→ R stellt den Prototyp und im weitesten Sinne au
hdas allgemeine Ideal der Regressionsanalyse dar. Für die Aufgabenstellung der linearenRegression wird ein Zusammenhang zwis
hen k unabhängigen Variablen X1, . . . ,Xk undeiner abhängigen Variablen Y unterstellt, der linear in den k Parametern a0, a1, . . . , ak ∈ Rist.49 Dabei wird angenommen, dass die Abwei
hung zwis
hen den Beoba
htungswertenund der Modellglei
hung dur
h eine Zufallsvariable ε modelliert werden kann. Im Mittel-punkt steht somit die folgende allgemeine Modellglei
hung
Y = a0 +

k

∑
j=1

ajXj + ε. (2.2)Im Folgenden benötigen wir eine verkürzte Notation der S
har der Modellfunktionen.Wir setzen f(z,a) = a0 +∑j ajzj , wobei z = (z1, . . . , zk),a = (a0, a1, . . . , ak) ∈ Rk+1. Hierbeisoll der Bu
hstabe 
z` auf eine unbestimmte Variable verweisen, damit in der weiterenDiskussion eine Verwe
hslung mit den Variablen bzw- den Beoba
htungswerten für dieabhängige und die unabhängigen Variablen vermieden wird.Die Parameter der Modellglei
hung sollen nun aufgrund von empiris
hen Daten spe-zi�ziert werden. Dazu muss der Zustand der Modellvariablen für den Zusammenhangwiederholt gemessen werden. Es sollen daher n Beoba
htungen zur Bes
hreibung des Zu-sammenhangs vorliegen. Im S
hätzmodell wird angenommen, dass die gemessenen Datenals Ergebnis von Zufallsprozessen zustande kommen und dur
h Zufallsvariablen bes
hrie-ben werden können. Dabei werden für eine beliebige Modellvariable Z ∈ {Y,X1, . . . ,Xk}die Einzelmessungen unters
hieden, so dass im Extremfall jede Einzelmessung einer an-deren Wahrs
heinli
hkeitsverteilung folgen kann. Die Grundannahmen an den zufälligenMessprozess werden folgendermaÿen präzisiert.
49D.h. es ist zulässig, dass die unabhängigen Variablen eine ni
ht-lineare Funktion wiedergeben, z.B.

X1 = x,X2 = x2,X3 = x3.
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2 Theoretis
he GrundlagenDe�nition 2.2 Sei n ∈ N die Zahl der dur
hgeführten Einzelmessungen für die Modell-variable Z. Für jedes 1 ≤ i ≤ n ist die Zufallsvariable Zi ∶ Ω Ð→ R eine Beoba
htung. DieSti
hprobe wird dann vom n-Tupel (Z1, . . . ,Zn) der Beoba
htungen gebildet.Für ein ω ∈ Ω ist zi = Zi(ω) der Beoba
htungs- bzw. Merkmalswert und das n-Tupel
(z1, . . . , zn) = (Z1(ω), . . . ,Zn(ω)) ist das Sti
hprobenergebnis.Die Begri�e werden glei
hfalls auf die Familie der Modellvariablen (X1, . . . ,Xk, Y ) über-tragen. Wir spre
hen dann von einer Beoba
htung der Modellvariablen, von einer Sti
h-probe der Modellvariablen und so fort. Die Bedeutung ist im Folgenden immer aus demKontext erkennbar.In Anlehnung an die Begri�i
hkeiten der ökonomis
hen Theorie werden im Folgendendie Beoba
htungswerte für die abhängige Variable Y au
h als Outputs und die Beoba
h-tungswerte für die unabhängigen Variablen X1, . . . ,Xk als Inputs bezei
hnet.Wenn der funktionale Zusammenhang aufgrund der n Beoba
htungswerte ermittelt wer-den soll, ist zu berü
ksi
htigen, ob si
h Veränderungen in den Modellannahmen zwis
henden Beoba
htungen ergeben und ob zwis
hen den n Beoba
htungen Abhängigkeiten vor-liegen. Das S
hätzmodell der einfa
hen, linearen Regression ist dadur
h gekennzei
hnet,dass die Rahmenbedingungen si
h zwis
hen den Beoba
htungen ni
ht wesentli
h ändernund dass keine Abhängigkeiten bei den Störvariablen bestehen. Im Modell wird dazu ange-nommen, dass die Störvariablen εi paarweise unkorreliert sind und dass alle Störvariablendieselbe Streuung haben. Auÿerdem sollen die Störvariablen im Mittel vers
hwinden. Dader Zustand der unabhängigen Variablen, anders als bei experimentellen Situationen, nor-malerweise ni
ht vorgegeben werden kann, werden die unabhängigen Variablen ebenfallsals Zufallsvariable betra
htet.50 Da nur der Zusammenhang zwis
hen den unabhängigenund der abhängigen Variablen ges
hätzt werden soll, kommt es auf die Verteilung derunabhängigen Variablen X11, . . . ,Xnk ni
ht an, sondern vielmehr auf die Verteilung der
Y1, . . . , Yn unter gegebenen X11, . . . ,Xnk. Die Modellglei
hung ist dann als bedingte Mo-dellglei
hung zu sehen und die Verteilungsannahmen gelten ebenfalls bedingt unter gege-benem Sti
hprobenergebnis für die unabhängigen Variablen.Das S
hätzmodell der einfa
hen, linearen Regression51 kann nun unter Einbeziehungder n Beoba
htungen spezi�ziert werden. Dabei werden die Zusammenhangsglei
hungen50Zu den steuerbaren Zuständen können allerdings au
h die Zeitperioden bei Zeitreihen betra
htet wer-den, wenn ein Trend untersu
ht werden soll. Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 30.51Hier steht �einfa
he, lineare Regression� für das Modell der (engl.) �ordinary least squares regression�Im Unters
hied dazu kann im S
hätzmodell der verallgemeinerten, linearen Regression bzw. (engl.) �generalleast squares regression� ni
ht angenommen werden, dass die Varianzen für alle Beoba
htungen glei
h sind.In diesem Fall muss für eine unverzerrte S
hätzung der Parameters
hätzer mittels der Kovarianzmatrixtransformiert werden. Dazu ist aber vorauszusetzen, dass die Kovarianzmatrix au
h ges
hätzt werden kann.
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2 Theoretis
he Grundlagenfür die Beoba
htungen in Form einer Matrixglei
hung zusammengefasst.
Y =Xa + ε, (2.3)wobei
Y =
⎛⎜⎜⎜⎝

Y1

⋮

Yn

⎞⎟⎟⎟⎠
, X =

⎛⎜⎜⎜⎝

1 X11 ⋯ X1k

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

1 Xn1 ⋯ Xnk

⎞⎟⎟⎟⎠
, a =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a0

a1

⋮

ak

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
und ε =

⎛⎜⎜⎜⎝

ε1

⋮

εn

⎞⎟⎟⎟⎠
.

Auÿerdem soll die Verteilung der Störvariablen ε die Gauÿ-Markov-Bedingungen erfül-len. Diese stellen die folgenden Anforderungen:(GM.1) E(ε ∣X) = 0, d.h. bei gegebenen Sti
hprobenwerten für die unabhängigen Varia-blen ist der Erwartungswert aller Störvariablen 0. Da die bedingte Erwartungkonstant ist, folgt daraus insbesondere, dass ε1, . . . , εn sto
hastis
h unabhängigvon X11, . . . ,Xnk ist.(GM.2) E(εεT ∣X) = σ2I, d.h. bei gegebenen Sti
hprobenwerten für die unabhängigenVariablen gilt für alle 1 ≤ i ≤ n, dass Var εi = σ2 ∈ (0,∞] und die Störgröÿen sindpaarweise unkorreliert für h ≠ i.(GM.3) Die Matrix (X0)T (X0) ist fast-si
her regulär. Dabei ist
X0 =

⎛⎜⎜⎜⎝

X11 ⋯ X1k

⋮ ⋱ ⋮

Xn1 ⋯ Xnk

⎞⎟⎟⎟⎠die Sti
hprobenmatrix mit den Beoba
htungswerten für die unabhängigen Varia-blen. Die Variation der unabhängigen Variablen ist also in dem Maÿe unabhängig,dass in der Sti
hprobe keine relevante Abhängigkeit zwis
hen ihnen besteht.Die Unkorreliertheit vonX,ε in (GM.1) stellt si
her, dass der Ein�uss der gemeinsamenVerteilung der X11, . . . ,Xnk gering ist und somit verna
hlässigt werden kann.52Der Kleinste Quadrate-S
hätzer für die einfa
he, lineare Regression ist dadur
h de�-niert, dass er die Summe der Abstandsquadrate zwis
hen den Beoba
htungswerte für Yund der Modellfunktion f(⋅,a) in den Beoba
htungswerten für X1, . . . ,Xk minimiert.52Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 39f.
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2 Theoretis
he GrundlagenDe�nition 2.3 (Klassis
her Kleinste Quadrate-S
hätzer) Es sei das S
hätzmodell(2.3) mit den Verteilungsbedingungen (GM.1), (GM.2) und (GM.3) gegeben.Für das S
hätzmodell liege nun ein Sti
hprobenergebnis ((xi1, . . . , xik, yi)i; 1 ≤ i ≤ n)vor. Ein Parameter â ∈ Rk, der das Funktional
D2(a) = n

∑
i=1

(yi − f(xi,a))2, (2.4)d.h. die Summe der Abstandsquadrate bezügli
h der Modellglei
hung (2.2), minimiert,wird Kleinste Quadrate-S
hätzer für das S
hätzmodell der einfa
hen, linearen Regressiongenannt.Die Di�erenzen
ei(a) = yi − f(xi,a)zwis
hen den Outputs und den Funktionswerten in den Inputs werden als Residuen be-zei
hnet. Dabei werden die Funktionswerte ŷi = f(xi,a) als S
hätzwerte für die Outputsbetra
htet. Es gilt D2(a) =∑i e

2
i (a). Die Residuen im Kleinste Quadrate-S
hätzer werdenvereinfa
hend au
h als ei = ei(â) notiert.Der Kleinste Quadrate-S
hätzer stellt eine Orthogonalprojektion des Vektors der Sti
h-probenwerte für Y auf den Unterraum von Rk dar, der dur
h die Vektoren der Sti
hpro-benwerte für X1, . . . ,Xk aufgespannt wird.53 Er kann na
h der folgenden Formel bere
hnetwerden̂

a = (XTX)−1XTy, (2.5)wobei y = (y1, . . . , yn)T ∈ Rk der Vektor der Sti
hprobenwerte für Y ist. Die Inverse von
XTX existiert gemäÿ Bedingung (GM.3). Diese stellt auÿerdem si
her, dass der KleinsteQuadrate-S
hätzer eindeutig ist.54Es kann gezeigt werden, dass der Kleinste Quadrate-S
hätzer im S
hätzmodell der einfa-
hen, linearen Regression ein Optimum darstellt. Dabei kann die Güte unter vers
hiedenenPerspektiven na
hgewiesen werden. Diese Güteeigens
haften gelten später bei der FuzzyKleinste Quadrate-Regression häu�g nur no
h unter Eins
hränkungen. Im Hinbli
k auf die53Als Orthogonalprojektion hat â die günstige Eigens
haft, dass die Residuen si
h in der Summe geradeausglei
hen, es gilt ∑i ei = 0. Auÿerdem sind die Residuen für jede exogene Variable Xj orthogonal zumVektor der entspre
henden Sti
hprobenwerte x(j) = (xij)i, so dass eTx(j) = 0. Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S.95f.54Tatsä
hli
h kann der Kleinste Quadrate-S
hätzer allgemeiner mit der Moore-Penrose-Inversen X

T
Xbere
hnet werden, sofern die verallgemeinerte Inverse existiert. Der Kleinste Quadrate-S
hätzer ist dannaber im allgemeinen ni
ht mehr eindeutig.
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2 Theoretis
he GrundlagenUntersu
hung der Fuzzy-Regression bei einer Fuzzy-Modellierung von fehlerhaften Datenwird daher bei der Erörterung der Güteeigens
haften des Kleinste Quadrate-S
hätzerseine Vorauswahl getro�en. Der Hauptaugenmerk liegt bei den Eigens
haften, die dur
hDatenfehler beein�usst werden sowie bei den Eigens
haften, die ebenfalls auf einige deruntersu
hten Fuzzy-Methoden übertragen werden können. Da wir davon ausgehen müs-sen, dass die beoba
htete Situation das S
hätzmodell nur annähernd erfüllt, werden au
hAussagen über die Konvergenz der S
hätzung benötigt. Deshalb werden lokale und asym-ptotis
he Güteeigens
haften unters
hieden.Als lokale Güteeigens
haften sollen sol
he Eigens
haften des Kleinste Quadrate-S
hätzersgelten, die für ein und dieselbe Sti
hprobe na
hgewiesen werden können. Eine wesentli
helokale Eigens
haft ist die Approximationseigens
haft. Denn die Aufgabenstellung der li-nearen Regression kann zunä
hst auf die Lösung des Kleinste Quadrate-Problems gemäÿGlei
hung (2.4) aus De�nition 2.3 reduziert werden. Dies stellt eine Bes
hränkung auf dasreine Approximationsproblem dar, bei dem eine lineare Ausglei
hsgerade zu einer gege-benen Menge von Datenpunkten ((xi, yi); 1 ≤ i ≤ n) zu bestimmen ist. Mit der Summeder Fehlerquadrate D2(â) = ∑i ∣ei∣2 liegt darüber hinaus au
h eine Gütebewertung für dieApproximation vor, die bes
hreibt, wie gut die Outputs dur
h die Ausglei
hsfunktion an-genähert werden. Die Kleinste Quadrate-Ausglei
hsgerade kann als eine Art Mittelwertüber die mögli
hen Geraden betra
htet werden, die dur
h die Datenpunkte aufgespanntwerden. Dies lässt si
h damit motivieren, dass die Lösung des Optimierungsproblems
min{a ∈ R ∣ ∑i(xi − a)2} gerade dur
h den Mittelwert x⋅ über die xi gegeben ist.Aus einer allgemeinen Warte betra
htet ist eine Ausglei
hsfunktion eine Funktion auseiner festgelegten Menge von interessierenden Funktionen, die die gegebenen Daten best-mögli
h annähert. Die bestmögli
he Annäherung wird im allgemeinen dur
h Minimiereneiner Distanzfunktion bestimmt. Im vorliegenden Fall der klassis
hen Kleinste Quadrate-Approximation ist die Distanzfunktion dur
h das Quadrat der euklidis
hen Norm ∣∣ ⋅ ∣∣2bestimmt. Mit Hilfe von Ausglei
hsfunktionen kann untersu
ht werden, wel
he der vorge-gebenen Funktionen die Punkte einer Datenwolke gut 
harakterisiert. Dabei werden keineweiteren Annahmen bzgl. der Struktur der Daten aufgestellt. Mit einer Ausglei
hsfunktionkönnen daher nur Zusammenhänge innerhalb der aktuell vorliegenden Daten identi�ziertwerden. Diese können als Hinweise für quantitative Strukturen in den Daten aufgefasstwerden, sind aber ni
ht dazu geeignet, einen funktionalen Zusammenhang zu belegenoder gar zu überprüfen. Insbesondere können bei einer Ausglei
hsgeraden keine Aussagendarüber getro�en werden, inwieweit die Kleinste Quadrate-Parameter den �wahren� Zu-sammenhang bes
hreiben. Sol
he Analysen und die davon abzuleitenden Ergebnisse sindnur im Rahmen eines S
hätzmodells mögli
h.55 Es ist daher notwendig die unters
hied-55In einem S
hätzmodell kann z.B. der �wahre� Wert für einen Beoba
htungswert modelliert werden,
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2 Theoretis
he Grundlagenli
hen Ansätze genau zu unters
heiden. Für die Kleinste Quadrate-Ausglei
hsgerade sollim Folgenden die Bezei
hnung Kleinste Quadrate-Approximation und für die zugehörigenParameter die Bezei
hnung Approximationsparameter reserviert sein. Im Unters
hied da-zu liegt eine Kleinste Quadrate-S
hätzung nur dann vor, wenn diese im Bezug auf einS
hätzmodell wie hier dem S
hätzmodell der einfa
hen, linearen Regression (2.3) mit denVerteilungsbedingungen (GM.1), (GM.2) und (GM.3) bestimmt wurde. Nur dann werdenwir von Parameter-S
hätzern spre
hen.Die Verteilungseigens
haften des S
hätzmodells stellen si
her, dass der Kleinste Quad-rate-S
hätzer in der Nähe der erwarteten Parameter liegt. Gemäÿ des Satzes von Gauÿ-Markov gilt für den Kleinste Quadrate-S
hätzer unter den Gauÿ-Markov-Bedingungendie Eigens
haft, dass er BLUE ist, d.h. er ist erwartungstreu und unter allen linearenS
hätzern im S
hätzmodell derjenige mit der kleinsten Varianz (engl. �best linear unbiasedestimator �).56Ganz allgemein kann hinsi
htli
h der Emp�ndli
hkeit der Parameter-S
hätzer auf Ände-rungen in den Daten festgehalten werden, dass die Parameters
hätzung tendenziell besserausfällt, wenn die Sti
hprobenwerte in X1, . . . ,Xk stärker streuen. Hingegen steigt der An-passungsfehler für den A
hsenabs
hnitt a0, je weiter die X-Werte vom Ursprung entferntsind. Da in der ökonometris
hen Praxis die X-Werte oft weit vom Nullpunkt entferntsind, ist die S
hätzung des absoluten Glieds meist sehr unzuverlässig.57Weitere lokale Eigens
haften des Kleinste Quadrate-S
hätzers liegen nur dann vor, wenndie Störvariablen normalverteilt sind, d.h. wenn gilt
∀ 1 ≤ i ≤ n ∶ εi ∼ N(0, σ2) (2.6)Unter der Normalverteilungsannahme gilt, dass die Kleinste Quadrate-Parameters
hät-zer auÿerdem mit den Maximum Likelihood-S
hätzern identis
h sind. Daraus kann insbe-sondere gefolgert werden, dass die Parameter-S
hätzer unter dieser Voraussetzung sogare�zient sind, d.h. erwartungstreu und unter allen erwartungstreuen S
hätzern haben siekleinste Varianz.58Bei gegebener Sti
hprobenmatrixX sind die Parameter-S
hätzer, wenn wir sie als Funk-tionen von Zufallsvariablen betra
hten, unter der Normalverteilungsannahme ebenfallsnormalverteilt. Dies gilt ebenfalls für jede Linearkombination der Parameters
hätzer.59Als wi
htigste Folgerung daraus lässt si
h die Varianz der Störvariablen aus den Da-indem er mit dem Erwartungswert der Verteilung der Beoba
htung identi�ziert wird.56Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 109.57Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 60f.58Vgl. ebd. S. 72.59Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 111.
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2 Theoretis
he Grundlagenten s
hätzen, indem die Verteilung der Teststatistik in Gestalt der F -Verteilung analy-tis
h bestimmt und damit Kon�denzberei
he für die S
hätzwerte bere
hnet werden. Aufdieser Grundlage können dann s
hlieÿli
h au
h Tests für lineare Hypothesen wie z.B.
a1 = ⋯ = ak = 0 konstruiert werden.60Die asymptotis
hen Güteeigens
haften beziehen si
h auf das Konvergenzverhalten desKleinste Quadrate-S
hätzers bei Vergröÿerung der Sti
hprobe, d.h. für n → ∞. Eine we-sentli
he Forderung ist der Na
hweis der Konsistenz des Parameter-S
hätzers. Diese liegtdann vor, wenn der Parameter-S
hätzer bei wa
hsender Sti
hprobengröÿe sto
hastis
hgegen den zu s
hätzenden Parameter konvergiert, d.h. wenn gilt P-limn→∞ â = a. Dur
hVergröÿerung der Sti
hprobe kann also im S
hätzmodell der zugrundeliegende Parameterbeliebig nah approximiert werden. Der Kleinste Quadrate-S
hätzer ist konsistent, wenndie Folge der unabhängigen Variablen einer Bes
hränktheitsbedingung genügen und wennhinrei
hend viele Beoba
htungen vom Sti
hprobenmittel abwei
hen.61Meistens erfüllen die Beoba
htungen bzw. die Störvariablen εi in den Modellglei
hun-gen des S
hätzmodells in der Realität die Normalverteilungsannahme (2.6) ni
ht, sondernwei
hen mehr oder weniger davon ab. Die Normalverteilung der Störvariablen kann dannaber no
h als asymptotis
he Eigens
haft si
hergestellt werden, sofern die εi die Bedingun-gen des zentralen Grenzwertsatzes erfüllen. Demna
h stellt die Normalverteilung eine guteApproximation für die gemeinsame Verteilung der Summe einer Vielzahl von Zufallsvaria-blen dar, die je für si
h unbedeutend und die weitgehend voneinander unabhängig sind.62Eine typis
he Anforderung ist z.B., dass die Störvariablen sto
hastis
h unabhängig undidentis
h verteilt sind. Wenn der zentrale Grenzwertsatz für die εi gilt, dann hat das zurFolge, dass au
h die Parameter-S
hätzer asymptotis
h normalverteilt sind. Wenn die Stör-e�ekte unabhängig und eher klein oder überwiegend symmetris
h sind, dann kann häu�gbereits bei relativ kleinen Sti
hproben � s
hon ab mehr als fünf Beoba
htungen � davonausgegangen werden, dass die Normalverteilungsannahme hinrei
hend gut erfüllt ist.63 DieKonvergenz vers
hle
htert si
h, je s
hiefer die Einzelverteilungen sind. Die Bedingungendes zentralen Grenzwertsatzes sind klar verletzt, wenn die Verteilungen �di
ke S
hwänze�(engl. �fat tails�) haben, d.h. wenn beliebig groÿe Auss
hläge mit einer gewissen Häu�gkeitvorkommen. Unter den Bedingungen des zentralen Grenzwertsatzes gilt, dass der Kleins-te Quadrate-S
hätzer asymptotis
h glei
h dem Maximum Likelihood-S
hätzer und somitau
h asymptotis
h e�zient ist. Mit Hilfe der asymptotis
hen Konvergenz kann au
h dieApproximation von Kon�denzberei
hen und die Konstruktion von Tests dur
hgeführt wer-60Allgemein können Test für Hypothesen Kν = γ mit K ∈ Rl×(k+1),γ ∈ Rl konstruiert werden.61S
hneeweiÿ [1990℄ führt beispielsweise den Na
hweis unter der Bedingung, dass für dieMomentenmatrix
M (n) = 1

T
X
T
X gilt limn→∞M

(n) existiert und fast si
her regulär ist (S. 92f).62Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 40.63Vgl. ebd. S. 62. Der Hinweis bezieht si
h dort vor allem auf die lineare Regression über Zeitreihen.
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2 Theoretis
he Grundlagenden. Da zur Bestimmung der Kon�denzberei
he aber au
h der Streuungss
hätzer benötigtwird, verlangsamt si
h bei den beiden letzteren Anwendungen allerdings die Konvergenz-ges
hwindigkeit. Unter günstigen Bedingungen kann ab mehr als 30 Beoba
htungen voneiner hinrei
henden Konvergenz ausgegangen werden.64Im Hinbli
k auf die Modellierung von Fehlern in den Daten stellt das Ausreiÿerproblemein interessantes Beispiel für die Verletzung der Annahmen im S
hätzmodell der einfa
hen,linearen Regression dar. Als Ausreiÿer werden Beoba
htungswerte bezei
hnet, die ni
htin eine erwartete Messreihe passen oder allgemein ni
ht den Erwartungen entspre
hen.Da die Abstände zu allen Sti
hprobenwerten mit dem glei
hen Gewi
ht in die KleinsteQuadrate-S
hätzung ein�ieÿen, reagiert diese sensitiv auf einzelne Punkte, die abseits vonden anderen Beoba
htungswerten liegen.65 Ausreiÿer können daher einen starken E�ektauf die Qualität der Kleinste Quadrate-S
hätzung haben. Der glei
he E�ekt ist vor demHintergrund des S
hätzmodells unters
hiedli
h zu beurteilen, je na
hdem worin die Ursa-
he für den Ausreiÿer besteht. Ausreiÿerwerte sind au
h im Rahmen des S
hätzmodellsmögli
h, wenn die Sti
hprobenwerte seltene Werte der Verteilung annehmen oder wenn dieSti
hprobe im Verhältnis zur Streuung der Beoba
htungen zu klein ist oder insgesamt dievorliegende Sti
hprobe besonders ungünstig ausgefallen ist. Andererseits können Ausrei-ÿer au
h darauf zurü
kgehen, dass die statistis
hen Begri�e zu weit gefasst sind und daherstarke Inhomogenitäten vorkommen, oder dass die Beoba
htungswerte sehr ungenau sind.S
hlieÿli
h können Ausreiÿer dadur
h verursa
ht sein, dass die Normalverteilungsannah-me si
h au
h approximativ ni
ht halten lässt oder dass die Umweltbedingungen si
h imLaufe der Messreihe erhebli
h geändert haben. Ausreiÿerwerte werden uns im Folgendenunter anderem no
h unter dem Sti
hwort von singulären Fehlern in den Daten bes
häf-tigen. Das Hauptinteresse wird aber eher bei vers
hmutzten Daten liegen, bei denen voneiner Ungenauigkeit jedes Beoba
htungswertes auszugehen ist.Zusammenfassend ist festzuhalten, dass die Kleinste Quadrate-S
hätzung auf des Ba-sis des einfa
hen, linearen S
hätzmodells si
h trotz der aufgeführten S
hwä
hen in realenSituationen häu�g als re
ht stabil bei Abwei
hungen von den Grundannahmen erweist.Die Vorzüge der Kleinste Quadrate-Regression speisen si
h aber überwiegend daraus,dass die Normalverteilungsannahme zumindest asymptotis
h gewährleistet ist. Wenn dieNormalverteilungsannahme ni
ht aufre
ht erhalten werden kann, können keine Kon�denz-berei
he mehr bestimmt werden, so dass ein zuverlässiges Testen ni
ht mehr zu begründenist.66 In diesem Fall verbleiben im wesentli
hen die lokalen Eigens
haften, d.h. die BLUE-64Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 66f.65Im ungünstigsten Fall kann ein einzelner, separat liegender Punkt sogar eine Drehung der Regressions-geraden um 90 ° verursa
hen. Vgl. das Beispiel in Sen und Srivastava 1990, S. 12.66Es kann daher sinnvoll sein, zu robusten S
hätzverfahren überzugehen, die zwar bei normalverteilten εini
ht optimal sind, die aber bei Abwei
hungen von der Normalverteilung oft genauere S
hätzungen liefern
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2 Theoretis
he GrundlagenEigens
haften und die Bestimmtheit bzw. die Approximationsgüte, von den asympto-tis
hen Eigens
haften verbleibt zunä
hst die Konsistenz. Da insbesondere gerade dann,wenn die Datenqualität s
hle
ht ist, die Sti
hprobe im Bezug auf die Zahl der erfor-derli
hen Variablen im S
hätzmodell klein ist, hat der Na
hweis lokaler Eigens
haftengrundsätzli
h Priorität, weil diese au
h bei kleinen Sti
hproben gelten.2.2.2 Auswirkungen von Fehlern in den DatenAnhand des klassis
hen Fehlermodells für die lineare Regression kann einerseits gezeigtwerden, wie Fehler in den Daten übli
herweise in das S
hätzmodell integriert werden.Andererseits kann damit illustriert werden, wel
he E�ekte additive Fehler in den unab-hängigen Variablen auf den Kleinste Quadrate-S
hätzer haben. Insgesamt gibt dies einigeHinweise darauf, wel
hen Ein�uss Datenuns
härfen auf die Aussagefähigkeit der linearenRegression haben.Die klassis
he Fehlermodellierung basiert auf der Zerlegung in eine Zufallskomponenteund eine mittlere deterministis
he Komponente, aus denen der mittlere quadratis
he Ge-samtfehler MSE bei der Datenmessung ermittelt wird.67 Fehler in den Daten liegen aufModellebene dann vor, wenn alle Beoba
htungen in der Sti
hprobe von den Fehlerein�üs-sen gestört sind. Singuläre Fehlere�ekte sind na
h Mögli
hkeit vorab bei der Bereinigungder Rohdaten dur
h entspre
hende Transformationen oder dur
h Abs
hneiden von Aus-reiÿerwerten auszus
halten.Es wird zunä
hst der Fall betra
htet, dass der mittlere deterministis
he Fehler einerelevante Gröÿenordnung errei
ht und dass keine Zufallsfehler zu berü
ksi
htigen sind.Per de�nitionem ist der mittlere deterministis
he Fehler hö
hstens eine Funktion des�wahren� Beoba
htungswertes. Der mittlere deterministis
he Fehler soll daher dur
h einelineare Funktion approximiert werden.68 Die fehlerhafte Beoba
htung Xij für ein Merkmal
j ergibt si
h damit als

Xij = νj + ϕjX
∗
ij , (2.7)wobei νj, ϕj ∈ R der absolute bzw. der relative Fehler und X∗ij die Zufallsvariable der�wahren� Beoba
htung ist, die hinter Xij verborgen ist. Was passiert nun, wenn weiterhindas einfa
he, lineare S
hätzmodell ohne Fehler in den Variablen unterstellt und die klassi-s
he Kleinste Quadrate-S
hätzung dur
hgeführt wird? Die Transformation der Parameterim S
hätzmodell aufgrund der Verwendung der fehlerhaften Beoba
htungen erhalten wir,als die Kleinste Quadrate-Methode. Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 109.67Vgl. Formel (2.1) auf Seite 20.68Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 216�.
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2 Theoretis
he Grundlagenwenn wir die Fehlerglei
hung (2.7) na
h X∗ij au�ösen und in das ursprüngli
he S
hätzmo-dell einsetzen. Damit erhalten wir die verfäls
hten Parameter
a′0 = a0 − ajϕj

νj und a′j = 1

ϕj

ajFalls die Daten zur abhängigen Variablen fehlerhaft gemessen werden, also falls Yi =
ζ + ξY ∗i , dann werden die verfäls
hten Parameter

a′0 = ξa0 + ζ und a′j = ξaj (1 ≤ j ≤ k)induziert. Auÿerdem wird bei fehlerhafter abhängiger Variable die Störvariable und ins-besondere au
h deren Streuung um den Proportionalitätsfaktor ξ bzw. ξ2 transformiert.In beiden Fällen überträgt si
h die lineare Transformation der Parameters
hätzer ana-log auf die jeweiligen Streuungss
hätzer der Koe�zienten. Die Strukturbedingungen desS
hätzmodells werden also infolge von deterministis
hen Fehlern ni
ht verändert.Da der A
hsenabs
hnitt a0 in der Regel sehr stark streut und daher ni
ht für die In-terpretation herangezogen wird, sind insgesamt vor allem relative deterministis
he Fehlerrelevant, die auÿerhalb einer Umgebung von 1 liegen. Dann erhalten wir gegenüber dem�wahren� Parameter verzerrte Parameter, die au
h asymptotis
h verzerrt sind. Die S
här-fe von Tests auf der Basis der übli
hen Streuungss
hätzer wird hingegen ni
ht berührt,da die lineare Transformation ohne Verzerrungen übertragen wird. Die gesamte Herlei-tung basiert allerdings wesentli
h darauf, dass Veränderungen der Fehler zwis
hen denBeoba
htungen einer Merkmalsvariable verna
hlässigt werden können.Mit s
hwerwiegenderen Folgen ist zu re
hnen, wenn davon auszugehen ist, dass dieFehler in den Daten von Beoba
htung zu Beoba
htung variieren, denn das zieht regelmäÿigeine Verzerrung der Kleinste Quadrate-Parameter na
h si
h. Die Auswirkungen könnenna
hgewiesen werden, indem ein S
hätzmodell spezi�ziert wird, das zufällige Fehler inden Variablen berü
ksi
htigt. Eine fehlerhafte Beoba
htung Xij für ein Merkmal j sei nunbes
hrieben dur
h
Xij =X∗ij + ψε

ij, (2.8)wobei die Zufallsvariable ψε
ij ein zufälliger Messfehler und X∗ij die Zufallsvariable der�wahren� Beoba
htung ist, die hinter Xij verborgen ist.Wansbeek und Meijer [2003℄ verwenden die Modellierung in Glei
hung (2.8) glei
hran-gig sowohl für �wahre� Beoba
htungen X∗ij, die grundsätzli
h messbar wären, als au
hfür Theorievariable, die selber ni
ht operationalisierbar sind.69 In beiden Fällen liegen im69Vgl. Wansbeek und Meijer 2003, S. 162. 39



2 Theoretis
he Grundlagenbetra
hteten S
hätzmodell keine Beoba
htungswerte vor, so dass sie �latente� Variable imModell darstellen. Im Li
ht der eingangs getro�enen Unters
heidung zwis
hen Ungenauig-keit und Vagheit auf Seite 16 sind aber Zweifel an dieser Glei
hsetzung angebra
ht. Diesebasiert auf der Annahme, dass die Di�erenz zwis
hen den vorliegenden Beoba
htungs-werten und den zugehörigen Werten der �latenten� Variablen eindeutig bestimmt und aufeiner reellwertigen Skala abgetragen werden kann. Die Bestimmung eines sol
hen reell-wertigen Abstands mag auf der Grundlage des festgelegten Messverfahrens bei Fehlernin den Daten no
h gelingen. Die Quanti�zierung des Unters
hieds zwis
hen theoretis
henBegri�i
hkeiten, von denen nur eine operationalisierbar ist, muss hingegen rein hypothe-tis
h ers
heinen. Im allgemeinen kann weder vorausgesetzt werden, dass der Unters
hiedskalierbar ist, no
h dass die Unters
hiede si
h eindimensional als Abwei
hung na
h obenbzw. na
h unten erfassen lassen.Im �klassis
hen Messfehlermodell�70 als dem einfa
hsten Modell mit sto
hastis
hen Feh-lern in den Variablen setzen wir voraus, dass die �wahren�, aber unbekannten Merkmals-variablen das Grundmodell der linearen Regression erfüllen mit
Y = (X∗)Ta∗ + ε∗,wobei Y der Sti
hprobenvektor für die abhängige Variable, X∗ die Sti
hprobenmatrixfür die unabhängigen Variablen der �wahren� Werte, a∗ die �wahren� Parameter und

ε∗ der Vektor der Störvariablen des �wahren� Zusammenhangs sind. Das unverfäls
hteS
hätzmodell entspre
he der einfa
hen, linearen Regression, d.h. dafür gelten die Gauÿ-Markov-Bedingungen (GM.1), (GM.2) und (GM.3). Für die zufälligen Fehler ψε
ij gelte,dass sie sto
hastis
h unabhängig sind, dass für alle 1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ k gilt Eψε

ij = 0 und
Varψε

ij = ρ2j , wobei ρ2j = 0 genau dann, wenn in den Beoba
htungen für das Merkmal jkein Fehler vorliegt. Ferner gelte für alle i, j, dass Cov(X∗ij , ψε
ij) = Cov(ε∗i , ψε

ij) = 0.S
hon in diesem Modell, bei dem die mögli
hen Abhängigkeiten auf ein Minimum re-duziert sind, führen die Fehler bei einer S
hätzung aufgrund der vorliegenden Sti
hprobe
(X,Y) zu einer Abhängigkeit der exogenen Variablen X und der Störvariablen. Denn esgilt
70Vgl. Angrist und Krueger 1999, S. 1340.

40



2 Theoretis
he Grundlagen
Y =XTa + ε mit ε = ε∗ −ψεa∗, (2.9)wobei
ψε =

⎛⎜⎜⎜⎝

1 ψε
11 ⋯ ψε

1k

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

1 ψε
n1 ⋯ ψε

nk

⎞⎟⎟⎟⎠
,dabei seien a der Parametervektor und ε der Vektor der Störvariablen im transformier-ten S
hätzmodell, in dem die Fehler in den Variablen berü
ksi
htigt werden. Infolge derAbhängigkeit zwis
hen X und ε führt die Kleinste Quadrate-Approximation zu Parame-ters
hätzungen, die ni
ht erwartungstreu und zudem ni
ht konsistent sind und somit au
hasymptotis
h ni
ht gegen den �wahren� Parameter konvergieren.71Bei einer univariaten Regression mit nur einer exogenen Variablen wird bei einer naivenRegression von Y auf X , wenn die Fehler in der unabhängigen Variable ni
ht bea
htetwerden, tatsä
hli
h die folgende Modellglei
hung ges
hätzt72

Y = a′0 + a∗1λX1 + ε, wobei λ = Cov(X∗1 ,X1)
VarX1

= VarX
∗
1

VarX1

.Für die verallgemeinerte Formulierung auf der Ebene der Modellglei
hung ist zu bea
hten,dass für alle 1 ≤ i ≤ n gilt Var(ψε
i1) = ρ21 = Var(ψε

1), dies gilt entspre
hend au
h für
Var(X∗1 )73. Die Verzerrung im Steigungsparameter ergibt si
h damit als (1 − λ) < 174.Ein positiver Steigungskoe�zient a1 > 0 wird also na
h unten verzerrt und ein negativerSteigungskoe�zient a1 < 0 na
h oben. Komplementär dazu wird der A
hsenabs
hnitt dann71 Zur Spezi�kation des klassis
hen Fehlermodells vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 218�. Die Situation istverglei
hbar mit einer Miss-Spezi�kation dur
h Auss
hluss einer exogenen Variablen Xk+1, nämli
h
Xk+1 = − 1

ak+1
(a∗0 + ∑

k
j=1 a

∗
jψ

ε
j)
T , wobei ψεj die Variable für die Variablen in der allgemeinen Modellglei-
hung darstellt. Dort gilt: je stärker die Korrelation zwis
hen einer verbleibenden Variablen Xj und derausges
hlossenen exogenen Variablen Xk+1 ist und je stärker der Zusammenhang zwis
hen Xk+1 und Yist, desto stärker wei
ht der ges
hätzte Parameter â∗j im fehlspezi�zierten Modell vom Parameter âj imvoll spezi�zierten Modell ab. Zudem ist der Kleinste Quadrate-S
hätzer â∗j ni
ht erwartungstreu. Im uni-variaten Modell gilt, dass bei positiver Korrelation von X1,X2 der A
hsenabs
hnitt unters
hätzt und dieSteigung übers
hätzt wird; bei negativer Korrelation sind die Parameter in die jeweils entgegengesetzteRi
htung verzerrt. Sind alle exogenen Variablen unkorreliert bzw. orthogonal, so verursa
ht eine fäls
hli
hausges
hlossene Variable keinen E�ekt auf die Parameterkoe�zienten der verbleibenden Variablen. Vgl.S
hneeweiÿ 1990, S. 148�.72Vgl. Angrist und Krueger 1999, S. 1341.73Alternativ kann vorausgesetzt werden, dass die ψεij bzw. die X∗ij für alle i, j identis
h verteilt sind.74Die Verzerrung ist demna
h umso gröÿer, je gröÿer der relative Fehler von X1 gemessen an dem Ver-hältnis τ2 = Var(ψε

1
)

Var(X∗
1
)
ist. Für den verzerrten Parameter der univariaten Glei
hung gilt dann a′1 = a1λ =

a1(1 + τ2)−1
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2 Theoretis
he Grundlagen
PSfrag repla
ements

x∗1 x∗2 ⋯ x∗6

f(x∗, a)
f(x, a)

Eigene Darstellung in Anlehnung an S
hneeweiÿ 1990, S. 224.Abbildung 2.2: Verzerrung der Parameters
hätzer bei klassis
hen, zufälligen Fehlern �Jeder der �wahren� Werte x∗1 , x∗2 , . . . , x∗6 wurde zweimal beoba
htet undzwar jeweils einmal mit einem positiven und einmal mit einem negativenFehler vom selben Betrag.betragsmäÿig zu ho
h ges
hätzt. Dieses Phänomen wird wegen des Dämpfungse�ekts au
hAttenuation75 genannt. Der Verzerrungse�ekt wird in Abbildung 2.2 an einem einfa
henBeispiel illustriert.Im multivariaten Fall hat die Summe über alle Steigungsparameter ebenfalls asympto-tis
h eine Verzerrung gegen 0. Der Vektor der S
hätzwerte liegt dabei in einem Halbraum,der dur
h eine Hyperebene dur
h den Vektor der �wahren� Parameter na
h oben begrenztwird.76 Insbesondere können einzelne Parameters
hätzer weiter vom Nullpunkt entferntsein als der �wahre� Koe�zient. Dies gilt selbst dann, wenn die entspre
hende Varia-ble selber fehlerfrei beoba
htet wurde. Die Varianz der �wahren� Störvariablen ε∗ wirdhingegen asymptotis
h übers
hätzt77, demzufolge sind die Kon�denzberei
he für die Pa-rameterwerte ebenfalls asymptotis
h verzerrt und die Aussagekraft der Signi�kanztestswird verfäls
ht.Eine gesonderte Betra
htung des E�ektes eines sto
hastis
hen Fehlers in der abhängigenVariablen Y kann entfallen, da dieser unter den Annahmen des �klassis
hen Fehlermodells�75Der Begri� wird hauptsä
hli
h in der englis
hspra
higen Literatur verwendet, vgl. Wansbeek und Meijer2003, S. 164. Da die Wortbedeutung als sol
he au
h im deuts
hen Spra
hraum verwendet wird, wurde sie alsBezei
hnung übernommen, vgl. Duden (1999�2004): Das Fremdwörterbu
h, aktualisierte Online-Ausgabe,Dudenverlag: Mannheim; Zugri� über Munzinger-Online am 25. November 2009.76Vgl. Wansbeek und Meijer 2003, S. 164. Es kann gezeigt werden, dass die Verzerrung in einer exogenenVariablen si
h erhöht, wenn die Korrelation mit den übrigen beoba
hteten Variablen stark ist oder wennsi
h die unabhängige Varianz des �wahren� Anteils aufgrund der Korrelation mit den übrigen Variablenverringert. Glei
hzeitig kann die Verzerrung aber au
h dadur
h abges
hwä
ht werden, dass die Ladungin der Variable den entgegengesetzten Bias in den übrigen Variablen, die dur
h Fehler in den Variablenverursa
ht werden, anteilig kompensiert, vgl. dazu Grili
hes 1986, S. 1479.77Auÿerdem wird die Quadratsumme des erklärten Teils der Regression und damit au
h R2 asymptotis
hunters
hätzt. Vgl. Wansbeek und Meijer 2003, S. 164.
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2 Theoretis
he Grundlagenwegen der sto
hastis
hen Unabhängigkeit von ψε
Y und ε∗ zur Störvariable gere
hnet wer-den kann und dort zunä
hst nur zu einer Erhöhung des Standardfehlers der Regressionführt. Falls die Messfehler in Y ni
ht klassis
h sind, dann sind die Regressionsparame-ter verzerrt, wobei die Verzerrung der Parameter gerade den Parametern einer virtuellenRegression des Messfehlers in Y auf die unabhängigen Variablen X1, . . . ,Xk entspri
ht.78Liegen andere Fehlerstrukturen vor als im �klassis
hen Messfehlermodell�, können völ-lig andere Verzerrungse�ekte auftreten. So können, beispielsweise bei der Verwendungvon �Pro Kopf�-Gröÿen, sowohl die abhängige als au
h eine unabhängige Variable densel-ben fehlerhaften Messwert im Nenner haben. Dies führt dazu, dass bei einem �wahren�Parameter 0 die ges
hätzten Parameter gegen 1 verzerrt sind.79Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass sowohl deterministis
he als au
h zu-fällige Fehler in den Variablen zu asymptotis
hen Verzerrungen bei den Kleinste Quadrate-Parameter linearen Regression führen, wenn die Fehlerein�üsse verna
hlässigt werden. Vorallem der S
hätzer für den A
hsenabs
hnitt wird dur
h Fehler verzerrt und zwar sowohlbei deterministis
hen als au
h bei zufälligen Messungenauigkeiten. Da â0 au
h auf andereEin�üsse sensitiv reagiert, hat er für die Interpretation des S
hätzergebnisses allerdingswenig Bedeutung. Bei den Steigungsparametern ergeben si
h Verzerrungen, wenn relati-ve deterministis
he Fehler oder zufällige Fehler vorliegen. Dabei kann s
hon ein geringerzufälliger Fehler erhebli
he Verzerrungen verursa
hen, wenn dieser stark mit den vorlie-genden Beoba
htungen für die Merkmalsvariablen korreliert ist. Darüber hinaus wirkt si
hdie Verzerrung auf die S
hätzung aller Parameter im Modell aus, so dass au
h die Zusam-menhangsstruktur der Steigungsparameter berührt ist. Zudem verzerren Messfehler au
hden S
hätzer für die Parameterkovarianz und die damit ermittelten Kon�denzberei
he.Alle S
hätzer sind ni
ht konsistent, so dass die Verzerrungen ni
ht ausgeräumt werdenkönnen, indem die Sti
hprobe vergröÿert wird. Hingegen wirken si
h deterministis
heFehler nur lokal auf den zugehörigen S
hätzer aus, wobei die Qualität des entspre
hendenSigni�kanztests unberührt bleibt.Um zu unverzerrten Parameter-S
hätzern bei Fehlern in den Variablen zu kommen,müssen zusätzli
he Informationen vorliegen. Der Ein�uss eines deterministis
hen Fehlerskann nur dann korrigiert werden, wenn dieser quantitativ bestimmt wurde, so dass dasModell entspre
hend transformiert werden kann. Bei zufälligen Fehlern in den Variablenist ein unverzerrten S
hätzer für den Steigungsparameter dann bestimmbar, wenn obe-re Grenzen für die Fehlervarianzen angegeben werden können. Alternativ ist au
h eineS
hätzung mit Hilfe von Instrumentvariablen mögli
h80.78Vgl. Angrist und Krueger 1999, S. 1341.79Vgl. Angrist und Krueger 1999, S. 1343.80Wansbeek und Meijer [2003℄ umreiÿen die Mögli
hkeiten umfassender: �when sear
hing for 
onsistent
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2 Theoretis
he GrundlagenDas klassis
he Fehlermodell für die lineare Regression stellt eine starke Idealisierungdar, mit der insbesondere gezeigt werden kann, dass variierende Fehler in den Beoba
h-tungen zu erhebli
hen Verzerrungen der ges
hätzten Parameter und der Signi�kanztestsführen können, sobald aufgrund der Fehlervariabilität eine Korrelation mit der Störvaria-blen entsteht. Dabei kann die Variabilität von Fehlern in den Variablen im S
hätzmodellnur dadur
h abgebildet werden, dass die Fehler als Zufallsvariable aufgefasst werden.S
hneeweiÿ [1990℄ motiviert z.B. die Modellierung von zufälligen Fehlern so: �Folgen der-artige Strukturbrü
he [DN: aufgrund von sprunghaften We
hseln in den Fehlerein�üssen℄ras
h aufeinander, dann können sie u.U. den Charakter von Zufallss
hwankungen anneh-men�.81 Grundsätzli
h kann eine unverzerrte S
hätzung nur dann errei
ht werden, wenndas Modell ri
htig spezi�ziert ist. Die Spezi�kation von Fehlerein�üssen erfolgt aber in derRegel in Ergänzung zu der Spezi�kation der �eigentli
hen� Modellzusammenhänge. Grili-
hes [1986℄ weist daher darauf hin, dass die Korrektheit der Spezi�kation von Messfehlernin den Daten davon abhängt, ob die Annahmen über die eigentli
hen Modellvariablenkorrekt sind.82 In der Konsequenz stellt si
h die Frage, ob die di
hotome Abbildung vonFehlern in den Beoba
htungen als deterministis
he Fehler einerseits und als zufällige Fehlerandererseits rei
hhaltig genug ist, um den Ein�uss von Fehlern bei der linearen Regressionangemessen zu bes
hreiben. Die Frage na
h den Unzulängli
hkeiten bei der ökonometri-s
hen Spezi�kation von Fehlerein�üssen wird in Abs
hnitt 2.3 wieder aufgegri�en underörtert.2.3 Kritik am ökonometris
hen FehlermodellIn Abs
hnitt 2.1 wurde motiviert, dass grundsätzli
h davon ausgegangen werden kann,dass wirts
haftsstatistis
he Beoba
htungsdaten Fehler enthalten. Dabei steigt bei der Ver-wendung von Mikrodaten in mikroökonometris
hen Modellen die Bedeutung von Messfeh-lern für die Güte der Parameters
hätzungen � sowohl hinsi
htli
h ihres relativen Anteilsals au
h hinsi
htli
h ihrer Streuung. Denno
h werden Datenungenauigkeiten und derenEin�uss auf die S
hätzgenauigkeit bei ökonometris
hen Datenanalysen häu�g verna
hläs-sigt.83 Anhand des klassis
hen Fehlermodells wurde in Abs
hnitt 2.2.2 illustriert, dassestimators, additional information, instruments, nonnormality, or additional stru
ture (...) are desirable�(S. 166). Falls alle Sti
hprobenwerte im selben Orthanten liegen, dann liegt der unverzerrte Parameter-s
hätzer in dem Polygon, das dur
h die k + 1 Parametervektoren aufgespannt wird, die man erhält, wennman den Kleinste Quadrate-S
hätzer für die einfa
he, lineare Regression für jede Modellvariable auf dieübrigen Variablen bere
hnet. Vgl. ebd. S. 165.81Vgl. S
hneeweiÿ 1990, S. 218.82Vgl. Grili
hes 1986, S. 1485.83Auf einen allzu sorglosen Umgang mit empiris
hen Daten bei ökonometris
hen Analysen wird von ver-s
hiedenen Autor/innen aufmerksam gema
ht. Als exemplaris
he Beispiele sei hier verwiesen auf [Pesaran
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2 Theoretis
he Grundlagenvor allem zufällig variierende Fehler in den Daten zu Korrelationen mit der Störvariablensowie zu Verzerrungen der Parameter-S
hätzer und der Signi�kanztests führen. In diesemAbs
hnitt wurde bereits Kritik an der Modellierung der Fehlerein�üsse im ökonometri-s
hen S
hätzmodell angebra
ht, das nur eine Unters
heidung in vollständig funktionalbestimmte, deterministis
he Fehler in den Merkmalsvariablen ηij = fj(Zij(ω)) und in va-riierende Fehler kennt, die als Zufallsvariable ψij modelliert werden können. Dabei kommtes wegen des approximativen Charakters des S
hätzmodells weniger darauf an, ob dieFehler dur
h deterministis
he oder zufällige Ein�üsse angetrieben sind, sondern ob siesi
h im Gesamtergebnis ähnli
h wie eine deterministis
he Variable oder wie eine Zufalls-variable darstellen. Somit sind Fehlerein�üsse für das S
hätzmodell hauptsä
hli
h dannrelevant, wenn sie häu�g auftreten. Dabei muss entweder gegeben sein, dass die Fehler gutdur
h einen funktionalen Zusammenhang von Modellvariablen bes
hrieben werden kön-nen, oder es muss gegeben sein, dass die Variation der Fehler bes
hränkt und im Verhältniszur Sti
hprobengröÿe ni
ht zu groÿ ist.84 Hingegen werden singuläre Fehlerereignisse ni
htweiter betra
htet, diese sind normalerweise vorab bei der Bereinigung der Rohdaten zubewerten und ggf. zu transformieren.In der Praxis können ni
ht-zufällige Fehler meist nur mit einem Näherungswert imBezug auf ein aggregiertes Messergebnis bestimmt werden. Eine Modellierung von deter-ministis
hen Fehlern ist also dann relevant, wenn diese im Verhältnis zur Skalierung groÿsind und die Fehlerwerte nur unwesentli
h um den mittleren Fehler variieren. Diese Model-lierung von stetigen, deterministis
hen Fehlern als Funktion der Beoba
htungswerte gibtzwar unsere alltägli
he Erfahrung wieder, z.B. wenn eine Waage das Gewi
ht immer um10g zu wenig anzeigt. Bei einem groÿen Teil ökonometris
her Datensätze ist es in der Pra-xis aber kaum mögli
h, den systematis
hen Fehler mit einem eindeutigen Wert abzubilden.Denn gerade die deterministis
hen Fehler können häu�g nur ansatzweise bestimmt wer-den. In Abs
hnitt 2.1 wurde deutli
h, dass Informationen über die Fehler in den Variablenübli
herweise in unters
hiedli
hen Formaten vorliegen, die von qualitativen Bewertungenüber die S
hwere einzelner Fehler oder den Ein�uss einzelner Fehlerarten über Kennzah-len, wie z.B. Ni
htbeantwortungsquoten, bis hin zu externen Abs
hätzungen rei
hen, wiez.B. Fehlers
hätzungen auf der Basis von Kontrollsti
hproben oder Korrekturwerte an-hand von unabhängigen Statistiken. Ein typis
her Fall ist es beispielsweise, dass über dievorliegenden Beoba
htungswerte bekannt ist, dass sie die tatsä
hli
hen Werte tendenzi-ell von unten annähern, d.h. die �wahren� Werte liegen fast immer darüber. Statt einerund Smith, 1992; Mayer, 1993; Ri
hter, 2002℄.84Zwar genügt auf der formalen Ebene für die asymptotis
he Betra
htung, dass die Streuung der Fehler injeder Beoba
htung σ2 entspri
ht. Die Fehler könnten somit beliebig groÿ werden, solange die Fehlerein�üssedur
h eine endli
he Konstante na
h oben bes
hränkt sind. Für eine konkrete S
hätzung ist es aber relevant,dass die Zahl der Parameter, die zu bestimmen sind, im Verhältnis zur Sti
hprobengröÿe ni
ht zu groÿwird. Die Fehler sollten si
h also mögli
hst entspre
hend derselben Fehlerverteilung verhalten.
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2 Theoretis
he Grundlagen
PSfrag repla
ements

f(x;a0 − c1, a1)

f(x;a0, a1)
f(x;a0 − c2, a1)
f̂(x; â′0, â

′
1)

(Eigene Darstellung)Abbildung 2.3: Auswirkungen eines sprunghaften We
hsels im deterministis
hen Fehler �Dabei liegen fast alle Beoba
htungswerte mit Fehler c1 in einem anderenSektor der X-A
hse als die Beoba
htungswerte mit Fehler c2.reellwertigen Fehlerabbildung wäre dann eher eine Abs
hätzung über den Fehlerein�ussgeeignet, um die mögli
he Lage des �wahren� Wertes zu betra
hten.Eine besondere Rolle nehmen stetige Fehlerein�üsse mit sprunghaften Änderungen ein.Sie können als Zwis
henstufe und Übergang zwis
hen deterministis
hen und zufälligenFehlern angesehen werden.Den einfa
hsten Fall stellt die sprunghafte Änderung eines deterministis
hen Fehlersdar, also z.B. Xij =X∗ij + c1 für 1 ≤ i ≤m und Xij =X∗ij + c2 für m+1 ≤ i ≤ n, wobei c1 ≠ c2.Sol
he Sprünge sind z.B. naheliegend, wenn in einer Zeitreihenstatistik die Erhebungsme-thode umgestellt wurde. Jeder der Fehler wirkt si
h direkt auf den A
hsenabs
hnitt a0aus. Die sprunghafte Änderung in den Fehlerein�üssen ist daher wie ein Strukturbru
hzu betra
hten.85 In Abbildung 2.3 ist dargestellt, dass es zu erhebli
hen Verzerrungen derKleinste Quadrate-S
hätzung kommen kann, wenn die Beoba
htungswerte zu den Fehle-rein�üssen c1 bzw. c2 si
h in disjunkten Umgebungen häufen. Wenn Indizien über einensprunghaften We
hsel im Fehlerbias vorliegen, kann dieser ähnli
h wie ein Strukturbru
hges
hätzt und getestet werden, wenn eine Klassi�zierung der Beoba
htungswerte na
hden Fehlerein�üssen mögli
h ist.86 Dieser einfa
he Fall zeigt, dass die Klassi�zierung derBeoba
htungswerte na
h den Fehlerwerten und zudem die Bestimmung des jeweiligenFehlerwertes wesentli
h ist, um sprunghafte deterministis
he Fehlerein�üsse im S
hätz-modell zu berü
ksi
htigen. Insbesondere ist die Modellierung ähnli
h wie bei einfa
hen85S
hneeweiÿ und Mittag [1986℄ bezei
hnen dieses Phänomen als �s
heinbaren Strukturbru
h� (S. 38f).86In [S
hneeweiÿ, 1990℄ wird ein einfa
her Test vorgestellt, der allerdings auf der Annahme beruht, dassdie Varianz in der Sti
hprobe konstant bleibt (S. 118�). Allerdings gibt es in der Regel kaum Informationendarüber, inwieweit ein Methodenwe
hsel die Fehlerstreuung tatsä
hli
h unberührt lässt. Eine wi
htige Mo-tivation für die Änderung der Messmethoden besteht sogar in der Regel gerade darin, dass die Fehleranteilereduziert werden sollen.
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2 Theoretis
he Grundlagendeterministis
hen Fehlerein�üssen dadur
h ers
hwert, dass die Fehlerwerte häu�g ni
hteindeutig bestimmt werden können.87 Dazu kommt, dass zur Bestimmung von sprunghaf-ten Fehlerein�üssen zudem die Beoba
htungswerte na
h den unters
hiedli
hen Fehlern zuklassi�zieren sind. Diese Zuordnung ist aber ni
ht einfa
h, wenn die Fehler dur
h Änderun-gen in den gesells
haftli
hen Einstellungen oder im administrativen Verfahren induziertsind.Stetige Fehlerein�üsse mit sprunghaften Änderungen markieren den Übergang zwis
hendeterministis
hem und zufälligem Fehler im S
hätzmodell. Wenn die Genauigkeit der Be-oba
htungen stark auf we
hselnde gesells
haftli
he Einstellungen oder auf administrativeÄnderungen reagiert, dann sind häu�gere Sprünge in den Fehlern mögli
h. Bei zuneh-mender Zahl vom Sprüngen in den deterministis
hen Fehlern in der Sti
hprobe ist aberirgendwann eine S
hätzung der einzelnen deterministis
hen Fehler ni
ht mehr mögli
h.Es liegt dann nahe zu einem Ansatz überzugehen, in dem die Fehler in den Variablen alsZufallsvariable modelliert sind.Grundsätzli
h kann Variabilität von Fehlern infolge der di
hotomen Fehlermodellie-rung im klassis
hen S
hätzmodell auss
hlieÿli
h dur
h Zufallsvariable abgebildet werden.Es gibt daher eine gewisse Tendenz alle Fehlerein�üsse als Zufallsvariable aufzufassen, dieni
ht auf eine eindeutige Maÿzahl verdi
htet werden können. So kann eine Abs
hätzungfür einen unbekannten Fehler dur
h eine Glei
hverteilung abgebildet werden, oder meh-rere sprunghafte We
hsel in den Fehlerein�üssen werden dadur
h zusammengefasst undvereinfa
ht, indem man annimmt, dass sie ein und derselben Verteilung genügen. EineModellierung als Zufallsvariable ist im S
hätzmodell aber nur unter bestimmten Voraus-setzungen angemessen. Insbesondere erfordert die Modellierung, dass die Existenz einerfesten Häu�gkeitsverteilung für die modellierten Ergebnisse plausibel ist. Als Indizien fürdie Existenz einer festen Häu�gkeitsverteilung für eine Fehlervariable sollten die folgendenAnforderungen erfüllt sein: die Sti
hprobe für den Fehlerein�uss sollte groÿ genug sein, umeinerseits die Annahme einer stabilen Häu�gkeitsverteilung zu stützen und andererseitsdas Streuungsintervall der Fehler mögli
hst auszus
höpfen, dabei sollten die Sti
hproben-werte unter stabilen Bedingungen gezogen sein. Die Bedeutung einer ausrei
henden Gröÿeder Sti
hprobe steigt no
h, wenn die Fehlerverteilung als sehr s
hief anzusehen ist. DieVerzerrungen im klassis
hen Fehlermodell der Regression ergeben si
h als direkte Folgeder Modellierung als reellwertige Zufallsvariable. Falls keine ausrei
henden Informationen87Grundsätzli
h genügt es für eine unverzerrte S
hätzung der Steigungsparameter, die Di�erenzen imA
hsenabs
hnitt zu bestimmen, die dur
h die Sprünge im deterministis
hen Fehler induziert werden. EinWert für diesen Sprungabstand kann in einigen Fällen dur
h Verglei
h der Messreihen zwis
hen zweideterministis
hen Fehlerein�üssen abgeleitet werden. Aber au
h dann ist zu fragen, ob dieser Fehlerwerttatsä
hli
h so genau ist, wie er aufgrund der reellwertigen Abbildung ers
heint, denn es verbleibt danebenein ungenauer Anteil der deterministis
hen Fehler, der auf den Modellzusammenhang einwirkt. Auÿerdembleibt das Problem bestehen, dass die Fehlerein�üsse no
h mit Heteroskedastizität behaftet sind.
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2 Theoretis
he Grundlagenüber Abhängigkeiten vorliegen, kann es sein, dass die vorliegenden Korrelationen damitüberzei
hnet werden und infolgedessen S
heinkorrelationen erzeugt werden.88Die klassis
he Fehlermodellierung im S
hätzmodell der Regression ist überdies auf einergrundsätzli
hen Ebene unbefriedigend, weil Fehler nur indirekt dur
h Strukturaussagenmodelliert werden können. Die übli
hen reellwertigen Daten beinhalten als sol
he kei-ne Informationen über ihre Genauigkeit und Ri
htigkeit und können in die statistis
henAnalysewerkzeuge eingespeist werden, ohne dass die Gültigkeit der Strukturannahmenhinterfragt wird. Dies verführt zum unkritis
hen Umgang mit dem Ein�uss von Fehlernin den Daten auf die Güte der Modellanpassung. Zudem werden diejenigen Informationen,die über die Messfehler bekannt sind, nur als sekundäre Merkmale in der Modellglei
hungabgebildet. Die Spezi�kation der Messfehler ist damit von der Ri
htigkeit der Spezi�kati-on des �eigentli
hen� Strukturzusammenhangs abhängig. Die Spezi�kation der Fehlerein-�üsse ers
heinen infolgedessen na
hrangig gegenüber der Spezi�kation der Variablen imGesamtmodell. Darin kann vermutli
h ein Grund dafür gesehen werden, dass häu�g dieAuswirkungen von Messfehlern in den Beoba
htungsdaten und auf die S
hätzergebnisseni
ht weiter untersu
ht werden.Aus der Si
ht der Semantik wäre zudem zu problematisieren, ob angesi
hts der Un-bestimmtheit der Fehlerbeträge dafür überhaupt eine klassis
he Zufallsverteilung wie füreinfa
he, reellwertige Beoba
htungen bestimmt werden kann. Diese Kritik kann grundsätz-li
h auf alle latenten Variablen in ökonometris
hen S
hätzmodellen ausgeweitet werden.89In dieser Arbeit soll daher ein Perspektivwe
hsel vorgenommen werden, bei dem Feh-ler zuvorderst als Eigens
haft der Beoba
htungswerte aufgefasst werden und ni
ht alsStrukturkomponente des Modells. Dazu wird im Folgenden dem klassis
hen Modell zurFehlers
hätzung ein Modell mit Fuzzy-Daten gegenübergestellt, bei dem die mögli
henfehlerinduzierten Verzerrungen in den Beoba
htungen auf dem Stand des vorhandenenWissens bewertet werden. Der Vorteil eines sol
hen Modells liegt darin, dass die vor-liegenden Informationen über die Genauigkeit der Daten vollständig einbezogen werdenkönnen. Dies ist besonders dann hilfrei
h, wenn deterministis
he Fehler nur dur
h eineAbs
hätzung bes
hrieben werden oder wenn die Strukturzusammenhänge von zufälligenFehlerein�üssen ni
ht genau genug spezi�ziert werden können.90 Der Fuzzy-Ansatz fokus-88Zum Unters
hied zwis
hen der Addition von sto
hastis
h unabhängigen Zufallsvariablen und von Fuzzy-Werten vgl. das Beispiel in Abs
hnitt 2.5.2, S. 74.89Im Rahmen der Fuzzy-Theorie kann diese Fragestellung für Fuzzy-Zufallsvariablen untersu
ht wer-den. Dabei kommt man zu dem Ergebnis, dass tatsä
hli
h für unters
hiedli
he Interpretationen derFuzzy-Zufallsvariablen unters
hiedli
he Verteilungen relevant sind. Die Verteilungsmodelle für Fuzzy-Zufallsvariable werden in Abs
hnitt 6.1 dargestellt.90Als ein Fernziel von Regressionsmodellen mit Fuzzy-Fehlern kann daher gesehen werden, dass au
hunvollständige oder nur anteilige Korrelationen damit modelliert und ges
hätzt werden können. Dazu wirdein entspre
hendes S
hätzmodell mit Fuzzy-Zufallsvariablen benötigt.
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2 Theoretis
he Grundlagensiert dabei auf die Abbildung der tatsä
hli
h verfügbaren Information und stellt damit imUnters
hied zu den ökonometris
hen Strukturannahmen den Grad des (Ni
ht-)Wissensund dessen Bewertung in den Mittelpunkt der Analyse. Insbesondere baut ein Fuzzy-Modell wesentli
h auf der fa
hli
hen Bewertung der Datenqualität auf und bietet somitdie Mögli
hkeit, das Expert/innenwissen direkt im Modell abzubilden.2.4 Fuzzy-Mengen und Fuzzy-VektorenBei der Modellierung von Unsi
herheit dur
h eine Zufallsvariable wird die unbekannteLage eines Messwerts mit Hilfe eines Verhaltensmodells bes
hrieben, das die Variabilitätder Werte in Analogie zu einem Zufallsexperiment abbildet, dessen relative Häu�gkeitensi
h bei häu�ger Wiederholung stabilisieren. Diese Modellierung hat den Vorteil, dass dieVerhaltensstabilitäten dur
h den Erwartungswert sowie ggf. höhere Momente der Ver-teilung auf der Grundlage von vorliegenden Daten 
harakterisiert werden können. EineBes
hreibung als Zufallsvariable ist aber nur dann sinnvoll, wenn ausrei
hendes Wissenfür die Spezi�kation des Verhaltensmodells verfügbar ist. Statistis
he Modellierungen soll-ten daher na
h Mögli
hkeit dur
h eine ausrei
hende Anzahl von annahmegere
hten Datenhinterlegt werden können. Hingegen sind S
hlüsse, die si
h in letzter Konsequenz nur aufeine Realisation beziehen, als eher fragwürdig zu betra
hten.91Die Fuzzy-Mengen-Theorie stellt einen weiteren Ansatz zur Bes
hreibung von Daten-uns
härfen dar, mit dem vor allem Wissenseins
hränkungen und Ungenauigkeiten beider numeris
hen Bes
hreibung eines Phänomens abgebildet werden können. Die Fuzzy-Modellierung geht von der subjektiven Abs
hätzung der mögli
hen Werte eines Objektesaus, die für jede Beoba
htung individuell zu bes
hreiben sind, verallgemeinernde Ver-haltensannahmen treten demgegenüber in den Hintergrund. Damit werden die aktuelleWahrnehmung bzw. die verfügbare Information über den aktuellen Zustand des Phäno-mens zum zentralen Gegenstand der Abbildung.Ein wi
htiger Auslöser für die Entwi
klung der Fuzzy-Mengen-Theorie war die Er-kenntnis, dass Modelle zur Datenapproximation trotz einer zunehmenden Verfeinerungder Methoden denno
h mit wa
hsender Komplexität der Modelle häu�g zu realitätsfrem-den Ergebnissen führen. Zadeh, der Gründungsvater der Fuzzy-Mengen-Theorie, hat da-her in seinem Aufsatz über �Fuzzy sets�92 die Bes
hreibung von Fuzzy-Mengen mit derprogrammatis
hen Aufgabenstellung verknüpft, dass mathematis
he Modelle für einenpraktis
hen Sa
hverhalt nur so genau formuliert werden sollen, wie es für die Lösung91Vgl. Bandemer 1997, S. 188.92Vgl. [Zadeh, 1965℄.
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2 Theoretis
he Grundlagendes Problems gerade angemessen ist.93 Als sehr fru
htbar hat si
h dieser Ansatz der be-wusst uns
harfen Modellierung beispielsweise bei der Konstruktion von te
hnis
hen Reg-lern erwiesen, wo es dur
h Na
hbildung von mens
hli
hem Kontrollverhalten in Form voneinfa
hen Regeln gelungen ist, komplexe Steuerungsprobleme mit linguistis
her Inferenzzu lösen. Im Standardbeispiel des sog. �umgekehrten Pendels�, d.h. eines aufre
ht ste-henden Stabes, der dur
h seitli
he Bewegung eines Wagens zu balan
ieren ist, genügendazu wenige Regeln der Art �wenn der Stab stark na
h links geneigt ist, dann fahrestark na
h re
hts�. Zu den zahlrei
hen Anwendungsgebieten der Fuzzy-Mengen-Theoriegehören unter anderem au
h Ents
heidungsunterstützung mit Fuzzy-Optimierung odermit Fuzzy-Expert/innensystemen, Künstli
he Intelligenz sowie Data Mining mit Fuzzy-Clusteranalyse.In Abs
hnitt 2.4.1 werden zunä
hst einige Grundbegri�e der Fuzzy-Theorie zur Ver-fügung gestellt, die zur De�nition von Fuzzy-Vektoren und Fuzzy-Funktionen benötigtwerden. Für Fuzzy-Vektoren können Addition und Skalarprodukt eingeführt werden. Al-lerdings gelten für Fuzzy-Vektoren arithmetis
he Besonderheiten, so dass ni
ht in derübli
hen Weise eine Vektorraumstruktur si
hergestellt wird. Es existiert denno
h einelineare Struktur, für die allerdings Eins
hränkungen bei der Addition und der Skalarmul-tiplikation zu berü
ksi
htigen sind, wie in Abs
hnitt 2.4.2 aufgezeigt wird.2.4.1 Fuzzy-Mengen: De�nitionen und Grundbegri�eMit Fuzzy-Mengen können vage Begri�e oder uns
harfe Grenzen dadur
h dargestellt wer-den, dass ein Berei
h des allmähli
hen Übergangs zwis
hen Zugehörigkeit und Ni
ht-Zugehörigkeit zu einer Menge bzw. einer Kategorie zugelassen und mathematis
h ab-gebildet wird. Fuzzy-Mengen eignen si
h somit gut, die ungenaue mens
hli
he Wahr-nehmung sowie mens
hli
hes Ents
heidungsverhalten für eine mas
hinelle Verarbeitungna
hzubilden und mit mathematis
hen Methoden zu behandeln. Insbesondere ermögli
hteine Fuzzy-Modellierung es, den tatsä
hli
hen, einges
hränkten Informationsstand besserwiederzugeben. Somit können Idealisierungen aufgegeben werden, die zur Gewinnung vonreellwertigen Daten häu�g notwendig sind. Denn diese vermitteln im allgemeinen einefals
he Si
herheit über das Ergebnis, falls die Messungen dur
h Fehler verzerrt sind.In diesem Teilkapitel sollen die grundlegenden Begri�e kursoris
h vorgestellt werden, sodass unkundige Leser/innen ein Gefühl für die Operationen auf Fuzzy-Mengen erhalten.Auÿerdem sollen wi
htige Begri�e für die Arbeit in einer exakten De�nition zur Verfü-gung gestellt werden. Für eine ausführli
he Einführung in die Fuzzy-Theorie wird auf die93Vgl. Bandemer 1997, S. 61.
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2 Theoretis
he Grundlageneins
hlägige Literatur verwiesen.94Die De�nition einer Fuzzy-Menge ist abgeleitet von der Repräsentation einer Mengedur
h eine Indikatorfunktion. Wenn A eine Menge über der Grundmenge U ist, dannkann A äquivalent dargestellt werden dur
h die Funktion 1A ∶ U Ð→ {0,1} mit
1A(u) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, falls u ∈ A,
0, falls u /∈ A.Bei einer uns
harfen Menge wird die Menge der Zugehörigkeitswerte über die binäre Be-wertung hinaus auf beliebige Werte im Intervall [0,1] erweitert.De�nition 2.4 (Fuzzy-Menge) Sei U ein Grundmenge zulässiger Werte. Dann ist eineFuzzy-Menge Ã über U de�niert dur
h

Ã = {(u,µÃ(u)) ∣ u ∈ U},wobei µÃ ∶ U Ð→ [0,1].
µÃ heiÿt Zugehörigkeitsfunktion von Ã. Wir interpretieren µÃ(u) als den Zugehörig-keitsgrad von u zu Ã.Die Gesamtheit aller Fuzzy-Mengen über U ist die Fuzzy-Potenzmenge
F(U) = {Ã ∣ Ã ist Fuzzy-Menge über U}.Eine Fuzzy-Menge Ã, die nur binäre Zugehörigkeitswerte annimmt, d.h. µÃ(R) ∈ {0,1},nennen wir zur Unters
heidung man
hmal au
h une
hte oder 
rispe Fuzzy-Menge, weil siedann einer gewöhnli
hen Menge entspri
ht.Die grundlegenden Mengenoperationen können mit den folgenden De�nitionen auf Fuzzy-Mengen übertragen werden. Diese basieren auf dem min- und dem max-Operator95.De�nition 2.5 Seien Ã, B̃ ∈ F(U) Fuzzy-Mengen.

Ã ist Teilmenge von B̃ genau dann, wenn gilt
∀ u ∈ U ∶ µÃ(u) ≤ µB̃(u).Wir s
hreiben Ã ⊂ B̃.94Die Darstellungen in diesem Abs
hnitt stützen si
h vor allem auf [Dubois und Prade, 1980; Bandemerund Näther, 1992; Kruse u. a., 1993; Rommelfanger, 1994℄.95Dabei stellt min eine t-Norm undmax eine t-Conorm dar. Unter Verwendung anderer Paare von t-Normund t-Conorm können abwei
hende Mengenoperationen de�niert werden, die für bestimmte Anwendungenggf. besser geeignet sind. Vgl. au
h hierzu [Zadeh, 1965℄.51



2 Theoretis
he GrundlagenDie S
hnittmenge Ã ∩ B̃ ist de�niert dur
h die Zugehörigkeitsfunktion
µÃ∩B̃(u) =min{µÃ(u), µB̃(u)}.Die Vereinigung Ã ∪ B̃ ist de�niert dur
h die Zugehörigkeitsfunktion
µÃ∪B̃(u) =max{µÃ(u), µB̃(u)}.Das Komplement ÃC in U ist de�niert dur
h die Zugehörigkeitsfunktion
µÃC(u) = 1 − µÃ(u).Anders in der klassis
hen Mengenlehre sind bei Fuzzy-Mengen eine Menge und ihrKomplement ni
ht mehr disjunkt. Es gilt im allgemeinen Ã ∩ ÃC ≠ ∅.

PSfrag repla
ements 1
x1 ⋯ x6(a) Diskrete Fuzzy-Menge Ã = {x1, . . . , x6}

PSfrag repla
ements1 1
bL0 b bR0(b) Trianguläre Fuzzy-Menge B̃ = (bL0 , b, bR0 )PSfrag repla
ements11 1

cL0

cL cR

cR0(
) Trapezförmige Fuzzy-Menge
C̃ = (cL0 , c

L, cR, cR0 )

PSfrag repla
ements111 1
dL dR

lD rD

(d) Allgemeine LR-Fuzzy-Menge
D̃ = (dL, dR; lD, rD)LR(Eigene Darstellung in Anlehnung an Rommelfanger 1994, S. 14f)Abbildung 2.4: Einige typis
he Beispiele für Fuzzy-MengenIn Abbildung 2.4 sind einige typis
he Beispiele von Fuzzy-Mengen dargestellt. Das Kon-struktionsprinzip für Fuzzy-Mengen ist am Beispiel einer Fuzzy-Menge Ã über einer endli-52



2 Theoretis
he Grundlagen
hen Menge {x1, . . . , xn} ⊂ R gut na
hvollziehbar. In Abbildung 2.4(a) ist dargestellt, dassdazu für jedes Element xi ein Zugehörigkeitswert µi ∈ [0,1] anzugeben ist. Fuzzy-Mengensollen uns
harfe Beoba
htungen oder Begri�e repräsentieren und in eine mas
hinenlesba-re Form übertragbar sein. Exakte Zugehörigkeitsfunktionen zur Bes
hreibung von vagenoder ungenauen Begri�en können in der Regel ni
ht oder nur mit erhebli
hem Aufwanderfasst werden. Darüber hinaus ist eine übergroÿe Genauigkeit der Modellierung norma-lerweise ni
ht notwendig. In dieser Arbeit werden daher auss
hlieÿli
h Fuzzy-Mengen fürdie Modellierung verwendet, die als LR-Fuzzy-Intervalle dargestellt werden können.De�nition 2.6 (LR-Fuzzy-Intervall) Seien aL, aR ∈ R und lA, rA > 0. Seien ferner
L,R ∶ [0,∞)Ð→ [0,1] Funktionen, für die gelte(i) L(0) = R(0) = 1 und(ii) L,R monoton fallend.Dann ist dur
h

µÃ(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L(aL−u
lA
) falls u ≤ aL,

1 falls u ∈ (aL, aR),
R(u−aR

rA
) falls u ≥ aR.die LR-Fuzzy-Menge Ã = (aL, aR; lA, rA)LR mit den Spannweiten lA und rA in F(R) de�-niert.

L und R sind die linke (bzw. re
hte) Referenzfunktion von Ã. Falls L = R bzw. a =
aL = aR notieren wir verkürzt Ã = (aL, aR; lA, rA)L bzw. Ã = (a; lA, rA)LR. Eine LR-Fuzzy-Menge ist in Abbildung 2.4(d) dargestellt, wobei die linke Referenzfunktion L treppen-förmig und die re
hte Referenzfunktion R stetig ist.
LR-Fuzzy-Mengen können als Fuzzy-Verallgemeinerung von klassis
hen Intervallen ver-standen werden. Die Konstruktion einer LR-Fuzzy-Menge kann anhand weniger Pro�lei-gens
haften vorgenommen werden. Zum einen ist das Intervall aller Werte zu bestimmen,die positive Zugehörigkeit zur Menge haben. Zum anderen ist das Intervall aller Werte an-zugeben, die si
her zur Menge gehören und somit eine Zugehörigkeit von 1 haben. Darüberhinaus kann no
h eine Kurve spezi�ziert werden, die den Übergang bzw. den Kontrastzwis
hen Ni
ht-Zugehörigkeit und si
herer Zugehörigkeit mögli
hst gut bes
hreibt. Einebesonders einfa
he Konstruktion ist mögli
h, wenn die Referenzfunktionen linear sind.

53



2 Theoretis
he GrundlagenDe�nition 2.7 (Trapezförmige und trianguläre Fuzzy-Intervalle)Seien B̃ = (bL, bR; lB, rB)LL, D̃ = (dL, dR; lD, rD)LL LR-Fuzzy-Mengen in F(R) mit L = R.Dann ist D̃ eine trapezförmige Fuzzy-Menge genau dann, wenn L(u) = 1 − u. Ein Bei-spiel ist in Abbildung 2.4(
) dargestellt. Trapezförmige Fuzzy-Mengen werden häu�g au
hdur
h das Tupel der Intervallenden des Trägers und des Kerns angegeben, d.h.
D̃ = (dL − lD, dL, dR, dR + rD)
= (dL0 , dL, dR, dR0 )Eine trapezförmige Fuzzy-Menge B̃ ist eine trianguläre Fuzzy-Menge genau dann, wenndie Menge der Punkte mit Zugehörigkeit 1 einelementig ist und somit b = bL = bR, vgl.Abbildung 2.4(b). Trianguläre Fuzzy-Mengen werden ebenfalls häu�g in Tupels
hreibweisenotiert, d.h. B̃ = (b − lB, b, b + rB) = (bL0 , b, bR0 ).Wenn man Fuzzy-Menge aus der Perspektive der Zugehörigkeit betra
htet, ist es inter-essant, wel
he Punkte einer Fuzzy-Menge für einen gegebene Zugehörigkeitsgrad α ∈ [0,1]mindestens eine Zugehörigkeit von α aufweisen.De�nition 2.8 (α-S
hnitte) Sei Ã ∈ F(U) eine Fuzzy-Menge und α ∈ (0,1]. Dann heiÿtdie Cantor-Menge

[Ã]α = {u ∈ U ∣ µÃ(u) ≥ α}

α-S
hnitt bzw. α-Niveau von Ã.Für α = 0 de�nieren wir
supp Ã = [Ã]0 = {u ∈ U ∣ µÃ(u) > 0}.

[µÃ]0 ist der Träger von Ã (engl. �support�).Ein weiterer spezieller α-S
hnitt ist das 1-Niveau [µÃ]1. Dieses ist der Kern von Ã(engl. �
ore�). Einen einelementigen Kern werden wir im Weiteren au
h als Modalwertbezei
hnen.Eine Fuzzy-Menge Ã heiÿt normal, wenn sie einen ni
ht-leeren Kern hat, d.h. wenn gilt
[µÃ]1 ≠ ∅.Demna
h sind alle LR-Fuzzy-Mengen als normale Fuzzy-Mengen de�niert. Für beliebige
α ∈ (0,1] können die α-S
hnitte einer LR-Fuzzy-Menge Ã ∈ F(R) bere
hnet werden als
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2 Theoretis
he Grundlagendie Intervalle
[Ã]α = [aL(α), aR(α)]

= [aL − lAL−1(α), aR + rAR−1(α)], (2.10)wobei L−1(α) = sup{u ∈ R ∣ L(u) ≥ α} und R−1(α) entspre
hend.Während trapezförmige und trianguläre Fuzzy-Mengen über ihre Trägermenge und ih-ren Kern bereits vollständig de�niert sind, gilt dies im allgemeinen für LR-Mengen ni
ht.Es kann aber gezeigt werden, dass Fuzzy-Mengen dur
h ihre Familie von α-S
hnitteneindeutig repräsentiert werden.96 Der Repräsentationssatz ermögli
ht es in vielen FällenBere
hnungen für Fuzzy-Mengen auf α-Niveaus übertragen und sie dort explizit dur
h-zuführen. Die praktis
h relevanten Fuzzy-Mengen über R können in aller Regel bereitshinrei
hend genau dargestellt werden, indem über die De�nition von trapezförmigen odertriangulären Fuzzy-Mengen hinaus ein oder zwei weitere α-Niveaus angegeben werden.Die folgenden nützli
hen Eigens
haften können vermittels der α-S
hnitte von klassi-s
hen Mengen auf Fuzzy-Mengen übertragen werden. Wir benötigen sie später bei derKonstruktion von Fuzzy-Daten in Abs
hnitt 2.5.1, um wesentli
he Eigens
haften von Da-tenvektoren au
h bei Fuzzy-Daten si
herstellen zu können.De�nition 2.9 Sei U ⊂ Rm und Ã ∈ F(U) eine Fuzzy-Menge.
Ã ist konvex genau dann, wenn

∀ α ∈ (0,1] ∶ [Ã]α ist konvex.
Ã ist kompakt genau dann, wenn

∀ α ∈ (0,1] ∶ [Ã]α ist kompakt.
Ã ist bes
hränkt genau dann, wenn

[Ã]0 ist bes
hränkt.Wenn Beoba
htungen zu unabhängigen Variablen X1, . . . ,Xk und einer abhängigen Va-riablen Y untersu
ht werden sollen, liegen diese als Vektoren im Rk+1 vor. Entspre
hendwerden au
h Fuzzy-Vektoren im Rk+1 benötigt. Dazu wird zunä
hst allgemein das karte-sis
he Produkt von Fuzzy-Mengen de�niert.96Zum Repräsentationssatz von Fuzzy-Mengen dur
h α-S
hnitte vgl. beispielsweise Kruse u. a. 1993, S.17f.
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PSfrag repla
ements

Ã

B̃

ZylV Ã

ZylU B̃

Ã × B̃

(a) Zylindris
he Erweiterungen und kartesis
hesProdukt von Ã und B̃
PSfrag repla
ements

PrU C̃

PrV C̃

C̃

(b) Projektionsmengen PrU C̃ und PrV C̃(Eigene Darstellung in Anlehnung an Rommelfanger 1994, S. 35)Abbildung 2.5: Fuzzy-Mengen im R2De�nition 2.10 (Mehrdimensionale Fuzzy-Mengen) Seien U,V Grundmengen. Sei-en nun Ã ∈ F(U), B̃ ∈ F(V ) sowie C̃ ∈ F(U × V ).Die zylindris
he Erweiterung ZylV Ã von Ã auf U × V ist de�niert dur
h
µZylV Ã(u, v) = µÃ(u).Die zylindris
he Erweiterung ZylU B̃ von B̃ auf U × V ist analog de�niert.Das kartesis
he Produkt Ã × B̃ auf U × V ist de�niert als ZylV Ã ∩ ZylU B̃, d.h.
µÃ×B̃(u, v) =min{µÃ(u), µB̃(v)}.In Abbildung 2.5 sind zylindris
he Erweiterung und kartesis
hes Produkt im R2 illustriert.Umgekehrt ist die Projektion PrU C̃ von C̃ auf U de�niert dur
h
µPrU C̃(u) = sup{µC̃(u, v) ∣ v ∈ V }.Eine analoge De�nition gilt für PrV C̃.Die Projektion ma
ht die zylindris
he Erweiterung wieder rü
kgängig und für jedes

Ã ∈ F(U) gilt
PrU(ZylV Ã) = Ã.
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2 Theoretis
he GrundlagenFür C̃ ∈ F(U × V ) gilt die umgekehrte Beziehung im allgemeinen aber ni
ht, sondernvielmehr
ZylV (PrU C̃) ∩ ZylU(PrV C̃) ⊃ C̃,wie in Abbildung 2.5(b) gezeigt wird. Glei
hheit gilt hier insbesondere, wenn C̃ = Ã × B̃mit Ã ∈ F(U) und B̃ ∈ F(V ).Dies gibt Anlass zu der folgenden De�nition.De�nition 2.11 Eine Fuzzy-Menge C̃ ∈ F(U × V ) ist interaktiv genau dann, wenn gilt
C̃ ⊊ PrU C̃ ×PrV C̃.Umgekehrt ist C̃ ni
ht-interaktiv genau dann, wenn gilt
C̃ = PrU C̃ ×PrV C̃.Fuzzy-Mengen werden also dann als ni
ht-interaktiv aufgefasst, wenn die Gesamtmengevollständig aus ihren Randmengen rekonstruiert werden kann. Interaktivität drü
kt indem Sinne eine Abhängigkeit zwis
hen den Komponentenmengen aus, dass für man
hemögli
hen Randwerte die Menge der mögli
hen zugehörigen Koordinatenpunkte verengtist, d.h. es gibt in jedem u ∈ PrU C̃ bzw. in jedem v ∈ PrV C̃ nur eine �bedingte� Fuzzy-Bildmenge.Damit sind alle Begri�e eingeführt, mit denen wir Fuzzy-Vektoren über Rm de�nierenkönnen. Grundsätzli
h wäre es mögli
h, nur diejenigen Fuzzy-Mengen im Rm als Fuzzy-Vektoren aufzufassen, die einen einelementigen Kern haben. Allerdings kommt es ni
htselten vor, dass ungenaue Beoba
htungen nur als Fuzzy-Intervalle mit einem intervall-förmigen Kern abgebildet werden können. Aus diesem Grund wird eine verallgemeinerteDe�nition vorgenommen. Mehrgip�ige und unendli
he Fuzzy-Mengen sollen aber keines-falls als Fuzzy-Vektoren in Frage kommen.De�nition 2.12 (Fuzzy-Vektor) Sei m ∈ N. Die Menge aller Fuzzy-Mengen über Rm,die normal, bes
hränkt, konvex und kompakt sind, notieren wir mit F nob

coc (Rm). Eine belie-bige Fuzzy-Menge C̃ ∈ F nob
coc (Rm) ist ein m-dimensionaler Fuzzy-Vektor über Rm. Fuzzy-Vektoren Ã ∈ F nob

coc (R) mit einelementigem Kern bezei
hnen wir au
h als Fuzzy-Zahlen-Vektoren oder mehrdimensionale Fuzzy-Zahlen.
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2 Theoretis
he GrundlagenSei C̃ ∈ F nob
coc (Rm) nun ein ni
ht-interaktiver Fuzzy-Vektor. Dann gibt es gemäÿ De�ni-tion 2.11 Fuzzy-Mengen C̃1, . . . , C̃m ∈ F nob

coc (R), so dass gilt
C̃ = C̃1 ×⋯× C̃m.Daher werden ni
ht-interaktive Fuzzy-Vektoren in Anlehnung an die übli
he Vektoren-s
hreibweise au
h notiert als C̃ = (C̃1, . . . , C̃m).Die Teilmenge aller ni
ht-interaktiven Fuzzy-Vektoren in F nob

coc (Rm) bezei
hnen wir zurUnters
heidung als F nob
coc (R)m.Unabhängig von der inhaltli
hen Information, die damit abgebildet wird, hat ein Fuzzy-Vektor Z̃ ∈ F nob

coc (Rm) die Bedeutung �ungefähr z�. Das läÿt si
h aus den gegebenen Ei-gens
haften begründen: Als normale Fuzzy-Menge existiert z ∈ Rm, so dass µZ̃(z) = 1,damit wird mindestens das Element z als si
her zugehörig betra
htet. Kompaktheit undBes
hränktheit beinhalten, dass alle α-S
hnitte sowie der Träger in Rm abges
hlossen undbes
hränkt sind. Aus der Konvexität folgt, dass Z̃ eingip�ig ist. Da für die α-S
hnitte gilt,dass α ≥ β genau dann wenn [Z̃]α ⊂ [Z̃]β, zieht die Konvexität auÿerdem na
h si
h, dassder Akzeptanzgrad der Zahlen im Träger mit wa
hsender Entfernung vom Kern monotonabnimmt.Um Fuzzy-Mengen als Erweiterung von gewöhnli
hen Zahlen oder Mengen verwendenzu können, sind die Operationen auf reellwertigen Vektoren oder Mengen in geeigneterWeise zu übertragen. Ein wesentli
hes Prinzip zur Übertragungen von gewöhnli
hen Funk-tionen auf Fuzzy-Eingangswerte ist das sog. Erweiterungsprinzip na
h Zadeh.De�nition 2.13 (Erweiterung einer Funktion) Seien U,V beliebige Grundmengenund f ∶ U Ð→ V eine Funktion. Für Ã ∈ F(U) ist dur
h
µf(Ã)(v) = sup{µÃ(u) ∣ u ∈ U ∶ f(u) = v}das (fuzzy-)erweiterte Bild f(Ã) von Ã dur
h f de�niert.Die Funktion
f̃ ∶ F(U)Ð→ F(V ), Ã z→ f(Ã)wird erweiterte Funktion von f genannt.Aus Bequemli
hkeit wird übli
herweise au
h die erweiterte Funktion mit f bezei
hnet.Dies lässt si
h dadur
h motivieren, dass die erweiterte Funktion für alle une
hten Fuzzy-Eingangswerte, also für alle gewöhnli
hen Eingangswerte, die ursprüngli
hen Bildwerteergibt. 58
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he GrundlagenPSfrag repla
ements
F̃ µ(f1) = 0,5

µ(f2) = 0,3
µ(f3) = 0,75
µ(f4) = 0,1
µ(f5) = 1

v

u (Eigene Darstellung)Abbildung 2.6: Fuzzy-Bündel von FunktionenDie Menge der erweiterten Funktionen ist im Bezug auf die Funktionen auf Fuzzy-Mengen ni
ht sehr rei
hhaltig.97 Für die Analyse von ungenauen Daten mit Fuzzy-Regres-sion ist es aber zentral, dass der Rü
kbezug zu den reellwertigen Funktionen erhaltenbleibt. Da erweiterte Funktionen direkt aus gewöhnli
hen Funktionen abgeleitet werden,sind sie besonders gut als Modellfunktionen für die Fuzzy-Regression geeignet.Andererseits ist es ebenfalls denkbar, dass ungenaue Daten eine ungenaue Bes
hreibungeiner Menge mögli
her reellwertiger Approximationsfunktionen darstellen.De�nition 2.14 (Fuzzy-Bündel von Funktionen) Seien U,V beliebige Grundmen-gen. Dann ist eine Fuzzy-Menge F̃ ein Fuzzy-Bündel von Funktionen, wenn gilt
F̃ ∈ F(Map(U,V )) = F(V U),wobei Map(U,V ) = V U = {f ∣ f ∶ U Ð→ V }. D.h. jeder Funktion f ∈ supp F̃ wird derZugehörigkeitswert µF̃ (f) zugeordnet.Sei A ⊂ U × V . Für (u, v) ∈ A kann dann de�niert werden
M(u, v) = {µF̃ (f) ∣ f ∈ F̃ mit f(u) = v}.

M(u, v) ist im allgemeinen ni
ht einelementig wie Abbildung 2.6 zeigt. Wenn aus F̃eindeutige Informationen über die Zugehörigkeit von (u, v) zu A abgeleitet werden sol-len, dann geht das nur unter Zuhilfenahme eines Aggregationsoperators, z.B. µÃ(u, v) =
supM(u, v).Bei der Erweiterung von Funktionen auf Fuzzy-Mengen entstehen dadur
h, dass Fuzzy-Mengen eine positive Ausdehnung haben, arithmetis
he Besonderheiten gegenüber dem97Vgl. Dubois und Prade [1980℄, S. 95�.
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PSfrag repla
ements1 Ã B̃ Ã⊕ B̃

(Eigene Darstellung in Anlehnung an Rommelfanger 1994, S. 41)Abbildung 2.7: Addition der LR-Fuzzy-Intervalle Ã und B̃
PSfrag repla
ements 1

Ã 2⊙ Ã−2⊙ Ã

(Eigene Darstellung in Anlehnung an Rommelfanger 1994, S. 41)Abbildung 2.8: Skalarmultiplikation der LR-Fuzzy-Zahl Ã mit λ = 2 bzw. λ = −2reellwertigen Fall, bei dem Datenpunkte immer die Ausdehnung 0 haben. Insbesonde-re können die Linearitätseigens
haften, die bei der Bere
hnung der klassis
hen KleinsteQuadrate-Parameter und der Konstruktion von Tests von zentraler Bedeutung sind, nurmit Eins
hränkungen übertragen werden.2.4.2 Lineare Strukturen über F nob
coc (R)Mit dem Erweiterungsprinzip in Satz 2.13 kann die gewöhnli
he Addition und Multipli-kation reeller Zahlen auf Fuzzy-Intervalle in R übertragen werden. Für Fuzzy-Intervallein LR-Darstellung gelten die folgenden einfa
hen Formeln zur Bere
hnung der Additionund der Skalarmultiplikation.Satz 2.15 Für Ã = (aL, aR; lA, rA)LR, B̃ = (bL, bR; lB, rB)LR und λ ∈ R gilt

Ã⊕ B̃ = (aL + bL, aR + bR; lA + lB, rA + rB)LR
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2 Theoretis
he Grundlagensowie
λ⊙ Ã =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(λaL, λaR; ∣λ∣lA, ∣λ∣rA)LR falls λ ≥ 0,
(λaR, λaL; ∣λ∣rA, ∣λ∣lA)LR falls λ < 0.Allgemein gilt, dass stetige Funktionen bzw. stetige Operationen au
h mittels der α-S
hnitte direkt bere
hnet werden können, sofern die Zugehörigkeitsfunktionen der Fuzzy-Mengen von oben halbstetig sind. Demzufolge kann die Fuzzy-Arithmetik alternativ au
haus den Re
henregeln für Intervalle hergeleitet werden.Satz 2.16 Seien Ãi ∈ F(R) (1 ≤ i ≤m) mit von oben halbstetigen Zugehörigkeitsfunktio-nen µÃi

und sei f ∶ Rm Ð→ R eine stetige Funktion, dann gilt
∀ α ∈ [0,1] ∶ [f(Ã1, . . . , Ãm)]α = f([Ã1]α, . . . , [Ãm]α).Ein Beweis dieses Satzes in sehr allgemeiner Form �ndet si
h z.B. in [Kruse u. a., 1993℄.98Na
hfolgend nutzen wir den Zusammenhang zwis
hen Intervallmathematik und Fuzzy-Arithmetik aus und stellen stellvertretend nur die Re
henregeln für Fuzzy-Mengen zurVerfügung. Diese gelten analog au
h für Intervalle in Rm.99Satz 2.17 (Re
henregeln) Seien Ã, B̃, C̃ ∈ F nob

coc (Rm) Fuzzy-Mengen und λ,λ′ ∈ R Ska-lare. Dann gelten die folgenden Re
henregelnAssoziativität :
(Ã⊕ B̃)⊕ C̃ = Ã⊕ (B̃ ⊕ C̃) (2.11)sowie
(λ ⋅ λ′)⊙ Ã = λ⊙ (λ′ ⊙ Ã); (2.12)Kommutativität :
Ã⊕ B̃ = B̃ ⊕ Ã; (2.13)98Vgl. ebd. S. 36�. Dubois und Prade [1980℄ zufolge stammt der ursprüngli
he Beweis des Satzes vonNguyen im folgenden Artikel: Nguyen, H.T. (1978): A note on the extension prin
iple. J. Math. Anal.Appl., 64, No. 2, S. 369�380.99Einführung und Beweise der Re
henregeln �nden si
h z.B. bei Dubois und Prade 1980, S. 49�.
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2 Theoretis
he GrundlagenExistenz eines neutralen Elements der Addition:
Ã⊕ {0} = Ã; (2.14)Existenz eines neutralen Elements der Skalarmultiplikation:
1⊙ Ã = Ã; (2.15)Verträgli
hkeit zwis
hen Addition und Skalarmultiplikation:
λ⊙ (Ã⊕ B̃) = (λ⊙ Ã)⊕ (λ⊙ B̃). (2.16)Für die Skalarmultiplikation gilt im allgemeinen nur eine Ri
htung der Distributivität
(λ + λ′)⊙ Ã ⊆ (λ⊙ Ã)⊕ (λ′ ⊙ Ã). (2.17)Der linke und der re
hte Term in der Distributionsregel für die Skalarmultiplikation sindgenau dann glei
h, wenn zusätzli
h Ã einelementig ist oder λλ′ ≥ 0. Für diese letzteRegel ist die Konvexität von Ã tatsä
hli
h notwendig. Alle anderen Regeln gelten au
hfür allgemeine Fuzzy-Vektoren.Bemerkung 2.18 Eine Inverse der Addition ⊕ existiert im allgemeinen ni
ht.Seien A,B ⊂ Rm Intervalle A = [a,b],B = [c,d].Gesu
ht ist A⊕B = [a,b]⊕ [c,d] = [a + c,b + d] != {0}.Dies gilt nur dann, wenn a = −c und b = −d. Damit A,B wohlde�niert sind, mussauÿerdem gelten −d ≤ −c = a ≤ b = −d. Die Glei
hung ist also nur dann erfüllbar, wenn

A einelementig ist.Daraus erhalten wir im Fall von Fuzzy-Mengen sofort: falls es ein α ∈ [0,1) gibt, so dass
[Ã]α ni
ht einelementig ist, dann existiert keine additive Inverse von Ã. Insbesondere gilt

Ã⊕ ((−1)⊙ Ã) ≠ {0}.Dies ist ein Gegenbeispiel, wel
hes zeigt, dass (λ⊙Ã)⊕(λ′⊙Ã) = (λ+λ′)⊙Ã ni
ht immererfüllt ist.100Die Menge der Fuzzy-Vektoren F nob
coc (Rm) versehen mit der erweiterten Addition ⊕und der erweiterten Skalarmultiplikation ⊙ ist kein Vektorraum, da keine Inverse für ⊕100Glei
hermaÿen gibt es keine Inverse für die Multiplikation. Diese ist für den Na
hweis der Vektorraum-struktur aber unerhebli
h.
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2 Theoretis
he Grundlagenexistiert und die Verträgli
hkeit mit der Skalarmultiplikation auf die positive Halba
hsebes
hränkt ist, wie die Re
henregeln in Satz 2.17 zeigen. Infolgedessen wä
hst bei Ver-wendung der erweiterten Addition � und analog bei den anderen mit dem Zadehs
henErweiterungsprinzip übertragenen Re
henoperationen � die Uns
härfe des Ergebnissesmonoton mit jedem weiteren Fuzzy-Summanden. Einmal berü
ksi
htigte Uns
härfe istsomit irreversibel. Am Beispiel der Distributionsregel in Glei
hung (2.17) wird deutli
h,dass die Uns
härfe des Ergebnisses im allgemeinen sogar abhängig von der Reihenfolgeder Re
hens
hritte in der erweiterten Funktion ist.Die Multiplikation zweier LR-Fuzzy-Intervalle ist zwar in F nob
coc (R) enthalten und so-mit wohlde�niert. Das Ergebnis ist aber ni
ht mehr vom selben LR-Typ wie die Fuzzy-Eingangswerte und kann daher insbesondere ni
ht mehr als ges
hlossene Formel ermitteltwerden. Eine Darstellung ist nur auf den α-Niveaus mögli
h. Wir erhalten die folgendenBere
hnungsformeln:Satz 2.19 Seien L,R von oben halbstetige Referenzfunktionen und Ã = (aL, aR; lA, rA)LR,

B̃ = (bL, bR; lB, rB)LR. Wir notieren die Grenzen der α-Niveaus als [Ã]α = [aL(α), aR(α)]bzw. [B̃]α = [bL(α), bR(α)]. Dann kann die Multiplikation gemäÿ Satz 2.16 für alle α ∈
[0,1] folgendermaÿen bere
hnet werden.Falls bL(α) ≥ 0, dann

[aL(α), aR(α)]⊙ [bL(α), bR(α)] =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[aL(α)bL(α), aR(α)bR(α)] aL(α) ≥ 0,
[aL(α)bR(α), aR(α)bL(α)] aR(α) < 0,
[aL(α)bR(α), aR(α)bR(α)] aL(α) < 0 ≤ aR(α).Falls bR(α) < 0, dann

[aL(α), aR(α)]⊙ [bL(α), bR(α)] =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[aR(α)bL(α), aL(α)bR(α)] aL(α) ≥ 0,
[aR(α)bR(α), aL(α)bL(α)] aR(α) < 0,
[aR(α)bL(α), aL(α)bL(α)] aL(α) < 0 ≤ aR(α).Den Fall bL(α) < 0 ≤ bR(α) benötigen wir im Folgenden ni
ht. Daher stellen wir dieFormeln hier ni
ht zur Verfügung.Für die Multiplikation zweier Fuzzy-Mengen in F nob

coc (Rm) gilt ebenfalls das Assoziativ-und das Kommutativgesetz. Das Distributivgesetz gilt im Allgemeinen nur in eine Ri
h-
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2 Theoretis
he Grundlagentung,101 d.h. für Ã, B̃, C̃ ∈ F nob
coc (Rm) gilt

Ã⊙ (B̃ ⊕ C̃) ⊂ (Ã⊙ B̃)⊕ (Ã⊙ C̃). (2.18)Damit liegen nun alle Formeln vor, mit denen lineare Funktionen ∑m
j=1 ajxj mit

(a1, . . . , am), (x1, . . . , xm) ∈ Rm auf LR-Fuzzy-Mengen übertragen werden können. Wirwollen zur spra
hli
hen Vereinfa
hung alle mögli
hen Varianten von erweiterten linea-ren Funktionen unter dem Begri� der Fuzzy-linearen Funktion zusammenfassen. Dabeisoll die Bezei
hnung �Fuzzy-linear� die Eins
hränkung gegenüber der Linearität im reell-wertigen Fall hervorheben. Die Eigens
haften der Fuzzy-linearen Funktionen werden inAbs
hnitt 3.1 vorgestellt. Dort �nden si
h au
h beispielhafte Abbildungen.De�nition 2.20 (Fuzzy-lineare Funktionen) Sei A ⊂ Rm und f ∶ Rm × A Ð→ R,

(u,a) z→ fa(u) = uTa eine S
har linearer Funktionen.Wir nennen jede der daraus mit dem Erweiterungsprinzip gewonnen Funktionen
f(⋅, Ã) ∶ Rm Ð→ F nob

coc (R),u z→
m

⊕
j=1

Ãj ⊙ uj für Ã ∈ A ∩ F nob
coc (R)m,

f(⋅,a) ∶ F nob
coc (R)m Ð→ F nob

coc (R), (Ũ1, . . . , Ũm)z→
m

⊕
j=1

aj ⊙ Ũj für a ∈ A
f(⋅, Ã) ∶ F nob

coc (R)m Ð→ F nob
coc (R), (Ũ1, . . . , Ũm)z→

m

⊕
j=1

Ãj ⊙ Ũj für Ã ∈ A ∩ F nob
coc (R)meine Fuzzy-lineare Funktion. Wir symbolisieren die Funktionstypen dur
h f[u, Ã], f[Ũ , a]bzw. f[Ũ , Ã].Die Funktionss
har uTa mit a ∈ A kann bei Bedarf au
h auf interaktive Fuzzy-Vektorenüber Rm erweitert werden. Diese sind für die Untersu
hung der Fuzzy-Regression abereher na
hrangig. Für die Interpretation von interaktiven Fuzzy-Parametern liegen bis-lang nur wenige Ansätze vor.102 Interaktive Fuzzy-Vektoren auf der anderen Seite liegentypis
herweise als symmetris
he, bohnenförmige Fuzzy-Daten vor. Wenn Fuzzy-Inputsals interaktive Fuzzy-Vektoren dargestellt werden, sind sie also im Verglei
h zu ni
ht-interaktiven Fuzzy-Vektoren bei der Datenmodellierung bereits stark geglättet. Zur Ver-einfa
hung werden wir uns in dieser Arbeit auf den Fall ni
ht-interaktiver Parameter undni
ht-interaktiver Daten bes
hränken.101Vgl. Kruse u. a. [1993℄, S. 39.102Einige Ansätze zur Fuzzy-Regression beziehen si
h auf Modelle mit interaktiven Parametern, so z.B.[Celmi�n², 1987b; Chang und Lee, 1994a℄
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2 Theoretis
he Grundlagen2.5 Von der Fehlers
hätzung zur FehlerbewertungAm Ende der kritis
hen Revision des ökonometris
hen Fehlermodells in Abs
hnitt 2.3stand der Vors
hlag, zu einer alternativen Fehlermodellierung überzugehen, bei der dieMögli
hkeiten einer Fuzzy-Modellierung von ungenauen Werten ausgenutzt werden. Da-mit wird ein Perspektivwe
hsel vorgenommen. Während die Fehlerein�üsse im S
hätzmo-dell mit Fehlern in den Variablen als Struktureigens
haft aufgefasst werden, werden sie beider Fuzzy-Modellierung als Eigens
haft der Daten selbst betra
htet. Deren Ungenauigkeitist dabei für jeden Beoba
htungswert auf dem aktuellen Stand des Wissens zu bewerten.Um diesen Ansatz von den Modellen mit Fehlern in den Variablen abzugrenzen, soll erim Folgenden als Regressionsmodell mit Fehlern in den Daten bezei
hnet werden.Zunä
hst wird in Abs
hnitt 2.5.1 der Begri� von Fuzzy-Daten konkretisiert und es wer-den zwei wesentli
he semantis
hen Zugänge vorgestellt. In Abs
hnitt 2.5.2 wird s
hlieÿ-li
h das Konzept der Fuzzy-Merkmalswerte eingeführt, mit dem die Abs
hätzung überdie mögli
h Lage eines Einzelwertes abgebildet werden kann, der mit Fehlern beoba
htetwird. Dabei ist die Abs
hätzung selber als Beoba
htungswert zu betra
hten.2.5.1 Modellierung von Fuzzy-DatenGegenüber beliebigen Zahlen oder Werten zei
hnen Daten si
h dadur
h aus, dass sie Infor-mationen über einen gewissen, uns interessierenden, Gegenstand oder Zustand tragen. Zudem s
hieren Wert tritt also ein semantis
her Kontext hinzu. Übli
herweise wird ein einzel-nes Datum als Realisierung einer Variablen über einer geeigneten Grundmenge betra
htet.Information trägt das Datum nur dann, wenn für den interessierenden Gegenstand mehrals ein abbildbarer Zustand existiert.103 Allgemein ist ein Fuzzy-Datum Z̃ die Realisationeiner Variablen U ∶ Ω Ð→ F(Υ) mit Fuzzy-Werten über einem Werteberei
h Υ104, so dassfür ein ω ∈ Ω gilt U(ω) = Z̃. Dabei muss man si
h die Variable U eingebettet in einenInterpretationskontext vorstellen. Meistens liegt der Modellierung von Fuzzy-Daten dieVorstellung von mens
hli
her Wahrnehmung und Verständigung zugrunde, die si
h häu-�g auf uneindeutige und ungefähre Begri�e bezieht. Mit Bezug auf die Abbildung vonverbalen Begri�en spri
ht man daher oft au
h von linguistis
hen Variablen.Für die Messung von reellwertigen Daten werden vers
hiedene Typen von Skalen un-ters
hieden. In erster Linie sind dabei ordinale und metris
he Skalen zu unters
heiden.Allerdings werden au
h kategoriale oder nominale Skalen häu�g mit ganzen Zahlen wie-dergegeben. Mit dem Skalentyp wird eine Unters
heidung getro�en, wel
he Operationen103Vgl. Bandemer 1997, S. 24.104Entspre
hend der Einführung wird angenommen, dass Υ mehr als ein Element enthält.
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2 Theoretis
he Grundlagengrundsätzli
h auf den Datenwerten erlaubt sind, d.h. Verglei
hsoperationen auf einer ordi-nalen Skala, arithmetis
he Operationen auf einer metris
hen Skala et
. Dabei vers
hwin-den weitere wi
htige Aspekte für die Auswertung der Daten, wie z.B. Verlässli
hkeit undGenauigkeit der Messung, hinter den Beoba
htungswerten. Sie sind bei der Konstruktionder Analysemodelle und der Interpretation der Ergebnisse gesondert abzuwägen. Fuzzy-Daten basieren auf klassis
hen reellwertigen Skalen und erweitern diese dur
h die Mög-li
hkeit, bei Uns
härfen in den Daten105 graduelle Übergänge für die Zugehörigkeit zumMesswert anzugeben. Dazu werden alle Werte der zugrunde liegenden Skala dana
h bewer-tet, zu wel
hem Grad sie beim aktuellen Wissensstand zum jeweiligen Beoba
htungswertzugehörig sind. Die Modellierung zielt darauf hin, dass der aktuelle Wissensstand überdie Ungenauigkeit oder Uneindeutigkeit der Daten so gut und so korrekt wie mögli
habgebildet wird. Dabei kann der aktuelle Wissensstand si
h aus allen mögli
hen Quellenspeisen, wie z.B. vorliegende Daten, ergänzende und alternative Statistiken oder Exper-tenmeinungen.Die graduelle Zugehörigkeit zu einer Menge ist ein sehr o�enes Konzept zur Abbil-dung von Datenuns
härfen, das vielseitig ausgelegt und eingesetzt werden kann. In derLiteratur zur Fuzzy-Mengen-Theorie gibt es infolgedessen eine kontinuierli
he Auseinan-dersetzung mit der Frage, wel
he Interpretationen von Datenuns
härfe mit Fuzzy-Mengenbes
hrieben werden können und wel
he Bedeutung dabei die Zugehörigkeitsgrade anneh-men.106 Es ist daher unerlässli
h, dass die Semantik von Fuzzy-Daten explizit angegebenwird, wenn diese für weitergehende Analysen verwendet werden sollen. Denn eine sinn-volle Interpretation von Analyseergebnissen ist nur unter der Bedingung mögli
h, dassder Aussagegehalt der Fuzzy-Daten de�niert und die angewendete Methodik mit diesersemantis
hen Bedeutung vereinbar ist.In Abs
hnitt 2.1 wurde auf Seite 19 bereits angemerkt, dass die Qualität von Datensi
h hauptsä
hli
h im Bezug auf die Adäquation und auf die Genauigkeit der Messungbegründet. Beim Adäquationsproblem stehen unter anderem Fragen der Uneindeutigkeitder statistis
hen Begri�e sowie der Homogenität und Verglei
hbarkeit der Messwerte imMittelpunkt. Demgegenüber beziehen si
h Genauigkeitsprobleme direkt auf die Fehler inden Daten. Diese stellen si
h als eindeutige Begri�e dar, die aufgrund eines einges
hränk-ten Wissensstandes ungenau oder uneindeutig ers
heinen. In Anlehnung an Kruse u. a.105Die Begri�e, mit denen in dieser Arbeit Uns
härfen in den Daten di�erenziert werden, wurden zuBeginn von Kapitel 2 eingeführt, s. S. 15.106Arbeiten, die Vors
hläge zur Modellierung von Fuzzy-Mengen ma
hen, sind z.B. [Zadeh, 1965; Duboisund Prade, 1980; Bandemer und Gottwald, 1993; Zimmermann, 1996℄. Im Sammelband [Dubois und Prade,2000℄ werden die Grundlagen der Fuzzy-Mengen-Theorie auf dem aktuellen Stand der Fors
hung vorge-stellt. Dort nimmt die semantis
he Di�erenzierung zwis
hen unters
hiedli
hen Arten von Fuzzy-Mengenund ihre Eignung für bestimmte Anwendungsgebiete groÿen Raum ein. In [Avenhaus und Seising, 1999℄wird die Rolle der Fuzzy-Mengen-Theorie im Verhältnis zur Wahrs
heinli
hkeitstheorie erörtert.
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2 Theoretis
he Grundlagen[1993℄ soll daher in dieser Arbeit zwis
hen den Interpretationskonzepten der physikalis
henund der epistemis
hen Fuzziness unters
hieden werden. Diese beiden Konzepte werden inden weiteren Untersu
hungen zugrunde gelegt, um daran zu verdeutli
hen, wel
he Kon-sequenzen die unters
hiedli
hen Perspektiven für die Regressionsanalyse bei Fuzzy-Datenhaben. Kräts
hmer [2001a℄ hat in seiner Habilitationss
hrift ein allgemeines Messmodellfür Fuzzy-Daten entwi
kelt. Er bezieht si
h aber in seiner Arbeit hauptsä
hli
h auf einephysikalis
he Interpretation der Fuzziness.Fuzzy-Daten in der physikalis
hen Interpretation erhält man, wenn Werte von Begrif-fen mit einer vagen De�nition spezi�ziert werden, d.h. wenn dur
h die De�nition derZielgröÿe bzw. des statistis
hen Begri�s eine Uneindeutigkeit gegeben ist, die si
h au
hdur
h Einholen von besserer Information ni
ht weiter ausräumen lässt. Häu�g führen Ad-äquationsprobleme zu sol
hen vagen statistis
hen Begri�en. Ein einfa
hes ans
hauli
hesBeispiel ist die Bes
hreibung aller Ober�ä
henpunkte im Gesi
ht, die zur Nase gehören.Ein bekanntes Beispiel für eine vage Begri�sde�nition in der Wirts
haftsstatistik ist etwadas Bruttosozialprodukt107. Physikalis
he Fuzzy-Daten können als genaue Abbildung ei-nes uneindeutigen, vagen Objektes oder Zustandes verstanden werden. Die Fuzzy-Mengewird hier also als unveränderli
hes mathematis
hes Objekt aufgefasst.108Im Gegensatz dazu liegen Fuzzy-Daten in der epistemis
hen Interpretation vor, wennein eindeutiger, reellwertiger Wert für die Beoba
htung existiert, dieser aber aufgrund voneinges
hränkten Informationen oder fehlerhaften Messverfahren nur ungenau bes
hriebenwerden kann. Die Fuzzy-Menge wird dann als Abs
hätzung für die mögli
he Lage des ver-borgenen, eindeutigen Wertes spezi�ziert. Dabei erfolgt die Abs
hätzung auf der Basis desaktuell verfügbaren Wissens, d.h. dur
h Einholen von besseren Informationen könnte dieQualität der Abs
hätzung erhöht werden. Ein einfa
hes ans
hauli
hes Beispiel stellt z.B.die spra
hli
he Bes
hreibung dar, eine Person sei �um die 35 Jahre alt�. Es ist klar, dassdie betre�enden Person ein eindeutiges Alter hat, dieses kann aber ohne weitere Na
h-fors
hungen nur mit einer Menge von mehreren plausiblen Werten bes
hrieben werden.Ein Beispiel aus der Wirts
haftsstatistik für einen eindeutigen Wert, der in der Regel nurungenau erfasst werden kann, ist etwa das Netto-Jahreseinkommen. In der Regel könnennur einzelne individuelle Einkommensbestandteile oder das Jahreseinkommen in einer an-deren Abgrenzung erfasst werden, das Netto-Einkommen kann hingegen nur annäherndbestimmt werden. Folgli
h ist ein Fuzzy-Datum in der epistemis
hen Interpretation keinunveränderli
hes mathematis
hes Objekt, sondern stellt eine kontextabhängige, ggf. sub-jektiv festgelegte, Begrenzung und Zugehörigkeitsbewertung der Grundmenge von mögli-
hen Werten dar.107P�egetätigkeiten werden z.B. nur dann zum Bruttosozialprodukt gere
hnet, wenn sie über den Marktvermittelt angeboten werden, familiäre P�ege wird hingegen ni
ht mitgere
hnet.108Vgl. Borgelt u. a. 1999, S. 371. 67



2 Theoretis
he GrundlagenAus den Bes
hreibungen wird deutli
h, dass physikalis
he Fuzzy-Daten si
h eher wiePunkte darstellen, mit denen ein uneindeutiger Zustand als Gesamtheit abgebildet wird,epistemis
he Fuzzy-Daten stellen si
h hingegen eher als Intervallabs
hätzungen dar, dieeine Menge mögli
her Werte erfassen. Im Bezug darauf spre
hen wir vom Punkt- und vomMengen
harakter von Fuzzy-Daten.Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass eine Modellierung von Fuzzy-Datenfür Fehler in den Daten grundsätzli
h dem epistemis
hen Interpretationskonzept genügt.Hingegen können Fuzzy-Modellierungen von Adäquationsfehlern idealtypis
h als physi-kalis
he Fuzzy-Daten betra
htet werden. In der Praxis �ndet man allerdings häu�g eineVermis
hung von Adäquationsfehlern und Datenungenauigkeiten vor, so dass eine ein-deutige Zuordnung zum physikalis
hen oder epistemis
hen Interpretationskonzept ni
htmögli
h ist, weil keiner der Ein�üsse zu verna
hlässigen ist. Bei der Modellierung vonFuzzy-Merkmalswerten entspri
ht dies einem Changieren zwis
hen der physikalis
hen undder epistemis
hen Interpretationsperspektive. Dies ist für die Konstruktion empiris
herFuzzy-Daten na
hrangig, wird aber bei der Approximation einer Regressionsglei
hungdann zum Problem, wenn die jeweilige Semantik besondere Anforderungen an das arith-metis
he Kalkül oder den Optimierungsansatz stellt. Die Eigens
haften der physikalis
henund der epistemis
hen Modellierung können bei sol
hen vagen statistis
hen Begri�en, de-ren Messung mit Fehlern behaftet ist, als Extrempunkte betra
htet werden. Während beimehreren Werten für ein Merkmal in der physikalis
hen Fuzzy-Modellierung von einerHomogenität in der Qualität der Abs
hätzungen ausgegangen werden kann, ist eine Ho-mogenität in der Qualität der Abs
hätzungen bei der epistemis
hen Fuzzy-Modellierungni
ht mehr ohne Weiteres si
hergestellt.109 Eine semantis
he Interpretation kann daherau
h im Bezug auf die Eigens
haften der beiden Extreme hergeleitet werden.Häu�g werden epistemis
he Fuzzy-Daten au
h als �Possibility-Verteilungen� bezei
h-net, weil sie ähnli
h wie Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen ebenfalls eine Quanti�zierungder Mögli
hkeit von Zuständen oder Ereignissen sind. Tatsä
hli
h gibt es eine ausgear-beitete Theorie der Possibilitäts-Verteilungen. Diese unters
heidet si
h semantis
h aberdeutli
h vom epistemis
hen Interpretationskonzept. Während epistemis
he Fuzzy-Datenfür jedes Zugehörigkeitsniveau eine Intervallabs
hätzung abgeben, tri�t eine Possibility-Verteilung im Sinne eines Verteilungskonzeptes eine Aussage über Auftretenshäu�gkeiten,wenn es eine Ambiguität des Auftretens gibt. Damit sollen Verteilungen für Situationenbes
hrieben werden, bei denen ni
ht eindeutig festgestellt werden kann, ob ein Ereigniseingetreten ist oder ob es ni
ht eingetreten ist, bei denen also die sog. �Regel des aus-109Eine alternative Bes
hreibung könnte sein, dass die Ränder von physikalis
hen Fuzzy-Daten ebenfallsauf der verwendeten Skala in Bezug gesetzt werden können, während die Ränder von epistemis
hen Fuzzy-Daten allenfalls in einen ordinalen Bezug gesetzt werden können.
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2 Theoretis
he Grundlagenges
hlossenen Dritten� ni
ht gilt. Aufbauend auf den Possibility-Verteilungen wurde eineganze Verteilungstheorie entwi
kelt, die Possibility-Theorie.110Mit den klassis
hen Skalentypen erhalten wir somit bei Berü
ksi
htigung der semanti-s
hen Konzepte für Fuzzy-Daten die folgenden Skalentypen für Fuzzy-Daten. Für Fuzzy-Daten mit physikalis
her Interpretation können kategoriale, ordinale und metris
he Skalenproblemlos übertragen werden. Bei fuzzi�zierten kategorialen Skalen kann es im Unter-s
hied zum klassis
hen Fall Übers
hneidungen zwis
hen den Kategorien geben, wobeieinzelne Elemente Teilzugehörigkeiten in mehr als einer Kategorie haben, als Operationensind nur S
hlussweisen der Fuzzy-Interferenz zulässig. Fuzzi�zierte ordinale Skalen sindnur dann wohlde�niert, wenn eine geeignete Fuzzy-Präferenzrelation angegeben wird, diewieder eine ordinale Struktur etabliert. Für fuzzi�zierte metris
he Skalen können die arith-metis
hen Operationen mit dem Erweiterungsprinzip übertragen werden und gegenüberdem klassis
hen Fall gelten u.a. die Eins
hränkungen, die in Abs
hnitt 2.4.2 diskutiertwurden. Ebenso können epistemis
he Fuzzy-Daten auf der Basis von kategorialen, ordina-len und metris
hen Skalen de�niert werden.111 Im Unters
hied zu physikalis
hen Fuzzy-Skalen, deren Elemente als Objekte verstanden werden können, stellen die Elemente vonepistemis
hen Fuzzy-Skalen Fuzzy-Si
herheitsmengen bzw. Fuzzy-Mengen-Abs
hätzungenfür einen eindeutigen unbekannten Wert dar.112In der Praxis wird ein Fuzzy-Datum Z̃ über den reellen Zahlen R meistens dur
h diefolgenden Angaben spezi�ziert: festzulegen sind der Kern als Punkt bzw. Intervall dersi
her mögli
hen Punkte, der Träger als Intervall der Zahlen, die zu einem positivenGrad no
h als zum Datum zugehörig akzeptiert werden sollen sowie die Ges
hwindig-keit der monotonen Abnahme der Zugehörigkeiten vom Kern zum Rand des Trägers, diedur
h die Form der Referenzfunktion modelliert wird.113 Die Zugehörigkeitsfunktion wirdauf der Basis der vorliegenden Gegebenheiten und Kenntnisse festgelegt. Die Spezi�zie-rungsvors
hrift beinhaltet somit eine subjektive Bewertung des uns
harfen Datums, die110Vgl. [Dubois u. a., 2000℄. Folgt man Borgelt u. a. [1999℄, dann können eher physikalis
he Fuzzy-Mengenin Possibility-Verteilungen �übersetzt� werden. Bei der Fuzzy-Menge für die Nase würde die zugehörigePossibility-Verteilung bes
hreiben, wie plausibel es ist, dass in der Aussage �er hat einen Fle
k auf derNase� mit der Angabe �auf der Nase� bestimmte Raumpunkte im Gesi
ht eines Mens
hen bes
hriebensind (S. 372).111Die Übertragung leu
htet bei metris
hen Skalen sofort ein, wobei Fuzzy-Intervall-Abs
hätzungen eta-bliert werden. Eine kategoriale, epistemis
he Fuzzy-Skala könnte beispielsweise sinnvoll sein, um Klas-si�kationsfehler abzubilden, die dur
h fehlerhafte Messwerte induziert sind. Eine ordinale, epistemis
heFuzzy-Skala könnte z.B. genutzt werden, um Probleme in der zeitli
hen Abgrenzung bei Stromgröÿendarzustellen.112Die Unters
heidung ist z.B. dafür relevant, wel
he Fuzzy-Präferenzrelation jeweils für die Fuzzy-ordinalen Skalen geeignet ers
heint. Während für erstere Variante eher eine Defuzzi�zierung herangezogenwerden kann, ers
heint bei der zweiteren Variante viellei
ht eher ein ε-Verglei
h angemessen. Die tatsä
h-li
he Festlegung kann allerdings nur unter Berü
ksi
htigung der konkreten Modellierung erfolgen.113Vgl. Bandemer 1997, S. 67.
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2 Theoretis
he Grundlagendie Ungenauigkeit oder Vagheit in der konkreten Situation ausdrü
kt. Die auf Basis dersubjektiven Bewertungen spezi�zierte Zugehörigkeitsfunktion stellt nur eine von vielenmögli
hen Vereinfa
hungen der Situation dar. Der modellierte Fuzzy-Beoba
htungswertist infolgedessen ni
ht eindeutig. Häu�g wird aber die Eindeutigkeit eines Messwertes alsNa
hweis für seine Objektivität bzw. für seine Aussagekraft über die reale Situation wahr-genommen. In diesem Sinne ers
heinen reellwertige Messwerte als objektiver als Fuzzy-Beoba
htungswerte. Dabei wird übersehen, dass au
h reellwertige Messwerte subjektivenBearbeitungs- und Vereinfa
hungsprozessen unterworfen sind, die zu einer Veränderungdes Messergebnisses führen können. Ganz im Gegenteil besteht ein wesentli
her Vorteileiner Fuzzy-Modellierung im Verglei
h zu einer Darstellung des Berei
hs mögli
her Wer-te in Form einer Intervallabs
hätzung gerade darin, dass man von dem Dilemma befreitwird, eine s
harfe Grenze zwis
hen mögli
hen und unmögli
hen Werten zu spezi�zieren.Statt einer s
harfen Grenze wird ein allmähli
her Übergang zwis
hen si
her mögli
hen undsi
her unmögli
hen Werten eingesetzt, den man si
h wie die Einstellung des Kontrastesbei einem S
hwarz-Weiÿ-Foto vorstellen kann, bei dem Weiÿ mit 0, S
hwarz mit 1 unddazwis
henliegende Zugehörigkeitswerte mit abgestuften Grautönen identi�ziert werden.Veränderungen der Zugehörigkeitsfunktion unter Wahrung der lokalen Monotonie sinddemna
h verglei
hbar mit Kontraständerungen bei Grautonbildern, die in der Regel densemantis
hen Gehalt ni
ht wesentli
h ändern.114Die subjektive Modellierung und die Tatsa
he, dass Vagheit und Ungenauigkeit vonMessverfahren abgebildet werden sollen, bedeutet ni
ht, dass zur Spezi�kation von Fuzzy-Daten weniger Informationen benötigt werden als bei der Spezi�kation bzw. Messung vons
harfen Daten. Ganz im Gegenteil verhilft eine Fuzzy-Modellierung dazu, dass zusätz-li
hes Wissen über die individuellen und konkreten Erhebungsbedingungen quantitativabgebildet wird und bei der kalkulatoris
hen Datenanalyse mit verarbeitet werden kann.Sie kann damit bessere Ergebnisse liefern als eine Analyse s
harfer Daten, bei der die ab-s
hlieÿende Interpretation von unausgespro
henen, subjektiven Daumenregeln überformtwird.Damit eine Regressionsanalyse bei Fuzzy-Daten dur
hgeführt werden kann, müssendie arithmetis
hen Operationen de�niert sein. Wir beziehen uns daher in dieser Arbeitauss
hlieÿli
h auf metris
he Fuzzy-Skalen mit Daten aus F nob
coc (R).De�nition 2.21 (Skalenniveau der Fuzzy-Daten für die Fuzzy-Regression)Im Folgenden werden nur no
h Fuzzy-Messwerte bzw. Fuzzy-Beoba
htungen verwendet,für die die Ergebnisse der erweiterten Addition, des erweiterten Skalarproduktes und der114Vgl. Bandemer 1999, S. 253.
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2 Theoretis
he Grundlagenerweiterten Multiplikation wohlde�niert sind. D.h. für die Mess-Skala S ⊂ F(R) für eineVariable Z in der Modellfunktion gelte, dass
S ⊂ F nob

coc (R)und für je zwei Skalenwerte Ũ , Ṽ ∈ S und λ ∈ R sei erfüllt
Ũ ⊕ Ṽ ∈ S ,
λ⊙ Ũ ∈ S oder − λ⊙ Ũ ∈ S ,
Ũ ⊙ Ṽ ∈ F nob

coc (R).Dur
h die De�nition sollen insbesondere kategoriale Fuzzy-Daten, d.h. linguistis
he Be-wertungen der Art �niedrig�, �mittel�, �ho
h�, im Weiteren als mögli
he Merkmale aus-ges
hlossen werden. Diese sind mit der Einbeziehung von uns
harfen Dummy-Variablenin die Regressionsglei
hung verglei
hbar und wären im Hinbli
k auf mögli
he Interpreta-tionen und ihre Aussagekraft gesondert zu betra
hten. Wir berü
ksi
htigen daher au
hkategoriale Klassi�kationen, wie sie z.B. in der Bes
häftigtenstatistik die Klassi�kationender Berufe oder der Wirts
haftszweige darstellen, und deren Messprobleme ni
ht weiter.2.5.2 Fuzzy-Merkmalswerte als AlternativeIn diesem Abs
hnitt werden die allgemeinen Anforderungen für die Konstruktion vonFuzzy-Merkmalswerten formuliert, mit denen Fehler in den Daten abgebildet werden kön-nen. Dies dient zur Vorbereitung auf die konstruktive Modellierung von Fuzzy-Daten amBeispiel der Bes
häftigtenstatistik in Kapitel 4.Man kann si
h zunä
hst exemplaris
h vorstellen, dass für eine beliebige Modellvariablefehlerhafte Werte anstelle der �wahren� Werte Z∗ ∶ Ω Ð→ R beoba
htet werden. Für dieKonstruktion wird ein einzelner, konkreter Beoba
htungswert z∗ = Z∗(ω) herausgegri�en.Bei der Modellierung eines epistemis
hen Fuzzy-Datums Z̃, das den Fehlerein�uss in z∗abbildet, ist für jedes Zugehörigkeitsniveau α ∈ [0,1] das Intervall der Werte zu spezi-�zieren, die aufgrund der fehlerhaften Messung der Daten glei
hermaÿen mögli
h sind.Im Unters
hied zum ökonometris
hen Fehlermodell wird hierbei also der Fehler ni
ht ge-sondert spezi�ziert. Die Fuzzy-Intervall-Abs
hätzung für die Fehler in den Daten zielt imGegenteil darauf hin, alle mögli
hen Werte für z unter den aktuell verfügbaren Informa-tionen so s
harf wie mögli
h einzugrenzen. Infolgedessen wird für die Fuzzy-Modellierungkeine Unters
heidung in �wahren� Wert und Messfehler benötigt. Das Fuzzy-Datum istumgekehrt aber im allgemeinen au
h ni
ht dazu geeignet, einen eindeutigen Wert zu spe-zi�zieren, der den �wahren� Wert des Modells repräsentiert.71



2 Theoretis
he GrundlagenDa bei realen Datenerhebungen bei Fehlern in den Daten der �wahre� Wert unbekanntist, soll im Folgenden für alle epistemis
hen Fuzzy-Daten die Annahme getro�en werden,dass diese den �wahren� Wert tatsä
hli
h enthalten.De�nition 2.22 Seien für 1 ≤ i ≤ n die Fuzzy-Daten Z̃i ein Messergebnis, das die feh-lerhaften Beoba
htungen für ein Merkmal abbildet. Seien ferner z∗i die zu Z̃i gehörigen�wahren� Werte. Dann ist das Fuzzy-Datum Z̃i günstig für die i-te Beoba
htung genaudann, wenn gilt
z∗i ∈ supp(Z̃i).Im günstigen Fall gilt also für den �wahren� Wert z∗i , dass dieser tatsä
hli
h von derFuzzy-Bes
hreibung Z̃i eingehüllt wird.In die Konstruktion der Fuzzy-Merkmalswerte bei Fehlern in den Daten können grund-sätzli
h alle Informationen auf dem aktuellen Stand des Wissens einbezogen werden. Vor-aussetzung für die Modellierung von Informationen ist allerdings, dass sie für die Quanti-�zierung von Zugehörigkeitsgraden über dem Werteberei
h herangezogen werden können.Einer Abbildung von qualitativen Eins
hätzungen über die Fehlerein�üsse sind dur
h dieAnforderung der Quanti�zierbarkeit Grenzen gesetzt.Wenn die Modellierung von Fuzzy-Merkmalsvariablen für Fehler in den Daten ex post,d.h. na
h Abs
hluss des Erhebungsverfahrens, vorgenommen wird, ergibt si
h eine pa-radoxe Situation dadur
h, dass der vorliegende, fehlerhafte Messwert x die si
herste In-formation über den unbekannten �wahren� Wert z darstellt. Es ist also ausgehend vomfehlerhaften Wert x die Information über die mögli
he Lage des �wahren� Wertes z zuers
hlieÿen. Es liegt daher aus Gründen der Risikovermeidung nahe, für x eine Zuge-hörigkeit von 1 anzunehmen, sofern ni
ht starke Gründe dafür vorliegen, den Kern desFuzzy-Datums so zu vers
hieben, dass er x ni
ht enthält. Andernfalls besteht die Gefahr,die vers
hmutzte Information aus dem fals
hen Wert x damit no
h aktiv zu vers
hlim-mern. Überdies ginge bei einer sol
hermaÿen transformierten Modellierung die Informa-tion über den vorliegenden Wert x für weitere Betra
htungen vollständig verloren. DieseHerangehensweise unters
heidet si
h diametral von der Modellierung der Fehlerein�üssedur
h eine Zufallsvariable, in der die Abwei
hung zwis
hen Beoba
htung und �wahrem�Wert als reellwertige Zahl ers
heint, die na
h Belieben relativ zum �wahren� Wert oderrelativ zur fehlerhaften Beoba
htung betra
htet werden kann. Dabei kann unter den Be-dingungen des Strukturmodells der unbekannte �wahre� Wert mit dem Erwartungswertidenti�ziert werden, so dass die beoba
hteten, fehlerhaften Werte als Streuungsumgebung
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2 Theoretis
he Grundlagenzum unbekannten �wahren� Wert aufgefasst werden.115 Wesentli
he Voraussetzung dafürist allerdings, dass das Verteilungsmodell zutri�t.Bei einer Fuzzy-Modellierung von Messungenauigkeiten besteht aufgrund der normali-sierten Darstellung der Fuzzy-Zahlen die Gefahr, dass diese als eine Gewi
htungsfunktionaufgefasst werden, die si
h ähnli
h wie eine Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte verhält. Dabei liegtein Denkfehler vor, denn es wird übersehen, wel
he Kompensationse�ekte bei der Ver-knüpfung von Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten entstehen: dur
h die Kumulierung der Punkt-häu�gkeiten aus den Einzelverteilungen in den relativen Häu�gkeiten der gemeinsamenVerteilung werden nämli
h Verstärkungs- oder Abs
hwä
hungse�ekte bei den Auftretens-wahrs
heinli
hkeiten induziert. Insbesondere kann die Gesamtverteilung eine höhere Spe-zi�tät aufweisen als die Einzelverteilungen. Diese Kompensation gibt es bei der Verknüp-fung von Fuzzy-Zahlen ni
ht. Am Beispiel der Addition von sto
hastis
h unabhängigenZufallsvariablen bzw. von Fuzzy-Mengen kann gut verdeutli
ht werden, dass zwis
hen denbeiden Betra
htungsweisen ein fundamentaler Unters
hied besteht.Wir betra
hten dazu zwei glei
hverteilte Zufallsvariablen X1 ∼ G([1,3]),X2 ∼ G([2,4])mit den zugehörigen Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten fX1
= 1

2
1[1,3], fX2

= 1
2
1[2,4]. Falls X1 und

X2 auÿerdem sto
hastis
h unabhängig sind, kann die Verteilung von X1 +X2 als Faltungder zugehörigen Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten bere
hnet werden, d.h.
fX1+X2

(t) = (fX1
∗ fX2

)(t)
= 1
2
∫ 1[1,3](τ)1[2,4](t − τ)dτ

= 1
2
∫ 1[1,3]∩[t−4,t−2](τ)dτ

=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1
2
(t − 3) für t ∈ [3,5]

1
2
(7 − t) für t ∈ (5,7]Als Ergebnis erhalten wir eine Dreie
ksverteilung, wie in Abbildung 2.9 dargestellt ist.Wenn die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten als Zugehörigkeitsfunktionen interpretiert undnormalisiert werden, erhalten wir in LL-Darstellung die Fuzzy-Mengen Ã1 = (1,3; 0,0)Lund Ã2 = (2,4; 0,0)L, die gewöhnli
he Intervalle in R sind. Wie in Abs
hnitt 2.5.2 darge-stellt wurde, können die Fuzzy-Zahlen als Zugehörigkeitsbes
hreibung von ungenau beob-a
hteten aber unbekannten reellwertigen Zuständen a1, a2 ∈ R betra
htet werden, derenZugehörigkeit zum �wahren� Zustand mit Ã1 bzw. Ã2 bes
hrieben wird. Sowohl die Wahr-s
heinli
hkeitsbetra
htung als au
h die Fuzzy-Bewertung bilden ab, dass die �wahren�115Dies ist gerade die Modellvorstellung des statistis
hen Fehlermodells. Diese Transformation ist aberim Fuzzy-Kontext ni
ht darstellbar, so dass gewohnte Vorstellungen aus der Statistik ni
ht ohne Weiteresübertragbar sind.
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2 Theoretis
he Grundlagen
PSfrag repla
ements1 fX1

fX2

fX1+X2

(Eigene Darstellung)Abbildung 2.9: Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten bei der Addition zweier sto
hastis
h unabhän-giger glei
hverteilter Zufallsvariablen
PSfrag repla
ements1 Ã1 Ã2 Ã1 ⊕ Ã2

(Eigene Darstellung)Abbildung 2.10: Addition von zwei Fuzzy-Mengen, die der Di
hte der Glei
hverteilungenentspre
henWerte irgendwo im Intervall [1,3] bzw. [2,4] liegen. Die Zugehörigkeit der Summe a1+a2zur Summe der �wahren� Zustände kann aber nur unspezi�s
h bes
hrieben werden als
Ã1 ⊕ Ã2 = (a + c, b + d; 0,0)L = (3,7; 0,0)L.Eine Kompensation dur
h eine Häufung von Vorkommnissen �ndet dabei ni
ht statt, vgl.Abbildung 2.10. Dies ist ein wesentli
her Unters
hied zum Wahrs
heinli
hkeitskalkül. Da-her dient das Fuzzy-Kalkül eher als �Abs
hätzungste
hnik� dafür, wie die Ungenauigkeitder Beoba
htungen si
h in den Modellre
hnungen auswirkt. Eine wesentli
he Konsequenzdes Perspektivwe
hsels vom Fehler in den Variablen- zu einem Fehler in den Daten-Ansatzist darüber hinaus, dass die Korrelation der Fehlerein�üsse mit der Störvariablen aufgelöstwerden kann.116116Im Rahmen von Verteilungsansätzen für Fuzzy-Zufallsvariablen ist es vermutli
h au
h mögli
h, abge-s
hwä
hte, anteilige Korrelationen zu modellieren.
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2 Theoretis
he GrundlagenEine Modellierung von epistemis
hen Fuzzy-Merkmalswerten bei fehlerhaften Daten istvor allem dann sinnvoll, wenn die Evidenz für die Modellierung eines ökonometris
henS
hätzmodells für die Fehlerein�üsse ni
ht ausrei
ht. Der Perspektivwe
hsel auf einenAnsatz mit Fehler in den Daten sollte also dann in Erwägung gezogen werden, wenndeterministis
he Fehler mit häu�geren Sprüngen im Fehlerbetrag vorliegen oder wenndie Sti
hprobe für den Fehlerein�uss im Verhältnis zur S
hiefe der Fehlerverteilung undzur Fehlervarianz letztli
h zu klein ausfällt. Eine Fuzzy-Modellierung der Fehlerein�üsseers
heint in jedem Fall dann geboten, wenn relevante Fehlerein�üsse nur ungefähr be-s
hrieben und quanti�ziert werden können.Ein Vorteil des Fuzzy-Ansatzes besteht darin, dass damit grundsätzli
h die Abbildungdes aktuell vorliegenden Wissens über die Genauigkeit jedes einzelnen Beoba
htungswer-tes mögli
h ist. Damit ist ein Instrumentarium verfügbar, mit dem der Informationsgradüber die Datenqualität in den Mittelpunkt der Analysen gerü
kt werden kann. Beispiels-weise könnte mit Hilfe einer Fuzzy-Modellierung eine Landkarte bzw. eine Feldanalyseüber die Genauigkeit der Datenwerte in einem Datensatz erstellt werden. Entspre
hendbietet die Fuzzy-Modellierung einen Anlass dafür, na
h besseren Bewertungsverfahren fürdie Qualität der Daten zu su
hen und mit Bezug auf die Fuzzy-Abbildung weiter zu ver-bessern. Falls eine Fuzzy-Modellierung der individuellen Beoba
htungswerte zu aufwändigers
heint, lässt die Fuzzy-Modellierung es ebenfalls zu, zu einer stärker vereinheitli
htenVerwendung der Uns
härfe
harakteristika überzugehen.Einige Konstruktionsstrategien für die empiris
he Anwendung werden in Kapitel 4 amBeispiel der Bes
häftigtenstatistik herausgearbeitet.
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3 Datenanalyse mitFuzzy-RegressionEs gibt eine groÿe Variationsbreite von Fuzzy-Methoden zur Datenanalyse, die in einemgewissen Sinne als �Fuzzy-Regression� aufgefasst werden können. Im Folgenden soll unter-su
ht werden, inwieweit Fuzzy-Daten genutzt werden können, um Ungenauigkeiten vonDaten bei der einfa
hen Regression zu berü
ksi
htigen. Wir bes
hränken uns daher aufsol
he Ansätze zur Fuzzy-Regression, bei denen eine lineare bzw. eine erweiterte lineareFunktion bei vorliegenden Fuzzy-Daten approximiert wird.In der Literatur werden hauptsä
hli
h zwei Motive für die Dur
hführung einer Fuzzy-Regression genannt. Einerseits wird Fuzzy-Regression benötigt, wenn die Merkmalswer-te in Form von Fuzzy-Daten vorliegen und eine Regressionsanalyse dur
hgeführt wer-den soll. Für diese Situation sind weite Teile eines statistis
hen Instrumentariums be-reits ausgearbeitet. Die entspre
henden Ansätze basieren auf S
hätzmodellen mit Fuzzy-Zufallsvariablen. Für diese können wesentli
he Güteeigens
haften der klassis
hen KleinsteQuadrate-S
hätzer bestätigt werden. Allerdings ist die Modellierung dur
h die Vertei-lungsannahmen und deren te
hnis
he Eigens
haften und Anforderungen stark vorstruk-turiert, mit denen die Güte der S
hätzer si
hergestellt wird. Im Rahmen der epistemis
henSemantik ist die Interpretation der S
hätzparameter aber ni
ht trivial, weil si
h in denFuzzy-Daten alternative Konstruktionsstrategien zur Bes
hreibung der mögli
hen �wah-ren� Werte nieders
hlagen können. Es bleibt daher unklar, über wel
he Me
hanismen undbis zu wel
hem Grad die Güteaussagen über die S
hätzparameter auf eine Situation mitepistemis
hen Fuzzy-Daten übertragen werden können. Neben diesen Ansätzen gibt esauÿerdem eine Reihe von Methoden zur Fuzzy-Regression, bei denen die epistemis
he Se-mantik stärker im Mittelpunkt steht. Für diese Ansätze wird allerdings in der Regel keinVerteilungsmodell angegeben. Sie sind daher zu den explorativen Regressionsmethodenzu re
hnen.Andererseits kann mit Hilfe einer Fuzzy-linearen Funktion ein ungefährer funktiona-ler Zusammenhang zwis
hen den unabhängigen und der abhängigen Variablen modelliertwerden, wenn der Zusammenhang abges
hwä
ht ist, so dass er mit einer reellwertigen
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionFunktion ni
ht mehr adäquat abgebildet werden kann.1 Ein abges
hwä
hter Zusammen-hang ist z.B. naheliegend bei kleinen Sti
hproben oder bei Instabilitäten zwis
hen denEinzelmessungen. Mit Bezug auf die zweite Herangehensweise wird bei einer groÿen An-zahl von Methoden zur Fuzzy-Regression in Aussi
ht gestellt, dass die Bestimmung ei-nes Strukturzusammenhangs au
h in Situationen mögli
h ist, in denen keine wahrs
hein-li
hkeitstheoretis
hen Verteilungsannahmen gema
ht werden können. Stattdessen soll dieFuzziness der angepassten Fuzzy-Funktion die Variabilität der Beoba
htungen zum funk-tionalen Zusammenhang abbilden. Leider werden, bis auf wenige Ausnahmen wie etwaCoppi u. a. [2006℄, bei keinem dieser Ansätze hinrei
hend genau festgelegt, wel
he Zielemit der Datenanalyse angestrebt werden. Damit fehlt ein systematis
her Zugang zur In-terpretation der Regressionsfunktion und der Nutzen des Ansatzes für die Datenanalysebleibt unklar.Da Fuzzy-Daten kontextbezogene Informationen über die Ungenauigkeit in den Be-oba
htungen abbilden, ist es tatsä
hli
h eine relevante Frage, wel
he Aussagen über dieglobale Ungenauigkeit daraus abgeleitet werden können. Die damit verbundenen Fra-gen der Interdependenz zwis
hen der Modellierungsstrategie für die Fuzzy-Daten und derRegressionsfunktion sollen in dieser Arbeit genauer betra
htet werden. Um der Vers
hie-denartigkeit der Ansätze gere
ht zu werden, werden die Methoden zur Fuzzy-Regressionhauptsä
hli
h im Bezug auf ihre explorativen Eigens
haften untersu
ht und miteinandervergli
hen. Diese Herangehensweise wurde au
h deshalb gewählt, weil dadur
h die Unter-s
heidung der vers
hiedenen Ursa
hen von Datenuns
härfe dur
h Vagheit, Ungenauigkeitoder Variabilität und deren Semantik erlei
htert wird.In Abs
hnitt 2.4.2 wurde bereits aufgezeigt, dass für Fuzzy-Vektoren ni
ht in der üb-li
hen Weise eine Vektorraumstruktur si
hergestellt werden kann. Es existiert denno
heine lineare Struktur, für die allerdings Eins
hränkungen bei der Addition und der Skalar-multiplikation zu berü
ksi
htigen sind. Diese arithmetis
hen Eins
hränkungen erfordernbesondere Strategien bei der Datenapproximation. In Abs
hnitt 3.1.1 werden zunä
hstdie besonderen Eigens
haften von Fuzzy-linearen Funktionen diskutiert, die bei der Da-tenanalyse in Betra
ht zu ziehen sind. Die Eigens
haften der Fuzzy-linearen Funktionenbedeuten ni
ht notwendig eine Eins
hränkung, sondern können unter Umständen au
h ge-zielt für die Datenanalyse ausgenutzt werde. Dieser Aspekt wird später in Abs
hnitt 3.3erneut aufgegri�en und genauer erörtert. In Abs
hnitt 3.1.2 wird s
hlieÿli
h beleu
htet,wie si
h die einges
hränkte Linearität auf das Funktional auswirkt, das bei der Regressionzu optimieren ist.Ein Überbli
k über die Methoden zur Fuzzy-Regression wird in Abs
hnitt 3.2 gegeben.Zu den unters
hiedli
hen Ansätzen wird jeweils eine Methode ausführli
h präsentiert, um1Vgl. [Näther, 2006℄.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressiondamit einen Einbli
k in die te
hnis
hen Besonderheiten des Ansatzes zu vermitteln. DieFuzzy-Regressionsmethoden werden in Abs
hnitt 3.3 s
hlieÿli
h in Auseinandersetzungmit unters
hiedli
hen Zielen in der empiris
hen Datenanalyse allgemein bewertet.Zum Abs
hluss werden die vorgestellten Fuzzy-Regressionsmethoden dana
h vergli
hen,inwieweit die Modellvorstellungen, die den Methoden zugrundeliegen, tatsä
hli
h einenBeitrag zur Beantwortung von ökonometris
hen Fragestellungen leisten können. Um eineSystematik für die Bewertung der Fuzzy-Regression zu etablieren, werden für die Me-thodendiskussion formalisierte Approximations- bzw. Regressionsmodelle zugrundegelegt,wobei wir bei der Anpassung einer Ausglei
hsfunktion zwis
hen einem defuzzi�ziertenAusglei
h und der Approximation einer fuzzi�zierten Ausglei
hsfunktion bzw. bei denStrukturmodellen zwis
hen einem Modell mit reellwertigen und mit Fuzzy-Parameternunters
heiden.2 Ziel der Methodendiskussion ist die Entwi
klung von Kriterien zur Be-wertung und Auswahl eines Fuzzy-Regressionsansatzes bei praktis
hen Anwendungen.Konkret sollen als Vorbereitung auf das Ben
hmarking in Kapitel 5 die Regressionsme-thoden identi�ziert werden, die für die Regression bei epistemis
hen Fuzzy-Daten ambesten geeignet sind.3.1 Eigens
haften der Fuzzy-linearenModellfunktionenDie Fuzzy-linearen Funktionen vom Typ f[Ũ , a], f[u, Ã] und f[Ũ , Ã] sind die Kandida-tinnen, die als Modellfunktionen in der Fuzzy-Regression verwendet werden sollen. Da dieFunktionen wegen der Eins
hränkungen in der Linearität ni
ht in der gewohnten Weisewie lineare Funktionen interpretiert werden können, ist die Art des funktionalen Zusam-menhangs zu 
harakterisieren, den diese bes
hreiben. Dazu werden in einem ersten S
hrittdie jeweiligen Funktionseigens
haften in einem gegebenen Parameter a bzw. Ã untersu
ht.Bei der Funktionsanpassung sind umgekehrt die Eigens
haften der Bildmengen bei ge-gebenen Messwerten (X̃i, Ỹi) ∈ F nob
coc (R)m+1 für 1 ≤ i ≤ n und frei variierenden Parametern

a ∈ A ⊂ Rm bzw. Ã ∈ F(A) ⊂ F nob
coc (R)m relevant. Hierbei sind Eins
hränkungen nötig, umdie Wohlde�niertheit des Approximationsproblems zu si
hern.

2Grundsätzli
h kann bei den Modellansätzen sowohl die Annahme von reellwertigen Parametern alsau
h von Fuzzy-Parametern unabhängig davon gesehen werden, ob die Eingangsdaten Fuzzy-Daten sindoder ni
ht.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression
PSfrag repla
ements Ỹ1Ỹ2

Ỹ3

X̃1 X̃2 X̃3 (Eigene Darstellung)Abbildung 3.1: Fuzzy-lineare Funktion f[Ũ , a] mit beliebigen Fuzzy-Inputs X̃1, X̃2, X̃3und zugehörigen Bildwerten Ỹ1, Ỹ2, Ỹ33.1.1 Abbildungs
harakteristika der Fuzzy-linearen FunktionenIm Folgenden werden einige Eigens
haften von Fuzzy-linearen Funktionen vorgestellt,die den Zusammenhang zwis
hen Input- und Outputwerten 
harakterisieren. Die Zusam-menstellung verdeutli
ht, dass die Modellierung einen funktionalen Zusammenhangs alsFuzzy-linearer Zusammenhang mit einigen Eins
hränkungen und Besonderheiten verbun-den ist.Den einfa
hsten Fall stellt die Fuzzy-lineare Funktion f[Ũ , a] dar. Sei dazu a ∈ Rk+1angenommen. Dann ist f die direkte Erweiterung einer klassis
hen linearen Modellfunk-tion auf ein Tupel von Fuzzy-Eingangswerten (X̃1, . . . , X̃k) ∈ F nob
coc (R)k. Abbildung 3.1zeigt, dass die Bildwerte ebenfalls Fuzzy-Daten sind und si
h dur
h Projektion der Fuzzy-Inputs vermittelt über die reellwertige lineare Funktion auf die Y -A
hse ergeben. Dabeiwird sowohl die Lage der Fuzzy-Eingangswerte als au
h deren Fuzziness proportional zuden Steigungsparametern aj transformiert. Die Spannweite yR(0) − yL(0) des Bildwertes

Ỹ (X̃1, . . . , X̃k) ergibt si
h als lineare Transformation der Spannweiten der Eingangswerte
X̃i. Dabei sind yL(0) und yR(0) die linke und die re
hte Intervallgrenze des Trägers von
Ỹ , d.h. [Ỹ ]0 = [yL(0), yR(0)]3. Es gilt

yR(0) − yL(0) = k

∑
j=1

∣aj ∣(xRj (0) − xLj (0)).Bei der Fuzzy-linearen Funktion f[u, Ã]mit reellwertigen Inputs und Fuzzy-Parametern
(Ã0, . . . , Ãk) ∈ F nob

coc (R)k+1 werden hingegen reellwertige Eingangswerte auf Fuzzy-Werteabgebildet. Die Funktion erzeugt also �zusätzli
he� Fuzziness. Ähnli
h wie im reellwertigen3Vgl. die Setzung in Satz 2.19 auf S. 63.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression
PSfrag repla
ements Ỹ

x (Eigene Darstellung)Abbildung 3.2: Fuzzy-lineare Funktion f[u, Ã] mit reellwertigem Input x und zugehöri-gem Bildwert ỸFall können au
h die Fuzzy-Parameter aus dem Funktionsgraphen abgelesen werden. Seidazu zunä
hst k = 1. Dann gilt Ã0 = fÃ(0) und Ã1 = fÃ(1)⊖H Ã0, wobei ⊖H die Hukuhara-Subtraktion auf Fuzzy-Mengen ist. Die Hukuhara-Subtraktion B̃⊖H Ã ist für zwei Fuzzy-Mengen Ã, B̃ ∈ F nob
coc (Rm) nur dann de�niert wenn die Glei
hung Ã⊕ X̃ = B̃ eine Lösung

X̃ ∈ F nob
coc (Rm) hat. Dann ist B̃⊖H Ã = X̃ .4 Aufgrund der Konstruktion der Fuzzy-linearenFunktionen gibt es immer eine Lösung für die Subtraktion. Au
h für höhere Dimensionenkönnen die Parameter dur
h Einsetzen der Basiskoordinaten analog ermittelt werden.Im Fall k = 2 also dur
h Einsetzen von (1,0), (0,1) u.s.f. Bei glei
her Spannweite derInputwerte � die hier 0 ist � wa
hsen die Outputspannweiten mit wa
hsendem Abstandvon x zum Koordinatenursprung. Für die Spannweiten gilt:
yR(0) − yL(0) = (aR0 (0) − aL0 (0)) +

k

∑
j=1

(aRj (0) − aLj (0))∣xj ∣Die Funktion hat ihre s
hmalste Stelle für x = 0, so dass si
h in jeder Koordinatenri
htungeine s
hmetterlingsförmige Gestalt abzei
hnet, wie Abbildung 3.2 illustriert. Eine Trans-lation aus der 0 kann nur dur
h Vers
hiebung der Eingangswerte errei
ht werden. Dieeinges
hränkte Linearität bewirkt überdies, dass die Bilder auf der gegenüberliegendenHalba
hse jeweils um den Kern gespiegelt sind.Die Abbildung von Fuzzy-Inputs mit einer Fuzzy-linearen Funktion vom Typ f[Ũ , Ã]erzeugt ebenfalls zusätzli
he Fuzziness gegenüber dem Fall mit reellwertigen Parametern.Bei Einsetzen von une
hten Fuzzy-Vektoren (X̃1, . . . , X̃m) = x ∈ Rm ist die Funktion iden-tis
h mit dem Typ f[u, Ã]. Die Eigens
haften, d.h. Spiegelung der Bildwerte bei einemVorzei
henwe
hsel im Parameter sowie Wa
hstum der Outputspannweiten für wa
hsenden4Zur De�nition vgl. Diamond und Kloeden 1994, S. 8.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionEntfernung von X̃ij vom Ursprung, können daher analog übertragen werden. Zur Bestim-mung der Outputspannweiten gibt es keine verglei
hbare Formel wie in den beiden erstenFällen, stattdessen können die Spannweiten der Bilder Ỹ mit der folgenden Formel na
hunten abges
hätzt werden.
yR(0) − yL(0) ≥ (aR0 (0) − aL0 (0)) +

m

∑
j=1

∣aRj (0)xRj (0) − aLj (0)xLj (0)∣.Es gilt Glei
hheit, wenn es kein 1 ≤ j ≤m gibt, so dass aLj (0) < 0 ≤ aRj (0).S
hlieÿli
h kann jede Fuzzy-lineare Funktion f[⋅, Ã] mit Fuzzy-Parametern au
h alsFuzzy-Bündel F̃f ∈ F(Lin(Rk,R)) linearer Funktionen aufgefasst werden. Seien dazu
fα,L, fα,R die Funktionen, die die Intervallgrenzen von f auf dem α-Niveau bes
hreiben.D.h. fα,L, fα,R ∶ Rk Ð→ R sind de�niert dadur
h, dass für alle x ∈ Rk ein X̃ ∈ F nob

coc (R)kexistiert, so dass fα,L(x) = inf[f(X̃)]α und fα,R(x) = sup[f(X̃)]α. Damit wird de�niert
supp(F̃f) = {fa ∣ a ∈ [Ã]0 und fa ∈ {fα,L, fα,R} für α ∈ [0,1]}und
µF̃f
(fa) = µÃ(a).Eine umgekehrte Beziehung gilt ni
ht, da ein Fuzzy-Bündel von Funktionen im allge-meinen über einem Inputwert x vers
hiedene Zugehörigkeitswerte annimmt, d.h. es gibt

g1, . . . , gl ∈ F̃ mit g1(x) = ⋯ = gl(x), aber µF̃ (g1) ≠ ⋯ ≠ µF̃ (gl).5 Im allgemeinen kanndaher aus F̃ eine fuzzi�zierende Funktion nur in Gestalt einer aggregierten Randfunktiongewonnen werden. Beispielsweise ist fF ∶ Rk Ð→ F nob
coc (R) bei Supremumsbildung de�niertdur
h

µfF (x)(y) = sup
f∈F̃ ,y=f(x)

µF̃ (f). (3.1)3.1.2 Fuzzy-lineares Bild auf der ParametermengeNun soll der umgekehrte Fall betra
htet werden, bei dem die Inputwerte für die Modell-funktion gegeben, die Funktionsparameter aber unbestimmt sind. Seien dazu n Inputvek-toren gegeben, d.h. für 1 ≤ i ≤ n seien xi ∈ Rm bzw. (X̃i1, . . . , X̃im) ∈ F nob
coc (R)m gegeben.Dur
h Einsetzen der Inputvektoren in die parametrisierte Modellfunktion erhalten wirzu jedem Parameter ein n-Tupel von hypothetis
hen Funktionswerten. Diese stellen die5Vgl. Dubois und Prade 1980, S. 99f.

81



3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionSu
hmenge für die Funktionsanpassung dar. Die Parameter sind zunä
hst unbestimmt,daher können wir die Eigens
haften der Su
hmenge anhand der Auswertungsfunktionale
χx ∶ F

nob
coc (R)m Ð→ F nob

coc (R)n, χx(Ã) = (fÃ(xi1, . . . , xim); 1 ≤ i ≤ n) (3.2)für reellwertige Inputvektorenbzw.
χX̃ ∶ R

m Ð→ F nob
coc (R)n, χX̃(a) = (fa(X̃i1, . . . , X̃im); 1 ≤ i ≤ n) (3.3)für Fuzzy-Inputvektorenüber der Parametermenge untersu
hen.Im Fall der reellwertigen linearen Regression bilden die Bildmengen der Auswertungs-funktionale einen linearen Teilraum in der Parametermenge. Aufgrund der einges
hränk-ten Linearität können bei den Fuzzy-linearen Funktionen die Linearitätseigens
haften nurfür die Skalarmultiplikation mit positiven Werten λ ∈ [0,∞) garantiert werden, wie Glei-
hung (2.17) zeigt.No
h deutli
her wird der Charakter dieser Eins
hränkung, wenn man si
h klarma
ht,dass alle verwendeten Fuzzy-Mengen ihrerseits als Funktionen modelliert sind. Zur Ver-einfa
hung wird hierbei angenommen, dass Ã0 = {0}. Das stellt keine Eins
hränkung dar,weil die na
hfolgend diskutierten Eins
hränkungen dur
h die (Skalar-)Multiplikation vonFuzzy-Intervallen induziert sind und daher ni
ht für Ã0 gelten. Wir erhalten dann bei-spielsweise bei m = 1 für χx

∀ 1 ≤ i ≤ n,α ∈ (0,1] ∶
(aL(α), aR(α)) ∈ R2 z→ [aL(α), aR(α)] ⊂ Rz→

[fÃ(xi)]α =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
[xiaL(α), xiaR(α)] für xi ≥ 0,
[xiaR(α), xiaL(α)] für xi < 0.Für m = 1 und χX̃ erhalten wir bei reellwertigen Parametern in ähnli
her Weise

∀ 1 ≤ i ≤ n,α ∈ (0,1] ∶

a ∈ Rz→ [fa(X̃i)]α =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
[axLi (α), axRi (α)] für a ≥ 0,
[axRi (α), axLi (α)] für a < 0.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionAus diesen Darstellungen ist ersi
htli
h, dass bei gegebenem Input x ∈ Rm das Aus-wertungsfunktional χx für beliebige Fuzzy-Parameter (Ã1, . . . , Ãm) ∈ F nob
coc (R)m mit der-selben Bestimmungsfunktion bere
hnet werden kann. Für χX̃ hingegen können die Funk-tionsauswertungen nur für die Teilmengen der Parametermenge mit derselben Bestim-mungsfunktion bere
hnet werden, für die si
h die Vorzei
hen ni
ht ändern. Die Situationentspri
ht im Prinzip der in Abbildung 3.2, dabei sind allerdings die Fuzzy-Inputs mitden Fuzzy-Funktionsparametern Ãj der abgebildeten Funktion zu identi�zieren und dieunbestimmten Parameter a des Auswertungsfunktionals mit den Eingangswerten x derBeispielfunktion. Dies ma
ht deutli
h, dass χX̃ si
h bei einem Vorzei
henwe
hsel in derMenge der Parameter sprunghaft ändert.Sei nun A ⊂ Rm einem-dimensionale Menge. Dann können Bere
hnungen jeweils nur aufder S
hnittmenge von A mit einem kartesis
hen Orthanten von Rm dur
hgeführt werden.Dabei werden die kartesis
hen Orthanten dur
h das m-fa
he Kreuzprodukt positiver bzw.negativer Halba
hsen der reellen Zahlen gebildet.De�nition 3.1 (Kartesis
he Orthanten) Seien die positive und negative Halba
hsevon R indiziert dur
h

Rb =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
[0,∞) b = 1,
(−∞,0] b = −1.Dann sind die kartesis
hen Orthanten von Rm de�niert dur
h

∀ q = (b1, . . . , bm) ∈ {−1,1}m ∶ Rq =
m

⨉
j=1

Rbj .

Insgesamt erhalten wir also, dass χX̃ bei reellwertigen Parametern A ⊂ Rm über derParametermenge in 2m Berei
he zerfällt, die bei der Optimierung getrennt zu behandelnsind.6Einen Sonderfall stellt es dar, wenn bei Fuzzy-Inputs (X̃i1, . . . , X̃im) ∈ F nob
coc (R)m eineFuzzy-lineare Funktion mit Fuzzy-Parametern A ⊂ F nob

coc (R)m angenommen wird, wennalso χX̃ ∶ F
nob
coc (R)m Ð→ F nob

coc (R)n zu betra
hten ist. Um die Bere
hnung ni
ht unnötigzu komplizieren soll davon ausgegangen werden, dass alle Inputs in einem Orthanten von
Rm liegen. Das kann ggf. dur
h eine Datentransformation errei
ht werden. Satz 2.19 zeigt,dass dann ni
ht nur die Parametervorzei
hen in den vers
hiedenen Orthanten gesondert6Dieser Sa
hverhalt lässt si
h in streng formalisierter Form darüber herleiten, dass die Einbettungsfunk-tionale Fnob

coc (R)
m von Fnobcoc (R)m na
h L2([0,1]×S0)m nur auf den kartesis
hen Orthanten linear sind. Vgl.Kräts
hmer 2006a, S. 2584.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressionzu betra
hten sind, sondern darüber hinaus au
h die Fälle bei denen 0 ∈ Ãj ist. DieseÜbergänge über die Koordinatena
hsen sind besonders aufwändig zu bere
hnen, da es imallgemeinen α ∈ (0,1) gibt, so dass 0 < aLj (α) oder aRj (α) < 0.Bei Vorliegen von Fuzzy-Inputs bedarf es daher besonderer Maÿnahmen, um die Fuzzy-lineare Approximation zu bestimmen. Insbesondere ist na
hzuweisen, dass ein globalesOptimum für das Regressionsproblem existiert. Der Su
haufwand zur Bestimmung derParameter kann reduziert werden, wenn Dateneigens
haften na
hgewiesen werden können,die die Lage des Steigungsparameters in bestimmten Orthanten na
h si
h zieht.7 Darüberhinaus ist es sinnvoll, explorative Instrumente zur Reduzierung der Zahl der potentiellenOrthanten zu entwi
keln.3.2 Methoden der Fuzzy-RegressionBei allen Methoden zur Fuzzy-Regression wird zu gegebenen Fuzzy-Daten eine Funktionaus einer Menge von interessierenden Funktionen bestimmt, die die gegebenen (Fuzzy-)Daten abhängig von den Annahmen des jeweiligen Regressionsansatzes �bestmögli
h� an-nähert. Dabei wird die bestmögli
he Annäherung zwis
hen Daten und Modellfunktion imallgemeinen dur
h Minimieren einer Distanzfunktion bestimmt. Beispiele für eine sol
heDistanzfunktion sind u.a. Metriken und Quasimetriken auf Fuzzy-Zahlen, aber au
h an-dere Funktionen, die die Abwei
hung zwis
hen zwei Fuzzy-Mengen abbilden. Wir notierendiese Anforderungen in allgemeiner Form:De�nition 3.2 MitM = Lin(F nob
coc (R)k, F nob

coc (R)) sei die Menge der Fuzzy-linearen Funk-tionen bezei
hnet. Seien nun n, k ∈ N mit k < n. Seien ferner für 1 ≤ i ≤ n die Fuzzy-Daten
(X̃i1, . . . , X̃ik, Ỹi) in F nob

coc (R)k+1 gegeben.Seien auÿerdem A ⊂ F nob
coc (R)k+1 eine Menge von Fuzzy-Parametern. Die Menge H ⊂

F nob
coc (R)n sei nun dur
h die Vektoren der Auswertungsfunktionale auf A gegeben
H = {(χ(X̃11,...,X̃1k)

(Ã), . . . , χ(X̃n1,...,X̃nk)
(Ã)) ∣ Ã ∈ A und f(⋅, Ã) ∈M}.Eine Ausglei
hsfunktion f(⋅, ̂̃A) ∈ M mit Parameter ̂̃A ∈ A ist dann dadur
h de�niert,dass gilt

∀ H̃ ∈H ∶ dist ((Ỹ1, . . . , Ỹn), H̃) ≥
dist ((Ỹ1, . . . , Ỹn), (χ(X̃11,...,X̃1k)

( ̂̃A), . . . , χ(X̃n1,...,X̃nk)
( ̂̃A))),7In diese Kategorie sind die Eigens
haften der Di
hte (engl. tightness) und des Zusammenhaltes (engl.
ohesiveness) der Daten einzuordnen, die in [Diamond und Tanaka, 1999℄ eingeführt werden (S. 373�.).
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressionwobei dist eine beliebige Distanzfunktion sei.Bei der Bere
hnung einer Ausglei
hsfunktion ist ni
ht gefordert, dass die angepassteFunktion alle Datenpunkte berührt. Ziel der Methoden zur Fuzzy-Regression ist die glo-bale Approximation einer Funktion an alle gegebenen Daten zuglei
h. Davon sind dieMethoden der Interpolation zu unters
heiden, bei denen das Ziel ist, dass die angepassteFunktion die Datenpunkte enthält bzw. s
hneidet. Dies ist aber häu�g nur dann errei
hbar,wenn zugelassen wird, dass die Funktion lokal an eine Teilmenge von Punkten angepasstwerden kann.Unabhängig von der Semantik bei der Konstruktion von Fuzzy-Daten, die in Abs
hnitt2.5.1 auf Seite 68 skizziert wurde, spielt der Dualismus zwis
hen Punkt
harakter undMengen
harakter au
h bei der Konstruktion der Methoden zur Fuzzy-Regression eineRolle. Dabei bezieht si
h der Punkt
harakter auf die Lage eines Fuzzy-Vektors im Ko-ordinatensystem, das dur
h die Merkmalsskalen aufgespannt wird, hingegen bezieht si
hder Mengen
harakter auf die Zugehörigkeitsumgebungen des Fuzzy-Vektors und somitauf die Uns
härfe
harakteristik. Je na
hdem, wel
her Bli
kwinkel gerade eingenommenwird, ist der Grad der Annäherung zwis
hen den Daten und der Approximationsfunk-tion dur
h eine Abstandsfunktion (Punkt
harakter) bzw. dur
h eine Mengenbeziehung(Mengen
harakter) zu bes
hreiben. Dieser Dualismus spiegelt si
h bei den Methoden derFuzzy-Regression u.a. darin wieder, dass sie bis auf wenige Ausnahmen entweder dem An-satz der Possibilistis
hen Regression oder dem Ansatz der Fuzzy-Regression vom KleinsteQuadrate-Typ zuzure
hnen sind.In diesem Abs
hnitt wird ein Überbli
k über den Stand der Methodenentwi
klung ge-geben und es werden die zentralen Herangehensweisen zur Fuzzy-Regression vorgestellt.Bei der Aufarbeitung des Fors
hungsstandes stehen die te
hnis
hen Eigens
haften derMethoden zunä
hst im Mittelpunkt, da die überwiegenden Zahl der Artikel zur Fuzzy-Regression si
h darauf bes
hränkt. Die Verknüpfung mit einem Modellansatz und damitzu einer Interpretation des Approximationsergebnisses wird ans
hlieÿend im Abs
hnitt 3.3herausgearbeitet und diskutiert.Zur Vereinfa
hung gilt im Weiteren für alle Fuzzy-Werte B̃ ∈ F nob
coc (R), dass sie eineneindeutigen Modalwert b ∈ R haben, sofern ni
ht explizit andere Angaben gema
ht wer-den. D.h. unabhängig davon, ob es si
h dabei um Fuzzy-Parameterwerte, Fuzzy-Inputsoder -Outputs handelt, sei der Kern aller Fuzzy-Werte einelementig. Zudem sei aus Ver-einfa
hungsgründen immer vorausgesetzt, dass die Fuzzy-Daten vollständig im positivenOrthanten liegen.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression
PSfrag repla
ements1κ Ỹi f(xi, Ã)

(Eigene Darstellung)Abbildung 3.3: Inklusionsbedingung [Ỹi]κ ⊂ [f(xi, Ã)]κ für das Anspru
hsniveau κ3.2.1 Possibilistis
he RegressionDer erste Ansatz der Possibilistis
hen Regression8 wurde von Tanaka, Uejima und Asaientwi
kelt und von diesen 1982 vorgestellt. Als Grundmodell stellen wir hier eine aus-gereifte Version vor, wie sie z.B. in Diamond und Tanaka [1999℄ bes
hrieben ist. Anreellwertige Daten (xi, yi) ∈ Rk+1 oder Fuzzy-Daten vom Typ (xi, Ỹi) ∈ Rk ×F nob
coc (R) wirddabei eine Fuzzy-Modellfunktion vom Typ f[u, Ã] angepasst. Die Approximation basiertauf der Idee, die bestmögli
he Funktion unter den zulässigen Funktionen zu �nden, fürdie eine Fuzzy-Ähnli
hkeitsrelation zwis
hen den Daten und den Funktionswerten erfülltist. Der Vorteil dieses Ansatzes besteht darin, dass das Approximationsproblem in Formeines LP-Problems dargestellt und gelöst werden kann.Bei der einfa
hen Possibilistis
hen Regression besteht die Menge der zulässigen Funk-tionen aus denjenigen Fuzzy-linearen Funktionen, die für ein vorgegebenes Zugehörigkeits-niveau κ ∈ [0,1] der Bedingung genügen, dass für alle Beoba
htungswerte der Wert der ab-hängigen Variablen Ỹi im Fuzzy-Funktionswert f(xi, Ã)mit Ã = (Ã0, . . . , Ãk) ∈ F nob

coc (R)k+1enthalten ist. D.h. für die gilt, dass die κ-Niveau-Menge zu Ỹi eine Teilmenge der κ-Niveau-Menge zum Fuzzy-Funktionswert f(xi, Ã) ist. Die Inklusionsbedingung ist in Ab-bildung 3.3 dargestellt. Dur
h diese Bedingung ist eine Ähnli
hkeitsrelation bes
hrieben,die au
h dur
h lineare Unglei
hungen ausgedrü
kt werden kann, denn
[f(xi, Ã)]κ ⊃ [Ỹi]κ ⇔ f(xi, Ã)L(κ) ≤ yLi (κ) und f(xi, Ã)R(κ) ≥ yRi (κ), (3.4)wobei [Ỹi]κ = [yLi (κ), yRi (κ)] und [f(xi, Ã)]κ = [f(xi, Ã)L(κ), f(xi, Ã)R(κ)] sei.8Die Bezei
hnung für diese Klasse von Methoden geht darauf zurü
k, dass die ermittelte Approxima-tionsfunktion häu�g mit Bezug auf die Semantik der Possibility-Verteilungen interpretiert wird. Diesemögli
he Interpretation wird später in Abs
hnitt 3.3.2 kritis
h hinterfragt.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression

(Eigene Darstellung in Anlehnung an Tanaka und Ishibu
hi 1992, S. 57)Abbildung 3.4: κ-Niveaudarstellung einer Possibilistis
hen Regression mit dem An-spru
hsniveau κ = 0Für die Approximation soll gelten, dass die Gesamtuns
härfe bei Aggregation über dieFunktionswerte im Parameter Ã minimal ist. Die Approximationsfunktion wird also als�minimale Einhüllende� zum vorgegebenen Niveau κ konstruiert. In der Regel wird alsMaÿ für die aggregierte Uns
härfe Gκ die Summe der Uns
härfen der Approximations-werte auf dem κ-Niveau verwendet9. Falls die Parameter Ã0, . . . , Ãk LR-Fuzzy-Zahlen miteinelementigen Kernen sind, ist Gκ also mit Satz 2.15 und Glei
hung (2.10) de�niert dur
h
Gκ(x, Ã) = n

∑
i=1

(f(xi, Ã)R(κ) − f(xi, Ã)L(κ)),

=
n

∑
i=1

( k

∑
j=0

xij(rAj
R−1(κ) + lAj

L−1(κ)))dabei ist zur Vereinfa
hung der S
hreibweise für alle 1 ≤ i ≤ n gesetzt xi0 = 1.Da Gκ in den Variablen lAj
, rAj

linear ist, ergibt si
h das folgende LP-Problem
min Gκ(x, Ã)unter NB f(xi, Ã)L(κ) ≤ yLi (κ) und f(xi, Ã)R(κ) ≥ yRi (κ) (1 ≤ i ≤ n)

lAj
, rAj
≥ 0 (0 ≤ j ≤ k)

(3.5)Abbildung 3.4 zeigt die Intervallfunktion auf dem κ-Niveau, die si
h bei einer Possibi-listis
hen Regression an die vorliegenden Fuzzy-Daten (xi, Ỹi) ∈ R×F nob
coc (R) ergibt. Dabeiwurde als Anspru
hsniveau κ = 0 gewählt. Die Intervallfunktion auf dem κ-Niveau berührtgerade die extremen Randwerte der Fuzzy-Datenpunkte auf dem κ-Niveau.9In einigen früheren Arbeiten wird das einfa
here Uns
härfemaÿ G′(x, Ã) = ∑kj=0(lAj

+ rAj
) verwendet,vgl. z.B. [Savi
 und Pedry
z, 1991; Tanaka und Ishibu
hi, 1992; Moskowitz und Kim, 1993℄. Dieses mussallerdings als unbrau
hbar angesehen werden, da mit G′ als Zielfunktion die Lösungsparameter von derSkalierung der Merkmalswerte abhängig sind, wie [József, 1992℄ zeigt.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionDa die Fuzzy-lineare Funktion bei der Anpassung nur auf dem κ-Niveau zu bere
hnenist, kann das Verfahren ohne Weiteres auf Fuzzy-Daten vom Typ (X̃i, Ỹi) ausgeweitetwerden. Das Vorgehen wird in [Sakawa und Yano, 1992a,b℄ präsentiert.Anstelle von (3.4) werden au
h andere Ähnli
hkeitsrelationen verwendet. Tanaka undIshibu
hi [1992℄ s
hlagen etwa au
h die Bestimmung einer maximalen Ausfüllenden mitder Zulässigkeitsbedingung [f(xi, Ã)]κ ⊂ [Ỹi]κ vor, die sog. Ne
essity Regression. Daszugehörige Approximationsproblem ist allerdings nur dann lösbar, wenn es ein a ∈ Rk+1gibt, so dass für alle 1 ≤ i ≤ n gilt f(xi,a) ∈ Ỹi.Als dritte elementare Variante kann gefordert werden, dass Approximationsfunktionund Funktionswerte einen ni
ht-leeren S
hnitt haben, d.h. [f(xi, Ã)]κ ∩ [Ỹi]κ ≠ ∅, die-se Regressionsmethode wird au
h als Conjun
tion Regression10 bezei
hnet. Mit Bezugauf vers
hiedene Indizes zum Verglei
h von Fuzzy-Zahlen, die von Dubois und Pradeentwi
kelt wurden, interpretieren Sakawa und Yano [1992a℄ den zulässigen Berei
h derConjun
tion Regression als die Menge der Fuzzy-linearen Funktionen für die die so-genannte Possibility für �Ỹi = f(xi, Ã)� mindestens κ beträgt, wobei Pos(Ã = B̃) =
sup{min{µÃ(u), µB̃(u)} ∣ u ∈ R}. Sie konstruieren andere possibilistis
he Regressions-methoden auf der Basis von weiteren Ähnli
hkeitsindizes für Fuzzy-Mengen.11Als Alternativen zur Berü
ksi
htigung der aggregierten Gesamtuns
härfe Gκ in derZielfunktion s
hlägt Bárdossy [1990℄ u.a. den Mittelwert über die Spannweiten der Ap-proximationswerte sowie den Mittelwert über Flä
heninhalte der Approximationswertevor, der linearisiert werden kann. Tsaur und Wang [1999℄ erweitern die Funktionsanpas-sung um die zusätzli
he Anforderung, dass die Spannweiten in den Approximationswertendie jeweiligen Spannweiten der gemessenen Ỹi mögli
hst gut von oben annähern sollen,indem sie die folgende Zielfunktion verwenden:

Gκ
TW =

n

∑
i=1

(([ k

∑
j=0

xijrAj
R−1(κ)] − rYi

R−1(κ)) + ([ k

∑
j=0

xijlAj
L−1(κ)] − lYi

L−1(κ))).Dabei gilt unter den Nebenbedingungen von (3.5), dass Gκ
TW ≥ 0.1210Vgl. Tanaka und Ishibu
hi 1991, S. 151. Die Ähnli
hkeitsrelation des ni
ht-leeren S
hnittes passt gutzur epistemis
hen Interpretation, da wir davon ausgehen, dass der �wahre� Wert im Support der Datenenthalten ist und die Approximationsfunktion die �wahren� Werte ebenfalls umfassen soll, so dass diesetendenziell im S
hnittberei
h liegen. Tatsä
hli
h aber ist das Ergebnis der einfa
hen Conjun
tion Regressi-on kaum interpretierbar, weil die Minimierung von Gκ entweder zu ∞-vielen reellwertigen Lösungen führt(in diesem Fall wäre eine Ne
essity Regression angemessener) oder die Lösung bei stark volatilen Datendie κ-Niveaus gerade no
h an den Rändern berührt und damit nur die zulässigen Werte mit der geringst-mögli
hen Zugehörigkeit erfasst. Unabhängig davon kann die Maximierung der S
hnitte zwis
hen Datenund Approximation grundsätzli
h aber sehr wohl als Gütekriterium für die Anpassung betra
htet werden.11Der interessanteste davon ist Nec(Ỹi ⊂ f(xi, Ã)) = inf{max{1 − µỸi
(u), µf(xi,Ã)

(u)} ∣ u ∈ R}. Es gilt
Nec(Ã ⊂ B̃) ≠ 0 genau dann, wenn der Kern von Ã einen ni
htleeren S
hnitt mit supp B̃ hat. In diesemFall ist Nec(Ã ⊂ B̃) = µB̃([Ã]1).12A
htung, das lässt si
h ni
ht mehr auf Fuzzy-Parameter Ã übertragen, deren Komponenten ni
httriviale88



3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionDie Ähnli
hkeit zwis
hen den Daten- und den Funktionswerten wird bei den Methodender Possibilistis
he Regression für ein vorgegebenes κ-Niveau ausgewertet und beziehtauss
hlieÿli
h dieses ein. Dies führt allerdings dazu, dass das 1-Niveau von f(⋅, ̂̃A) ni
htdur
h das Optimierungsproblem bestimmt ist, da das Uns
härfemaÿ in der Zielfunktionni
ht von der Lage der Modalwerte abhängt und die Abgrenzung des zulässigen Berei
hesdur
h die Nebenbedingungen nur auf den Randwerten des κ-Niveaus beruht. Das Opti-mierungsproblem liefert demzufolge nur eine lineare Intervallfunktion, die die κ-S
hnitte
(xi, [Ỹi]κ) der Eingangsdaten annähert.Das Approximationsproblem ist also insofern s
hle
ht gestellt, dass die Modalwerteder S
hätzfunktion f(⋅, ̂̃A) ni
ht aus den Informationen in den Daten bestimmbar sind.Insbesondere ist die Lösung von (3.5) unabhängig von der Lage der Modalwerte der Ein-gangswerte Ỹi. Es sind daher zusätzli
he Annahmen über die Eigens
haften der Anpas-sungsfunktion zu tre�en, um eine e
hte Fuzzy Funktion13 als Datenapproximation zuerhalten.Die meisten Autor/innen umgehen das Problem der unbestimmten Modalwerte dur
hdie Annahme, dass die Fuzzy-Parameter symmetris
h sind.14 Diese Annahme wird al-lerdings in der Regel ni
ht inhaltli
h motiviert. Meist bes
hränkt si
h die Begründungdarauf, dass dies der Vereinfa
hung der Bere
hnungen dient. Insbesondere bei der An-wendung der Fuzzy-Regression auf reellwertige Daten (xi, yi) drängt si
h sogar häu�g derVerda
ht auf, dass Verteilungsannahmen aus der Statistik unhinterfragt auf die Fuzzy-Parameter übertragen werden.15 Nur so ist zu erklären, warum in mehreren Arbeiten einBen
hmarking zwis
hen der Modalwertgeraden der Possibilistis
hen Regression und derKleinste Quadrate-Regression dur
hgeführt wird.16 Genauso gut könnte aber au
h eineasymmetris
he Lage der Modalwerte relativ zum linken und re
hten Ende des Supportsunterstellt werden. So kann z.B. vorgegeben werden, dass der Modalwert den Support imVerhältnis 1 : 2 unterteilt. Ein Na
hteil einer sol
hen relativen Vorgabe der Modalwertevon f(⋅, Ã) ist aber, dass bei e
hten Fuzzy-Daten die Modalwertgerade von der Vorgabevon κ abhängt und bei einer Variation von κ im allgemeinen ni
ht stabil ist.Fuzzy-Intervalle sind!13Verglei
he dazu De�nition 2.4.14So z.B. [Sakawa und Yano, 1992a; Chang und Lee, 1994b; Diamond und Tanaka, 1999℄. In diesem Fallgibt es häu�g denno
h ∞-viele Lösungen.15Als ein besonders augenfälliges Beispiel kann [Wang und Tsaur, 2000℄ gelten. Sie unterstellen eineGlei
hverteilung von Informationen auf dem κ-Niveau und leiten daraus ab, dass die Intervallmitte auf-grund der Erwartungswerteigens
haft als besonders repräsentativ gewertet werden kann.16Vgl. [Chang und Lee, 1994b; Kim u. a., 1996; Chang und Ayyub, 2001℄. Die hohe Qualität der Anpas-sung ist in der Regel stark von der günstigen Verteilung der Beispieldaten beein�usst, Artefakte werdenmeist ni
ht diskutiert. In der Simulationsstudie von Kim u. a. [1996℄ werden z.B. au
h häu�gkeitsbezogeneGütekriterien verwendet, die ni
ht geeignet sind, die Eigens
haften einer Fuzzy-Approximation angemes-sen darzustellen, da si
h aus der Anpassungsfunktion keine weitergehenden Aussagen über die räumli
he89



3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression

(Eigene Darstellung)Abbildung 3.5: Possibilistis
he Regression mit symmetris
hen Parametern (unterste ge-stri
helte sowie die beiden gepunkteten Geraden) vs. hybride Possibilis-tis
he Regression mit Kleinste Quadrate Modalwertgerade (gestri
helteGeraden)Es gibt mehrere Ansätze, bei denen Dateninformationen aus mehreren α-Niveaus be-rü
ksi
htigt werden, um die Modalwerte von f(⋅, Ã) zu bestimmen. Dazu gehören diehybriden Methoden zur Fuzzy-Regression, bei denen zunä
hst eine klassis
he KleinsteQuadrate-Regression über die Modalwerte der Beoba
htungen dur
hgeführt wird, d.h.es wird zunä
hst angenommen, dass wir reellwertige Beoba
htungen (xi, [Ỹi]1) haben. Imzweiten S
hritt werden die Uns
härfen der Modellfunktion gemäÿ (3.5) minimiert. Da-bei werden die Approximationswerte der Modalwertregression als Modalwerte der Fuzzy-linearen Approximation vorgegeben. Der Grundansatz der hybriden Fuzzy-Regressionwird in [Savi
 und Pedry
z, 1991, 1992℄ vorgestellt, [Ishibu
hi und Nii, 2001℄ erweiternden Ansatz auf Fuzzy-lineare Modellfunktionen mit asymmetris
hen Fuzzy-Parametern.Auÿerdem wurden Methoden zur hybriden Fuzzy-Regression mit interaktiven Fuzzy-Parametern entwi
kelt und zwar für Parameter mit quadratis
hen Referenzfunktionen,vgl. [Tanaka und Ishibu
hi, 1991℄, und mit exponentiellen Referenzfunktionen, vgl. [Tana-ka u. a., 1995℄; diese Ansätze führen allerdings zu ni
ht-linearen Nebenbedingungen. Ab-bildung 3.5 zeigt, dass die Trägermenge der Approximationsfunktion bei der hybridenFuzzy-Regression im allgemeinen eine Obermenge der Trägermenge bei der Grundmetho-de der Possibilistis
hen Regression ist. Für Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi) ∈ F nob
coc (R)k+1, bei denenni
ht nur die abhängige Variable Y sondern au
h die unabhängigen Variablen X1, . . . ,Xkungenau vorliegen, s
hlagen Redden und Woodall [1996℄ die Verwendung der orthogona-len Kleinste Quadrate-Regression zur Bestimmung der Modalwertgeraden vor, damit alleDimensionen der Datenungenauigkeit in der Approximation berü
ksi
htigt werden.17Verteilung oder die relative Häu�gkeit der Daten zwis
hen den extremen Randpunkten ableiten lassen.17Vgl. ebd. S. 209.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionStatt der Verknüpfung einer klassis
hen Regression für die defuzzi�zierten Eingangs-daten mit einer Possibilistis
hen Regression können au
h andere hybride Kombinationenvers
hiedener Fuzzy-Regressionsmethoden verwendet werden, die si
h monoton zueinan-der verhalten und entspre
hend angeordneten α-Niveaus zugeordnet werden. Wir fassensol
he Methoden, zu denen au
h die bes
hriebenen hybriden Ansätze gere
hnet werdenkönnen, unter dem Oberbegri� Bri
olage18 bzw. Designapproximation zusammen. Bei-spiele dafür sind die Bestimmung von trapezoidalen Fuzzy-Parametern in [Tanaka undIshibu
hi, 1992℄, indem für Intervalldaten, die als κ-S
hnitt über Fuzzy-Daten (xi, Ỹi)betra
htet werden können, sowohl eine Possibility als au
h eine Ne
essity Intervallappro-ximation bere
hnet werden, wobei die Possibility Approximation das 0-Niveau und dieNe
essity Approximation das 1-Niveau der Designapproximation bilden. [Ishibu
hi undNii, 2001℄ hingegen verknüpfen in den trapezoidalen Fuzzy-Parametern die possibilistis
heAnpassung für das κ-Niveau mit einer possibilistis
hen Anpassung für das 1-Niveau. Dieso gewonnene Approximation hat die Eigens
haft, dass sie die Daten auf allen Niveaus
α′′ ≥ κ einhüllt und überdies hat sie eine geringere Spannweite als die Approximationgemäÿ der einfa
hen Possibilistis
hen Regression.Ein kritis
her Punkt bei den Methoden der Possibilistis
hen Regression ist die Auswahldes Verglei
hsniveaus κ. O�ensi
htli
h nimmt die Spannweite der Approximationsfunkti-on f(⋅, ̂̃A) zu, je näher κ bei 1 liegt. Dabei sei der triviale Fall ausgenommen, bei demfür alle Daten gilt Ỹi = f(xi, Ã). Bei reellwertigen Daten (xi, yi) wird dur
h κ die Min-destzugehörigkeit der Datenpunkte zur Fuzzy-linearen Funktion na
h unten begrenzt,d.h. µf(xi,Ã)

(yi) ≥ κ. Es wird also festgelegt, bis zu wel
hem Zugehörigkeitsgrad die Va-riationsbreite der Fuzzy-linearen Approximationsfunktion dur
h die Daten bes
hriebenwird. Fuzzy-Daten (xi, Ỹi) beinhalten im Gegensatz dazu bereits eine Zugehörigkeitsbe-wertung.19 Infolgedessen führt eine Erhöhung von κ zu einer besseren Approximation fürdie α′′-Niveaus mit α′′ ≥ κ, wobei glei
hzeitig die Gesamtuns
härfe der Anpassungsfunk-tion wä
hst und somit die Anpassung der α′-Niveaus mit α′ < κ vers
hle
htert und dur
heine vergröberte Abs
hätzung ersetzt wird.20Insgesamt führt eine Erhöhung von κ zu einer besseren Anpassung der Modalwerte unddamit au
h einer stärkeren Gewi
htung der Variation in der Lage der Daten, allerdingsum den Preis zunehmender Funktionsuns
härfe.21 Demgegenüber führt eine Verringerung18Diese Bezei
hnung ist dur
h den französis
hen Begri� für �Bastelei� inspiriert.19[Ishibu
hi und Nii, 2001℄ untersu
hen au
h das Übergangsmodell, bei dem reellwertige Daten mit einemZugehörigkeitswert µ(xi,yi)(u, v) = µyi(v) = µi1yi(v) mit µi ∈ (0,1] versehen sind.20Diese zusätzli
he Uns
härfe bietet aber im allgemeinen keine Si
herheit dafür, dass au
h die Werte aufdem α′-Niveau mit α′ < κ von der Approximationsfunktion eingehüllt werden. Ein Gegenbeispiel lässt si
hz.B. mit asymmetris
hen Fuzzy-Daten konstruieren, die ni
ht glei
hförmig sind.21[Chang und Lee, 1994b℄ 
harakterisieren diesen Sa
hverhalt so: �die Verwendung eines hohen κ-Niveausbedeutet, dass die Ents
heidungsträger/in höheres Vertrauen in die Modalwerte der Daten [hat℄�. Ähnli
h
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(Eigene Darstellung)Abbildung 3.6: Anpassung der Lages
hwankungen bei κ1 vs. Anpassung der Datenunge-nauigkeit bei κ2von κ zu einer stärkeren Gewi
htung der Fuzziness der Datenpunkte, verbunden miteiner Verringerung der Parameterspannweiten. Der Zielkon�ikt wird in Abbildung 3.6illustriert. Zum Anspru
hsniveau κ1 ist die angepasste Intervallfunktion s
hmal und dieFuzzy-Approximation für die Niveaus oberhalb von κ1 liegt nahe an den Modalwertender Eingangswerte Ỹ1 und Ỹ2. Die Spannweite der Anpassung auf dem Niveau κ1 isthingegen sehr groÿ. Umgekehrt stellt der Fuzzy-Approximationswert zum Niveau κ2 einegute Approximation der Trägermengen von Ỹ1 und Ỹ2 dar, wohingegen die Modalwerteder Eingangswerte ni
ht gut approximiert werden.Hinter der Festlegung von κ verbirgt si
h somit ein komplexes Ents
heidungsproblem beidem die Bewertung des Beitrags der Fuzzy-Daten zur Lage der Approximationsfunktionnur im Widerspru
h zur Bewertung des Beitrags der Fuzziness der Daten zur Fuzzinessder Approximationsfunktion berü
ksi
htigt werden kann. Vermutli
h aus diesem Grundwird häu�g der Kompromisswert κ = 1
2
gewählt.Eine bessere Alternative bietet die Methode von Sakawa und Yano [1992a,b℄ mit einerMehrzieloptimierung, bei der sowohl das Anspru
hsniveau κ maximiert als au
h die Ge-samtuns
härfe der Approximation minimiert wird. Das Optimierungsproblem kann miteinem interaktiven Algorithmus gelöst werden, bei dem na
h jedem S
hritt der lokale An-stieg in der Gesamtuns
härfe bei Erhöhung von κ als Ents
heidungskriterium zur Verfü-gung gestellt wird. Als Ergebnis erhält man ein subjektiv und kontextabhängiges �bestes�Anspru
hsniveau κ.Es gibt nur wenige Ansätze zur Bestimmung von Güteindizes für das Ergebnis einerPossibilistis
hen Regression, da übli
herweise davon ausgegangen wird, dass die Güte derAnpassung dur
h die Wahl von κ vorgegeben wird und κ somit das Anspru
hsniveau fürdie Anpassung darstellt. Dieser Deutung steht aber der bes
hriebene Widerspru
h für dieargumentieren au
h [Chang und Ayyub, 2001℄.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression
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(Eigene Darstellung)Abbildung 3.7: Bere
hnung von Di als Flä
he der Mengendi�erenz {(y,µỸi
(y)) ∣ y ∈ R}△

{(y,µf(X̃i,Ã)
(y) ∣ y ∈ R}Anpassungsgüte bei der Auswahl eines geeigneten κ entgegen. Zudem ist die Güte der An-passung auf dem κ-Niveau ho
h abhängig davon, inwieweit die spezi�zierten Fuzzy-Datenauf dem κ-Niveau verglei
hbar sind. Denn im Unters
hied zum übli
hen Konstruktions-prinzip von α-S
hnitten wird bei der Possibilistis
hen Regression mit der Auswahl desAnspru
hsniveaus κ ni
ht zuglei
h si
hergestellt, dass die erwüns
hte Eigens
haft � hierdie Mengenähnli
hkeit � ebenso für alle darüberliegenden Niveaus mit α′′ ≥ κ gilt. Es�ndet also faktis
h eine Verengung der Betra
htung allein auf das Niveau κ statt. Vondiesem Problem ist einzig der Ansatz von Ishibu
hi und Nii [2001℄ ausgenommen, bei demintervallförmige Fuzzy-Parameter als Parameter der Approximationsfunktion vorgesehenwerden, die zusätzli
h auf dem 1-Niveau minimale Einhüllende darstellen.Das von Kim und Bishu [1998℄ vorges
hlagene Maÿ D für die Anpassungsgüte einerFuzzy-linearen Funktion an Fuzzy-Daten eignet si
h au
h für die Possibilistis
he Regres-sion. Dabei werden die auÿerhalb der S
hnittmenge von Ỹi und f(X̃i, Ã) liegenden Flä
henals Maÿzahl für die Abwei
hung gewertet,22 wobei für die De�nition der allgemeinste Fallvon Fuzzy-Daten mit Fuzzy-Inputs X̃i = (X̃i1, . . . , X̃ik) ∈ F nob

coc (R)k zugrundegelegt wird.Es sei
Di = ∆(Ỹi, f(X̃i, Ã))
= ∫

supp(Ỹi)∪supp(f(X̃i,Ã))
∣µỸi
(y) − µf(X̃i,Ã)

(y)∣ dx (3.6)
22Tatsä
hli
h bere
hnen Kim und Bishu [1998℄ einen relativen Index R = ∑iRi mit Ri =

Di/ ∫supp(Ỹi)
µỸi
(y) dy. Der einfa
he Index D wird von Kao und Chyu [2002℄ verwendet, die die Ar-beit von Kim und Bishu allerdings zitieren. R ist ni
ht auf 1 normiert, kann aber viellei
ht als �relativeUngenauigkeitsvers
hlimmerung� der Approximation gegenüber der Eingangsungenauigkeit in den Datenbetra
htet werden.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressionund
D =

n

∑
i=1

Di. (3.7)Die Konstruktion wird in Abbildung 3.7 verdeutli
ht.
Di verringert si
h, je gröÿer die S
hnitt�ä
he von Ỹi und f(X̃i, Ỹi) ist und je gröÿerder relative Anteil von f(X̃i, Ỹi) ist, der Ỹi überde
kt. Zusätzli
h zur wüns
henswertengröÿtmögli
hen Überde
kung wird dabei also au
h bewertet, wie stark die Kongruenzzwis
hen dem Approximationswert und dem Datenwert ist.Wie in Abs
hnitt 3.1.1 dargestellt wurde, kann eine relative Verringerung der Spannwei-ten der Ỹi bei wa
hsendem X dur
h eine Fuzzy-lineare Funktion ni
ht abgebildet werden.Chang und Lee [1994b℄ zeigen, dass diese funktionale Eins
hränkung eine wesentli
heUrsa
he dafür ist, dass als Ergebnis der Possibilistis
hen Regression häu�g keine Fuzzy-Parameter sondern reellwertige Parameter, d.h. mit Spannweite 0, bestimmt werden. EineVerbesserung der Anpassung kann bei Daten mit einer fallenden Tendenz in den Spann-weiten dadur
h errei
ht werden, dass in (3.5) au
h negative Spannweiten lAj

, rAj
∈ Rzugelassen werden. Dies führt bei der S
hreibweise als Fuzzy-lineare Funktion zu Fuzzy-Parametern Ãj, die ni
ht wohlde�niert sind. Die Glei
hung kann aber weiterhin formalmit dem Erweiterungsprinzip sinnvoll bere
hnet werden, so dass negative Spannweiten alsvon interaktiven Parametern verursa
ht zu betra
hten sind.23 Georges
u [1998℄ s
hlägt mitdem �de
oupling prin
iple� eine ähnli
he Strategie vor, indem auf dem vorgegebenen κ-Niveau jeweils eine klassis
he Regressionsgerade an die linken bzw. re
hten Intervallgren-zen der Fuzzy-Daten (xi, Ỹi) angepasst wird, wobei zugelassen wird, dass die Parameter

Ã ni
ht mehr wohlde�niert sind und aLj (κ) > aRj (κ). Im Ergebnis erhalten wir weiterhinimmer einen Intervallkorridor.24Ein besonderer Na
hteil der Possibilistis
hen Regression ist es, dass diese Methodenbesonders sensitiv auf Änderungen in den Randwerten der Datenwolke reagieren. Aus-reiÿer haben somit einen direkten Ein�uss auf die Approximationsfunktion, der dur
hVergröÿerung der Zahl der Beoba
htungen ni
ht verringert werden kann. Peters [1994℄und Chen [2001℄ stellen Methoden vor, mit denen dur
h eine Transformation der Possibi-listis
hen Regression in ein Fuzzy-Optimierungsproblem der Ein�uss von extremen Wertenabges
hwä
ht und potentielle Ausreiÿer explorativ bestimmt werden können. Einen an-deren Ansatz entwi
kelt Inuigu
hi [2003℄ � allerdings nur für Intervalldaten �, indem23Vgl. Chang und Lee 1994b, S. 69.24Die Erstellung einer Designapproximation dur
h eine S
hi
htung über mehrere κ-Niveaus ist im all-gemeinen ni
ht mögli
h, weil diese die notwendige Monotonie ni
ht erfüllen. Hier ist das in der Arbeitvorgeführte Beispiel irreführend!
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressioner S
hlupfvariablen einerseits für zulässige und andererseits für unzulässige Abwei
hun-gen der Approximationswerte von den Intervalldaten einführt.25 In der zu minimierendenZielfunktion wird für jede Abwei
hung eine spezi�s
he Strafbewertung in Abhängigkeitvon der S
hwere der Verletzung der Zulässigkeit berü
ksi
htigt. Dabei werden zulässi-ge Abwei
hungen mit einem Funktional zur robusten Approximation bewertet, so dassdie Sensitivität für Ausreiÿer sinkt, unzulässige Abwei
hungen hingegen werden linearprogressiv betraft. Der Vorteil dieses Ansatzes liegt u.a. darin, dass au
h das Ne
essity-Problem immer lösbar ist.Es gibt einen �ieÿenden Übergang zwis
hen einigen Designansätze zur Fuzzy-Regressionund den metris
hen Ansätzen zur Fuzzy-Regression im nä
hsten Abs
hnitt. Beispielswei-se bestimmen Kim und Bishu [1998℄ bei Fuzzy-Daten (xi, Ỹi) auf dem κ-Niveau simultanklassis
he Regressionsgeraden zu den Modalwerten sowie den linken und re
hten Inter-vallgrenzen. Dies führt im Wesentli
hen zum selben Ergebnis wie die Kleinste QuadrateFuzzy-Regression mit einer Modellfunktion vom Typ f[u, Ã].263.2.2 Kleinste Quadrate Fuzzy-RegressionEine weitere Klasse von Fuzzy-Regressionsmethoden zei
hnet si
h dadur
h aus, dass derAnpassung der Fuzzy-linearen Funktion an die Fuzzy-Daten eine Metrik d auf F nob
coc (R)zugrunde gelegt wird, mit der die Residuen ei(Ã) zwis
hen den Datenwerten und denApproximationswerten der Modellfunktion gebildet werden können, die zu minimierensind. Die Residuen sind de�niert dur
h

ei(Ã) = d(Ỹi, f(X̃i, Ã)),wobei wiederum X̃i = (X̃i1, . . . , X̃ik) ∈ F nob
coc (R)k und Ã = (Ã0, . . . , Ãk) ∈ F nob

coc (R)k+1 ist.Der Vorteil dieses Ansatzes liegt darin, dass die Residuen au
h eine Aussage zur Güteder Modellanpassung tre�en. Nahezu alle metris
hen Ansätze zur Fuzzy-Regression sinddarüber hinaus so konstruiert, dass die verwendeten Metriken bei reellwertigen Daten
(xi, yi) zum Euklidis
hen Abstand entarten und das zugehörige Optimierungsproblemdamit zur übli
hen Kleinste Quadrate-Regression wird. Daher fassen wir diese Methodenhier unter dem Oberbegri� Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression zusammen. Die direk-te Übertragung der klassis
hen Kleinste Quadrate-S
hätzer auf Fuzzy-Daten mittels desErweiterungsprinzips, das in De�nition 2.13 eingeführt wurde, führt zu einer Regressi-25Beispielsweise wird bei der Possibilistis
hen Regression eine Übers
hreitung der linken Grenze des
κ-Niveaus dur
h die linke Grenze der Approximation um ε als unzulässige Abwei
hung gewertet.26Vgl. Körner und Näther 1998, S. 114. Der Re
henalgorithmus ist au
h in Glei
hung (5.5) auf S. 165zusammengefasst.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression

(Eigene Darstellung in Anlehnung an Körner und Näther 1998, S. 109)Abbildung 3.8: Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression für trianguläre Fuzzy-Daten (xi, Ỹi)mit f(⋅, Ã)

(Eigene Darstellung)Abbildung 3.9: Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression für Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi) mit f(⋅,a)onsfunktion mit einer relativ groÿen Spannweite und ist daher im Verglei
h mit den hiervorgestellten Methoden unbrau
hbar, wie Körner und Näther [1998℄ zeigen.27Als Grundmodell stellen wir die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression vor, wie sie z.B.in [Diamond und Tanaka, 1999℄ und [Körner und Näther, 1998℄ bes
hrieben ist. An belie-bige Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi) wird dabei eine Modellfunktion vom Typ f[Ũ , a], f[u, Ã] oder
f[Ũ , Ã] angepasst. Analog wie bei der klassis
hen Kleinste Quadrate Regression ist der-jenige Parameter ̂̃A ∈ F nob

coc (R)k gesu
ht, für den die Summe der Abstandsquadrate bzw.der quadrierten Residuen ei minimal wird, d.h.
D2(Ã) = n

∑
i=1

e2i (Ã) =
n

∑
i=1

d2(Ỹi, f(X̃i, Ã))Ð→ min
Ã

. (3.8)Die Lösung des Regressionsproblems, für die die Summe der Abstandsquadrate D2 mini-mal wird, ist o�ensi
htli
h von der Wahl der verwendeten Metrik d abhängig. Dabei lassen27Vgl. ebd. S. 101�.
96



3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression
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1
Ã B̃

(Eigene Darstellung)Abbildung 3.10: Bere
hnung des δ2-Abstands von Ã und B̃si
h eine Vielzahl der Methoden zur Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression mit Werten in
F nob
coc (R) auf die Metrik δ2 zurü
kführen, die von Diamond und Kloeden [1994℄ untersu
htwird.28 In den Abbildungen 3.8 und 3.9 werden einfa
he Beispiele für die mögli
he Anwen-dung von Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression gezeigt. Im Verglei
h zur Possibilistis
henRegression fällt auf, dass die Ausglei
hsfunktion die Daten ni
ht einhüllt und ggf. sogargar keine S
hnittmengen mit den Eingangsdaten aufweisen kann.Jede Fuzzy-Menge Ã ∈ F nob

coc (R)29 lässt si
h dur
h ihre Stützfunktion sÃ ∶ [0,1]×S0 Ð→ Reindeutig bes
hreiben, wobei S0 = {−1,1} die Ober�ä
he der Einheitskugel im R1 sei. Beider Abbildung  ∶ Ã z→ sÃ werden auÿerdem die Monotonie und die lineare Strukturerhalten. Die De�nition und die Eigens
haften der Stützfunktion sind für die weitereDiskussion ni
ht zentral und sind daher im Anhang A.1 zusammengefasst.30 Mit der Kon-struktion ⟨Ã ∣ B̃⟩ def= ⟨sÃ ∣ sB̃⟩ lässt si
h das Skalarprodukt auf F nob
coc (R) übertragen, das auf

L2([0,1]×S0) bzgl. λ[0,1]⊗λS0 de�niert ist, wobei wieder die übli
hen Eins
hränkungen fürdie Linearität zu bea
hten sind. Diese günstigen Eigens
haften der Stützfunktion werdenbei der De�nition der Metrik δ2 auf F nob
coc (R) ausgenutzt.

28Dort wird sie allerdings unter der Bezei
hnung ρ2 diskutiert.29In [Diamond und Kloeden, 1994℄ wird zunä
hst die allgemeinere Menge Fnococ(R) der konvexen, kom-pakten, normalen Fuzzy-Mengen über R eingeführt. Zusammen mit der De�nition von δ2 wird dann eineEins
hränkung auf die Teilmenge der Fuzzy-Mengen Ã ∈ Fnococ2(R) vorgenommen, deren Stützfunktionenquadratintegrierbar sind, d.h. für die gilt sÃ ∈ L2([0,1] × S0). Dies ist die übli
he Grundmenge für dieKleinste Quadrate Fuzzy-Regression mit Metriken, die mittels der Stützfunktionen de�niert sind. Aufdiese Feinheiten wird hier verzi
htet. Es gilt ohnehin Fnobcoc (R) ⊂ Fnococ2(R).30Auf einige der Eigens
haften werden wir allerdings bei den Bere
hnungen in Kapitel 5 wieder zurü
k-greifen.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionDe�nition 3.3 (δ2-Metrik) Für Fuzzy-Mengen Ã, B̃ ∈ F nob
coc (R) sei nun die Metrik δ2gegeben dur
h

δ22(Ã, B̃) = ∫
[0,1]×S0

(sÃ − sB̃)2 dλ1 ⊗ λS0 . (3.9)Da für jede Fuzzy-Zahl Z̃ und jedes α ∈ [0,1] gilt, dass sZ̃(α,−1) = −zL(α) und sZ̃(α,1) =
zR(α) erhalten wir

δ22(Ã, B̃) = 1
2
∫

1

0
[(−aL(α) + bL(α))2 + (aR(α) − bR(α))2] dα (3.10)mit λ[0,1], λS0 den zu [0,1] bzw. S0 gehörigen Borel-Lebesgue-Maÿen. Auÿerdem sei wieoben notiert [Ã]α = [aL(α), aR(α)], [B̃]α = [bL(α), bR(α)]. Die Flä
hen, auf die si
h dieBestimmung des δ2-Abstands bezieht, sind in Abbildung 3.10 dargestellt. Es ist zu erken-nen, dass die Flä
he, um die die Gipfel der Fuzzy-Mengen voneinander vers
hoben sind,dadur
h doppelt gewertet wird.Satz 3.4 Für LR-Fuzzy-Zahlen Ã = (a; lA, rA)LR, B̃ = (b; lB , rB)LR lässt si
h die folgendeBere
hnungsformel für δ2 herleiten, falls L−1,R−1 ∈ L2(R):31

δ22(Ã, B̃) = (a − b)2 + ∣∣R∣∣22(rA − rB)2 + ∣∣L∣∣22(lA − lB)2
+ 2(a − b)[∣∣R∣∣1(rA − rB) − ∣∣L∣∣1(lA − lB)], (3.11)wobei

∣∣L∣∣1 = 1
2
∫

1

0
L−1(α) dα, ∣∣L∣∣22 = 1

2
∫

1

0
(L−1(α))2 dα und

∣∣R∣∣1 = 1
2
∫

1

0
R−1(α) dα, ∣∣R∣∣22 = 1

2
∫

1

0
(R−1(α))2 dα.Für trianguläre Fuzzy-Mengen gilt ∣∣L∣∣1 = ∣∣R∣∣1 = 1

4
und ∣∣L∣∣22 = ∣∣R∣∣22 = 1

6
. Mit der De�ni-tion δ22,m(Ã, B̃) = ∑m

l=1 δ
2
2(Ãl, B̃l) für Ã = (Ã1, . . . , Ãm), B̃ = (B̃1, . . . , B̃m) ∈ F nob

coc (R)m kön-nen in der übli
hen Weise entspre
hende Ergebnisse für die Menge der m-dimensionalenFuzzy-Vektoren F nob
coc (R)m hergeleitet werden. Es gilt der folgende Satz:32Satz 3.5 Sei das Skalarprodukt auf F nob

coc (R)m auf einen Orthanten Rq bes
hränkt. Dannist der metris
he Raum (F nob
coc (R)m, δ2,m) ein abges
hlossener, konvexer Kegel im separier-baren Hilbertraum L2([0,1] × Sm−1).31Vgl. Körner und Näther 1998, S. 100.32Vgl. Kräts
hmer 2001b, S. 5.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionFür den Na
hweis, dass eine minimierende Lösung für das Kleinste Quadrate-Problem(3.8) existiert, kann nun der Projektionssatz für Hilberträume herangezogen werden.33Dieser besagt, dass für jede konvexe, abges
hlossene Teilmenge ∅ ≠ G ⊂ H eines Hilber-traumes H und für jedes Element h ∈ H ein eindeutiges Element g0 ∈ G existiert, so dassfür die zugehörige Norm ∣∣ ⋅ ∣∣ = ∣∣ ⋅ ∣∣H gilt34
∣∣h − g0∣∣ =min{∣∣h − g∣∣ ∣ g ∈ G}.Eine Lösung der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression existiert also immer dann, wenndie Menge
({(f(X̃11, . . . , X̃1k; Ã), . . . , f(X̃n1, . . . , X̃nk, Ã)) ∣ Ã ∈ A})

= ({(χ(X̃11,...,X̃1k)
(Ã), . . . , χ(X̃n1,...,X̃nk)

(Ã)) ∣ Ã ∈ A})konvex und abges
hlossen in L2([0,1] ×S0)n ist.35 Damit kann die Existenz einer Lösungin den folgenden Fällen gezeigt werden:Satz 3.6 Notwendige Bedingungen dafür, dass das Kleinste Quadrate Fuzzy-Optimie-rungsproblem (3.8) lösbar ist, sind:(i) Der Approximationsparameter ist ein reellwertiger Vektor a ∈ Rk+1;(ii) der Fuzzy-Approximationsparameter ist von der Gestalt Ã = (Ã0, a1, . . . , ak) ∈ F nob
coc (R)×

Rk oder(iii) die Fuzzy-Beoba
htungsdaten sind von der Gestalt (xi, Ỹi).Wie Kräts
hmer [2006a℄ zeigt, sind im Fall (i) die gefundenen Approximationsparameter
a eindeutig, wenn die sog. Regressionsfunktion X(n) ∶ Rk+1 Ð→ F nob

coc (R)n,
a z→ (χ(X̃11,...,X̃1k)

(a), . . . , χ(X̃n1,...,X̃nk)
(a)) injektiv ist (Identi�zierbarkeit).36Ein Vorteil bei der Verwendung von δ2 ist, dass dadur
h eine σ-Algebra über F nob

coc (R)induziert wird, für die wesentli
he De�nitionen und Ergebnisse der Wahrs
heinli
hkeits-theorie und Statistik rekonstruiert werden können. Auf dieser Grundlage lässt si
h eineS
hätztheorie für die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression gemäÿ (3.8) entwi
keln, für die33Kräts
hmer [2006a℄ präsentiert einen detaillierten Na
hweis des Satzes. Eine frühe Version des Appro-ximationssatzes für trianguläre Fuzzy-Vektoren ist z.B. bei Diamond [1992℄ zu �nden.34Als Projektionseigens
haft ist zu sehen, dass eine notwendige und hinrei
hende Bedingung dafür, dass
g0 ∈ G das minimierende Element ist, darin besteht, dass für alle g ∈ G gilt: ⟨x − g0, g − g0⟩ ≤ 0.35Der in [Diamond und Körner, 1997; Körner und Näther, 1998℄ skizzierte Na
hweis für eine allgemeineLösbarkeit von (3.8) ist nur für konstante Funktionen f[⋅, Ã] ≡ C̃ ∈ Fnobcoc (R) geeignet.36Ein Na
hweis der Identi�zierbarkeit für die Fälle (ii) und (iii) steht no
h aus.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressionwesentli
he Ergebnisse der klassis
hen Regressionsanalyse bestätigt werden können.37 DieS
hätzeigens
haften werden in Abs
hnitt 3.3.3 genauer diskutiert.Bei LR-Fuzzy-Zahlen die dur
h Tupel von reellwertigen Zahlen repräsentiert werden,lässt si
h das Kleinste Quadrate-Problem mit Hilfe der Darstellung (3.11) in ein qua-dratis
hes Optimierungsproblem über reellwertigen Variablenvektoren β überführen, sodass die Approximationsparameter in Abhängigkeit von den Variablenvektoren β als
Ã(β) = (Ã0(β), . . . , Ãk(β)) ∈ F nob

coc (R)k+1 bestimmt werden. In [Diamond und Körner,1997; Körner und Näther, 1998℄ werden Algorithmen zur Bere
hnung der quadratis
henOptimierung präsentiert. Dabei ist zu bea
hten, dass bei einer Modellfunktion mit Fuzzy-Parametern zusätzli
he Nebenbedingungen aufgenommen werden müssen, die si
herstel-len, dass die Spannweiten der Ãj(β) ni
ht-negativ sind.38 Bei Modellfunktionen mit Fuzzy-Inputs ist aufgrund der Ni
ht-Linearitäten der Modellfunktion, die in Abs
hnitt 3.1.2 dar-gestellt wurden, für jeden der Orthanten Rq ein gesondertes Optimierungsproblem aufzu-stellen. Die Su
he na
h einem optimalen Variablenvektor β̂ kann dann jeweils immer nurbes
hränkt auf dem Orthanten Rq dur
hgeführt werden. Dabei kann es vorkommen, dasses für mehrere paarweise vers
hiedene Orthanten Rq ≠ Rp lokale Lösungen β̂q
, β̂

p
von (3.8)gibt. Wir erhalten dann als globale Lösung der Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximationden Parametervektor, der die Summe der Abstandsquadrate minimiert, d.h.

β̂ = argmin
q

n

∑
i=1

δ22(Ỹi, f(X̃i, Ã(β̂q
))),wobei Ã(β̂

q
) = (Ã0(β̂q

), . . . , Ãk(β̂q
)) ∈ F nob

coc (R)k+1 der zum optimalen reellwertigen Va-riablenvektor β̂
q
für den Orthanten Rq gehörige Vektor von Fuzzy-Parametern in derFuzzy-linearen Modellfunktion ist.39Die Approximationseigens
haften der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression lassen si
hauf eine ganze Familie von Metriken δ(ν) übertragen, die auf F nob

coc (R) topologis
h äquiva-lent zu δ2 sind. Seien dazu ν ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ auf [0,1] und Ã, B̃ ∈ F nob
coc (R).Dann ist die zugehörige Metrik δ(ν) de�niert dur
h

δ2(ν)(Ã, B̃) = ∫
[0,1]×S0

(sÃ − sB̃)2 dν ⊗ λS0.

δ(ν) unters
heidet si
h somit von δ2 dur
h die Einführung einer Gewi
htsfunktion bei derIntegration über die α-Niveaus der Stützfunktionen sÃ, sB̃.40 Ein Groÿteil der Metriken,37Vgl. [Kräts
hmer, 2001b, 2004, 2006a℄.38Aus diesem Grund wird bei Optimierung der Na
hweis einer Kuhn-Tu
ker-Bedingung benötigt.39Da bei Fuzzy-Inputs in der Regel nur Modellfunktionen mit reellwertigen Steigungsparametern
(a1, . . . , ak) ∈ Rk vorgesehen werden, kann in der Regel identi�ziert werden aj = βj für 1 ≤ j ≤ k.40Zur De�nition von δ(ν) vgl. [Diamond und Körner, 1997℄. Die Familie δ(ν) stellt auf Fnobcoc (R) einen
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressiondie für alternative Methoden zur Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression verwendet werden,lassen si
h auf die allgemeine Form δ(ν) zurü
kführen, so z.B. [Bárdossy u. a., 1992; Xu undLi, 2001℄ für ν = fdλ, wobei f f.s. positiv und monoton ni
ht-fallend sei. Die Herleitung bei[Chang, 2001℄ zeigt, dass die Metrik bei [Bárdossy u. a., 1992℄ mit f = id ∣[0,1] au
h als Ab-standsmessung der na
h der S
hwerpunkmethode defuzzi�zierten Fuzzy-Zahlen gesehenwerden kann.41Es lassen si
h aber ni
ht alle bekannten Methoden der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regres-sion ohne Weiteres auf die angespro
henen Metriken δ(ν) zurü
kführen. Als ein Beispielkann die von Yang und Lin [2002℄ verwendete Metrik für LR-Fuzzy-Zahlen gelten. Sie istfür Fuzzy-Werte Ã = (a; lA, rA)LR, B̃ = (b; lB , rB)LR ∈ F nob
coc (R) de�niert dur
h

d2YL(Ã, B̃) = [a − b]2 + [a − ∣∣L∣∣lA − (b − ∣∣L∣∣lB)]2 + [a + ∣∣R∣∣rA − (b + ∣∣R∣∣rB)]2,wobei ∣∣L∣∣ = 1

∫
0

L−1(α)dα und ∣∣R∣∣ = 1

∫
0

R−1(α)dα. Bei dieser Metrik werden die qua-drierten Flä
hen des Abstandes der Intervallgrenzen berü
ksi
htigt, d.h. am Beispiel derlinken Spannweite (∫ inf[Ã]α − inf[B̃]α dα)2, anstelle der Abstandsquadrate der Intervall-grenzen, wie bei δ(ν).42Es werden mehrere Strategien für den Umgang mit Fuzzy-Daten vorges
hlagen, bei de-nen nur eine einges
hränkte Verträgli
hkeit zwis
hen dem funktionalen Zusammenhangder Datenpunkte und dem Verhalten der Ungenauigkeitsumgebungen besteht. In [Dia-mond, 1992℄ und [Diamond und Tanaka, 1999℄ werden z.B. Verträgli
hkeitsbedingungendafür abgeleitet, wann die vorliegende Wolke von Fuzzy-Daten die gegebene Modellfunk-tion gut bes
hreibt und das Approximationsproblem somit als �gut gestellt� aufzufas-sen ist. Falls die Spannweiten der Fuzzy-Daten bei wa
hsendem Abstand vom Koordi-natenursprung fallen, anstelle zu wa
hsen, kann mit Hilfe der metris
hen Erweiterungder Hukuhara-Subtraktion eine Fuzzy-Funktion mit s
hrumpfenden Spannweiten appro-ximiert werden. Man gelangt so zu Fuzzy-linearen Modellen mit erweiterter Di�erenz(engl. �extended LR-Fuzzy linear models�).43D'Urso und Gastaldi [2000℄ s
hlagen einen anderen Weg ein, um eine Fuzzy-Funktionzu bestimmen, die die Fuzzy-Daten (xi, Ỹi) bestmögli
h approximiert. Dazu geben sie dieForderung auf, dass die Approximationsfunktion eine Fuzzy-lineare Funktion ist. Statt-Spezialfall der Metriken auf Fuzzy-Mengen dar, die Bertoluzza u. a. [1995℄ vorstellen. Vgl. dazu Satz A.6in Anhang A.1.41In Kapitel 5 bzw. in Anhang A.1 wird deutli
h, dass der dort de�nierte S
hwerpunkt � analog wie derSteiner-Punkt σÃ für die δ2-Metrik � einen minimierenden Wert für die Metrik δH darstellt.42In [Yang und Liu, 2003℄ wird na
h einer ähnli
hen Philosophie eine Metrik für bohnenförmige Fuzzy-Zahlen (a,CÃ)Q im R
k hergeleitet.43Vgl. [Diamond und Körner, 1997℄.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressiondessen wird eine simultane Kleinste Quadrate-Regression für die Approximationsfunktionaufgestellt, bei dem die Spannweiten der Approximationswerte ζ̂L/R = ζ̂L/R(x) eine li-neare Abhängigkeit von den Modalwerten ŷ = ŷ(x) aufweisen. Dieser Zusammenhang istmodelliert als:
yi = aTxi + εyi,

ζLi = bL(aTxi) + dL + εζL
i
,

ζRi = bR(aTxi) + dR + εζR
i
,wobei Ỹi = (yi, ζLi , ζRi )LR sowie a ∈ Rk und bL/R, dL/R, εyi, εζLi , εζRi ∈ R. Für dieses Regressi-onsproblem kann dann rekursiv eine optimale Lösung bere
hnet werden.44Die Nähe zur klassis
hen Kleinsten Quadrate-Regression ma
ht deutli
h, dass au
hdie Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression auf Änderungen in der relativen Lage der Ein-gangsdaten reagiert und daher keine robuste Methode ist. Dabei kann grundsätzli
h ei-ne beliebige Defuzzi�zierung der Fuzzy-Daten als Lage
harakteristik betra
htet werden.Aufgrund ihrer Eigens
haft als minimierende Werte für die δ2-Metrik, vgl. Satz A.8 imAnhang, empfehlen si
h aber vor allem die Steiner-Punkte σÃ als Defuzzi�zierung. Die Ap-proximation ist ebenfalls sensitiv für Änderungen in der Uns
härfe
harakteristik, also denSpannweiten der Fuzzy-Daten. Bei der Approximation von physikalis
hen Fuzzy-Daten istdies als erwüns
hter E�ekt zu werten, weil somit die gesamte Information aus den Fuzzy-Datenpunkten bei der Approximation zu Geltung kommt. Bei epistemis
hen Fuzzy-Datenkann eine hohe Sensitivität für die Ränder der Trägermengen hingegen unerwüns
ht sein.3.2.3 Weitere AnsätzeNeben den beiden groÿen Methodenklassen, die bisher vorgestellt wurden, gibt es weitereAnsätze zur Regression bei Fuzzy-Daten, die si
h ni
ht oder ni
ht eindeutig einer derbeiden Gruppen zuordnen lassen.Solymosi und Dombi [1992℄ interpretieren Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi) ∈ F nob

coc (R)2 als Feh-lerumgebungen von reellwertigen Messwerten und bestimmen dazu aus der S
har derFunktionen, die alle Fehlerumgebungen s
hneiden, diejenige, die aggregiert über alle Feh-lerumgebungen die hö
hste Zugehörigkeit hat (�
urve �tting problem�). Die Güte derAnpassung wird dabei dur
h das Maximum der S
hnittmenge jeder Fehlerumgebung mitder Fuzzy-Erweiterung der Anpassungsfunktion auf der Fehlerumgebung bestimmt, also44Ein Beweis für die Konvergenz des Verfahrens wird allerdings ni
ht erbra
ht.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressiondur
h
αi(a) = sup{min{µỸi

(y), µf(X̃i;a)
(y)} ∣ y ∈ R}. (3.12)Dabei sei a = (a0, a1) ∈ A ⊂ R2.Diese Maÿzahl wird au
h als Possibility45 für Ỹi = f(X̃i;a) bezei
hnet. Gesu
ht ist derParameter â ∈ A, der bei Zusammenfassung über alle Daten (X̃i, Ỹi) maximale Possibi-lity für die Ähnli
hkeit mit den Messdaten hat. Es soll folgli
h der Parameter bestimmtwerden, für den gilt

∀ a ∈ A ∶ min1≤i≤nαi(a) ≤min1≤i≤nαi(â). (3.13)Unter bestimmten Stetigkeitsbedingungen kann eine Lösung für das Problem mit nu-meris
hen Methoden approximativ bestimmt werden. Als Ergebnis erhalten wir einen zu-friedenstellenden Parameter â zusammen mit einem Zugehörigkeitswert µ
L̃
(â) = min1≤i≤n

αi(â) zur Fuzzy-Menge der mögli
hen Lösungen L̃. Der Funktionsanpassung liegt einKonstruktionsprinzip zugrunde, bei dem eine vorgegebene parametrisierte Funktionen-menge anhand der Fuzzy-Eingangsdaten auf ihre Plausibilität überprüft wird. Dabei wirddie Plausibilität einer Einzelfunktionen in der Zugehörigkeit ihres Parameterwerts zurParametermenge abgebildet. Der funktionale Zusammenhang kann hier also mit einemFuzzy-Bündel von Funktionen identi�ziert werden. Für die Übertragung der Fuzzinessaus den Daten auf die Parametermenge ist immer ein Aggregrationsoperator � hier Glei-
hung (3.13) �, der die Abhängigkeit von den Messungen 1 ≤ i ≤ n eliminiert, mit einemIntegrationsoperator � hier Glei
hung (3.12) �, der die Abhängigkeit von (x, y) ∈ R2eliminiert, zu verknüpfen.Diese �transfer prin
iples� werden u.a. von Bandemer und Näther [1992℄ ausführli
hbes
hrieben.46 Die Fuzzy-Parametermenge L̃, die si
h als Ergebnis der Übertragungsprin-zipien ergibt, ist au
h unter den geforderten Stetigkeitsbedingungen im allgemeinen ni
htnormalisiert und lässt si
h in der Regel au
h ni
ht mit elementaren Referenzfunktionen,wie z.B. linearen oder quadratis
hen Referenzfunktionen, darstellen. Darüber hinaus exis-tiert nur dann eine Lösung, wenn die Fuzzy-Daten auf dem funktionalen Zusammenhangliegen. Insgesamt stellen die Übertragungsprinzipien eher einen Ansatz zur Funktionsinter-polation bei Fuzzy-Daten dar und gehören ni
ht im engeren Sinne zur Fuzzy-Regression.45Vgl. dazu au
h Abs
hnitt 3.2.1, S. 88.46In weiteren Aufsätzen wird herausgearbeitet, wel
hes der Übertragungsprinzipien für bestimmte Fra-gestellungen geeignet ist. Vgl. [Bandemer und Kudra, 1988; Kudra, 1990℄ sowie den Methodenüberbli
kbei [Näther, 2006℄.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionEine wegweisende Methode zur Fuzzy-Regression wurde Ende der 80er Jahre von Cel-mi�n² ausgearbeitet.47 Sie ist als quasi-metris
her Kleinste-Quadrate-Ansatz zu betra
hten.Die Methode ist auss
hlieÿli
h auf den Fall bohnenförmiger Fuzzy-Daten ausgelegt, dieim allgemeinen au
h interaktiv sind. Zu jedem Parameter werden S
hlupfwerte cij,a einge-führt, mit denen der funktionale Zusammenhang der Modellfunktion erfüllt ist. D.h. fürdie gilt:
f([X̃i]1 + (ci1,a, . . . , cik,a)T ;a) − ([Ỹi]1 + ci0,a) = 0.Gesu
ht ist derjenige Parameter â für den die Summe der quadratis
hen Abwei
hungen
d2C([(X̃i, Ỹi)]1, [(X̃i, Ỹi)]1 + (ci1,a, . . . , cik,a, ci0,a)T ) =

(1 − µ(X̃i,Ỹi)
([(X̃i, Ỹi)]1 + (ci1,a, . . . , cik,a, ci0,a)T ))2in den vers
hobenen Beoba
htungen minimal ist. Für bohnenförmige Fuzzy-Daten Z̃i =

(X̃i, Ỹi) gibt es eine positiv semide�nite Matrix AZi
und einen Modalwert zi = [(X̃i, Ỹi)]1 ∈

Rk+1, so dass µZ̃i
(z) = 1 −min{1,√(zi − z)TAZi

(zi − z)}. Folgli
h ist ∣∣ ⋅ ∣∣AZi
= 1 − µZ̃i

eineQuasinorm auf Rk+1. Die resultierende Approximationsfunktion wird dur
h zwei Hyperbel-Äste gebildet, so dass der Funktionswert mit der geringsten Uns
härfe ni
ht notwendig0 ist. Der Ansatz wird ni
ht weiter verfolgt, da er auf den Fall bohnenförmiger Fuzzy-Daten und der dazugehörigen Quasinorm bes
hränkt ist. Ein bedenkenswerter Aspektder Regression na
h Celmi�n² ist vor allem die relative Gütebewertung der Approxima-tionsfunktion mit der Zugehörigkeit zu den Fuzzy-Messwerten. Daraus können weitereGüteindizes abgeleitet werden, wie z.B. der Zusammenhalt (engl. �grade of 
ollo
ation�)zwis
hen zwei Fuzzy-Mengen Ã und B̃, der gerade der Höhe der S
hnittmenge Ã ∩ B̃entspri
ht.Eine Designmethode im Grenzberei
h zu den metris
hen Ansätzen haben Kao undChyu [2002℄ für Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi) ∈ F nob
coc (R)k+1 mit X̃i = (X̃i1, . . . , X̃ik) vorgestellt.Die Daten werden zunä
hst defuzzi�ziert zu (xi, yi), z.B. na
h dem S
hwerpunktverfah-ren, wobei xi = (xi1, . . . , xik) der Vektor der S
hwerpunkte von X̃i und yi der S
hwer-punkt von Ỹi ist. An die defuzzi�zierten Werte (xi, yi) wird eine klassis
he Regressions-gerade approximiert (Lageapproximation), so dass wir reellwertige Steigungsparameter

â = (â0, . . . , âk) ∈ Rk+1 erhalten. Im zweiten S
hritt wird der Fuzzy-A
hsenabs
hnitt ̂̃A0 sobestimmt, dass [ ̂̃A0]1 = â0 und dass für den Approximationswert ̂̃Yi = ̂̃A0 +∑j âjX̃ij gilt,
47Vgl. [Celmi�n², 1992, 1987a,b℄.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressiondass die Summe über die Mengendi�erenzen
Di = ∫

supp(Ỹi)∪supp(
̂̃
Yi)
∣µỸi
(y) − µ ̂̃

Yi
(y)∣dy,die bereits in (3.6) eingeführt wurden, minimal ist (Uns
härfeapproximation). Ẽ = ̂̃A0 − â0kann als globale Fehlerabwei
hung interpretiert werden. Dabei ist darauf hinzuweisen, dasseine wohlde�nierte Lösung für die hypothetis
he Residuenglei
hung ẽi = Ỹi−(â0+∑j âjX̃ij)für die Fuzzy-Arithmetik im allgemeinen ni
ht existiert.48 Die Methode kann nur für Mo-dellfunktionen mit Fuzzy-Parametern (Ã0, a1, . . . , ak) angewendet werden und führt zueinem ähnli
hen Ergebnis wie die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression. Allerdings wirdgemäÿ ∑iDi die bessere Abde
kung errei
ht,49 so dass das Ergebnis dem intuitiven Ver-ständnis der Approximation von Fuzzy-Ungenauigkeitsumgebungen in der epistemis
henInterpretation sehr nahe kommt.Eine weitere Variante stellt die Fuzzy-Regression na
h Tran und Du
kstein [2002℄ dar,für die eine Mehrzieloptimierung dur
hgeführt wird, die als Gütekriterien bei der Optimie-rung sowohl die Abstandsminimierung in einer Intervallmetrik als au
h die Uns
härfean-passung na
h dem Inklusionsansatz der Possibilistis
hen Regression auf einem gegebenenAnspru
hsniveau κ berü
ksi
htigt. Zusätzli
h wird no
h eine Kompensation für Ausreiÿerzugelassen. Es handelt si
h dabei also um eine hybride Fuzzy-Regression. Aufgrund derKompromissbildung in der Lösung ist es allerdings kaum mögli
h, die Approximations-funktion inhaltli
h zu interpretieren.Von den hier bes
hriebenen Ansätzen werden wir in den folgenden Abs
hnitten nurno
h auf die Funktionsevaluation zurü
kgreifen. Diese ist ein Beispiel für die Bestimmungdes Zusammenhangs zwis
hen Fuzzy-Messdaten und der Menge der Approximationspa-rameter. In der klassis
hen Regression ist ein sol
her Zusammenhang vor allem bei derBestimmung eines Parameterkon�denzintervalls relevant.

48Einen Ausweg bietet hier u.a. die metris
he Vervollständigung der Hukuhara-Subtraktion, wie sie in[Diamond und Körner, 1997℄ bei der Konstruktion von Fuzzy-linearen Modellen mit erweiterter Di�erenzhergeleitet wird.49Dies ist dem Güteverglei
h für Diamond-, Kim-Bushu- sowie Kao-Chyu-Regression in [Kao und Chyu,2002℄ zu entnehmen (S. 405).
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression3.3 Empiris
he Anwendung der Fuzzy-Regression �ein kritis
her Methodenverglei
hHäu�g bleibt bei der Darstellung von Fuzzy-Regressionsmethoden unklar, wel
he Zieledie Autor/innen mit der Methode verfolgen und wie die Ergebnisse interpretiert werdenkönnen. Dies gilt ganz besonders für Designansätze wie die Possibilistis
hen Regressionund davon abgeleitete Ansätze. Es ist festzustellen, dass es gerade bei diesen Ansätzenhäu�g keine eindeutigen Modellvorstellungen über die Fuzziness in den Daten gibt. Wenndie Annahmen über die Fuzziness in den Daten und über die Fuzziness des Strukturzu-sammenhangs aber ni
ht sauber unters
hieden werden, ist keine s
hlüssige Interpretationder Approximationsfunktion mögli
h. Es kann daher ni
ht verwundern, dass die Metho-den no
h keinen Eingang in die empiris
he Datenanalyse gefunden haben. Aber au
h beiden Kleinste Quadrate-Ansätzen zur Fuzzy-Regression fehlt es an einer tiefergehendenAuseinandersetzung damit, wie die empiris
hen Fragestellungen in der Modellfunktionabgebildet werden können und na
h wel
hen Kriterien ein geeigneter Modellansatz auszu-wählen ist. Insbesondere bleibt daher o�en, wel
he Anforderungen an die Interpretationder Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression zu stellen sind, wenn die Abs
hätzungen, die inden Fuzzy-Daten abgebildet sind, eher uns
harf sind und zudem ni
ht von einer Homo-genität der Abs
hätzung in den Beoba
htungswerten ausgegangen werden kann. DieseAspekte sind für die Modellierung eines Approximations- oder S
hätzmodells für Fehlerin den Daten no
h genauer zu untersu
hen.In diesem Abs
hnitt wird der Versu
h unternommen, die Analysekriterien für die Fuzzy-Regression neu zu ordnen und konsequent auszuarbeiten. Dabei werden die Fuzzy-linearenFunktionen in den Mittelpunkt der Modellbildung gestellt. Ausgehend von den Methodenzur Fuzzy-Regression, die in den vorangehenden Abs
hnitten vorgestellt wurden, werdendann vers
hiedene Interpretationsansätze dur
hgespielt, um s
hlieÿli
h konkrete Analyse-kriterien abzuleiten. Dabei wird in der übli
hen Weise grundsätzli
h zwis
hen den explora-tiven Ansätzen mit reellwertigen Parametern und mit Fuzzy-Parametern in den Abs
hnit-ten 3.3.1 und 3.3.2, sowie den Ansätzen mit induktive Struktur- und Verteilungsannah-men in Abs
hnitt 3.3.3 unters
hieden. Ziel der Systematisierung ist es, die De�nition der�Fuzzy-Regression� weiter zu präzisieren und darüber hinaus die vorhandenen Methodenzur Fuzzy-Regression na
h ihrer Eignung für die Datenanalyse zu bewerten.Bei der Formulierung der Fuzzy-Regressionsmodelle gehen wir davon aus, dass Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi) ∈ F nob
coc (R)k+1 für Messvorgänge 1 ≤ i ≤ n vorliegen, deren funktionalerZusammenhang analysiert werden soll. Bei der verallgemeinerten Betra
htung wird grund-sätzli
h verna
hlässigt, wie diese Daten zustande gekommen sind und was sie beinhalten.Fuzzy-Daten geben in dieser Si
ht ganz allgemein eine vers
hmutzte Datenlage wieder, wo-
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressionbei angenommen wird, dass die Daten den Wissensstand über die Datenlage bestmögli
habbilden.Wir führen darüber hinaus no
h eine zusätzli
he Dimension in die Modelldiskussionein, nämli
h die Unters
heidung in physikalis
he Fuzzy-Daten, als s
harfe Bes
hreibungdes abgebildetes vagen Zustandes, und in epistemis
he Fuzzy-Daten, als uns
harfe Ab-s
hätzung des vorliegenden Zustandes, die zudem Wahrnehmungss
hwankungen unterlie-gen kann. Der Mengen
harakter der epistemis
hen Fuzzy-Daten zieht na
h si
h, dass dieFuzziness des Fuzzy-linearen Bildes auf der re
hten Seite der Modellglei
hung im Sin-ne einer Abs
hätzung na
h oben zu interpretieren ist, da die erweiterten Operationenkeine Kompensation berü
ksi
htigen, sondern alle mögli
hen Kombinationen voll berü
k-si
htigen. Diese vorsi
htige Abs
hätzung ist mit der Fuzzy-Abs
hätzung für den �wah-ren� Wert für die abhängige Variable ins Verhältnis zu setzen. Der �wahre� Outputwertist also sowohl innerhalb der Fuzzy Outputs als au
h innerhalb der zulässigen Funkti-onswerte zu verorten. Geeignete Approximationsverfahren können daher entweder dur
hMaximieren der S
hnittmenge Ỹi ∩ f(X̃i, Ã)50 oder dur
h Minimieren eines metris
henAbstands d(Ỹi, f(X̃i, Ã)) gebildet werden. Die Unters
hiede, die die Interpretationsper-spektiven na
h si
h ziehen, sind ein wi
htiger Ausgangspunkt für das Ben
hmarking derFuzzy-Regression bei Fuzzy-Daten, mit denen ungenaue Daten repräsentiert werden, inKapitel 5.3.3.1 Defuzzi�zierter Ausglei
hBeim defuzzi�zierten Ausglei
h wird an die vorliegenden Fuzzy-Daten eine erweiterteFuzzy-Funktion angepasst, deren Parameter alle reellwertig sind. Wir haben den folgendenModellansatz.Sei A ⊂ Rk+1 eine Menge reeller Vektoren. Dann sei die Menge der interessierendenFunktionen gegeben dur
h
f(⋅,a) ∶ F nob

coc (R)k Ð→ F nob
coc (R), f(X̃,a) = a0 ⊕

k

⊕
j=1

aj ⊙ X̃j mit a ∈ A.Der Modellansatz führt zu einer Defuzzi�zierung der Fuzzy-Daten in der Approxima-tionsfunktion. Ein wesentli
her Vorteil der Bestimmung einer defuzzi�zierten Ausglei
hs-geraden liegt darin, dass diese einen direkten Verglei
h mit den Ergebnissen einer Regres-sionsre
hnung auf der Basis von reellwertigen Daten zulässt.50Z.B. dur
h Maximieren der S
hnitt�ä
he, oder dur
h dur
h Maximieren der Höhe des S
hnitts, falls eseine S
hnittmenge gibt.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionDa keine weiteren Annahmen an die Struktur der Daten gema
ht werden, können mitder Ausglei
hsfunktion nur lineare Zusammenhänge innerhalb der aktuell vorliegendenFuzzy-Daten identi�ziert werden. Die Anpassungsgerade selber liefert daher zunä
hstnur Aussagen über den Zusammenhang zwis
hen den vorliegenden Fuzzy-Inputs und-Outputs. Aussagen über den Zusammenhang zwis
hen den dahinter verborgenen �wah-ren� Werten können demna
h ni
ht ohne Weiteres direkt aus den Approximationspara-metern abgelesen, sondern immer nur mittelbar aus der Abbildung der zugehörigen Feh-lerumgebungen abgeleitet werden. Es ist zu bea
hten, dass die Ausglei
hsfunktion denZusammenhang in den Daten gemäÿ den te
hnis
hen Eigens
haften der verwendeten Di-stanzfunktion 
harakterisiert. Anders als bei den Strukturmodellen in Abs
hnitt 3.3.3 isthier also eine Interpretation des Approximationsergebnisses ni
ht methodenunabhängigmögli
h, sondern ist immer auf das jeweilige Anpassungsfunktional zu beziehen.Als Methoden zum defuzzi�zierten Ausglei
h von Fuzzy-Daten stehen einerseits dieÜbertragungsprinzipien zur Evaluation von reellwertigen Funktionen mit Fuzzy-Datenaus Abs
hnitt 3.2.3 und andererseits die metris
hen Ansätze zur Kleinste-Quadrate Fuzzy-Regression zur Verfügung.Bei der Funktionsevaluation werden die Fuzzy-Daten als Fehlerumgebungen betra
h-tet, die den mögli
hen De�nitionsberei
h begrenzen und eine Genauigkeitsbewertung der�wahren� Werte abbilden. Sie entspre
hen somit nahezu idealtypis
h der Vorstellung vonepistemis
hen Fuzzy-Daten. Zu einem gegebenen Anspru
hsniveau κ kann dann jeweilseine Menge von Parametern bestimmt werden, für die die aus den Daten übertrageneZugehörigkeit mindestens κ ist. Die Anpassungsfunktionen queren die Gesamtheit derFuzzy-Daten mindestens mit der vorgegebenen Plausibilität. Das Anpassungsproblem istaber bei den meisten Verfahren51 nur dann lösbar, wenn die gemessenen Zustände keineroder nur einer sehr geringen Variabilität unterliegen, d.h. wenn der zugrundeliegende Zu-sammenhang fast deterministis
h ist. Anders ausgedrü
kt muss die Messungenauigkeit we-sentli
h gröÿer als die Variabilität der Beoba
htungen sein. Methodis
h wird zunä
hst eineZugehörigkeits-Bewertung von reellwertigen Funktionen in Gestalt eines Fuzzy-Bündelsvon Funktionen vorgenommen, aus denen ans
hlieÿend eine günstige Funktion ausgewähltwerden kann, z.B. wie bei Solymosi und Dombi [1992℄ dur
h Intervalls
ha
htelung zur Ma-ximierung des Zugehörigkeitswertes.Demgegenüber erhalten wir bei der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression optimale Lö-sungen, für die keine gesonderte Zugehörigkeitsbewertung vorliegt. Bei der Approximati-on wird die Abstandssumme zwis
hen den Fuzzy-Werten der abhängigen Variablen undden erweiterten Funktionswerten der Fuzzy-Inputs minimiert. Die reellwertige Approxi-51Es gibt au
h Übertragungsprinzipien, für die immer mindestens eine Lösung existiert, vgl. z.B. Bande-mer und Näther 1992, S. 192�.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressionmationsfunktion bes
hreibt den funktionalen Zusammenhang zwis
hen den Bewertungs-bzw. den Ungenauigkeitsumgebungen, die dur
h die Fuzzy-Daten abgebildet werden. Da-bei setzt die Anpassung beim Punkt
harakter der Fuzzy-Mengen an und betra
htet dieFuzzy-Zahlen als Gesamtheit. Der defuzzi�zierte Kleinste Quadrate Fuzzy-Ausglei
h istdaher besonders gut für physikalis
he Fuzzy-Daten geeignet und liefert dann eine Ap-proximationsfunktion im übli
hen Sinne. Bei einer Kleinste Quadrate-Fuzzy-Regressionvon epistemis
hen Fuzzy-Mengen werden die subjektiven Bewertungsumgebungen bei derApproximation ebenso als Punkte behandelt. Die subjektive Bewertung eines mögli
henWertes geht dabei mit einer Gewi
htung in die Approximation ein, die für jede Fuzzy-Metrik spezi�s
h ausfällt. Bei der δ2-Metrik werden etwa die Integrale über die Abwei-
hungsquadrate der linken und der re
hten Seiten der α-Niveaus betra
htet. Relevant istsomit vor allem der Anstieg des Übergangs in den Zugehörigkeiten und ni
ht die Zugehö-rigkeitsbewertung eines einzelnen Punktes. Während bei der δ2-Metrik alle α-Niveaus mitdemselben Gewi
ht berü
ksi
htigt werden bei den Metriken vom Typ δ(ν) abwei
hendeGewi
hte vorgegeben, mit denen die α-Niveaus in die Integration eingehen. Die Approxi-mationsfunktion kann daher nur in Abhängigkeit von der Modellierung der Fuzzy-Datenund deren Aussagekraft interpretiert werden.52Für die Verwendung der metris
hen Ansätze und insbesondere der Kleinste QuadrateFuzzy-Regression spri
ht, dass damit au
h bei volatilen Fuzzy-Daten eine Approximati-onsfunktion bestimmt werden kann. Auÿerdem kann die Funktionsapproximation mit derübli
hen Terminologie dur
hgeführt und untersu
ht werden. Dabei ist die Funktionsap-proximation so konstruiert, dass sie eine Erweiterung der klassis
hen Kleinste Quadrate-Approximation bei reellwertigen Daten darstellt. Darüber hinaus können für die δ2-Metrikwesentli
he Ergebnisse der statistis
hen Regression au
h für die Fuzzy-Regression na
hge-wiesen werden, so dass daraus lei
ht Hypothesen zur Konstruktion von ökonometris
henModellen gewonnen werden können.Insgesamt kommen für die defuzzi�zierte Approximation bei Fuzzy-Daten hauptsä
h-li
h die metris
hen Methoden der Kleinst Quadrate Fuzzy-Regression in Frage. Dabei istbei Vorliegen von Fuzzy-Ungenauigkeitsumgebungen in der epistemis
hen Interpretationbesonders zu betra
hten, wel
he Metriken bei wel
hem Mess- und Modellierungsansatzbesonders geeignet sind.
52Die genaue Art der Abhängigkeit wird dann im Fall von Fuzzy-Fehlern in Kapitel 5 untersu
ht.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression3.3.2 Approximation einer Fuzzy-CharakteristikBeim Modellansatz der Approximation einer Fuzzy-Charakteristik wird eine Fuzzy-lineareModellfunktion an die Daten angepasst, so dass die Uns
härfe in den Fuzzy-Daten si
hau
h in der Fuzziness der Parameter nieders
hlägt. Im Unters
hied zum Ansatz in Ab-s
hnitt 3.3.1 wird die Fuzziness in den Messwerten der unabhängigen Variablen also ni
htnur proportional mittels des Erweiterungsprinzips umgebro
hen, sondern es wird einedarüber hinausgehende Zunahme der Fuzziness dur
h die Abbildung berü
ksi
htigt.Sei dazu A ⊂ F nob
coc (R)k+1 eine Menge von Fuzzy-Vektoren. Dann sei die Menge derinteressierenden Funktionen für jedes Ã = (Ã0, . . . , Ãk) ∈ A gegeben dur
h

f(⋅, Ã) ∶ F nob
coc (R)k Ð→ F nob

coc (R), f(X̃, Ã) = Ã0 ⊕

k

⊕
j=1

Ãj ⊙ X̃j .Die Approximation einer Fuzzy-linearen Funktion mit Fuzzy-Parametern lässt si
h ei-nerseits aus rein te
hnis
hen Gründen motivieren, wenn die Fuzzy-Daten mit einer linea-ren Funktion mit Fuzzy-Parametern bestmögli
h approximiert werden können. Wie inAbs
hnitt 3.1 gezeigt wurde, ist dies dann der Fall, wenn die Spannweiten der Werte derabhängigen Variablen global gesehen gröÿer sind als die Spannweiten der Fuzzy-Werte derunabhängigen Variablen na
h der linearen Transformation gemäÿ dem Erweiterungsprin-zip, die den Lagezusammenhang der Fuzzy-Daten 
harakterisiert.Man stelle si
h dazu etwa die folgende Situation vor, wenn die defuzzi�zierten Fuzzy-Daten mit der Gerade y = 0,5x+1 approximiert werden können, aber für die Spannweitendie folgenden funktionalen Zusammenhänge gelten:
lY = lX bzw. rY = 2rX .Die Fuzziness der Approximationsfunktion kann in diesem Fall als �unerklärter additiverRest� der Abbildung der unabhängigen VariablenX1, . . . ,Xk auf die abhängige Variable Ybetra
htet werden, der dur
h die gegenüber der Werteproportionalität erhöhte Fuzzinessin Y induziert wird.53Für eine Approximation na
h diesem Ansatz eignen si
h insbesondere die Methodenzur metris
hen bzw. zur Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression mit Fuzzy-Parametern. DaFuzzy-Steigungsparameter nur dann auftreten, wenn die Uns
härfe von Y mit wa
hsendem53Dazu ist allerdings zu bemerken, dass mit der Zahl der Regressoren die eingebra
hte Uns
härfe bzw.Gesamtspannweite in der Tendenz ansteigt, so dass ab einer gewissen Dimension der Modellglei
hung derbes
hriebene Fuzzy-Übers
huss in der Praxis vermutli
h ni
ht mehr auftreten wird. Hierauf hat die Wahlder Merkmalsskalierungen einen relevanten Ein�uss.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionAbstand des Variablenvektors (X1, . . . ,Xk) von 0 wä
hst, kann man si
h häu�g auf eineModellfunktion mit Fuzzy-Parametern (Ã0, a1, . . . , ak) ∈ F nob
coc (R) × Rk bes
hränken. Fürdie Approximation wird dann eine vereinfa
hte Fuzzy-Modellfunktion

Ỹ = Ã0 ⊕

k

⊕
j=1

aj ⊙ X̃j (3.14)verwendet. Dabei nimmt die Fuzzy-Inhomogenität Ã0 die �zusätzli
he Grunduns
härfe in
Y � auf.Bemerkung 3.7 Eine Interpretation der Fuzziness im Ergebnis als �zusätzli
he Grund-uns
härfe� ist mögli
h, wenn die Approximationsfunktion in eine einfa
he lineare Appro-ximationsfunktion und einen Fuzzy-linearen Rest dekomponiert werden kann. Es ist alsozu fragen, wann eine sol
he Dekomposition konstruiert werden kann.Sei dazu ein Defuzzi�zierungsoperator OF ∶ F nob

coc (R)k+1 Ð→ Rk+1 gegeben, der bzgl. derAddition homomorph ist, d.h. es gelte OF (Ã⊕ B̃) = OF (Ã)+OF (B̃). Ähnli
h wie bei derDe�nition der zufälligen Störung mit Erwartungswert 0 kann dann im univariaten Modelldie Dekomposition folgendermaÿen vorgenommen werden:
Ỹ = [OF (Ã0)⊕OF (Ã1)⊙ X̃]⊕ [(Ã0 −OF (Ã0))⊕ (Ã1 −OF (Ã1))⊙ X̃].Diese Darstellung soll mit der einfa
hen Modellglei
hung identi�ziert werden
Ỹ = Ã0 ⊕ Ã1 ⊙ X̃.Da OF (Ã0) ∈ R, gilt o�ensi
htli
h OF (Ã0)⊕(Ã0−OF (Ã0)) = Ã0. Sei α ∈ (0,1] und o1 =

OF (Ã1) gesetzt. Für die Defuzzi�zierung o1 von Ã1 gilt, dass aL1 (α)− o1 ≤ 0 ≤ aR1 (α)− o1.Daher können wir mit Satz 2.19 für den multiplikativen Teil des Ansatzes die Operationenauf der Ebene der α-S
hnitte bere
hnen.1. Fall: o1 > 0.
o1 ⊙ [xL(α), xR(α)]⊕ ([aL1 (α), aR1 (α)] − o1)⊙ [xL(α), xR(α)]
= [o1xL(α), o1xR(α)]⊕ [aL1 (α) − o1, aR1 (α) − o1]⊙ [xL(α), xR(α)]
= [o1xL(α), o1xR(α)]⊕ [(aL1 (α) − o1)xR(α), (aR1 (α) − o1)xR(α)]
= [aL1 (α)xR(α) + o1(xL(α) − xR(α)), aR1 (α)xR(α) + o1(xR(α) − xR(α))]Das ist identis
h mit [Ã1 ⊙ X̃]α genau dann wenn o1 = 0 (und damit au
h aL1 (0) ≤ 0 ≤

aR1 (0)) oder xL(α) = xR(α).
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression2. Fall: o1 < 0.Die Identität ist wiederum nur dann erfüllt, wenn o1 = 0 oder xL(α) = xR(α).Zusammengefasst wird deutli
h, dass eine sol
he Dekomposition nur für Fuzzy-Datenvom Typ (xi, Ỹi) existiert, also wenn alle Inputs reellwertig sind. Auÿerdem existiert im-mer eine einfa
he Dekomposition bei der Approximation mit vereinfa
hten Modellfunktio-nen wie in Glei
hung (3.14).Allerdings ist es bei Fuzzy-Fehlerumgebungen häu�g ni
ht sinnvoll, einen funktionalenZusammenhang zwis
hen den Uns
härfeumgebungen der Inputs und den Uns
härfeum-gebungen der Outputs zu unterstellen, beispielsweise wenn der Ein�uss auf die Genau-igkeit der Messungen si
h sprunghaft ändert. Sinnvoll ist dies in den wenigen Fällen, indenen si
h die Datengenauigkeit tatsä
hli
h mit wa
hsenden bzw. fallenden Messwertenkongruent oder überproportional zur Steigung der Anpassungsfunktion vers
hle
htert. Insol
hen Fällen kann die Art des Uns
härfezusammenhangs mit einer Kleinste Quadra-te Fuzzy-Regression quanti�ziert werden. Insbesondere kann es bei Fuzzy-Daten (xi, Ỹi)mit reellwertigen Inputs wüns
henswert sein, den funktionalen Zusammenhang für dieMessungenauigkeit der Outputs in der Approximationsfunktion mit zu berü
ksi
htigen.Dem gegenüber ist es bei physikalis
hen Daten grundsätzli
h wüns
henswert, die An-passung der Modellfunktion dur
h die Verwendung von Fuzzy-Parametern ggf. no
h zuverbessern, da hierbei ein vager Begri� �genau� bes
hrieben wird.Ein alternativer Ansatz besteht darin, Abwei
hungen in der Zure
henbarkeit der ge-messenen Fuzzy-Daten zur Modellfunktion zuzulassen, d.h. die Abwei
hung von einerklassis
hen, reellwertigen Modellfunktion wird mit einem geringeren Zugehörigkeitsgradzum Funktionszusammenhang bewertet.54 Wenn wir uns die Datenwerte entlang der reell-wertigen Modellfunktion auf die y-A
hse projiziert vorstellen, kann dies als Dämpfung imInformationsgewinn bei einer Häufung von Daten interpretiert werden55, die als Fuzzinessder Approximationsfunktion abgebildet wird. Formal wird dabei ein Fuzzy-Bündel vonparallelen linearen Funktionen an die Fuzzy-Daten angepasst, das in Form einer Fuzzy-linearen Funktion dargestellt wird.54Au
h dieser Interpretationsansatz wurde bereits im Zusammenhang mit der klassis
hen statistis
henRegression diskutiert. In den Modellen für eine Regression mit sto
hastis
hen Parametern wird von derAnnahme ausgegangen, dass aufgrund von beoba
htungsspezi�s
hen Ein�üssen Abwei
hungen in den Mo-dellparametern vorliegen, die dur
h eine Zufallsvariable bes
hrieben werden können. Man kann si
h dies alsBündel von reellwertigen Geraden vorstellen, wobei für die Geraden eine Häu�gkeitsverteilung existiert.Die S
hätzverfahren ermögli
hen es, die individuellen Abwei
hungen zu s
hätzen. Vgl. z.B. [Hildreth undHou
k, 1968; Rosenberg, 1973; Newbold und Bos, 1985℄.55Weiter auÿen liegende Werte gehören also mögli
herweise eher zu einem weniger typis
hen Funktions-zusammenhang. Di
ht beieinander liegende Werte gehören mögli
herweise zum selben, mögli
herweise aberau
h zu unters
hiedli
hen Funktionszusammenhängen.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionDie Grundvorstellung des bes
hriebenen Approximationsansatzes lässt si
h am bestenanhand der Methoden zur Evaluation reellwertiger Funktionen anhand von Fuzzy-Datenaus Abs
hnitt 3.2.3 verdeutli
hen. Dur
h die Anwendung eines Transfer-Operators wirddie Fuzziness der Daten in die Menge der Funktionsparameter projiziert und wir erhalteneine Fuzzy-Menge der mögli
hen Parameter Ã. Dur
h den Zusammenhang µF̃ (f(⋅,a)) =
µ
Ã
(a) ist das dazugehörige Fuzzy-Bündel von Funktionen F̃ de�niert. Im allgemeinenist Ã aber ni
ht-normalisiert und interaktiv, so dass die Fuzzy-Parametermenge ni
htin einen Vektor von Fuzzy-Parameter-Werten für die einzelnen Merkmalskomponentenzerlegt werden kann. Darüber hinaus ist Ã typis
herweise ni
ht von einfa
her Gestalt undim allgemeinen ni
ht Element in der Menge der LR-Fuzzy-Zahlen. F̃ lässt si
h daher ni
htwie gefordert als Approximationsfunktion darstellen.Grundsätzli
h kommen vor allem die Methoden zur Possibilistis
hen Regression demzweiteren Approximationsprinzip nahe. Das wird bei der Possibilistis
hen Regression mitrein reellwertigen Daten (xi, yi) besonders deutli
h. Dabei wird eine Fuzzy-lineare Funk-tion mit Fuzzy-Parametern so angepasst, dass die reellwertigen Datenpunkte von der Ap-proximationsfunktion eingehüllt und mit einem Zugehörigkeitswert µf(⋅,Ã)(xi, yi) ∈ [κ,1]relativ zur Modalwertgeraden versehen werden. Mit der Vorgabe des Anspru
hsniveaus κwird eine Ents
heidung darüber getro�en, zu wel
hem Grad die Einzelwerte mindestenszur 
harakterisierenden linearen Funktion zugehörig sind. Dabei geht die Possibilistis
heRegression von der extremen Annahme aus, dass jede Beoba
htung potentiell die Ab-grenzung des Berei
hes mögli
her Funktionswerte erweitert und dass eine Häufung vonPunkten keinen Beitrag zur Bestätigung der Plausibilität eines Funktionsparameters leis-tet. Die Zugehörigkeitsbewertung erfolgt na
h einem vorgegebenen Lagemuster. In derRegel wird angenommen, dass die Fuzzy-Parameter symmetris
h sind.Im Gegensatz dazu haben Bárdossy u. a. [1992℄ gezeigt, dass die Kleinste QuadrateFuzzy-Regression bei reellwertigen Daten (xi, yi) au
h bei vorgegebenen Modellfunktio-nen mit Fuzzy-Parametern immer nur die klassis
hen reellwertigen Kleinste Quadrate-Parameter ergibt.56 Bei einer Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation spielen folgli
hnur die Lage der Datenpunkte und die Form der Daten eine Rolle für die Approximati-onsfunktion. Eine Teilzugehörigkeit zum funktionalen Zusammenhang kann damit ni
htbestimmt werden. Die Ergebnisse können auf alle Metriken gemäÿ Bertoluzza u. a. [1995℄verallgemeinert werden.Diese Beispiele können als Illustration dafür gesehen werden, dass das alternative Ap-proximationsmodell nur dann lösbar ist, wenn eine zusätzli
he Instanz angegeben werdenkann, mit der die Inhomogenität der Messereignisse te
hnis
h bewertet wird. Z.B. zuwel
hem Grad die Volatilität der Daten als einfa
he Lagevariation von der Modellfunkti-56Vgl. ebd. S. 185f. für den univariaten Fall sowie S. 189 für den multivariaten Fall.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressionon und zu wel
hem Grad sie als abwei
hende Zugehörigkeit zum Gesamtzusammenhangbewertet werden soll.57Zusammenfassend ist zu konstatieren, dass bei Fuzzy-Daten in der epistemis
hen In-terpretation die Approximation einer Fuzzy-Charakteristik na
h dem ersten Modellansatzhauptsä
hli
h bei Daten mit reellwertigen Inputs (xi, Ỹi) sinnvoll ist. Die Kleinste Quadra-te Fuzzy-Regression ist auss
hlieÿli
h für Modelle mit der ersten Interpretation geeignet.Die Possibilistis
he Regression bei Fuzzy-Daten gibt hingegen mit der Wahl von κ einenKompromiss zwis
hen dem ersten und den zweiten Modellansatz vor, wie auf Seite 92erörtert wurde. In diesem Sinne lässt si
h au
h ein Ergebnis von Bárdossy [1990℄ inter-pretieren. Dort wird gezeigt, dass bei Fuzzy-Daten vom Typ (xi, Ỹi) jeder Datenpunktder possibilistis
hen Approximationsfunktion auf dem κ-Niveau auf einer Geraden mitZugehörigkeitsgrad von mindestens κ liegt, die dur
h die mögli
hen Parameter de�niertist. Es gilt
∀ 1 ≤ i ≤ n ∀ y∗i ∈ [Ỹi]κ ∃ a(y∗i ) ∈ [Ã]κ ∶ y∗i = f(xi, a(y∗i )).Im Unters
hied dazu steht bei der überwiegenden Anzahl der Methoden zur Fuzzy-Designregression der erste Modellansatz im Vordergrund, da die Approximationsfunktionzunä
hst an Lage
harakteristika der Fuzzy-Daten angepasst werden, bevor die Uns
här-fe
harakteristik bestimmt wird.Der zweite Approximationsansatz ist grundsätzli
h sowohl für physikalis
he als au
hfür epistemis
he Fuzzy-Daten denkbar. Wie in Abs
hnitt 3.2.1 bereits erörtert wurde,ist allerdings die Possibilistis
he Regression aufgrund ihrer te
hnis
hen und interpreta-toris
hen S
hwä
hen ni
ht als Anpassungsmethode zu empfehlen.58 Somit sind bislangno
h keine tragfähigen Ansätze zur Approximation eines Fuzzy-Bündels von reellwertigenFunktionen bekannt.

57Bei den Regressionsansätzen mit sto
hastis
hen Parametern, die in der Statistik diskutiert werden, wirddiese Bewertung z.B. dur
h die Annahme gewährleistet, dass die sto
hastis
hen Parameter autokorreliertsind, oder dur
h die Annahme, dass eine Korrelation zwis
hen Störvariabler und unabhängigen Variablenbesteht, die auf die Zufallsverteilung der Koe�zienten zurü
kgeht. Dies sind Annahmen, die es ermögli
hen,die Modellparameter sowie deren Varianzen aus den vorliegenden Daten zu s
hätzen. Als Fuzzy-Ansatz fürvariierende Koe�zienten kann man si
h z.B. eine Methode mit gewi
hteten Abständen dµX
(Ỹ , f(X̃, Ã)) =

µXd(Ỹ , f(X̃, Ã)) oder dµX
(Ỹ , f(X̃, Ã)) = d(µX Ỹ , f(X̃, Ã)) vorstellen, wobei die Zugehörigkeits-Gewi
hte

µX exogen vorzugeben sind. Es wäre no
h zu prüfen, inwieweit au
h Methoden zur endogenen Bestimmungsol
her Zure
hnungsgewi
hte vorstellbar sind. Naheliegend wäre z.B. Γ ∶ Fnobcoc (R)k Ð→ [0,1] Maÿ derFuzziness und µX = Γ(X̃).58Stattdessen wären Fuzzy-Ansätze mit geeigneten, formalisierten Verteilungsannahmen zu untersu
hen.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regression3.3.3 Fuzzy-S
hätzungVon Parameters
hätzung kann erst dann gespro
hen werden, wenn der Modellanpassungein ökonometris
hes S
hätzmodell zugrundeliegt. In der Einleitung zu Abs
hnitt 2.2 wur-de bereits dargestellt, dass im Rahmen eines S
hätzmodells einerseits der Strukturzusam-menhang funktional zu bes
hreiben und andererseits die Abhängigkeiten der Modellva-riablen und deren Konvergenzverhalten im Rahmen eines Verteilungsmodells zu erklärenist.Bei Fuzzy-Daten ist dazu insbesondere zu bes
hreiben, in wel
her Beziehung Wahr-s
heinli
hkeitsverteilung und Fuzziness zueinander stehen. Ähnli
h wie im reellwertigenFall wird das gewählte Verteilungsmodell dur
h eine Fuzzy-Zufallsvariable verkörpert,also dur
h eine messbare Abbildung Z̃ ∶ Ω Ð→ F nob
coc (R). Dabei ist F nob

coc (R) mit einerpassenden σ-Algebra zu versehen. Kräts
hmer [2001b℄ stellt einen verallgemeinerten An-satz vor, mit dem Fuzzy-Zufallsvariable als gewöhnli
he Zufallsvariable im Rahmen derklassis
hen Maÿ- und Wahrs
heinli
hkeitstheorie de�niert werden können. Die De�nitionlegt die Messbarkeit bezügli
h der Borel-σ-Algebra der δ2-Topologie zugrunde.59 Er zeigt,dass die verallgemeinerte De�nition eine Vereinheitli
hung der Messbarkeitskonzepte fürFuzzy-Zufallsvariablen von Puri/Rales
u bzw. von Kwakernaak ist. Für den Erwartungs-wert einer Zufallsvariable kommen mehrere De�nitionen in Frage. Für metris
he Räume
(Υ, d) kann der Erwartungswert E(d)Z einer Zufallsvariable Z na
h einem Prinzip vonFré
het de�niert werden als Lösung des Minimierungsproblems

Ed2(Z,E(d)Z) != inf
w∈Υ

Ed2(Z,w). (3.15)Es kann gezeigt werden, dass der Fré
het-Erwartungswert bezügli
h der δ2-Topologie iden-tis
h mit dem Aumann-Erwartungswert60 ist. Da der Aumann-Erwartungswert linear bzgl.der Addition ist, ist somit gewährleistet, dass der de�nierte Erwartungswert E(δ2) Z̃ linearbzgl. der Addition ⊕ ist, d.h. E(δ2)(λ1 ⊙ Z̃1 ⊕ λ2 ⊙ Z̃2) = (λ1 ⊙E(δ2) Z̃1)⊕ (λ2 ⊙E(δ2) Z̃2).Entspre
hend wird die Varianz für Fuzzy-Zufallsvariablen übli
herweise als zugehöri-ge Fré
het-Varianz de�niert, d.h. Var(δ2) Z̃ = E δ22(Z̃,E(δ2) Z̃). Die so de�nierte Fré
het-Varianz ist reellwertig. Sie liegt au
h dem Na
hweis der statistis
hen Eigens
haften derParameters
hätzer in den na
hfolgend bes
hriebenen Modellen zugrunde.59Diese De�nition ist topologis
h äquivalent zu den weiteren Metriken δ(ν) auf der Basis der Stützfunk-tionen sÃ gemäÿ [Bertoluzza u. a., 1995℄ bzw. [Diamond und Körner, 1997℄.60Der Aumann-Erwartungswert E(A) Z̃ einer Fuzzy-Zufallsvariable Z̃ ist dadur
h de�niert, dass für alle
α ∈ [0,1] gilt [E(A) Z̃]α = E(A)([Z̃]α). Dabei ist der Aumann-Erwartungswert E(A)[Z̃]α der klassis
henzufälligen Menge [Z̃]α de�niert als E

(A)[Z̃]α = {E η ∣ η ∈ L1(Rm,Bm) und η(ω) ∈ [Z̃]α(ω) f.s.}. DieIdentität zwis
hen Fré
het- und Aumann-Erwartungswert kann auf die δ(ν)-Metriken erweitert werden,sofern die Di
hte von ν symmetris
h und positiv de�nit ist, vgl. Näther 2000, S. 207�.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionAls lineare Modellglei
hungen stehen au
h im Strukturmodell grundsätzli
h nur dieFunktionsvarianten zur Verfügung, die in den vorangehenden Abs
hnitten diskutiert wur-den. Zur Vereinfa
hung bes
hränken wir uns auf eine Situation mit deterministis
henRegressoren xi ∈ Rm bzw. X̃i ∈ F nob
coc (R)m. D.h. es wird vorerst ausges
hlossen, dass dieRegressoren selber ebenfalls Zufallsvariable sind. Auÿerdem seien Ỹi(ω) Realisationen vonFuzzy-Zufallsvariablen die einem Verteilungsmodell für epistemis
he Fuzzy-Daten unter-liegen, d.h. insbesondere gebe es eine reellwertige Zufallsvariable U∗i ∶ Ω Ð→ R, so dass

U∗i (ω) ∈ Ỹi(ω) die �wahren� Werte sind.Als eine Grundfrage für die Konstruktion einer Strukturfunktion ist zu ents
heiden,ob die ungenauen Messverhältnisse in das Strukturmodell integriert werden sollen oderni
ht. Je na
hdem wird entweder ein defuzzi�ziertes Modell angepasst, das aufgrund derbeoba
hteten Fuzzy-Umgebungen als plausibler Zusammenhang für die ursprüngli
he Zu-fallsvariableU∗ angesehen werden kann, oder es wird ein fuzzi�zierendes Modell angepasst,in dem der lineare Zusammenhang zwis
hen den Messungenauigkeiten mit abgebildet ist.Eine explizite Berü
ksi
htigung der Messverhältnisse ist dann sinnvoll, wenn Hypothe-sen über das Verhalten der Vers
hmutzungen vorliegen und die Vers
hmutzung dur
hdas Messverfahren einen wesentli
hen Ein�uss auf die Qualität der Beoba
htungen hat.61Man ist dann allerdings mit einigen Eins
hränkungen konfrontiert, die ihre Ursa
he in derFuzzy-Arithmetik haben. Insbesondere muss man si
h fragen, ob eine Zunahme der Mess-ungenauigkeit mit wa
hsendem Abstand vom Koordinatenursprung plausibel ist, ob alsoau
h Fuzzy-Steigungsparameter Ãj für j ≠ 0 angesetzt werden sollen. Die Hauptfrage isthierbei, ob beide Aspekte in derselben Zusammenhangsglei
hung ges
hätzt werden sollen,oder ob es aufgrund der starken arithmetis
hen Abhängigkeiten und Begrenzungen do
hsinnvoller ist, beide Aspekte getrennt zu modellieren und zu s
hätzen.Mit der folgenden Glei
hung wird ein linearer Strukturzusammenhang mit reellwertigenParametern a0, . . . , ak ∈ R modelliert
E Ỹ = a0 ⊕

k

⊕
j=1

aj ⊙ X̃j. (3.16)Als S
hätzmethode steht die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression in der δ2-Metrik zurVerfügung.62 Es kann gezeigt werden, dass die Parameters
hätzer unter bestimmten Re-gularitätsanforderungen stark konsistent sind.63 Auÿerdem kann die asymptotis
he Kon-61Also z.B. dann, wenn die Uns
härfe in Y in einem bestimmten Verhältnis zur Uns
härfe in X steht,d.h. wenn die Modellierung faktis
h zu einer Homogenisierung des Verhältnisses der Messungenauigkeitenzwis
hen den unabhängigen und der abhängiger Variablen beiträgt.62Vgl. [Kräts
hmer, 2006a,
℄.63Vgl. [Kräts
hmer, 2006
℄.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-Regressionvergenz der Verteilung der Parameters
hätzer gegen eine Rk-wertige Normalverteilunggezeigt werden.64Die Güteeigens
haften werden allerdings in einem Verteilungsmodell hergeleitet, dasvon �uns
harfen Messkonzepten� ausgeht und damit von einer physikalis
hen bzw. lin-guistis
hen Interpretation der Fuzzy-Zufallsvariablen, die den Punkt
harakter der Fuzzy-Daten ausnutzt. Es bleibt daher ungeklärt, inwieweit die statistis
hen Eigens
haften derS
hätzer au
h auf das Strukturmodell für epistemis
he Fuzzy-Daten übertragbar sind.Bei epistemis
hen Fuzzy-Daten liegt es nahe, die S
hätzfunktion im Sinne einer Plau-sibilitätsbewertung für den �wahren� Regressionszusammenhang zu interpretieren. Dazumüsste die Qualität der Plausibilitätsbewertung, die dur
h die Regressionsfunktion reprä-sentiert wird, allerdings genauer bes
hrieben werden.In einer Situation, in der nur die Outputs als Fuzzy-Daten beoba
htet werden, so dassdie zufällige Variabilität zum Teil unter der Messungenauigkeit verborgen bleibt, kann einStrukturmodell mit Fuzzy-Parametern Ã0, . . . , Ãk ∈ F nob
coc (R) hinterlegt werden:

E Ỹ = Ã0 ⊕

k

⊕
j=1

Ãj ⊙ xj , (3.17)dabei seien die xj ∈ R. Der Zuwa
hs der Fuzziness in den Bildwerten gegenüber denEingangswerten ist dann ebenfalls Gegenstand des Strukturmodells. Für diese Modell-glei
hung gibt es unter bestimmten Bedingungen sogar beste, lineare, erwartungstreueS
hätzer (BLUE).65 Dabei ist ein linearer Parameters
hätzer β̃j bei Fuzzy-Daten de�niertdur
h
β̃j =

n

⊕
i=1

λij ⊙ Ỹimit λij ∈ R, und es wird die Erwartungstreue bzgl. des Aumann-Erwartungswertes gefor-dert. Die Existenz von BLUE-S
hätzern ist eine ni
ht-asymptotis
he Eigens
haft und istgerade bei Fuzzy-Daten wüns
henswert, da in Situationen, in denen Fuzzy-Daten vorlie-gen, häu�g keine groÿen Sti
hproben dur
hgeführt werden können.Anders als beim klassis
hen Regressionsproblem mit reellwertigen i.i.d. Zufallsvariablensind die Parameters
hätzer der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression aber im allgemeinenni
ht identis
h mit den BLUE-S
hätzern. In [Näther, 2000℄ wird gezeigt, dass es in einemModell mit k ≥ 2 im allgemeinen keinen BLUE-S
hätzer gibt.66 Ents
heidend für die Ni
ht-64Vgl. [Kräts
hmer, 2006b℄.65Vgl. [Näther, 1994; Körner und Näther, 1998; Näther, 2001, 2006℄.66Dabei wird ein Modell ohne Inhomogenität Ã0 angenommen, d.h. in unserer Notation existiert denno
himmer ein BLUE, falls X̃0 = 1{0} und falls gilt Var Ỹi = σ2.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionÜbertragbarkeit der Ergebnisse für reellwertige Zahlen auf Fuzzy-Zahlen sind wiederumdie Eins
hränkungen für die Linearität von Fuzzy-Zahlen, die u.a. nur monoton ni
ht-fallendes Verhalten in den Spannweiten zulässt. Der hauptsä
hli
he Grund dafür, dassnur in seltenen Fällen BLUE-S
hätzer existieren, ist aber darin zu sehen, dass die Fuzzy-Arithmetik bei linearen Fuzzy-S
hätzern erzwingt, dass für Modalwerte und Spannweitender Regressionsfunktion dieselbe Proportionalität zugrunde liegen.Es werden daher au
h s
hwä
here Ansätze von BLUE-S
hätzern untersu
ht.67 So ist einin der Fré
het-Varianz bester S
hätzer komponentenweise BLUE, wenn es unters
hiedli
helineare, erwartungstreue S
hätzer in separierten Regressionen für die Modalwerte bzw. fürdie Spannweiten gibt. Bei LR-Fuzzy-Daten ergibt si
h der komponentenweise BLUE ausder Lösung des Kleinste Quadrate-Problems für die Modalwerte und für die Spannweiten.Die Lösung ist allerdings nur dann wohlde�niert, wenn die Lösung des S
hätzproblemsfür die Spannweiten keine negativen Parameter enthält.Insgesamt ist es aufgrund der Eins
hränkungen für die Existenz eines BLUE günsti-ger, zu Kleinste Quadrate-S
hätzern für (3.17) überzugehen, für die immer eine Lösungexistiert. Zur statistis
hen Güte der Kleinste Quadrate-S
hätzer für dieses S
hätzmodellliegen allerdings keine gesonderten Ergebnisse vor.Der Vollständigkeit halber sei hier darauf hingewiesen, dass es bislang keine Ansätzegibt, mit denen ein Verteilungsmodell für die Vagheit des Strukturzusammenhangs model-liert und ges
hätzt werden kann. Für die alternative Interpretation einer Modellfunktionmit Fuzzy-Parametern wie in Abs
hnitt 3.3.2, Seite 112f, bei der die Beoba
htungen nurlose einem gemeinsamen Zusammenhang genügen, gibt es also insgesamt no
h kein zu-friedenstellendes Approximationsverfahren.Die Aufstellung einer Strukturglei
hung mit Fuzzy-Parametern ist nur in den speziellenFällen sinnvoll, in denen das Verhalten der Messungenauigkeiten mit einer Fuzzy-linearenFunktion annähernd bes
hrieben werden kann. Dies tri�t hauptsä
hli
h bei Fuzzy-Daten
(xi, Ỹi) ∈ Rk × F nob

coc (R) zu. In den übrigen Fällen ist eine Modellfunktion mit reellwerti-gen Steigungsparametern, d.h. eine defuzzi�zierte oder eine vereinfa
hte Modellfunktion,besser geeignet. Grundsätzli
h stellt die Fuzzy-lineare S
hätzfunktion aber keinen klassi-s
hen Funktionsgraphen im Rk+1 dar, sondern eine Abbildungsvors
hrift für den funktio-nalen Zusammenhang zwis
hen Fuzzy-Variablen, die die Fuzzy-Abs
hätzungsumgebungenfür die mögli
he Lage der ungenauen Beoba
htungswerte repräsentieren. Je na
hdem,wel
hes Verteilungsmodell hinterlegt werden kann, ist es daher beispielsweise mögli
h,dass die ges
hätzte Proportionalität des Zusammenhangs nur auf einem gewissen (Un-)Genauigkeitsniveau zutri�t.67Vgl. [Körner und Näther, 1998; Näther, 2000, 2006℄.
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3 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionFalls die Eingangswerte X̃i im wesentli
hen genau sind, stellt ein reellwertiger Struk-turzusammenhang eine Proportionalität zu den Fuzzy-Umgebungen Ỹi(ωi) her, die den�wahren� Wert U∗i (ωi) enthalten. Es wäre daher wüns
henswert, wenn die reellwertigenBildwerte als �bestmögli
he� Plausibilitätsbewertung für den �wahren� Wert U∗i (ωi) be-tra
htet werden könnten. Dies wäre anhand vers
hiedener Verteilungsmodelle für episte-mis
he Fuzzy-Daten no
h genauer zu untersu
hen. Als Vorbereitung auf die Auswahl einesgeeigneten Verteilungsmodells für die Regression bei epistemis
hen Fuzzy-Daten wird inKapitel 5 zunä
hst ein Ben
hmarking der klassis
hen Kleinste Quadrate-Approximationmit der Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation dur
hgeführt, dabei werden exemplari-s
he Szenarien für ungenaue Messergebnisse verwendet. Mit den Ergebnisses des Ben
h-marking kann dann in Abs
hnitt 6.1 eine erster Ausbli
k auf die praktis
hen Anforderun-gen an das Verteilungsmodell gegeben werden.Bei Daten mit deterministis
hen Fuzzy-Inputs X̃i kann die Strukturglei
hung darüberhinaus hö
hstens als Aussage zur Plausibilität des Zusammenhangs der �wahren� U∗i (ω)zum ungenauen Messwert X̃i ausgewertet werden. Die Plausibilität des �wahren� Zu-sammenhangs könnte nur dann ges
hätzt und bes
hrieben werden, wenn die X̃i als Zu-fallsvariable modelliert werden, die ebenfalls einem Verteilungsmodell für epistemis
heFuzzy-Daten genügen, wenn also zu einem Modell mit sto
hastis
hen Eingangswertenübergegangen wird.68

68Ansätze zur Fuzzy-Regression mit sto
hastis
hen Fuzzy-Inputs werden z.B. in [Wüns
he und Näther,2002; Näther, 2006℄ betra
htet.
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4 Datenuns
härfen in derBes
häftigtenstatistikDie Bes
häftigtenstatistik hat günstige Eigens
haften, die auss
hlaggebend für ihre Aus-wahl als Ausgangspunkt der Analyse in der vorliegenden Arbeit waren: Da die Bes
häftig-tenstatistik eine Totalstatistik ist, entfallen Probleme, die dur
h die Verteilung der Sti
h-probe in der Grundgesamtheit verursa
ht werden. Insbesondere kann die Berü
ksi
htigungvon zusätzli
hen sto
hastis
hen Uns
härfen in den Daten verna
hlässigt werden. Infolgeder Herkunft der Daten aus dem Meldeverfahren für die Sozialversi
herungen bietet sieandererseits zusätzli
h die Grundlage für eine Untersu
hung der Fuzzi�zierbarkeit sol
herDatenuns
härfen, die dur
h den Ein�uss der Gesetzgebung und andere administrativeRahmenbedingungen verursa
ht werden.Für zusätzli
he Informationen über wesentli
he Datenfehler in der Bes
häftigtensta-tistik können die Sti
hprobenstatistiken der Erwerbsbevölkerung herangezogen werden,die häu�g als Kontrollstatistiken verwendet werden. Sol
he komplementären Datenquel-len sind vor allem Mikrozensus und SOEP sowie andererseits auf der Unternehmensseitedas Betriebspanel. Zudem stehen im Verbund der Arbeitsmarktstatistik mit diesen undweiteren Statistiken vielfältige externe Informationen zur Verfügung, die bei der Daten-modellierung ergänzt werden können.Bei der Modellierung von Fuzzy-Daten ist die Ungenauigkeit für jeden Beoba
htungs-wert auf dem aktuellen Stand des Wissens zu bewerten. Die Modellierung von Fuzzy-Daten ist daher stark auf den Einzelfall bezogen. Sie entzieht si
h dadur
h weitgehendeiner Vereinheitli
hung, da jede Situation gesondert abzubilden und zu betra
hten ist. Umdieser O�enheit des Modellierungsansatzes gere
ht zu werden, sollen in diesem Kapitelam Beispiel der Bes
häftigtenstatistik zunä
hst reale Fehlerein�üsse daraufhin untersu
htwerden, wie diese bei der Konstruktion von Fuzzy-Merkmalswerten berü
ksi
htigt undoperationalisiert werden können. Alle Fehlerein�üsse in der Bes
häftigtenstatistik könnenals systematis
h angesehen werden, weil sie als Totalerhebung keinem Sti
hprobenein�ussunterliegt.Die exemplaris
hen Modellierungen wurden so ausgewählt, dass sie bestimmten Typenvon Fehlerein�üssen zugeordnet werden können. Dieses Vorgehen ermögli
ht es, das kon-120



4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistikstruktive Verfahren zur Abbildung von Fuzzy-Merkmalsvariablen am konkreten Beispielvorzuführen und mit einer allgemeinen Erörterung der Strategien bei der Modellierung zuverbinden. Anknüpfend daran werden in einem zweiten S
hritt die beispielhaften Model-lierungen dana
h ausgewertet, wel
he spezi�s
hen Eigens
haften der Fuzzy-Daten bei derFuzzy-Regression zu berü
ksi
htigen sind und wel
he Anforderungen si
h daraus für dieRegressionsanalyse ergeben.In Abs
hnitt 4.1 werden zunä
hst die Besonderheiten der Bes
häftigtenstatistik vor-gestellt und die relevanten Fehlerquellen bes
hrieben. Die Auswertung der Fehlerein-�üsse für die Modellierung konkreter Fuzzy-Merkmalsvariablen erfolgt in Abs
hnitt 4.2.Dort werden einige Beispiele und Prinzipien zur Konstruktion von empiris
hen Fuzzy-Daten vorgestellt. Abs
hlieÿend werden in Abs
hnitt 4.3 die wesentli
hen Eigens
haftender empiris
hen Fuzzy-Merkmalswerte 
harakterisiert, die bei der Anpassung von Fuzzy-Regressionsmodellen zu berü
ksi
htigen sind.4.1 Eigens
haften der Bes
häftigtenstatistikDie Bes
häftigtenstatistik ist eine Sekundärstatistik, die auf einem integrierten Meldever-fahren basiert. Dabei ist jede sozialversi
herungsp�i
htig bes
häftigte Person dur
h dieArbeitgeber/innen zunä
hst an die zuständige Krankenkasse zu melden. Diese prüfen dieDaten auf inhaltli
he Ri
htigkeit und Vollständigkeit und nehmen � falls erforderli
h �Korrekturen vor.1 Die von den Krankenkassen geprüften Daten werden an die Datenstellender Rentenversi
herungsträger weitergeleitet. Diese leiten die für die Arbeitsverwaltungrelevanten Daten na
h einer weiteren Prüfung an die Bundesagentur für Arbeit (BA)2weiter, wo sie statistis
h aufbereitet werden. Ents
heidend für die Aussagefähigkeit derBes
häftigtenstatistik ist daher, dass die Meldungen mögli
hst vollständig und zügig an dieBA übermittelt werden. Sie ist insofern ho
h abhängig von Ein�üssen auf die Meldediszi-plin der Betriebe und der beteiligten Sozialversi
herungsträger, z.B. dur
h Änderungen imMeldeverfahren sowie davon, wie die Sozialversi
herungsp�i
ht jeweils gesetzli
h geregeltist. Da die Bes
häftigtenstatistik eine Totalauszählung darstellt, können die Ergebnisseregional, wirts
haftsfa
hli
h und beru�i
h tief gegliedert werden. Zudem hat sie aufgrundder bestehenden Meldep�i
ht eine sehr hohe Abde
kung. Allerdings erfasst die Statistiknur die Personen, die sozialversi
herungsp�i
htig bes
häftigt sind. Sozialversi
herungs-p�i
htig sind alle Bes
häftigten, die der Versi
herungsp�i
ht in der Krankenversi
herung,der Rentenversi
herung oder der Arbeitslosenversi
herung unterliegen. �Bes
häftigung�1Diese Überprüfungsp�i
ht für die Krankenkassen besteht seit der 2. Datenerhebungs- undDatenübermittlungs-Verordnung (DEVO/DÜVO) vom 29. Mai 1981.2Bis Anfang 2004 Bundesamt für Arbeit.
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistikist dabei na
h dem 4. Sozialgesetzbu
h, �7 Abs. 1 de�niert als �ni
htselbständige Ar-beit, insbesondere in einem Arbeitsverhältnis�. Betriebli
he Berufsausbildung wird dazugere
hnet. Somit sind u.a. Beamte, Selbständige, mithelfende Familienangehörige ausge-s
hlossen. Geringfügig bes
häftigte Personen werden erst seit 1999 von der Meldep�i
hteinges
hlossen und erfasst.3 Na
h den Ergebnissen der Repräsentativstatistik über dieBevölkerung und den Arbeitsmarkt (Mikrozensus) stellen sozialversi
herungsp�i
htig Be-s
häftigte einen Anteil von über 75% an allen Erwerbstätigen, wobei die Gesamtheit derBes
häftigten eines Wirts
haftszweiges, bedingt dur
h die Bes
häftigtenstruktur in deneinzelnen Wirts
haftszweigen, dur
h die Ergebnisse der Bes
häftigtenstatistik unters
hied-li
h stark repräsentiert wird.4 Damit sind Ergebnisse aus der Bes
häftigtenstatistik einwesentli
her Faktor für die Darstellung des erwerbsstatistis
hen Gesamtbildes.5Der Bestand an sozialversi
herungsp�i
htig Bes
häftigten wird vierteljährli
h jeweilszum Quartalsende als Auswertungssti
htag � d.h. am 31. März, am 30. Juni6, am 30.September und am 31. Dezember eines Jahres � na
hgewiesen. Für das frühere Bun-desgebiet liegen Bestandsdaten seit Juni 1974 vor, für die neuen Bundesländer seit März1992.74.1.1 Meldeverfahren und DatenerfassungDas Meldeverfahren wird zunä
hst na
h der geltenden DEÜV vom 10. Februar 1998 dar-gestellt. Auf die Veränderungen im Zeitablauf wird dann gesondert hingewiesen. Demna
hsind die Arbeitgeber/innen auskunftsp�i
htig für bestehende sozialversi
herungsp�i
htigeBes
häftigungsverhältnisse. Sie müssen über die sozialversi
herungsp�i
htigen Arbeitneh-mer/innen in ihren Betrieben an die Träger/innen der Sozialversi
herung Meldungen er-statten. Meldetatbestände sind insbesondere Anmeldung sowie Abmeldung bei Aufnahmebzw. Beendigung einer sozialversi
herungsp�i
htigen Bes
häftigung, Unterbre
hung dersozialversi
herungsp�i
htigen Bes
häftigung bei Wegfall des Anspru
hs auf Arbeitsentgelt3Seit der gesetzli
hen Neuregelung zum Sti
htag 1.4.1999 sind Arbeitgeber/innen verp�i
htet, au
h fürPersonen, die auss
hlieÿli
h sogenannte geringfügig entlohnte Tätigkeiten ausüben, paus
halierte Beiträgezu Kranken- und Rentenversi
herung zu entri
hten. Die Ergebnisse sind Gegenstand eigener Statistiken,die die BA verö�entli
ht.4So ist im Verarbeitenden Gewerbe der Abde
kungsgrad ho
h, während er z.B. in der Ö�entli
henVerwaltung, im Handel oder in der Land- und Forstwirts
haft erhebli
h geringer ist.5Vgl. Statistis
hes Bundesamt 2009, S. 4.6Für den Sti
htag 30. Juni werden die Daten mit einer stärkeren Aufgliederung ausgewiesen als zu denanderen Sti
htagen. Dazu gehört beispielsweise die Auswertung na
h Wirts
haftsabs
hnitten, na
h Berufensowie na
h Altersgruppen.7Für das Land Berlin können statistis
he Ergebnisse, infolge der Zusammenlegung von Arbeitsagentu-ren, ni
ht mehr getrennt na
h Ost- und West-Berlin na
hgewiesen werden. Vgl. [Statistis
hes Bundesamt,vierteljährli
h℄ für den 31. März 2008.
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistikfür mindestens einen Monat8 und Jahresmeldung für jedes am 31.12. eines Jahres beste-hende Bes
häftigungsverhältnis. Die Meldefristen wurden mittlerweile vereinheitli
ht; alleMeldungen haben grundsätzli
h mit der nä
hsten Lohn- und Gehaltsabre
hnung zu erfol-gen.9 Auÿer bei der Anmeldung wird mit den aufgeführten Meldungen jeweils das Endeeines Lohnzahlungszeitraumes mit dem darin erzielten Arbeitsentgelt angezeigt.Voraussetzung für die Meldung einer/eines sozialversi
herungsp�i
htigen Bes
häftigtenist, dass für den Betrieb eine Betriebsnummer vergeben wurde und dass eine Versi
her-tennummer für den/die Bes
häftigte existiert. Um si
herzustellen, dass eine Versi
herten-nummer, die für eine Arbeitnehmer/in verwendet wird, eindeutig ist, werden Meldedatenohne Versi
hertennummer ni
ht weitergeleitet und zunä
hst ein Prüfverfahren dur
hge-führt, bevor s
hlieÿli
h ggf. eine neue Versi
hertennummer vergeben wird. Die darausentstehenden Verzögerungen führen vor allem bei Erstbes
häftigungsverhältnissen zu ei-nem verspäteten Eingang der Meldungen bei der BA. Die Betriebsnummern werden vonden Betriebsnummernstellen der Arbeitsagenturen auf Antrag des Betriebs vergeben. Zuden Betriebsnummern werden in einer zentralen Betriebsdatei der BA die wesentli
henMerkmale des Betriebs geführt, so dass darüber Wirts
haftsklasse, Regionalkennzi�er desBetriebes und Dienststellennummer der zuständigen Arbeitsagentur identi�ziert und inder Bes
häftigtenstatistik zugespielt werden können.Die eingehenden Meldungen für die Bes
häftigten werden von der BA in eine Versi-
hertendatei übernommen. Dabei werden alle Meldungen zu einer Versi
herungsnummer
hronologis
h in einem Versi
hertenkonto abgelegt, das somit den Bes
häftigungsverlaufabbildet. Zusätzli
h zu den Angaben über Bes
häftigungsbeginn und -ende sowie daszugehörige Bruttoentgelt stehen die folgenden auswertbaren Merkmale in der Bes
häftig-tenstatistik zur Verfügung: Alter; Ges
hle
ht; Staatsangehörigkeit; allgemeiner und be-ru�i
her Ausbildungsabs
hluss; ausgeübte Tätigkeit (Beruf); Auszubildende; Stellung imBetrieb als Fa
harbeiter/in, Meister/in oder Polier/in oder andere Vollzeitbes
häftigte;Voll-, Teilzeitbes
häftigung; Wirts
haftszweig des Betriebes; bis zum 31. Dezember 2004au
h Rentenversi
herungsträger mit der Gliederung in Arbeiter/innen und Angestellte10sowie Arbeits- und Wohnort, aus denen die Ein- und Auspendler für Regionen ermitteltwerden können.118Unterbre
hungen im Sinne der DEÜV sind z.B. Zeiten der Arbeitsunfähigkeit mit Bezug von Kran-kengeld na
h Ende der Lohnfortzahlung, Mutters
hutzzeiten, Zeiten des Elternurlaubs mit Bezug vonErziehungsgeld sowie Wehrdienst- und Zivildienstzeiten.9Vgl. Statistis
hes Bundesamt vierteljährli
h vom 31. März 2008, S. 7.10Das Merkmal wird aufgrund der Organisationsreform in der gesetzli
hen Rentenversi
herung seit dem1. Januar 2005 ni
ht mehr erhoben.11Vgl. Statistis
hes Bundesamt vierteljährli
h vom 31. März 2008, S. 5b.
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistikDie Auswertung der Quartalsbestände der Bes
häftigtenstatistik erfolgt na
h einer War-tezeit von se
hs Monaten na
h dem Sti
htag. Mit der Wartezeit sollen die Verzögerungenim Meldeverfahren ausgegli
hen werden. Der Abstand von se
hs Monaten zwis
hen Sti
h-tag und Auswertung ist dabei ein Kompromiss zwis
hen gröÿtmögli
her Aktualität derErgebnisse und einer mögli
hst vollständigen Erfassung aller für den Beri
htssti
htag vor-liegenden Meldungen. Erfahrungsgemäÿ liegen der BA na
h se
hs Monaten 
a. 95% derMeldungen vor. Zur Ermittlung des Bes
häftigtenbestandes wird jedes Versi
hertenkontomas
hinell daraufhin abgefragt, ob der/die Versi
herte am Sti
htag in einem Bes
häftig-tenverhältnis stand oder ni
ht. Das versi
hertenbezogenen Vorgehen hat den Vorteil, dassni
ht eine konsistente Abfolge von Jahresmeldungen, An- und Abmeldungen vorliegenmuss. Fehlende Meldungen und logis
he Fehler können häu�g unter Zuhilfenahme be-reits vorliegender Meldungen interpoliert werden. Wenn z.B. die Aufnahme einer neuenBes
häftigung gemeldet wurde, kann die Beendigung des vorhergehenden Bes
häftigungs-verhältnisses ergänzt werden, obwohl die Abmeldung der vorhergehenden Arbeitgeber/inno
h ni
ht vorliegt.12Die vierteljährli
he Beri
hterstattung zur Struktur des Bes
häftigtenbestandes ist ni
htdie einzige Statistik, die auf der Basis der Meldungen zur Sozialversi
herung erstellt wird.Einmal jährli
h werden zusätzli
h die zeitraumbezogene Angaben zur Bes
häftigungsdau-er und zur beitragsp�i
htigen Höhe des Bruttoentgelts ausgewertet, das sog. Jahreszeit-raummaterial. Beim Jahreszeitraummaterial werden nur entgeltrelevante Meldungen ein-bezogen, so dass nur si
her bestehende Bes
häftigungsverhältnisse einbezogen werden.13Das Jahreszeitraummaterial wird daher insbesondere au
h für Bewegungs- und Verlaufs-untersu
hungen von Bes
häftigungsverhältnissen herangezogen. Aufgrund der Meldever-zögerungen liegt ein si
herer Bestand an Bes
häftigungsmeldungen aber erst na
h einerWartezeit von etwa drei Jahren vor, so dass Statistiken und Auswertungen, die auf dasJahreszeitraummaterial aufbauen, erst na
h einerWartezeit von drei Jahren zur Verfügungstehen.14 In der Bes
häftigten-Historik werden die seit dem Bestehen des Meldeverfah-rens zur Sozialversi
herung abgegebenen Meldungen von der BA kontenbezogen abgelegt.Sie umfasst in bereinigter und vervollständigten Form alle Bes
häftigungsfälle, für dieseit 1975 mindestens einmal eine sozialversi
herungsp�i
htige Bes
häftigung vorlag.15 DieHistorik wurde 1990 aus den ar
hivierten Datenbeständen aufgebaut und wird seitdem12Vgl. Statistis
hes Bundesamt vierteljährli
h vom 31. März 2008, S. 10.13Der Sa
hverhalt wird in Abs
hnitt 4.2.1 genauer erläutert.14Vgl. Lüken 2002, S. 22. Die Vollständigkeit der Meldungen hat allerdings aufgrund der Automatisierungdes Meldeverfahrens erhebli
h zugenommen. So wird im aktuellen Qualitätsberi
ht zur Bes
häftigtensta-tistik, [Statistis
hes Bundesamt, 2009℄, darauf hingewiesen, dass seit 2001 eine na
hträgli
he Korrektur derals vorläu�g anzusehenden Quartalsergebnisse ni
ht notwendig war. Somit können die Ergebnisse letztli
hdo
h als �endgültig� gelten (S. 7).15Vgl. Lüken 2002, S. 39.
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistikfortlaufend ergänzt. Sie bietet u.a. die Mögli
hkeit, die Struktur verspäteter Meldungen inden Quartalsauswertungen zu untersu
hen.16 Die Historik ist auÿerdem die Datengrundla-ge für die Bes
häftigtensti
hproben des IAB. Dabei werden 1%- bzw. 2%-Sti
hproben derBes
häftigten in der Historik gezogen, wobei den Versi
hertenkonten no
h Daten aus derLeistungsempfängerdatei der BA zugespielt werden. Die Bes
häftigtensti
hproben bietenjeweils kontinuierli
he Verlaufsdaten zur sozialversi
herungsp�i
htigen Erwerbsges
hi
hteund zum Bezug von Arbeitslosengeld, -hilfe oder Unterhaltsgeld und eignen si
h dement-spre
hend zur Analyse von Erwerbsverläufen und Leistungsbezugsbiographien.17Die Betriebe, die Bes
häftigte melden, können über die Betriebsnummer identi�ziertwerden. Es ist daher mögli
h, die sozialversi
herungsp�i
htig Bes
häftigten � sowie seit1999 au
h die geringfügig Bes
häftigten � auf Betriebsebene zu aggregieren. Dies wirdgenutzt, um sekundäre Betriebsgröÿenklassen zu ermitteln. Seit 1977 werden jeweils zum30. Juni aus der Bes
häftigtenstatistik die Angaben über Betriebe ausgewertet und alszusätzli
he Merkmale in den Datensätzen ergänzt. Die Betriebe, für die mindestens eineBes
häftigte/r in der Bes
häftigtenstatistik gemeldet ist, werden im Betriebs-Historik-Panel aufbereitet, das si
h aus aus Quers
hnittsdatensätzen ab dem Jahr 1975 für West-deuts
hland und ab 1992 für Ostdeuts
hland zusammensetzt. Jeder Quers
hnitt umfasstalle Betriebe des gesamtdeuts
hen Raumes, die zur Jahresmitte (Sti
htag: 30.06.) in derBes
häftigten-Historik erfasst sind. Auÿerdem bilden sie die Grundlage für die Ziehungder Betriebe für das Betriebspanel der IAB. Das IAB-Betriebspanel stellt die zentraleQuelle für Analysen zur Arbeitskräftena
hfrage auf dem Arbeitsmarkt in Deuts
hlanddar. Diese repräsentative Arbeitgeberbefragung zu betriebli
hen Bestimmungsgröÿen derBes
häftigung wird seit 1993 in Westdeuts
hland und seit 1996 au
h in Ostdeuts
hlandjährli
h vom Fors
hungsberei
h �Betriebe und Bes
häftigung� des IAB dur
hgeführt. Inden Linked-Employer-Employee-Datensätzen (LIAB) wird eine Verbindung zwis
hen denDaten des IAB-Betriebspanels und den Personendaten der Bes
häftigtenstatistik herge-stellt. Dazu werden die Daten des Betriebspanels mit den längss
hnittaufbereiteten Mel-dungen der sozialversi
herungsp�i
htig Bes
häftigten verknüpft.Das Meldeverfahren zur Sozialversi
herung, das der Bes
häftigtenstatistik zugrundeliegtwird seit dem 1.1.1973 dur
hgeführt.18 Gröÿere Änderungen imMeldeverfahren hat es zum16Zu den ersten Ergebnissen über strukturelle Ein�üsse auf verspätete Meldungen vgl. [Cramer undMajer, 1991℄.17Komplementär zu den Bes
häftigtensti
hproben wird au
h ein Bes
häftigtenpanel erstellt, bei dem2%-Sti
hproben aus dem Quartalsbes
häftigtenbestand gezogen werden. Bei dieser Sti
hprobe steht dieAktualität im Vordergrund. Sie ist repräsentativ für die amtli
hen Bestandszahlen zu den Quartalssti
h-tagen.18Infolge des 1969 verabs
hiedeten Arbeitsförderungsgesetzes wurde mit der 1. �Verordnung über dieErfassung von Daten für die Träger der Sozialversi
herung und für die Bundesanstalt für Arbeit (Daten-erfassungsverordnung � DEVO)� vom 24.11.1972 und der 1. �Verordnung über die Datenermittlung aufmas
hinell verwertbaren Datenträgern im Berei
h der Sozialversi
herung und der Bundesanstalt für Arbeit
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistik1.1.1981 mit der 2. DEVO und der 2. DÜVO19 gegeben, mit denen u.a. si
hergestellt wur-de, dass nur no
h eine Versi
herungsnummer für jede Person vergeben wird. Auÿerdemwurden darin Zuständigkeiten in einem mehrstu�gen Prüfverfahren geregelt, mit dem dieVollständigkeit und Korrektheit der Meldungen verbessert wurde. Mit Wirksamkeit zum1.1.1999 wurde das bis dahin gültige Meldeverfahren (DEVO/DÜVO) s
hlieÿli
h dur
hseit dem 1.1.1999 gültige �Verordnung über die Erfassung und Übermittlung von Datenfür die Träger der Sozialversi
herung (Datenerfassungs- und -übermittlungsverordnung �DEÜV)� abgelöst, die zu einer vollständigen Überarbeitung und Neugestaltung des Ver-fahrens führte und mit der au
h geringfügige Bes
häftigungsverhältnisse meldep�i
htigwurden.20 Insgesamt hat si
h die Erfassung der geringfügig Bes
häftigten im Zeitverlaufzweimal geändert. Bis zum 1. Quartal 1999 wurden in den Quartalsdaten nur die so-zialversi
herungsp�i
htigen Bes
häftigten ausgewiesen. Ab dem 1.4.1999 sind au
h dieauss
hlieÿli
h geringfügig Bes
häftigten in den Daten enthalten. Zum 1.4.2003 wurde dieletzte Änderung wirksam. Galt vorher das Prinzip, dass in den Quartalsdaten nur ein(Haupt-)Bes
häftigungsverhältnis pro Person erfasst wurde, wird ab dem 2. Quartal 2003nun insofern davon abgewi
hen, dass au
h geringfügige Bes
häftigungsverhältnisse, dieneben einer sozialversi
herungsp�i
htigen Hauptbes
häftigung ausgeübt werden, aufge-nommen werden. Diese Änderungen in der Grundgesamtheit wirken si
h au
h auf dieBere
hnung der Betriebsgröÿe und der Bes
häftigtenanteile in den Betrieben aus.21Ferner ist bei verglei
henden Analysen zu bea
hten, dass der Entgeltbegri� si
h überdie Zeit verändert hat. Dabei wurde das Entgelt �sukzessive auf Bezüge, die neben demLohn gezahlt wurden, ausgedehnt, so dass im Zeitverlauf immer mehr Lohnzus
hlägedem beitragsp�i
htigen Entgelt zugere
hnet wurden�22. So ist beispielsweise seit 1984vorges
hrieben, dass Lohnsonderzahlungen in das Bruttoentgelt einzubeziehen sind. Ge-ringfügigkeitsgrenze und Beitragsbemessungsgrenze, als Mindestentgelt bzw. maximalerEntgeltbestandteil, die der Sozialversi
herung unterliegen, wurden ebenfalls im Zeitver-lauf häu�g angepasst.23 Weitere Änderungen im Meldeverfahren ergeben si
h bei einerUmstellung der verwendeten Klassi�kationen für die Wirts
haftszweige der Unternehmenoder die ausgeübten Berufe der Bes
häftigten.
(Datenübermittlungsverordnung � DÜVO)� vom 18.12.1972 ein neues Meldeverfahren zur Sozialversi
he-rung eingeführt.19Beide vom 29.5.1980.20Vgl. Statistis
hes Bundesamt vierteljährli
h vom 31. März 2008, S. 6.21Vgl. S
hmu
ker und Seth 2009, S. 45.22Vgl. S
hmähl und Fa
hinger 1994, S. 188.23Eine tabellaris
he Übersi
ht �ndet si
h z.B. in S
hmu
ker und Seth 2009, S. 37�.
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härfen in der Bes
häftigtenstatistik4.1.2 Fehlerein�üsse in der Bes
häftigtenstatistikDie Merkmale, die in den Meldungen zur Sozialversi
herung anzugeben sind, beziehensi
h auf die Person oder den Betrieb oder das Bes
häftigungsverhältnis. Bis auf die Merk-male Ges
hle
ht und Geburtsjahr sind sie im Prinzip über die Zeit veränderli
h; im Laufeein und desselben Bes
häftigungsverhältnisses sind sie jedo
h überwiegend konstant.24Die Merkmale der Bes
häftigtenstatistik können unters
hieden werden in diejenigen, dieversi
herungsre
htli
h relevant sind und sol
he, die auss
hlieÿli
h statistis
hen Zwe
kendienen.25 Zu den versi
herungsre
htli
h relevanten Merkmalen gehören die Versi
herungs-nummer, die Bes
häftigungszeit und das versi
herungsp�i
htige Entgelt. Aufgrund dieserAngaben werden die Zahlungen für die Sozialversi
herungen ermittelt. Es ist daher da-von auszugehen, dass sie von den Arbeitgeber/innen genau angegeben und zudem vonden Versi
herten überprüft werden. Diese Genauigkeit ist einer der Vorzüge der Bes
häf-tigtenstatistik. Dabei sind die De�nitionen der einzelnen Merkmale gesetzli
h festgelegtund erfüllen in erster Linie juristis
he und administrative Anforderungen, so dass eineIdenti�kation mit volkswirts
haftli
hen Begri�sbestimmungen ers
hwert ist.26Bei den Meldungen für statistis
he Zwe
ke sind Abstufungen in der Genauigkeit zuvermuten, da vers
hiedene Stellen für die Ermittlung der Merkmalswerte zuständig sind.Die wirts
haftsfa
hli
he und regionale Zuordnung des Betriebes, also die Merkmale, diesi
h auf den Betrieb selber beziehen, werden von Fa
hkräften in den Betriebsnummern-stellen der Arbeitsagenturen vorgenommen und in der hauseigenen Betriebsdatei geführt.Trotz der Uns
härfe der Klassi�zierung selber ist hier von einer zufriedenstellenden Ein-heitli
hkeit und Genauigkeit der Angaben auszugehen.27. Die persönli
hen Merkmale derVersi
herten beruhen hingegen auf Angaben der Arbeitgeber/innen und werden au
h dortvers
hlüsselt. Die Codierung dieser Merkmale wird zwar dur
h die Anleitungen des Mel-deverfahrens gem. DEÜV vorgegeben, jedo
h kann eine einheitli
he Handhabung ni
hterrei
ht werden. Betriebsspezi�s
he Berufsbezei
hnungen können z.B. zu abwei
hendenKlassi�zierungen glei
her Tätigkeiten führen und insbesondere bei kleinen Betrieben wer-den die Meldungsvordru
ke häu�g von ni
ht fa
hli
h ges
hulten Kräften ausgefüllt. Miteinem Betriebswe
hsel ändern si
h überzufällig häu�g au
h die Ausprägungen von Varia-blen, die man irrtümli
h als über die Zeit konstant ansehen könnte, z.B. die Ausbildungoder die Stellung im Beruf. Das kann einerseits auf Meldefehler des Betriebes zurü
k-zuführen sein, andererseits au
h eine tatsä
hli
he Veränderung des jeweiligen Status be-24Vgl. Bender u. a. 1996, S. 11.25Vgl. Cramer 1985, S. 62�26Vgl. Bender u. a. 1996, S. 11.27Denno
h gibt es Hinweise darauf, dass die Betriebsklassi�zierungen in den AA-Regionen unters
hied-li
hen Tendenzen folgen können. Vgl. Frits
h u. a. 2002, S. 94.
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härfen in der Bes
häftigtenstatistikdeuten.28 Beispielsweise werden Änderungen im Ausbildungsstatus häu�g erst bei einemBetriebswe
hsel neu erfasst.29Grundsätzli
h können die Ergebnisse der Bes
häftigtenstatistik ni
ht besser sein als diezum Auswertungszeitpunkt vorliegenden Meldungen. Wermter und Cramer [1988℄ stellendazu fest: �Wie groÿ die Fehlermargen anzusetzen sind, diese Frage ist vor oder in einerangemessenen Zeit na
h einer Auswertung ni
ht zu beantworten�.30 Typis
he Ursa
henfür Meldeverzögerungen und -ungenauigkeiten können z.B. sein: unvollständige und ni
htfristgere
hte Meldungen dur
h die Betriebe; Verzögerungen in der Datenübermittlungzwis
hen Krankenkassen, Datenstelle der Rentenversi
herungsträger und BA � ggf. ver-ursa
ht dur
h das Klärungsverfahren für eine unbekannte Versi
herungsnummer � oderdie unzutre�ende Verwendung von Betriebsnummern auÿerhalb ihres Geltungsberei
hsdur
h die Arbeitgeber/innen. Da Meldeverzögerungen bzw. -unterlassungen mit unglei
h-mäÿiger Dauer und Verteilung auftreten, die ni
ht kurzfristig beoba
htet werden können,können Konjukturein�üsse auf die Entwi
klung des Bes
häftigungsstandes am aktuellenRand in der Bes
häftigtenstatistik ni
ht bzw. nur einges
hränkt beoba
htet werden.Darüber hinaus ist davon auszugehen, dass es systematis
he Ein�üsse auf die Verzö-gerung von Meldungen gibt. Bei den ersten Auswertungen der Historik-Datei konntenCramer und Majer [1991℄ im Bezug auf die Struktur verspäteter Meldungen zeigen, dassrelativ kurze Bes
häftigungszeiten na
hgemeldet werden �und zwar in stärkerem Maÿe fürAusländer, Teilzeitkräfte, Frauen und Arbeiter�31. Dabei gingen die Meldeverzögerungenvermutli
h überwiegend auf versi
herungsre
htli
he Probleme zurü
k, für die ein Klä-rungsverfahren erforderli
h wurde. Eine weitere strukturelle Ursa
he für die Verspätunghing mit der Art des meldenden Betriebes zusammen: �Kleinere Betriebe mit wenigersa
hkundigem Personal, zudem aus Bran
hen, in denen si
h wegen der dort typis
henhöheren Fluktuation versi
herungste
hnis
he Problemfälle häufen, sind vor allem für dieVerzögerung verantwortli
h�.32Aufgrund des Verfahrens für die Vergabe von Betriebsnummern gibt es Inhomogeni-täten bei der Identi�zierung und Klassi�zierung der statistis
hen Einheit der �Betriebe�.Prinzipiell war beabsi
htigt, dass die Betriebsnummern die Einheit der �Arbeitsstätte�aus der Arbeitsstättenzählung 1970 und dementspre
hend eine �örtli
he Produktionsein-heit eins
hlieÿli
h der in der Nähe be�ndli
hen Verwaltungs- und Hilfsbetriebe� abbil-den sollten. Vers
hiedene Niederlassungen eines Betriebes sollten also au
h vers
hiede-ne Betriebsnummern erhalten. Aufgrund des Widerstandes der Arbeitgeber/innen wurde28Vgl. S
hmu
ker und Seth 2009, S. 94.29Vgl. ebd. S. 55.30Vgl. ebd. S. 480.31Vgl. Cramer und Majer 1991, S. 83.32Vgl. Cramer und Majer 1991, S. 83.
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härfen in der Bes
häftigtenstatistiks
hlieÿli
h eine �exiblere Regelung für die Betriebsidenti�zierung vorgesehen. Es ist dahermögli
h, dass Niederlassungen in derselben Gemeinde, die demselben Wirts
haftszweigangehören, unter derselben Betriebsnummer zusammengefasst sind. Ebenso ist es mög-li
h, dass eine Niederlassung auf Antrag der Arbeitgeber/innen aus praktis
hen Gründenmehrere Betriebsnummern erhält, z.B. getrennt für Angestellte und Arbeiter/innen.33 Inden Vorstudien zum IAB-Betriebspanel wurde deutli
h, dass die Vergabepraxen für dieBetriebsnummer si
h zwis
hen den Bran
hen unters
heiden. So bezieht si
h etwa im verar-beitenden Gewerbe die Betriebsnummer in fast allen Fällen auf eine betriebswirts
haftli
hsinnvoll interpretierbare Einheit. Vor allem in der ö�entli
hen Verwaltung, bei den Sozi-alversi
herungsträgern sowie den Organisationen mit Erwerbs
harakter treten hingegenhäu�g Abgrenzungen auf, die für Analysen auf Betriebsebene wenig Sinn ma
hen.34 ImBezug auf Längss
hnittbetra
htungen ist auÿerdem zu bea
hten, dass die Betriebsnum-mer im zeitli
hen Verlauf auf unters
hiedli
he Betriebe verweisen kann. Im Grundsatz istdie Betriebsnummer persönli
h an die Inhaber/in des Betriebes gebunden, ni
ht aber aneinen Einzelbetrieb als sol
hen. Mögli
he Verläufe können z.B. sein: We
hsel der Betriebs-nummer bei We
hsel der Inhaber/in bzw. We
hsel der Re
htsform, Neugründung einesBetriebes unter derselben Betriebsnummer, Integration mehrerer Betriebe oder Ausgliede-rung von Unternehmensteilen sowie veränderte Zuordnung der Bes
häftigten auf mehrereNummern.35Da die Bes
häftigungsentwi
klung in einer Region häu�g von wenigen Groÿbetriebendominiert wird, werden bei Veränderungen der Wirts
haftszugehörigkeit oder Betriebs-verlagerungen erhebli
he E�ekte ausgelöst, die singulär auftreten. Dies ist besonders dannrelevant, wenn sol
he Betriebe ungünstig abgegrenzt oder zugeordnet sind.Mit der Einführung der DEÜV am 1.1.1999 wurde die Abgabe der Meldungen zur So-zialversi
herung per EDV als Standard eingeführt. Auÿerdem wurde die Aufbereitung derBes
häftigtenstatistik in der BA in einem �data warehouse� neu aufgebaut, wobei die zuverarbeitenden Einzeldaten zunä
hst zu Aggregaten verdi
htet werden, die für die Stan-dardauswertungen ausrei
hend sind. Dadur
h können die groÿen Datenbestände s
hnellerund �exibler als bisher ausgewertet werden.36 Allgemein konnte dur
h die Automatisie-rung die Vollständigkeit und Korrektheit der Daten verbessert werden. Insgesamt wirdim aktuellen Qualitätsberi
ht zur Bes
häftigtenstatistik konstatiert, dass die Qualität derDaten � aufgrund der bestehenden Meldep�i
ht und der mehrstu�gen Prüf- und Kor-rekturverfahren � für statistis
he Zwe
ke als �sehr gut einges
hätzt� wird. FehlerhafteAngaben in den Meldungen werden grundsätzli
h nur bei den Angaben zum Beruf er-33Vgl. [Cramer, 1985℄.34Vgl. Frits
h 1997, S. 132.35Vgl. [Frits
h, 1997℄.36Vgl. Lüken 2002, S. 52.
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistikwartet. Fehlende Einheiten (d.h. unit-non-response) gibt es nur in den Fällen, in denendie letzte Bes
häftigungsmeldung s
hon länger zurü
kliegt und keine Abmeldung erfolgtist. Sol
he unvollständigen Kontenverläufe existieren in geringem Umfang. Fehlende Mel-dungen (d.h. item-non-response) kommen hingegen häu�ger vor. Relevant ist die Anzahlfehlender Meldungen für das Merkmal Ausbildungsstand: derzeit werden für über 15%der Bes
häftigten keine konkreten Angaben zum Bildungsabs
hluss gemeldet.37 Da dieFehlermodellierungen im nä
hsten Abs
hnitt als exemplaris
he Beispiele dienen sollen,wird die Relevanz der Fehlerein�üsse allerdings im Folgenden verna
hlässigt. Auss
hlag-gebend für die Auswahl ist eher, ob die Merkmalsvariablen zur Illustration vers
hiedenerFehlertypen herangezogen werden können.4.2 Fuzzy-Modellierung von MerkmalenAufbauend auf die verfügbaren Daten der Bes
häftigtenstatistik werden in diesem Ab-s
hnitt Fuzzy-Merkmalsvariable konstruiert, die den tatsä
hli
hen Informationsstand überden Fehler in den Beoba
htungen mögli
hst gut wiedergeben sollen. Mit der Fuzzi�zierungsoll die Ungenauigkeit der Messwerte dur
h eine Zugehörigkeitsabs
hätzung der mögli
henLage des �wahren� Merkmalswertes abgebildet werden. Die Fuzzy-Daten sind daher über-wiegend epistemis
h zu interpretieren. Es ist also z.B. konkret zu bewerten, wie si
h dieMeldeprobleme, die Inhomogenitäten bei der Betriebsnummernvergabe oder die Lern-e�ekte bei einer Umstellung des Meldeverfahrens bei der gegebenen Problemstellung inden mögli
hen Werten einer Merkmalsvariablen nieders
hlagen.Wie in De�nition 2.21 in Abs
hnitt 2.5.1 festgehalten wurde, sollen im Hinbli
k auf dieFuzzy-Regression zunä
hst nur Merkmale mit metris
her Skala betra
htet werden, für diedie zugehörigen Fuzzy-Merkmale ebenfalls als metris
h skaliert angesehen werden kön-nen. Es werden aber nur einige Erhebungsmerkmale der Bes
häftigtenstatistik auf einermetris
hen Skala gemessen, nämli
h Bes
häftigungsbeginn, Bes
häftigungsende, sozialver-si
herungsp�i
htiges Bruttoentgelt und Alter. Daher werden in dieser Arbeit überwiegendabgeleitete Merkmale, wie etwa Bestandszahlen, untersu
ht. Diese sind deutli
h von derGüte der verwendeten Berufs- oder Wirts
haftszweigklassi�kationen beein�usst.38 Die Mo-dellierung sollte vor allem die relevanten Uns
härfen wiedergeben, die die Genauigkeits-s
hwelle übers
hreiten. Ein Vors
hlag, mit dem darüber hinaus die Genauigkeitss
hwellebei der Modellierung explizit einbezogen werden kann, wird in Abs
hnitt 4.2.6 vorgestellt.Die Fuzzy-Merkmalswerte werden hier ni
ht in Form von LR-Fuzzy-Zahlen gemäÿ De-�nition 2.6 spezi�ziert, sondern als gestuft trapezförmige Fuzzy-Mengen S-ter Ordnung,37Vgl. Statistis
hes Bundesamt 2009, S. 5f.38Darüber hinaus wird klassi�ziert na
h: Ges
hle
ht, Staatsangehörigkeit, Bes
häftigungsort, Wohnort,Stellung im Beruf, Ausbildung, Vollzeit/Teilzeit, Familienstand.130



4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistikd.h. die Seiten der α-Niveaus können als lineare Polygonzüge mit (hö
hstens) S − 1 Un-stetigkeitspunkten dargestellt werden. Als prototypis
hes Beispiel einer trapezförmigenFuzzy-Menge 2-ter Ordnung kann die Datenmodellierung in Abbildung 4.5 auf Seite 142angesehen werden. Die Modellierung der Flanken der Fuzzy-Mengen als lineare Polygon-züge lassen eine �exible Annäherung an beliebige Referenzfunktionen zu und sind überdieslei
ht zu programmieren. Da die Fuzzy-Trapeze S-ter Ordnung im wesentli
hen trapez-förmige Fuzzy-Zahlen sind, können die Bere
hnungsmethoden der linearen Regression,die in Kapitel 3 vorgestellt wurden, ohne groÿen Aufwand auf die konstruierten Fuzzy-Merkmalswerte übertragen werden.Zur Konstruktion der Fuzzy-Merkmalswerte muss der Gesamtfehler abges
hätzt undquanti�ziert werden. Dazu werden die bekannten, wesentli
hen Fehlerein�üsse identi�-ziert. Für die Konstruktion der Fuzzy-Daten wird zum einen die Menge der si
her mög-li
hen Punkte bestimmt, die den Kern der Fuzzy-Menge ausma
hen, und zum anderendie Menge der gerade no
h mögli
hen Punkte, die die Trägermenge bilden. Der Kontrastfür den Übergang zwis
hen mögli
hen und ni
ht-mögli
hen Punkten wird dann entwederdur
h die Vorgabe von Übergangspunkten auf den kritis
hen α-Niveaus für 1 < s < Soder dur
h die Vorgabe von Referenzfunktionen mit den zugehörigen Spannweiten festge-legt. In den folgenden Abs
hnitten werden vers
hiedene Vors
hläge für die Konstruktionvon empiris
hen Fuzzy-Daten vorgestellt. S
hlieÿli
h werden die Eigens
haften der vorge-s
hlagenen Fuzzy-Modellierungen diskutiert, dabei werden unter anderem Ansätze für dieVerallgemeinerung der Modellierungsverfahren erörtert. Das Ziel der Beispielsammlungliegt dabei weniger in der Güte der konstruierten Fuzzy-Merkmale selber als darin, ver-s
hiedene Konstruktionskonzepte aufzufä
hern und aufzubereiten, die zum Weiterdenkenanregen sollen.4.2.1 Auswirkung fehlender Meldungen � IndividuelleFuzzy-Zugehörigkeit zum Bes
häftigtenbestandAls Beispiel wird das Merkmal der individuellen Zugehörigkeit zum Bes
häftigtenbestandbei der Quartalsauswertung betra
htet. Die Auswertung �ndet mit einer Wartezeit vonmindestens se
hs Monaten na
h dem Sti
htag statt.Der Vollständigkeitsgrad der abgegebenen Meldungen in den Meldebeständen für dieSti
htage unterliegt S
hwankungen. Die Meldeprobleme führen auf der Ebene der Be-standskonten dazu, dass sozialversi
herungsp�i
htig Bes
häftigte fäls
hli
h ni
ht im Be-stand aufs
heinen oder dass sie fäls
hli
h weiterhin im Bestand geführt werden. Es gibtallerdings keine Mögli
hkeit, die Zahl der �unterlassenen Meldungen� auf der Grundlage
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistikdes vorhandenen Datenmaterials festzustellen.39 Dabei fallen die Meldeprobleme vor al-lem bei den Quartalsauswertungen und den Jahresauswertungen ins Gewi
ht, so dass voneinem annähernd vollständigen Meldeeingang erst na
h einer Wartezeit von drei Jahrenausgegangen werden kann. Zu bea
hten ist, dass verzögerte Meldungen zu Fehlern in derWiedergabe der Struktur des Bes
häftigtenbestandes führen. Au
h diese können ni
htaktuell identi�ziert und somit ni
ht korrigiert werden.Fehlende Meldungen können in den Versi
herungskonten mit logis
hen Prüfalgorithmenzu einem sehr groÿen Teil ausgegli
hen werden, indem Daten aus einer Ersatzmeldungergänzt werden. Daher ist es sinnvoll, die Datenuns
härfen dur
h die Meldeprobleme zu-nä
hst auf der Ebene der individuellen Versi
herungskonten zu bes
hreiben und erst ineinem weiteren S
hritt die Aggregation zu einer Bestandszahl zu betra
hten. Ansätzezur Fuzzy-Modellierung des aggregierten Bes
häftigtenbestandes werden im nä
hsten Ab-s
hnitt 4.2.2 untersu
ht.Grundsätzli
h besteht nur dann Si
herheit über ein bestehendes Bes
häftigtenverhält-nis am Sti
htag, wenn die vorliegenden Meldungen auf dem Versi
herungskonto die Be-s
häftigung bis zu einem Datum anzeigen, das über den Sti
htag hinausrei
ht. Falls dieletzte vorliegende Meldung nur Zeiten vor dem Sti
htag erfasst, kann die Bes
häftigungsomit nur bedingt festgestellt werden, wobei die Ungewissheit mit wa
hsendem Abstandzunimmt.40 Eine Anmeldung ist nur eine unsi
here Meldung, da sie nur den Bes
häfti-gungsbeginn, ni
ht aber eine Bes
häftigungsdauer anzeigt und es vorkommen kann, dasstrotz Anmeldung keine Bes
häftigung erfolgt.41 Die Bes
häftigung kann erst dann als si-
her gelten, wenn eine Anmeldung dur
h eine na
hfolgende zahlungsrelevante Meldung� eine der sog. �Entgeltmeldungen� Unterbre
hungs-, Jahres- oder Abmeldung � bestä-tigt wird. Diese fungieren daher au
h als Ersatzmeldungen für fehlende Anmeldungen.Hingegen gibt es für fehlende Abmeldungen keine Ersatzmeldungen, die das Ende derBes
häftigung anzeigen. Von besonderer Relevanz sind dabei Bes
häftigungsverhältnisse,die während oder zum Ende einer Unterbre
hung beendet werden. Da eine Abmeldungdann keine Zahlungsrelevanz mehr hat, unterbleibt sie häu�g. Unterbre
her/innen werdendann fäls
hli
herweise zu lange im Bestand mitgeführt. Dur
h fehlenden Abmeldungenna
h Zeiten der Bes
häftigungsunterbre
hung, insbesondere bei Unterbre
hungen dur
hElternzeit z.T. au
h dur
h Wehr- und Zivildienst, werden Verzerrungen in gröÿerem Um-fang verursa
ht.4239Vgl. Wermter und Cramer 1988, S. 477.40Die Bestandszugehörigkeit sinkt bei genauer Betra
htung also au
h für real fortlaufende Bes
häftigun-gen während des Jahres, bis sie dur
h die Jahresmeldung bestätigt werden und die Zugehörigkeit wiederauf 1 springt.41Anmeldungen werden bei der Quartalsauswertung aufgrund der verglei
hsweise kurzen Wartezeit miteinbezogen.42Vgl. Wermter und Cramer 1988, S. 469�. Im Jahr 1986 wurde der Erziehungsurlaub von se
hs auf zehn
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härfen in der Bes
häftigtenstatistikFür die Modellierung eines Fuzzy-Wertes ist zu beurteilen, wie die Verringerung derGewissheit dur
h Meldefehler im individuellen Versi
herungskonto identi�ziert und quan-ti�ziert werden können. Über fehlende Anmeldungen in einem Versi
herungskonto, ins-besondere über fehlende Anmeldungen von bisher ni
ht registrierten Personen, liegen amaktuellen Rand keine Informationen vor, sie können folgli
h ni
ht dargestellt werden. Feh-lende Abmeldungen sind dann wahrs
heinli
h, wenn eine Jahresmeldung fehlt oder wenneine neue Meldung dur
h eine andere Arbeitgeber/in erfolgt. Auÿerdem kann eine vor-liegende Unterbre
hungsmeldung als Indiz für die erhöhte Mögli
hkeit einer fehlendenAbmeldung gewertet werden. Meldeausfälle sind überwiegend mit Strukturkomponentenverknüpft, z.B. werden Bes
häftigte in Kleinstbetrieben zu einem gröÿeren Teil verspätetoder gar ni
ht gemeldet, und treten häu�g nur punktuell auf, z.B. können Meldeverzöge-rungen dur
h einen Verarbeitungsfehler in einer Krankenkasse verursa
ht sein.Die abnehmende Mögli
hkeit eine Bes
häftigung mit wa
hsendem zeitli
hen Abstandvon der letzten vorliegenden Meldung kann quantitativ mit Hilfe von externen Infor-mationen über die 
harakteristis
he Fortdauer der Bes
häftigung bes
hrieben werden.Damit kann eine Teilzugehörigkeit der jeweiligen Bes
häftigten zum Bes
häftenbestandan einem Kalendertag bestimmt werden. In Anlehnung an die Datenbereinigung in derHistorik-Datei wird zur Modellierung der Datenuns
härfen bei einer Quartalsauswertungder Bes
häftigtenstatistik der folgende Ansatz verwendet. Die Modellierung basiert aufden Annahmen, dass eine Meldeverzögerung ni
ht länger als ein Jahr dauert und dasshö
hstens eine (Jahres-)Meldung verloren geht.43Eine uns
harfe Modellierung wird dann ausgelöst, wenn im Versi
hertenkonto (no
h)eine Jahresmeldung fehlt, der keine weiteren Meldungen folgen. Ist die letzte vorliegendeMeldung eine Jahresmeldung für y0, so kann angenommen werden, dass die Zugehörigkeitzum Bestand zwis
hen y0 und dem Sti
htag der fehlenden Jahresmeldung y1 linear bis aufMonate verlängert. Eine Aufstellung der Änderungen der Beurlaubungsfristen für die Elternzeit bis 1996ist in Bender u. a. 1996, S. 25 zu �nden.43Die Bereinigung um �Altfälle� erfolgte bis Ende der 80er Jahre zunä
hst mit einem me
hanis
henAbs
hneideverfahren. Dabei wurde von den Fällen, für die länger als ein Jahr keine Meldungen mehr ein-gegangen waren, in 
hronologis
her Reihenfolge so viele ausgesondert bzw. ggf. au
h wieder eingegliedert,wie es dem Saldo zwis
hen den neu gemeldeten Bes
häftigten und den abgemeldeten Bes
häftigten ent-spra
h. Vgl. Wermter und Cramer [1988℄, S. 479.Der Ansatz basierte auf der Beoba
htung, dass die Zahl der Anmeldungen im Saldo die der Abmeldungenübersteigt und deren Summe über einen Zeitraum von zwei Jahren in etwa die Zahl der o�engeblie-benen Konten reproduziert. Die ersten Auswertungen mit der Historik-Datei zeigten aber, dass dur
hdas Abs
hneideverfahren zusätzli
he Verzerrungen in der Bes
häftigtenstruktur verursa
ht wurden und esdarüber hinaus dazu führte, dass Bes
häftigtenanstiege während eines Konjunkturaufs
hwungs ni
ht er-kennbar wurden. Eine wesentli
he Stärke der Bes
häftigtenstatistik ist aber gerade die Genauigkeit in derAbbildung der regionalen, wirts
haftsfa
hli
hen und beru�i
hen Bes
häftigtenstruktur. Das Interpolati-onsverfahren für fehlende Meldungen sollte daher mögli
hst keine zusätzli
hen unbekannten Verzerrungenin den Bestandsdaten erzeugen. Infolgedessen wurde s
hlieÿli
h auf die Datenbereinigung mit dem Ab-s
hneideverfahren verzi
htet.
133



4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistik
PSfrag repla
ements1β

y0 y1 y2 (Eigene Darstellung)Abbildung 4.1: Individuelle Zugehörigkeit zum Bestand bei fehlender Jahresmeldung in y1und y2 � Zu bea
hten: Die Modellierung erfolgt erst für Sti
htage t > y1.einen S
hwellenwert β abnimmt, der im Zusammenhang mit dem Anteil �typis
herweise�fehlender Folgemeldungen gewählt werden kann. Bis zum Ende des zweiten Folgejahres
y2 kann eine bis Null sinkende Zugehörigkeit unterstellt werden. Anhand der so konstru-ierten Fuzzy-Menge über der Zeitleiste, die die individuelle Bestandszugehörigkeit einerBes
häftigten darstellt, kann an jedem Sti
htag s für jedes Individuum i eine Zugehörig-keit zum Bes
häftigtenbestand µs,i ∈ [0,1] ausgewertet werden. Die Modellierung ist inAbbildung 4.1 illustriert.Der 2-Jahres-Zeitraum für das Abklingen der Zugehörigkeit ist dadur
h zu begrün-den, dass erst na
h zwei Jahren die Kontrollzyklen des Meldeverfahrens überwiegendabges
hlossen sind und eine annähernde Vollständigkeit in den Meldeeingängen errei
htwird.44 Es liegen Strukturstatistiken über Abwei
hungen in der Meldedisziplin bei spe-zi�s
hen Bes
häftigtengruppen bzw. Betriebstypen vor. Längere Laufzeiten und fehlendeMeldungen sind demna
h typis
h für Bes
häftigungsverhältnisse von Frauen und Auslän-derInnen sowie für Meldungen von Kleinstbetrieben. Die Modellierung des E�ekts vonfehlenden Abmeldungen kann damit ggf. no
h modi�ziert werden.Ist die letzte vorliegende Meldung eine Unterbre
hungsmeldung, dann kann entspre-
hend eine linear bis Null fallende Zugehörigkeit für das Jahr na
h der Unterbre
hungs-meldung unterstellt werden, sofern in einem Zeitfenster von einem Jahr dana
h keineFolgemeldungen vorliegen.4544Es ist zu vermuten, dass si
h dur
h die aktuellen Änderungen im Erhebungsverfahren (z.B. Auswei-tung des elektronis
hen Meldeverfahrens, Vers
hmelzen der Rentenversi
herungsträger) erhebli
he Verbes-serungen in der Meldegenauigkeit ergeben haben. In der Einführung zur Fa
hserie 1 �Bevölkerung undErwerbstätigkeit�, Reihe 4.2.1 �Struktur der sozialversi
herungsp�i
htigen Bes
häftigten� vom 31.12.2006wird allerdings weiterhin darauf hingewiesen, dass die vierteljährli
hen Bestandsergebnisse verfahrensbe-dingt für einen Zeitraum von drei Jahren als vorläu�g gelten und von der BA gegebenenfalls no
h korrigiertwerden (S. 4).45Bei Anmeldung dur
h eine neue Arbeitgeber/in innerhalb eines kürzeren Zeitraums kann gegebenenfalls
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistikDer so bestimmte individuelle Fuzzy-Zugehörigkeitswert µt,i ist eine Bewertung dafür,zu wel
hem Grad das Individuum i zum gegebenen Sti
htag t dem Bes
häftigtenbestandangehört. Der Wert kann also als Klassenzugehörigkeit interpretiert werden. Im Unter-s
hied zu einem Gewi
htungsfaktor, der den Ein�uss des Individuums auf einer kardinalenSkala abbildet, die eine re
hneris
he Übertragung der Verhältnisse ermögli
ht, repräsen-tieren die Zugehörigkeitsgrade aber nur eine ordinale Anordnung. Die individuellen Be-standszugehörigkeiten können daher ni
ht sinnvoll arithmetis
h verknüpft werden. Sie sindeher als Vorstufe für die Bestimmung von aggregierten Fuzzy-Merkmalen zu sehen, wie esetwa die Auszählung des Fuzzy-Bes
häftigtenbestandes darstellt, die in Abs
hnitt 4.2.2bes
hrieben wird. In ähnli
her Weise wie die übli
hen Gewi
htungsfaktoren können dieindividuellen Zugehörigkeitsgrade au
h als Genauigkeitsinformation in die Bewertung vonanderen Merkmalswerten übertragen werden. Dies kann besonders bei Merkmalsauswer-tungen interessant sein, die si
h auf Teilbestände beziehen. So kann es etwa von Interessesein, den Zugehörigkeitsgrad zum Bes
häftigtenbestand auf das Merkmal �Ausbildungs-stand� zu übertragen, um diesen bei der Bestimmung von ausbildungsstandbezogenen,abgeleiteten Betriebsgröÿenklassen ebenfalls zu berü
ksi
htigen.46Entspre
hend wie bei dem Bereinigungsverfahren bei der Erstellung der Historik-Dateibleiben bei der individuellen Fuzzy-Bestandszugehörigkeit die Strukturinformationen überdie gemeldeten Bes
häftigten erhalten und werden darüber hinaus dur
h die Bewertungder Meldesi
herheit von Abmeldungen ergänzt. Eine Ergänzung von Informationen überfehlende Anmeldungen ist auf der Ebene der individuellen Versi
herungskonten ni
ht bzw.nur in der Tendenz47 mögli
h. Diese können ggf. bei der Auszählung von aggregiertenTeilbeständen abges
hätzt werden, dort aber zu Lasten der Di�erenzierung na
h denStrukturmerkmalen.Insgesamt ist die Modellierung der individuellen Fuzzy-Zugehörigkeit zum Bes
häftig-tenbestand ein Beispiel für die Fuzzi�zierung einer binären Variablen, über deren aktu-ellen �S
haltzustand� Ungewissheit besteht. Die Modellierung beruht dabei stark auf derKontextinformation über die �S
haltvorgänge�, hier z.B. die typis
hen Eigens
haften desMeldeverfahrens. Die Zugehörigkeitswerte sind nur im Rahmen eines ordinalen Verglei
hsinterpretierbar und können bei der Bildung von Teilpopulationen als Information über dieKlassenzugehörigkeit genutzt werden.eine s
hneller fallende Zugehörigkeit unterstellt werden, falls ni
ht ein nahtloser Bes
häftigungswe
hselanzunehmen ist.46Dabei wäre zu unterstellen, dass die Angaben für den �Ausbildungsstand� unabhängig von den Struk-turmerkmalen sind, die in die Bestandszugehörigkeit ein�ieÿen.47Es ist z.B. mögli
h, dur
hs
hnittli
he Verspätungsdaten als �tendenzielle Zahl von fehlenden Anmeldun-gen� einzubeziehen. Der Vorteil einer Fuzzy-Modellierung ist dann, dass die aktuelle Bestandsinformationmit dem Expert/innenwissen gewi
htet werden kann. Daumenregeln können so visualisiert und objektiviertwerden.
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härfen in der Bes
häftigtenstatistik4.2.2 �Bes
häftigtenbestand� � aggregierteFuzzy-BestandsauszählungAls Beispiel wird das Merkmal der aggregierten Zugehörigkeit zum Bes
häftigtenstandbei der Quartalsauswertung betra
htet. Die Auswertung �ndet mit einer Wartezeit vonmindestens se
hs Monaten na
h dem Sti
htag statt.Aus der Bes
häftigtenstatistik wird insbesondere der Bes
häftigtenstand zu gegebe-nen Sti
htagen ermittelt. Eine erste verlässli
he Auszählung der Bestandsdaten wird beiden Quartalsauswertungen na
h einer Wartezeit von se
hs Monaten dur
hgeführt. Auf-grund verspäteter Meldeeingänge gelten die Bestandszahlen aber für weitere drei Jahreals vorläu�g und werden gegebenenfalls angepasst, so dass das Wissen über die Fehlerein-�üsse in den Bestandszahlen si
h mit erhöhter Wartezeit verändert. Dur
h den unsi
herenEingang der Meldungen entstehen Niveaufehler in der Bes
häftigtenentwi
klung. PositiveNiveaufehler entstehen dur
h die fehlenden oder verzögerten Abmeldungen. Aus den ni
hteingegangenen Anmeldungen entstehen demgegenüber negative Niveaufehler. Für diese iststrukturell relevant, dass besonders häu�g Anmeldungen von Berufsanfänger/innen vonVerzögerungen betro�en sind, da hierbei no
h das Kontroll- und Vergabeverfahren für feh-lende Versi
herungsnummern dur
hgeführt werden muss.48 Verzögerte Anmeldungen be-wirken, dass si
h eine Zunahme der Bes
häftigung bei einem Konjunkturaufs
hwung erstna
h einer deutli
hen Wartezeit in der Bes
häftigtenstatistik nieders
hlägt. Eine Auswer-tung der Historik-Datei zeigte, dass zwis
hen den entstehenden negativen und positivenNiveaufehlern keine Korrelation beoba
htet werden kann, d.h. der Saldo der Niveaufehlerist aktuell ni
ht bestimmbar und kann positiv oder negativ ausfallen.49Dur
h die in Abs
hnitt 4.2.1 eingeführte individuelle Fuzzy-Zugehörigkeit zum Bes
häf-tigtenbestand, werden die Auswirkungen der Meldefehler abgebildet, soweit sie im indivi-duellen Versi
herungsverlauf bes
hreibbar sind. Damit kann hauptsä
hli
h der Forts
hrei-bungsfehler korrigiert werden, der daraus entsteht, dass der Bes
häftigtenbestand infolgevon ni
ht erfolgten Abmeldungen systematis
h überzei
hnet wird und dessen E�ekt si
hüber die Folgeperioden kumuliert. Um eine zunehmende Überzei
hnung der Bestandsda-ten zu verhindern, ist eine sol
he zeitnahe Korrektur des Forts
hreibungsfehlers besonderswi
htig.Es ist zu bea
hten, dass verzögerte Meldungen au
h zu Fehlern in der Wiedergabeder Struktur des Bes
häftigtenbestandes führen können. Beispielsweise wenn die Wirt-s
haftszweigzugehörigkeit einer Person, die real ni
ht mehr bes
häftigt ist, weiterhin aus-gewiesen wird, hingegen diejenige einer Person, die eine Bes
häftigung neu aufgenommen48Vgl. Wermter und Cramer 1988, S. 477.49Vgl. [Cramer und Majer, 1991℄.
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20,4 21,8 (Eigene Darstellung)51Abbildung 4.2: Fuzzy-Bes
häftigtenbestand am 30.9.1984 in Mio. Bes
häftigtehat, no
h ni
ht. Diese Fehler können kaum aktuell identi�ziert und somit ni
ht korrigiertwerden. Auÿerdem entstehen in einzelnen Sti
htagen spezi�s
he E�ekte: die Bilanzfunk-tion der Jahresmeldung führt zu verstärkten Korrekturen für fehlende Meldungen, diehäu�g zu einer starken Erhöhung der gemeldeten Bes
häftigten führt; Veränderungen inder Verteilung der Bes
häftigten auf die Wirts
haftszweige, insbesondere aber in der Be-triebsstruktur des sekundären Betriebspanels ergeben si
h z.B. au
h dur
h die regelmäÿigdur
hgeführten Betriebsnummernrevisionen.Zur Konstruktion des Fuzzy-Merkmalswertes werden hier zunä
hst die individuellenZugehörigkeiten zum Sti
htagsbestand ausgezählt. In einen zweiten S
hritt können dieFuzzy-Bestandszahlen dann no
h um weitere Fehlerinformationen modi�ziert werden.Für einen gegebenen Sti
htag liegen uns für alle Individuen i ∈ {1, . . . N}, für die einVersi
hertenkonto existiert, individuelle Bestandszugehörigkeiten µi vor. Die individuellenZugehörigkeiten können ohne Eins
hränkung in fallender Reihenfolge angeordnet werden:
(µi), so dass 1 ≥ µ1 ≥ ⋯ ≥ µN > 0.Damit können wir, wie in Abbildung 4.2 dargestellt, den Fuzzy-Bestand B̃ de�nierendur
h
µB̃(n) = 1[B0,N](n)µn, wobei B0 =max{i ∣µi = 1}.50Dabei sei allgemein für a, b ∈ R mit a ≤ b mit 1[a,b] die Indikatorfunktion für das In-tervall [a, b] bezei
hnet, die für Elemente von [a, b] den Wert 1 annimmt und ansonstenvers
hwindet.50Diese De�nition entspri
ht � bis auf die Optimierung der Zugehörigkeitswerte für eine passgenaueBewertung � der erweiterten Addition. Die Verwendung von ⊕ würde in diesem Fall zu einem sehrkleinen, konstanten Zugehörigkeitswert µc =min{µi ∣1 ≤ i ≤N} führen.
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistikDie Treppenfunktion kann ähnli
h wie in Abbildung 4.2 dur
h eine geglättete Form desFuzzy-Bestandswertes ersetzt werden, die dann günstigere Eigens
haften für die Anpas-sung der Regressionsfunktion aufweist. Der so bestimmte aggregierte Fuzzy-Wert für denRohbestand an Bes
häftigten kann ggf. um weitere Ein�üsse modi�ziert werden, die nurfür aggregierte Bestände modelliert werden können.Bei Daten vor 199952 können z.B. die �typis
hen� Anteile von fehlenden Abmeldungenna
h einer Unterbre
hungsmeldung na
hträgli
h korrigiert werden, so dass die Spezi�kabestimmter Bes
häftigtengruppen � wie Frauen, Ausländer/innen, Arbeiter/innen, Be-s
häftigte in Kleinstbetrieben � besser repräsentiert werden. Mit Hilfe von Expert/innen-wissen werden dazu für den jeweiligen Teilbestand Modi�zierungsfunktionen53 mL oder
mR ∶ [0,1) Ð→ [−1,1] modelliert, die für jedes α-Niveau angeben, wie der Verlauf derlinksseitigen bzw. der re
htsseitigen Zugehörigkeiten im aggregierten Teilbestand gegen-über der Annahme für die individuelle Bestandszugehörigkeit in Abs
hnitt 4.2.1 zu kor-rigieren ist. Die Modi�zierungsfunktion kann z.B. auf der Basis von historis
hen Da-ten über die 
hronologis
hen Häu�gkeiten der fehlenden Abmeldungen na
h einer Un-terbre
hung für den entspre
henden Teilbestand konstruiert werden. Die Bestandszuge-hörigkeit auf dem Niveau α wird dann auf der re
hten Seite des Fuzzy-Bestandes um
mR(α) < 0 na
h unten korrigiert. D.h. für w(α) = sup[B̃]α setzen wir µR

B̃mod
(w(α)) =

max{min{µB̃(w(α))+m(α), 1}, 0}. Dabei muss allerdings ggf. dur
h ein Glättungsverfah-ren si
hergestellt werden, dass B̃mod wieder eine konvexe Fuzzy-Menge ist. Abbildung 4.3zeigt in verallgemeinerter Form, wie Fuzzy-Merkmalswerte dur
h eine Modi�kation mit
mL und mR kalibriert werden können.Falls in relevantem Umfang die Abmeldungen von Frauen unzuverlässig erfolgen, dannkönnte beispielsweise die Bestandszahl für Bes
häftigungsverhältnisse von Frauen mit derModi�kationsfunktionmR

F (α) = −cFα2 mit positiver Dämpfungskonstante cF ∈ [0,1] ange-passt werden. Der modi�zierte Fuzzy-Bestand an bes
häftigten Frauen ist dann gegebendur
h
µB̃mod

(z) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
µB̃(z) +mR

F (µB̃(z)) für z > sup[B̃]1
µB̃(z) für z ≤ sup[B̃]1.51Die Grenzen des Supports sind [Cramer und Majer, 1991℄ entnommen (S. 84).52Spätestens seit 1999 werden mehrere Typen von Unterbre
hungen in den Meldungen erhoben, vgl.Anlageband zu S
hmu
ker und Seth 2006, S. 95�.53In [Bandemer und Näther, 1992℄ werden modi�zierte Fuzzy-Daten dadur
h de�niert, dass sie für ein�einfa
hes� Fuzzy-Datum Ã ∈ Fnobcoc (R) dur
h eine Modi�zierung der Zugehörigkeitsfunktion f(µÃ) für

f ∶ [0,1]Ð→ [0,1] gewonnen werden können, dabei gilt ni
ht notwendig f surjektiv. Die De�nition beziehtsi
h allerdings hauptsä
hli
h auf lingustis
he Fuzzy-Daten, um aus der Aussage �u ist Ã� die modi�zierteAussage �u ist sehr Ã� ableiten zu können (S. 99). Der hier entwi
kelte Begri� der Modi�zierungsfunktionkann ni
ht damit identi�ziert werden, sondern stellt demgegenüber eine Weiterentwi
klung dar.
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Abbildung 4.3: Kalibrieren von Fuzzy-Merkmalsdaten mit Modi�zierungsfunktionen mEs ist sinnvoll, für jeden relevanten Teilbestand eine spezi�s
he Modi�zierungsfunk-tion zu bestimmen, damit die jeweilige Mis
hung der Korrekturein�üsse abgebildet werdenkann. Dieses Vorgehen hat aber im allgemeinen zur Folge, dass die Summe über die grup-penspezi�s
hen Bestandszahlen ni
ht mehr glei
h der Fuzzy-Zahl für den Gesamtbestandist, sondern si
h je na
h Abs
hätzung der jeweiligen Korrekturfunktionen unters
heidet.54Eine Korrektur für verzögerte Anmeldungen im Fuzzy-Bes
häftigtenbestand ist ebenfallsnur dann mögli
h, wenn externe Informationen über die aktuelle Entwi
klung der Anmel-dungen vorliegen. Sie sind in der Auswirkung auf den aggregierten Bestand verglei
hbarmit der Korrektur um fehlende Abmeldungen na
h Unterbre
hungen.55Bei den Quartalsbeständen, bei denen au
h die Anmeldungen gewertet werden, kannes sinnvoll sein, den Anteil an �faulen� Anmeldungen zu korrigieren. Damit sind An-meldungen gemeint, auf die tatsä
hli
h keine Bes
häftigung folgt. Infolge von �faulen�Anmeldungen verringert si
h der Bestandswert gegenüber dem vorliegenden Wert. DieZahl der �faulen� Anmeldungen kann dur
h die unteren Intervallgrenzen der α-Niveausmodelliert werden und führt zu einer wa
hsenden linken Spannweite mit fallendem Zuge-hörigkeitsniveau.56Die Modellierung der aggregierten Bestandszahl der Bes
häftigten ist ein Beispiel fürdie Konstruktion eines Fuzzy-Auszählungswertes für die Elemente einer Fuzzy-Klasse.Das Verfahren zur Bestimmung der Fuzzy-Bestandszahl kann dadur
h motiviert werden,dass zum Wert des si
heren Bestandes stü
kweise die Anzahl der Elemente mit jeweilsder nä
hsthöheren Zugehörigkeit hinzuaddiert werden, so dass das Supremum der Trä-54Alternativ zu diesem Vorgehen können au
h im jeweiligen Bestandskonto spezi�s
he Fuzzy-Verlaufs
harakteristika für die entfallene Abmeldungen in Abhängigkeit zur Zugehörigkeit zu einer Teil-gruppe ergänzt werden. Na
h diesem Ansatz sind die Fuzzy-Werte der Teilbestände und des Gesamtbe-standes per De�nitionem miteinander verträgli
h. Das Verfahren ist jedo
h sehr aufwändig.55Dies wäre besonders interessant, um die Unters
hätzung der Bes
häftigungsspitzen im September zukorrigieren, die überwiegend dur
h Meldeverzögerungen verursa
ht wird.56Dieses Beispiel ist vermutli
h rein akademis
h, da �faule� Anmeldungen ni
ht so oft vorkommen.
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häftigtenstatistikgermenge gerade der Anzahl aller Werte in der Fuzzy-Klasse entspri
ht. Falls Ein�üsseauf die Eingangsdaten erst auf dem Aggregationsniveau der Bestandszählung quanti�-ziert werden können, kann dies dur
h eine Modi�kation des aggregierten Fuzzy-Bestandesberü
ksi
htigt werden. Dazu ist eine Modi�kationsfunktion zu bestimmen, mit der dieobere bzw. die unteren Intervallgrenzen auf den α-Niveaus entspre
hend transformiertwerden. Da die Fuzzy-Bestandswerte den Charakter von Abs
hätzungen des ungenau be-oba
hteten Wertes haben, ist es zulässig und nützli
h, die Werte s
hlieÿli
h zu glätten,um wohlde�nierte Fuzzy-Beoba
htungen zu erhalten, die si
h als Eingangswerte für dieFuzzy-Regression eignen.4.2.3 �Gehalt oberhalb der Beitragsbemessungsgrenze� �Fuzzy-InformationsergänzungAls Beispiel wird das Merkmal Einkommen oberhalb der Beitragsbemessungsgrenze be-tra
htet.Dur
h die jeweils geltende Gesetzgebung über die Sozialversi
herungsp�i
ht wird u.a.vorgegeben, wona
h das Bruttoentgelt zu bemessen ist, das für die Sozialversi
herung ge-meldet und erfasst wird.57 Dabei wird das Entgelt nur bis zur Beitragsbemessungsgrenzeexakt erfasst; liegt das Entgelt darüber, wird ledigli
h der Betrag der Bemessungsgrenzegemeldet. D.h. die gemeldeten Bruttoeinkommen werden oberhalb der geltenden Beitrags-bemessungsgrenze G abges
hnitten. Im Datensatz führt das zu einer au�allenden Häufungvon Einkommen in Höhe der Beitragsbemessungsgrenze.58 Die Beitragsbemessungsgrenzekann zudem von Jahr zu Jahr variieren, so dass bei Längss
hnittbetra
htungen au
h dieE�ekte der Betragsänderungen zu bea
hten sind.Die Vielfalt der Einkommen, die an der Beitragsbemessungsgrenze abges
hnitten wur-den, kann dur
h einen Fuzzy-Einkommenswert dargestellt werden, der mit Hilfe externerInformationen die jeweils aktuelle Häu�gkeitsverteilung von Einkommen oberhalb von Gna
hzei
hnet.59 Der Wert für die Beitragsbemessungsgrenze wird also dur
h eine Fuzzy-Wert ersetzt, der die mögli
he Lage des tatsä
hli
hen Einkommens abbildet. Dies ist eineeinfa
he Übertragung des übli
hen Verfahrens zur Imputation der Einkommen oberhalbvon G in eine Fuzzy-Modellierung. In Abbildung 4.4 wird dargestellt, dass dadur
h au
hVeränderungen von G einfa
h na
hvollzogen werden können.Die bes
hriebene Modellierung von Einkommen oberhalb der Beitragsbemessungsgren-ze hat im bes
hriebenen Fall allerdings zur Folge, dass reellwertige Einkommenswerte von57Ab Juni 1999 sind au
h geringfügig Bes
häftigte enthalten.58Vgl. S
hmu
ker und Seth 2006, S. 49.59Nötigenfalls muss eine konvexe Hülle dieser Verteilung herangezogen werden.
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1

G G′ (Eigene Darstellung)Abbildung 4.4: Erhöhung der Beitragsbemessungsgrenze von G na
h G′hoher Genauigkeit mit Fuzzy-Werten zu verglei
hen sind. Die Instrumente der Datenana-lyse sind daher so auszuwählen, dass die reellwertigen Bruttoentgelte unterhalb und dieFuzzy-Entgelte oberhalb von G miteinander ins Verhältnis gesetzt werden können. Imvorliegenden Fall, bei denen von einer hohen Genauigkeit der Einkommen unterhalb derBeitragsbemessungsgrenze ausgegangen werden kann, ers
heinen die metris
hen Ansätzeals geeignet.Die Fuzzy-Ergänzung der Einkommensverteilung oberhalb von G ist ein Beispiel dafür,wie externe Informationen zugespielt werden können, um die Ungenauigkeit eines Mess-wertes besser abzus
hätzen. Sie stellt somit einen Standardfall für die Fuzzy-Modellierungvon Datenungenauigkeiten dar.4.2.4 Dur
hs
hnittli
hes Bruttoentgelt � Fuzzy repräsentativerWertAls Beispiel wird das Merkmal dur
hs
hnittli
hes Bruttoentgelt betra
htet.Wenn die Datenanalyse auf einem höheren Aggregationsniveau dur
hgeführt werdensoll, ist es meistens erforderli
h, individuelle Rohdaten zu aggregierten Werten zusam-menzufassen. Ein höheres Aggregationsniveau ermögli
ht es dabei, die Komplexität desZusammenhangs zu vereinfa
hen und die Zahl der verwendeten Variablen zu reduzieren.Auÿerdem kompensieren si
h zufällige Fehler in den Ausgangsdaten bei einer Aggrega-tion oft gegenseitig. Der aggregierte Wert soll relevante Eigens
haften der individuellenRohdaten 
harakterisieren. Als Beispiel wollen wir hier die Bestimmung des dur
hs
hnitt-li
hen Bruttoentgelts für bestimmte Teilpopulationen betra
hten, also etwa das Dur
h-s
hnittsentgelt für die weibli
hen Bes
häftigten na
h AA-Region, Wirts
haftszweig undHo
hs
hulabs
hluss. Das Dur
hs
hnittsentgelt soll das �typis
he� Entgelt der individu-
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g aLq aL aRq aR0G (Eigene Darstellung)Abbildung 4.5: Repräsentatives Bruttoentgelt als Quartilspro�l über Median, 1
4
- und 3

4
-Quartilellen Rohdaten 
harakterisieren. Da der Mittelwert reellwertig ist, gehen aber bei derDur
hs
hnittsbildung Informationen über die Streuung der individuellen Punkte verlo-ren. Insbesondere ist ni
ht mehr ersi
htli
h, wel
her Werteberei
h dur
h die Eingangs-daten aufgespannt wird und damit au
h, wie gut die individuellen Beoba
htungen imDur
hs
hnittswert repräsentiert werden. Fuzzy-Daten stellen eine Mögli
hkeit dar, wiedie Abwei
hungen vom Mittelwert für die Anpassung eines funktionalen Zusammenhangszur Verfügung gestellt werden können.Das �Fuzzy-repräsentative Bruttoentgelt� L̃P für die Teilpopulation P ⊂ {1, . . . , n} kannaus den individuellen Merkmalswerten xi folgendermaÿen konstruiert werden, vgl. Abbil-dung 4.5. Zur De�nition der Zugehörigkeitsfunktion de�nieren wir zunä
hst die E
ken

aL =Median{xi ∣ i ∈ P},
aLq = 1

4
-Quartil{xi ∣ i ∈ P}, aRq = 3

4
-Quartil{xi ∣ i ∈ P},

aL0 = inf{xi ∣ i ∈ P}, aR0 = sup{xi ∣ i ∈ P}.

L̃P hat nun ihren Kern im Median der individuellen Rohdaten, das Niveau für α = 1
2wird dur
h das 1

4
- und das 3

4
-Quartil aufgespannt und der Träger umfasst den gesamtenWerteberei
h der Individualdaten, d.h.

µ
L̃P
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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härfen in der Bes
häftigtenstatistikIn die Konstruktion von L̃P kann die Fuzzy-Ergänzung für das Bruttoentgelt oberhalbvon G problemlos einbezogen werden, da zur Bere
hnung der Quartilswerte nur die An-zahl der jeweiligen Fälle relevant ist. Sofern das 3
4
-Quartil oberhalb von G liegt, kann� aufgrund der vorges
hlagenen Modellierung auf der Basis der Häu�gkeitsverteilung �dasjenige Entgelt herangezogen werden, dessen Flä
henanteil dem verbleibenden Perso-nenanteil für das Quartil entspri
ht, die ein Einkommen oberhalb von G haben.Alternativ zum Quartilsansatz kann au
h eine Konstruktion auf der Basis des Mittel-werts vorgenommen werden. Dabei werden re
hte und linke Spannweite jeweils als Mit-telwert der positiven bzw. der negativen Abwei
hungen der individuellen Rohdaten vomMittelwert bestimmt60, d.h. die LR-Fuzzy-Zahl L̃P sei de�niert dur
h mL = 1

card(P ) ∑i∈P xisowie lL = 1
card(mL−xi>0)

∑i∈P max(mL − xi,0) und rL = 1
card(xi−mL>0)

∑i∈P max(xi −mL,0).Während die erstere Konstruktion die Streuung der Einzelwerte abbildet, stellt die zwei-tere eher die Ungenauigkeit des Mittelwerts im Verhältnis zu den Einzelwerten dar, diedieser repräsentiert.Mit der De�nition eines Fuzzy-repräsentativen Merkmalswertes (Fuzzy-Mittelwert) istes mögli
h, Informationen über die Streuung der aggregierten Rohdaten in die weite-ren Bere
hnungsverfahren einzubringen und zu visualisieren. Als Bestandteile der Fuzzy-Modellierung können gesetzt werden: der relevante Werteberei
h als Trägermenge, 
ha-rakterisierende Punkte als Kern der Fuzzy-Zahl sowie ein Übergangspro�l für den Beitragder vorliegenden Datenpunkte zum Berei
h der 
harakterisierenden Punkte, die als Zuge-hörigkeit zum 
harakterisierenden Berei
h interpretiert werden. Da Fuzzy-Daten konvexsind, gilt dabei die Eins
hränkung, dass als Kern nur ein Intervall oder ein Punkt zulässigsind, mehrere lokale Häufungspunkte bei den individuellen Rohdaten können daher nurstark vereinfa
ht und reduziert abgebildet werden.4.2.5 �Strukturbru
h Bruttoentgelt� � Fuzzy-Anglei
hungAls Beispiel wird das Merkmal sozialversi
herungsp�i
htiges Bruttoentgelt betra
htet, fürdas aufgrund einer Änderung der amtli
hen De�nition ein Strukturbru
h zu berü
ksi
h-tigen ist.Lohnsonderzahlungen sind seit 1984 in das Bruttoentgelt einzubeziehen. Bis dahin wardies freigestellt und wurde von den Betrieben uneinheitli
h gehandhabt. Die geänder-te Regelung wirkte si
h in der Tendenz wie eine Einkommenssteigerung aus und zwarvorzugsweise in den höheren Einkommen. So führte die Neuregelung bei den Bes
häf-tigten, die ein Arbeitsentgelt oberhalb der Beitragsbemessungsgrenze bezogen, zu einem60Vgl. Coppi u. a. 2006, S. 281f.
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häftigtenstatistiksprunghaften Anstieg um 
a. 250.000 Personen.61 Auÿerdem sind vermutli
h in gröÿeremUmfang Einkommen unterhalb der Einkommensgrenze in die Sozialversi
herungsp�i
ht�hineingewa
hsen�, au
h ohne dass es zu einer realen Einkommenssteigerung gekommenist. Im Verglei
h mit den Angaben im Sozio-oekonomis
hen Panel (SOEP) konnte na
h-gewiesen werden, dass die Änderung der De�nition für das sozialversi
herungsp�i
htigeBruttoentgelt tatsä
hli
h das Ausmaÿ eines Strukturbru
hs annimmt.62 Sofern die gel-tende De�nition als korrektes Messverfahren gewertet wird, können die abwei
hendenMessungen vor dem Strukturbru
h als Messfehler aufgefasst werden.Ein Ausglei
h für den Zuwa
hs von Personen, die vor der De�nitionsänderung ni
htsozialversi
herungsp�i
htig waren, ist ni
ht ohne Weiteres mögli
h.63 Bei Bes
häftigten,die vor der Änderung bereits sozialversi
herungsp�i
htig waren, äuÿert si
h die Änderungin einer Änderung des Einkommensniveaus, so dass eine Fehlerabs
hätzung für bereitsvorliegende Beoba
htungen vorzunehmen ist.Die Abs
hätzung der Abwei
hung ist nur dann mögli
h, wenn eine gültige De�nition derstatistis
hen Einheit angegeben werden kann, die es ermögli
ht die �fehlerhaften� Abwei-
hungen zu quanti�zieren. Bei dem vorliegenden Strukturbru
h soll die Bere
hnung desBruttoentgelts in der De�nition ab 1984 die maÿgebende De�nition darstellen, die wir mit
L bezei
hnen wollen. Die Wahl der �geltenden� De�nition wird im allgemeinen vom Zwe
kder Auswertung abhängen. Wir wählen sie hier u.a. deshalb, weil bei der Neude�nitiondes sozialversi
herungsp�i
htigen Bruttoentgelts ab 1984 zusätzli
he Entgeltbestandteileeinbezogen wurden, mit denen eine Vereinheitli
hung in der praktis
hen Handhabung er-rei
ht wurde und infolge derer das Bruttoentgelt ni
ht kleiner als das Bruttoentgelt in derDe�nition vor 1984 (kurz: L<) ist. Im allgemeinen gilt für einen Sti
htag t also L<t ≤ Lt.Bei den vor 1984 gemeldeten Bruttoentgelten ist folgli
h die mögli
he, ungewisse Aus-weitung des Umfangs bei Verwendung der Maÿstabsde�nition L darzustellen: �mögli
herWert von Lt bei vorliegendem Messwert für L<t �. Für Zeitpunkte t vor 1984 kann daherdas Bruttoentgelt in der damaligen De�nition wie in Abbildung 4.6 in die De�nition Lüberführt werden. Dabei liegt es nahe, den vorliegenden Messwert mit der Zugehörigkeit1 zu bewerten und eine monoton fallende Zugehörigkeit für den Berei
h der mögli
henWerte na
h der De�nition L anzunehmen.Eine S
hwierigkeit bei der Konstruktion des Fuzzy-Ausglei
hs für den Strukturbru
hbeim Bruttoentgelt besteht darin, dass die Messwerte L<t in fast allen Fällen gegenüber61Vgl. Bender u. a. 1996, S. 15.62Vgl. Steiner und Wagner 1997, S. 640.63Dies stellt einen der Selektionse�ekte der Bes
häftigtenstatistik dar. Aufgrund des bis 1999 verwen-deten Meldeverfahrens liegen im Rahmen der Bes
häftigtenstatistik keine Einkommensinformationen fürgeringfügig Bes
häftigte vor. Der Übergang von der Ni
ht-Erfassung zur Erfassung kann daher für diesenZeitraum nur dur
h Informationen aus alternativen Datenquellen ergänzt werden.
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L<t lreg Lt lmax (Eigene Darstellung)Abbildung 4.6: Fuzzy-Anglei
hung für den Strukturbru
h im Bruttoentgelt � GegebeneMesswerte L<t und Lt, sowie zwei Varianten zur Modellierung der Fuzzy-Anpassung L̃t von L<t an die De�nition L. Dabei ist lmax der maximaleWert der mögli
hen Bruttoentgelte gemäÿ L. lreg ist ein Regelungswertzur Korrektur des 1-Niveaus.dem Maÿstab L zu niedrig ausfallen. Das 1-Niveau des Fuzzy-Ausglei
hs hat somit im-mer einen gewissen Abstand zum verborgenen �wahren� Wert. Andererseits führt eineTransformation, die dem Messwert L<t eine Zugehörigkeit von µL̃t
(L<t ) < 1 zuweist, dazu,dass die Information über den ursprüngli
hen Messwert abgewertet wird. Eine Abwertungder Zugehörigkeit von L<t sollte aber mögli
hst nur dann vorgenommen werden, wenn derStand der Informationen einen anderen Wert als Wert mit der hö
hsten Mögli
hkeit nahe-legen. Ansonsten ist eher eine vorsi
htige Alternative zu empfehlen, bei der das 1-Niveauvon L̃t bis zu einem �typis
hen� Ausglei
hswert lreg(t) ausgeweitet wird. Dann ers
heinenalle Werte im Intervall [L<t , lreg(t)] als ununters
heidbar si
her mögli
h.Für ein rein quantitatives Verfahren zur Homogenisierung der E�ekte dur
h die Einfüh-rung eines neuen Messverfahrens kann folgendermaÿen vorgegangen werden: Seien a<i ∈ Rdie Messwerte na
h dem alten Verfahren und ai ∈ R die Messwerte na
h dem neuenVerfahren. Sei ferner ∆̃ ein Fuzzy-repräsentativer Wert für die Menge der Di�erenzen

{ai − a<i ∣ 1 ≤ i ≤ n} (zur Konstruktion verglei
he Abs
hnitt 4.2.4). Dann kann die Fuzzy-Anglei
hung Ãi von a<i bere
hnet werden als Ãi = a<i ⊕ ∆̃. Dies ist glei
hbedeutend damit,dass µÃi
(a<i ) = µ∆̃(0) und somit im allgemeinen kleiner als 1. Dieses Verfahren kann abernur unter der Bedingung gere
htfertigt werden, dass der Veränderungssaldo überwiegendnur von der De�nitionsänderung beein�usst und ni
ht von anderen Rahmenbedingungenüberlagert wird. Andernfalls ist eine Modellierung vorzuziehen, die inhaltli
h motiviertwerden kann.Die hier bes
hriebenen Ansätze können ni
ht nur verwendet werden, um Änderungenim Messverfahren zu antizipieren und zu homogenisieren, ähnli
h können au
h Merk-
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häftigtenstatistikmalsvariablen aus mehreren Datensätzen angegli
hen werden, die bei der Datenanalysemiteinander verknüpft werden sollen. Besondere Bea
htung verlangt dabei die Frage, wasüberhaupt über die mögli
hen �wahren� Werte bekannt ist und was dies zur quantita-tiven Abs
hätzung beiträgt. Beispielsweise kommt es häu�g vor, dass der vorliegendeMesswert nur eine untere oder obere Grenze für die mögli
hen Werte darstellt und dervorliegende Messwert im Extremfall ggf. nie zutri�t. So kann die Zahl geringfügig Bes
häf-tigter mit den Angaben aus der Bes
häftigtenstatistik bzw. aus dem Mikrozensus na
hunten abges
hätzt werden, liegt aber tendenziell um einen erhebli
hen Anteil darüber.64In einer sol
hen Situation kann die Modellierung eines Fuzzy-Ausglei
hswertes eine, z.T.sogar erhebli
he, verzerrte Abs
hätzung für den verborgenen �wahren� Wert darstellen.Dieses Problem soll im Folgenden als Randbeoba
htungs-Problem bezei
hnet werden. DasRandbeoba
htungs-Problem ist Ausdru
k eines Zielkon�iktes zwis
hen der Datenwahrheitund -klarheit aufgrund der vorliegenden Messwerte einerseits und der Güte des modellier-ten Fuzzy-Wertes anhand des vorliegenden Expert/innenwissens andererseits. Hierbei hateine Fuzzy-Modellierung der fehlerhaften Werte denno
h den Vorzug, dass der mögli
heWerteberei
h aufgespannt wird und ni
ht � wie häu�g übli
h � verna
hlässigt wird.4.2.6 Genauigkeitss
hwelle und Relevanzs
hrankeAufgrund der Eins
hränkungen im Messverfahren können alle Punkte in einer Umgebungum den reellwertigen Beoba
htungswert ni
ht vom eigentli
hen Messwert unters
hiedenwerden. Wie Bemerkung 2.1 verdeutli
ht, ist die Genauigkeitss
hwelle in erster Linie alsbewusst gewählte Komplexitätsreduktion bzw. als Granulation in die Mess-Skala einge-s
hrieben, auf der au
h die Abs
hätzung der Ungewissheit der Messung abgetragen wird.Sie tritt daher zunä
hst nur implizit in Ers
heinung.Grundsätzli
h repräsentiert jedes Fuzzy-Datum s
hon an und für si
h die (Un-)Genauig-keit des Messwertes, weil alle Punkte auf einem α-Niveau mindestens zum Grad α ni
htvom Merkmalswert unters
heidbar sind.65 Da die Zugehörigkeitsgrade nur ordinal skaliertsind, wird zudem deutli
h, dass die Genauigkeitss
hwelle selber ein vager Wert ist.Da Fehlerein�üsse in den Daten vor allem in dem Maÿe relevant sind, wie sie die Ge-nauigkeitss
hwelle übers
hreiten, kann es sinnvoll sein, bei der Konstruktion von Fuzzy-Daten die Genauigkeitss
hwelle explizit zu modellieren. Damit wird zwis
hen Messfehlern64Dies hat si
h mit Änderung im Meldesystem seit 1999 vermutli
h wesentli
h geändert, da nun au
heine Meldep�i
ht für geringfügig Bes
häftigte besteht.65Grundsätzli
h können die Fuzzy-Genauigkeitsumgebungen dur
h eine Ähnli
hkeitsrelation formalisiertwerden. Diese bildet eine Fuzzy-Partition der Mess-Skala, die auf 1 normiert ist. Allerdings ermögli
htdiese Darstellung keine Unters
heidung zwis
hen Genauigkeitss
hwelle und Fehlerein�uss. Vgl. dazu Kruseu. a. 1993, S. 223�.
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Γ

ε (Eigene Darstellung)Abbildung 4.7: Umgebung Γ für die Genauigkeitss
hwelle des Messverfahrens und Rele-vanzs
hranke ε für die Fehlermodellierungund Genauigkeitss
hwelle unters
hieden und deren Verhältnis hervorgehoben. Zu diesemZwe
k kann die Genauigkeitss
hwelle auf ein vorgegebenes γ-Niveau normiert werden.Unter der Annahme, dass der beoba
htete Wert die si
herste Information über den ei-gentli
hen Wert ist, können Punkte, die in der Nähe des Messwertes liegen, ni
ht bzw.so gut wie ni
ht vom eigentli
hen Wert unters
hieden werden. γ sollte somit nahe an1 sein. Als Beispiel wurde in Abbildung 4.7 das 1-Niveau mit der Umgebung Γ für dieGenauigkeitss
hwelle identi�ziert.Dabei kann Γ aufgrund des Messwertes aus einer vorgegebenen, te
hnis
h motiviertenPartition von Genauigkeitsumgebungen ausgewählt werden. Oder Γ kann als Kugel miteinem festen Radius und dem Messwert als Mittelpunkt, d.h. als Streuungsumgebung umden Messwert, modelliert werden.Zusätzli
h kann vorkommen, dass eine si
here Grenze für die mögli
hen Werte einesMerkmalswertes sehr weit vom Kern des Fuzzy-Datums entfernt ist. In einem sol
hen Fallist es häu�g sinnvoll, die Darstellung auf den Berei
h relevanter Fehlerabwei
hungen zubes
hränken und den Fuzzy-Wert na
h unten abzus
hneiden. Abbildung 4.7 zeigt einenFuzzy-Merkmalswert mit Relevanzs
hranke ε.Die Fuzzy-Modellierung kann daher dazu genutzt werden, einen repräsentativen Wertbei ungünstiger Datenlage zu bestimmen. Damit wird es z.B. mögli
h, s
hwa
h besetzteTeilpopulationen, die häu�g ausges
hlossen werden, denno
h in die quantitative Analysemit einzubeziehen.Je na
h der subjektiven Eins
hätzung der vorliegenden Messwerte können dazu manuellein oder mehrere prototypis
he �mittlere� Werte ausgewählt werden. In Abhängigkeitdavon, wie gut die Repräsentation dur
h die ausgewählten Werte einges
hätzt wird, kannzusätzli
h eine vorgegebene Anzahl von umgebenden Werten in das 1-Niveau einbezogenwerden. Der Werteberei
h an vorliegenden Messwerten spannt den Träger des Fuzzy-
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1

ε (Eigene Darstellung)Abbildung 4.8: Repräsentativer Wert bei ungünstiger Datenlage � 19 Messwerte liegenvor, davon werden die zentralen 5 zur Bestimmung des Intervalls �mittler-er� Werte verwendet.Datums auf. Falls � etwa aufgrund der geringen Anzahl von Werten � davon auszugehenist, dass der Werteberei
h dadur
h ni
ht hinrei
hend genug bes
hrieben wird, kann diesdur
h die Angabe einer Relevanzs
hranke ε antizipiert werden (vgl. Abbildung 4.8).Dadur
h, dass in s
hwa
h besetzten Teilpopulationen ni
ht genug Information zur Iden-ti�zierung 
harakteristis
her Merkmalsausprägungen vorliegen, hat die in den Aggregatenrepräsentierte Information ein unters
hiedli
hes Gewi
ht. Es ist daher ganz besonders beider Verwendung von sol
hen Fuzzy-Intervall-Daten darauf zu a
hten, dass die Fuzzy-Genauigkeitsumgebungen dur
h die Analysemethoden nur soweit gewi
htet werden, wiees der Aussagekraft der Datenmodellierung entspri
ht.4.3 Konstruktionsprinzipien und allgemeineEigens
haften der Fuzzy-MerkmalswerteIm vorhergehenden Abs
hnitt wurden einige Vors
hläge zur Modellierung von Fuzzy-Merkmalswerten vorgestellt, bei denen die Fuzzy-Modellierung dazu beiträgt, dass Un-genauigkeiten in den Daten besser abgebildet werden können. Die gemeinsamen Eigen-s
haften der Fuzzy-Daten und einige Besonderheiten im Verglei
h zu reellwertigen Datenwerden als Vorbereitung auf das Ben
hmarking der Fuzzy-Regression im na
hfolgendenKapitel 5 zusammengefasst und diskutiert.Der hauptsä
hli
he Nutzen bei der Verwendung von Fuzzy-Merkmalswerten liegt darin,dass Messfehler in den Beoba
htungsdaten dokumentiert und visualisiert werden. Undzwar konkret mit den quantitativen Auswirkungen auf die jeweiligen Messwerte. Für dieFuzzy-Modellierung ist häu�g der Preis zu zahlen, dass nur no
h s
hwä
here Aussagen
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistikfür die Datenanalyse hergeleitet werden können. Dem steht der Vorteil gegenüber, dassmit Fuzzy-Daten der Ein�uss von Messfehlern auf die Analyseergebnisse systematis
habgebildet und somit objektiviert werden kann.Es fällt auf, dass alle vorgestellten Merkmalsmodellierungen asymmetris
h sind. Sieunters
heiden si
h damit von den übli
hen ε-Fehlerumgebungen [x − ε, x + ε]. Der Unter-s
hied kann einerseits dadur
h erklärt werden, dass die vorgestellten Fuzzy-Daten ni
htvom Ansatz einer Häu�gkeitsverteilung ausgehen,66 sondern eine na
h dem Grad derMögli
hkeit gewi
htete Fehlerabs
hätzung sind. Ein wesentli
her Grund ist aber darin zusehen, dass in fast allen Beispielen � mit Ausnahme der repräsentativen Fuzzy-Werte �systematis
he Fehlerein�üsse abgebildet werden. Für die weiteren Untersu
hungen ist alsodavon auszugehen, dass epistemis
he Fuzzy-Daten typis
herweise asymmetris
h sind. Jena
h der Qualität der Beoba
htungen können überdies au
h intervallförmige Fuzzy-Datenvorkommen.Die empiris
hen Ansätze zur Konstruktion von Fuzzy-Daten für ungenaue Beoba
h-tungen, wie sie in diesem Kapitel vorgestellt wurden, basieren auf wenigen Prinzipien.Die Modellierungsbeispiele zeigen, dass vers
hiedene Eigens
haften der Fuzzy-Daten alsInformationen über den verborgenen �wahren� Wert relevant sind. Diese Eigens
haftenkönnen als Dimensionen der Güte der Fehlerabs
hätzung in epistemis
hen Fuzzy-Datenaufgefasst werden:Ein wesentli
her Aspekt ist die S
härfe der Abs
hätzung, die si
h bei einem reellwertigen�wahren� Wert in der Ausdehnung der Trägermenge bzw. in der Intensität des Kontrast-übergangs zwis
hen voller Zugehörigkeit und Ni
ht-Zugehörigkeit ausdrü
kt. Die S
härfeder Abs
hätzung ist bei günstigen Fuzzy-Daten identis
h mit deren Fuzziness, sofern der�wahre� Wert eindeutig und reellwertig ist.67Zudem ist die Nähe zwis
hen dem Kern des Fuzzy-Datums und dem �wahren� Wertauss
hlaggebend für die Güte der Fehlermodellierung. Diese kann entweder als Abstandzwis
hen �wahrem� Wert und Modalwert, d.h. ∣zi − z∗i ∣, gemessen werden oder alternativals Zugehörigkeitswert des �wahren� Wertes zum Fuzzy-Datum, d.h. µZ̃i
(z∗i ).S
hlieÿli
h ist au
h die Gewi
htung dur
h den Rand des Fuzzy-Datums von Bedeutungfür die Qualität der Fehlerdarstellung. Diese ist dann um so wi
htiger, wenn die Lagedes �wahren� Wertes nur sehr ungenau und asymmetris
h bes
hrieben werden kann. Ein66Mit dem zentralen Grenzwertsatz kann im klassis
hen Verteilungsmodell davon ausgegangen werden,dass bei einer Vermis
hung mehrerer Fehlere�ekte eine Normalverteilung zugrundeliegt, die symmetris
hist.67Bei einem Fuzzy-Datum, das einen repräsentativen Wert für mehrere Subjekte wiedergibt, wird die Ab-bildung der Ungenauigkeit dur
h mehrere Werte gestützt, so dass die wei
he Fehlerabs
hätzung inhaltli
hs
härfer ist als bei einem individuellen Messwert.
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistik
PSfrag repla
ements 1β

x∗1 x∗2

δ(Ã) (Eigene Darstellung)Abbildung 4.9: Dimensionen für die Güte der Fehlerabs
hätzung bei Fuzzy-Daten � Maÿder Fuzziness δ(Ã) und Zugehörigkeit des �wahren� Wertes x∗1 bzw. Inklu-sion des �wahren� Wertes x∗2 dur
h den Rand.wi
htiges Beispiel dafür ist das Randbeoba
htungs-Problem68. Also z.B. dann, wenn dasMessverfahren einen Wert liefert, von dem bekannt ist, dass dieser in jedem Fall zu niedrigausfällt, so dass der �wahre� Wert nur mit einer Ausweitung des re
hten Randes si
her indie Trägermenge einges
hlossen werden kann. In einem sol
hen Fall ist es wi
htig, dassdie Gewi
htung dur
h die Ränder bei der Datenanalyse angemessen gewertet wird. Diebes
hriebenen Dimensionen für die Güte der Fehlerabs
hätzung sind in Abbildung 4.9zusammengefasst.Bei einer Modellierung von Fuzzy-Daten unter Hinzuziehung von Expert/innenwissenbestehen kaum Eins
hränkungen dafür, wel
he Datenungenauigkeiten abgebildet werdenkönnen, sofern irgendwel
he quanti�zierbare Informationen darüber vorliegen. Ein Ein-s
hränkung � insbesondere bei der Datenmodellierung für makroökonomis
he Analysenoder von synthetis
hen Begri�en � besteht allerdings in der erforderli
hen Eingip�igkeitund Konvexität der Fuzzy-Daten. Hier ist zu prüfen, ob die kleinste konvexe Hülle ei-nes Fehlerabs
hätzungsgebirges eine sinnvolle Abs
hätzung darstellt. Alternativ kann dasFehlerabs
hätzungsgebirge ggf. in Teilbeoba
htungen aufgesplittet werden.Ein Kriterium, das für die Datenanalyse mit Fuzzy-Daten nur mit S
hwierigkeiten be-urteilt werden kann, ist die Homogenität der Daten. Bei vagen statistis
hen Begri�en,d.h. bei linguistis
hen Variablen, kann ohne Zweifel die Homogenität der Daten bei einerFuzzy-Modellierung erhöht werden, weil dadur
h ein breiteres Spektrum der Begri�sfa
et-ten in die Messwerte ein�ieÿt und somit im Verglei
h mit einfa
hen reellwertigen Mess-werten der Ein�uss von Abgrenzungsproblemen reduziert ist. Was kann aber über dieHomogenität von epistemis
hen Fuzzy-Daten ausgesagt werden, die eine subjektive Ab-68Vgl. Abs
hnitt 4.2.5, S. 146.
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4 Datenuns
härfen in der Bes
häftigtenstatistiks
hätzung der Datenfehler unter Einbeziehung von Expert/innenwissen darstellen? Wannist die Mess-Situation und der Aussagegehalt der vorliegenden Fuzzy-Daten als verglei
h-bar anzusehen?Zunä
hst ist argumentativ zwis
hen der Ebene der Beoba
htung der fehlerbehaftetenDaten und deren Verglei
hbarkeit sowie andererseits der Ebene der subjektiven Fehlerab-s
hätzung zu unters
heiden. Inhomogenitäten bei der Datenbeoba
htung können dur
h dieFehlerabs
hätzung ausgegli
hen werden. So können singuläre E�ekte auf die Datengenau-igkeit, wie z.B. regionale Meldeprobleme oder die vorübergehend verringerte Datenqualitätaufgrund der Einführung eines neuen Erhebungsverfahrens, si
htbar und damit überhaupterst verglei
hbar gema
ht werden. Die Verglei
hbarkeit bei der Abs
hätzung der Daten-ungenauigkeiten selber wird im Einzelfall davon abhängen, wel
he Informationen überdie einzelnen Mess-Situationen aktuell verfügbar sind und wie diese bei der Konstruk-tion der Daten abgebildet werden. Grundsätzli
h sind daher standardisierte Verfahrenzur Modellierung von epistemis
hen Fuzzy-Daten zu bevorzugen. Bei den Methoden zurFuzzy-Datenanalyse sollte darauf gea
htet werden, dass sie einen geeigneten Kompromisszwis
hen Sensitivität und Robustheit bei Änderungen in den Referenzfunktionen bzw.den Rändern der Fuzzy-Daten einhalten.Grundsätzli
h sollen die Beoba
htungswerte für Modellvariablen, die in der Modellglei-
hung miteinander ins Verhältnis gesetzt werden, in ihrer Genauigkeit und Homogenitätverglei
hbar sein. Diese Anforderung gilt für die Fuzzy-Modellierung von Fehlern in denDaten umso mehr, da Fehlerein�üsse si
h bei einer Aggregation gegenseitig kompensierenkönnen. Falls Fuzzy-Daten na
hträgli
h aggregiert werden, kann übers
hüssige Fuzzinesserzeugt werden, weil die Fuzziness, die dur
h erweiterte Fuzzy-Funktionen erzeugt wird,irreversibel ist. Es ist daher zu fordern, dass die Datenungenauigkeiten na
h Mögli
hkeitgenau auf der Aggregationsebene abgebildet werden, die für das Zusammenhangsmodellbenötigt werden.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern inden DatenIn diesem Kapitel soll die Fuzzy-Regression als eine Alternative zur klassis
hen Regressionbei fehlerhaften Daten untersu
ht werden. Dazu nehmen wir anknüpfend an die Kritik inAbs
hnitt 2.3 an, dass die Merkmalswerte mit Fehlern behaftet sind, die im Rahmen einesklassis
hen Fehlermodells ni
ht angemessen abgebildet werden können, weil die Fehlerein-�üsse zu stark sind, ni
ht spezi�s
h genug bes
hrieben werden können oder singulärenSprüngen unterliegen. Insbesondere gebe es keine Kenntnisse über Abhängigkeiten mitden Fehlerein�üssen in den Beoba
htungen. Es wurde vorges
hlagen, sol
he Fehler inForm von Fuzzy-Merkmalswerten zu modellieren und somit für die Datenanalyse nutzbarzu ma
hen. Anforderungen an die Modellierung und deren Eigens
haften wurden in Ka-pitel 4 bereits anhand konkreter Beispiele ausgearbeitet und untersu
ht. Messfehler, dieden genannten Anforderungen entspre
hen und die gut in Form von Fuzzy-Beoba
htungenabgebildet werden können, werden im Folgenden au
h kurz als Fuzzy-Fehler bezei
hnet.Wenn die fehlerbehafteten Daten in Form von Fuzzy-Daten vorliegen, können Fuzzy-Regressionsmodelle konstruiert werden, die den Modellen zur klassis
hen Regression beiFehlern in den Daten gegenüber zu stellen sind. Für den Verglei
h in diesem Kapitelwerden die Fuzzy-Modelle ni
ht na
h den Modellfunktionen, sondern na
h drei Typenvon Fehlerein�üssen unters
hieden: Ansätze mit Fuzzy-Daten von Typ (X̃i, yi) stellen dasdirekte Fuzzy-Analogon zum klassis
hen Fehlermodell dar. Fuzzy-Fehler können, andersals im klassis
hen S
hätzmodell, au
h in der abhängigen Variablen Y auftreten. Sie sindin diesem Fall von der Variation der Beoba
htungen vom funktionalen Zusammenhangzu trennen, und wir erhalten ein gesondertes Modell mit Fuzzy-Daten vom Typ (xi, Ỹi).S
hlieÿli
h sind Fälle zu betra
hten, in denen sowohl die Regressoren als au
h die Regres-sand Fuzzy-Fehler enthalten, so dass wir Fuzzy-Daten vom Typ (X̃i, Ỹi) haben. In diesemletzteren Fall werden die beiden vorhergehenden Fälle zusammengeführt.Es soll im Folgenden immer vorausgesetzt sein, dass die Fuzzy-Daten günstig im Sinnevon De�nition 2.22 sind, so dass die �wahren� Werte immer im Support der Fuzzy-Datenenthalten sind.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den DatenDie Eigens
haften der Fuzzy-Regression für die Datenanalyse werden im Verglei
h miteiner �fehlerblinden� klassis
hen Regression herausgearbeitet. Allerdings stöÿt ein analy-tis
her Verglei
h selbst im univariaten Modell s
hnell an seine Grenzen, da die Lösungs-parameter im Fuzzy-Fall von Ein�ussgröÿen, wie z.B. der Streuung der Spannweiten derFuzzy-Daten1, abhängen, die au
h aus methodis
hen Gründen mit den Verzerrungen imklassis
hen Fehlermodell ni
ht verglei
hbar sind. Deshalb wird anhand von Fallbeispielenmit simulierten Fuzzy-Daten ein Ben
hmarking zwis
hen den Methoden dur
hgeführt.Um die Zahl der Ein�ussgröÿen ni
ht zu stark auszuweiten, werden die Untersu
hun-gen zunä
hst in einem univariaten Modell dur
hgeführt. Sowohl im induktiven Modellmit Verteilungsannahmen als au
h bei der explorativen Datenanalyse ist es zentral, dassdas Ergebnis der Modellapproximation den Zusammenhang in den Daten mögli
hst gutwiedergibt. Wir werden uns daher bei der Untersu
hung auf die Unters
hiede bei denApproximationseigens
haften der ausgewählten Regressionste
hniken konzentrieren undbes
hränken.Die hauptsä
hli
he S
hwierigkeit für das Ben
hmarking besteht darin, geeignete Da-tensätze von Fuzzy-Daten mit Fuzzy-Fehlern zu �nden. Die Testdaten sollen es ermögli-
hen, für einzelne Aspekte der Datenmodellierung zu kontrollieren, und zudem sollen die�wahren� Werte als Verglei
hsmaÿstab zur Verfügung stehen. Deshalb wird hier der Ver-su
h unternommen, Algorithmen zur mas
hinellen Erzeugung von Fuzzy-Datensätzen zuentwi
keln, so dass deren Eigens
haften mit vorgegebenen Parametern gesteuert werdenkönnen. Die automatis
he Generierung von Fuzzy-Daten s
ha�t zudem die Mögli
hkeit,eine beliebige Anzahl von verglei
hbaren Datensätzen zu erzeugen, wie sie für die Dur
h-führung von Simulationsstudien notwendig sind. Gegenüber der negierenden Abgrenzungvon Fuzzy-Fehlern gegenüber Daten mit zufälligen Fehlern als �ni
ht-zufällig�, zwingt dieEntwi
klung von Verfahren zur Datengenerierung dazu, die Eigens
haften von Daten mitFuzzy-Fehlern konstruktiv anzugeben. Die Entwi
klung der Algorithmen hat somit alsVoraussetzung, dass Szenarien von relevanten und typis
hen Fuzzy-Fehlern entwi
keltwerden. Dies wird als Chan
e gesehen, die Abgrenzung von zufälligen und Fuzzy-Fehlernfür die empiris
he Praxis zu präzisieren und zu konkretisieren.In Abs
hnitt 5.1 wird das Verfahren des Ben
hmarking motiviert und bes
hrieben,darunter speziell in Abs
hnitt 5.1.1 die verwendeten Verfahren zur Generierung von pro-totypis
hen Fuzzy-Fehler-Daten. Anhand von ausgewählten Fallbeispielen werden in Ab-s
hnitt 5.2 die Eigens
haften der Fuzzy-Regression bei Fuzzy-Fehlern illustriert. DerenBedeutung für die Interpretation werden abs
hlieÿend in Abs
hnitt 5.3 ausgewertet.1Beispielsweise hängen die Lösungsparameter bei triangulären Fuzzy-Daten von der Streuung der linkenEndpunkte der Träger und der Korrelation zwis
hen Kernen und linken Endpunkten ab. Vgl. dazu denRe
henalgorithmus (5.12) auf S. 174.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten5.1 Ben
hmarking der Fuzzy-RegressionFuzzy-Daten stellen gegenüber den �fehlerblinden� reellwertigen Beoba
htungen eine Zu-nahme an Information dar, die dann von Nutzen ist, wenn das Approximationsergebnisdadur
h verbessert werden kann. Eine Verbesserung muss ni
ht zu einem vollständigenAusglei
h der Verzerrungen führen, sondern kann z.B. au
h darin bestehen, dass die Ap-proximationsparameter korrigiert werden oder dass der Wissensstand si
h besser als bisherin der Approximationsfunktion widerspiegelt. Eine wesentli
he Fragestellung des Ben
h-markings bezieht si
h folgli
h auf den Ein�uss der Fehlermodellierung in den Fuzzy-Datenauf die Approximation. Darüber hinaus ist zu fragen, wel
her Art die Sensitivität derFuzzy-Approximationsfunktion im Bezug auf Änderungen in den Fehlerbewertungen ist.In Abs
hnitt 3.3 wurde hervorgehoben, dass au
h bei der Fuzzy-Regression die KleinsteQuadrate-Ansätze prominent sind, die für reellwertige Daten mit der klassis
hen KleinsteQuadrate-Regression zusammenfallen und die auf einer Metrik auf Fuzzy-Mengen basie-ren. Insbesondere die δ2-Metrik ermögli
ht es, wesentli
he Ergebnisse der statistis
henKleinste Quadrate-Regression au
h auf den Fuzzy-Fall zu übertragen und somit zu ei-ner Fuzzy-S
hätzung zu gelangen wie in Abs
hnitt 3.3.3. Unter anderen wegen dieserVerglei
hbarkeit mit der klassis
hen Regression wurde die δ2-Metrik sowie die Klasse derdavon abgeleiteten Metriken gemäÿ Bertoluzza u. a. [1995℄ für das Ben
hmarking herange-zogen. Auÿerdem stehen für diese Klasse von Metriken Re
henalgorithmen zur Verfügung2,so dass sie für die eigenen Zwe
ke lei
ht na
hprogrammiert3 werden konnten.Die Kleinste Quadrate-Approximationsfunktion bes
hreibt den funktionalen Zusam-menhang zwis
hen den Bewertungs- bzw. den Ungenauigkeitsumgebungen, die dur
h dieFuzzy-Daten bes
hrieben werden. Aussagen über den Zusammenhang zwis
hen den �wah-ren� Werten können demna
h ni
ht wie gewohnt direkt aus den Approximationsparame-tern abgelesen, sondern immer nur mittelbar aus der Abbildung der zugehörigen Feh-lerumgebungen abgeleitet werden. Die Approximationsparameter lassen si
h folgli
h nurdann in einfa
her Weise als Hinweis auf eine lineare Proportionalität der Merkmalsva-riablen interpretieren, wenn die Fuzzy-Daten eine s
harfe Abs
hätzung der abgebildetenstatistis
hen Begri�e wiedergeben. Das ist vor allem dann der Fall, wenn die Fuzzy-Datender physikalis
he Interpretation entspre
hen oder wenn die Fuzziness der Daten klein ist.Bei Fuzzy-Daten mit denen Fuzzy-Fehler abgebildet werden, ist hingegen überwiegenddavon auszugehen, dass sie uns
harfe Abs
hätzungen des �wahren� Messwertes sind, dieüberdies no
h semantis
he Inhomogenitäten sowie zusätzli
he subjektive Ein�üsse in der2Vgl. [Diamond und Körner, 1997; Körner und Näther, 1998℄.3Die Programme für die Datensimulation und die Bere
hnung der Fuzzy-Approximation wurden in GNUO
tave ges
hrieben, der verglei
hbaren Open Sour
e-Entwi
klung zu MATLAB.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den DatenModellierung4 aufweisen können. Eine wesentli
he Frage ist also, in wel
her Weise die ver-s
hiedenen Aspekte der Fuzzy-Modellierung die Approximation beein�ussen und ob dieseWirkungen mit der Fehlerbewertung in den Daten konform sind. Nur dann kann davonausgegangen werden, dass Fehlerein�üsse dur
h eine entspre
hende Fuzzy-Modellierungin der Tendenz korrigiert werden können. Interessant ist auÿerdem, wie stark die Korrek-tur si
h auswirkt: Was kann in wel
hem Maÿe korrigiert werden und wann lohnt si
h derAufwand einer Fuzzy-Modellierung, weil der klassis
he Stabilitätsoptimismus ausgehebeltwird?5.1.1 Simulation von Daten mit Fuzzy-FehlernDie Simulationsverfahren sollen Fuzzy-Werte liefern, die als typis
he Abbildung einer un-genauen Messung von reellwertigen, �wahren� Daten gesehen werden können, die einenlinearen Zusammenhang bes
hreiben. Dabei soll die Ungenauigkeit si
h infolge eines ty-pis
hen Szenarios von Fuzzy-Fehlern ergeben. Also einer Mess-Situation, in der die Fehlerni
ht in Form von Zufallsvariablen im Modell darstellbar sind. Mit der Konstruktion derFehlerszenarien sollen typis
herweise vorkommende Abwei
hungen des Messwertes vom�wahren� Wert in empiris
hen Datensätzen 
harakterisiert und na
hempfunden werden.Gewissermaÿen werden damit verallgemeinerbare Anforderungspro�le generiert, an de-nen die Sensitivität der Regressionsmethoden zu erproben ist. Anhand der in Kapitel 4konstruierten Fuzzy-Merkmalswerte wurde bereits herausgearbeitet, dass die Qualität derFehlerdarstellung entlang von drei Eigens
haften eingeordnet werden kann, die si
h in Tei-len au
h widerspre
hen: der S
härfe der Abs
hätzung, der Nähe zwis
hen dem Kern desFuzzy-Datums und dem �wahren� Wert sowie � insbesondere in Situationen, in denenein Randbeoba
htungs-Problem vorliegt � der Gewi
htung dur
h den Rand des Fuzzy-Datums.5Entspre
hend dem Fazit in Abs
hnitt 4.3 sollen die Fuzzy-Daten überwiegend asym-metris
h sein. Auÿerdem sollen sie im Sinne von De�nition 2.22 günstig sein, wobei wirfür den Verglei
h mit klassis
hen Methoden unterstellen, dass der Modalwert eines Fuzzy-Datums dem fehlerhaften, reellwertigen Messwert entspri
ht. Die zweitere Annahme hatden Zwe
k, die Konstruktion der Fehlerszenarien zu vereinfa
hen, glei
hzeitig entfällt aberdamit die Mögli
hkeit, mit der Lage des Modalwertes die Güte der Bes
hreibung des�wahren� Wertes dur
h die Fuzzy-Fehlerumgebung na
hträgli
h zu kalibrieren und zurVerbesserung der Abbildungsgüte zu nutzen. Glei
hwohl wird es typis
h für empiris
heMess-Situationen sein, dass der fehlerbehaftete Messwert mangels besseren Wissens mit4Es geht hier z.B. um Verzerrungen in der Wahrnehmung, wie wir sie beispielsweise von optis
henTäus
hungen her kennen.5Vgl. Abs
hnitt 4.3 und dort v.a. S. 149.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Datendem Modalwert der zugehörigen Fuzzy-Beoba
htung identi�ziert wird.Weitere Voraussetzungen an die Fuzzy-Daten dienen der te
hnis
hen Vereinfa
hung beider Bere
hnung der Fuzzy-linearen Approximationsfunktion. Insbesondere soll gelten, dass
0 ≤ inf i supp(X̃i), d.h. dass alle X-Werte strikt positiv sind, damit bei den arithmetis
henOperationen nur die Vorzei
hen der Funktionsparameter zu berü
ksi
htigen sind.6 DieseVorgabe bedeutet gegenüber empiris
hen Fuzzy-Daten keine Eins
hränkung, weil sie dur
heine Transformation der Daten immer errei
ht werden kann. Tatsä
hli
h kann aufgrundder besonderen Form von Fuzzy-linearen Funktionen die Analysequalität sogar verbessertwerden, indem die Fuzzy-Daten so transformiert werden, dass alle Werte für ein exogenesMerkmal in der positiven bzw. der negativen Halba
hse zu liegen kommen. O.E. geltedarüber hinaus, dass die uns
harf beoba
hteten, �wahren� Werte aufsteigend sortiert sind,d.h. 0 ≤ x∗1 ≤ ⋯ ≤ x∗n. Auÿerdem werden für das Ben
hmarking nur trianguläre Fuzzy-Zahlen verwendet, weil diese die einfa
hste Form von asymmetris
hen LR-Fuzzy-Mengensind.Für die Fuzzy-Fehler-Daten werden zunä
hst die �wahren� Werte bestimmt. Da au
hdie Streuung der X-Werte einen Ein�uss auf die Approximationsparameter hat, werdendiese im ersten S
hritt dur
h eine Zufallsziehung aus dem relevanten Intervall � das ist indiesem Fall das Intervall [0,10]� vorgegeben. Daraus werden die Y -Werte mit der vorge-gebenen �wahren� linearen Funktion bere
hnet. Wir berü
ksi
htigen den Fall ungestörter
Y -Werte und den Fall, dass die Y -Werte mit einer Normalverteilung um den �wahren�Zusammenhang variieren, also den einfa
hen Fall des klassis
hen Regressionsmodells.Die Untersu
hung der Fallbeispiele mit isolierten Fehlern in der unabhängigen Variablenbzw. in der abhängigen Variablen sollen eine Vorstufe für die Untersu
hung der Fallbei-spiele mit Fehlern sowohl in den Beoba
htungswerten für die unabhängigen als au
h fürdie abhängigen Variablen bilden. Dieses Vorgehen zielt darauf hin, dass die Fehlere�ektebei der Approximation mit Fuzzy-Fehlern (X̃i, Ỹi) als Zusammenwirken von Fehlere�ekteninterpretiert werden können, die dur
h fehlerhafte Einzelvariablen verursa
ht sind. Dazuist si
herzustellen, dass die Fehlerein�üsse in den Einzelvariablen si
h bei der Zusammen-führung ni
ht gegenseitig kompensieren, sondern eher gegenseitig verstärken und somitdie Korrekturwirkung der untersu
hten Methoden besser verdeutli
ht werden können.Für das Ben
hmarking werden zwei unters
hiedli
he Verfahren zur Erzeugung von güns-tigen Fuzzy-Merkmalswerten verwendet, die den Ein�uss von typis
hen Fehlern auf diegenerierten �wahren� Werte bes
hreiben.Mit dem ersten Verfahren soll eine Situation na
hgebildet werden, in der die Mess-werte einem additiven, systematis
hen Fehler unterliegen, der im wesentli
hen konstant6Vgl. dazu Abs
hnitt 3.1.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten
PSfrag repla
ements 1
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γ

ζ

z (Eigene Darstellung)Abbildung 5.1: Konstruktion von Fuzzy-Daten mit einfa
hen, systematis
hen Fehlernist. Der Fehler in den Einzelmessungen soll aber dem systematis
hen Fehler ni
ht genauentspre
hen, sondern von beliebigen S
hwankungen überlagert sein, so dass er si
h nurim Mittel über alle Messwerte abzei
hnet. Bei einer vorliegenden Beoba
htung z würdeman in dieser Situation den Ein�uss des systematis
hen Fehlers in einem Fuzzy-Datumabbilden, indem die Trägermenge so weit aufgespannt wird, dass sie den �wahren� Wertsi
her enthält. Die Fuzzy-Menge ist dann s
hief in Ri
htung von z, so dass z die Trä-germenge proportional zum systematis
hen Fehler in einem festen Verhältnis teilt. DasKonstruktionsverfahren wird in Abbildung 5.1 verdeutli
ht. Zur Generierung eines Daten-satzes für dieses Fehlerszenario wird zunä
hst die Trägermenge des Fuzzy-Merkmalswertes
Z̃i bestimmt, indem die Breite der Trägermenge ζi mit einer Glei
hverteilung über demIntervall [0,K] gezogen wird und die Lage von z∗i relativ zum linken Rand ebenfallsglei
hverteilt im Intervall dur
h γi ∈ [0, ζi] festgelegt wird. Dieses Vorgehen sorgt dafür,dass die Fuzzy-Daten eine beliebige Breite annehmen, die si
h ni
ht monoton verhält.Die Spannweite der Messwerte ist dabei unabhängig von d({0}, X̃). Auÿerdem s
höpfendie �wahren� Werte die gesamte Breite der mögli
hen Werte aus, ohne dass eine Häufungauftritt. Die Modalwerte zi werden nun so bere
hnet, dass sie die Trägermenge in einemfesten, asymmetris
hen Verhältnis mZ teilen, dabei wird der Verhältniswert mZ aus ei-nem gegebenen Berei
h m ⊂ [0,1] gezogen. Insbesondere ist die Lage der Modalwerte imSupport damit ni
ht unmittelbar an die Lage der �wahren� Werte gebunden, glei
hwohlwei
hen sie systematis
h davon ab. Der Wert des systematis
hen Fehlers ergibt si
h expost als Mittelwert der Di�erenzen zi − z∗i .Damit die Fallbeispiele so aufeinander aufbauen, dass bei Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi) die Feh-lere�ekte si
h verstärken, werden die Modalwerte für alle X̃i so bestimmt, dass sie die Trä-germenge im Verhältnis 0.7 bis 0.9 teilen. Die Modalwerte für die Ỹi teilen demgegenüberdie Trägermenge im Verhältnis 0.2 bis 0.4. Dabei werden die Verhältniswerte glei
hverteilt
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten
PSfrag repla
ements 1

x∗ x

kA kU (Eigene Darstellung)Abbildung 5.2: Konstruktion von Fuzzy-Daten mit korrelierten Fehlernaus den jeweils angegebenen Intervallen gezogen. In der Kombination der Messfehler wirddann der negative Fehlere�ekt im A
hsenabs
hnitt der Approximationsfunktion teilweisekompensiert, im Steigungsparameter verstärkt si
h hingegen die Tendenz zur Verringe-rung der Steigung.Mit dem zweiten Verfahren soll in stark vereinfa
hter Form eine Situation reproduziertwerden, in der die Fehlerabwei
hungen in X mit der Entfernung d({0}, X̃) korreliert sindoder in der die Fehlerabwei
hungen in Y mit der Entfernung d({0}, X̃) � d.h. glei
hfallsmit der Entfernung von X vom Koordinatenursprung � korreliert sind. In einem erstenS
hritt werden Modalwerte zu den vorliegenden �wahren� Werten bestimmt. Dabei wirddie Korrelation mit Hilfe einer arctan-Funktion modelliert, die ihren Nullpunkt in derMitte des Intervalls annimmt, das dur
h die Inputwerte aufgespannt wird. Auf diese Weisekann errei
ht werden, dass die Modalwerte der Fuzzy-Daten bis zum Mittelpunkt derDatenwolke immer näher an den �wahren� Werten zu liegen kommen, und in der Mitteauÿerdem ein Seitenwe
hsel relativ zu den �wahren� Werten statt�ndet. Zur Bere
hnungder Modalwerte werden hier die folgenden Funktionen verwendet:Für X ∶ [X̃i]1 = x∗i + cx ⋅ arctan(x∗i − x
∗

1 + x
∗

n

2
), (5.1)für Y ∶ [Ỹi]1 = y∗i + cy ⋅ arctan(x∗i − x

∗

1 + x
∗

n

2
), (5.2)wobei cx, cy ∈ R geeignete Kontraktionsparameter seien. Damit die Fehlere�ekte si
h imKombinationsfall bei Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi) verstärken, wurden cx < 0 und cy > 0 gewählt;konkret cx = −0.4 und cy = 0.2. Tendenziell wird die Steigung der Approximationsgeradendadur
h na
h oben verzerrt, wohingegen der A
hsenabs
hnitt na
h unten verzogen wird.Die re
hten und linken Spannweiten werden in Abhängigkeit davon konstruiert, aufwel
her Seite der �wahre� Wert einges
hlossen ist. Das Konstruktionsverfahren wird inAbbildung 5.2 gezeigt. Auf der freien Seite wird die Spannweite kU glei
hverteilt im Inter-158



5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Datenvall [0, ζU] bis zum vorgegebenen Maximalbetrag ζU gewählt. Auf der gebundenen Seiterei
ht die Spannweite glei
hverteilt im Intervall [0, ζA] bis zum vorgegebenen Maximal-betrag ζA über den �wahren� Wert hinweg, d.h. für X beträgt die Spannweite auf dergebundenen Seite ∣[X̃i]1 −x∗i ∣+kAi , wobei kAi der zufällige Wert für die zusätzli
he Spann-weite ist. Die Gesamtspannweiten der so konstruierten Fuzzy-Daten sind in der Mitte desWerteberei
hes minimal und nehmen zu beiden Enden hin zu. Zudem haben die Modal-werte eine Drift relativ zu den Enden der Trägermengen und zwar z.B. bei den X-Wertenvon weit links na
h weit re
hts, wobei der �wahre� Wert eine deutli
he Entfernung vomModalwert hat und eher am langen Ende des Fuzzy-Werts liegt. Das generierte Fehlersze-nario ist somit eine gute Illustration für eine Situation bei der die Gewi
htung dur
h denRand der Fuzzy-Menge relevant ist. Die S
hmetterlingsform der Datenungenauigkeitenist plausibel für die konstruierte Situation, weil dort, wo der Abstand zwis
hen �wahren�Wert und Messwert am geringsten ist, die Messgenauigkeit in der Tat am hö
hsten ist.Weitere Fehlerszenarien mit besonderen E�ekten werden dur
h eine manuelle Na
hbe-arbeitung von simulierten Datensätzen erzeugt, da sie nur s
hwer automatisiert werdenkönnen. Dazu gehören Fehlerszenarien, die einzelne bzgl. ihrer Lage oder ihrer Uns
härfeextreme Fuzzy-Mengen enthalten oder aber Datensätze mit groÿen und stark we
hselndenFehlerabwei
hungen.5.1.2 Verglei
hskriterienEin Verglei
h zwis
hen einer klassis
hen Kleinste Quadrate-Approximation und einerKleinste Quadrate Fuzzy-Approximation ist im eigentli
hen Sinne ni
ht mögli
h, da essi
h dabei um Approximationsverfahren handelt, die in der Qualität völlig vers
hiedensind. Im ersten Fall erhalten wir eine Funktion, die den Zusammenhang von reellwertigenPunkten wiedergibt, im zweiten Fall hingegen eine Funktion, die den Zusammenhang vonFuzzy-Werten abbildet, die wir als Fehlerumgebungen von reellwertigen Punkten inter-pretieren. Au
h eine Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation, die si
h als einfa
he lineareFunktion darstellt, hat mithin eine völlig andere Aussage als eine klassis
he Ausglei
hs-gerade, da sie au
h den Zusammenhang zwis
hen den Ungenauigkeits
harakteristiken derFuzzy-Daten eins
hlieÿt und simultan ausglei
ht. Die Fuzzy-Modellierung der Regressionmit Fehlern in den Variablen erweist aber erst dann einen Nutzen für die Datenanalyse,wenn Rü
ks
hlüsse über die Zusammenhänge zwis
hen Messfehlern, Eigens
haften derFuzzy-Daten und Eigens
haften der Fuzzy-Approximationsfunktion mögli
h sind.Die reellwertigen Regressionsansätze werden daher als Extrembeispiele und als Ver-glei
hsmaÿstab für die Fuzzy-Approximationsfunktion eingesetzt. Dabei wird für vers
hie-dene Szenarien von Fuzzy-Fehlerumgebungen dur
hgespielt, wie si
h die Unters
hiede
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Datenzwis
hen den Approximationsergebnissen darstellen und wel
he S
hlüsse daraus für dieInterpretation gezogen werden können. Ziel dabei ist es, Zusammenhänge bei der Fuzzy-Approximation zu erkennen, die zusätzli
he Aussagen für die Datenanalyse ermögli
hensowie Ein�ussfaktoren im Bezug auf die Modellierung der Fuzzy-Daten zu identi�zieren,die für die Güte der Approximationsfunktion besonders relevant sind. Das Ben
hmarkingist also als Illustration und als Vorstufe zu einem systematis
hen Verglei
h zwis
hen ver-s
hiedenen Ansätzen zur Regression bei Fuzzy-Fehlern zu sehen, insbesondere sind dieErgebnisse ni
ht ohne weiteres verallgemeinerbar.Für das Ben
hmarking werden die folgenden klassis
hen Kleinste Quadrate-Approxima-tionen als Verglei
hsmaÿstab herangezogen:Die Kleinste Quadrate-Approximation an die �wahren� Werte wird als Abbildung des�wahren� Zusammenhangs betra
htet. Der Grund für die Verwendung der Approximationanstelle der vorgegebenen linearen Funktion liegt darin, dass die Datensätze für die Fall-beispiele eher klein sind, so dass für die Beispiele, in denen normalverteilte Y unterstelltwerden, die Ziehungse�ekte aus dem Verglei
h ausges
haltet werden sollen.Bei allen simulierten Fehlerszenarien werden die Modalwerte der Fuzzy-Daten mit denfehlerhaften Messungen identi�ziert. Daher gibt die Kleinste Quadrate-Approximation derModalwerte ([X̃i]1, [Ỹi]1) das Ergebnis einer naiven Regressionsre
hnung wieder, bei derder Ein�uss der Fehler ni
ht bea
htet wird.In den Modellen mit fehlerhaftemX wird auÿerdem eine Kleinste Quadrate-Approxima-tion über die Werte in den Endpunkten der Träger von X dur
hgeführt. Konkret wirddazu im Modell mit genauen Outputs die Ausglei
hsgerade für die erweiterte Menge vonarti�ziellen Beoba
htungswerten
(xL1 (0), y1), . . . , (xLn(0), yn) und (xR1 (0), y1), . . . , (xRn (0), yn)bere
hnet. Im Modell mit fehlerhaften In- und Outputs werden zur Vereinfa
hung anstel-le von genauen yi die Modalwerte [Ỹi]1 sowie zum Verglei
h die Steiner-Punkte und die�wahren� Werte eingesetzt. Dieser dritte Ansatz bildet ab, wie die Approximation aus-fällt, wenn die X-Werte mit extremen Fehlern in beide Ri
htungen gemessen werden, sodass diese si
h bei der Approximation z.T. gegenseitig ausglei
hen. Mit diesem Ansatzlässt si
h demonstrieren, wie stark die Abwei
hung bzw. Verzerrung ist, die si
h aus derFehlervariabilität bei der Messung von X ergibt.7Die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression wird hauptsä
hli
h auf der Basis der δ2-Metrikdur
hgeführt. Mit Hilfe der Klasse der Fuzzy-Metriken gemäÿ Bertoluzza u. a. [1995℄ kann7Vgl. das ans
hauli
he Beispiel zur Attenuation in S
hneeweiÿ 1990, S. 224 sowie die illustrierendeAbbildung 2.2 auf S. 42.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten
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1
1
2

ω1 = 3
4

ω2 = 1
4 (Eigene Darstellung)Abbildung 5.3: Bere
hnung des Abstandes in der gewi
hteten Metrik δGauÿerdem untersu
ht werden, wel
hen E�ekt eine unters
hiedli
he Gewi
htung der α-Niveaus bei der Abstandsmessung auf die Funktionsapproximation hat. De�nition undeinige wi
htige Eigens
haften der Metriken na
h Bertoluzza u.a. sind im Anhang A.1,De�nitionen A.6 und A.9 bes
hrieben. Der besondere Vorzug dieser Metriken liegt darin,dass sie bei LR-Fuzzy-Mengen nur zu veränderten Gewi
htungsfaktoren in den Re
hen-algorithmen führen, so dass diese lei
ht angepasst werden können.8Als Verglei
hsmetriken wählen wir zum einen die Hagaman-Metrik 9 δH , in die wie beider δ2-Metrik alle α-Niveaus eingehen, wobei die Niveaus mit hoher Zugehörigkeit stärkergewi
htet werden als Niveaus mit niedriger Zugehörigkeit. In Anlehnung an die allgemeineDe�nition für die erweitere Familie der Kleinste Quadrate Fuzzy-Metriken ist δH de�niertdur
h

δ2H(Ã, B̃) = ∫
[0,1]×S0

(sÃ(α,u) − sB̃(α,u))2f(α) dλ1(α)⊗ λS0(u)
= 1
2
∫

1

0
[(−aL(α) + bL(α))2 + (aR(α) − bR(α))2]f(α) dα (5.3)wobei f eine stetige Gewi
htungsfunktion ist, für die gelte f ∣(0,1] > 0 und ∫ 1

0
fdλ1 = 1.Damit gilt für trianguläre Fuzzy-Mengen, dass nur die Gewi
hte ∣∣L∣∣22 und ∣∣L∣∣1 in derFormel zur Bere
hnung der Metrik angepasst werden müssen. Wir wählen f(α) = 2α underhalten damit ∣∣LH,f ∣∣22 = ∣∣RH,f ∣∣22 = 1

12
und ∣∣LH,f ∣∣1 = ∣∣RH,f ∣∣1 = 1

6
.Als weitere Variante wählen wir die folgende gewi
htete Metrik

δ2G(Ã, B̃) = 34δ22(Ã∣0,5, B̃∣0,5) +
1

8
[(−aL(0) + bL(0))2 + (aR(0) − bR(0))2],8Vgl. Diamond und Körner 1997, S. 30.9Vgl. [Bárdossy u. a., 1992℄.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten
PSfrag repla
ements ÃÃÃ B̃1 B̃2 B̃3

(Eigene Darstellung)Abbildung 5.4: Unters
hiede zwis
hen den Fuzzy-Metriken δ2, δH , δG � Datenwerte wieim Text angegeben (S. 162).
Ã, B̃1 Ã, B̃2 Ã, B̃3

δ2 0.7917 0.2917 0.3558
δH 0.8542 0.1979 0.1988
δG 0.8203 0.2695 0.3414Tabelle 5.1: Abstandswerte für δ2, δH , δGwobei Ã∣0,5 die bei α = 0,5 abges
hnittene Fuzzy-Menge sei, die dur
h µÃ∣0,5

(u) = µÃ ⋅1[Ã]0,5de�niert ist. δ2G bildet somit einen Kompromiss zwis
hen δ22 für die obere Hälfte der Fuzzy-Mengen, die mit einem Gewi
ht von ω1 = 3
4
gewertet wird, und dem zugehörigen Intervall-abstand der Trägermengen, der mit einem Gewi
ht von ω2 = 1

4
eingeht. Die Ermittlungvon δG wird in Abbildung 5.3 verdeutli
ht. In der übli
hen Weise werden als Faktoren

∣∣LG∣∣22 = ∣∣RG∣∣22 = 5
32

und ∣∣LG∣∣1 = ∣∣RG∣∣1 = 7
32

bere
hnet. Die Unters
hiede zwis
hen denMetriken können am Beispiel der Fuzzy-Mengen in Abbildung 5.4 verdeutli
ht werden. Dieabgebildeten Fuzzy-Mengen sind gegeben dur
h Ã = (2; 1,1.5)L, B̃1 = (3; 1.5,1.5)L, B̃2 =
(2.25; 0,75,2.25)L, B̃3 = (2.25; 2.25,2.25)L. Während B̃1 in relativ glei
hmäÿiger Entfer-nung zu Ã liegt, liegen die Modalwerte von B̃2 und B̃3 nahe beim Modalwert. Der einzigeUnters
hied von B̃2 und B̃3 besteht darin, dass die Trägermenge von B̃3 stärker von Ãabwei
ht. Die gemäÿ δ2, δH , δG ermittelten Abstandswerte sind in Tabelle 5.1 aufgelistet.Da die δ2-Metrik keine Gewi
htungen zwis
hen den α-Niveaus vornimmt, kann sie als�neutrale� Abstandsmessung betra
htet werden. Die Hagaman-Metrik δH legt demgegen-über starkes Gewi
ht auf die Modalwerte, entspre
hend ist der Abstand zu B̃2 und B̃3besonders klein. Die Metrik δG reagiert ebenfalls stärker auf Änderungen in den Modal-werten als die δ2-Metrik. Im Unters
hied zu δH ist sie aber sensibler für Abwei
hungender Trägermenge, wie der Übergang von B̃2 zu B̃3 zeigt.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten5.2 Ben
hmarking der Kleinste QuadrateFuzzy-Regression bei Fuzzy-FehlernDie Ergebnisse einer Fuzzy-Approximation werden hier anhand der simulierten Fuzzy-Daten zu den alternativen Fehlerszenarien dur
hgespielt, die in Abs
hnitt 5.1 vorgestelltwurden. Dabei werden zunä
hst Datensätze mit genauen Inputs sowie mit genauen Out-puts untersu
ht, weil dadur
h die unters
hiedli
hen E�ekte von Fehlern in Y und Feh-lern in X isoliert betra
htet werden können, bevor sie im allgemeinen Ansatz zusam-mengeführt werden. Die Güte einer Approximationsfunktion wird dabei hauptsä
hli
hdana
h beurteilt, wie gut der Steigungsparameter a1 die Steigung der Kleinste Quadrate-Approximation der �wahren� Werte annähert. Dies ist au
h dadur
h begründet, dass inden Ansätzen zur Kleinste Quadrate-Regression der A
hsenabs
hnitt übli
herweise in Ab-hängigkeit vom Steigungsparameter als �Saldierungsgröÿe� bere
hnet wird. Die Zahl derVarianten sollte ni
ht übermäÿig erhöht werden, daher werden in allen Beispielen dieselbenStrukturparameter vorgegeben und zwar als A
hsenabs
hnitt a0 = 1,5 und als Steigung
a1 = 0,3.Die Datensätze, die für die untersu
hten Fallbeispiele generiert wurden, sind in An-hang A.2 dokumentiert. Es soll hier bereits für alle Fallbeispiele vorausges
hi
kt werden,dass die Fuzzy-Approximation mit δ2 und den davon abgeleiteten Metriken zu Ergebnis-sen führen, die eine ähnli
he Gröÿenordnung haben, wie die übli
hen Kleinste Quadrate-Ergebnisse. Beispielsweise liegen bei der Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation mitFuzzy-Inputs die δ2-Residuen der Fuzzy-Approximation immer zwis
hen dem Residuumdes linken Endwertes und dem Residuum des re
hten Endwertes zur Endwerteappro-ximation. Damit bewegen si
h die Fuzzy-Approximationsverfahren au
h bei den Güte-kennzi�ern im wesentli
hen im Rahmen der Dimensionen, die au
h für die klassis
heRegressionsre
hnung gelten. Es ist allerdings darauf hinzuweisen, dass das Residuumder Fuzzy-Approximation als metris
her Abstand von Fuzzy-Werten bere
hnet wird undsomit vorzei
henfrei ist. Das Vorzei
hen kann gesondert na
h einer Ordnungsrelationfür Fuzzy-Zahlen zugewiesen werden. Wir verwenden hierzu das Vorzei
hen der Di�e-renz σỸi

− σf(X̃i,Ã)
zwis
hen den Steiner-Punkten von Ỹi und dem zugehörigen Fuzzy-Approximationswert, weil die Steiner-Punkte die S
hwerpunkte der Fuzzy-Mengen imBezug auf die δ2-Metrik darstellen.10Es ist zu bea
hten, dass in diesem Abs
hnitt ausnahmsweise die Dezimalzahlen in ame-rikanis
her S
hreibweise mit einem Punkt verwendet werden, um die Lesbarkeit der No-tation für die Fuzzy-Daten in LR-S
hreibweise zu erhöhen. Wir s
hreiben also ab jetzt1.5 statt 1,5.10Für die alternativen Metriken δH und δG können angepasste minimierende Werte bestimmt werden,die wir als die zugehörigen Steiner-Punkte verwenden. Vgl. dazu De�nition A.9 im Anhang A.1.163



5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten5.2.1 Modell mit genauen InputsAls Modell mit genauen Inputs betra
hten wir eine Regression bei Fuzzy-Fehlern in denDaten für Y , d.h. es liegen Daten (xi, Ỹi) vor. Dieser Approximationsansatz ist dannsinnvoll, wenn die Messungenauigkeiten in Y gegenüber der zufälligen Variabilität au�äl-lig sind. Er bietet si
h u.a. an, wenn Ein�ussfaktoren auf die Ungenauigkeit in Y ni
hteindeutig identi�ziert werden können. In dieser Situation kann entweder eine defuzzi�zier-ter Ausglei
h dur
hgeführt werden (vgl. Abs
hnitt 3.3.1) oder eine Fuzzy-Charakteristikangepasst werden (vgl. Abs
hnitt 3.3.2).Beim defuzzi�zierten Ausglei
h wird der Zusammenhang der genauen Inputs xi mit denmögli
hen �wahren� y∗i in den Mittelpunkt gestellt. Dabei wird eine Funktion vom Typ
y = a0 + a1 ⋅ xapproximiert, wobei die Parameter a0, a1 ∈ R sind. Da die Fuzzy-Daten LR-Fuzzy-Intervallesind, kann die Kleinste Quadrate-Bedingung ∑i δ

2
2(Ỹi, a0 + a1xi) gemäÿ Formel (3.11) alsGlei
hung in den Parametern a0, a1 umges
hrieben werden. Das Minimum kann wie übli
hdur
h Nullsetzen der partiellen Ableitungen ∂a0 , ∂a1 bere
hnet und unter Verwendung derBere
hnungsformel (A.6) für σỸi

zusammengefasst werden zu:
â0 = σỸ⋅ − â1x̄⋅,
â1 = c(x,σỸ )

c(x,x) , (5.4)wobei c(u, v) = 1
n ∑n

i=1(ui− ū⋅)(vi− v̄⋅) und σỸ⋅ = 1
n ∑i σỸi

als Mittelwert der Steiner-Punktevon Ỹi gesetzt ist.Die Kleinste-Quadrate-Approximation in der δ2 Metrik berü
ksi
htigt demzufolge dieZugehörigkeitsbewertung für die �wahren� Outputs dadur
h, dass die plausible mögli
heLage von y∗i mit σỸi

harakterisiert und verallgemeinert wird. Dabei ist σỸi

die reelle Zahl,die unter δ2 minimalen Abstand zu Ỹi hat.11 Aus dem einfa
hen Zusammenhang σỸi
=

yi+∣∣L∣∣1(rYi
−lYi
) für trianguläre Fuzzy-Daten12 ist ersi
htli
h, dass bei der defuzzi�ziertenAnpassung eine Korrektur des Modalwertes um die gewi
hteten Anteile der Spannweitenberü
ksi
htigt wird.Falls stattdessen eine Fuzzy-lineare Funktion mit Fuzzy-Parametern zugrundegelegtwird, bildet der lineare Zusammenhang ab, wie die reellwertigen xi mit den Fehlerum-gebungen Ỹi für den �wahren� Wert y∗i verknüpft sind. Der funktionale Zusammenhang11Vgl. Satz A.8.12Vgl. Satz A.9.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Datenerzeugt dabei gegenüber der Genauigkeit der xi zusätzli
he Fuzziness in den Bildwerten.Die Fuzzy-lineare Funktion hat demzufolge Fuzzy-Parameter Ã0, Ã1 und wir approximie-ren Funktionen vom Typ:
Ỹ = Ã0 ⊕ Ã1 ⊙ x.Die linken (bzw. re
hten) Spannweiten des Steigungsparameters vers
hwinden, wenn dielinken (bzw. re
hten) Spannweiten von Ỹi in i eine ni
ht-wa
hsende Tendenz haben.13Im Rahmen seiner Dissertation hat Körner [1997℄ Re
henverfahren für die KleinsteQuadrate Fuzzy-Regression hergeleitet und zur Verfügung gestellt.14 Aus den dort vorge-stellten Formeln ist direkt ersi
htli
h, dass die Approximationsparameter im wesentli
hendur
h die Kleinste Quadrate-Lösung jeweils für die Modalwerte sowie die linken und re
h-ten Spannweiten bere
hnet werden können, d.h.
⎛
⎝
â0

â1

⎞
⎠ = (Z

TZ)−1ZTy,
⎛
⎝
l̂A0

l̂A1

⎞
⎠ = (Z

TZ)−1ZT lY ,
⎛
⎝
r̂A0

r̂A1

⎞
⎠ = (Z

TZ)−1ZT rY , (5.5)wobei y = (y1, . . . , yn)T , lY = (lY1
, . . . , lYn

)T , rY = (rY1
, . . . , rYn

)T und Z = (1(n),x) mit
1(n) = (1, . . . ,1) ∈ Rn ist.Eine Abwei
hung ergibt si
h dann, wenn einer der Kleinste-Quadrate-Parameter für dieSpannweiten < 0 wird. Dann ist eine quadratis
he Optimierung unter Vorzei
henneben-bedingungen dur
hzuführen, die insbesondere au
h eine Veränderung der Parameter fürdie Modalwertgerade na
h si
h zieht.Als dritte Variante wurde der vereinfa
hter Modellansatz mit

Ỹ = Ãs
0 ⊕ a

s
1 ⋅ xangepasst. Dieser führt zum selben Steigungsparameter a1 gemäÿ Glei
hung (5.4) wiedie defuzzi�zierte Approximation. Der Modalwert des Fuzzy-A
hsenabs
hnitts Ãs

0 liegt inder Regel nahe beim A
hsenabs
hnitt des defuzzi�zierten Ansatzes a0. Seine Spannweitenglei
hen die empiris
he Tendenz in den Spannweiten aus, d.h. wenn bei der Anpassungder Fuzzy-Charakteristik eine Fuzziness im Steigungsparameter Ã1 verbleibt, dann ist dieSpannweite von Ãs
0 gröÿer als die Spannweite von Ã0, wie in Tabelle 5.2 zum Beispiel miteinfa
hem, systematis
hem Fehler abzulesen ist.13Ein Ausweg besteht darin, dass die Forderung eines Fuzzy-linearen Zusammenhangs dur
h die s
hwä-
here Forderung eines linearen Zusammenhangs in den Modalwerten sowie eines davon unabhängigen li-nearen Zusammenhangs in den in den Spannweiten ersetzt wird, vgl. als Beispiele [Chang und Lee, 1994b;Diamond und Körner, 1997; D'Urso und Gastaldi, 2000℄.14Vgl. [Körner und Näther, 1998; Diamond und Körner, 1997℄.
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5RegressionmitFuzzy-FehlernindenDaten
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0 2 4 6 8 10Abbildung 5.5: Modell mit genauen Inputs und einfa
hem systematis
hen Fehler: Die �wahren� Werte der Outputs wei
hen mit Varianz

s2 = 0.5 zufällig vom ursprüngli
hen Zusammenhang ab.Legende: �wahre� Werte (*), fehlerhafte Beoba
htungen (○), �wahre� Gerade ( ), defuzzi�zierte Approximation ( ), Modalwertgerade derFuzzy-Approximation ( ), Begrenzungsgeraden des Trägers der Fuzzy-Approximation ( )
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten�wahre� defuzz. vereinf. Fuzzy-Werte Modell Modell Modell
a0 2.0490 2.0752 (2.0183; 0.1776,0.4054)L (2.0444; 0.1730,0.2963)L
a1 0.2172 0.2114 0.2114 (0.2070; 0.0008,0.0185)LTabelle 5.2: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit genauen Inputs und einfa-
hem systematis
hen FehlerDas Datenbeispiel in Abbildung 5.5 ist mit dem Algorithmus erzeugt, der Fuzzy-Datenmit einfa
hen systematis
hen Fehlern simulieren soll. Der systematis
he Fehler in denBeoba
htungen ergibt si
h �ex post� als ψ⋅ = 1

n ∑i(yi − y∗i ) = −0.06472. Die Approximati-onsfunktion mit Fuzzy Parametern kann direkt gemäÿ den Kleinste Quadrate-Formeln inGlei
hung (5.5) bere
hnet werden, so dass die Spannweiten si
h in etwa als �Mittel� überdie Ergebnisspannweiten ergeben, und die Modalwertgerade der Fuzzy-Approximationmit der Kleinste Quadrate-Approximation der Modalwerte zusammenfällt. Es sind keinebesonderen E�ekte aus der zufälligen Variabilität der Y -Werte zu beoba
hten. Im Fallbei-spiel wei
hen die Kleinste Quadrate-Parameter der linearen Approximation der �wahren�Werte stark von den vorgegebenen Parametern ab. Die defuzzi�zierte Approximation nä-hert die �wahre� Gerade insgesamt gut an, insbesondere gibt sie den Steigungsparameterbesser wieder als die Gerade der Modalwerte der Regression mit Fuzzy-Parametern, die� wie oben bes
hrieben � mit der Kleinste Quadrate-Approximation an die fehlerhaftenBeoba
htungen zusammenfällt. Die Güte der defuzzi�zierten Approximation kann damiterklärt werden, dass die Messfehler in den Beoba
htungen in den Steiner-Punkten σỸi
,die gemäÿ Glei
hung (5.4) der Bere
hnung vom a1 zugrundeliegen, dur
h eine Lageanpas-sung relativ zum Verhältnis der linken und der re
hten Spannweite antizipiert und damitproportional mit der gewählten Metrik korrigiert werden. Im vereinfa
hten Fuzzy-Modellerhält man zusätzli
h zum Steigungsparameter no
h eine Approximation der mittlerenzusätzli
hen Ungenauigkeit der Outputs Y gegenüber den Inputs X . Die Approximati-on der Fuzzy-Charakteristik zei
hnet si
h dadur
h aus, dass sie die Fuzzy-Umgebungenin den Eingangsdaten gut annähert und zudem die lei
hte Drift in den Modalwerten derFuzzy-Daten verdeutli
ht. Allerdings ist darauf hinzuweisen, dass die gute Approximationdes A
hsenabs
hnitts im ausgewählten Beispiel eine Ausnahme ist und dadur
h entsteht,dass der kleinste Fuzzy-Wert isoliert liegt und damit groÿen Ein�uss auf alle Approxima-tionsvarianten hat. Typis
herweise liegt die Gerade der Modalwerte der Fuzzy-Regressionhingegen parallel zur �wahren� Gerade, was au
h dem Ein�uss des einfa
hen, systemati-s
hen Fehlers entspri
ht. Insgesamt sind aber die Abwei
hungen zwis
hen den vers
hie-denen Steigungsparametern eher klein. Die fehlerhaften Beoba
htungen in Y verursa
hensomit also eine lei
hte Verringerung in der Steigung der Approximationsfunktion.
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5RegressionmitFuzzy-FehlernindenDaten1
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0 2 4 6 8 10Abbildung 5.6: Modell mit genauen Inputs und korreliertem Fehler: Die �wahren� Werte der Outputs wei
hen mit Varianz s2 = 0.3zufällig vom ursprüngli
hen Zusammenhang ab.Legende: �wahre� Werte (*), fehlerhafte Beoba
htungen (○), �wahre� Gerade ( ), Modalwerteapproximation ( ), defuzzi�zierteApproximation ( ), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation ( ), Begrenzungsgeraden des Trägers der Fuzzy-Approximation ( )
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten�wahre� Modal- defuzz. vereinf. Fuzzy-Werte werte Modell Modell Modell
a0 1.5299 0.9084 1.1242 (1.1155; 0.3139,0.3486)L (1.0328; 0,0.3654)L
a1 0.2986 0.4098 0.3710 0.3710 (0.3843; 0.0535,0)LTabelle 5.3: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit genauen Inputs und korre-liertem FehlerDie Fuzzy-Daten in Abbildung 5.6 sind mit dem zweiten Algorithmus generiert, derkorrelierte Fehler na
hemp�nden soll. Dabei fallen Modalwerteapproximation und dieModalwertgerade der Fuzzy-Approximation ni
ht zusammen. Dies ist bei der Fuzzy-Approximation mit reellwertigen Inputs nur dann der Fall, wenn bei der Kleinste Quadrate-Anpassung der Spannweiten von ̂̃1A ein negativer Wert ermittelt wurde. Die dadur
hausgelöste Optimierung führt immer zu einer kleineren Steigung als bei der Modalwer-teapproximation. Bei diesem Fehlerszenario führt das zu einer Verbesserung des Stei-gungsparameters in den Modalwerten der Approximation.Au�ällig ist auÿerdem der Verwringungse�ekt bei der Approximation des Modells mitFuzzy-Parametern, der dur
h die Drift in den Modalwerten relativ zu den Endpunktenentsteht. Dieser E�ekt wird dadur
h erzeugt, dass die linken Spannweiten in Ri
htung0 s
hnell abnehmen und infolgedessen die linke Spannweite des A
hsenabs
hnitts ver-s
hwindet. Hingegen nehmen für wa
hsende X die re
hten Spannweiten s
hnell ab, wasdie re
hte Spannweite des Steigungsparameters vers
hwinden lässt. Wie Tabelle 5.3 zeigt,wird hinsi
htli
h der reellwertigen Ben
hmarkgeraden au
h hier wieder das beste Approxi-mationsergebnis bei der defuzzi�zierten Approximation mit einer Steigung von a1 = 0.3710erzielt, gefolgt von der Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation. S
hlieÿli
h ist die Mo-dalwerteapproximation am stärksten na
h oben verzerrt.
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5RegressionmitFuzzy-FehlernindenDaten1
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0 2 4 6 8 10Abbildung 5.7: Modell mit genauen Inputs und korreliertem Fehler � Verglei
h von Fuzzy-Approximation und vereinfa
hter Fuzzy-ApproximationLegende: �wahre� Werte (*), fehlerhafte Beoba
htungen (○), �wahre� Gerade ( ), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation ( ),Begrenzungsgeraden des Trägers der Fuzzy-Approximation ( ), Modalwertgerade der vereinfa
hten Approximation ( ),Begrenzungsgeraden des Trägers der vereinfa
hten Approximation ( )
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den DatenAbbildung 5.7 zeigt, dass sowohl Fuzzy-Approximation als au
h die Approximationdes vereinfa
hten Modells den �wahren� Zusammenhang zu einem groÿen Teil einhül-len, so dass der Korridor des 0-Niveaus eine gute Abs
hätzung für den �wahren� Zusam-menhang darstellt. Allerdings darf dies ni
ht als Kon�denzintervall missverstanden wer-den. Die Fuzzy-Approximation ist eher als eine Abbildung der Fehlersensitivität dur
hdie vorliegenden Daten und deren Ungenauigkeiten zu verstehen. Dabei werden aller-dings ni
ht die maximalen Fehlerauss
hläge abgebildet, sondern deren Kleinste Quadrate-Approximation und mithin so etwas wie eine �mittlere� oder �wesentli
he� Fehlersensi-tivität. In einem induktiven Modell wäre es hingegen mögli
h, über die Fuzzy-lineareFunktion hinaus no
h Kon�denzintervalle für die Parameters
hätzer bzw. die Approxi-mationsfunktion zu bestimmen. Bei der vereinfa
hten Approximation tritt im Gegensatzzur Fuzzy-Approximation der Verwringungse�ekt ni
ht auf, der einen Hinweis darauf gibt,wie si
h die Modalwerte der Fuzzy-Daten im Verhältnis zu den Endpunkten der jeweiligenTrägermengen vers
hieben.Die Verwendung einer der alternativen Metriken würde bei diesem Datenbeispiel eineÄnderung in den Fuzzy-Parametern bewirken, da si
h bei beiden alternativen Metrikendie Modalwerte stärker auswirken. Z.B. vers
hle
htern si
h die Parameter der Fuzzy-Approximation mit δH zu Ã0 = (0.9930; 0,0.3558)L, Ã1 = (0.3932; 0.0561,0)L.Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die defuzzi�zierte Approximation beiden betra
hteten Beispielen für die beiden Fehlerszenarien mit genauen Inputs die �wahre�Gerade am besten angenähert hat. Dies zeigt, dass mit dem Übergang zum Steiner-Punkt� und zwar derjenige für die δ2-Metrik � eine geeignete und wohlinformierte Korrekturfür die fehlerbehafteten Outputs vorgenommen werden kann, sofern die Fehlerein�üssena
h dem Ansatz der vorgestellten Fehlerszenarien modelliert werden können. Der verein-fa
hte Fuzzy-Ansatz liefert als einzige zusätzli
he Information die mittlere Gesamtuns
här-fe in den Fuzzy-Daten. Demgegenüber sind zwar die Parameter der Modalwertgerade derFuzzy-Approximation im Verglei
h zur defuzzi�zierten Approximation stärker verzerrt,sie geben aber Auskunft über lineare Tendenzen in den Fuzzy-Daten, die in der Form derFuzzy-linearen Funktion abgebildet werden.15 Da bei der Modellierung von Fuzzy-Datentypis
herweise eine Fuzzy-Umgebung für den fehlerbehafteten Messwert konstruiert wird,so dass dieser zum Maÿstab wird und ni
ht der unbekannte �wahre� Wert, und da Uns
här-fe im Fuzzy-linearen Modell irreversibel ist, d.h. negative Uns
härfe ist auszus
hlieÿen, istdie Interpretation der Modellierungstendenz in den Daten allerdings ers
hwert. Im zwei-ten Fallbeispiel wird im Verwringungse�ekt nur die Tendenz in den linken Spannweitenvollständig abgebildet. In den re
hten Spannweiten der Approximationsfunktion kann das15Bei den untersu
hten Fallbeispielen gab die Summe der Abstandsquadrate R2 keinen Hinweis darauf, obdie Fuzzy-Approximation oder die vereinfa
hte Fuzzy-Approximation grundsätzli
h zu bevorzugen wäre.Ein validierter Na
hweis bleibt einer umfangrei
heren Simulationsstudie überlassen.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den DatenVers
hwinden der re
hten Spannweiten nur dadur
h abgebildet werden, dass die re
h-te Spannweite des Fuzzy-Steigungsparameters 0 wird, d.h. dass die re
hte Spannweiteder Funktion parallel zur Modalwertgerade ist. Eine vollständige Abbildung des E�ekteswürde es hingegen erfordern, dass zu negativen Spannweiten übergegangen werden kann.5.2.2 Modell mit genauen OutputsAls weiteren isolierten Ansatz betra
hten wir das Fuzzy-Modell, in dem umgekehrt dieInputs ungenau und die Outputs genau sind. Wir haben somit Fuzzy-Daten (X̃i, yi).Dieser Ansatz ist verglei
hbar mit dem klassis
hen Messfehlermodell der Regression. Derlineare Zusammenhang bildet ab, wie die X-Fehlerumgebungen mit den genauen Y zu-sammenhängen. Da Fuzzy-linearen Funktionen Fuzzy-Eingangswerte aufgrund des Er-weiterungsprinzips immer in Fuzzy-Werte abbilden, kann nur eine lineare Funktion mit
Y -Fehlerumgebungen als Bildwerten berü
ksi
htigt werden. Diese sollen mögli
hst gut andie reellwertigen yi angenähert werden. Wir approximieren entspre
hend die folgendenFuzzy-lineare Funktionen:

Ỹ (y) = a0 ⊕ a1 ⊙ X̃.Die Notation Ỹ (y) soll verdeutli
hen, dass der Zusammenhang nur zu unbekannten, �vir-tuellen� Fehlerumgebungen der genauen Beoba
htungen yi besteht, au
h wenn die Appro-ximation die Abstände zu den Eingangswerten minimiert.Die Lösung der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression kann für die Metrik δ2 in ges
hlos-sener Form bere
hnet werden. Dabei ist wegen der einges
hränkten Linearität der Aus-wertungsfunktionale χX̃1,...,X̃n
auf R zwis
hen dem Fall mit positiven und mit negativenSteigungsparameter a1 zu unters
heiden, wie in Abs
hnitt 3.1.2 dargestellt wurde.1. Fall: Für a1 ≥ 0 gilt mit Satz A.5 in Anhang A.1, dass

∑
i

δ22(yi, a0 ⊕ a1 ⊙ X̃i) =∑
i

(yi − a0 − a1σX̃i
)2 +∑

i

δ22(0, a1X̃○i ) (5.6)
=∑

i

(yi − a0 − a1σX̃i
)2 + a21∑

i

δ22(0, X̃○i ),wobei X̃○i = X̃i ⊖ σX̃i
, die im Steiner-Punkt σX̃i

zentrierte Fuzzy-Menge ist.Wir setzen nun q = ∑i δ
2
2(0, X̃○i ). O�ensi
htli
h gilt q ≥ 0.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den DatenAus (5.6) erhalten wir die folgenden Normalenglei
hungen:
∂a0 = −2n(ȳ⋅ − a0 − a1σ̄X̃⋅), (5.7)
∂a1 =∑

i

2(yi − a0 − a1σX̃i
)(−σX̃i

) + 2qa1. (5.8)Setzen wir nun ∂a0 glei
h 0, so folgt
a0 = ȳ⋅ − a1σ̄X̃⋅.Eingesetzt in (5.8) ergibt si
h daraus
∂a1 = 2[(q +∑

i

(σX̃i
− σX̃⋅)2)a1 −∑

i

(yi − ȳ⋅)(σX̃i
− σX̃⋅)]. (5.9)Insgesamt erhalten wir folgli
h als Fuzzy Kleinste Quadrate-Lösung unter der Bedingung,dass a1 ≥ 0:

â1 = ∑i(yi − ȳ⋅)(σX̃i
− σX̃⋅)

q +∑i(σX̃i
− σX̃⋅)2 =

1
n ∑i(yi − ȳ⋅)(σX̃i

− σX̃⋅)
q

n
+

1
n ∑i(σX̃i

− σX̃⋅)2 (5.10)und
â0 = ȳ⋅ − â1σX̃⋅. (5.11)2. Fall: Sei a1 < 0.Dann erhalten wir mit Satz A.8 auf S. 221, dass für alle 1 ≤ i ≤ n gilt
δ22(0, (a1X̃i)○) = a21 δ22(0, (−X̃i)○) = a21 δ22(0, X̃○i ).Für trianguläre Fuzzy-Zahlen Ã gilt darüber hinaus au
h, dass σ

−Ã = −σÃ. Dur
h Aus-re
hnen erhalten wir daher, dass die Approximationsparameter ebenfalls mit den Formeln(5.10) und (5.11) bestimmt werden können. Die Approximationsparameter â1, â2 könnenalso bei der defuzzi�zierten Regression mit ungenauen Inputs ni
ht dur
h eine klassis
heKleinste Quadrate-Approximation in den Steiner-Punkten bestimmt werden, wie im Fallmit genauen Inputs und Fuzzy-Outputs in Glei
hung (5.4). Stattdessen verringert si
h dieSteigung mit steigender Fuzziness der Inputs, die im Wert q gemessen wird.Mit dieser Bere
hnung können wir zeigen, dass der Steigungsparameter bei Fuzzy-Daten
(X̃i, yi) mit triangulären X̃i im Betrag immer kleiner oder glei
h dem Kleinste Quadrate-Wert ohne Nebenbedingungen ist. Diamond und Körner [1997℄ geben die folgenden Formel
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Datenzur Bere
hnung der optimalen Steigungsparameter ohne Nebenbedingungen an16
ˆ̂a1 = CXY

CXX

(5.12)wobei
CXX = c(x,x) + ∣∣R∣∣22c(rX , rX) + ∣∣L∣∣22c(lX , lX) + 2[∣∣R∣∣1c(x, rX) − ∣∣L∣∣1c(x, lX)]
CXY = c(x, y) + ∣∣R∣∣22c(rX , rY ) + ∣∣L∣∣22c(lX , lY )

+ ∣∣R∣∣1[c(x, rY ) + c(rX , y)] − ∣∣L∣∣1[c(x, lY ) + c(lX , y)]wobei c(⋅, ⋅) de�niert ist wie auf S. 164. Bei triangulären Fuzzy-Mengen ist ∣∣R∣∣22 = ∣∣L∣∣22 = 1
6und ∣∣R∣∣1 = ∣∣L∣∣1 = 1

4
.Damit erhalten wir, dass für reellwertige yi gilt

CXY = 1

n
∑
i

(yi − ȳ⋅)(σX̃i
− σX̃⋅)und

CXX = [ q
n
+
1

n
∑
i

(σX̃i
− σX̃⋅)2] − [ 548rX⋅

2
+
1

8
rX⋅lX⋅ +

5

48
lX⋅

2].und folgli
h ∣â1∣ ≤ ∣ˆ̂a1∣.

16Vgl. Diamond und Körner 1997, S. 18�.
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0 2 4 6 8 10Abbildung 5.8: Modell mit genauen Outputs und einfa
hem systematis
hen Fehler (s2 = 0.3)Legende: �wahre� Werte (*), fehlerhafte Beoba
htungen (○), �wahre� Gerade ( ), Modalwerteapproximation ( ), Endwerteapproximation( ), Fuzzy-Approximation ( )

175



5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten�wahre� Werte Modalwerte Endwerte Fuzzy-Daten
a0 1.6377 1.5928 1.7304 1.6542
a1 0.3175 0.3107 0.3024 0.3078Tabelle 5.4: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit genauen Outputs und ein-fa
hem systematis
hen FehlerIn Abbildung 5.8 ist ein Fallbeispiel mit genauen Outputs und einfa
hem systemati-s
hen Fehler in den Inputs zu sehen. Der �ex post� bestimmte systematis
he Fehler be-trägt ψ⋅ = 1

n ∑i(xi−x∗i ) = 0.28361. Die Parameter der Ben
hmark-Approximationen sind inTabelle 5.4 zusammengefasst. Dabei nähert die Modalwerteapproximation den �wahren�Steigungsparameter am besten an, ist aber im Verglei
h zu den anderen Ben
hmark-Geraden am stärksten na
h unten vers
hoben. Das entspri
ht im wesentli
hen dem E�ekteiner konstanten Vers
hiebung aller X-Werte um den Betrag des systematis
hen Fehlersna
h re
hts. Die Endwerteapproximation hat den am weitesten abwei
henden Steigungs-parameter, der am kleinsten ausfällt, wie es aufgrund der Attenuation bei variierendenFehlerein�üssen � in diesem Fall dem linken und re
hten Rand der Trägermenge � zuerwarten ist, die in Abs
hnitt 2.2.2 bes
hrieben ist. Die Fuzzy-Approximationsgerade liegtzwis
hen Modalwerte- und Endwerteapproximation. Dur
h einen We
hsel zu den alterna-tiven Fuzzy-Metriken kann in diesem Fehlerszenario eine Verbesserung der Steigungspara-meter errei
ht werden. Dies ist damit zu erklären, dass beide ein gröÿeres Gewi
ht auf dieModalwerte der Fuzzy-Daten legen und daher die Approximationsfunktion stärker zurModalwerteapproximation ziehen. Im Verglei
h zu den Datensätzen ohne zufällige Stö-rungen fallen die Fehlere�ekte bei Datensätzen mit zufälligen Störungen in den �wahren�Werten ans
heinend in etwas abges
hwä
hter Form aus.Bei man
hen Datenbeispielen, die für dieses Fehlerszenario erzeugt wurden, fällt ab-wei
hend zu hier die Modalwerteapproximation steiler aus als die �wahre� Gerade,17 den-no
h liefert der Steigungsparameter der Modalwerteapproximation in der Regel die besteAnnäherung an die �wahre� Steigung. Insgesamt wirken si
h bei der Approximation derBen
hmark-Geraden sowohl der �konstante� systematis
he Fehler ψ⋅ als au
h die vari-ierenden Fehler aus, die ψ⋅ überlagern. Dies lässt si
h anhand der klassis
hen Modellemit Fehler in den Variablen, die in Abs
hnitt 2.2.2 dargestellt wurden, gut erklären: derAnteil des additiven, deterministis
hen Fehlers, der in etwa ψ⋅ entspri
ht, führt zu einernegativen Vers
hiebung des A
hsenabs
hnitts im Verglei
h zur �wahren� Approximati-onsgeraden und die variierenden Fehleranteile � die aufgrund der Konstruktion in derSumme vers
hwinden � führen bei der positiven Steigung des Zusammenhangs zu einer17Dies ist auf Abhängigkeiten zwis
hen den Fehlerein�üssen mit den �wahren� Werten zurü
kzuführen.Etwa tri�t eine steilere Verzerrung bei der Modalwertgeraden häu�g mit einer negativen deskriptivenKovarianz der Fehlers
hwankungen mit den �wahren� Werten zusammen. Dies ist aber ni
ht hinrei
hend.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den DatenVerzerrung des Steigungsparameters na
h unten. Die Fuzzy-Approximation bildet hier-bei einen Kompromiss zwis
hen der Modalwerte- und der Endwerteapproximation undreagiert robuster auf eine Veränderung in der Modellierung der Fehlerintervalle bzw. derModalwerte.Aus der Approximationsfunktion kann rü
kwirkend eine virtuelle Fehlerumgebung fürdie yi bere
hnet werden, die ausdrü
kt, wel
he Fuzziness des Datenpunktes zum selbenApproximationsergebnis geführt hätte. Seien dazu â0, â1 die Lösungsparameter der Ap-proximation. Wir unterstellen, dass die virtuelle Fehlerumgebung Ỹ R
i von yi die folgendeGestalt hat

Ỹ R
i (yi) = â0 ⊕ â1X̃i ⊕ hyi .Die virtuelle Fehlerumgebung soll das Residuum in yi reproduzieren, d.h. es soll gelten
δ22(yi, â0 ⊕ â1X̃i) = δ22(Ỹ R

i (yi), â0 ⊕ â1X̃i).Dies ist dann der Fall, wenn gilt
h2yi = δ22(yi, â0 ⊕ â1X̃i).Das Vorzei
hen von hyi kann gemäÿ einer passenden Ordnungsrelation auf Fuzzy-Mengenbestimmt werden. Wir wählen das Vorzei
hen entspre
hend dem Vorzei
hen von yi −

σâ0⊕â1X̃i
, da der Steiner-Punkt einer Fuzzy-Menge Ã die Eigens
haft hat, dass er denAbstand zu Ã minimiert, vgl. Satz A.8.
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5RegressionmitFuzzy-FehlernindenDaten
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hen FehlerLegende: �wahre� Werte (*), fehlerhafte Beoba
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den DatenDie Fuzzy-Approximationsgerade ist, anders als bei den bekannten reellwertigen Funk-tionen, ni
ht identis
h mit dem Funktionsgraphen, sondern repräsentiert die Abbildungs-vors
hrift für beliebige Fuzzy-Mengen aus F nob
coc (R) als Inputs dur
h eine Fuzzy-Relation.Abbildung 5.9 zeigt die Fuzzy-Approximationswerte in den X̃i, in denen die Genauig-keit der yi vers
hwimmt. Auÿerdem sind dort die virtuellen Fehlerumgebungen in yi ein-gezei
hnet. Da die Modalwerte der virtuellen Fehlerumgebungen im allgemeinen ni
htmit yi übereinstimmen sind diese gesondert hervorgehoben, sie kennzei
hnen gemäÿ demBere
hnungsverfahren gerade den Residualabstand von der Approximationsgeraden. DieBildwerte â0⊕ â1⊙X̃i überde
ken in allen Punkten die �wahre� Gerade. Der �wahre� Wert

y∗i ist im allgemeinen aber ni
ht Element des zugehörigen Fuzzy-Approximationswertes.Darüber hinaus ist au
h die Projektion des �wahren� Wertes auf den �wahren� Zusam-menhang ni
ht notwendig im Fuzzy-Approximationswert enthalten.18

18Dies ist u.a. au
h abhängig von der Qualität der Fehlerbes
hreibung dur
h die Fuzzy-Daten, sowohlglobal als au
h im betre�enden individuellen Fuzzy-Merkmalswert.
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5RegressionmitFuzzy-FehlernindenDaten
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten�wahre� Werte Modalwerte Endwerte Fuzzy-Daten
a0 1.3788 1.0715 1.2624 1.1678
a1 0.3102 0.3644 0.3309 0.3476Tabelle 5.5: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit korrelierten FehlernIn Abbildung 5.10 sind die Ergebnisse der Fuzzy-Approximation bei Fuzzy-Inputs mitkorrelierten Fehlern dargestellt. Hier hat umgekehrt die Modalwerteapproximation diegröÿte Steigung, die am weitesten von der �wahren� Steigung abwei
ht, und die End-werteapproximation nähert den �wahren� Zusammenhang am besten an.19 Die Güte derEndwerteapproximation ist vermutli
h dadur
h zu erklären, dass die Spannweite, in derder �wahre� Wert liegt im Verglei
h zur gegenüberliegenden Spannweite lang ist, so dass dieKombination der Endpunkte in Ri
htung einer Korrektur zieht.20 Die Fuzzy-Approxima-tion liegt zwis
hen den reellwertigen Approximationen der fehlerhaften Werte. Mit diesemBeispiel lässt si
h gut illustrieren, dass Modalwerte- und Endpunkteapproximation im uni-variaten Fall tatsä
hli
h extreme Fälle markieren, zwis
hen denen die Kleinste QuadrateFuzzy-Approximation einen Kompromiss bildet. Die Übersi
ht der Approximationspara-meter aus Abbildung 5.10 in Tabelle 5.5 verdeutli
ht diesen Zusammenhang.

19Das Bild ist typis
h für das Modell mit korrelierten Fehlern in X .20Leider sind die vorgeführten Beispiele ni
ht so gut geeignet, um zu zeigen, das dieser E�ekt ni
htwesentli
h dur
h die Attenuation induziert ist. Dies ist dem Interesse ges
huldet, die Bespiele so auszu-wählen, dass die E�ekte si
h bei der Zusammenführung der Betra
htungen in Abs
hnitt 5.2.3 für Datenmit fehlerhaften Inputs und Outputs gegenseitig ni
ht kompensieren. Tatsä
hli
h ist die Steigung derEndwerteapproximation aber au
h in sol
hen Fehlerszenarien am besten, in denen eine negative Korre-lation der Beoba
htungsfehler mit den �wahren� Werten vorliegt, d.h. wenn in Glei
hung (5.1) gewähltwird cx = 0.4 > 0. Dort führt die Endwerteapproximation entgegen der allgemeinen Attenuation zu einerErhöhung der Steigung.
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5RegressionmitFuzzy-FehlernindenDaten
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten�wahre� Werte Modalwerte Endwerte Fuzzy-Daten
a0 1.3788 1.0715 1.8033 1.4991
a1 0.3102 0.3644 0.2305 0.2867Tabelle 5.6: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit genauen Outputs und kor-relierten Fehlern und bei Überstre
kung der Spannweiten um den Faktor 4Ein interessanter E�ekt entsteht, wenn die linken und re
hten Spannweiten des Daten-satzes um den Faktor 4 verlängert werden, um einen Datensatz mit sehr ungenauen Datenzu erzeugen. Wenn also die folgenden Transformationen dur
hgeführt werden

l′Xi
= 4 lXi

sowie r′Xi
= 4 rXi

.Wie Abbildung 5.11 zeigt, ist in diesem Fall wieder die Endwerteapproximation am un-günstigsten. Hingegen kommt der Steigungsparameter der Fuzzy-Approximation dem des�wahren� Zusammenhangs am nä
hsten. Die Modalwerteapproximation ändert si
h auf-grund der Konstruktion gegenüber dem ni
ht-transformierten Datensatz ni
ht. O�enbargelingt es hier dur
h die Fuzzy-Daten den Verzerrungse�ekt der Modalwerte dur
h dieBreite und die Gewi
htung dur
h die Spannweiten auszuglei
hen, wobei glei
hzeitig dererhöhte E�ekt der Attenuation dur
h die starke Wertung der Modalwerte unterbundenwird. Insbesondere führt die Datentransformation im Bezug auf die Qualität der Fuzzy-Modellierung dazu, dass der �wahre� Wert relativ näher an den Modalwert rü
kt. DieApproximationsparameter werden in Tabelle 5.6 dargestellt. Das Approximationsergebnisfür die Fuzzy-Daten kann bei diesem Datenbeispiel bei Verwendung von δH so verbessertwerden, dass die Fuzzy-Approximation nahezu mit der �wahren� Geraden zusammenfällt:
aH0 = 1.0594, aH1 = 0.3122. Die Verwendung von δG führt hingegen zu einem s
hle
hterenErgebnis. Wird ein einzelner Ausreiÿer dadur
h erzeugt, dass nur bei einem Wert dieSpannweiten verändert wird, dann reagiert die Endwerteapproximation stärker als dieFuzzy-Approximation.Insgesamt zeigen die untersu
hten Fallbeispiele, dass die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression, mit der bei genauen Outputs auss
hlieÿli
h ein defuzzi�zierter Zusammenhangangepasst werden kann, unter den Ben
hmarkvarianten nur im Ausnahmefall das besteErgebnis liefert. Glei
hzeitig wird deutli
h, dass die Modalwerteapproximation und dieEndwerteapproximation für die bisher betra
hteten Fehlerszenarien tatsä
hli
h geeigneteBen
hmarks darstellen, die das Variationsspektrum der Fuzzy-Regression markieren. Da-bei nimmt die Fuzzy-Regression die Funktion eines Kompromisses an, der eine Mis
hungzwis
hen den extremen Ansätzen darstellt. Insbesondere weist die Fuzzy-Regression einegröÿere Robustheit gegenüber Änderungen in der Fehlermodellierung auf, dies allerdingszu dem Preis, dass die alternativen Methoden im Einzelfall zu einer besseren Lösung kom-
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Datenmen. Zudem ist der Korrekture�ekt einer Fuzzy-Regression umso geringer, je stärker dieFehler in den Daten von einem deterministis
hen Anteil dominiert sind.5.2.3 Modell mit fehlerhaften In- und OutputsWenn unter den Inputs die Messwerte für ein Merkmal nur ungenau vorliegen und au
hdie Outputs ungenau vorliegen, sind Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi) zu berü
ksi
htigen. Der lineareZusammenhang bildet dann ab, wie die Fehlerumgebungen der exogenen Merkmale mitden Fehlerumgebungen der endogenen Merkmale zusammenhängen. Da es si
h hierbei umdie Zusammenführung der beiden vorhergehenden Modelle handelt, erhalten wir zunä
hstallgemein den Funktionsansatz:
Ỹ = Ã0 ⊕ Ã1 ⊙ X̃.Eine te
hnis
he S
hwierigkeit besteht allerdings darin, dass das Produkt Ã1⊙X̃ keine LR-Fuzzy-Menge mehr ist und die Metrik daher alternativ bere
hnet werden muss. Darüberhinaus ist diese Bere
hnung erhebli
h ers
hwert, wenn der Support eines Steigungspa-rameters 0 enthält, d.h. 0 ∈ Ã1, weil dann gemäÿ Satz 2.19 die Multiplikation für die

α-Niveaus unters
hiedli
h zu bere
hnen ist, je na
hdem ob aL(α) ≥ 0, aL(α) < 0 < aR(α)oder aR(α) < 0.21 Fuzzy-Steigungsparameter sind vor allem dann angebra
ht, wenn dieUngenauigkeitsumgebungen der Ỹi in i tendenziell linear wa
hsen. Bei vielen Datensät-zen ist ein sol
hes Wa
hstum in der Ungenauigkeit aber verna
hlässigbar. Au
h bei densimulierten Daten mit korrelierten Fehlern wie in Abbildung 5.6 liegt kein eindeutigesmonotones Wa
hstum der Datenungenauigkeiten in Y vor, so dass au
h in einer sol
henSituation ein Ansatz mit reellwertigen Steigungsparametern begründet werden kann.Wir bes
hränken uns hier daher auf den vereinfa
hten Ansatz22
Ỹ = Ã0 ⊕ a1 ⊙ X̃.Daneben kann hier ähnli
h wie in Abs
hnitt 5.2.1 au
h eine vollständig defuzzi�zierte21In der Literatur wird vers
hiedentli
h diskutiert, ob ein Steigungsparameter mit Element 0 überhauptals sinnvoll anzusehen ist, da ein sol
her als �ungefähr 0� interpretiert werden kann und somit der Glei
hungnur �zusätzli
he Uns
härfe� hinzufüge. Insbesondere bei den metris
hen Ansätzen ist diese Argumentationm.E. ni
ht sti
hhaltig, da es hier um die bestmögli
he Approximation der Abbildungsrelation zwis
hen Xund Y geht.22Die vereinfa
hte Fuzzy-Modellfunktion ist in Abs
hnitt 3.3.2, S. 111 de�niert. Gemäÿ Bemerkung 3.7kann Ã0 als zusätzli
he Grunduns
härfe gegenüber einer einfa
hen linearen Abbildung von Fuzzy-Werteninterpretiert werden.

184



5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den DatenModellfunktion angepasst werden, d.h.
Ỹ = a0 ⊕ a1 ⊙ X̃.Als wi
htige Ben
hmarks werden zudem die Kleinste Quadrate-Regression in den Steiner-Punkten der Fuzzy-Daten (σX̃i

, σỸi
) sowie Fuzzy-Regressionen in den Randdaten (ξi, Ỹi)bzw. (X̃i, ζi) betra
htet, wobei ξi ∈ supp(X̃i) und ζi ∈ supp(Ỹi). Als markante Punkte für

ξi und ζi werden im Folgenden die Steiner-Punkte herausgegri�en. Die Steiner-Punktekönnen aus den Fuzzy-Daten abgeleitet werden und zudem rü
ken sie die Approximatio-nen auf das Lageniveau der Fuzzy-Approximation, wie in den isolierten Betra
htungen inden Abs
hnitten 5.2.1 und 5.2.2 herausgearbeitet wurde.
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hmarkingLegende: �wahre� Werte (*), fehlerhafte Beoba
htungen bzw. Modalwerte der Fuzzy-Daten (○), Fuzzy-Beoba
htungen (�), �wahre� Gerade( ), Modalwerteapproximation ( ), Endwerteapproximation ( ), Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation ( )
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5RegressionmitFuzzy-FehlernindenDaten
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten�wahre� Werte Modalwerte Endwerte Fuzzy-Daten
a0 1.5397 1.3442 1.4693 (1.3689; 0,0.2376)L
a1 0.3048 0.2996 0.2895 0.2998Tabelle 5.7: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit Fuzzy Daten und mit ein-fa
hem systematis
hen Fehler und Fuzzy Ã0 � Ben
hmarkingZunä
hst werden wieder einige Datenbeispiele mit einfa
hen systematis
hen Fehlernin X und Y vorgeführt. Ähnli
h wie au
h s
hon in den Szenarien mit genauen Inputsbzw. genauen Outputs ist au
h hier die Endwerteapproximation insgesamt die s
hle
h-teste Approximation.23 Mit der Modalwerte- und der Fuzzy-Approximation wird eineähnli
he Steigung bestimmt, die nah an der �wahren� Steigung liegt. Allerdings ist derA
hsenabs
hnitt der Modalwerteapproximation deutli
h niedriger als bei der �wahren�Approximation. Hingegen wird bei der Fuzzy-Approximation ein Korridor zur re
htenSeite hin aufgespannt, der die �wahre� Gerade enthält, wie in Abbildung 5.13 ersi
htli
hist. Dabei spiegelt si
h in der Fuzziness von Ã0 wieder, dass die breiten linken Spannweitender X̃i mit s
hmalen linken Spannweiten der Ỹi verknüpft sind und die s
hmalen re
htenSpannweiten der X̃i mit breiten re
hten Spannweiten der Ỹi.

23Die Nähe zwis
hen der Endwerteapproximation und der �wahren� Gerade ändert si
h bei diesem Szena-rio, wenn statt der Modalwerte der Ỹi die Steiner-Punkte, die ebenfalls zusammen mit den Fuzzy-Wertenvorliegen, als repräsentative Punkte gewählt werden. Die Steigung wird dadur
h aber ni
ht wesentli
hbeein�usst.
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5RegressionmitFuzzy-FehlernindenDaten
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten�wahre� Fuzzy- defuzz. genaue genaueWerte Modell Modell Inputs Outputs
a0 1.5397 (1.3689; 0,0.2376)L 1.4209 (1.3743; 0.1195,0.3178)L 1.4358
a1 0.3048 0.2998 0.3012 0.3007 0.2985Tabelle 5.8: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit Fuzzy Daten und mit ein-fa
hem systematis
hen Fehler � Verglei
h mit dem defuzzi�zierten Modellund den RandapproximationenIm Verglei
h der Fuzzy-Approximation mit der defuzzi�zierten Fuzzy-Regression undden Randapproximationen mit genauen Inputs bzw. genauen Outputs kommt insgesamtdie defuzzi�zierte Anpassung der �wahren� Gerade am nä
hsten. Hierbei unters
heidensi
h die Steigungsparameter der Fuzzy-Ansätze nur graduell, wie Tabelle 5.8 zeigt. Au
hdie einfa
he Kleinste Quadrate-Approximation zu den Steiner-Punkten entspri
ht im we-sentli
hen den Verglei
hsergebnissen: a0 = 1.4238 und a1 = 0.3007, wobei a1 wie in Ab-s
hnitt 5.2.1 identis
h mit der Steigung bei Approximation mit genauen Inputs ist. Die bei-den reellwertigen Approximationsfunktionen sind nahezu de
kungsglei
h, ebenso sind dieModalwertgeraden der Fuzzy-Approximationsfunktionen in Abbildung 5.14 kaum zu un-ters
heiden. Die Berü
ksi
htigung einer Fuzziness der Approximationsfunktion bildet denEin�uss der Modalwerte deutli
her ab und s
hlieÿt die �wahre� Gerade in der Trägermen-ge ein. Bei Unterstellung von reellwertigen Inputs ergibt si
h im Unters
hied zum Fuzzy-Modell bei Fuzzy-Inputs eine Approximation mit positiver linker und re
hter Spannweite,da au
h die linken Spannweiten der Ỹi eine Zunahme der Fuzziness darstellen.
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1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0 2 4 6 8 10Abbildung 5.15: Modell mit Fuzzy-Daten und korreliertem Fehler: Ben
hmarkingLegende: �wahre� Werte (*), fehlerhafte Beoba
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten�wahre� Werte Modalwerte Endwerte Fuzzy-Daten
a0 1.6175 0.9237 1.1048 (1.1292; 0.0822,0.0924)L
a1 0.2678 0.4064 0.3700 0.3636Tabelle 5.9: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit Fuzzy Daten und mit kor-reliertem Fehler und Fuzzy Ã0 � Ben
hmarkingIm zweiten Fehlerszenario mit korreliertem Fehler in den Daten wei
ht die Modalwer-teapproximation am stärksten von der �wahren� Gerade ab, wie in Tabelle 5.9 zu sehenist. Demgegenüber liegen die Modalwertgerade der Fuzzy-Approximation und Endwer-teapproximation nahe beisammen, wobei als markante Punkte für die Endwerteappro-ximation zunä
hst gemäÿ den Vorüberlegungen in Abs
hnitt 5.1.2 die Modalwerte von

Ỹi gewählt wurden. Falls stattdessen Steiner-Punkte als markante Punkte der Ỹi gewähltwerden, wird die Endwerteapproximation näher an die �wahre� Gerade gedreht, so dass siezur besten Annäherung im Verglei
h mit den Ben
hmarkapproximationen wird. Dies istkonsistent mit der S
hlussfolgerung in Abs
hnitt 5.2.2, dass im gewählten Fehlerszenariodie Fehler in den Messdaten in den Steiner-Punkte gut korrigiert werden.
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htenFuzzy-Approximation bei genauen Inputs σX̃i
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( )
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Daten�wahre� Fuzzy- defuzz. genaue genaueWerte Modell Modell Inputs Outputs
a0 1.6175 (1.1292; 0.0822,0.0924)L 1.1248 (1.1298; 0.1953,0.1924)L 1.1391
a1 0.2678 0.3636 0.3650 0.3641 0.3620Tabelle 5.10: Approximationsparameter des Datenbeispiels mit Fuzzy Daten und mitkorreliertem Fehler � Verglei
h mit dem defuzzi�zierten Modell und denRandapproximationenBeim Verglei
h mit dem defuzzi�zierten Modell und den Randapproximationen lassensi
h keine wesentli
hen Unters
hiede identi�zieren. Au
h hier hat die einfa
he KleinsteQuadrate-Approximation an die Steiner-Punkte dieselbe Steigung wie die Approximationbei genauen Inputs: a0 = 1.1291 und a1 = 0.3641. Die Spannweite der Fuzzy-Approximationfällt im Verglei
h zum Modell mit genauen Outputs s
hmal aus, da die ein�ieÿende Fuz-ziness in den X̃i ni
ht zusätzli
h dur
h die Abbildungsvors
hrift zu generieren ist (vgl.Abbildung 5.10 bzw. Tabelle 5.10 in diesem Abs
hnitt).Endwerte Fuzzy-Daten defuzz. Modell

a0 a1 a0 a1 a0 a1

X-Dehnung 1.6248 0.2642 1.3891 0.3116 1.3891 0.3116
Y -Dehnung 1.1048 0.3700 (1.5096; 0.6926,0.6915)L 0.2842 1.4540 0.2958
XY -Dehnung 1.6248 0.2642 (1.6823; 0.4722,0.4966)L 0.2482 1.5733 0.2724Tabelle 5.11: Approximationsparameter des Beispieldatensatzes bei Dehnung der Spann-weiten der Fuzzy-Werte um den Faktor 4Die Veränderungen dur
h eine Überstre
kung der Spannweiten um das 4-fa
he wurdewieder anhand des Fallbeispiels mit korrelierten Fehlern in Abbildung 5.15 untersu
ht.24Die Ergebnisse für die Parameterwerte sind in Tabelle 5.11 dargestellt. Wie die Zusammen-stellung der Approximationsparameter für alle Überstre
kungsvarianten zeigt, führt eineDehnung der Daten in der X-Ri
htung, ähnli
h wie bei den Modellen mit genauen Out-puts, zu einer �a
heren Steigung der Endwerteapproximation, die damit die �wahre� Ge-rade besser approximiert, wohingegen die Fuzzy-Approximation ihre Steigung nur wenigändert. Die defuzzi�zierte Approximation ist hier identis
h mit der Fuzzy-Approximation,da die X-Spannweiten die Y -Spannweiten deutli
h übersteigen.Bei Dehnung der Fuzzy-Werte in Y -Ri
htung ändert si
h die Endwerteapproximationgegenüber dem Ausgangsdatensatz ni
ht. Die Modalwertgerade der Fuzzy-Approximationapproximiert die �wahre� Gerade re
ht gut. Dabei vergröÿert si
h die Spannweite um24Bei den Datensätzen mit einfa
hen systematis
hen Fehlern kommt es nur zu den o�ensi
htli
hen Ef-fekten.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Datenetwa das 7-fa
he.25 Die Approximation des defuzzi�zierten Modells fällt steiler als dieFuzzy-Approximation aus. Insgesamt wirkt si
h hier o�enbar aus, dass die Intervallend-werte eine gute Korrektur der fehlerhaften Messwerte darstellen. Bei einer Kombinationder Dehnungen in X- und Y -Ri
htung liegt die defuzzi�zierte Fuzzy-Approximation nä-her an der �wahren� Gerade als das vereinfa
hte Fuzzy-Modell. Die Steigung der Fuzzy-Approximation ist sogar �a
her als die �wahre� Gerade.Dur
h die Überstre
kung erhalten die Endwerte im Verhältnis zu den Modalwerten derFuzzy-Daten ein höheres Gewi
ht. Aufgrund der Besonderheit in der Konstruktion derFuzzy-Fehlerszenarien, dass die Modalwerte identis
h mit den fehlerhaften Beoba
htun-gen sind, wird v.a. bei den Szenarien mit korrelierten Fehler eine Verbesserung in derApproximation errei
ht. Dies wird bei der Endwerteapproximation besonders deutli
h.Einen Korrekture�ekt für den korrelierten Fehler in den Modalwerte bei einer Überstre-
kung gibt es sowohl in X- als au
h in Y -Ri
htung. Die Korrekture�ekte wirken aufgrundder gewählten Konstruktion der Fehlerszenarien in dieselbe Ri
htung und bei einer Ver-längerung in X- und Y -Ri
htung addieren sie si
h au
h zu einem gewissen Anteil.5.3 Ergebnisse und InterpretationDie vorgestellten Fallbeispiele zeigen, dass mit der Fuzzy-Regression in fast allen unter-su
hten Fällen ein günstigerer Steigungsparameter ermittelt wird als mit der Modalwer-teapproximation, die die fehlerhaft gemessenen Werte ohne Korrekturen berü
ksi
htigt.Die Endwerteapproximation als das entgegengesetzte Ben
hmark stellt hingegen ein eherarti�zielles Beispiel dar, bei dem ausgenutzt wird, dass die Berü
ksi
htigung der End-punkte des Fehlerintervalls bei positiver Steigung des ursprüngli
hen Zusammenhangs inder Regel zu einer geringeren als der tatsä
hli
hen Steigung führt. Wie die Fallbeispielemit korreliertem Fehler zeigen, ist diese einfa
he Interpretation der Endwerteapproxima-tion ni
ht immer zu halten, da einerseits die Fehlerbewertung bei der Konstruktion derFuzzy-Daten und andererseits Korrelationen in den fehlerhaften Beoba
htungen si
h dar-in auswirken. Die Eignung als Ben
hmark begründet si
h daher im Rü
kbli
k vor allemaufgrund der geometris
hen Eigens
haft, Approximationsgerade der Endpunkte der Trä-germengen X̃i zu sein.Als weitere Ben
hmark hat si
h im Laufe der Untersu
hungen die Kleinste Quadrate-Approximation an die Steiner-Punkte σX̃i
bzw. σỸi

herauskristallisiert, da sie sehr nah25Dieses Verhalten ist erklärungsbedürftig: Erwarten würde man zunä
hst etwa das 4-fa
he, da re
hteund linke Spannweiten der Ỹi jeweils um den Faktor 4 steigen. Der Wa
hstumsfaktor entsteht vermutli
hdadur
h, dass die Spannweiten na
h auÿen hin s
hnell wa
hsen und bei Multiplikation des Dehnungsfaktorsdie langen Spannweiten entspre
hend vervielfa
ht werden und si
h infolgedessen stärker auswirken.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Datenbei der defuzzi�zierten Approximation liegt. Im Fall mit genauen Inputs sind die beidenApproximationen identis
h, im Fall mit genauen Outputs zeigt Glei
hung (5.10) auf Seite173, dass die Steigung der defuzzi�zierten Gerade für e
hte Fuzzy-Daten immer kleinerist als bei der Steiner-Punkte-Approximation.26Die Ansätze der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression bewähren si
h unters
hiedli
hgut in den vers
hiedenen Fehlerszenarien. Insgesamt betra
htet, s
hneiden das verein-fa
hte und das defuzzi�zierte Modell ähnli
h gut ab, wenn man berü
ksi
htigt, dass imFall mit genauen Outputs alle untersu
hten Fuzzy-Ansätze zusammenfallen. Es ist zukonstatieren, dass der defuzzi�zierte und der vereinfa
hte Fuzzy-Ansatz den verborgenen�wahren� Zusammenhang zufriedenstellend approximieren und zwar in dem Sinne, dassdie Approximationsgeraden die �wahre� Gerade immer besser annähern als die Modalwer-teapproximation und si
h dabei im Rahmen der Grenzen bewegen, die in die Modellierungder Fuzzy-Daten einge�ossen ist. Es ers
heint daher zulässig, die defuzzi�zierte Approxi-mation bzw. die Modalwertgerade der vereinfa
hten Fuzzy-Approximation als plausiblenOrt für die verborgene �wahre� Gerade anzusehen. Die Plausibilitätsbewertung erhält al-lerdings dadur
h einen besonderen Charakter, dass sie si
h immer auf den funktionalenZusammenhang von Fuzzy-Fehlerumgebungen bezieht. Die Approximationsfunktionen er-s
heinen daher im Wesentli
hen als Kompromiss zwis
hen Modalwerteapproximation undEndwerteapproximation, der zu einer höheren Robustheit der Approximationsparametergegenüber Änderungen in den Daten verhilft. Dabei gilt die Robustheit sowohl im Bezugauf Änderungen in den fehlerbehafteten, reellwertigen Beoba
htungen, solange diese in-nerhalb der Trägermenge der Fuzzy-Daten verbleiben, als au
h im Bezug auf Änderungenin der Modellierung der Fuzzy-Daten, sofern diese den Steiner-Punkt nur wenig beein�us-sen. Hingegen ist die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression in verglei
hbarer Weise wie dieklassis
he Regressionsre
hnung sensitiv für Veränderungen in der Lage der Fuzzy-Werte,wenn diese zu einer wesentli
hen Transformation der Steiner-Punkte führt.Im Fall von Fuzzy-Daten mit genauen Outputs s
hneidet die defuzzi�zierte Appro-ximation, die identis
h mit der Modalwertgerade der vereinfa
hten Approximation ist,am besten ab. Dies gilt ebenfalls für die Fallbeispiele bei denen sowohl Inputs als au
hOutputs Fuzzy-Mengen sind. Bei dem Szenario mit korrelierten Fehlern ist die Abwei-
hung von der Fuzzy-Approximation aber nur gering. Die Anwendung des Fuzzy-Modellsmit Fuzzy-Steigungsparameter nimmt ein Sonderposition ein und wurde aus te
hnis
henGründen auf den Fall mit genauen Inputs bes
hränkt. Die Modalwertgerade wei
ht hierbeiin Ri
htung der Approximation über die fehlerhaften Messwerte von der defuzzi�ziertenApproximation ab. Falls eine der Spannweiten negativ ausfallen würde, wird dies dadur
h26Insbesondere im Fallbeispiel mit einfa
hen systematis
hen Fehlern hat die Steiner-Punkte-Approximation eine Steigung, die höher ist als die der �wahren� Gerade und als die der Modalwerteappro-ximation.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Datenkompensiert, dass ein �a
herer Steigungsparameter angepasst wird27. Stattdessen gibt dieFuzzy-Approximation Hinweise auf funktionale Tendenzen in der Modellierung der Fuzzy-Daten. Also beispielsweise: wie entwi
keln si
h die Relationen zwis
hen Modalwert, linkerund re
hter Spannweite im Verhältnis zum zugrundeliegenden funktionalen Zusammen-hang. Allerdings führen die Eins
hränkungen dur
h die Irreversibilität von Fuzziness dazu,dass die Interpretation der Entwi
klungstendenzen wenig intuitiv ers
heint. Die S
hwie-rigkeiten können anhand des Fallbeispiels in Abbildung 5.6 gut illustriert werden, beidem die linke Spannweite der Ỹi mit steigenden Werten wä
hst, wohingegen die re
hteSpannweite fällt. Dies führt zu einer vers
hwindenden linken Spannweite im A
hsenab-s
hnitt Ã0 ni
ht aber zu einer vers
hwindenden re
hten Spannweite, die re
hte Spannweitevers
hwindet stattdessen beim Steigungsparameter Ã1.Sowohl bei der Approximation eines Modells mit Fuzzy-Steigungsparameter als au
hbei der Approximation eines vereinfa
hten Fuzzy-Modells ist zu bea
hten, dass die Ap-proximationsfunktion nur in denjenigen Komponenten eine positive Spannweite aufweist,in denen die Fuzziness der abhängigen Variablen Y tendenziell gröÿer ist als die Fuzzinessder unabhängigen Variablen X . Wenn die Spannweiten proportional zur Steigung der Ap-proximationsgeraden zusammenhängen, kompensieren sie si
h, bei gröÿerer Spannweitein Y entsteht eine positive Spannweite.Defuzzi�zierte bzw. vereinfa
hte Fuzzy-Approximation und Fuzzy-Approximation kön-nen daher als komplementäre Anwendungen aufgefasst werden, wobei mit ersteren Aus-sagen über die plausible Lage der �wahren� Gerade getro�en und mit Hilfe von zweiteremTendenzen in der Bewertung und Konstruktion der Fuzzy-Daten hervorgehoben werdenkönnen. Bei einer sol
hen Anwendung sollte aber auf Methoden übergangen werden, diezumindest eine abnehmende Entwi
klung der Spannweiten abbilden können.Bei einem Vorliegen von Fehlern in den Variablen � d.h. im Fall von Fuzzy-Daten mitgenauen Outputs �, dem unsere besondere Aufmerksamkeit galt, s
hneidet die (defuzzi-�zierte) Fuzzy-Approximation, die hier mit den anderen Ansätzen zur Fuzzy-Regressionzusammenfällt, im Verglei
h mit den Ben
hmarks eher mittelmäÿig ab. Aufgrund der hö-heren Trägheit gegenüber Änderungen in den Eingangsdaten haben die Parameter derFuzzy-Approximation aber den Vorteil, dass sie robust sind. Demgegenüber s
heint si
hdie relative Performan
e beim Übergang zu den Fehlerszenarien mit Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi)zu verbessern. Insbesondere bei korrelierten Fehlern sind die Fuzzy-Ansätze eindeutig bes-ser als eine naive Regression, die die Fehlerein�üsse ni
ht berü
ksi
htigt. In diesem Fallerhalten wir bei der vereinfa
hten Approximation ni
ht mehr dieselbe Steigung wie imdefuzzi�zierten Modell. Die Güte der Approximation steigt insbesondere im Überstre-
kungsbeispiel, bei dem die Ungenauigkeit der Daten sehr ho
h wird und der Ein�uss desRands der Trägermenge relativ zum Modalwert ho
h ist.27Das ist natürli
h einfa
h die Auswirkung der Quadratis
hen Optimierung unter Nebenbedingungen.198



5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den DatenAnhand der verwendeten Ben
hmarks kann gut gezeigt werden, wel
hen Ein�uss dieModellierung der Fuzzy-Daten auf die Güte der Approximationen hat. Im Fall der ge-wählten Fehlerszenarien, bei denen die Modalwerte mit den fehlerbehafteten Messwertenidenti�ziert werden, ist das Verhältnis zwis
hen re
hter und linker Spannweite in denFuzzy-Daten die wesentli
he Ein�ussgröÿe für die Anpassungsgüte.28 Dies hängt mit derzentralen Rolle der Steiner-Punkte zusammen, die bei triangulären Fuzzy-Daten Z̃ dur
hTransformation der Modalwerte aus dem Gröÿenverhältnis zwis
hen den Spannweiten be-re
hnet wird: σZ̃ = z + ∣∣L∣∣1(rZ − lZ).Der Ein�uss der S
härfe der Fehlerabs
hätzung in den Fuzzy-Daten wurde bei korre-lierten Fehlern mit den Überstre
kungsbeispielen einges
hränkt erprobt. Demna
h kanndie Fuzzy-Approximation im Verglei
h mit den Ben
hmarks die beste Approximation sein.Allerdings wurde die Modalwerteapproximation von der Überstre
kung ni
ht berührt unddie Endwerteapproximation vers
hle
htert si
h. Ein besonderer Zusammenhang zwis
hender Fuzziness der Daten und der Güte der Approximation ist hingegen ni
ht zu erkennen.Der Grad der Fuzziness � bzw. umgekehrt die S
härfe der Abs
hätzung � ist somit fürdie Approximation nur mittelbar relevant. Denno
h ist es eine wesentli
he Information fürdie relative Güte der Approximationsfunktion, ob no
h weit entfernte Punkte der Feh-lerumgebungen in die Parameter ein�ieÿen. Die Approximation gilt gewissermaÿen nurzu einem gewissen Grad an Fuzziness. Kennzahlen über die Fuzziness bzw. die S
härfeder Fuzzy-Daten sind daher eine wi
htige Zusatzinformation bei der Interpretation derKleinste Quadrate Fuzzy-Regression.Bei einer vorliegenden Eins
hätzung darüber, wie nah die Modalwerte der Fuzzy-Datenin der Gesamtbetra
htung bei den �wahren� Werten liegen, können ungünstige E�ekteggf. dur
h die Wahl einer geeigneten Bertoluzza-Metrik korrigiert werden, die den Kom-promiss zwis
hen Modalwerten und Endwerten gewi
htet. Im Fall der verwendeten Feh-lerszenarien, in denen der Modalwert eindeutig fals
h ist, wäre es evtl. sinnvoll zu einerBertoluzza-Metrik überzugehen, die kein Gewi
ht auf eine Umgebung der Modalwertelegt.Mit den Fehlerszenarien, die für das Ben
hmarking konstruiert wurden, sollten einfa
hesystematis
he Fehler und korrelierte Fehler exemplaris
h untersu
ht werden. Aus diesemGrund wurden die Generierungsalgorithmen so einfa
h wie mögli
h angelegt und solltenmögli
hst plakativ sein. Die Fuzzy-Modellierung der Fehlerszenarien sollte einerseits ty-pis
he Messfehler wiedergeben und andererseits au
h eine typis
he Fuzzy-Modellierungbes
hreiben, mit der man eine entspre
henden Mess-Situation abbilden könnte. Es ist28Tatsä
hli
h ma
ht die Bere
hnungsformel für die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression deutli
h, dassdie Korrelationen zwis
hen linken und re
hten Spannweiten und die Korrelationen der Spannweiten mitden Modalwerten für die Bere
hnung des Steigungsparameters relevant sind. Vgl. Diamond und Körner1997, S. 18f.
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5 Regression mit Fuzzy-Fehlern in den Datenfestzustellen, dass die klassis
hen Ben
hmark-Approximationen auf die Fehlere�ekte soreagieren, wie es aufgrund der theoretis
hen Überlegungen zu erwarten war.29 In diesemSinne können die beiden Fehlerszenarien als stimmig betra
htet werden.Allerdings konnten bei den einfa
hen, systematis
hen Fehlern auÿer der Translationdur
h den deterministis
hen Anteil ψ⋅ nur geringe E�ekte in den Ben
hmarkgeraden beob-a
htet werden. Diese sind auf die variierenden Fehleranteile in den Modalwerten zurü
kzu-führen. Insgesamt ers
heint die Konstruktion von unbekannten, systematis
hen Ein�üssenno
h zu stark von klassis
hen Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen induziert zu sein, da dieKonstruktion letztli
h auf einer einfa
hen Verknüpfung von Glei
hverteilungen basiert. Eswäre wüns
henswert, wenn Konstruktionsalgorithmen entwi
kelt werden könnten, die dieEinzele�ekte besser trennen.Umgekehrt ist die Korrelation und ihre Verzerrungswirkung im zweiten Fallbeispielextrem stark, so dass mögli
he andere Ein�üsse davon vollständig überformt werden,insbesondere unters
heiden si
h die Ergebnisse vers
hiedener Simulationsgänge so gutwie ni
ht. Hierzu wäre eher zu überlegen, wie abges
hwä
hte Korrelationse�ekte erzeugtwerden könnten.Ein mögli
her Lösungsansatz liegt darin, von Fehlerszenarien auszugehen, bei denendie Ungenauigkeit funktional beein�usst ist. Also beispielsweise, dass die Ungenauigkeitin den Inputs mit dem Abstand zum Ursprung ansteigt. Auÿerdem könnten Fuzzy-Daten
(X̃i, Ỹi) genutzt werden, um unters
hiedli
he Fehlerein�üsse in den Komponenten zu be-rü
ksi
htigen und zu mis
hen.Bisher wurde Fuzzy-Regression nur aus der Perspektive der explorativen Datenanalysebetra
htet, wobei die Untersu
hung von me
hanis
hen Eigens
haften der mögli
hen Ap-proximationsmodelle und der Parameterapproximationen im Mittelpunkt stand. Dabeiwurde dur
h die Simulation von Fehlerszenarien von Fuzzy-Daten eine Verbindung zwi-s
hen den �wahren� Werten und den Fehlerein�üssen in den Beoba
htungen hergestellt,die als Anhaltspunkt für eine Gegenüberstellung der Methoden genutzt werden konn-te. Aufgrund dieses Konstruktionsprinzips eignen si
h die simulierten Fehlerszenarien alsInstrument für den Übergang zu Verteilungsmodellen für Fuzzy-Fehler. Sie bieten denVorteil, dass damit die besonderen Bedingungen bei der Modellierung von Fehlern in denDaten operationalisiert und eingefangen werden können. Zum Abs
hluss sollen daher imfolgenden Kapitel 6 no
h einige Überlegungen zur Einbettung von Fehlerszenarien in dieVerteilungsmodelle von Fuzzy-Zufallsvariablen angeknüpft werden.
29Vgl. Abs
hnitt 2.2.2.
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6 Potentiale der Fuzzy-RegressionIn diesem Kapitel werden die Ergebnisse der vorangegangenen Untersu
hungen im Hin-bli
k auf die Anwendung von Fuzzy-Regression zur Datenanalyse bei fehlerbehaftetenDaten zusammengefasst und ausgewertet. Die Fragestellung wurde aus vers
hiedenen Per-spektiven beleu
htet. Ausgangspunkte dafür war der Vors
hlag fehlerbehaftete Daten alsFuzzy-Daten zu modellieren, die ni
ht als Strukturmodell dargestellt werden können, dani
ht genug Informationen über die Art der Fehler vorliegt. Anhand der exemplaris
henModellierung von Fuzzy-Merkmalsdaten am Beispiel der Bes
häftigtenstatistik konntendie folgenden typis
hen Zielstellungen für die Modellierung von Fuzzy-Fehlern heraus-gearbeitet werden, die z.T. miteinander konkurrieren: S
härfe der Abs
hätzung, Nähezwis
hen dem Kern des Fuzzy-Datums und dem �wahren� Wert, Gewi
htung dur
h denRand des Fuzzy-Datums. Beim kritis
hen Verglei
h der Fuzzy-Approximationsmethodenwurde der S
hwerpunkt auf die Interpretation der vers
hiedenen Ansätze für Approxi-mationsfunktionen gelegt. Als zentrale Methode, die bei allen Modellansätzen verwendetwerden kann, erwies si
h hierbei die Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression. Sie führt vorallem bei Fuzzy-Inputs im Fehlerszenario mit korreliertem Fehler dur
h die Kompromiss-bildung zwis
hen Modalwerte- und Endwerteapproximation zu einer Korrektur gegenübereiner naiven Approximation über die fehlerbehafteten Werte.Es liegt nahe, die Approximationsfunktion im defuzzi�zierten Modell � bzw. die Mo-dalwertgerade im vereinfa
hten Fuzzy-Modell � als plausible Approximation über die ver-borgenen �wahren� Werte zu sehen. Eine Bestätigung dieser Betra
htungsweise ist aber nurdann mögli
h, wenn Verteilungsannahmen gema
ht werden, die abbilden, wel
he Informa-tionen über die �wahren� Werte in den Fuzzy-Daten bes
hrieben ist. Die Auswertung derFallbeispiele soll daher dadur
h abgerundet werden, dass im ersten Abs
hnitt 6.1 einigeVerteilungsmodelle für Fuzzy-Zufallsvariable vorgestellt werden und eine Einordnung derFehlerszenarien, die bei den Fallbeispielen verwendet wurden, in die Verteilungsmodelleversu
ht wird. Damit wird der Übergang zu den Fuzzy-S
hätzmodellen im Fors
hungs-ausbli
k vorbereitet. In Abs
hnitt 6.2 wird für die Untersu
hungen in dieser Arbeit einabs
hlieÿendes Fazit über die Einsatzmögli
hkeiten von Fuzzy-Regression als Instrumentder Datenanalyse gezogen, die in den Ausbli
k auf die Fors
hungsperspektiven in Ab-s
hnitt 6.3 münden.
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6 Potentiale der Fuzzy-Regression6.1 Verteilungsmodelle für die Fuzzy-Regression beiFuzzy-FehlernIn diesem Abs
hnitt werden die Fehlerszenarien der Fallstudien aus Kapitel 5 den Vertei-lungsmodellen für Fuzzy-Zufallsvariable in der epistemis
hen Interpretation gegenüberge-stellt. Da die Fehlerszenarien selber eher holzs
hnittartig gewählt wurden, geht es hierbeini
ht darum, deren Verteilungseigens
haften zu analysieren. Stattdessen soll der Verglei
hHinweise dafür liefern, wie die Beoba
htungen aus den Fallstudien vor dem Kontext ei-nes Verteilungsmodells interpretiert werden könnten. Ziel ist es, einen Ausbli
k auf dieParameters
hätzung im Fuzzy-linearen Modell zu geben, für das die Untersu
hungen indieser Arbeit eine Vorstufe darstellen, die aber in dieser Arbeit ni
ht abs
hlieÿend geleistetwerden.Die Verteilungsmodelle für Fuzzy-Zufallsvariable werden nur knapp skizziert, dabei liegtder Augenmerk vor allem auf den Unters
heidungsmerkmalen. Die Darstellung folgt imwesentli
hen Couso u. a. [2007℄. Ihnen zufolge sind drei Verteilungsmodelle für physika-lis
he und für epistemis
he Fuzzy-Daten zu unters
heiden, die mit einem spezi�s
henInterpretationsansatz für Fuzzy-Daten verknüpft werden können. Wesentli
her Grund fürdie Unters
heidung der Verteilungsmodelle ist, dass damit unters
hiedli
he Vorstellun-gen über die Streuung respektive die Dispersion der Fuzzy-Zufallsvariablen repräsentiertwerden.Die erste Variante einer Fuzzy-Zufallsvariable in der De�nition von Puri und Rales
u[1986℄ ist hauptsä
hli
h auf eine Situation bezogen, bei der die Beoba
htungen ni
ht einemnumeris
hen Wert entspre
hen, sondern einen vagen linguistis
hen Begri� ausdrü
ken. InAnlehnung an die De�nition der reellwertigen zufälligen Menge wird dabei angenommen,dass die Fuzzy-Zufallsvariable Z̃ ∶ Ω Ð→ F nob
coc (R) jeder Beoba
htung eine Fuzzy-Mengezuordnet. Über einem gewöhnli
hen Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,A, P ) ist eine zufälli-ge Menge als messbare Abbildung M ∶ Ω Ð→ 2Ω de�niert, formal ist sie ni
hts anderesals eine mengenwertige Zufallsvariable. Eine Fuzzy-Zufallsvariable Z̃ ∶ Ω Ð→ F nob

coc (R)wird dann dadur
h de�niert, dass alle α-Niveaus gewöhnli
he Zufallsmengen sind, d.h.wenn für alle α ∈ [0,1] gilt [Z̃]α ∶ Ω Ð→ 2R ist eine zufällige Menge. Es lässt si
h zei-gen, dass Z̃ eine Funktion ist, die im klassis
hen Sinne für eine σ-Algebra auf Ω undeine σ-Algebra auf F nob
coc (R) messbar ist, die dur
h eine passende Metrik d auf F nob

coc (R)erzeugt wird. In der Wahrs
heinli
hkeitsverteilung, die dur
h die Fuzzy-Zufallsvariableinduziert wird, kann also die Zufallsinformation, die die Zufallsvariable modelliert, in derübli
hen Weise zusammengefasst werden. Als Beispiel für diesen Ansatz kann eine Zu-fallsvariable Z̃ herangezogen werden, die die vagen linguistis
hen Bewertungen �ho
h�,
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6 Potentiale der Fuzzy-Regression�mittel�, �niedrig� abbildet.1 Dann kann die folgende Verteilung angenommen werden:
P (�ho
h�) = 0,5, P (�mittel�) = P (�niedrig�) = 0,25.Bei den gebräu
hli
hen Metriken für Fuzzy-Daten kann die Varianz im Verteilungsmo-dell von Puri/Rales
u auf die Varianz einer reellwertigen ZufallsvariablenZ ′ zurü
kgeführtwerden. Diese Varianz wird als �klassis
he� Varianz bezei
hnet und wird bere
hnet alsFré
het-Varianz gemäÿ Var(Z̃) = ∫ d2(Z̃,E(Z̃)) dP , wobei E(Z̃) ∈ F nob

coc (R) der Fré
het-Erwartungswert von Z̃ bzgl. d sei, die in Glei
hung (3.15) auf S. 115 de�niert ist. Sieist folgli
h ebenfalls reellwertig. Dieser Sa
hverhalt lässt si
h so interpretieren, dass dieVarianz nur auf Veränderungen der defuzzi�zierten Werte der Zufallsvariablen reagiertund diese somit nur in ihrem Punkt
harakter wahrnimmt.2Bei einem weiteren Ansatz von Kwakernaak bzw. von Kruse/Mayer3 zur De�nitioneiner Fuzzy-Zufallsvariablen wird eine Fuzzy-Menge als Modellierung für das unvollstän-dige Wissen über eine Beoba
htung angesehen, die tatsä
hli
h reellwertig ist. Dabei wirdangenommen, dass die Fuzzy-Zufallsvariable Z̃ ∶ Ω Ð→ F nob
coc (R) ungenaue Informationenüber eine klassis
he Zufallsvariable U∗ ∶ Ω Ð→ R abbildet, die als ursprüngli
he Zufalls-variable bezei
hnet wird. Folgli
h bes
hreibt für ω ∈ Ω die Zugehörigkeit µZ̃(ω)(z) dieBewertung der Zugehörigkeit des ursprüngli
hen Ereignisses {U∗(ω) = z} zur ungenauenBeoba
htung Z̃(ω).In formaler Bes
hreibung ist eine Abbildung Z̃ ∶ Ω Ð→ F nob
coc (R) genau dann eine Fuzzy-Zufallsvariable, wenn für jedes α ∈ (0,1] die Funktionen inf[Z̃]α sowie sup[Z̃]α A-B(R)-messbar sind. Damit ist si
hergestellt, dass für jedes ω ∈ Ω und jedes α ∈ (0,1] einereellwertige Zufallsvariable Uα ∶ Ω Ð→ R existiert, so dass µZ̃(ω)(Uα(ω)) ≥ α. Die Uαheiÿen Selektoren von Z̃.Da die ursprüngli
hen Werte U∗(ω) hinter den Fuzzy-Werten Z̃(ω) �verborgen� sind,können letztere als Aggregation über alle mögli
hen Selektoren U ∶ Ω Ð→ R betra
htet wer-den, für die ω ∈ Ω existiert, so dass U(ω) ∈ Z̃(ω). Bei vorliegender Fuzzy-Variable Z̃ kanndaher die Plausibilität, dass ein mögli
her Selektor U der ursprüngli
hen Zufallsvariable

U∗ entspri
ht, dur
h Aggregation über die Punktzugehörigkeiten zur Fuzzy-Zufallsvariable
1Tatsä
hli
h gibt es au
h ni
ht-diskrete Verteilungen für linguistis
he Variable, wenn beispielsweise dasAdäquationsproblem bei der Erfassung statistis
her Begri�e modelliert wird.2Die Varianz im �klassis
hen� Modell reagiert au
h auf Veränderungen in der Genauigkeit der Werte,wie Couso u. a. 2007, S. 5 zeigen.3Die De�nition wird in der überarbeiteten Version von [Kruse und Meyer, 1987℄ vorgestellt. Als Origi-nalarbeit von Kwakernaak wird meistens zitiert: H. Kwakernaak (1978): Fuzzy random variables I. Inform.S
i., 15:1�29.
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6 Potentiale der Fuzzy-Regression
Z̃ bewertet werden. Z.B. kann der Plausibilitätsgrad4 von U bestimmt werden dur
h

acc(U) = inf
ω∈Ω

µZ̃(ω)(U(ω)).Dabei wird angenommen, dass die Ähnli
hkeit zu U∗ mit infω µZ̃(U) monoton wä
hst.Der Zulässigkeitsgrad acc kann nun auf die Menge der zugehörigen Wahrs
heinli
hkeits-verteilungen PU der zulässigen Zufallsvariablen U projiziert werden und wir erhalten
supp(PZ̃) = {PU ∣ U ∶ Ω Ð→ R ist Zufallsvariable, so dass

∃ α ∈ (0,1], ω ∈ Ω ∶ µZ̃(ω)(U(ω)) ≥ α},
µP

Z̃
(Q) = sup

PU=Q
acc(U)

= sup
PU=Q

( inf
ω∈Ω

µZ̃(ω)(U(ω))).

PZ̃ ist eine Fuzzy-Menge von Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen und stellt eine Vereinigungder Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen PU der zulässigen Zufallsvariablen dar. Sie bes
hreibtden bestmögli
hen Grad, mit dem eine der Zufallsvariablen U zu Z̃ gehört, die die Wahr-s
heinli
hkeitsverteilung Q erzeugen. Auf Basis dieses Modells können nur bewertete Aus-sagen gema
ht werden, die für ein Ereignis B aus der Zusammenhangsformel µP
Z̃
(Q(B))abzuleiten sind. Dur
h Anwendung von Minkowski-Operationen erhalten wir so Aussagender Art: �Der Grad der Zulässigkeit, dass die Wahrs
heinli
hkeit des �wahren� Ereignisses

U∗ = z glei
h 0,25 ist, ist mindestens 0,1 und hö
hstens 0,7�.Die Ergebnisse der reellwertigen ursprüngli
hen Zufallsvariable U∗ sind bei diesem An-satz deterministis
h vorgegeben, sie sind aber vermittels der Fuzzy-Zufallsvariable Z̃ nurungenau wahrnehmbar. Diese stellt si
h also für jedes ω ∈ Ω als Fuzzy-Bündel von reell-wertigen Zufallsvariablen dar. In diesem Modell wird die Varianz von Z̃ als Fuzzy-Mengeder Varianzen der mögli
hen reellwertigen Selektoren bere
hnet.5 Der Wert µVar(Z̃)(z)gibt die Mögli
hkeit wieder, mit der z beim ungenauen Messprozess Z̃ die Varianz derursprüngli
hen Variablen ist.S
hlieÿli
h s
hlagen Couso u. a. [2007℄ eine weitere Variante als Verteilungsmodell füreine Fuzzy-Zufallsvariable Z̃ vor. Dabei wird angenommen, dass die Zufallsvariable dieVerknüpfung von zwei Teilexperimenten U∗ ∶ (Ω,A) Ð→ (Γ,C) und V ∶ B(R)×Γ Ð→ [0,1]ist, wobei die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung P = PU∗ des ersten Teilexperimentes bekannt4Die Bezei
hnung acc steht für den englis
hen Begri� �a

eptability degree�. Vgl. Couso u. a. 2007, S.136.5D.h. für alle α ∈ (0,1] sei [Var(Z̃)]α = {Var(U) ∣ U ist Zufallsvariable und ∃ ω ∈ Ω so dass
µZ̃(ω)(U(ω)) ≥ α}. Die so de�nierte Varianz ist im allgemeinen ni
ht eindeutig de�niert. Vgl. dazu aus-führli
h [Miranda u. a., 2005℄.
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6 Potentiale der Fuzzy-Regressionsei und für jedes γ ∈ Γ gelte V (⋅, γ) = V (⋅ ∣γ) ∈ [0,1]B(R) ist eine bedingte Possibili-tätsverteilung.6 Die beiden Teilexperimente sind dadur
h verknüpft, dass für ω ∈ Ω mitdem Zwis
henergebnis γ′ = U∗(ω) gelte V (A∣γ′) = VZ̃(ω)(A) = supz∈A µZ̃(ω)(z) für alle
A ∈ B(R).7 Dabei seien die mögli
hen Übergangswahrs
heinli
hkeiten Q(A∣ γ) für das Er-eignis, dass das Gesamtergebnis der verknüpften Teilexperimente in A ∈ B(R) liegt, dur
hden Wert V (A ∣γ) na
h oben bes
hränkt.8 Das Verteilungsmodell, das dur
h eine klassi-s
he Zufallsvariable induziert wird, wird also dadur
h generalisiert, dass unterstellt wird,dass die beoba
hteten ungenauen Fuzzy-Werte abhängig vom aktuell realisierten Wertder �ursprüngli
hen� Zufallsvariablen U∗ sind. Da die bedingte Possibilitätsverteilung dieVerteilung des Gesamtexperimentes na
h oben bes
hränkt, können wiederum unter Ein-satz von Minkowski-Operationen Aussagen gema
ht werden wie: die Wahrs
heinli
hkeit,dass die Beoba
htung U∗ = z in das Intervall [a, b] fällt, ist mindestens 0,3 und maximal0,7.Die Varianz einer Fuzzy-Zufallsvariable ers
heint in diesem Modell im Unters
hied zumzweiten Ansatz als gewöhnli
he (s
harfe) Menge in R. Dabei werden für die Varianzdes Verteilungsmodells die einfa
hen Varianzen für alle Wahrs
heinli
hkeiten aus der be-s
hränkten Menge der mögli
hen Übergangswahrs
heinli
hkeiten Q zusammengefasst.Wie Kräts
hmer [2001b℄ gezeigt hat, können sowohl Zufallsvariablen na
h dem Vertei-lungsansatz von Puri/Rales
u als au
h Zufallsvariablen na
h dem Ansatz von Kwakernaakals einfa
he Zufallsvariable Z̃ ∶ (Ω,A, P ) Ð→ (F nob

coc (R),F) mit kompakten Fuzzy-Wertenaufgefasst werden, die mit der Borel-σ-Algebra F bzgl. δ2 versehen ist. Das Konstrukti-onsverfahren na
h dem Ansatz von Couso u.a. ergibt nur dann eine Fuzzy-Zufallsvariable,wenn zusätzli
he Anforderungen an die Messbarkeit gestellt werden. Wir setzen daherfür dieses Modell immer voraus, dass Z̃ eine Fuzzy-Zufallsvariable na
h dem zusammen-fassenden Konzept gemäÿ Kräts
hmer [2001b℄ ist. Da der Aumann-Erwartungswert undder Fré
het-Erwartungswert für eine Fuzzy-Zufallsvariable zusammenfallen,9 sind der Er-wartungswert im Verteilungsmodell von Puri/Rales
u und im Modell von Kwakernaakidentis
h. Derselbe Erwartungswert kann entspre
hend au
h für das Modell na
h Cousou.a. verwendet werden.106Die eigentli
hen Anforderungen an V sind Messbarkeits- und Normalisierungseigens
haften.7Bei der Darstellung von Couso u. a. [2007℄ wird auf die Zufallsvariable U∗ verzi
htet. Damit die beidenDarstellungen si
h entspre
hen, muss gelten dass U∗ surjektiv ist bzw. dass PU∗-fast si
her auf Γ∖U∗(Ω)gilt V (A, ⋅) = 0 für alle A ∈ B(R). Mit der hier gewählten Darstellung soll die Verglei
hbarkeit mit denanderen De�nitionen von Fuzzy-Zufallsvariablen errei
ht werden.8Im Rahmen der Theorie der Possibilitätsverteilungen kann dies au
h direkt aus den Eigens
haften einerPossibilitätsverteilung gefolgert werden.9S. dazu Glei
hung (3.15) auf Seite 115.10Dies ist sinnvoll, da au
h hier per De�nitionem eine Fuzzy-Zufallsvariable vorliegt.
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6 Potentiale der Fuzzy-RegressionDas Verteilungsmodell von Puri/Rales
u geht vom Punkt-Charakter der Fuzzy-Zahlenaus und ist daher für Fuzzy-Fehler kaum geeignet. Die beiden letzteren Ansätze hingegengeben jeweils eine Situation wieder, in der bei reellwertigen Beoba
htungen nur Fuzzy-Fehlerumgebungen beoba
htet werden können, die die Zugehörigkeit der mögli
hen Wertezur Beoba
htung bes
hreiben, also bei epistemis
hen Fuzzy-Daten. Das Modell na
h Kwa-kernaak ist dann angemessen, wenn zu jedem Zugehörigkeitsniveau α angegeben werdenkann, in wel
hem Intervall [Z̃]α si
h die mögli
hen Beoba
htungswerte bewegen. Dabeiwird angenommen, dass der �wahre� Zustand bereits feststeht, der Realisierungswert zueinem Ereignis ω ∈ Ω liegt also s
hon vor. Im Verteilungsmodell na
h Couso u.a. wirddemgegenüber angenommen, dass für jeden beoba
hteten Zustand ω ∈ Ω die zugehöri-ge Messungenauigkeit V (⋅ ∣ U(ω)) angegeben werden kann. Dabei sei allerdings nur dieWahrs
heinli
hkeitsverteilung für den �wahren� Zustand bekannt. Ein Vorteil des Vertei-lungsmodells von Couso u.a. besteht darin, dass die Bere
hnung der Varianzmenge wenigerIrregularitäten aufweist als bei der Fuzzy-Varianz im Kwakernaak-Modell.11Um die Fehlerszenarien aus Kapitel 5 besser einordnen zu können, werden die verwende-ten Konstruktionsverfahren mit Hilfe von gewöhnli
hen Zufallsvariablen formalisiert. Da-bei sollen die eingesetzten Zufallsvariablen sto
hastis
h unabhängig sein. Wir bes
hränkenuns zunä
hst auf die Betra
htung der Verteilungsmodelle für epistemis
he Fuzzy-Fehlerin der abhängigen Variablen Y .12Die Konstruktion des Fehlerszenarios mit einfa
hem, systematis
he Fehler kann folgen-dermaÿen bes
hrieben werden. Seien dazu m ∈ (0,1) das feste Verhältnis, mit dem derModalwert die Trägermenge teilt.m wird hier zur Vereinfa
hung abwei
hend zu den simu-lierten Fuzzy-Daten als konstant angenommen. Seien ferner UL, UR, U sto
hastis
h unab-hängige reellwertige Zufallsvariable. Dabei seien UL und UR glei
hverteilt mit G([0, K
2
])und U sei normalverteilt mit N(µ(x), σ2). U repräsentiert das Verhalten der �wahren�Werte. Dann ergeben si
h die Randwerte der Trägermenge und der Modalwert wie

Y L(0) = U −UL, (6.1)
Y = U −UL

+m(UL
+UR) = U + (m − 1)UL

+mUR, (6.2)
Y R(0) = U +UR. (6.3)Diese Bes
hreibung ist mögli
h, weil es im Ergebnis ni
ht unters
heidbar ist, ob zunä
hstdie Breite ζ der Trägermenge beliebig in [0,K] und dana
h die Positionierung des �wahren�Wertes beliebig im Intervall [0, ζ] festgelegt wird, oder ob ausgehend vom �wahren� Wert11Vgl. dazu [Kruse und Meyer, 1987℄ sowie [Miranda u. a., 2005℄.12Diese Eins
hränkung führt allerdings dazu, dass der Fall von Fuzzy-Fehlern in den Variablen undreellwertigen Outputs hier ausges
hlossen wird. S. dazu weiter unten.
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6 Potentiale der Fuzzy-Regressiondie re
hte und die linke Spannweite beliebig im Intervall [0, K
2
] gezogen wird. Wir erhaltendamit als Bes
hreibung der Fuzzy-Fehler des Szenarios

µỸ (t) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t−Y L(0)

Y −Y L(0)
für t ∈ [Y L(0), Y ]

Y R(0)−t

Y R(0)−Y
für t ∈ (Y,Y R(0)]

0 sonst
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t−U+UL

m(UL+UR)
für t ∈ [U −UL, U + (m − 1)UL +mUR]

U+UR
−t

(1−m)(UL+UR)
für t ∈ (U + (m − 1)UL +mUR, U +UR]

0 sonstIn ähnli
her Weise kann au
h das Generierungsverfahren für das Fehlerszenario mit kor-reliertem Fehler in Y formalisiert werden. Seien dazu g(x) = cy arctan(x + 5) wie in Glei-
hung (5.2), falls x∗1 = 0 und x∗n = 10, und seien ferner U,U1, U2 sto
hastis
h unabhängige,reellwertige Zufallsvariable, wobei U normalverteilt mit N(µ(x), σ2) und U1 glei
hverteiltmit G([0, ζA]), U2 glei
hverteilt mit G([0, ζU]). Dann erhalten wir die Randwerte derTrägermenge und den Modalwert als
Y L(0) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
U + g(x) −U1 für g(x) < 0
U −U2 für g(x) ≥ 0 (6.4)

Y = U + g(x) (6.5)
Y R(0) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
U +U2 für g(x) < 0
U + g(x) +U1 für g(x) ≥ 0 (6.6)Entspre
hend kann die Bes
hreibung der Fehlerszenarios hergeleitet werden als

µỸ (t) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t−Y L(0)

Y −Y L(0)
für t ∈ [Y L(0), Y ]

Y R(0)−t
Y R(0)−Y

für t ∈ [Y,Y R(0)]
0 sonst

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t−U−g(x)+U1

U1
für g(x) < 0, t ∈ [U + g(x) −U1, U + g(x)]

U+U2−t
U2−g(x)

für g(x) < 0, t ∈ (U + g(x), U +U2]
t−U+U2

U2+g(x)
für g(x) ≥ 0, t ∈ [U −U2, U + g(x)]

U+g(x)+U1−t

U1
für g(x) ≥ 0, t ∈ (U + g(x), U + g(x) +U1]

0 sonst
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6 Potentiale der Fuzzy-RegressionDas Verteilungsmodell na
h Kwakernaak verlangt, dass für alle α-Niveaus die Rand-funktionen inf[Ỹ ]α und sup[Ỹ ]α A − B(R)-messbar sind. Aus den Formeln der Zuge-hörigkeitsfunktionen µỸ ist erkennbar, dass die Randfunktionen als stetige Funktionenüber Zufallsvariable ebenfalls Zufallsvariable sind. Allerdings ist dieses Verteilungsmodellblind dafür, dass U die �wahren� Werte repräsentiert. U erhält damit für die Interpreta-tion die Bedeutung eines ni
ht weiter spezi�zierbaren Normalverteilungsein�usses in derMis
hung, die si
h dur
h das Bündel der mögli
hen Zufallsvariablen ergibt. Aussagen überdie �wahren� Werte können nur vermittelt über den Plausibilitätsgrad acc(W ) bzw. überden besten Plausibilitätsgrad supW ∈P
Z̃
acc(W ) getro�en werden.Bei den gewählten Konstruktionsverfahren werden zunä
hst die �wahren� Werte unddie Fuzzy-Umgebungen in Abhängigkeit davon bestimmt. Dies kommt dem Aufbau desVerteilungsmodells na
h Couso et al. sehr nahe. Allerdings ist es für das Verteilungsmodellerforderli
h, dass Zufallsein�üsse und Fuzziness so separiert werden können, dass die Possi-bilitätsverteilungen, die die Messungenauigkeit abbilden, nur no
h von den Werten auf derMess-Skala bzw. von den �wahren� Werten abhängen. Gegenüber der allgemeinen Formu-lierung in Glei
hungen (6.1)�(6.3) und (6.4)�(6.6) sind dazu die Werte für die Spannweitenals unabhängig von ω ∈ Ω zu betra
hten. D.h. es ist zu setzen UL = uL ○ U,UR = uR ○ Umit uL, uR ∶ RÐ→ R, so dass die Spannweiten nur no
h von den Werten abhängen, die Uannimmt. Analog ist vorauszusetzen, dass U1 = u1 ○U,U2 = u2 ○U mit u1, u2 ∶ RÐ→ R, sodass die Spannweiten nur no
h von den Werten abhängen, die U1 bzw. U2 annehmen. Die-se Annahmen stellen bei ni
ht-diskreten Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen im allgemeinenkeine groÿe Eins
hränkung dar. Da die so einges
hränkte Fuzzy-Variable einen Spezialfalleiner Fuzzy-Zufallsvariablen in der De�nition von Kwakernaak darstellt, ist sie ebenfallseine Fuzzy-Zufallsvariable in der übli
hen De�nition.Das Verteilungsmodell von Couso u.a. ermögli
ht es, den Zufallsein�uss von der Unge-nauigkeit der Messung zu trennen, so dass einerseits der �wahre� Wert explizit im Modellvorliegt, der imModell von Kwakernaak nur implizit erfasst werden kann, und andererseitsdie Me
hanik für den Zusammenhang zwis
hen �wahrem� Wert und Messungenauigkeitangegeben werden kann. Man bezahlt die Trennung der E�ekte allerdings mit einer Vari-anz, die gegenüber dem Ansatz von Kwakernaak weniger spezi�s
h ist. Insgesamt rü
kt dieModellierung na
h Couso u.a. stärker in die Nähe des klassis
hen Fehlermodells, bei demebenfalls die Zufallsvariable der �wahren� Werte mit Fehlerumgebungen versehen wird.Hier wäre no
h genauer zu untersu
hen, wel
he spezi�s
hen Vorzüge das Fuzzy-Modellgegenüber dem klassis
hen Fehlermodell hat.
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6 Potentiale der Fuzzy-RegressionDie Ergebnisse zur Konsistenz und zum Zentralen Grenzwertsatz gelten für das Puri/Rales
u-Modell bei Regression mit reellwertigen Parametern.13 Sie lassen si
h ni
ht ohneWeiteres auf die Verteilungsmodelle na
h Kwakernaak bzw. na
h Couso u.a. übertragen.Darüber hinaus sind die unters
hiedli
hen Verteilungsmodelle relevant, wenn die Varianzder S
hätzparameter zu bestimmen ist, d.h. insbesondere bei der Ermittlung von Kon-�denzberei
hen und bei der Konstruktion von Tests. Gerade für den Ansatz na
h Kwa-kernaak ist die Bere
hnung dur
h Irregularitäten ers
hwert.14 Ein wesentli
hes Ziel desVerteilungsmodells von Couso u.a. ist es, ein Verteilungsmodell für epistemis
he Fuzzy-Daten zur Verfügung zustellen, das lei
hter zu bere
hnen und lei
hter zu interpretierenist.Allgemein kann das Verteilungsmodell na
h Kwakernaak als gute Illustration für dieS
hätzung eines defuzzi�zierten Modells bei Fuzzy-Fehlern betra
htet werden, da dieFuzzy-Daten als Bewertung eines Bündels von reellwertigen Zufallsvariablen aufgefasstwerden.15 Es ist davon auszugehen, dass die defuzzi�zierte Approximationsgerade nurdann eine zufriedenstellende Plausibilitätsbewertung für den verborgenen �wahren� Zu-sammenhang darstellen kann, wenn die Abs
hätzung der �wahren� Werte gut angepasstist. Die zufälligen Realisationen der �wahren� Outputs, die im Couso-Modell von out-putabhängigen Ungenauigkeitsumgebungen verwis
ht werden, können grundsätzli
h miteiner vereinfa
hten Modellglei
hung mit Fuzzy-A
hsenabs
hnitt besser bes
hrieben wer-den. Eine Fuzzy-Charakteristik mit Fuzzy-Steigungsparameter ers
heint hingegen ni
htangemessen, da damit keine Aussage mehr über die plausible Lage der �wahren� Wertegetro�en werden kann.Unser besonderes Interesse galt den Regressionsmodellen mit Fuzzy-Fehlern in den In-puts. Falls hierbei genaue Outputs vorliegen, ergibt si
h allerdings eine Friktion in derModellglei
hung: der Erwartungswert über die Outputvariable ist immer reellwertig unddie re
hte Seite der Glei
hung ergibt immer eine Fuzzy-Zahl mit positiven Spannweiten.16Die Glei
hung ist daher ni
ht im eigentli
hen Sinne erfüllbar. Es ist somit anzugeben, wasunter �Glei
hheit� im Sinne der Modellglei
hung zu verstehen ist.Wenn die Modellglei
hung defuzzi�ziert wird, kann die abhängige Variable Y als klas-sis
he, reellwertige Zufallsvariable dargestellt werden, deren Verteilung mit einem derklassis
hen Modelle bes
hrieben werden kann. Es seien also Y eine reellwertige Zufallsva-riable und OF ∶ F nob
coc (R)Ð→ R ein Defuzzi�zierungsfunktional mit den Eigens
haften wie13Vgl. Fuÿnoten 63f auf Seite 116.14Vgl. [Kruse und Meyer, 1987℄ sowie [Miranda u. a., 2005℄.15Es ist aber au
h die Anpassung einer Fuzzy-Charakteristik mit Fuzzy-Parametern gut mit demKwakernaak-Ansatz vereinbar, da damit die gewi
htete Abs
hätzung über die mögli
hen Bildwerte aufdie Regressionsfunktion übertragen werden kann.16Vgl. das empiris
he Beispiel in Abs
hnitt 5.2.2.
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6 Potentiale der Fuzzy-Regressionin Bemerkung 3.717, dann gelte
EY = OF (a0 ⊕ a1 ⊙ X̃) = a0 +OF (a1 ⊙ X̃).Unter diese Modelle kann z.B. die Kleinste Quadrate-Regression über die Steiner-Punkteder Inputs gere
hnet werden.Um zu einem ges
hlossenen Fuzzy-S
hätzmodell zu gelangen, kann umgekehrt aber au
h

Y als ursprüngli
he Zufallsvariable aufgefasst werden, die die �wahren� Werte abbildet unddie in eine unbekannte Fuzzy-Zufallsvariable Ỹ eingebettet ist, deren Fuzziness dur
h dieFuzziness der Inputwerte induziert wird. Dazu sei Ỹ eine Fuzzy-Zufallsvariable und esgebe einen Selektor V0 von Ỹ , so dass
E Ỹ = a0 ⊕ a1 ⊙ X̃ und Y = V0 P -fast si
her.Falls für die Zufallsvariable Ỹ das Verteilungsmodell na
h Kwakernaak hinterlegt wird,ist eine eindeutige Verortung von Y zu Ỹ ni
ht mögli
h. Stattdessen kann z.B. gefordertwerden, dass gilt
accỸ (V0) = argmax

V Selektor von Ỹ

acc(V ),wobei E Ỹ = a0 ⊕ a1 ⊙ X̃.Falls ein Verteilungsmodell gemäÿ Couso u.a. unterstellt wird, kann Y mit der Zu-fallsvariablen der �wahren� Werte identi�ziert werden. Aussagen über die bedingte Pos-sibilitätsverteilung V sind dann aus den aktuell vorliegenden Fuzzy-Daten abzuleiten.Beispielsweise könnte eine zum unterstellten Fehlerszenario passende Defuzzi�zierung fürdas Verhältnis von �wahren� Werten und Fuzzy-Fehlerumgebungen in den Inputs gewähltwerden, um die Lage von Y relativ zum Funktional χX̃1,...,X̃n
(a) in den vorliegenden Fuzzy-Inputs zu bestimmen. Typis
herweise entspri
ht das bei einem Kleinste Quadrate-Ansatzüber δ2 zunä
hst dem Steiner-Punkt σa0⊕a1⊙X̃i

, , da dieser den Abstand zu a0 ⊕ a1 ⊙ X̃iminimiert. Dabei ist der Steiner-Punkt als neutraler Ansatz zur Defuzzi�zierung zu sehen,wenn keine weiteren Informationen über das Fehlerszenario vorliegen, da bei der Bestim-mung kein Zugehörigkeitsniveau bevorzugt wird. Falls davon auszugehen ist, dass die�wahren� Werte bei den Inputs in einem anderen Verhältnis zu den Fuzzy-Daten stehen,das si
h auf das Regressionsfunktional überträgt, kann ggf. eine andere Defuzzi�zierungvorgezogen werden. So kann z.B. zu einer anderen Defuzzi�zierung übergegangen werden,wenn aufgrund eines Randbeoba
htungs-Problems das Gewi
ht des Modalwertes reduziertoder wenn das Gewi
ht der linken Spannweite erhöht ist.17Vermutli
h ist es sinnvoll, darüber hinaus vorauszusetzen, dass OF ähnli
he Linearitätsbedingungenwie die Stützfunktion einer Fuzzy-Menge erfüllt. 210



6 Potentiale der Fuzzy-RegressionUm das Verhältnis zwis
hen �wahren� Werten und den abgebildeten Fehlerein�üssen inden Inputs besser zu bes
hreiben, kann s
hlieÿli
h zu Modellen übergegangen werden, beidenen au
h Verteilungsannahmen über die Inputvariablen gema
ht werden.6.2 Datenanalyse mit Fuzzy-RegressionWenn der praktis
he Nutzen einer Fuzzy-Modellierung von fehlerbehafteten Daten für dieDatenanalyse zusammenfassend bewertet werden soll, ergibt si
h vor dem Hintergrundder Untersu
hungen in dieser Arbeit eher ein gemis
htes Bild.Mit der Fuzzy-Modellierung von fehlerhaften Daten wird ein Perspektivwe
hsel vorge-nommen. Statt einer Modellierung von wesentli
hen Strukturzusammenhängen wird inden Fuzzy-Merkmalswerten die Ungenauigkeit aufgrund von Fehlerein�üssen einzelfallbe-zogen und auf dem aktuellen Stand des Wissens abgebildet. Dabei lässt die Modellierung inForm von LR-Fuzzy-Intervallen es zu, dass au
h qualitative Ein�üsse dargestellt werden,wenn sie quantitativ zumindest ungefähr bes
hrieben werden können. Insbesondere kön-nen damit au
h systematis
he Fehler operationalisiert werden, die nur ungenau bekanntsind. Die Fuzzy-Perspektive bietet somit die Mögli
hkeit, ein rei
hhaltigeres Spektrumvon Fehlerein�üssen abzubilden, als bei den klassis
hen Verfahren zur Fehlers
hätzung.Aufgrund der einzelfallbezogenen Modellierung können au
h singuläre E�ekte aufbereitetund bei den ans
hlieÿenden Analysen einbezogen werden.Da bei der Modellierung der Fuzzy-Daten eine subjektive Bewertung der Datenungenau-igkeiten vorgenommen wird, ist dieser Vorteil allerdings mit der Gefahr verbunden, dassArtefakte dur
h Täus
hungen in der Wahrnehmung induziert werden. Falls fehlerhafte, re-ellwertige Messdaten vorliegen, deren Ungenauigkeiten ex post als Fuzzy-Daten modelliertwerden sollen, muss zudem der Paradoxie begegnet werden, dass für die ni
ht-zutre�endenWerte die hö
hste Si
herheit im Bezug auf ihre Zugehörigkeit zum Fuzzy-Merkmalswertbesteht.Insgesamt können Fuzzy-Merkmalswerte als ein Instrument gesehen werden, mit demeine vorsi
htige Bestandsaufnahme von Fehlerein�üssen dur
hgeführt und eine vors
hnelleVereinfa
hung bzw. Idealisierung von Verzerrungse�ekten in den Daten vermieden werdenkann. Die einzelfallbezogene Modellierung der Fehlerein�üsse und deren Visualisierung inden Fuzzy-Daten bietet auÿerdem einen Ansatzpunkt zur Analyse von wei
hen Faktorender Datenqualität, wie z.B. das Expert/innenwissen, das in die Modellierung einge�ossenist, oder die vorgenommene quantitative Bewertung von qualitativen Fehlere�ekten. Dennauf der Basis der Fuzzy-Daten können au
h die Strukturen in den Ungenauigkeitsumge-bungen untersu
ht werden. Die Ergebnisse können evaluiert und zur Verbesserung der
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6 Potentiale der Fuzzy-RegressionFuzzy-Modellierung sowie zur Generierung von weiterem Fehlerwissen, also von Wissenüber die Fehlerein�üsse, verwendet werden.Ein ähnli
h positiver Befund kann für die Methoden zur Fuzzy-Regression bei episte-mis
hen Fuzzy-Daten hingegen ni
ht abgegeben werden.Der Vorzug der Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation gegenüber anderen Ansätzenzur Fuzzy-Regression besteht vor allem darin, dass damit sowohl bei Modellfunktionenmit reellwertigen Parametern als au
h bei Modellfunktionen mit Fuzzy-Parametern im-mer eine Lösung des Approximationsproblems existiert. Da die δ2-Metrik als Erweiterungder euklidis
hen Metrik de�niert und stetig in L2([0,1]×S0) eingebettet ist, kann die Lö-sung zudem als Fortsetzung der klassis
hen Kleinste Quadrate-Approximation aufgefasstwerden.Da die metris
he Approximation vom Punkt
harakter der Fuzzy-Daten ausgeht, kanndie Approximationsgerade grundsätzli
h nur als Abbildungsvors
hrift für Fuzzy-Ungenau-igkeitsumgebungen gelesen und interpretiert werden, die ähnli
h genau bzw. ungenau sindwie die Eingangsdaten, auf deren Basis sie ermittelt wurden. Sie kann somit nur auf einemgegebenen Genauigkeitsniveau interpretiert werden.Das Ben
hmarking in Kapitel 5 zeigt, dass die Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximationauf der Basis der modellierten Fuzzy-Merkmalswerte tatsä
hli
h zu einer Korrektur gegen-über einem naiven Kleinste Quadrate-Ausglei
h führt, bei dem die Fehlerein�üsse ni
htberü
ksi
htigt werden. Dies gilt sowohl für die Approximationsgerade im defuzzi�ziertenModell als au
h für die Modalwertgerade der Approximation im vereinfa
hten Fuzzy-Modell. Zudem erweisen si
h die Parameter der Fuzzy-Approximation als robuster gegen-über Veränderungen in den Modalwerten oder der Trägermengen der Fuzzy-Daten als diereellwertigen Ben
hmarks der Modalwerteapproximation oder der Endwerteapproximati-on. In diesem Sinne kann die Kleinste Quadrate Fuzzy-Approximation im Rahmen derexplorativen Verfahren zur Fuzzy-Regression au
h als Annäherung an einen plausiblenfunktionalen Zusammenhang der verborgenen �wahren� Werte aufgefasst werden.Während für die explorative Approximation einer Ausglei
hsgeraden das Abbildungs-verhältnis der Fuzzy-Ungenauigkeitsumgebungen unproblematis
h ist, wird hingegen imS
hätzmodell eine Interpretation für den Zusammenhang zwis
hen Input-Werten undOutput-Werten benötigt, die au
h das Verhältnis zwis
hen den Fuzzy-Ungenauigkeitsum-gebungen mit einbezieht. So ist es in einem S
hätzmodell z.B. erklärungsbedürftig, inwel
hem Verhältnis eine genaue Outputvariable zum Fuzzy-Bild von ungenauen Input-Variablen steht. Einige Beispiele für entspre
hende S
hätzmodelle wurden in Abs
hnitt 6.1auf S. 209 präsentiert. Mit einer ähnli
hen Problemstellung ist man konfrontiert, wenn ineinem S
hätzmodell die Fuzziness der Ỹ wesentli
h von der Fuzziness von f(X̃1, . . . , X̃k;
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6 Potentiale der Fuzzy-Regression
Ã0, a1, . . . , ak) abwei
ht. Falls singuläre Fehlerein�üsse in den Daten bekannt sind, wirddies bei einer Modellierung als Fuzzy-Merkmalsvariable in der Regel dur
h eine au�allendgroÿe Spannweite der Ungenauigkeitsumgebung abgebildet. Infolge der Robustheit derKleinste Quadrate Fuzzy-Regression bei Änderungen in den Spannweiten der Fuzzy-Datenwerden die Auswirkungen des singulären Fehlers dur
h die Modellierung abges
hwä
ht.Glei
hförmige Strukturen in den epistemis
hen Fuzzy-Daten, die Auswirkungen auf dasApproximationsergebnis haben und für dessen Interpretation relevant sind, können mitHilfe von Fehlerszenarien angegeben werden. Der Begri� der Fehlerszenarien wurde in die-ser Arbeit eingeführt, weil für die Simulation von Fuzzy-Merkmalswerten eine konstruktiveBes
hreibung von mögli
hen Fehlerein�üssen in den Daten gemeinsam mit den daran an-knüpfenden Modellierungsstrategien benötigt wird, die den Stand des Wissens über den�wahren� Wert abbilden. Umgekehrt können Fehlerszenarien für vorliegende Fuzzy-Datenau
h Auskunft darüber geben, wel
he Aspekte der Fuzzy-Daten zur Bes
hreibung der�wahren� Werte relevant sind. Infolgedessen können damit au
h Annahmen über Arte-fakte verdi
htet und operationalisiert werden, die aufgrund der Modellierungsstrategieentstehen, so dass sie bei der Auswahl der Approximationsmethode Berü
ksi
htigung �n-den können. Die Fehlerszenarien können, aber müssen ni
ht, in ein Verteilungsmodell vonFuzzy-Zufallsvariablen eingebettet sein. Dur
h die Einführung von Fehlerszenarien als zu-sätzli
hem Instrument ist es also mögli
h, sowohl die Bewertung der Zugehörigkeitsgradefür die Messwerte als au
h eine Metabewertung für die Güte der Fuzzy-Abs
hätzungenzu formalisieren und in das Approximationsverfahren einzubeziehen.Die Fehlerszenarien können bei der Approximation dur
h die Auswahl einer KleinsteQuadrate-Metrik δ(ν) antizipiert werden, die eine Gewi
htung zwis
hen den Zugehörig-keitsniveaus der Fuzzy-Daten vornimmt, die si
h in Ri
htung der �wahren� Werte aus-wirkt. Die Verbesserung der Approximationsgüte der Fuzzy-Approximation in den Ab-bildungen 5.10 und 5.11 kann au
h so gelesen werden, dass eine bessere Approximationerzielt wird, je enger die Nähe zwis
hen den �wahren� Werten und den Modalwertender Fuzzy-Daten relativ zu den Rändern der Trägermenge ist. Dahinter tritt die Fuzzi-ness als Qualitätskriterium im Hinbli
k auf die Approximationsgüte zunä
hst zurü
k. DieFehlerszenarien, die der Simulation der Fallbeispiele zugrundegelegt wurden, bes
hreibenSituationen, in denen die vorliegenden fehlerhaften Werte die si
herste Information überdie �wahren� Werte darstellen. In Reaktion darauf wird eine Modellierungsstrategie für dieFuzzy-Daten gewählt, bei der der Beoba
htungswert den Modalwert bildet und die Ränderder Trägermenge so aufgespannt werden, dass der �wahre� Wert si
her einges
hlossen ist.Hierbei ist der Modalwert nur in Ausnahmefällen identis
h mit dem �wahren� Wert. Ge-gen die verwendeten Fehlerszenarien, die die Paradoxie bei der Bewertung der fehlerhaftenBeoba
htungswerte in den Mittelpunkt stellen, lässt si
h kritis
h einwenden, dass diese im-
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6 Potentiale der Fuzzy-Regressionmer no
h eine verzerrte Darstellung der Datenungenauigkeit sind. Trotz des Aufwands fürdie Fuzzy-Modellierung könne demna
h keine Verbesserung in der Abbildung errei
ht wer-den, so dass besser darauf verzi
htet werden sollte. Dem kann entgegengehalten werden,dass die Modellierung von Fehlerein�üssen dur
h Zufallsvariable in einem S
hätzmodellzwar das o�enere Konzept ist, weil dafür nur Annahmen über die Häu�gkeitsverteilungder Abwei
hungen getro�en werden müsse und auf die örtli
he Fixierung von fehlerhafterMessung und �wahrem� Wert verzi
htet werden kann, so dass die bes
hriebene Paradoxieentfällt. Es darf aber ni
ht vergessen werden, dass das Wahrs
heinli
hkeitskalkül, dessenman si
h dann bedient, mit starken Annahmen versehen ist. Wenn die Verteilungsan-nahmen ni
ht zutre�en, können die Abbildungsfehler daher erhebli
h sein. Im Verglei
hdazu erfordert eine Fuzzy-Modellierung in viel stärkerem Maÿe, si
h die Verzerrungen beider Abbildung bewusst zu ma
hen und zu analysieren. Sie kann damit zu einer höherenTransparenz im Umgang mit Fehlern in den Daten beitragen.Die δ2-Metrik wertet alle Zugehörigkeitsniveaus glei
h und führt zu einer Approxima-tion in der die Abwei
hungen auf allen α-Niveaus glei
hmäÿig berü
ksi
htigt werden.Somit wird in der δ2-Metrik kein Niveau der Fuzzy-Daten besonders gewi
htet, auÿerdemwird kein Zugehörigkeitsberei
h ausges
hlossen. Die beiden alternativen Kleinste Quadra-te Fuzzy-Metriken δH und δG, die für die Fallbeispiele verwendet wurden, gewi
hten dieModalwerte stärker als die δ2-Metriken. Daher kann damit nur in den Fällen eine Ver-besserung der Approximation errei
ht werden, in denen die Modalwerte in Ri
htung der�wahren� Geraden ziehen. Die δ2-Metrik zei
hnet si
h also dadur
h aus, dass sie neutralgegenüber beliebigen Fehlerszenarien ist. Da die Modalwerte bei den simulierten Fuzzy-Daten keine gute Annäherung an den �wahren� Wert sind, ist grundsätzli
h ein Fuzzy-Abstandsfunktional besser für die Approximation geeignet, bei dem eine Umgebung umden Modalwert ni
ht gewi
htet wird. Beispielhaft wird hier die folgenden De�nition vor-ges
hlagen: Sei κ ∈ (0,1). Dann sei für Ã, B̃ ∈ F nob
coc (R) die folgende Quasi-Metrik de�niert

δκ(Ã, B̃) = δ2(Ã[κ], B̃[κ]), wobei Ã[κ] dur
h µÃ[κ](z) = min{µÃ(z), κ} gegeben sei, entspre-
hend für B̃[κ]). Für δκ gilt aufgrund der Konstruktion allerdings im allgemeinen ni
htmehr, dass δκ(Ã, B̃) = 0 ⇒ Ã = B̃. Insbesondere ist δκ keine Erweiterung der euklidis
henMetrik mehr.Bei der Approximation eines Modells mit Fuzzy-Steigungsparametern können keineAussagen über die plausible Lage der �wahren� Werte abgeleitet werden. Stattdessen gibtdie Approximation Hinweise auf globale Strukturen in den Ungenauigkeitsumgebungender Fuzzy-Daten, wenn man von der Vorstellung ausgeht, dass die ungenauen Outputs beiAngabe von genauen Inputs mögli
hst gut reproduziert werden sollen. Aufgrund der einge-s
hränkten Linearität von Fuzzy-Zahlen ist die Approximation einer Fuzzy-Charakteristikaber nur in wenigen Fällen sinnvoll mögli
h. Insbesondere muss die Monotonie in den
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6 Potentiale der Fuzzy-RegressionSpannweiten der Fuzzy-Outputs mögli
hst zur S
hmetterlingsform der Fuzzy-linearen Mo-dellfunktion passen. Eine Abnahme von Spannweiten kann mit diesem Modellansatz ni
htoder nur mit wenig intuitiven Methoden entde
kt werden. Aus diesem Grund ist der An-satz ni
ht für eine Evaluation von Fehlerstrukturen geeignet. Für die Untersu
hung derAbs
hätzungsstrukturen in den Fuzzy-Daten ist es unwi
htig, ob die Fuzzy-Daten alsEinheiten linear verknüpft sind. Es wäre daher sinnvoller, zu alternativen Approximati-onsmodellen überzugehen, die eine gröÿere Flexibilität in der Anpassung haben. Daherist eher zu empfehlen, dass die Betra
htung auf die geometris
hen Eigens
haften im Ko-ordinatenraum ausgeri
htet wird, wie es z.B. der Ansatz von D'Urso und Gastaldi [2000℄vorsieht. Die Anpassung von Fuzzy-linearen Modellen mit Fuzzy-Steigungsparametern isthingegen interessant, wenn ein entspre
hendes Fuzzy-Bündel von Funktionen angepasstwerden soll, d.h. wenn nur ein vager Strukturzusammenhang vorliegt.Abs
hlieÿend ist aus den Ergebnissen dieser Arbeit das Fazit zu ziehen, dass der Vorteileiner Fuzzy-Modellierung bei Fehlern in den Daten in erster Linie darin liegt, dass dieFehlerein�üsse einzelfallbezogen und explizit abgebildet werden können und somit fürweitere Analysen zur Verfügung stehen. Die Modellierung von Fuzzy-Merkmalswertenkostet einigen Aufwand und lohnt si
h vor allem dann, wenn die Qualität der Datensowie die Qualität der Abbildung der Datenungenauigkeiten dur
h die Fuzzy-Daten imVordergrund der Untersu
hungen stehen. Die Methoden zur Fuzzy-Regression stellen einInstrumentarium zur Funktionsapproximation zur Verfügung, wenn sol
he Fuzzy-Datenvorliegen. Beim derzeitigen Stand der Entwi
klung sind sie als explorative Methoden zu
harakterisieren, mit denen eine Ausglei
hsgerade bestimmt werden kann, die für dasGenauigkeitsniveau der vorliegenden Daten au
h als plausible Gerade für die verborgenen�wahren� Werte interpretiert werden kann. Die Güte der Approximation kann verbessertwerden, wenn die Modellierungsstrategie für die Fuzzy-Daten dur
h ein Fehlerszenariobes
hrieben und dur
h die Auswahl einer passenden Metrik antizipiert werden kann.6.3 Fors
hungsperspektivenAus den Ergebnissen der vorangegangenen Untersu
hungen ergeben si
h einige weiterfüh-rende Fragestellungen. Als besonders aussi
htsrei
h ers
heint hierbei die Entwi
klung vonMessverfahren, mit der die Mögli
hkeit zur einzelfallbezogenen Abbildung von Fehlerein-�üssen dur
h eine Fuzzy-Modellierung besser ausgenutzt werden kann. Ergänzend zu derbisherigen Modellierung von Fehlerein�üssen ex post zu bereits vorliegenden Daten wärees hilfrei
h, au
h über Verfahren zur Generierung von epistemis
hen Fuzzy-Beoba
htungenim Zuge des Messprozesses zu verfügen. Dabei wäre zunä
hst über Verfahren zur Hebungvon bereits vorhandenem Wissen für die Bewertung der Datenqualität na
hzudenken, z.B.
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6 Potentiale der Fuzzy-Regressiondur
h begleitende, qualitative Fragebögen zur Erhebung von Informationen über Beson-derheiten im laufenden Messprozess oder dur
h eine Reaktivierung und Einbindung vondokumentierten Wissensbeständen.Die Fuzzi�zierung von Klassi�zierungungssystemen, wie z.B. der Wirts
haftszweige oderder Berufe, wurde in dieser Arbeit ni
ht genauer behandelt. Fuzzy-Klassi�kationen er-mögli
hen es, dass die Abwägung für die Zuordnung einer statistis
hen Einheit in die eineoder die andere Klasse dur
h Teilzugehörigkeiten abzubilden. Dadur
h kann die Zahl vonMissklassi�kationen reduziert und Erosionsprozesse innerhalb von Klassi�kationssystemenkönnen explizit abgebildet und im Zeitverlauf na
hvollzogen werden. Fors
hungsbedarf be-steht im Hinbli
k auf Fuzzy-Klassi�kationen zum einen in der Frage, wie ein praktikablesErhebungsverfahren bei Verwendung von Fuzzy-Klassi�kationen gestaltet werden könnte.Zum anderen wären für die Verwendung von Daten, die eine Fuzzy-Klassi�zierung bein-halten, andere Regressionsmethoden erforderli
h, als in dieser Arbeit vorgestellt wurden.18Da die Fuzzy-Daten auf der Basis einer subjektiven Bewertung der Datenungenauig-keiten modelliert werden, ist es mögli
h, dass bei einer ungünstigen Modellierung S
hein-zusammenhänge dur
h die Modellierung der Daten verursa
ht werden, die das Approxi-mationsergebnis vers
hle
htern. Um günstige Strategien für die Modellierung von Fuzzy-Fehlern zu �nden, wäre daher no
h genauer zu untersu
hen, wel
he Interdependenzenzwis
hen den Eigens
haften der Fuzzy-Daten und den Approximationsparametern beste-hen und ob es Dateneigens
haften gibt, auf die das Approximationsverfahren besonderssensitiv reagiert. Insbesondere ist abzugrenzen, inwieweit eine ungünstige Bes
ha�enheitder Fuzzy-Daten dem Stand des Wissens entspri
ht oder ob sie dur
h unbewusste Prozesseerzeugt wurden und zu korrigieren sind.Die Fehlerszenarien, die in dieser Arbeit für die Simulation von epistemis
hen Fuzzy-Daten konstruiert wurden, sind relativ einfa
h angelegt. Das Bild, das sie zei
hnen, ist imFall der sog. einfa
hen, systematis
hen Fehler no
h zu stark von klassis
hen Zufallsein�üs-sen geprägt, im Fall der sog. korrelierten Fehler sind die E�ekte so stark ausgeprägt, dassbei Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi) kaum no
h Unters
hiede zwis
hen den Ben
hmarks zu erkennensind. Mit den Fehlerszenarien werden die Modellierungsstrategien für fehlerhafte Datenvereinheitli
ht und konzentriert, daher stellen sie ein wesentli
hes Instrument dar, mitdem die Auswirkungen eines Modellierungsverfahrens auf das Approximationsergebnisanalysiert werden kann. Es besteht daher groÿer Bedarf für die Entwi
klung von realis-tis
heren Fehlerszenarien. Weiteres Fors
hungspotential ist vor allem im Hinbli
k auf dieMis
hung von Modellierungsstrategien zu sehen, insbesondere dann, wenn zu multiva-riaten Ansätzen übergegangen wird. In diese Ri
htung geht au
h s
hon die Frage na
h18Es ist zu vermuten, dass die �Pro�lzuordnungsverfahren� na
h Manton u. a. [1994℄ in diese Ri
htunggehen.
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6 Potentiale der Fuzzy-Regressionder Kompensation oder Verstärkung von Fehlere�ekten bei Daten mit Fuzzy-Inputs undFuzzy-Outputs, die in Abs
hnitt 5.1.1 angespro
hen wurde. Ni
ht zuletzt bilden die Feh-lerszenarien eine wi
htiges Bindeglied für die Konstruktion von Verteilungsmodellen fürepistemis
he Fuzzy-Daten.Im Bezug auf die Methoden zur Fuzzy-Regression steht eine genauere Sensitivitätsana-lyse für bi- und multivariate Kleinste Quadrate-Ansätze no
h aus. Es ist damit zu re
hnen,dass dann, ähnli
h wie bei den klassis
hen Fehlermodellen, die Verzerrungs- und Korrek-ture�ekte komplexer sind, und ni
ht mehr so lei
ht interpretiert werden können, wie inden vorgeführten Fallbeispielen. Der Fors
hungsbedarf in Bezug auf die Entwi
klung vonS
hätzmodellen bei epistemis
hen Fuzzy-Merkmalswerten wurde bereits in Abs
hnitt 6.1skizziert. Bei einem Modell mit Fuzzy-Inputs kann in einem S
hätzmodell, mit dem eineAussage über den Zusammenhang zwis
hen den �wahren� Werten getro�en werden soll,ni
ht auf eine Modellierung mit sto
hastis
hen Inputs verzi
htet werden.
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A Anhang
A.1 δ2-Metrik und Steiner-PunktDer Steiner-Punkt stellt im Bezug auf die δ2-Metrik auf dem Raum der Fuzzy-Zahlen
F nob
coc (R) in ähnli
her Weise einen S
hwerpunkt dar, wie dies der Mittelwert im Bezug aufdie Euklidis
he Metrik ist. Die te
hnis
hen Eigens
haften, die bei der Kleinste QuadrateFuzzy-Regression Verwendung �nden, werden hier zusammengestellt.Das Konzept der Stützfunktion einer Menge und die weiteren Eigens
haften können vongewöhnli
hen konvexen, kompakten Mengen in Rm auf konvexe, kompakte Fuzzy-Mengenüber Rm übertragen werden.1 Zunä
hst wird die De�nition für gewöhnli
he Mengen über

Rm angegeben.De�nition A.1 (Stützfunktion einer konvexen, kompakten Menge) Sei K ⊂ Rmkonvex und kompakt. Dann ist die Stützfunktion sK ∶ Rm Ð→ R von K de�niert dur
h
sK(u) = sup{⟨u, z⟩ ∣ z ∈K}.Da K konvex und kompakt ist, wird das Supremum immer angenommen und sK istwohlde�niert.Die De�nition kann mit Hilfe der α-S
hnitt-Darstellung auf Fuzzy-Mengen übertragenwerden. Wir benötigen im Weiteren nur die De�nition der Stützfunktion einer Fuzzy-Menge für m = 1.De�nition A.2 (Stützfunktion einer Fuzzy-Menge) Sei Ã ∈ F nob

coc (R) eine konvexe,kompakte Fuzzy-Menge. Die Stützfunktion sÃ ∶ [0,1] × S0 Ð→ R von Ã ist dann de�niertdur
h
sÃ(α,u) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
sup{uy ∣ y ∈ [Ã]α} für α ∈ (0,1],
0 für α = 0,1Vgl. Diamond und Kloeden 1994, S. 13�.
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A Anhangwobei S0 = {−1,1} die euklidis
he Einheitskugel in R1 sei. Das Produkt uy entspri
ht demSkalarprodukt ⟨u, y⟩ über R1.Eine konvexe, kompakte Fuzzy-Menge wird eindeutig dur
h ihre Stützfunktion 
harak-terisiert.Satz A.3 (Eigens
haften der Stützfunktion) Die Stützfunktionen sind linear bezüg-li
h der erweiterten Addition und des positiven Skalarprodukts auf Fuzzy-Mengen. Seien
Ã, B̃ ∈ F nob

coc (R) und λ ≥ 0. Dann gilt
sÃ⊕B̃ = sÃ + sB̃ und sλ⊙Ã = λsÃ.Für negative Skalare λ < 0 kann der folgende Zusammenhang bere
hnet werden. Füralle α ∈ (0,1]
sλ⊙Ã(α,u) = s−λ⊙(−Ã)(α,u)

= −λs
−Ã(α,u) (A.1)

= −λ sup{uy ∣ y ∈ [−aR(α),−αL(α)]}
= −λ sup{u(−y′) ∣ y′ ∈ [aL(α), αR(α)]}
= −λsÃ(α,−u). (A.2)Sei nun die Funktion  ∶ F nob

coc (R)Ð→Map([0,1] × S0,R), Ã z→ sÃ gegeben, mit der diekonvexen, kompakten Fuzzy-Mengen in ihre Stützfunktionen abgebildet werden. Danngilt, dass  injektiv ist. Auÿerdem überträgt  die lineare Struktur mit Addition undpositiver Skalarmultiplikation von F nob
coc (R) in die Menge der Funktionen Map([0,1] ×

S0,R).2Die δ2-Metrik wird so de�niert, dass der Abstand zwis
hen Fuzzy-Mengen in F nob
coc (R)mit dem Abstand der zugehörigen Stützfunktionen identi�ziert wird.De�nition A.4 (δ2-Metrik) Für Fuzzy-Mengen Ã, B̃ ∈ F nob

coc (R) sei die Metrik δ2 gege-ben dur
h
δ22(Ã, B̃) = ∫

[0,1]×S0
(sÃ − sB̃)2 dλ1 ⊗ λS0mit λ[0,1], λS0 den zu [0,1] bzw. S0 gehörigen Borel-Lebesgue-Maÿen.2Die Skalarmultiplikation für  kann dur
h De�nition einer �negativen� Skalarmultiplikation für negativeSkalare λ < 0 gemäÿ Glei
hung (A.2) auf ganz R erweitert werden. Vgl. Kräts
hmer 2006a, S. 2581.
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A AnhangSatz A.5 Da für jede Fuzzy-Zahl Z̃ und jedes α ∈ [0,1] gilt, dass sZ̃(α,−1) = −zL(α) und
sZ̃(α,1) = zR(α) kann die De�nition von δ2 umformuliert werden. Seien Ã, B̃ ∈ F nob

coc (R),dann gilt
δ22(Ã, B̃) = 1

2
∫

1

0
[(−aL(α) + bL(α))2 + (aR(α) − bR(α))2] dα.Aus dieser Darstellung und der Konstruktion des �negativen� Skalarproduktes gemäÿGlei
hung (A.2) kann gefolgert werden, dass δ2 homogen in beliebigen Skalaren λ ∈ R ist.Es gilt

δ22(0, λX̃) = λ2δ22(0, X̃). (A.3)Bei LR-Fuzzy-Intervallen kann der δ2-Abstand mit der folgenden Formel direkt bere
h-net werden, falls gilt L−1,R−1 ∈ L2(R):
δ22(Ã, B̃) = (a − b)2 + ∣∣R∣∣22(rA − rB)2 + ∣∣L∣∣22(lA − lB)2

+ 2(a − b)[∣∣R∣∣1(rA − rB) − ∣∣L∣∣1(lA − lB)], (A.4)wobei
∣∣L∣∣1 = 1

2
∫

1

0
L−1(α) dα, ∣∣L∣∣22 = 12 ∫

1

0
(L−1(α))2 dα und

∣∣R∣∣1 = 1
2
∫

1

0
R−1(α) dα, ∣∣R∣∣22 = 1

2
∫

1

0
(R−1(α))2 dα.Es gibt eine ganze Klasse von Metriken, die eine äquivalente Topologie auf F nob

coc (R)minduzieren wie δ2. Um zu einer Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression mit diesen Metri-ken überzugehen, müssen nur einige Gewi
htsfaktoren im Optimierungsproblem verändertwerden.Satz A.6 (Erweiterte Familie von Kleinste Quadrate Fuzzy-Metriken)Sei ein endli
hes Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ν auf B([0,1]) gegeben. Für Ã, B̃ ∈ F nob
coc (R)ist die erweiterte Metrik δ(ν) dann gegeben dur
h3

δ2(ν)(Ã, B̃) = ∫
[0,1]×S0

(sÃ(α,u) − sB̃(α,u))2 dν(α)⊗ λS0(u).Unter Verwendung eines Beweises von Bertoluzza u. a. [1995℄ kann gezeigt werden, dassbei Eins
hränkung auf die LR-Fuzzy-Intervalle alle δ(ν)-Metriken topologis
h äquivalentzur δ2-Topologie sind.3Vgl. Diamond und Körner 1997, S.30. 220



A AnhangDer δ(ν)-Abstand von LR-Fuzzy-Intervallen kann mit derselben Formel wie der δ2-Abstand direkt bere
hnet werden, falls gilt L−1,R−1 ∈ L2(ν). Dabei sind nur die Gewi
hts-faktoren ∣∣R∣∣(ν)2 , ∣∣R∣∣(ν)1 , ∣∣L∣∣(ν)2 , ∣∣L∣∣(ν)1 anzupassen. Dabei werden die gegenüber Glei
hung(A.4) veränderten Gewi
htsfaktoren bestimmt als
∣∣L∣∣(ν)1 = 12 ∫

1

0
L−1(α) dν(α), ∣∣L∣∣(ν)2 = 12 ∫

1

0
(L−1(α))2 dν(α) und

∣∣R∣∣(ν)1 = 12 ∫
1

0
R−1(α) dν(α), ∣∣R∣∣(ν)2 = 12 ∫

1

0
(R−1(α))2 dν(α).Der Steiner-Punkt stellt im Bezug zur δ2-Metrik so etwas wie den reellwertigen S
hwer-punkt einer Fuzzy-Menge dar. Ihm kommt daher eine ähnli
he Funktion zu wie demMittelwert im Bezug zur Euklidis
hen Metrik.De�nition A.7 (Steiner-Punkt einer Fuzzy-Menge) Sei Ã ∈ F nob

coc (R) eine Fuzzy-Menge. Dann ist der Steiner-Punkt von Ã de�niert dur
h
σÃ = ∫

[0,1]×S0
usã(α,u) dλ1(α)⊗ λS0(u)Satz A.8 Der Steiner-Punkt ist ein 
harakterisierender Punkt für Ã in dem Sinne, dassgilt

δ2({σÃ}, Ã) = inf
v∈R

δ2({v}, Ã).Es gilt die folgende Zerlegung des Abstands von Fuzzy-Mengen in den euklidis
henAbstand zwis
hen den Steiner-Punkten und den verbleibenden Abstand der Ungenauig-keitsumgebungen.
δ22(Ã, B̃) = ∣∣σÃ − σB̃ ∣∣2 + δ22(Ã○, B̃○),wobei Ã○ = Ã⊖ σÃ und B̃○ = B̃ ⊖ σB̃ die in 0 zentrierten Fuzzy-Mengen sind.Die Steiner-Punkte erben von den Stützfunktionen au
h die lineare Struktur, d.h. für

Ã, B̃ ∈ F nob
coc (R) und λ ≥ 0 gilt

σÃ⊕B̃ = σÃ + σB̃ und σλ⊙Ã = λσÃ.Für negative Skalare λ < 0 gilt mit Glei
hung (A.1)
σλ⊙Ã = −λσ−Ã = ∣λ∣σ−Ã.
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A AnhangFür die in 0 zentrierten Fuzzy-Mengen kann daraus die folgende Umformung für nega-tive Skalare λ < 0 abgeleitet werden, die wir für Bere
hnungen benötigen.
(λÃ)○ = λÃ − (−λσ

−Ã)
= (−λ)(−Ã) − (−λ)σ

−Ã

= (−λ)(−Ã)○.
(A.5)Da der Steiner-Punkt einer Fuzzy-Menge Ã den δ2-Abstand minimiert, kann bei LR-Fuzzy-Intervallen Ã = (a; lA, rA)LR dur
h Einsetzen und Minimieren von Formel (A.4) diefolgende einfa
he Bestimmungsglei
hung bere
hnet werden.

σÃ = a + ∣∣R∣∣1rA − ∣∣L∣∣1lA. (A.6)Über den Weg der Minimierungseigens
haft kann au
h ein Steiner-Punkt für die erwei-terte Familie von Kleinste Quadrate Fuzzy-Metriken de�niert werden.De�nition A.9 Der Steiner-Punkt für eine erweiterte Kleinste Quadrate Fuzzy-Metrik
δ(ν) ist de�niert, wenn es einen eindeutigen Wert σ(ν)

Ã
gibt4, so dass gilt

δ(ν)({σ(ν)Ã
}, Ã) = inf

v∈R
δ(ν)({v}, Ã).Für LR-Fuzzy-Intervalle kann somit für eine erweiterte Kleinste Quadrate Fuzzy-Metrik

δ(ν) dur
h Minimieren der folgende abgeleitete Steiner-Punkt bestimmt werden
σ
(ν)

Ã
= a + ∣∣R∣∣(ν)1 rA − ∣∣L∣∣(ν)1 lA.

4Die De�nition gilt also insbesondere dann ni
ht, wenn δ(ν) eine Quasi-Metrik ist, d.h. wenn aus
δ(ν)(Ã, B̃) = 0 ni
ht folgt Ã = B̃.
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A AnhangA.2 Dokumentation der abgebildeten DatensätzeAuf den folgenden Seiten werden die Fallbeispiele dokumentiert, die in Abs
hnitt 5.2präsentiert wurden. Dabei werden nur die Datensätze selber sowie die Residuen und dieBestimmtheitsmaÿe für die Ben
hmarkapproximationen dargestellt. Die Parameterwer-te wurden bereits im Text angegeben. Bei den Fuzzy-Approximationen werden nur dieErgebnisse für die δ2-Metrik ausführli
h dokumentiert. Das Bestimmtheitsmaÿ für dievers
hiedenen Modellansätze der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression werden gemäÿ derfolgenden Formel bere
hnet, die hier in der allgemeinsten Variante notiert wird:5
R2 = 1 − ∑

n
i=1 δ2(Ỹi, f(X̃i, Ã))2
∑n

i=1 δ2(Ỹi, Ỹ⋅)2
,wobei Ỹ⋅ = 1

n ∑n
i=1 Ỹi den Mittelwert der Fuzzy-Messwerte bezei
hnet. Je näher R2 bei 1liegt, desto besser ist die Anpassung.Die Datenwerte sind mit steigenden �wahren� Werten x∗i angeordnet. Die Au�istungder Residuen erfolgt in der Reihenfolge der Datenwerte. Sie können daher entspre
hendzugeordnet werden.Für die Ben
hmarkregressionen werden die folgenden Kürzel verwendet:� �WAHR� für die �wahre� Gerade,� �MOD� für die Modalwerteapproximation,� �END� für die Endwerteapproximation,� �DFUZ� für die Approximation im defuzzi�zierten Modell,� �VFUZ� für die Approximation im vereinfa
hten Fuzzy-Modell,� �FFUZ� für die Approximation im Modell mit Fuzzy-Parametern.� �RINP� bzw. �ROUT� für die Randapproximationen mit genauen, reellwertigen In-bzw. Outputs bei Fuzzy-Daten (X̃i, Ỹi), wobei als markante Punkte die Steiner-Punkte σX̃i

bzw. σỸi
ausgewählt wurden.

5Vgl. z.B. Diamond und Körner 1997, S. 18.
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A AnhangA.2.1 Fallbeispiele mit genauen InputsOutputs mit einfa
hen, systematis
hen FehlernDatenwerte
x∗i y∗i yLi (0), yi , yRi (0)0.2148 1.8986 1.8115, 2.0670, 2.61262.3010 3.4795 3.0461, 3.3480, 3.85003.2772 1.9462 1.6910, 1.8854, 2.20203.7644 2.5957 2.4941, 2.5773, 2.88304.1217 3.1249 2.9321, 3.0905, 3.39974.1764 2.4992 2.0431, 2.1964, 2.53484.8715 2.6378 2.6346, 2.6404, 2.64986.2007 4.5804 4.3511, 4.4980, 4.77366.4699 3.4919 3.4055, 3.5779, 4.01317.7410 4.4822 4.0944, 4.2303, 4.54308.5502 4.4000 4.3582, 4.4594, 4.81128.6171 3.6671 3.3216, 3.4798, 4.07699.1746 3.6870 3.2216, 3.5591, 4.15779.3576 3.3532 3.0634, 3.2527, 3.74639.7320 4.1263 3.8677, 4.1371, 4.8262Bestimmtheitsmaÿ und ResiduenWAHR DFUZ VFUZ FFUZ

R2 0.5279 0.5115 0.5078 0.5083-0.1970 0.0189 0.0664 0.09930.9308 0.8364 0.8388 0.8406-0.8145 -0.8521 -0.8525 -0.8522-0.2708 -0.2382 -0.2447 -0.24230.1807 0.1816 0.1849 0.1832-0.4568 -0.7155 -0.7161 -0.7157-0.4691 -0.4638 -0.4930 -0.49091.1848 1.1440 1.1450 1.14510.0378 0.2005 0.2007 0.20060.7521 0.5627 0.5640 0.56490.4941 0.6392 0.6403 0.6413-0.2534 -0.3075 -0.3130 -0.3103-0.3545 -0.3905 -0.4037 -0.3994-0.7280 -0.7248 -0.7255 -0.7249-0.0362 0.1093 0.1564 0.1409
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A AnhangOutputs mit korrelierten FehlernDatenwerte
x∗i y∗i yLi (0), yi , yRi (0)0.4610 1.1004 0.6222, 0.6935, 1.36562.4582 2.1749 1.7422, 1.8140, 2.46782.8096 3.0295 2.6269, 2.6839, 3.28063.1652 2.0073 1.5640, 1.6820, 2.30473.4241 2.6215 2.1531, 2.3153, 2.78513.4807 3.1147 2.7300, 2.8132, 3.37583.9813 2.2028 1.8413, 1.9565, 2.29174.1143 2.7931 2.4460, 2.5666, 2.86044.5940 3.4129 3.2589, 3.2832, 3.63186.1510 3.4448 3.0746, 3.6941, 3.81598.1899 4.1672 3.8036, 4.5458, 4.73078.5004 4.2493 3.8611, 4.6358, 4.73769.5519 4.7641 4.7332, 5.1697, 5.36799.5575 3.3670 3.1250, 3.7726, 3.79779.6498 4.4094 4.1522, 4.8163, 4.8586Bestimmtheitsmaÿ und ResiduenWAHR MOD DFUZ VFUZ FFUZ

R2 0.7868 0.8736 0.8450 0.8409 0.8419-0.5671 -0.4038 -0.4515 -0.4594 -0.4644-0.0888 -0.1017 -0.0766 -0.1115 -0.11290.6608 0.6243 0.6524 0.6564 0.6553-0.4676 -0.5233 -0.4902 -0.4954 -0.49580.0694 0.0039 -0.0022 -0.0404 -0.03020.5456 0.4786 0.5176 0.5216 0.5202-0.5157 -0.5832 -0.5896 -0.5934 -0.59090.0349 -0.0276 -0.0405 -0.0847 -0.06410.5115 0.4924 0.5359 0.5440 0.54110.0786 0.2654 0.1637 0.1823 0.18150.1922 0.2815 0.2441 0.2697 0.25640.1816 0.2443 0.1901 0.2244 0.20850.3824 0.3473 0.4425 0.4444 0.4482-1.0163 -1.0520 -1.0527 -1.0569 -1.0566-0.0015 -0.0461 -0.0430 -0.1049 -0.0951
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A AnhangA.2.2 Fallbeispiele mit genauen OutputsInputs mit einfa
hen, systematis
hen FehlernDatenwerte
x∗i xLi (0), xi , xRi (0) y∗i2.5725 1.9086, 2.8736, 3.1575 2.42603.2887 3.1356, 3.7861, 3.8768 2.10093.5655 3.0134, 3.7667, 3.8892 2.77333.5688 3.4730, 4.0098, 4.0820 2.68393.6461 2.9080, 3.7099, 3.8336 3.08983.9933 3.5096, 3.9405, 4.1231 3.52386.8990 6.2850, 6.9973, 7.2322 3.84027.0135 6.9978, 7.2431, 7.3245 3.48937.5218 6.7794, 8.0532, 8.2648 3.97517.7442 7.6955, 8.1801, 8.3849 4.02368.5395 8.0355, 8.8759, 8.9922 4.23369.1450 9.0412, 9.5913, 9.7036 5.14109.4140 8.9367, 9.6481, 9.8798 4.74189.4362 8.9660, 9.7782, 9.8770 4.79209.8449 9.3574, 9.9935, 10.1087 4.2687Bestimmtheitsmaÿ und ResiduenWAHR MOD END FFUZ

xLi (0) , xRi (0)
R2 0.8612 0.8442 0.8223 0.8365-0.0283 -0.0597 0.1184 , -0.2592 -0.1298-0.5808 -0.6683 -0.5777, -0.8018 -0.67910.0037 0.0101 0.1317 , -0.1332 0.0831-0.0867 -0.1548 -0.0967, -0.2809 -0.17830.2946 0.3443 0.4801 , 0.2002 0.35690.6184 0.7066 0.7321 , 0.5466 0.67830.0124 0.0732 0.2092 , -0.0772 0.1110-0.3749 -0.3541 -0.3572, -0.4560 -0.3827-0.0505 -0.1200 0.1946 , -0.2545 -0.1594-0.0726 -0.1109 -0.0339, -0.2424 -0.1413-0.1151 -0.1171 0.0733 , -0.2160 -0.13270.6001 0.5680 0.6765 , 0.4762 0.57190.1155 0.1511 0.3089 , 0.0237 0.17750.1586 0.1609 0.3503 , 0.0748 0.2028-0.4944 -0.4293 -0.2914, -0.5186 -0.4271
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A AnhangInputs mit korrelierten FehlernDatenwerte
x∗i xLi (0), xi , xRi (0) y∗i1.1446 1.0194, 1.6816, 1.7393 1.65732.1369 2.0418, 2.6478, 2.7886 1.84422.8526 2.8374, 3.3338, 3.3861 2.50333.0218 2.9536, 3.4937, 3.5299 2.41993.2043 3.1028, 3.6648, 3.8173 1.78283.3382 3.2227, 3.7894, 3.8004 2.52703.9368 3.9188, 4.3311, 4.4145 2.82944.6469 4.5358, 4.9167, 4.9648 2.57695.3990 5.3238, 5.4180, 5.4791 3.69005.5095 5.3094, 5.4843, 5.5576 3.20585.7011 5.4394, 5.6014, 5.8335 2.69835.9191 5.6597, 5.7425, 5.9517 3.24006.6518 6.2840, 6.3005, 6.7043 3.86459.1768 8.5272, 8.6533, 9.3190 4.24029.7485 8.9787, 9.2115, 9.8607 4.0582Bestimmtheitsmaÿ und ResiduenWAHR MOD END FFUZ

xLi (0) , xRi (0)
R2 0.8413 0.8317 0.8241 0.8296-0.0767 -0.0271 0.0576 , -0.1806 -0.0891-0.1975 -0.1922 -0.0937, -0.3408 -0.21810.2396 0.2169 0.3022 , 0.1206 0.22340.1036 0.0752 0.1803 , -0.0104 0.1031-0.5900 -0.6242 -0.5061, -0.7425 -0.62770.1126 0.0746 0.1984 , 0.0073 0.11090.2294 0.1796 0.2705 , 0.1065 0.1921-0.2434 -0.2863 -0.1862, -0.3281 -0.27490.6364 0.6441 0.6663 , 0.6149 0.64210.1178 0.1357 0.1868 , 0.1046 0.1428-0.4491 -0.4145 -0.3638, -0.4941 -0.42450.0250 0.0758 0.1051 , 0.0085 0.07170.4223 0.4970 0.5231 , 0.3840 0.47540.0147 0.0154 0.1566 , -0.1054 0.0858-0.3447 -0.3701 -0.1749, -0.4667 -0.3593
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A AnhangA.2.3 Fallbeispiele mit Fuzzy In- und OutputsIn- und Outputs mit einfa
hen, systematis
hen FehlernDatenwerte
x∗i xLi (0), xi , xRi (0) y∗i yLi (0), yi , yRi (0)0.7565 0.3231, 1.2406 , 1.3447 1.7601 1.4746, 1.6555, 2.12751.5919 1.2573, 1.8882 , 1.9680 2.2621 2.0940, 2.1728, 2.32781.8179 1.2556, 2.3321 , 2.5194 1.7656 1.6058, 1.7282, 1.96501.9567 1.3018, 2.4139 , 2.5818 2.1494 2.0573, 2.1543, 2.36502.5648 2.5211, 2.9140 , 2.9664 2.6245 2.3058, 2.4877, 2.81813.0342 2.9805, 3.4213 , 3.4805 1.6640 1.4937, 1.5565, 1.74103.2275 3.0720, 3.2665 , 3.3348 3.2191 2.7777, 2.8949, 3.24566.3359 6.1947, 6.3425 , 6.3749 2.9478 2.7850, 2.9219, 3.29466.7360 6.7275, 7.2360 , 7.3431 3.7295 3.5826, 3.6857, 3.89887.1145 6.6109, 7.3448 , 7.6373 4.0084 3.7039, 3.8085, 4.14797.8404 7.1400, 8.1058 , 8.4711 4.2982 3.9067, 4.0014, 4.36227.8960 7.4153, 8.3024 , 8.6258 3.5498 3.2025, 3.3850, 3.70188.1148 7.9959, 8.2206 , 8.2831 4.0070 3.6848, 3.8306, 4.41169.3564 9.3091, 9.4971 , 9.5408 4.2708 4.1486, 4.2151, 4.45909.7960 9.3866, 10.2224, 10.3177 4.6574 4.3367, 4.4535, 4.8523Bestimmtheitsmaÿ und ResiduenWAHR MOD END DFUZ FFUZ RINP ROUT

xLi (0) , xRi (0)
R2 0.8605 0.8763 0.8613 0.8672 0.8735 0.8754 0.8677-0.0103 -0.0603 0.0927 , -0.2030 -0.1263 -0.0543 -0.0641 -0.09630.2371 0.2629 0.3395 , 0.1337 0.2462 0.2467 0.2493 0.2426-0.3282 -0.3146 -0.1046, -0.4705 -0.3047 -0.3138 -0.3025 -0.32960.0132 0.0870 0.3082 , -0.0624 0.1225 0.1379 0.1113 0.15240.3029 0.2705 0.2885 , 0.1596 0.2768 0.2516 0.2514 0.2481-0.8006 -0.8126 -0.7757, -0.9205 -0.8370 -0.8397 -0.8388 -0.84280.6957 0.5722 0.5362 , 0.4602 0.5705 0.5567 0.5569 0.5525-0.5232 -0.3223 -0.3409, -0.3930 -0.3683 -0.3463 -0.3420 -0.33970.1366 0.1738 0.2687 , 0.0905 0.1516 0.1485 0.1486 0.15790.3001 0.2641 0.4253 , 0.1281 0.2752 0.2720 0.2683 0.28690.3687 0.2290 0.4650 , 0.0796 0.2593 0.2613 0.2523 0.2833-0.3967 -0.4464 -0.2311, -0.5816 -0.4644 -0.4579 -0.4596 -0.4655-0.0062 0.0238 0.0464 , -0.0367 0.2050 0.1350 0.1063 0.0673-0.1208 0.0259 0.0507 , -0.0164 -0.0772 -0.0062 -0.0378 -0.02090.1317 0.0470 0.2666 , -0.0030 0.1276 0.0943 0.0861 0.1265
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A AnhangIn- und Outputs mit korrelierten FehlernDatenwerte
x∗i xLi (0), xi , xRi (0) y∗i yLi (0), yi , yRi (0)0.5850 0.5701, 1.1244, 1.1823 1.2590 0.9154, 0.9893, 1.26761.5032 1.4205, 2.0205, 2.1029 1.7823 1.5133, 1.5236, 1.96251.7921 1.6209, 2.3000, 2.4418 2.4363 2.1139, 2.1824, 2.60591.9582 1.8796, 2.4600, 2.4771 2.1109 1.7468, 1.8600, 2.18842.8622 2.8174, 3.3165, 3.4683 2.5206 2.1811, 2.2934, 2.71603.2124 3.1440, 3.6380, 3.7625 2.8268 2.4929, 2.6140, 2.88133.6208 3.6122, 4.0000, 4.1174 2.7654 2.4509, 2.5758, 2.86994.8865 4.8427, 4.9370, 5.1749 3.0606 2.9699, 3.0354, 3.20025.5303 5.2535, 5.3394, 5.5530 3.1493 2.9994, 3.2447, 3.27675.8729 5.4233, 5.5889, 5.9727 2.9113 2.8315, 3.0533, 3.13056.1996 5.7074, 5.8515, 6.3071 3.3109 3.1512, 3.4850, 3.48706.5940 6.0541, 6.1913, 6.6434 3.3498 3.2731, 3.5512, 3.56308.3185 7.7379, 7.8077, 8.3742 4.0977 4.0427, 4.3531, 4.39258.9830 8.3865, 8.4534, 9.0342 3.7490 3.5680, 4.0138, 4.10899.4416 8.7951, 8.9021, 9.4440 4.0448 3.9107, 4.3145, 4.3255Bestimmtheitsmaÿ und ResiduenWAHR MOD END DFUZ FFUZ RINP ROUT

xLi (0) , xRi (0)
R2 0.9031 0.9503 0.9370 0.9337 0.9368 0.9388 0.9439-0.5151 -0.3914 -0.3264, -0.5530 -0.4545 -0.4584 -0.4541 -0.4660-0.2378 -0.2213 -0.1068, -0.3593 -0.2127 -0.2080 -0.1979 -0.20750.3388 0.3239 0.4778 , 0.1740 0.3688 0.3606 0.3585 0.3595-0.0310 -0.0634 0.0597 , -0.1614 -0.1056 -0.0862 -0.0693 -0.09470.1365 0.0219 0.1461 , -0.0948 0.1260 0.0964 0.0905 0.09430.3490 0.2118 0.3458 , 0.1170 0.2397 0.2330 0.2314 0.23760.1781 0.0264 0.1343 , -0.0526 0.0971 0.0700 0.0629 0.07780.1344 0.1052 0.1386 , 0.0156 0.1244 0.1220 0.1295 0.12590.0506 0.1510 0.1959 , 0.0851 0.1224 0.1137 0.1152 0.1123-0.2791 -0.1418 -0.0584, -0.2617 -0.1731 -0.1712 -0.1700 -0.17510.0330 0.1831 0.2682 , 0.0463 0.1342 0.1331 0.1243 0.1331-0.0337 0.1112 0.2061 , -0.0120 0.0925 0.0968 0.0865 0.09880.2523 0.2562 0.3849 , 0.1495 0.2753 0.2784 0.2711 0.2838-0.2744 -0.3455 -0.1944, -0.4341 -0.3514 -0.3373 -0.3346 -0.3281-0.1014 -0.2272 -0.0449, -0.2850 -0.2192 -0.2079 -0.2020 -0.1984
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∣∣ ⋅ ∣∣2 euklidis
he Norm im Rn, Seite 32
⊙ erweiterte (Skalar-)Multiplikation, Seite 59
⊖H Hukuhara-Subtraktion, Seite 78
⊕ erweiterte Addition, Seite 59
1A Indikatorfunktion für die Menge A, Seite 49
(aL, aR; lA, rA)LR LR-Fuzzy-Intervall mit Spannweiten lA und rA, Seite 51
(aL0 , aL, aR, aR0 ) Tupels
hreibweise für trapezförmige Fuzzy-Mengen, Seite 52
[Ã]α α-Niveau der Fuzzy-Menge Ã, Seite 52
[aL(α), aR(α)] Intervall-Darstellung des α-Niveaus [Ã]α eines LR-Fuzzy-Intervallsmit linkem Rand aL(α) und re
htem Rand aR(α), Seite 53
Ã, B̃ Fuzzy-Mengen, Seite 49
Ã × B̃ kartesis
hes Produkt von Ã ∈ F(U) und B̃ ∈ F(V ), Seite 54
â = (â0, . . . , âk) Approximations- bzw. S
hätzparameter, Seite 31
Cov(X,Y ) Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y , Seite 38
C̃ = (C̃1, . . . , C̃m) Vektorens
hreibweise für ni
ht-interaktive Fuzzy-Vektoren in F nob

coc (Rm),Seite 56
δ2 L2-Metrik der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression, Seite 96
δ(ν) erweiterte Familie von Kleinste Quadrate Fuzzy-Metriken, Seite 98
D2(a) Summe der Abstandsquadrate, Seite 31
E(⋅ ∣Z) bedingte Erwartung bei Vorliegen von Z, Seite 30
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ε = (ε1, . . . , εn) Vektor der Störvariablen, mit denen die zufälligen Abwei
hungen imGlei
hungsmodell abgebildet werden, Seite 30
ei(Ã) Residuen der Kleinste Quadrate Fuzzy-Regression, Seite 93
ei(a), ei Residuen im Sti
hprobenergebnis (x1, . . . ,xk,y), Seite 31
F nob
coc (Rm) Menge aller Fuzzy-Mengen über Rm, die normal, bes
hränkt undkompakt sind, Seite 55
F nob
coc (R)m Menge aller ni
ht-interaktiven Fuzzy-Vektoren in F nob

coc (Rm), Seite 56
F(U) Fuzzy-Potenzmenge über der Grundmenge U , Seite 49
F̃ ∈Map(U,V ) Fuzzy-Bündel von Funktionen, Seite 57
f(z,a) S
har der (linearen) Modellfunktionen in den allgemeinen Variablen

z = (z1, . . . , zk) und den Parametern a = (a0, . . . , ak), Seite 28
f[u, Ã], f[Ũ , a], f[Ũ , Ã] Kurzs
hreibweise für die Funktionstypen von Fuzzy-linearen Funk-tionen, Seite 62
fα,L, fα,R Funktion der linken bzw. der re
hten Intervallgrenze der erweitertenFunktion f auf dem Niveau α, Seite 79
Gκ(x, Ã) Maÿzahl für die aggregierte Gesamtuns
härfe der Approximations-funktion im Niveau κ, Seite 85
I ∈ Rn×n n-dimensionale Einheitsmatrix, Seite 30
 Abbildung zur Einbettung der Fuzzy-Mengen in F nob

coc (R) in die Men-ge ihrer Stützfunktionen, Seite 95
k ∈ N Anzahl der Modellvariablen, Seite 28
Lin(Rk,R) Menge aller linearen Funktionen f ∶ Rk Ð→ R, Seite 79
L,R linke und re
hte Referenzfunktion eines LR-Fuzzy-Intervalls, Seite 51
Map(U,V ) Menge aller Funktionen f ∶ U Ð→ V , Seite 57
µÃ Zugehörigkeitsfunktion der Fuzzy-Menge Ã, Seite 49
mL,mR linke bzw. re
hte Modi�zierungsfunktion zur Kalibrierung von Fuzzy-Merkmalsdaten, Seite 136
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N Menge der natürli
hen Zahlen, Seite 29
N(µ,σ2) Normalverteilung mit Erwartungswert µ und Varianz σ2, Seite 33
n ∈ N Sti
hprobenumfang, Seite 29
Ω Grundmenge der Ereignisse einer Zufallsvariablen, Seite 29
OF Defuzzi�zierungsoperator, Seite 109
PrU C̃ Projektion von C̃ ∈ F(U × V ) auf U , Seite 54
R Menge der reellen Zahlen, Seite 28
Rq kartesis
her Orthant in Ri
htung b, Seite 81
S0 Ober�ä
he der Einheitskugel im R1, Seite 95
σ2 = Var ε Varianz der Störvariablen ε, Seite 30
σÃ Steiner-Punkt der Fuzzy-Menge Ã, Seite 100
supp Ã Trägermenge der Fuzzy-Menge Ã, Seite 52
sÃ Stützfunktion der Fuzzy-Menge Ã, Seite 95
U,V Grundmengen für die Konstruktion von Fuzzy-Mengen, Seite 49
U∗i ursprüngli
he Variable, die dur
h die Fuzzy-Zufallsvariable Ỹi be-s
hrieben wird, Seite 114
χX , χX̃ Auswertungsfunktional für reellwertige bzw. für Fuzzy-Inputvektoren,Seite 80
X̃○ im Steiner-Punkt zentrierte Fuzzy-Menge zu X̃ , Seite 170
X Sti
hprobenmatrix, Seite 30
xj = (x1j , . . . , xnj) (1 ≤ j ≤ k) Sti
hprobenergebnis für die Beoba
htungenXij ∶ ΩÐ→ R (1 ≤

i ≤ n), Seite 29
Xj , X̃j (1 ≤ j ≤ k) unabhängige (Zufalls-)Variable bzw. Inputs, Seite 28
X∗j ,x

∗

j , Y
∗,y∗ (Zufalls-)Variable bzw. Sti
hprobenergebnis der �wahren� Werte, Sei-te 36
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y = (y1, . . . , yn) Sti
hprobenergebnis für die Beoba
htungen Yi ∶ Ω Ð→ R (1 ≤ i ≤ n),Seite 29
Y, Ỹ abhängige (Zufalls-)Variable bzw. Output, Seite 28
z⋅ Mittelwert über das (beliebige) Sti
hprobenergebnis z, Seite 32
ZylV Ã zylindris
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